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Zusammenfassung

Am Beispiel der Platte wird die Anwendung verallgemeinerter Va-
riationsfunktionale in der Elementmethode behandelt, Zuerst werden
einige fiir die Praxis wichtige Funktionale unter Berlicksichtigung der
Querkraftverformungen hergeleitet, Allgemeine Hinweise auf ihre An-
wendung in der Elementmethode folgen, Danach werden konkrete An-
sédtze gemacht und an einfachen Beispielen erprobt. Die Untersuchungen
beschrénken sich dabei auf gemischte Modelle und nicht voll vertrig-
liche Verschiebungsmodelle. Fiir letztere werden weitere, leichter
anwendbare Funktionale und ein einfaches Verfahren zur nachtréglichen
Berechnung der Momente angegeben.

Summary

The application of generalized variational principles is considered
within the scope of the finite element method. The problem of plate
bending is taken as an example for which some functionals of practi-
cal interest are derived including the transverse shear deformation
terms. The application of these functionals inthe finite element method
is discussed. Then some specific trial functions are introduced and
tested by simple examples. This investigation is restricted to mixed
models and not fully compatible displacement models. For the latter
one additional functionals are presented which are easier to handle,
A simplified procedure for the subsequent calculation of thé bending
moments is given,

2,

Résumé

L’emploi de fonctionnelles variationnelles généralisées dans la méthode
des é&léments finis est étudié en choisissant les plaques pour exemple.
Dans un premier temps quelques fonctionnelles importantes dans la
pratique sont établies en tenant compte des déformations d’ effort

tranchant., Puis des indications générales concernant leur emploi dans

la méthode des &léments finis sont données. Des fonctions d’ inter-

polation sont introduites et sont éprouvées en choisissant des exemples

simples. Les études se limitent au cas des modéles mixtes et des

modéles de déplacements ne respectant pas totalement les conditions
de compatibilité, Pour ces derniers d’ autres fonctionnelles d’ emploi
plus facile sont établies et une méthode simple de calcul & posteriori
des moments est donnée.
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Bezeichnungen

Die wichtigsten Formelzeichen

B i ;“gg] Elastizititsmodul,
1 1] Querkontraktionszahl.
" [m?] Gesamtfliche der Platte,
h [m] Plattendicke,
; VR Eh®
K [Mpm] Plattensteifigkeit K = IO
X {m] Koordinaten des globalen kartesischen Koordinaten-
systems, i= 1,2, 3, x1 und XZ liegen in der Platten-
mittelfldche,
n, t [m] Rechtwinkliges Koordinatensystem an einem Ele-
mentrand.
Mp
oij [ -r-n—z-] Spannungstensor
eij [1] Verzerrungstensor i,j=1,2,3
- Mp . N
ki L*‘n'l—g‘_] Volumenkraft in Richtung X
m, [ %P—E] Momententensor
1j Mo } i,j = 1,2
q; £ E—] Querkraftvektor
P [ ;I\;Ilmg] Fléchenlast normal zur Plattenebene (in Richtung X‘i)‘
M [M] Biegemoment M=m
m nn
T [M] Torsionsmoment T = m an einem
m . nt
t d
Q [@] Querkraft Q=q Elementran
m n
Mp . -
[—I;l-—] Ersatzscherkraft V = q, + My
ug [m] Verschiebung in Richtung X,
W [m] Mittlere Verschiebung in Richtung Xgt

g % 3 9
w3y hustl'(hz)]dx:s
2

v
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Mittlere Neigung der urspriinglichen

Flichennormalen:
N X
_ 8 H 3 ~
St Iy a9 =12
3
Krimmungstensor, # —l(rs +8B, ) i,j=1,2
¢ BRI O R
Gleitung. Yi = W,i+r3i i=1,2

Querneigung des Elementrandes:

Q‘):W’n_\{n=—an

Léngsneigung des Elementrandes:
= - = -0

Vew-yy t

Randlinie der Platte,

Teil des Plattenrandes, auf dem eine Grofle o vor-

gegeben ist,
Innenkanten der Platte.

Gesamtheit aller Bereichsrénder (Innengrenzen ¢

sind in t doppelt enthalten).

32 2°
Laplace - Operator: besort 33 = | ) ek
1 2

— 1 fur i =k

Kronecker - Symbol 8,
B ™~ g ur i fx

Inneres bzw. dufleres Potential,
Gesamtpotential 1 = 1’[(1) + H(a)

Inneres bzw. dufleres Ergénzungspotential,

Gesamtes Erginzungspotential i =

Variationgfunktionale,
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Allgemeine Vereinbarungen

Matrizen werdenmit fettgedruckten GroB8buchstaben, Spaltenvektoren

mit fettgedruckten Kleinbuchstaben bezeichnet,
Bin hochgestelltes T bedeutet eine Transposition.

Hochgestellte Indizes in Klammern bezeichnen i. a, die Zuordnung

einer Grofe zu einem Knotenpunkt.

Hochgestellte Indizes ohne Klammern werden im Abschnitt 2. 4 er-

lautert,
Vorgegebene Grofen werden mit einem Dach (") gekennzeichnet,

Partielle Ableitungen werden neben der iiblichen Schreibweise durch

Komma und Indizierung bezeichnet, Es gilt z, B.

w2 ¥w_ . L .
ij axi axj n dn
Abkiirzungen im Text
P.v.M.d.p.E. Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie.
P.v.M.d.E. E. Prinzip vom Minimum der Ergidnzungsenergie,

Begriffe

Der Begriff "Gruppe'' wirdinder vorliegenden Arbeit nur zur Zusam-
menfassung gleichartiger Grofen benutzt und ist somit nicht mit dem

in der Mengenlehre definierten gleichlautenden Begriff identisch.
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1, Einleitung

Die Methode der finiten Elemente, kurz Elementmethode genannt, ent-
stand als Weiterentwicklung der Matrizenmethode der Baustatik (siehe
hierzu [1])., Komplizierte Tragwerke werden in Teilbereiche zerlegt
und deren statischer und kinematischer Zustand in vereinfachter Weise
durch eine endliche Zahl von Parametern beschrieben. Beim Zusam-
menbau der Klemente kdnnen die statischen und kinematischen Bedin-

gungen in diesen Parametern ausgedriickt werden,

Anfangs wurden iiberwiegend die kinematischen Grofen eines Elements
als unbekannte Parameter gewahlt und die zugehorigen statischen Groé-
Ren daraus berechnet. Den erforderlichen Zusammenhang zwischen
beiden GréBengruppen stellen die Steifigkeitsmatrizen her, die man

nach verschiedenen Methoden ermitteln kann,

Elemente von Flidchentragwerken behandelte man zunichst nach rein
ingenieurméaBigen Gesichtspunkten. So haben Hrennikoff [2] und
spidter Spierig [3] sie als Stabwerke idealisiert und fiir diese Mo-

delle Steifigkeitsmatrizen entwickelt,

Mit der Einfghrung einfacher Verschiebungsansitze filr die Elemente
begann danndie Entwicklung der eigentlichen Elementmethode. Turner
Clough, Martin und Topp [4] gaben 1956 Ansitze fiir Scheiben-
elemente an, Im folgenden wurde eine grofle Zahl von Scheiben~ und
Plattenelementen entwickelt, wobei man die Steifigkeitsmatrizen zu-
meist, wiein [5], unter Benutzung des zweiten Castiglianoschen Satzes
ermittelte, Diese Methode und die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen
mit Hilfe von Gleichgewichtsbetrachtungen der SchnittgroBen an den

Elementrindern sind ausfihrlich in [6] dargestellt.

Schaefer behandeltein([7] das Ritzsche Verfahren fiir Plattenprobleme
unter Verwendung bereichsweiser Ansétze, wobeier derenerforderliche
Kontinuitit durch die Anwendung Hermitescher Interpolationspolynome
erzielte. Auf diese Weise war bei der Plattenberechnung eine Verbin-

dung hergestellt zwischen der Anwendung des Prinzips vom Minimum
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der potentiellen Energie und jenen Elementmethoden, die den Castig-
lianoschen Satz im Zusammenhang mit Ansitzen benutzten, welche die
Kontinuit4t der Verschiebungen und ihrer ersten Ableitungen gewihr -
leisteten. Danrﬁt erdffnete sich die Méglichkeit, rein mathematische
Verfahren bei der Elementmethode anzuwenden, Erst jetzt wurde es
z. B. mbglich, auch hohere Ableitungen des Verschiebungsansatzes

als Parameter zu verwenden.

Vom Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie war es nur noch
einkleiner Schritt bis zur Anwendung verallgemeinerter Varijationsprin-
zipe, wie sie Reissner [8],[9], Herrmann [10], Washizu
[11], Prager [12], Bufler [13] u. a. angegeben haben, Diese
Prinzipe ermoglichten die Entwicklung gemischter Methoden auf der
Grundlage der Variationsrechnung. Damit wurde jedoch die urspriing-
liche ingenieurmaigBige Anschaulichkeit der Elementmethode verlassen.
Die nunmehr benutzten mathematischen Methoden regten einige Auto-
ren dazu an, Konvergenzuntersuchungen zu machen. Johnson und
Mc Lay [14] wiesenfiir ein bestimmtes Verschiebungsmodell (recht-
eckiges Scheibenelement) die Konvergenz der Ergebnisse nach. Sie be-
tonten, dafl die Benutzung von Ansitzen, die im Sinne der Variations-
rechnung zuléssig sind, noch keine Garantie fiir Konvergenz bedeutet.
Zeni¥ek und Zlamal [15] sowie Lynn und Boresi [18]
fiithrtenKonvergenzuntersuchungen ebenfalls anvollvertréiglichen Ver-
schiebungsmodellen durch, wobei letztere einige notwendige Kriterien
angaben. Mit Konvergenzuntersuchungen fiir die Anwendung verall-
gemeinerter Variationsprinzipe in der Elementmethode hat sich
Babu¥ka in [17] ausfiihrlich beschiftigt, An neueren Arbeiten zum
ThemaKonvergenz seiendie Versffentlichungen von Pin Tong und
Pian [18], Argyris und Williams [19], C. Johnson [44]

und von Strang und Fix [45] genannt,

Inder vorliegenden Arbeit werden vor allem die praktische Anwendung
der verallgemeinerten Variationsprinzipe in der Elementmethode und

die dabei auftretenden Probleme behandelt,

Der Herleitung einiger wichtiger Variationsfunktionale fiir die elasti-

sche Platte unter Berticksichtigung der Querkraftverformungen folgen
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Hinweise zu ihrer Anwendung in der Elemenimethode. Diese betreffen
programm - organisatorische Fragen, die Struktur der entstehenden

Gleichungssysteme und die Wahl der Ansédtze.

Sodann werden fir verschiedene Funktionale mit Hilfe mehrerer An-
sitze praktische Konvergenzuntersuchungen durchgefiihrt, Es zeigt sich,
dafl nicht alle vom Funktional her zuldssigen Ansétze zu brauchbaren
Ergebnissenfihren, Ein unbefriedigendes gemischtes Modell wird ndher
untersucht und durch Modifizierung des Verschiebungsansatzes ver-

bessert,

Fiir das bel nicht voll verirdglichen Verschiebungsansitzen benutzte
Funktional werden Niherungsfunktionale angegeben, mit denen die Bil-
dung von Kantenmatrizen vermieden werden kann, die sonst zusidtzlich
zur Bildung von Elementmatrizen erforderlich ist, AuBlerdem wird ein
einfaches Verfahren entwickelt, das es ermdglicht, Biege- und Drill-
momente aus Verschiebungsfunktionen ohne die iiblichen Ableitungen

und Mittelungen zu berechnen.

Den SchluBl der Arbeit bilden Vergleiche zwischen den verschiedenen,
von Variations funktionalen ableitbaren Verfahreninnerhalb der Element-

methode.
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2. Die Grundgleichungen der Platte

In diesem Kapitel sind die Differentialgleichungen zusammengestellt,
die den statischen und kinematischen Zustand der Platte und die Ver-
knipfung beider Zustdnde iiber das Stoffgesetz beschreiben., Um eine
Anwendung der Formeln inden spdteren Beispielen zu erleichtern, wird
dabei von vornherein ein lineares Elastizitidtsgesetiz angenommen, Da
eine Aufteilung der Platte in Teilbereiche vorgesehen ist, sind neben
Feldgleichungen und Randbedingungen auch Ubergangsbedingungen er-
forderlich. Weiterhin werden die Querkraftverformungen der Platte in

allen Gleichungen beriicksichtigt,

Am Ende des Kapitels sind Identitdten angegeben, die fir Umformungen

in den weiteren Kapiteln bendtigt werden,

2.1 Geometrie, Belastung, Definitionen

Den Berechnungen wird ein rechtwinkliges Koordinatensystem Xys %o
Xq (Rechtssystem) zugrunde gelegt, wobeidie Plattenmittelfldche inder
Xl’ xz—Ebene liegt, Die Gesamtfliche F der Platteist in mehrere Teil-
bereiche unterteilt. JThre Aulengrenzenwerdenmit s, ihre Innengrenzen
mit ¢ bezeichnet, t seidie Gesamtheit aller Bereichsrénder. Die Grenz-~
linien haben eine stiickweise stetige Tangente. Unstetigkeitsstellen

werden Knotenpunkte k genannt,

Der Platte sind richtungstreue statische und geometrische Grofen vor-

gegeben, Sie werden mit einem Dach (™) gekennzeichnet,

p Flichenkraft [Mp/m®] in Richtung Xy

13k Einzelkraft [Mp] in Richtung x, am Knotenpunkt k

o) Randquerkraft [Mp/m] léngs des Teilrandes SQ

M Randnormalmoment [Mpm/m] lings des Teilrandes Sum
0 Randdrillmoment [Mpm/m] lings des Teilrandes ST

Linienkrifte und ~momente im Innern des Tragwerks sind nicht vorge-
sehen, damit der Umfang der Gleichgewichtsbedingungen nicht unnétig

grofl wird.
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Folgende Verschiebungsgroflen kénnen vorgegeben werden:

w Durchsenkungen lings des Teilrandes 8, =8 - SQ
& Verdrehungen normal zum Rand lidngs sCp =8 -8y
(1 Verdrehungen in Richtung der Randtangente lings S‘U =8 -8,

Der Zustand der Platte nach der Belastung wird durch die Verschiebun-
gen w (Xl’ XZ) {Durchsenkungen in Richtung x3), die Verdrehungen
fsi(xl, xz)der urspriinglichen Flachennormalen, die Verzerrungsgrofien
Kij (xl, XZ) und Y; (Xl’ x2) und durch die Plattenschnittgrofen mij (Xl’ x2)
und a; (Xl’ x2) beschrieben. Genauere Eriiuterungen zu diesen Groéflen
folgen. Die Momente mij und die Querkrifte a4 sind in Bild 2.1 fir das
globale Koordinatensystem Xl’ XZ’ x3 definiert, In jedem anderenrecht-
winkligen Koordinatensystem gelten entsprechende Definitionen,

o B
/,/ ! 9, /"'"

& |
Xy !
| mu

mM q1
l Xz A

Bild 2,1: Definition der Plattenschnittgrofen

An den Ridndern eines Teilbereiches bildet die AuBennormale n, die
Tangentenrichtung t und die Richtung g wiederum ein rechtwinkliges
Koordinatensystem n, t, Xg (Rechtssystem), in dem die Schnittgroéfien
m = M, m .= T, q, = Q definiert sind (siehe Bild 2, 2)., Die Neigung
der urspriinglichen Flichennormalen an den Réndern eines Bereichs
wird durchdie Verdrehungen ¢ (umdie t-Achse) und § (um die n-Achse)
beschrieben, deren positive Richtungen den posifiven Richtungen der

zugehdrigen Randmomente M und T entgegengesetzt sind (siehe Bild 2. 2).
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Im Sonderfall vernachldssigter Querkraftverformungen wird damit

2w _ 2w
®=gn und bR g

Bei denInnenrindern ¢ sind zwei Schnittufer zu unterscheiden, Koor-
dinatensysteme und Zustandsgrdfen dieser Schnittufer werden durch
ein hochgestelltes Plus- bzw. Minuszeichen gekennzeichnet. InBild 2.2
sind sie fiir zwei geradlinig berandete Teilbereiche dargestellt, wo-

bei die Schnittufer der gemeinsamen Kante in xl—Richtung auseinan-

dergezogen sind.

Bild 2. 2: ZustandsgrsdBen an Innenridndern der Platte

Inden folgenden Formeln und Gleichungen gilt die Summenkonvention:
iiber gleiche Indizes soll jeweils summiert werden, Ein Komma be-

deutet partielle Differentiation. éik ist das Kronecker-Symbol:

E ist der als konstant angenommene Elastizititsmodul, p istdie Quer-
kontraktionszahl und h die Plattendicke, Die Steifigkeit der isotropen
Platte ist

Eh®

K = 151755
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2.2 Die wichtigsten Formeln der Plattentheorie

bei Beriicksichtigung der Querkrafiverformungen

Die folgende Plattentheorie entspricht zum gréften Teil der verschéirf-
tenTheorievon Reissner, wiesie in {20] dargestellt ist, Der ein~
zige Unterschied besteht in der Annahme, daB die vorgegebene Last p
nicht an der Plattenoberfliche, sondern derart als {iber die Platten-

dicke verinderliche Volumenkraft & angreift, daf die Spannungen o

3 33

identisch verschwinden,

Zundchst wird vom dreidimensionalen Verschiebungs -, Spannungs- und

Verzerrungszustand ausgegangen, Es gelten die Beziehungen

>

(i) _ i) |1 0z Co .
=1 —2'[“Llcij€ijdx3dx1dx2 ; i, j=1,2,3
F "2
mit
1 _ 14y v .
eij =3 (ui,j+ uj,i) o [oij 6ij ™ Ukk] s i, j, k=1,2,3
H(l) stellt das innere Potential, ﬁ(l) das innere Ergdnzungspotential dar.

ui (Xl’ XZ’ x3) ist die Verschiebung in Richtung x, Uij und eij sind der
Spannungs- bzw. Verzerrungstensor der dreidimensionalen Theorie,
Im folgenden sollen die Indizes i, j und k nur noch die Werte 1 und 2

annehmen, falls nicht ausdriicklich etwas anderes vereinbart wird.

Die Definitionen der Plattenschnittgréfien lauten

m;. = jhgij xy dxg
sy
a
.
2
4 - Jhcis dxg
2

Fir sie gelten die Gleichgewichtsbedingungen

g, - m, , ='0
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Zur Elimination der dritten Dimension x3 ist es erforderlich, fir den
Verlauf der Spannungen iber die Plattendicke Annahmen zu treffen,

Nur dann lassen sich die Spannungen in den Schnittgréfien ausdriicken.

Bei Annahme eines linearen Verlaufs flir Oy und eines quadratischen
J

Verlaufs flir Oig (jeweils i, j = 1, 2) erh&dlt man

\

S I
% /8 /3 (2.1a)
und
Bt X3 2
%3 = g3 Lo (g ] (2.1%)

Die Gleichgewichtsbedingungen des dreidimensionalen Spannungszustan-
des lauten

6.  + k. =0 i,j = 1,2,3

i, i

wobeil Ei eingeprigte Volumenkrifte in Richtung X; darstellen.

o und Oiq gemil (2.1a) und (2.1b) erfillen diese Bedingungen fiir

i=1,2, falls rnij und q; der ersten Gleichgewichtsbedingung fur die

SchnittgréBen geniigen,

Diedritte Gleichgewichtsbedingung des dreidimensionalen Spannungszu-

g 80 festzulegen, daBl Oag iiberall iden-

tisch verschwindet. Mit dieser Mafinahme goll verhindert werden, daf

(1)

standes wird nundazu benutzt, k

tiber o,, ein p enthaltender Term ing innere Potential 11"’ gelangt, wie

33
dies bei Reissner [20] der Fall ist.

9131 F 993,09 F % *kg = 0

> e S IR
37 7 %h n7z’ M, 17 %0
-p
. 3p 32
k3—2 [1-(1')./2)]
b
2 .
_j ey dx, = p
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Da die Volumenkraft 123 die Oberflachenlast § ersetzt, erfiillt

033 = const = O

nicht nur die Gleichgewichtsbedingungen im Innern der Platte (laut Her-

leitung), sondern auch die Randbedingungen an der Plattenoberfldche.

Benutzt man die Spannungsverliufe von O‘i]_ und Uig als Gewichtungsfunk-
tionen zur Definition der mittleren Verdrehungen ﬁi und der mittleren

Verschiebungen w, so erhdlt man (siehe auch [20]):

B, = 8 ngu 3 d
i _gih72 *3
h
3 1z X3 2
Y Zn ;rh“:a Ll (grm) ) dxg
2

Mit den bisher genannten Annahmen und Definitionen 148t sich

nti) | ] dx, dx, dx

2z
= €
5 I ;rg_[qij 177 013%131 931831733833 dxX5 Xy IXy

nach einigen Zwischenrechnungen auf folgende Form bringen:

1) gy L
m = 5 J +q y]dx dx2 (2.2)
B
mit W = L@ +8 )
ij 2 i, i, i
YT Wy

Wirddie Last p in Form von k aufgebracht, solautet das entsprechende

3
duBlere Potential

+
L
o

= ..H' Tgk u dxsdx dx ﬂ e XB 2] u, dx dx dx
[

2h 2h 2

H
le

—-J}!‘@wdxldxz
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Anmerkung:
Alle inRichtung Xq wirkendenKraftgréfien miissen einen parabolischen
Verlauf iiber die Plattendicke haben, #hnlich f{s, damit ihre Arbeit

mit Hilfe der Verschiebungsgréfe w ausgedriickt werden kann!

Aus denElastizitatsgleichungen oder iberdasvon Reissner in[ 20]
angewandte Verfahren erhélt mandie Beziehungen zwischen den Schnitt-

grofen und den Verzerrungsgréfien:

= - =
mip = K- Dt by Ty g )
Eh 5
4 T Taa Ty i C KO-wg oy

Die Umkehrung dieser Gleichungen lautet:

. 1 Y

it RIS L™ by TR Mkl
2,414y - BB

Yi T En 9 T FRa-my 4

Aus den Definitionen fir w, fSi und Y ergibt sich folgender Zusammen-
hang zwischen diesen GroéBen und den Randneigungen ¢ und | (siehe

Bild 2.2):
® = -8B = w, -y (2.3)
- 4
¢ Yy (2.4)

Bei Beriicksichtigung der Querkraftverformungen stellenpund § mittlere

Neigungen eines Elementrandes dar.
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2.3 Zusammenstellung der kinematischen und statischen

Gleichungen und der Elastizitéitsgleichungen

Die kinematischen Gleichungen der Platte sind:

Feldgleichungen:

Randbedingungen:

Ubergangsbedingungen:

R,
1

1

1
_.é..(ﬂ

Y. - (w,i

+ 8

ij

+8,)

U

"

auf

auf

auf

auf

auf

auf

i,j=1,2

Die statischen Gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) der Platte sind:

Feldgleichungen:

Knotengleichungen:

Randbedingungen:

Ubergangsbedingungen:

=2
=

=
1
H»

!
<

auf

auf

auf

auf

auf

auf

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Die Gleichung (2. 11) sagt aus, daf nach der Reissnerschen Theorie
eine Einzellast Isk von der Platte nicht aufgenommen werden kann.
Bei der Kirchhoffschen Plattentheorie gilt eine andere Gleichung,

siehe z. B, [13].

Die Gleichungen (2, 9) und (2. 10) lassen sich unter Voraussetzung der

Differenzierbarkeit von mji i zusammenfassen:

mij, i p =20 (2. 14)
Die dritte Gleichungsgruppe wird von den Elastizitdtsgleichungen ge-
bildet:

- _ e

m, K(1-4) [nij+5ij o Hoge ] (2. 15)
_ Enh . 5

G Tmaarn i T RO wE 2.16)

Ihre Umkehrung lautet:

I U
M7 KW D™ % T M) (2. 17)
L 2,4 (14w P
"y Eh R e (2.18)
2.4 Vereinfachung in der Schreibweise

Indenfolgenden Abschnittentretendie Verschiebungsgrdfen (w und ﬁi),
die Verzerrungsgrofien (Kij und yi) und die Kraftgréfien (mij und qi)
teils unabhiéngig, teils abhéngig voneinander auf. Um das exakte An-
schreiben des Ausdrucks zu vermeiden, der die Beziehung zur unab-
héngigen Grofle herstellt, wird eine abhéingige Gréfie mit einem oben
angebrachten Index versehen, der anzeigen soll, von welcher GroBen-
art sie abgeleitetist, Aufdiese Weise wird der Charakter (z, B. Mo-
ment) und die Herkunft einer GroéBe in der kiirzest moglichen Form
dargestellt, Der Index w kennzeichnet hierbei die Abhingigkeit von
denVerschiebungsgrofien w und rsi; die Indizes n bzw. m beziehen sich
analog dazu auf die GroBen %ij und Yy bzw, mij und 9- Zur Vermei~
dung von MiBverstindnissen sei betont, daf mit den gewdhlten Indizes
die Abhéngigkeit von Gréfenarten bezeichnet wird, diehier jeweils aus

zwel Grifen bestehen,
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. = + . = "
Beispiele: Yi W,y ISI H i 3 (rsljj + HJ, 1)

K = -
4 = K- ooy
W 5 W 5
Q = K- oy = K(l-u) g (v, +8)
mo_ W
Yi TERa-m U

Erst bei Vernachlissigung der Querkraftverformungen entfdllt die Un-
abhingigkeit der jeweils zweitgenannten GroBe einer bestimmten Art
(siehe Abschnitt 3.5). Unter gewissen Voraussetzungen ist es auch bel
Bericksichtigung der Querkraft{rerformungen moglich, ﬁi, Yi und q; in
denGroBen w, Kij und mij auszudriicken {siehe Abschnitt 3. 6), In allen
diesen Fillen werdendann f&i, Y und q; ebenfalls mit einem hochgestell-
tenIndex versehen, der sich jetzt allerdings nur noch auf eine der Gro-
flen w, Kij oder m,. bezieht.

- m
Beispiel: a; = mji,j

Weitere Beispiele sind im Abschnitt 3.6 genannt,

Erginzend dazu wird folgendes vereinbart:

Nicht nidher durch einen Index gekennzeichnete Verschiebungs-Rand-
grofen sind von w bzw, ﬂi und nicht ndher gekennzeichnete statische
Randgrofien sind von mij bzw. 9 abhingig. Mit den Komponenten des
Normalen- und des Tangenten - Einheitsvekiors eines Elementrandes

n, = cos (n, Xi) 3 ti = cos (1, xi)

gelten fir die Randgrofien folgende Beziehungen:

w’:— E
© =0 = -8 B oy
"W:.. = .
L Bt By
MEMm?M( y = m = m,, n, n
ij nn ij i
TETmET(H))‘—E = m,, n, t
ij nt ij 1o
m
Q=Q =Qlyg) =g9q, =4q 1
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VondenlIndex-Kennzeichnungen unberihrt bleiben F#lle, in denen Ver-
wechslungen unméglich sind, weil z,.B. nur eine einzige unabhingige

Groflenart vorhanden ist, von der alle auftretenden GréBen abhingen.

Die Gesamtheitaller Grofen einer bestimmten Art (Verschiebungsgré-
Ben, VerzerrungsgroéBien, Kraftgrofen) wird im folgenden’ GroBengruppe’
oder - wennihre Darstellung durch Funktionen gemeint ist - ' Funktionen-
gruppe' genannt, Die Bezeichnung *Gruppe’ entspricht dabei nicht dem

in der Mengenlehre definierten gleichnamigen Begriff,

2.5 Wichtige Identitédten

Durch Teilintegrationen mit Hilfe des GauBischen Integralsatzes lassen

sich folgende Identitdten herleiten:

w _ 1 \
gmij nig dF = ﬂ“ m,; 5 i)j+rsj)i) dF
j[M )BT (my )8, dt - jjm ;8 dF
= -gmjiljﬁidf“—{[l\/[( .o+ T (m w]dt (2.19)

w _ .
Hqi v, dF = I g (w,i+8,)d¥
F
II q; 8, dF-ﬁ'q .wdr+jQ Y w dt (2.20)
F F
Fur spitere Anwendungen werden in diesen Identitdten die Integrale

ttber t durch Integrale tber s und o ersetztund letztere ineine besondere

Form gebracht.
W _
i m, ng; dF = —‘Qmji,j(&idF ~£M(mij) o ds gT(mij)st

g (L [M—F(m“)-rl\/[-(mij)] lo"+71 +

2 ij
[0 (m, ) <M (m, )1 5 To" - 971 ) do
-] {%[T*’(mij>+T“(mij>le++ 1+
(¥ (my) -7 (my T g 6 y-11do (2,21
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‘gqi Y;N dF = ﬁ' qifsidF-ﬂ'qi'i w dIP-+£Q(qi) w ds
+j'{-[Q - th*-w‘1+
Q' q,)+Q (a))] 5 [w +w 1} do (2.22)

Fiir den Sonderfall, daB q; und mij die Gleichung (2. 9) exakt erfiillen,
erhdlt man aus (2, 19) und (2. 20) folgende Gleichung:

Hm "y dF‘+ﬂ‘qm ‘,lNdF

=-[fm ., wdF+[T-M(m, )o-T(m )W+Q( w]dt (2.23)
F J:1] t 1]

Auch diese Gleichung kann wie (2.21) und (2.22) in ausfiihrlicherer

Form dargestellt werden:

j];‘fmll] i dF+qu ‘iNdF

=-{ImimwdF-iM(mij)cpds-Js“T( \pds+‘fQ st

-f{%[M( J)+M(m )1 To" +cp]+

0] + -
M (mij)—M ij] 5 lo -0"1) do
-] {%[T*(mij)w'(mij)] S
g
Cr7my ) -1 (m ] g 8- 9T ao

[ 15 1@ my) -Q7m ) v w14
[0
EQ+(mij)+Q'(mij)]% fw +w'1) do (2. 24)
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3. Die Variationsfunktionale der Platte

In diesem Kapitel werden mehrere Variationsfunktionale fiir die Platte
unter Beriicksichtigung der Querkraftverformungen hergeleitet, Um die
Formelndirektinden Ansédtzen und Belispielen der weiteren Kapitel be-
nutzen zu kénnen, wird von vornherein ein lineares Elastizitidtsgesetz

und das Vorhandensein eines Gesamipotentials vorausgesetzt,

Die Herleitungen stitzensich zu einem grofien Teil auf den Aufsatz [ 13]
von Bufler. Bel den genannten Voraussetzungen wird jedoch einer
direkten Herleitung der Funktionale aus dem elastischen Potential bzw.
dem Ergénzungspotential der Vorzug gegeben. Auch die Bezeichnungen
der Funktionale werden gedndert. Indizes geben die Zahl der vorkom-
mendenunabhéngigen Grofengruppen an (siehe Abschnitt 2, 4). Ist diese
Zahl gleich zwei, so wird eine weitere Unterscheidung durch die Buch-

staben A und B erforderlich,

Die Funktionale und die zugehodrigen Variationsgleichungen werden un-
ter Benutzung von Identitdten, die im Abschnitt 2.5 angegeben sind, in
verschiedenen Formen dargestellt. Jede dieser Formen ldft andere
Eigenschaften erkennen, was besonders bei der praktischen Anwendung

von Bedeutung ist.

Am Ende des Kapitels werden kurz die Beziehungen der hergeleiteten

Funktionale zu den in der Literatur genannten aufgezeigt.

3.1 Die Minimalprinzipe

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie (P.v.M.d.p.E.)
lautet:

I (w, 8) = Min (3.1)

Dabei hat [I bel Beriicksichtigung der Querkraftverformungen unter Be-

achtung der Gleichung (2. 2) folgende Form:

1 1 %

I =§gm?j oy dF+-§g q v; dF
- ﬁwdF—Zf’ w, + 1\7Icpds+ des »J‘des (3.2)
g kKoK s{[,[ s{ 5¢
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Das Potential enthélt in der Formulierung (3, 2) sowohl Verschiebungs -
als auch Verzerrungsgroflen, Die Groflen m’.fj und q’f stellen keine un-
abhéngige dritte Gruppe dar, sondern Abkiirzungen arithmetischer
Ausdricke, da sie Uber das Stoffgesetz fest mit den Verzerrungen

verkniipft sind,

Das Prinzip setzt voraus, daf sdmtliche kinematischen Gleichungen
(2.5) bis (2.8) erfiillt sind, so dafl auch die Verzerrungen von den Ver-
schiebungen abhéngen. Die Anwendung des Prinzips liefert die stati-
schen Gleichungen (2.9) bis (2,13} als Euler-lLagrangesche Gleichungen

und als natiirliche Rand- und Ubergangsbedingungen,

Das zum P,v.M.d.p.E. duale Prinzip vom Minimum der Ergédnzungs-

energie (P.v.M.d.E. E. ) lautet:

I (mij’ qi) = Min, (3.3)
mit

~ 1 " 1 %
I = ) .”‘ mij Kij dF + 5 ﬁ a4 v dr

iy o

+ [ MTds+ [§ TV ds - [ wQTds (3.4)
s S S
® ¥ w
m

In dieser Gleichung sind die Randgr&Ben Mm, T und Qm von den
Schnittgrofen mij und q; abhdngig, wihrend m?j und q? eine zweite zu-
nichst unabhingige SchnittgroBengruppe darstellen, aus der die innere
Komplementdrenergie berechnet wird, Kij und Yy hédngen von ihnen lber
das Stoffgesetz ab und stellen die Abkirzung arithmetischer Ausdriicke
dar, Die Indizierung soll hier ausnahmsweise nur eine gegenseitige
Abhéngigkeit anzeigen, jedoch nichts dariber aussagen, welche der
beiden Gruppen die unabhingige ist, Diese Inkonsequenz wurde in Kauf
genommen, um eine éigene Bezeichnung fir das zu den Verzerrungen
duale vierte Groflenpaar zu vermeiden, das iiber das Stoffgesetz immer
fest mit den Verzerrungen verkniipft ist. Beim Auftreten dieser beiden
gekoppelten Groéfengruppen mufl allerdings jeweils angegeben werden,
welches die unabhingige ist, da dies bel der Variation von Bedeutung

ist (siehe hierzu Abschnitt 3. 2. 2).
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Damit enth#lt auch das Komplementirpotential T in der Formulierung
(3.4) zunichst zwel formal voneinander unabhingige Gréfengruppen,
Die Anwendung des Prinzips setzt voraus, daf die Schnittgrofen m,,
und q, den Gleichgewichtsbedingungen (2.9) bis (2,13) geniigen, Dartliber

hinaus miissen noch folgende Gleichungen erfiillt sein:

m,, - m,, = 0 (3.5)
1) 1

" -

qi -9 = 0 (3. 6)

Die Gleichungen (3.5) und (3. 6) erginzen die statischen Nebenbedin-
gungen und entsprechen den kinematischen Gleichungen (2. 5) und (2. 6)
beim P.v, M. d. p. E. ’

Geniigen alle Gréfen den genannten Bedingungen, so liefert die An-

wendung des Prinzips die kinematischen Gleichungen (2. 5) bis (2. 8).

Die beiden Prinzipe sind vollig dual zueinander, In beiden ist das
Stoffgesetz enthalten, Statische und kinematische Gleichungen sind je-
weils entweder Nebenbedingungen oder entstehen als Euler-Lagrange-
Gleichungenund als natiirliche Bedingungen. Die zus#tzliche Einfiih-
rung von Kij ufd Yi (neben w und ﬁi bei ) und von mz; und q? (neben
mij und 9 bei I1) ist fiir die folgende Herleitung der verallgemeinerten
Variationsfunktionale erforderlich. Beide Groéfengruppen treten aus-

schlie8lich in den Termen fir die inneren Potentiale auf,

3.2 Das Variationsfunktional der Platte fiir drei unabhingige

Funktionengruppen

Die Voraussetzungen zu den beiden genannten dualen Minimalprinzi-
pen stellen im Sinne der Variationsrechnung Nebenbedingungen dar.
Man kann sich von ihnen durch die Hinzufligung zusé&tzlicher Terme
zum Potential befreien, wobei i.a. nur noch ein stationdrer Wert des
Funktionals erreicht werden kann. Diese sogenannte Lagrangesche
Multiplikatorenmethode ist u. a. in [21] dargestellt. Sie filhrt zu den

verallgemeinerten Variationsfunktionalen,
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Die Formulierungen der Minimalprinzipe, (3. 2) und (3. 4), enthielten
bisher jeweils zwei unabhingige Gréfengruppen, Fiigt man die jewei-
ligen Nebenbedingungen - multipliziert mit Lagrange-Parametern und
integriert {iber die Definitionsbereiche der Nebenbedingungen - den
Potentialen hinzu, so stellen die Lagrange-Parameter eine dritte un-
abhiingige Gruppe dar, so daf im allgemeinsten Fall ein Variations-
funktional mit drei unabhingigen Funktionengruppen entsteht, Im

folgenden wird gezeigt, daB beide Prinzipe auf dasselbe Funktional

fithren.

Inden Herleitungen werden die Lagrange-Parameter mit einem Stern
versehenund mit Symbolen bezeichnet, die ihre spiter feststellbare
Bedeutung vorwegnehmen, Die einzige von vornherein zu erfiillende
Bedingungist, daf die Plattendurchbiegung w an allen Knotenpunkten
stetig ist. Auch auf diese Forderung k‘c'fnnte verzichtet werden. Ihre
Erfiillung macht jedoch keine Schwierigkeiten und vereinfacht die
Funktionale im Sonderfall vernachlédssigter Querkraftverformungen

sehr wesentlich (siehe Abschnitt 3. 5).

Verallgemeinerte Variationsfunktionale werden im Schrifttum auch
auf andere Weise konstruiert, Sogeht Wunderlich {22] alleinvon
den Grundgleichungen des elastischen Kontinuums aus (ohne Uber-
gangsbedingungen an Bereichsgrenzen), die er mit kleinen Stérungen
8 w (Variation der Verschiebungen) bzw. & Gij (Variation der Span-
nungen) multipliziert und anschliefiend addiert, Eventuelle Diskon-
tinuitdten an den Bereichsgrenzen miissen nachtréglich in die so ent-
stehenden Variationsgleichungen eingearbeitet werden, Bei Vorhan-
densein eines Potentials kénnen die zugehdrigen Funktionale durch
Integration ermittelt werden, Sandhu und Pister [23] stellen
ebenfalls zuerst die Grundgleichungen der Platte auf, mit deren Hilfe
sie anschliefend in Anlehnung an Michlin [24], Paragraph 11,
sofort das zugehdrige Funktional konstruieren, An den Bereichs-
grenzen eventuell vorhandene Diskontinuitéiten, die jedoch den von
Prager [12] genannten Einschrinkungen geniigen milssen, werden
auch hier erst nachtriglich mit Hilfe von Zusatztermen zum Funktio-

nal berticksichtigt.
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3.2.1 Herleitung des Funktionals FS mit Hilfe des

Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie

Fihrt manin II nach (3. 2) die kinematischen Nebenbedingungen (2, 5) bis

(2. 8) multipliziert mit Lagrange-Faktoren ein, so erhilt man

F, =

maf =

. 1
ﬁfm;;j " dF + 3 {J‘ q? v, dF

_ﬁ'pwdF ZPka+j‘1\7[cpds+‘f’f\]st-jdes
M ST SQ

e

- [ Gy - xgy) my AF - I tv; - vi) a¥ ar

st

+J’ - M*Eds+ [ (y- ) T*ds-j(w-%)Q*ds
CD SW Sw

+J @ e mrdo+ [ 6Ty e do P ew gt de (3.1)
ag o g N

Hierbei wurden u.a. folgende Abkiirzungen benutzt (entsprechend Ab-

schnitt 2, 4);
Woe L B, . + B, )
ij i, i
(3.8)
W =
YiooE oWyt 81

Variiert man F3 und ersetzt die Terme mit § K\:J/ und § y‘iN mit Hilfe der

Identitdten (2.21) und(2. 22), so ergibt sich:
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- i (m¥, - af) 68, dF - [tar j+p)swdr -2 P sw
P = k k k

- I[M(m*) M1 écpds—‘f[T m* -7) 8y ds *f[Q q* -Q] swds
s

M T 5Q
] O G - () b3 0" -0] do
-] [ (mp) -1 )] sy O -4 o

+JIQ7 @) +Q7@H] by [w +wldo
[

. " - . *
(x, . %.)5mide g(yi v;) 6q¥ dw

'I};‘F ij ij
£

+l@-§sMds+ [ (y-0)sT*ds - [ (w-W)sQ*ds
® SW Sw
+. - +, + -
+ @ e emrdo+ [ (1T +yT) stk do - [ (W' -w ) q¥do
ag g o
®
+j1;‘£(mij —m*‘] dF+H 5y dF
-J‘[M(m*J M*]wds-j‘[rr m* T*]zswdsArj[Q -Q*] swds
S
® \V ®w

1 - + -
ST () £ M ()] -t ) 6 G+ o) do

-g{%tT* (mp) + T ()] - ) (T ) d

+£{§[Q @) -Q @] - et} swow) = 0

(3.9)

Setzt man die Integranden der letzten vier Zeilen fiir von Null verschie-
dene Variationsgrofen gleich Null, so erhdlt man Verkniipfungsgleichun-
gen fir die Lagrange - Parameter. Sie sind alle von m"i*j bzw. q*i“ ab-
leitbar, die mit Hilfe der finftletzten Zeile als Momenten~ bzw, Quer-

krafttensor identifiziert werden koénnen,
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Beriicksichtigt mandie gewonnenen Beziehungen zwischen den Lagrange -
Parametern und 148t bei m"i‘j und q*i* den Stern weg, so lautet Fq nach
(3.7):

o o1
b3(w, Bi, %ij’ Y mij’ i = —Z—Hm dF+ 5 ‘gq? y; dF
—ﬂ'ﬁwdF—E@ wk+f1€4gods+j’i‘¢ds—j'(§wds

i s

M S *Q

- {J Oy - uiwj> m, dF - ig (v; - ¥}) q, dF

k

- M ds o+ [ (- D) T ds - [ (w - ) Q™ ds

B s S
P ¥ w
v et 5 ™) do+£(w++¢')-;-(Tm++Tm‘) do
(o)
ST 3 @M Q) do (3.10)
g

Ersetzt man die Terme

+H% m, dF‘ und ﬁ'y q; dF

mit Hilfe der Identititen (2.21) und(2.22), so erhilt man eine andere,

dquivalente Form von F_:

.
=-—;— j'm ) dF-—Hq YdI‘
SfeMTds - [F T ds + W Q™
5] s
® ¥ w
+] (m’i‘J dF+ﬁ’ ) v, dF
i
_g(mji)J )8, dF - [ wdF-Ef?kwk
S - eds - [t - v as+ [ @ - Q) wods
SM ST SQ
- [T S 607 do - [ T 2Ty do
(o2 g
+1@ ey L (wht wr) do (3.11)
p<t z
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Fur beide Formen gilt die Variationsgleichung:

5 F E-J];:‘f(m,, .- q) 88, dF J};V (qi’i+f)) swdF -IZ{Pk 5w,

- P ™ -8 spds - [ (1™ - T) sds + [ QT -Q) swds
S

M S o)
™™y s et eTydo - [ e s (- 4) do
o2 o
+ [ RTHQ™) 6 % w+w’) do
(o2

" % ~
+§ (m., - mij) fmij dF +£I (a; - q;) 8y, dF

- J};j g - u‘i’g) bon,; dF - Lj (v, - yViV) 8q, dF

- M ds+ [ (v -B) sV ds - [ (w-W) 5Q" ds
s S s

P ] w
+ - + - - -
# ] @ o) op M M ™ Yo+ [ () 5 (0™ ) o
e [0
+ - + -
~j(w-w)5%(Qm-Qm)da = 0 (3.12)
[0
Die Groflen w, rsi, Kij’ Yi’ mij und qi seien bereichswelse definiert,

innerhalb dieser Bereiche frei varilerbar und voneinander unabhéngig.
Firderartige Funktionen gilt, daB ibre Variationen lings der Bereichs-
réander und die Variationen ihrer Ableitungen normal zum Rand unter-
einander und von den Variationen der Funktion innerhalb des Bereichs

unabhéngig sind.

Unter diesen Voraussetzungen fallen in der Variationsgleichung (3.12)
nach dem Lemma der Variationsrechnung die statischen Gleichungen
(2.9) bis (2.13), die Elastizitdtsgleichungen (2.15) und (2.16) und die
kinematischen Gleichungen (2. 5) bis (2. 8) als Euler-Lagrangesche Glei-~

chungen und als natiirliche Rand- und Ubergangsbedingungen an,

Ts ist auch eine etwas geidnderte Deutung von (3.12) moglich: Da im

Potential (3.2) die Elastizitdtsgleichungen (2. 15) und (2. 16) verwendet
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und damit enthalten sind, erscheint es konsequenter und mit den bis-
herigen Aussagen besser zu vereinbaren, wenn die Euler-Lagrange-
schen Gleichungen der 4. Zeile von (3, 12) nicht als die Elastizitits-
gleichungen, sondern als die statischen Gleichungen (3.5) und (3. 6)

gedeutet werden.

3.2.2 Herleitung des Funktionals ﬁg mit Hilfe des

Prinzips vom Minimum der Ergénzungsenergie

Fihrt man in ff, wie es in Gleichung (3. 4) dargestellt ist, die stati-
schen Nebenbedingungen (2, 9) bis (2. 13) und (3.5) bis (3.6) mit

Lagrange-Faktoren ein und bestimmt letztere analog zum Vorgehen
in Abschnitt 3.2.1, wobei nicht %ij und s sondern m?j und q? als
unabhéingige Grofen zu variieren sind, so erhidlt man das Funktio-
nal _. Beim Vergleichmit F

3 , Formel (3.11), ist sofort zu erkennen,
daB

3

Fo=.rF (3.13)
gilt.

Es muB betont werden, daf die Herleitung von ﬁS nur gelingt, wenn
die denkinematischen Feldgleichungen (2. 5) und (2. 6) entsprechenden
Gleichungen (3, 5) und (3. 8) als Nebenbedingungen berficksichtigt wer-
den. Geschiehtdiesnicht, werden also die beiden Schnittgrofengrup-
penvonvornherein gleichgesetzt, so entsteht sofort das im folgenden

hergeleitete Funktional - F mitnur zwei unabhingigen Funktionen-

2A
gruppen,

Beider Herleitung der folgenden Variationsfunktionale wird nur noch

vom P.v.M.d.p.E. ausgegangen.

3.3 Die Variationsfunkfionale der Platte fiir zwei unabhingige

Funktionengruppen

Die Verzerrungsgroéfien %ij und Yy nehmen eine Zwischenstellung
zwischen den Spannungen und den Versgchiebungen ein, Enifernt man

sie aus dem Variationsfunktional F,, indem man sie einer der beiden

3
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Nachbargruppen exakt zuordnet, so verbleiben nur noch zwei unab-

hingige Funktionsgruppen,

Entsprechend der Zwischenstellung der Verzerrungen gibt es zwei

Moglichkeiten der Elimination:

1. Sie werden mit Hilfe der Gleichungen (3.5) und (8. 6) exakt den
Schnittgréfen zugeordnet. Dies filhrt zum Funktional FZA'
2. Sie werden mit Hilfe der kinematischen Gleichungen (2.5) und

(2. 6) exakt den Verschiebungsgrdfien zugeordnet. Es entsteht

das Funktional FZB'

Auf diese Weise erhilt man zwei verschiedene Variationsfunktionale
fiir die beiden unabhingigen Gruppen der Verschiebungs- und der

Schnittgrofen. FZA ist eine allgemeinere Form des Funktionals von
Hellinger-Reissner ([8] und [9]), das im Schrifttum sehr héufig zur
Aufstellung von Elerﬁentmatrizen fiir gemischte Ans#tze benutzt wird,
F2B ist die allgemeinere Form des von Prager [12] angegebenen

Funktionals JS'

Die exakte Herleitung der Funktionale erfolgt analog zur Herleitung
von FS’ nur daf jetzt die genannten Nebenbedingungen von vornherein
erfiillt sind und im Ansatz der Funktionale entfallen. Allein bei der

Darstellung von F,_, ergeben sich griofere Anderungen gegentiber Fg’

2B
da z.B. die Gleichsetzung von %ij und K:JV auf die Variation 6 n:}r fiihrt,

die mit Hilfe von (2. 21) umgewandelt werden muf.

Die erzielten Endergebnisse kann man auch dadurch erhalten, daf man
bei FB in den Formeln (3. 10) bzw, (3.11) diejenigen Terme streicht,

die von vornherein Null sein sollen,

Im folgenden werden die endgiiltigen Formeln angegeben, Wegen der
Bedeutung der Funktionale in der Elementmethode werden verschie-
dene Formen sowohl der Funktionale als auch ihrer Variationsglei-
chungen angegeben. Alle Umformungen werden mit den Identitéiten

(2.21) und (2, 22) durchgefiihrt,
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3.3.1 Das Funktional FZA

Werdendie Verzerrungen Kij und Yi nicht unabhingig gewihlt, sondern
von vornherein den Schnittgrsfen mij und 9 zugeordnet, so sind die
Gleichungen (3.5) und (3. 6) vorweg erfiillt, und man erhili das Funk-
tional B

1 1
Faa 'Egmu“ §F~r

—jc?;Mmds-f\Fdes+j€vads

S S s

© ¥ w
-‘[F"(mji’j-qi)ﬁidF-g(qiji-rﬁ)wdF—EPka
-J“(Mm-n‘/[)cpds-j(T %\uds+j - Q) wds
SM ST . Q

+ -1+ m+ -1 -
~£(Mm-Mm>§(w—w>do~£(T T 5 T4) do

@™ % (whrw™) do (3.14)
(o2
Mit Hilfe von (2.21) und (2.22) ergibt sich eine zweite, &quivalente

Form von F

24’
1 1
Fon~ +§gmij“ij ZEJQY
ﬁﬁwdF-}L;Pk k+jh7xcpds+sj'}¢ds-sj@wds
M T Q

ﬁ' - gy dF - ﬁ' - :N q; dF
+fo-eM ds+[ (-7 ds - [ (w-w) Q" ds

@ Sy w
+I(m4m)—%—(Mm++Mm da+£¢+\p )%( ™) do
ag

L) 3 @7 AT do (3.15)


ibbaf
Textfeld


- 43 -

An den zwel Formen von F erkennt man die beiden mdoglichen Aus -

gangspotentiale - f una 1 iﬁd die jeweiligen Nebenbedingungen samt
den als Verschiebungs- bzw, SpannungsgrofBenidentifizierten Lagrange -
Parametern, Zur Verdeutlichung des Anteils von 1l in (3. 15) kann man
Ki? und yin als primére unabhingige Grofen und mij und q; als die davon
abhiéngigen Groéfen auffassen und die Schreibweise entsprechend um-

stellen,

Die Variationsgleichung von FZA lautet:

ﬂ"(m §ay) 88, dF - ig ;A))GWdF—L)“;f’kéwk
- [ (™ -1 s ds Sfr Ty sy ds+ [(QM-Q)ewds
501 S 5o
-] o™ 55 (0 @) do Jrter™ 55 (4 -4)do
F LRI %(w++w—) do

J‘f 6m ¥ -ﬂ‘ ) b, dF

F T (o-) oM™ ds + [ (1-9) 8T ds - [ (w-w) 5Q™ de

SC{) Sw SW
§ e o) o5 ™ em do+M w9 s 5 (™) do
o
B J‘ (w+-w )6 ;;_(Qm+_Qm~) do = 0
p v (3.16)

In (3.16) sind alle Variationen mit Hilfe von (2.21) und (2, 22) so umge-
formt, daB sie voneinander unabhingig sind. Die nicht von vornherein
erfiillten statischen und kinematischen Gleichungen der Platte sind als
Euler-Lagrangesche Gleichungen und als natiirliche Rand- und Uber -
gangsbedingungen des Variationsproblems zu erkennen. Die Symmetrie

der Variationsgleichung ist jedoch nicht mehr sichtbar.
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Unter 'symmetrischen’ Variationsgleichungen sollen hier solche ver-
standen werden, die bei Benutzung Ritzscher Ansitze fiur die unbe-
kannten Funktionen auf Gleichungssysteme mit symmetrischen Koeffi-

zientenmatrizen fiihren,

Jede durch Nullsetzung der ersten Variation eines Funktionals ent-

stehende Gleichung ist symmetrisch. Thre Symmetrie ist daran zu

erkennen, dafl neben einem Term der Form ‘f f 6 gdll auch ein Term
f g 81 dTl in der Gleichung auftritt, vorausgesretzt, dafl f eine variier-
rk;are, nicht vorgegebene Funktion ist. Wird nur eine der beiden ge-
nannten Terme mit Hilfe von Identidten umgeformt, so dndert dies zwar
nichts ander Symmetrieeigenschaft der Variationsgleichung, doch ist

diese nun nicht mehr unmittelbar zu erkennen,

Werden Variafionsgleichungen in der Elementmethode verwendet, so
kann ihre Symmetrieeigenschaft als Rechenkontrolle dienen.

Variiert man F2A unter Benutzung von (3.14) und (3.15), ohne (2, 21)
und (2.22) anzuwenden, dann erhilt man zwei symmetrische Formen
von & FzA’ die als Grundlagen fir praktische Rechnungen besser ge-
eignet sind.

Sie lauten, wenn man zur Vereinfachung der Schreibweise bei den

GroBen Mm, 7™ und Qm den Index m wegldfit:
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BTy, = ~‘g(mji’j~qi)581d1¥‘-ﬂ' (qiji+ﬁ)5wdF—Ef—‘k6wk
<[ (M- M) bepds - [ (T -T) s ¥ds + [ (Q -Q) bwds
s\ sT sQ
Spantm) e @ e do - fert ) 55 547y 4o
ag [
+@+Q7) b5 (whHw) a0
o
ﬂ‘u bm, dF-H ) bq, dF - Hﬁ smy; (aF - [[wsq,  dF
F ’
-fcpaMds-jwaTdm-jwans
Sep sy Sw
-feoMds - f¥sTds+[woQds
sM sT 8Q
3w e oMy do - 2Ty b7 o
[ o
+j whew) s @4Q a0 = 0 (3.17)
und
Fo,= +ﬂ'm d}?+ﬂq 6Y dF
ﬂﬁawdF >:Pk5w +[ M pds+ [T o4ds - [Qowds
k SM sT 5Q
+[Mopds+[Tolds - [Qéwds
scp sy Sw

f M +M) b (cp++cp") do + [ % (T++T') 5 (w++¢‘) do
ag
_J‘%(Q Q) 5 (wh-w) do
o

I o - xg pmyaE - PO -y eay dE
w

F
+J"(cp—c?>)5Mds+j(w—@)51‘ds~j(w-&)ans
S Sy Sw
[ @ o) 5%(M++M dmj whee) (T 1) do
o

-—£<w+»w'>&§(Q -Q7do = 0 (3.18)
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3.3.2 Das Funktional FZB

Werdendie Verzerrungsgroen Kij und Yi tber die kinematischen Feld-
gleichungen (2.5) und (2.6) mit den Verschiebungsgréfien w und rsi

verkniipft, so erhélt man das Funktional FZB'

- N W W 1 w oW
T = +§'m1j %iAdF szql y, dF

ﬂ‘deF—ZP +lf1§7[cpds+f"1\“\Uds-j‘des
I k s 8 s

M T Q
e cpM*ds+fw-\V)T*ds—f(w-w)Q*ds
s 8
® ¥ "w
+ [ @) m* do+ [ (47 H7) trdo - [ (w' - w ) gt do (3.19)
g o g

Seine Variationsgleichung lautet unter Verwendungvon (2,21) und (2. 22):

H 313 a;) 86, dF - g p)swdFmil‘vkawk
S Y-l seds - [TV =) swds + [ (@7 -Q) sw ds
S sT sQ
S em™) 65 0 - e)do - f TV g

[} g

+J"(QW++QW_) 8 %- (w++w_) do

PV eM*) sgds - [TV -T*) sy ds + [ (Q"-Q¥) bwds
S Sy Sw
- ! [i M"7) - m*] 6 (sT o) do
(¢}
o

-J 2™ ™) - 58Ty ) do
15 @RYT-QY) - ) s(w-w ) do
o

[ -@) oMFds+ [ (V-0 3T*ds - [ (w-)8sQ*ds

Sep sy Sw
+J‘ (cp++cp—) s m¥* do + f(\ll++¢~) 5t¥% do
G o

—I -w ysgtde = O (3.20)
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An diesen Gleichungen ist zu beachten, daf die Lagrange-Faktoren
ausschlieBlich an den Bereichsgrenzen definiert sind. Aus (3. 20) ist

ihre statische Bedeutung zu ersehen,

Obwohl im Gegensatz zu Gleichung (3. 9) in der Gleichung (3. 20) Zu-~
ordnungen der Lagrange-TFaktoren zu Tensoren m’i‘j und q*iE fehlen,
werden im folgenden derartige Beziehungen beniitzt, um Vergleiche
mit den bisher hergeleiteten Funktionalen zu erleichtern. Dieses Vor-
gehen erscheint zundchst willkiirlich, ist jedoch zuldssig, da es die
vorausgesetzte Unabhiéngigkeit der Lagrange-Parameter untereinander

nicht verletzt.

Unter Bertcksichtigung der genannten Zuordnungen, wie sie sich aus
den letzten 4 Zeilen von (3.9) ergeben, lautet bei Weglassung der

Sterne (*) das Funktional FZB:

Fon =t

TR

wwW 1 w W
I;,Ymij Kij dF + 5 F.‘f q v, dF
—ﬁ'bwdF -E’l\)kwarj'l(‘/[cpds)rJ"‘i‘wds —Ides
¥ SM ST SQ

+ [ (-8 M ds+j‘(\l!—®)Tm ds -J’(W—W)Qm ds
s

8 s
P ¥ w
+ (@ o) —;— M em™ ") do +f(¢++¢-)% (1™ 7™ do
[¢3 (o2
Jt ) 5@ -Q™ ) do
[} (3.21)

Wandelt man (3.21) mit Hilfe von (2.21) und (2. 22) um, so erhdlt man

eine dquivalente Formvon I in der nun auch die urspriinglich nicht

2B’
vorhandenen Tensoren mij und q; explizit auftreten:
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) B 1 W W 1 W W
EZBN -Egmijnij dF—-Z“,lgqi Yy dF

_f@Mmds_ij ds + [wQ™"
8

2]

® %y w
+J};f dF‘+H y dF
- ]IJ (m; (=) B dF - jj )W dF -8 Dy
ST pds - f(T™ ”I‘\les+j' ™ _Q) wds

M St 5q

1 ; - .

- J O™ 5 6 9T do - P ™ Lty o

o o

+ @™ Q™) —;-(w++w_) do (3. 22)

Die Dualitét zum Funktional F2A wirdnach der Einfiihrung von mij und

q ins Funktional FZB sichtbar, Seine zwei Formen (3, 21) und (3, 22)
lassen die beiden méglichen Ausgangspotentiale und die zugehdrigen
Nebenbedingungen erkennen. Dabei (3. 22) das negative innere Ergin-
zungspotential -ﬁ(i) inVerschiebungs- statt in Spannungstermen aus-
gedriickt ist, missen dort auch die Gleichungen (3.5) und (3.6) als
Nebenbedingungen erscheinen, wiéhrend bei (3, 21) die entsprechenden

kinematischen Gleichungen (2. 5) und (2. 6) vonvornherein erfiillt sind.

Die Einfitlhrung der Feldgréfen mij und 9 wirkt sich bei praktischen

Anwendungen von F in der Elementmethode insofern glinstig aus,

2B
als die Gesamtzahl der auftretenden Unbekannten bei kantenweise de-
finjierten GroéBen schneller anwichst als bei Feldgréfen, die durch

Knotenparameter festlegbar sind (siehe Abschnitt 5. 1).

Einen Nachteil stellt jedoch die Tatsache dar, daf bei bestimmten
Elementanordnungen linear abhéngige Gleichungen aufireten, die sonst

nicht entstehen wiirden (siehe Abschnitt 5. 3. 7).
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Die Variationsgleichung zu ¥__ lautet nach Umformung der Terme mit

2B
den abhingigen Variationsgrofien 8 n::; und & \(‘i”;

Q‘ JIJ ) 86, dF - jj 6wdF-i‘3Pkf>wk

- YW bwds - [TV -T) syds + [ Q" -Q) bwds

SM ST SQ
P nY Ty 85 @ e do - [V 52 (64 do
o o
@7+ 6 %(w++w—) do
o
Y M) sgds - [T -1 sy ds+ [ QY -Q ) bwds
S 5 8
® ¥ w
1 w+ W~ 1 m— + -
SflymT M) - E(M )16 (9 +o )do
o
Ptz s @™ e T s 0" ) do
a
3@ - Q") -3@™ - @™ 8w -w ) do
o

o= sMT ds + [ (4 -9 6T ds - [ (w-%) 8Q™ds
SC{J \V SW

+‘r (CP++QP—) 5 % (Mm-(— m+ -
o

Yo+ [ ee) 55 (0T a0

Pt sz @™ - = 0
g (3.23)

In (3.23) kommen die Tensoren mij und q; nicht explizit vor. Dement-
sprechend treten auch die Gleichungen (3.5) und (3. 6) nicht direkt als
Euler - Lagrangesche Gleichungen auf. Sie werden durch Gleichungen
(Zeile 4 bis 7) ersetzt, indenendie RandschnittgroBen, die aus den Ver-
schiebungsgrofen errechnet werden kénnen, mit den Randschnittgrofen
gleichgesetzt werden, die sich aus den Kraftgrofen ergeben und die ur-
spriinglichals Lagrange -Parameter eingefuhrt wordensind. Alle ibrigen,
nicht vonvornherein erfiillten statischen und kinematischen Gleichungen
erhalt man aus (3.23) als Euler - Lagrangesche Gleichungen bzw. als

natiirliche Rand- und Ubergangsbedingungen,
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Die beiden symmetrischen Formenvon 8 FZB lautenunter der Voraussetzung,

daf die Randgrsfen M, T und Q von Feldgrosfen mij und q ableitbar sind:

ﬁ“ ) 88, dF - J‘j . 5wdr-Efﬁk W,
-j(M—M)acpds~j(T-T)wds+J‘(Q-€Q)5wds
sSM sT 5Q
St 85 0 e do - frto ) s (o) do
(o2 2 g 2
+l @@ s (w++w)do
a
+H dF-(—H 6Y dF
ﬁ'n sm, dF‘ ﬂ“rs 6m dr—ﬂ‘ )oq. dF - ﬁ'wéq AT
o
,l
-j@aMds-j"q7aTds+jwans
S =3 S
® Y w
~fesMds - fysTds+ [wsQds
SM ST SQ
S zie0 s ) do Jpus ) e
+j%(w++w') s QT+Q)d0 = o
5 (3.24)
und
§Fyy = +.ﬁ'm dF+ﬁ'q aindF

Hﬁéwdl" zp 5w +J‘M5cpds+jT5wds-anwds
SM ST SQ

+jM5cpds+ijds-jQ5wds

Scp sy Sw

+j (MM 8 (o +y dc+j Ty s (1 4y 7) do

k

J‘% 6(w+-w)dc
(o2
+[ -9 sMds+ [ (¥ ~T)8Tds - [ (w-W)6Q ds
® sy Sw

J
8

# [ @ o gt M dos [T s 11T e T) do
a ag

et sz@T-Qh e = o
5 (3.25)
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3.3.3 Vergleich der beiden Funktionale

Unter der Voraussetzung, daf auchbeim Funktional FZB die Feldgrofen
mij und 9 die unabhéngigen statischen Gréfen darstellen, sind beide
Funktionale dual zueinander. Die fiir jedes Funktional angegebenen zwei
Formulierungen lassen die beiden moglichen Ausgangspotentiale, vor
allemn an den duBeren Potentialen, erkennen., Dabei ist der Anteil des
inneren Potentialsbei ¥, , jeweils in Spannungsgréfen, bei F

2A 2B

in Verschiebungsgrdfen ausgedriickt. Deshalb miissen bei F2A in der

Formulierung, die das Potential I erkennen 148t (Gleichung (3. 15)), bei

jeweils

FZB inder Formulierung, in der das negative Erginzungspotential f zu

erkennenist (%}leichung (8. 22)), die Verschiebungsgréfen und die Span-
nungsgroéfen iiber Nebenbedingungen miteinander verkniipft werden. Dies

geschiehtbei B durch die kinematischen Gleichungen (2. 5) und (2. 6),

2A
bei FZB durch die Gleichungen (3. 5) und (3, 6).
3.4 Das Variationsfunktional fiir die Verschiebungsgrofien

Werden sowohl die Verzerrungen als auch die Schnittgréfen durch Er-
filllung der Gleichungen (2. 5), (2. 6), (3.5) und (3. 6) vonvornherein fest
mit den Verschiebungen verkniipft, so erhdlt man iiber eine Herleitung,

diedervon F,_ entspricht, das Funktional Fl' Seine beiden wichtigsten

3
Formulierungen lauten:
Fo= +l wow 1 w w
1° 2§m1j“ij J;Jql i

~

prdF TP +chpds+jT¢ds—wids

ST SQ

k"

+@-HM ds+[ (-1 ds - [(w-%Q¥ ds
% i *w

RS % M e M"Y do+ [ () %(TWHTW') do
g

Slwtew) @@ do
o (3.26)

[

und
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B 1 woow 1 wow L
k= "3 F‘I‘mig ij 32 iji vy dF
oMY ds - P ds + [wQ" ds
S S S
P ¥ w
-ﬁ(m}vm-q‘l’v)r& dF - I (q) 4+ p) wdr -3 B W,
F i
Pt - pds - (T ~T)bds+ [ QY - Q) wds
SM S SQ
Py 2o do - LT Lty do
g [o
+1 Q") s wwT) do
o (3.27)

Formal erh3lt man diese Gleichungen bel Berlcksichtigung der oben-
genannten Zuordnungen auch aus den Funktionalen FS’ FZA und FZB

AuBer den exakt zu erfiillenden Feldgleichungen hat sich an den schon
beider Herleitung von F3 angegebenenVoraussetzungennichts geéndert.
Indenbeiden Formulierungen von F‘l sind die Nebenbedingungen deut-

lich zu erkennen,

Addiert man die Gleichungen (3.26) und (3.27), so erhilt man;

2F = jj ;113 ;) B, dF - ﬁ ’,+2ﬁ)WdF-IZ<2§ka
PV - 2f) gds - [TV - 2Ty pds + [ Q7 - 2Q) wds
S\ ST 5Q
+j’q> 2 MY ds+ [ (h-29) TV ds - [(w-2w) Q" ds
CP b\l; Sw )
-g(M“—MW‘)%w -cp')do-g(T Ty 0T o

wH w1+

+[ QT +QT ) 5w H+w ) do

ag
¥ @ o) —;—(MW++MW") do+ [ (4 +y) % (" eV do
g
Jetew) @7 o
5 (3.28)

Diese Form wird nur angegeben, weil sie einen Vergleich mit dem von

Prager in [12] genannten Funktional K ermoglicht.
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3.5 Verdnderung der Funktionale bei Vernachlissigung der

Querkraftverformungen

Werden die Querkraftverformungen der Platte vernachldssigt, so er-
geben sich folgende Anderungen in den bisherigen Herleitungen und

Gleichungen:
Die Gleitungen Yi verschwinden:

v, = 0 (3.29)

Es ist nun sinnvoll,” jedoch nicht unbedingt notwendig, den Grofen fSi
und q; den Charakter der Unabhingigkeit zu nehmen und sie tber die
kinematische Gleichung (2.6) bzw. die statische Gleichung (2. 9) exakt

mit den restlichen Verschiebungs- bzw. Schnitigréfen zu verkniipfen:

B, = -w, (3.30)

9; = mji,j (3.31)

Fir die Variationsfunktionale ergeben sich daraus folgende Konse-

quenzen;
Die Randneigungen ¢ und ¥ sind gleich den Randableitungen von w:

® = =B = +w,
n a (3.32)

= - = 4
Y 8 .,
Die kinematische Feldgleichung (2.6) ist erfillt und entfdlltals Neben-
bedingung, (2.5) wird wegen (3. 30) wie folgt ersetzt:

w,, + w,.. = 0 (3.33)
1 1
Ebenso entfillt die statische Nebenbedingung (2.9), und anstelle von

(2,10) tritt (2.14):

p o= 3.34
My P70 (8.34)
Von den statischen Gleichungen (3.5) und (3.6) verbleibt nur noch die

erste:
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Nach diesen Vereinfachungen muf festgestellt werden, daB die Rand-
neigung ¢ bei der Variation nicht mehr als unabhingige Groge ange-
sehen werden kann, da sie als Ableitung fest mit der Randdurchbie-
gung w verkniipft ist. Damit ist es nicht mehr méglich, die Drillmo-
mente T andenBereichsgrenzen fiir sich ins Gleichgewicht zu bringen.
Die Einfiithrung der Kirchhoffschen Ersatzscherkraft V wird erforder-

lich. Thre Definition lautet:
vV = Q + = (3, 35)

Das Drillmoment T kann i.a. nur lings der Kanten auf diese Weise
eliminiert werden. Anden Knotenpunkten bleiben Groéfen T {ibrig, die

als Einzelkréfte gedeutet werden konnen. Mit (3. 35) und (3. 32) erhalt

man:
—}zwdt - ~}2T5—V1dt=~mw1t2+y91wdt (3. 36)
§ H dt t : ot

1 1 1

tl und t2 sind hier die Koordinaten von Anfangs- und Endpunkt einer

Elementkante., Zusammen mit dem entsprechenden Arbeitsausdruck

der Querkraft ergibt sich:

ta ta .
+ [@w-Ty)dr = ‘]‘(Q+§tz)wdt-[TW]t2 vadt-[Tw]
f t 1 1

(3.37)

Die Summe aller Terme [T w]t2 wird bei Prager [12] einfach im
1
Term [T w] zusammengefat, wihrend Bufler [13] sie detaillier-
termit & % TI(:) Wy bezeichnetund damit die erforderliche Summierung
r

{iber die Knoten und die Schnittufer der Kantenenden ausdriickt.

Mit den Gleichungen (3, 35) bis (3. 37) erhdlt manbei der vorausgesetz-

ten Kontinuitdt von w an den Knoten folgende wichtige Gleichung:

jww)('r +T ) do+ %«j QY do =%j(w*w)(v+~v")do<
o [0} o

(3. 38)
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Man beachte, daBl wegender getroffenen Voraussetzung die Knotenterme

[T w] verschwinden!

Beider Umrechnung der vorgegebenen Griien §, T und Q@ mussen ver-

schiedene Bedingungen erfiillt sein:

~ W

s = T -

b Swo ¥ ds
O
s = B = 8 = - . - e
T8 T8y By TS, VEREg

Zur Brzielung einfacher Formelnohne Terme [T w] wird im folgenden
vorausgesetzt, daf w an den Endpunkten von sw mit W tbereinstimmt
und dap T innerhalb von Sy stetig ist und an den Endpunkten von 5y

verschwindet, Man erhidlt dann:

~fiTds+[wQds - [(T-T)vds+[(Q-Q)wds =[WVds+[(V-V)wds
s s 8 8

w Sw v v w SV
(3. 39)
j‘(lll-"l;)Tds -J‘(W—GV)QdS+I'}WdS —J‘des= -J‘(WH/I‘V)VdS —f{/’wds
Sw Sw 5y Sy Sw Sy
(3. 40)

Die Elimination von ¥ und T ist nur bei der Darstellung der Euler-
Lagrangeschen Gleichungen von Bedeutung. Fiir praktische Rechnungen
ist sie nicht erforderlich. In vielen Féllen wird deshalb auf sie ver-
zichtet, da der aufiretende Term [Tw) die Auswertung der Formeln,
z.B. bei der Programmierung, erschwert. In den folgenden Kapiteln
werden ¥ und T nur dann eliminiert, wenn infolge der Kontinuitdt der
Drillmomente oder anderer Ursachen der Term [T w] verschwindet.
In diesem Fall vereinfachen sich sowohl die Gleichungen als auch deren

praktische Auswertung.

3.6 Vereinfachungen in der Beriicksichtigung der

Querkraftverformungen

Die in den Abschnitten 3.2 bis 3., 4 hergeleiteten Variationsprinzipe
setzen voraus, daB nicht nur die Funktionen w, Kij und mij’ sondern

auch fsi, Yy und 9y unabhingig sind. Beider Anwendung der Funktionale
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inder Elementmethode wird dadurch die Zahlder erforderlichen Para-
meter gegentiber Rechnungen ohne Beriicksichtigung der Querkraftver-
formungen wesentlich gréfer. Um dies zu vermeiden, werden im

folgenden Formeln hergeleitet, die es erméglichen, Bi‘ Yi und a4 in den
tbrigen Grofen auszudriicken und somit als unabhingige GroéBen zu

eliminieren,

In den Herleltungen wird zunidchst nur vorausgesetzt, dafl die Platten-

dicke h bereichsweise konstant ist,

Mit den Gleichungen (2.5), (2.6), (2.9), (2.15) bis (2,18) und der
Abkirzung

\ - h? Lo l2(1+u)
T 5K (1-w) 5 Eh

lassen sich folgende Beziehungen anschreiben:

Yi = )\ql
f&l = -w,i+yi=—w, +)\q1
1 A
TR T R I U PR SAC SR PRV
Kkk = -W’kk+>\qk,k=_AW+>\qk,k
m = K(l-w)l-w,. +2(q +q. )+6 B (-awthq )]
ij ST A R L I,
h? 140
q = -Kbow,+ g5 Doay+ o g ]

Beider Aufstellung dieser Formeln wurde die statische Gleichung (2, 10)
nicht benutzt! Weitere Unterschiede zu den Formeln von Reissner

{207 resultieren aus der anderen Aufbringung der Flichenlast p.

In den folgenden Formeln dieses Abschnitts beziehen sich die hochge-
stellten Indizes w, % und m ausschlieBlich auf die Grofen w, %ij und
mij’ also nicht mehr gleichzeitig auch auf fSi, Yy und qil

Unter der vereinfachenden Annahme, daB die vierten Ableitungen von q;

und die zweiten Ableitungen von AAw verschwinden, lassen sich rsi,

Hiss Yi’ m,. und q; in den Verschiebungen w ausdriicken, Die genannten
i I
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Voraussetzungen treffen meist fiir die Ansatzfunktionen der Element-

methode zu (z.B. fiiralle Polynome fir w, deren Grad nicht hoher als

finf ist).

q‘i” =-K[Aw+%%m—)—Mw],i=»KA[W+%2(—1:mAw],i (3.41)
m:‘; = AR (1-1) [(w+%2(—1—~.—g-)—Aw),ij+6ij%JA(W+2—2(1-—H)AW)] (3.42)
u"i‘; = —(w+b;am—)Aw),ij (3.43)
vy - E@Tﬁ 5w +%%I)AW)’1 - +}512(1«u) . (3.44)
rs‘i” = -[w+%?—(T—:-J)~ Aw+(-}5f(-l—_T))2 awl, (3.45)

Ist ein Krimmungszustand Kij vorgegeben, so erhdlt man m’;j, q’;‘ und

Y;; mit Hilfe der Gleichungen (2. 15), (2.9) und (2. 18):

1

W .
= 1 - + .
mij K (1~u) [Kij éij o Kkk] (3.48)
" %
a; = mji)j (3.47)
3 %
Yy < A a4 (3.48)

Fiir einen vorgegebenen Momentenzustand rnij lagsen sich die Groflen
qin, %El und Yim ebenso einfach mit den Gleichungen (2. 8), (2.17) und

(2.18) ermitteln:

™o, (3.49)
1 Jl,J

m 1 - B

M7 R (- Umy -84 Tou My (3.50)
m m

Yy T qu (3.51)

Sollen diese Beziehungen in die Funktionale eingefiihrt werden, um
deren Anwendung in der Praxis zu vereinfachen, so miissen in den be-

treffenden Gleichungen itberall ﬁidurch (S\lv, \(idurch \(1;' und q; durch q?l
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ersetzt werden, AuBerdem enitfdllt die statische Nebenbedingung (2. 9),
und die Nebenbedingung (2. 10) wird durch (2. 14) ersetzt. Bei Umfor-
mungen der Funktionale und ihrer Variationsgleichungen kann nun die

Identitédt (2, 24) benutzt werden,

3.7 Vergleiche mit Funktionalen, die im Schrifttum
genannt werden

In diesem Abschnitt wird der EinfluB der Querkraftverformungen nicht

beriicksichtigt, da die zum Vergleich herangezogenen Funktionale ihn

vernachléssigen.

Auf die Beziehungen zwischen den hier gezeigten Herleitungen und der
Arbeit [13] von Bufler wurde schon zu Beginn dieses Kapitels hin-
gewiesen. Zum ersten Mal sind dort die Funktionale in allgemeinster
Form dargestellt, Fiir spezielle Rand- und Ubergangsbedingungen wur-
den sie jedoch, meist ohne Herleitung, schon in friiheren Versffent-

lichungen angegeben,

So entspricht das Funktionalvon Reissner [8] dem Funktional F2A’
wobei Reissner in der urspriinglichen Fassung voraussetzt, daf die
Verschiebungen die kinematischen Rand- und Ubergangsbedingungen

erfiilllen, Erst in [9] werden diese Bedingungen gelockert,

Herrmann gibt in [10] ein Funktional an, das nach einigen Umfor-
mungen in das von Prager [12] angegebene Funktional J1 {iberge-

fihrt werden kann und damit einen Sonderfall von FZA darstellt,

Washizu leitet in [11] ein Funktional fiir die unabhingigen Grofen
w, Kij und mi:i her, berticksichtigt jedoch keine Diskontinuitdten dieser
Groflen. Mit dieser Einschrénkung entspricht sein Funktional dem Funk-

tional FS'

Ohne Herleitungengibt Prager [12] eine Reihe von Funktionalen an.
Sie stellen Sonderfslle der oben hergeleiteten Funktionale dar. Es gelten

folgende Beziehungen:
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Pin Tong und Pian begriinden in [25] nachtréglich Pians hybride
Methode mit einem Variationsfunktional, Es léBt sich zeigen, dafl die-
ses Funktional dem Funktional FZA. in der Form (3.14) entspricht,
Weiterhin ist leicht zu erkennen, daB die Variationsgleichung (3.17)
sehr gut als Ausgangsgleichung fiir die hybride Methode benutzt werden
kann, derenwesentliche Merkmale darin bestehen, dafl die Schnittgroéfen
elementweise ohne jegliche Kontinuititseigenschaften angesetzt werden,
die Flichenlast p durcheine Partikularldsung abgetragen wird, und die
Verschiebungen nur anden Elementrindern, und zwar fir beide Schnitt-
ufer gleich, definiert sind. Diese Eigenschaften erméglichen es, an
jedem einzelnen Element die SchnittgréBen zu eliminieren und Steifig-
keitsmatrizen zu bilden, wihrend i,a, bei den gemischten Methoden
derartige Eliminationen erst nach dem Zusammenbau aller Elemente

durchgefiihrt werden konnen,

Wegender formalen Ahnlichkeit der benutzten Gleichungen zu denen des
Funktionals FZA seien zum SchluB noch die sogenannten Gleichgewichts-
modelle genannt, wiesie Anderheggen [26], Veubeke [27]u.a.
benutzen. Ihnen liegt das Prinzip vom Minimum der Erginzungsener-

gie (3. 3) zugrunde,

Da hierbei vorausgesetzt wird, daB die Spannungen die statischen Glei-
chungen erfillen (im Unterschied zu Pians hybrider Methode einschlie-

lich der statischen Rand- und Ubergangsbedingungen) und derartige

Spannungszustinde i.a. nur schwer direkt anzugeben sind, werden die

nicht von vornherein erfiillten Gleichgewichisbedingungen als Nebenbe-
dingungen eingefiihrt, Im Gegensatz zum Funktional F2A werden dabei
nicht Funktionen, sondern ganz bestimmte Funktionsordinaten gleichge-
setzt, deren Zahl von den benutzten Spannungsansétzen abhéngt und die
so gewihlt werden, daf nach Erfullung dieser Bedingungen die Span-~
nungen mitden vorgegebenen Lasten unabhéingig von der Elementauftei-
lung ein exaktes Gleichgewichissystem bilden. Wird das Problem mit
der Lagrange - Methode geldst, so treten Lagrange - Parameter als
Hilfsgrofen auf, die als gewichtete Integrale von Verschiebungsgrofien

gedeutet werden koénnen, Die damit entstehende Ahnlichkeit mit dem
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Funktional F2A tduscht jedoch. Die Lagrange-Parameter sind hier auto-
matisch anfallende Einzelgréfien, fir die kein Ansatz gemacht werden
mufl und deren Auftretenbei einem anderen Losungsverfahren (z. B, der
Eliminationsmethode)verhindert werdenkénnte. Die Gleichgewichtsmo-
delle gehoren somit zu den Spannungsmethoden, Da ihre Ldsungen die
statischen Bedingungen exakt erfiillen, bilden sie Gegensticke zu den

reinen Verschiebungsmodellen mit vollvertriglichen Ansitzen.
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4, Allgemeine Untersuchungen zu Anwendung der

Variationsfunktionale in der Elementmethode

Indiesem Kapitel werden Fragenbehandelt, die sich bei der Anwendung
der Variationsfunktionale in der Elementmethode ergeben, Darunter
fallendie Klassifizierung der verschiedenen Verfahren, Organisations-
probleme bei der Berechnung der erforderlichen Matrizen und Struk-
turuntersuchungen der anfallenden Gleichungssysteme. Letztere fihren
bei den gemischten Methoden zu Aussagen tber das zahlenméiBige Ver-

hiltnis zwischen den Parametern der beiden Funktionsgruppen.

Das wichtige Thema der theoretischen Konvergenzuntersuchungen wird

nur kurz gestreift, daes im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt wird.

4.1 Einteilung der verschiedenen Verfahren der Elementmethode

Die Bedeutung, welche die Elementmethode in den letzten Jahren er-
langt hat, fithrte zu einer Fille verschiedener Verfahren, In der vor-
liegenden Arbeit werdendiejenigen unter ihnen, die sichvon Variations-
funktionalen herleitenlassen, indreigrofie Gruppen eingeordnet. Inner-
halb dieser sind weitere Unterteilungen méglich, Die Einteilung in die
folgenden drei Hauptgruppengeschieht nachdem Kriterium, fir welche

Groéfien urspringlich ein Ansatz gemacht wird

1. Verschiebungsmethoden
Ansitze werden ausschlieBlich fiir die Verschiebungen gemacht.
Dabei koénnen voll vertrigliche und nicht voll vertrégliche Ver-

schiebungsansitze unterschieden werden.

2. Spannungsmethoden (Gleichgewichtsmethoden)
Ansitze werden ausschlieflich fiir die Spannungsgrofien gemacht,
Im Laufe der Rechnung eventuell auftretende Verschiebungspara-

meter sind reine Hilfsgréfen und bendtigen keinen Ansatz.

3. Gemischte Methoden
Ansitze werden gleichzeitig fiir Spannungen und Verschiebungen
gemacht, I.a. werden die Parameter beider Anséatze bis zum
Schluf der Rechnung mitgefithrt, Bei den Sonderformen der hy-
briden Methoden wird jedoch eine Parametergruppe schon im

Bereich der Elemente eliminiert,
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4,2 Kriterien bei der Wahl der Ansitze

Bei der Wahl der Ansitze fiir ein bestimmtes Funktional miissen fol-

gende Kriterien beachtet werden:

1. Die Anséize miissen ''zulissig" sein, d.h. sie miissen die vom.
Variationsprinzip vorausgesetzten Eigenschaften bezliglich der
Erfillung von Rand- und Ubergangsbedingungen (Zwangsbedin-~

gungen) sowie der Stetigkeit und Differenzierbarkeit aufweisen,

2. Die Einheitszustinde der Ans#ize miissen untereinander linear

unabhéingig sein,

3. Die Ansitze miissen ''vollstdndig' sein, d.h. sie milssen in der
Lage sein, bei Vermehrung der Elemente die wahre Ldsung be-

liebig genau anzundhern,

Die Ansétze kénnen auch weitere Bedingungen des zu 16senden Problems
erfiillen, sollten jedoch keine vom Problem her nicht gerechifertigte

Zwénge beinhalten, Willkiirliche Nullsetzungen von Ableitungen an Kno-
tenpunkten zur Erzielung gewlinschter Kontinuitdtseigenschaften stellen

z, B. derartige Zwénge dar,

In der vorliegenden Arbeit wird vorausgesetzt, daf die Ansitze diese
Bedingungen erfiillen. Abweichende Eigenschaften werden ausdriicklich
angegeben, Auferdem wird angenommen, daf die Zahl der Ansatzpara-

meter je Element nur endlich grof ist.

4.3 Organisationsfragen bei der praktischen Rechnung

In der Elementmethode ist es iiblich, die Beitrdge der einzelnen Ele-
mente zur Variationsgleichung eines Tragwerks in Form von Element-
matrizen zu berechnen, In einem zweiten Schritt wird dann durch Zu-
sammenbau dieser Matrizen das vollstdndige System der Variations-

gleichungen gebildet,

Bei den in Kapitel 3 hergeleiteten Variationsgleichungen mufl dieses
Vorgehenim allgemeinen Fall wegender dort zugelassenen Diskontinui-

tédten erginzt werden. Die an den Innenkanten O auftretenden Terme
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der Form

Do -

+ - -
Je s @ +a)s @ +87)do
o
erlaubendie Bildung reiner Elementmatrizen nur dann, wenn eine der
beiden Groflen o und B tber die Kanten hinweg kontinuierlich ist. Gilt

z. B.

so ergibt sich

1+ - - - .
T=l@ ) 52 (88 do=[ (@ ) 88 do=fat 887 a0+ [0 587 do
2

o o ot o

Zur Berechnung von J kénnendie beiden Schnittufer flir sich betrachtet
werden, Dies ermoglicht die Bildung vonElementmatrizen. Die genann-
ten Bedingungen besagen, daf die Ansitze so gewédhlt werden miissen,
dafl jeweils eine von zwei einander zugeordneten Groflen (¢ oder M,
¢ oder T, w oder Q) an den Elementrdndern stetig ist (Pragersche

Einschrinkungen, siehe [12]).

Im allgemeinen Fall miissen jedoch die beiden Schnittufer gemeinsam

betrachtet werden, Es empfiehlt sich, den Beitrag der Kantenintegrale
zur Variationsgleichung inbesonderen Matrizen darzustellen, Fir jede
beider Aufteilung der Platte in Elemente entstehende Kante wird dabei
eine eigene Matrix berechnet, die im folgenden ’Kantenmatrix’ genannt
wird. Dazu ist in den Programmen fir elektronische Rechenanlagen

eine besondere Organisation erforderlich.
Die Einzelschritte der Rechnung sehen wie folgt aus:

1. Elementmatrizen. Fir jedes Element wird eine Elementmatrix
berechnet, Weiterhin werden fiir die Ridnder des Elements in
Matrizenform alle Werte zusammengestellt, die zur Beschrei-
bung der Funktionen fir die Randgroflen, ¥, w, M, T und Q

erforderlich sind,

2. Kantenmatrizen, Beijeder Innenkante wird zunichst festgestellt,
welchen Elementen ihre Schnittufer angehéren. Sodann werden

die schon berechneten Randgrdfien dieser Schnittufer gesucht
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und die Kantenintegrale nach Vorschrift der Variationsgleichung
gebildet. Auflenkantenmit nur einem Ufer werden analog behan-

delt. Das Ergebnis ist jeweils eine Kantenmatrix.

3. Zusammenbaualler Element - und Kantenmatrizen, wobei beide
Arten im Prinzip gleich behandelt werden, da sie sich nur in

ihrer GroBe unterscheiden. Es entsteht das endgiiltige Glei-

chungssystem,

4. Berechnung der unbekannten Parameter durch Auflésung des
Gleichungssystems,

5. Berechnung weiterer Ergebnigse mit Hilfe der Parameter,

Die Einzelschritte werden jeweils fir sich abgeschlossen, Die fiir die
weiteren Schritte benétigten Werte und Ergebnisse werden i,a. extern

(Platte, Band) abgespeichert und bei Bedarf eingelesén,

Es empfiehlt sich, in diesen Rechnungen die auftretenden unbekannten
Parameter mit Nummern zu kennzeichnen qnd beim Zusammenbau in
dhnlicher Weise vorzugehen, wie dies in [28] beschrieben ist, wobei
jedoch wegen der Kantenmatrizen die Berechnung von Makroelementen

schwieriger wird und deshalb nicht mehr ratsam ist.

4,4 Die Struktur der entstehenden Gleichungssysteme

4.4,1 Allgemeines

Die praktische Anwendung der verallgemeinerten Variationsprinzipe
in der Elementmethode fithrt jeweils auf ein Gleichungssystem fir die
unpekannten Parameter der Ansatzfunktionen, Zu seiner Aufstellung
wird am besten eine Variationsgleichung des betreffenden Funktionals
benutzt, da bei ihr die vorgeschriebene Variation schon durchgefithrt
ist. Esist jedochauch moglich, das Funktional mit Hilfe der gewihlten
Ansatzfunktionen zuerst in den Parametern auszudriicken und erst da-

nach zu variieren,

Im folgenden wird ganz allgemein, ohne Betrachtung spezieller Ansstze,
die Struktur der beidengemischten Methoden entstehenden Gleichungssy -

steme untersucht. Da das Funktional 1«‘3 mitunabhingigen Verzerrungen
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praktischkeine Bedeutung hat, werden nur die beiden Funktionale F2A

und F2B bzw, ihre Variationsgleichungen betrachtet.

Bei der Aufstellung der Matrizengleichungen ist es vorteilhaft, die
Parameier der verschiedenen Grofien zu trennen und die Verschiebungs -
parameter in einem Vektor & , die SchnittgréBenparameter in einem
Vektor m zusammenzufassen, wobeibeide Vektoren nur wirklichunbe -
kannte und variierbare Komponenten enthalten, also keinerlei Anteile
von Partikularldsungen, Z4 bzw. Z sei die Zahl der Komponenten in

den genannten Vektoren.

Mit @ wird eine Nullmatrix, mit & ein Nullvekior bezeichnet. Ihre
Groéfenergebensich jeweils aus dem Zusammenhang. Die dbrigen Ma-
trizen erhalten einen willkiirlichen Buchstaben., Kennzeichnet man

variierte Vektorgrofien mit einem Querstrich, z.B.
dm =

s0 haben die Variationsgleichungen von FZA und FZB folgende allge-~

meine Form

— T A
W (Am+Bd-¢)+ d (Bm+Cd-p)=0 (4.1)
Da diese Gleichung fir jede beliebige Variation von m und d gelten
muf, fithrt sie auf das folgende symmetrische Gleichungssystem
Am+Bd-¥¢ =0
(4.2)
Bm+Cd-p=o0
Die erste Zeile von (4. 2) entsteht aus der Variation der Schnittgrofen-
parameter g , enthalt z Gleichungen und kann als Vertrédglichkeits -~
bedingung aufgefé[&t werden, Die zweite Zeile von (4. 2) entsteht aus der

Variationder Verschiebungsparameter ¢ , enthilt z  Einzelgleichungen

und kann als statische bzw. Gleichgewichtsbedingundg gedeutet werden.
A und € sind quadratische, symmetrische Matrizen, ¥ und B sind
Spaltenvektoren, die denEinfluf der vorgegebenen Verschiebungen bzw,
Lastenund von Partikularanteilen der Verschiebungs- bzw. Spannungs-

ansiize beinhalten.
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Flir die weiteren Betrachtungen ist die Einflihrung einer Zahl z er-
forderlich, Sie entspricht der Zahl der Gleichgewichtsbedingungen,
welche die Zn Momentenparameter erflillen miissen, falls durch den
Momentenansatz ein exaktes Gleichgewichtssystem beschrieben werden
soll. Derartige Bedingungen werden i.a. nur bei Gleichgewichtsmo-
dellen aufgestellt, dochist ihre Zahl auch bei den gemischten Modellen

ein wichtiger Vergleichswert,

Analoghierzuist z, die Zahl der Vertréglichkeitsbedingungen, welche
die Z4 Verschiebungsparameter erfiillen miissen, damit ein vollver-
traglicher (alle geometrischen Rand- und Ubergangsbedingungen er-
fillender) Verschiebungszustand entsteht. Bei von vornherein vertrig-

lichen Verschiebungsansétzen ist somit z, gleich Null.

4.4.2 Die Variationsgleichungen des Funktionals F2A

Bringt man die symmetrischen Variationsgleichungen (3.17) bzw. (3.18)
auf die Form (4. 1), so erkennt man, daf die Matrix € verschwindet.

Das resultierende Gleichungssystem lautet

Ami+Bd-¥=0 (a)
(4.3)
’
Bm - (b)
Dieses System hat nur dann eine Lésung, wenn gilt
z, S z (4. 4)

d m
Andernfalls entstehen in der Matrix BT (zd, zm) linear abhingige
Zeilen, und das gesamte Gleichungssystem (4. 3) wird singulir, Eine
néhere Betrachtung von (4. 3) ergibt, daB die Differenz (zm - zd) den
Grad der 'statischen Unbestimmtheit' der Platte bei den gewahlien
Ansétzendarstellt, d. h. die Zahl der Vertréglichkeitsbedingungen, die
neben den Gleichgewichtsbedingungen zur Ermittlung der Spannungs-
grofien erforderlich sind. Dadie Platte als statisch unbestimmtes Trag-
werk angesehen werden kann, bei dem die Schnittgrdfen nicht nur von
den gegebenen Lasten, sondernauchvon den Verschiebungen abhiingen,

mufd dies im Wert (z ) der Ansétze zum Ausdruck kommen. Dieser

-z
m d
Wert muf immer grofer als Null sein, Somit ist das Gleichheitszeichen
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in (4.4) zu streichen, und es gilt

zg < 7 (4.5)

AuBlerdem mufl bei Vermehrung der Elemente die Differenz (zm - zd)
etwaim selben Mafl wie die Gesamtzahl der Parameter grofier werden,
damitder Grad der statischen Unbestimmtheit in jedem Aufteilungszu-
stand der Platte relativ gleich gro bleibt, Da bei der Verfeinerung des
Elementrasters die Zahl der Randpunkte weniger rasch ansteigt als die
der Innenpunkte, wird damit auch die Méglichkeit geringer, dal Rand~

bedingungen, die ja die Zahlen Z4 und z. der frei variierbaren Para-~

meter beeinflussen, bei der Bilanz (4. 5) mafligebend werden.

Eine weitere Einschrédnkung von z , bringt die Forderung, daf zur Ver-

d
meidung linear abhingiger Gleichungen nicht mehr Gleichgewichtsbe-
dingungen aufgestellt werden durfen, als zur exakten Erfiillung der
homogenen Gleichgewichts -Differentialgleichungen erforderlich sind,

Es mufl also gelten

4 < zg (4.6)

Die beiden Gleichungen (4,5) und (4.6) sind notwendige Bedingungen
dafir, dafl die Matrix ET keine linear abhingigen Zeilen aufweist, die
das ganze System (4. 3) singuldr machen wiirden. Sie gelten auch dann,
wenn das Funktional F fiir hybride Ans#tze nach Pian benutzt wird

2A
(siehe Abschnitt 3. 7).

Im AnschluB andiese allgemeinen Untersuchungen werdeneinige Sonder-

falle betrachtet:

Sind die Ansidtze so beschaffen, dafl in (4.6) das Gleichheitszeichen
gilt, und werden zur Lastabtragung geeignete Partikularansétze gemacht,
dannwird ein exaktes Gleichgewicht erzielt, und das Gleichungssystem
(4. 3) stelltdie Anwendung des Prinzips vom Minimum der Ergédnzungs -

energie
5T = ©
dar (inder Formulierung mit Nebenbedingungen, wie bei den Gleichge-

wichtsmodellen, siehe z.B. [26] und [27]).
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Besteht jedoch von vornherein Gleichgewicht zwischen den #uBleren
Lasten und dem gewidhlten Momentenansatz, dann verschwinden die
Matrizen 8 und ;3 ., und zwar unabhdngig vom Verschiebungsansatz.,
Das Gleichungssystem (4. 3) reduziert sich auf die Gleichung
Am-v =20

Dies istdie Formulierungdes P.v,M.d.E.E. unter der Voraussetzung,
dafl alle Nebenbedingungen erfillt sind, Man beachte, daB in diesem
all das Funktional FZA nur noch Schnittgrofen liefert, also keine
Verschiebungsgréfien! Dadie vorausgesetzten Gleichgewichtszustinde
nur schwer zukonstruierensind, hat diese Formulierung keine prakti-

sche Bedeutung,

Die Betrachtung der Sonderfille machtdeutlich, daBl das Funktional FZA
das Ergidnzungspotential Il in den Féllen ersetzt, indenendie Momenten~
anséitze das Gleichgewicht nicht exakt erfillen kénnen, Der Verschie-
bungsansatz kannals Hilfsansatz zur Formulierung der Gleichgewichts -
bedingung (4.3 b) gedeutet werden, Mit ihm ist es moglich, formal in

dhnlicher Weise vorzugehen wie beiden Gleichgewichtsmodellen, obwohl
wegen der nur niherungsweisen Erfillung der Nebenbedingungen (Gleich-
gewichtsbedingungen) nun kein Extremalproblem mehr vorliegt. Der
Wert (zm - zd) ist die Zahl der nach Erfiillung der Gleichgewichtsbe -

dingungen noch freien Momentenparameter,

Die Matrix A ist bei linear unabhéingigen Spannungsansétzen nicht

singuldr und deshalb invertierbar. Damitkann (4.3 a) nach m aufgeldst

werden
m--A'(Bd-¢) (4.7

Diese Gleichung kann dazu benutzt werden, aus vorgegebenen Ver-
schiebungen die zugehoérigenSchnittgréfen auszurechnen, Tut man dies
beibekannten L.6sungen, so kann man damit unabhingig vom statischen
Teil des Gleichungssystems (4.3) die Brauchbarkeit der Vertriglich-
keitsbedingungen (4.3 a) in Anwendung auf bestimmte Ansitze tiber-

prifen,
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Setzt man wd in (4.3 b) ein, so ergibt sich
- ABd +BO-p=o (4.8)

Bringt man diese Gleichgewichtsbedingung auf eine Form, wie sie in

der Verschiebungsmethode iiblich ist, so erhidlt man

Kd-f-o (4.9)
mit K- -8A'® , §=-80-p (4.10)

Im Falle von Pians hybriden Modellen besteht A aus diagonal ange-
ordneten unabhidngigen Untermatrizen, die jeweils fiir sich invertierbar
sind. So kénnen Steifigkeitsmatrizenschonan den Einzelelementen ge-
bildet werden und nicht erst, wie im allgemeinen Fall, am Gesamt-

system,

4.4,3 Die Variationsgleichungen des Funktionals FZB

Bringt mandie symmetrischen Variationsgleichungen (3. 24) bzw. (3. 25)
auf die Form (4.1), so erkennt man, daB die Matrix & verschwindet.

Das resultierende Gleichungssystem lautet

[ (a)
} (4. 11)
Bm+Cd-p=o0 (b)

A

Be-v

i}

Die Untersuchungen dieses Systems verlaufen zum groflen Teil analog
zu denen des Systems (4.3). Nach der offensichtlich notwendigen Be-

dingung

z < 2z (4.12)
2 <z (4.13)

(4.12) sagt aus, daB der Verschiebungsansatz so gewéhlt werden mu8,

daB nach Erfillung der Vertriglichkeitsbedingung (4.11 a) noch
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(z , ~ zm) freie Verschiebungsparameter bei der Erfillung der stati-

d

schenGleichungen (4, 11 b) zur Verfigung stehen, Die Differenz (zd - zm)
muB auch hier in der GroBenordnung von zy und z. liegen und bei Ver-

rmaehrung der Elemente mit diesen groéBer werden,

Die Gleichung (4.13) stellt eine weitere Bedingung zur Vermeidung
linear abhingiger Zeilen in der Matrix B dar. Sie sagt aus, dafl nicht
mehr Vertriglichkeitsbedingungen an die Verschiebungsansitze gestellt
werdendirfen, als zur Erzielung der exakten Vertrédglichkeit erforder-

lich sind.

Werden Ansitze gewihlt, bei denen in (4, 13) das Gleichheitszeichen
gilt, und dazu geeignete partikuldre Verschiebungsansitze benutzt, so
wird eine exakte Vertriglichkeit erreicht, und das Gleichungssystem
(4.11) stellt praktisch die Anwendung des P.v.M.d.p.E. dar, aller-
dings in der ungewdhnlichen Form mit nicht von vornherein erfiliten
Nebenbedingungen. In [29] wird ein entsprechendes Verfahren darge-
stellt, jedoch unter Benutzung der Eliminations - anstelle der Lagrange-

Methode,

Sind diese Nebenbedingungen jedoch schon vom Verschiebungsansatz
erfiillt, dann verschwindendie Matrizen B und & , und zwar unabhéngig
vom Schnittgrofenansatz, Die Gleichung (4.11 a) entfallt, und von (4.11 D)
bleibt tbrig

cd-p-o (4. 14)

Dies ist die Gleichgewichtsbedingung fir vertrigliche Vérschiebungs -
ansitze, € ist dabei die Steifigkeitsmatrix der Gesamtplatte. Das
Funktional FZB liefert in diesem Sonderfall keine direkten Ergebnisse

fir die SchnittgrséBen!

Es gibt nunnichivertrigliche Verschiebungsansitze, fir die manSchnitt-
grofenansitze angebenkann, die B und ¥ ebenfalls zum Verschwinden
bringen, so daB nur noch eine Gleichung der Form (4.14) tbrigbleibt.
Dies fiihrt zu folgender Aussage: Ein nichtvertriglicher Verschiebungs -
ansatz, fiir den sich ein Spannungsansatz angeben 148t, dessen Schnitt-

grofen an den zugehdrigen Diskontinuitdten der Verschiebungen keine
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Arbeit leisten, kann bel der Aufstellung der Steifigkeitsmatrizen wie

ein vertréiglicher Ansatz behandelt werden!

Dies erkldrtden Erfolg mancher derartiger Ansitze, Im Abschnitt 6,3

wird ein Beispiel hierzu gebracht.

Nachdiesen Untersuchungenwird deutlich, dafl das Funktional FZB das
Potential T in den Fallen ersetzt, in denen der Verschiebungsansatz
nicht voll vertraglichist., Die Momentenansétze sind dabei Hilfsansétze
zur Erzeugung einer gendherten Vertréglichkeit mit Hilfe von (4. 11 a).
Der Wert (zd - Zm) ist die Zahl der nach Erfiillung der Vertraglich-
keitsbedingungennoch freienVerschiebungsparameter, Im Abschnitt 5.3
werdendiese Zusammenhinge aneinem Beispiel noch klarer herausge-

stellt.

Zum Abschlu wird nochmais das Gesamtsystem (4. 11) betrachtet, Die
gtatische Teilgleichung (4.11 b) verkniipft die Grofen I und d . Die
quadratische Matrix € istnurinbesonderen Fillennichtsinguldr, z.B.
bei vertrdglichen Verschiebungsansitzen und stabiler Lagerung der
Platte. Singuldr wird sie fiir alle Ansitze, die Starrkoérperverschiebun-
genals Einheitszustinde enthalten, dahierbei Nullzeilen in € auftreten
(siehe Abschnitt 5.3.4, Gleichungssystem (5.17)). Eine Auflésungvon
(4.11 b) nach d ist demnach i.a. nicht moglich, Ein derartiger, als
Integrationdeutbarer Vorgang kann nur unter Einhaltung eines gewissen
Minimums an Rand- und Ubergangsbedingungen eindeutig durchgefithrt
werden, Demgegeniiber ist ein Vorgang wie die Aufidsung von (4.3 a)
nach M, der als Differentiation aufgefalt werden kann, auch ohne die
Erfilllung weiterer Bedingungenmdéglich. Daraus wird ersichtlich, daf
die Dualitdt zwischen F und F _ dhnlich der zwischen Il und T nicht

2A 2B
vollig lickenlos ist.

4.4.4 Zusammenfassung

Die Gleichungssysteme fiir die beiden gemischten Methoden weisen je-
weils Nullmatrizen in den Hauptdiagonalen auf. Ihre Position kennzeich-
net einenwesentlichen Unterschied zwischen den Methoden., Die Unter-

suchungen brachten einen ersten Einblick in das Zusammenspiel der
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Ansatzfunktionen und erméglichten die Festlegung wichtiger Kriterien
fir das zahlenmifige Verhdltnis der Ansatzparameter. Deren Einhal-
tungbildet die Voraussetzung dafiir, daB die Gleichungssysteme tiberhaupt

eine Losung haben.

4.5 Konvergenz

Ein wichtiges Problem bei allen Niherungsmethoden stellt die Frage
dar, ob und wie eine Niherungsldsung ¥ (xl, x2) die gesuchte exakte

Lésung f(x,. x,) anndhert. Man unterscheidet hierbei zwischen "gleich-

x
2
mépiger Konvergenz' und ''Konvergenz im Mittel",

Bei gleichméBiger Konvergenz gilt

lim (f-f) = 0 flir beliebige Koordinaten (Xl’ X2)
m— o

wobei m die Zahl der Ansatzparameter darstellt,

Die Konvergenz im Mittel ist definiert durch

im [ (F-£)? aF = o

m=>ow ¥
Das Verschwinden des Integrals iiber das Fehlerquadrat ermoglicht i. a.
keine Aussage Uber die Genauigkeit der Lésung an einem bestimmten

Punkt,

Bei der Benutzung der Elementmethode in der Baupraxis wird meist
stillschweigend vorausgesetzt, daff die Losungen gleichméfig konver-

gieren, ohne daf die Berechtigung dieser Annahme gepriift wird.

Die von Parametern dargestellten Einzelordinaten der Losung T werden
ohne Ansehen des Gesamtverlaufs der Funktion als endgliltige Ergeb-
nisse der Rechnung entnommen, Aus diesem Grund wird in den folgen-
den Kapiteln die praktische Brauchbarkeit eines Ansatzes oder einer
Methode danach beurteilt, ob die Ergebnisse von Beispielrechnungen

anallen Knotenpunkten eine gleichméfige Konvergenz erkennen lassen,

Theoretische Konvergenzuntersuchungen werden im Rahmen dieser

Arbeit nicht durchgefithrt.
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4.6 Mafe flir die Fehler an einzelnen Punkten
Als MaR fir die Grofe eines Fehlers an einem Punkt P (Xl’ x2) wird
der 'relative Fehler’ §§ (Xl’ XZ) gewdhlt nach der Definition
Bix, xy - 2 710w ) (4. 15)
1772 f(xl, XZ)
Dieses Maf versagt an den Punkten, an denen f (xl, x2) verschwindet,

Wird der Fehler auf eine maximale Ordinate |f | max des betrachteten

Bereichs bezogen, so lautet die Definition

T (xp xy) - £ (x, %)

3* =
[ (Xl’ XZ) | ! (4.16)
max
Aus (4.15) erhilt man
f=t(l+n)
Fiir eine Ableitung von T gilt
3 af 38
S;; = 5%, (1+8) + f axi (4.17)

Der relative Fehler der Ableitung einer Funktion T ist i.a. nicht gleich

dem relativen Fehler der Funktion selbst.

Im Sonderfall, dal 8 (Xl‘ x2) konstant ist, ergibt sich

o/
jastd

|

= g%— (L +8) fir B = const. (4.18)

@

X.
1 1

Bei konstantem relativem Fehler 8 der Funktion f weisen alle Ablei-

tungen von T diesen Fehler auf,

Weist der relative Fehler einer Losung innerhalb des betrachteten
Bereichs nur geringe Schwankungenauf, sowirdim folgenden von einer

'gleichmafigen Genauigkeit’ der Lidsung gesprochen.


ibbaf
Textfeld


- 74 -

5. Gemischte Ansitze

IndiesemKapitel wird die Anwendung der Variationsfunktionale FZA und
FZB inder Elementmethode an verschiedenen gemischten Ansétzen erprobt,
wobeinur fir die Verschiebungen w und die Momente mij’ nicht aber flir
die Neigungen (Si und die Querkrifte q unabhiingige Ans#tze gemacht
werden. Fiir FZA wird auch ein unbrauchbarer Ansatz dargestellt und
diskutiert. In Ausnutzung der dabei gewonnenen Erfahrungen werden

modifizierte Ansitze und Methoden eingefiihrt, die zu einer Verbesserung

der Ergebnisse bzw. einer Verminderung des notwendigen Aufwandes

fiihren. Alle dargestellten Ansétze gelten fir dreieckige Plattenelemente.
Querkraftverformungen werden, wenn iiberhaupt, nur unter Verwendung
der im Abschnitt 3.6 angegebenen Beziehungen und weiterer Vereinfa-

chungen berticksichtigt.

Im Gegensatz zu den im folgenden dargestellten Ansitzen machen

Chatterjee und Setlur [46] firalle 4 GréBen (w, Bi, mij’ qi) unab -
hingige Ansétze, und zwar lineare. Die daraus resultierende Erhohung
der Zahl der unbekannten Ansatzparameter fithrt jedoch, wie ein Ver-
gleich mitdem Herrmannschen Modell [10] anhand von Beispielrechnun-

gen zeigt, nicht zu einer entsprechenden Verbesserung der Ergebnisse,

5.1 Die Abschitzung der Zahl der Unbekannten

Beiden gemischten Ansédtzenistdas Zahlenverhilinis zwischen unbekann-
ten Verschiebungsparametern und unbekannten SchnittgréBenparametern
vongrofler Wichtigkeit. Tretenalle Unbekannten an den Knoten auf, so ist
eine Abschétzung einfach, Sind jedoch sowohl Knotenunbekannte als auch
Kantenunbekannte vorhanden, soistzubeachten, daB bei der Aufteilung ei-
ner Flache in Dreiecke die Zahlder Kanten etwa dreimal so grog ist wie die
Zahl der Knoten und daB deshalb eine Kantenunbekannte mit dem dreifachen
Gewicht einer Knotenunbekannten indie Gesamtbilanz der Unbekannten ein-
geht. Der Faktor 3 stellt eine Ndherung dar, die jedoch bei einer grofien
Elementanzahlrecht gut gilt. Fiir ein Quadrat mit n Unterteilungen einer
Seite, wie es in Bild 7. 2 dargestellt ist, lautet dieser Faktor A z. B. :

» - 31 +2n | 3 )
(n + 1)% (n+1)3

(5. 1)
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Damit ist es moglich, eine Vergleichszahl 2’z berechnen, die angibt,
wieviel reine Knotenunbekannte vorhanden sein miiffiten, um am Gesamtsy-
stem etwa dieselbe Zahl von Unbekannten zuerzeugen wie die wirklich vor-
handenen verschiedenartigen Unbekannten, Ist k die Zahl der Unbekannten

je Knoten und s die Zahl der Unbekannten je Kante, dann erhédlt man:
zZV. = k+As ™ k+3s (5.2)

Die Zahl z' ist ein Maf fiir die am Gesamtsystem zu erwartenden Unbe-
kannten, Elementmodelle mitverschiedenen Unbekanntenarten kénnen mit
ihr verglichen werden, Sie ist dazu weit besser geeignet als z.B. die

Zahl der Parameter je Element!

Im folgenden dient z dazu, das Verhéltnis von Verschiebungs- und Momen-

tenparameternbei den Ansétzen fiir die gemischten Methoden abzuschéitzen,

5.2 Ansitze fiir das Funktional FZA

Die Benutzung des Funktionals F2A in der Elementmethode wird im fol-
gendenkurz ""Methode A" genannt, Eine wichtige Bedingung fiir die Ansitze

dieser Methode lautet nach (4. 5)
z > 1z (5. 3)

Zwei Modelle werden dargestellt und diskutiert, Das zweite erweist sich
als unbrauchbar, Mogliche Ursachen hierfir werden erértert. Vor allem
wird der kinematische Teil der Variationsgleichung n&her untersucht,

auch mit Hilfe einfacher, handgerechneter Beispiele.

Bei beiden Modellen werden die Querkraftverformungen vernachlidssigt.

5,2,1 Erstes .Modell: das Herrmannsche Modell

Die einfachste und bekannteste Anwendung der Methode A ist das soge-

nannte "Herrmannsche Modell",

In [10] gibt Herrmann ein Funktional an flir die variablen Funktio-

nen w (Xl’ 1

M (mij) an den Elementrindern kontinuierlich sind und am Plattenrand

XZ) und mij (x,, X2) unter der Voraussetzung, daf w und

die Randbedingungen erfiillen. L&Bt man bel seinem Funktional den
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Temperatureinfluf weg und fithrt man im Funktional FZA die Herrmann-

schen Voraussetzungen ein (unter Weglassung des Querkrafteinflusses
und der Krifte p), solassen sich beide Funktionale durch Teilintegra-
tionen mit Hilfe des GauBlschen Integralsatzes leicht ineinander uber-
fihren. Man erhilt schlieBlich in der Schreibweise der vorliegenden

Arbeit:

F =+% J‘m w

o dF - dF + [Mods - [ ¥ wd
A gy j];‘j'ﬁw ‘f o ds ‘f w ds

M Sy

-H(ﬁl-n‘."f)m,,dF+J‘(cp-cB)Mds+j(cp++cp")Mdo
woou Ty Ty T o :
®

(5.4)

In [10] wird folgender Ansatz gemacht: Die Verschiebungen w (Xl’ x2)
sind elementweise linear, wobei die Knotenverschiebungen Wy als

11 m12 und m22 sind elementweise

konstant. Unbekannte Parameter sind hierbei die kontinuierlichen Kan-

Parameter dienen. Die Momente m

tenmomente Ms' Dies ist der einfachste denkbare gemischte Ansatz.
Er hat insgesamt 6 unbekannte Parameter je Element. Da gleichzeitig
Knoten- und Kantenparameter auftreten, kann mit (5.2) die Vergleichs-
zahl 7" berechnet werden:

2 = 1+3.1 = 4

Ermittelt man z" getrennt fiir Verschiebungen und Momente, so erhilt
man:

v v
2V = . = . >
Ld . =z 3 5 =z Zd

Die Bedingung fiir die Ansitze der Methode A ist erfiillt, wenigstens

fiir den Innenbereich einer Platte.

InKapitel 7 sind Ergebnisse von Beispielen fiir das Herrmannsche Mo-
dell angegeben. Sie konvergieren jeweils gegen die richtigen Werte,
Beiihrer Beurteilung ist jedochder grobe Verlauf von w und mij inner-
halb der Elemente zu beriicksichtigen, Die Verschiebungsordinaten an
den Knoten sind meist zu gro8. Beim Momentenzustand sind nur die

mittleren Normalmomente M an den Kanten recht genau, Eindeutige
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Knotenmomente existierennicht. Werdensie durch Mittelung gewonnen,
so sind die Ergebnisse schlechter als die der Kantenmomente, Dies

ist ein Nachteil des Herrmannschen Modells,

Visser [30] benutzt das Funktional von Herrmann fiir einen erwei-

terten Ansatz: Ein quadratisches Polynom fir w (Xl’ X2)’
Ordinaten in den Knoten und Seitenmittenals Parameter dienen, garan-

bei dem die

tiert die Kontinuitdt der Verschiebungen, Fir z:; ergibt sich:
z, = 1+3.1 = 4

Bel den Momenten mij werden drei lineare Ansédtze mit zusandmen
3 + 3 = 9 Knotenparametern so umgeformt, dafl 3 - 2 = 6 Kantenpara-
meter tbrigbleiben, die einen linearen, kontinuierlichen Verlauf von
M an den Elementkanten festiegen. Fiir z; erhdlt man:

20 = 04+3-2 = 6
m

Gleichung (5. 3) ist erfiillt, An der Summe

ZV=ZV+ZV=1O
d m

erkennt man, dafl im Gesamtsystem eine relativ grofe Zahl von Un-
bekannten anfallen wird, Wenn man bedenkt, dafl der einfachste voll-
vertriagliche Verschiebungsansatz mit Kontinuitidt der Krimmungen
bzw. Momente an den Knoten nur 6 Unbekannte je Knoten aufweist,
dann erscheint der von Visser vorgeschlagene Ansatz nicht mehr sinn-
voll, zumal auch mit ihm keine eindeutigen Knotenmomente ermittelt

werden kénnen.

AufschluBireichist noch folgende Beobachtung: Auch die urspriinglichen

linearen Ansitze fiir m,. garantieren die Kontinuitét der Normalmo-
! (k)

i

Der Ansatz ist jedoch zusammen mit dem quadratischen Verschiebungs-

mente M. AuBerdem sind die Knotenordinaten m;.’ eindeutig definiert.
ansatz bei Methode A nicht anwendbar, da er mit

2 = 340 =3
m

die Gleichung (5. 3) nicht erfiillt, obwohler mehr Parameter je Element

aufweist als der von Visser schliefflich gewdhlte Momentenansatz,
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5.2.2 Zweites Modell: lineare Ansiize fiir w und mij

L.ineare Ansitze fiir w und mij werden von Herrmann in [31] be~
nutztundvon Prager in [12] erwidhnt. Von allen gemischten Ansét-

zen ist dieser der naheliegendste,

Die Funktionen fiir w und mij werden durch Knotenparameter festgelegt.

Fiir die Zahlen z" ergibt sich:

Diese Vergleichszahlen stimmen mit denen des Herrmannschen Modells

tiberein, Gleichung (5. 3) ist erfiillt,

Vernachléssigt man die Querkraftverformungen, so erhilt man bei
Beriicksichtigung der Kontinuitdt von w, M und T an den Elementkan-
tenund unter der Annahme, dafl w die Randbedingungen w und § erfillen

kann, aus (3.15) das Funktional:

Fon = %ﬂ'mij%ng—HﬁwdF—IZ{]Skwk4~j'B7[cpds+j%wds ~J‘€des
" I SM ST SQ

m W - + .
- g(uij -nij) mide‘+Sf(cp~cp) Mds+£(cp +o Yy M do

®
(5.5)

Die Grofien m:‘; und mij i verschwinden identisch bei den gewihlten

>

linearen Ansi#tzen., In der folgenden Variationsgleichung werden sie
dennoch mitgefiihri:
6F, , = -ﬁ(m_1 . +B) swdF-EP{awk-j(M—M)acpds~J’(T~T)wds

2" T4 g 1 o .

+fQ-Vewds+[@Q +Q7) s wdo
o2

5Q
- H @™ - n”) s m, dF
T 1] 1) 1]

~ + -
+J‘(cp-(p)61\/[ds+‘f(cp + )6 Mdo
Scp o
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Symmetrische Formen sind leicht mit Hilfe von (2. 24) oder direkt aus
denGleichungen (3. 17) und (3. 18) herleitbar. Alle diese Variationsglei-

chungen fithren auf das symmetrische Gleichungssystem;

-Mur"LCw -¥ ~ o }
(5.7)
C =" -p,~ o

In diesem Gleichungssystem wurden die unabhéngigen Parameter e
des Momentenansatzes mit Hilfe der Elastizititsgleichungen auf Krim-
mungsparameter umgerechnet, die im Vektor " zusammengefaft
sind, Diese Umrechnung ermdoglicht spiter Vergleiche mit Krimmun-
gen, die in Ansidtzen fiir das Funktional FZB auftreten., Die Knotenver-
schiebungen sind im Vektor w dargestellt.

Die Matrizen des Gleichungssystems sind fiir die linearen Ansétze wie

folgt definiert:

=ml
E )

M 2" M-M

i

m
g“ij ) m, dF =

[@-8) sMds + [ (v +97) 6Mdo = @' (€, w-¥)

Sq) ag
SfM-M) sw0ds - [ (T-T)6 4 ds+ [ (Q@-Q) swds
s 8 8

M T Q

+6F Q+Q7) & w do -{Jﬁ swdF —Ei)k 8w,

+ - -~
=£des +GIM5 (¢ +¢ ) do —‘}L‘fﬁéwdF-EPkéw

k
P
+I1\7I§cpds+f’/f5¢ds—f€26wds= W’ (C: g’"_ﬁa>
Sm S 5Q

Beispielrechnungenmit diesem Modell ergeben bei einer quadratischen

Platte mit frei aufliegenden Réndern folgende Ergebnisse (siehe Kapitel 7):

Die Durchbiegungen w sind recht ordentlich und scheinen bei weiterer

Verdichtung des Elementrasters gegen die exakten Werte zu streben.
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Die Momente jedoch sind v&llig unbefriedigend, vor allem an bestimm-
ten Punkten, Sostrebt das Moment myy o= m,, in Plattenmitte sichtlich
gegen das etwa 0, 8-fache des richtigen Werts, wihrend das Eckdrill-

moment m12 den etwa zweifachen exakten Wert anzustreben scheint,

Die genannten Ergebunisse gelten fiir die Elementaufteilung E 1 (siehe
Bild 7.2). Rechnungen mit anderen Elementaufteilungen lassen eine

grofle Abhéngigkeit der Resultate von der Wahl des Elementrasters er-

kennen,

Aufgrund der Ergebnisse fiir dieses einfache Beispiel muf3 festgestellt
werden, dafl das gewdhlte Modell fiir Anwendungen in der Praxis un-
brauchbar ist, obwohlseine Ansétze den Zwangsbedingungen des Varia-

tionsfunktionals F2A geniigen,

Bel der Suche nach den Ursachen fiir das Versagen des Modells konnte
eindeutig festgestellt werden, daB sie im kinematischen Teil der Va-~
riationsgleichung liegen. Gibi man z, B, die exakten Knotenverschie-
bungen vor und rechnet mit dem kinematischen (oberen) Teil der Glei-
chung (5. 7) die Momente aus, so erh#lt man vollig falsche Ergebnisse,
Andererseits fiihrt eine Modifizierung des Verschiebungsansatzes (siehe
Abschnitt 5.4), die nur den kinematischen Gleichungsteil &dndert, zu

guten Ergebnissen fiir Verschiebungen und Momente,

5.2.3 Einige Vergleiche zwischen den beiden Modellen

v
d
sodafl sie beieiner bestimmten Elementanordnung zu etwa gleich vielen

Fir beide Modelle ergeben sich dieselben Vergleichszahlen z  und Zjn’
Unbekannten filhren, Der einzige Unterschied besteht im Grad der An-
sidtze fiir die Momente, Zwel wesentliche Punkte kénnen dazu beirachtet

werden:

1. Der Unterschied zwischen den identisch verschwindenden Mo-
menten m?; des Verschiebungsansatzes und den Momenten mij

ist beim konstanten Momentenansatz geringer als beim linearen.

2. Betrachtet mandie einzelnen kinematischen Gleichungen, so er-~

kennt man, daf beim Herrmannschen Modell zu jeder Kante s
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eineigener Momentenparameter MS und damit auch eine eigene
unabhédngige Variationsgrofle 5MS gehort. Jede Gleichung setzt
den Knick Awp = cp+ + cp- einer einzigen Kante in Beziehung zu den
Krimmungen n? der beiden angrenzenden Elemente. Sie ent-
spricht damit einer Elastizitdtegleichung der Kraftgrdfienme-

thode beim Balken, Im Gegensatz dazu beeinflufit beim zweiten
(k)
i

und mehrere Elemente, wobeldie Zahlder Kanten und Elemente

Modelldie Variation einer Knotenordinate m mehrere Kanten
vonder Elementaufteilung abhéngt, Dadurch kommt es zu einer
groferen gegenseitigen Beeinflussung der einzeinen Unbekann-
ten, Theoretisch kénnte dies ein Vorteil sein, praktisch fihrt
es jedochdazu, daB sich positive und negative Fehler innerhalb
einer Gleichung gegenseitig aufheben kénnen, Knotenpunkte, an
denen {iberdurchschnittlich viele Elemente zusammenstoBen,
sind deshalb besonders kritisch, Die Beispielrechnungen bestéti-

gen dies.

Das Versagen des zweiten Modells beruht vermutlich darauf, daB es
unter beiden Gesichtspunkten schlechter abschneidet. Im Abschnitt 5.4
wird gezeigt, da schonVerbesserungen, die allein den Punkt 1 betref-

fen, zu guten Ergebnissen fiihren.

5.2.4 Weitere Untersuchungen des kinematischen Teils der

Variationsgleichung 5F2A =0

Nach den bisherigen Untersuchungen liegen die Ursachen von Schwierig-
keiten bei der Benutzung des Funktionals FZA im kinematischen Teil
seiner Variationsgleichung. Im folgenden werden am einfachen Beispiel
einer frei aufliegenden Plattenecke, die durch ein konstantes Drillmo-
ment verformt wird, verschiedene Elementansidtze numerisch erprobt,
um daraus weitere Einblicke in das Zusammenspiel von Verschiebungs-
und Momentenansitzen zu gewinnen, Dabei werden alle Parameter des

Verschiebungsansatzes dem bekamnten wirklichen Zustand der Platie

entnommen, Mit Hilfe der kinematischen Gleichung, die sich fiir die
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jeweilige Ansatzkombination ergibt, wird versucht, das unbekannte
Drillmoment zu errechnen, Die Vorwegnahme von Ergebnissen verein-
facht das Beispiel, so daB es leicht von Hand gerechnet werden kann,
Dadurchwird ein méglicher Einwand entkriftet, Fehler im Programm

oder in der Eingabe beeinfluten die Ergebnisse.

1. Wirklicher Zustand der Platte

Gegeben ist eine quadratische Platte mit zwei benachbarten frei auf-
liegenden (M = 0; w = 0; T # 0) und zwei benachbarten freien Rindern
(M=1T - T = Q = 0), siehe Bild 7.1, System 3. Ihre Plattensteifigkeit
ist K =1, ihre Querkontraktionszahl p = 0, An den freien Rindern wird
g = %)

belastet, so dafl in der gesamten Platte folgender Zustand entsteht:

sie durch Randdrillmomente T' = ¢ (bei X, = 2)und T = - ¢ {bel x

m = ¢ =

12 Mg T ©

Myp = Mgy =002 Ky = gy =20

Betrachtet wird im folgenden der Bereich um die frei aufliegende Plat-
tenecke E, siehe Bild 5. 1.

E
o
!

!

1,_ — X,
Kol

Bild 5, 1: Plattenecke E und benachbarter Punkt P

Mit der Randbedingung w = 0 fir xy = 0 und Xg = 0 und der Definition

(3. 33) bei Vernachldssigung der Querkraftverformungen

Koo = =W, .
1 1
erhélt manaus denangegebenen Kriimmungen die exakte Verschiebungs -

funktion der Platte:

- C X, X

Wk, Xp)m gy Xy Xy 1%
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Fiir den Punkt P (b, b) (siehe Bild 5. 1) ergibt s’ich

= _ 2
Wb cb

Ist ¢ unbekannt und WP gegeben, so erhilt man

P (5.9)

Unter der Voraussetzung, daBl bei den benutzten Elementansitzen die
Groflen w und M an den Innenkanten kontinuierlich sind und an den
Aufenkanten die Randbedingungen erfiillen, lautet nach (5. 6) der kine-

matische Teil der Variationsgleichung von FZA

+ -
o™ e w, ) bm dF 4 [ (g + ) sMdo =0
ij ij ij
F g
Da die Parameter des Verschiebungszustandes als bekannt vorausge-
setzt werden, wird diese Gleichung umgestellt:
[ #nem dF =« [fw, 6m dF+ [ (o +¢) s Mdo (5. 10)
v U 1 v J J o
Gleichung (5.10) ermdglicht es, mit Hilfe eines Momentenansatzes aus
einem vorgegebenen Verschiebungszustand den Momentenzustand zu be-
rechnen, Die Genauigkeit der Ergebnisse hingt vom Momentenansatz und

von der Genauigkeit der Beschreibung des Verschiebungszustandes ab.

3. Rechenbeispiele mit verschiedenen Elementanséitzen

Gegeben sind die exakten Werte der Parameter fiir den jeweiligen Ver-

schiebungsansatz, also nicht der exakte Verlauf der Verschiebungen.
Gesucht werden die Momente mij bzw. der Kriimmungszustand n?;

Um die Handrechnung zu vereinfachen, werden alle Ergebnisse bis auf

die Gréfe der Kriimmung KIII; als bekannt vorausgesetzt.
m = m = =
"1y (xl, xz) 99 (Xl’ xz) const 0
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Diese Annahmen ermoglichenes, alle Parameter des Momentenansatzes
in der unbekannten Konstanten ¢ auszudriicken, Zu ihrer Bestimmung
gentligt elne einzige Gleichung, Sie wird so gewihlt, daB nur die beiden
in Bild 5, 2 dargestellten Elemente I und I im Bereich der frei auflie-
genden Plattenecke E betrachtet werden miissen. Die Rechnungen wer-

den fiir mehrere Elementmodelle durchgefithrt, Wegen der genannten

E,‘—b_'| b £

T = ’
i I ! b £ ... Seitenldnge der Quadrat-
platte
n.,,. Zahl der Felduntertei-
lungen in Xy - und X, -
Richtung

b x,
Bild 5.2: Eckbereich der Platte mit den Elementen I und II

Voraussetzungen wirkt sich die Verschiedenheit der Momentenansitze
nur inden Variationsgrofen 8 mij und 8 M aus. Stimmen die Ergebnisse
fir ¢ mit (5.9) dberein, so ist damii die Brauchbarkeit der Ansétze
nichtbewiesen, da das Brgebnis zufillig oder z. B. wegen der Vorgabe
der vielen exakten Werte entstanden sein kann. Erhilt man jedoch ein
falsches Ergebnis, so ist dies ein Beweis fiir die praktische Unbrauch-
barkeitdes Ansatzes, dadie getroffenen Vereinfachungen die Erzielung
eines richtigen Ergebnisses eher férdern als behindern. Zu beachten
ist bei diesen Untersuchungen, daf die Kantenldnge b bei Vermehrung

. der Elemente beliebig klein werden kann,
a) Herrmannsches Modell

Linearer Ansatz fir w, konstanter Ansatz flir die Momente, Als
virtueller Momentenzustand wird gewdhlt: 8§ M = 1 auf der Kante

EP, §M =0 auf allen iibrigen Kanten,

Man erhilt somit; 5m11 = Bmzz = 03 6m12 = -1 in den Elemen-

tenI und II, 6 mij = 0 in allen dbrigen Elementen. AuBerdem gilt

iberall; w,.. = 0.
1]
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. X + - Wi W
Der Knick an der Kante EP ist: ¢ +o = 2 W 5 J2.

Die Linge der Kante ist EP = b./3,
Fir die einzelnen Terme der Gleichung (5. 10) ergibt sich damit

m

m m
‘g%ij 6mij dF = Q(MI+W2+2KIZSIH12) dr

= 2c(~-1)P = ~2ckP

i}

0

==

w,..0m, dF
ij ij

+ -
+g) 5§ Mdo

i

Wp
e = 21 b JT = 2w
S b P

Setzt man die Terme in (5. 10) ein, so erhiit man

Bei Vorgabe der richtigen Verschiebung WP liefert diese Ansatz-

kombination die richtige Krimmung x ¢, obwohl die Verschie-

12”7
bungen durch den elementweise linearen Ansatz recht grob darge-

stellt sind,

Modell 2 nach Abschnitt 5, 2.2

Linearer Ansatz flir w (w,ij = 0); lineare Ansgitze fir mij' Als
virtueller Momentenzustand wird gewihlt; & m(E) =1, alle tbrigen

(k) 12

Bmij = 0. Damit erhélt man: §m ;= 8m,,=0; 6m,, # 0 in den

Elementen IundIl. 8§ rnij = 0 in alleln1 izhlix;igen Elemirlzx)t)en, Linearer
Verlaufvon s MaufderKante EP: s M' ' = -1; § M =0, 8M =0
auf allen tbrigen Innenkanten, Auflenkanten gehen wegen Scp =0 in
die Rechnung nicht ein. Damit ergibt sich fiir die einzelnen Terme
der Gleichung (5. 10):

1

I n‘;j“ smy dF = 2ffe sm ,dF = 2l b? = 5 o b?
i ii 2

[RITN)

kil

[ (o +%7) 8 M do
o)

Wp
=25 (-1 bVT = mwy

iofe
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Mit (5. 10) erhdlt man:

o
i
1
o w

P
e

Dieses Ergebnis stimmt mit (5. 9) nicht tiberein! Fiir ¢ ergibt sich

der 1, 5-fache exakte Wert,

Zu beachten ist, daB sich andere Lsungen fiir n?].l ergeben, falls
alle Ordinaten fiir sich berechnet werden, die Konstanz der Mo~

mente also nicht mehr vorausgesetzt wird,

Versuch mit Verschiebungsansétzen fir die Elemente I und II, bel

denen die Verschiebung lings der Linie EP exakt ist.

P 2 2wp
Element I: w = PRy 3 W FW, L ,0E 0 w, 99 = TF
'P e - - . 2wp
Element II: w = XL P Wy TW. S 0 w, ne

Lineare Anséitze fiir die Momente wie bel b),

Fir (cp++ @ ) ergibt sich ein linearer Verlauf lings B P,
- w

Punkt E: o' + ¢ =0 ; PunktP: o' +o” = 2% Fl—)-.

Damit erhdlt man:

ﬂ %?? 5 mij dF = -z— cb® ; unverdndert gegeniiber b)
ﬁ‘ w, 6m dF = 0 (obwohlw, i nicht iiberall gleich 01)

[ o)) eMdo = 3 2.3
o

Wesentlichist bei diesem Versuch vermutlich der lineare Verlauf

von (cp+ +op )
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4. Zusammenfassung

Beispiel b zeigt nochmals auf leicht kontrollierbare Weise, daf es
Ansétze gibt, fur die der kinematische Teil der Variationsgleichungen
falsche Ergebnisse liefert. Die ibrigen Beispiele legen die Schluifolge -
rung nahe, die Ansidtze fir w und mij sollten so gewdhlt werden, daf
léngs einer Elementkante die GréBe M nicht mehr Freiheitsgrade auf-
weist als die Grofe ¢. Beim Herrmannschen Modell und seiner Erwei-
terung durch Visser [30] istdiese Bedingung erfiillt, Die Polynome
fiir M und ¢ habendort denselben Grad. Aus den Forderungen, daf die
Zahl der Momentenparameter grofler sein muf als die der Verschie-
bungsparameter, andererseits der Grad des Momentenansatzes nicht
zu hoch werden darf, ergibt sich bei diesen Modellen die Notwendig-

keit, den Momentenzustand durch Kantenparameter zu beschreiben,

5.3 Ansitze {lir das Funktional FZB

Die Benutzung des Funktionals F in der Elementmethode wird im

2B
folgenden kurz 'Methode B’ genannt, Eine wichtige Bedingung fir die
Angitze dieser Methode lautet nach (4.12);

v v
A > 11
7d Zm (5 )

Im wesentlichen wird nur eine Ansatzkombination beschrieben und dis -
kutiert., Erst am Schluf des Abschnitts wird ein etwas ver#nderter
Momentenansatz dargestellt, der jedoch zu keinen guten Ergebnissen

fithri,

Die Methode B wurde bisher, soweit bekannt, nicht angewandt. Das ihr
zugrunde liegende Funktionaltritt gegeniiber dem von Hellinger-Reissner
(Methode A) volligin den Hintergrund. Das liegt wohl daran, daf diese
Methode relativ viele Parameter je Element erfordert, da die Zahl der
Parameter des Verschiebungsansatzes gréfler sein muf als die der drei
Momentenansédtze zusammen, Ohne Ausnutzung der besonderen Glei-
chungsstruktur, die im folgenden dargestellt wird, ist die Methode

deshalb fir Rechnungen nach der Kirchhoffschen Theorie nicht zu emp~

fehlen, trotz sehr guten Verschiebungsergebnissen, Fur Beispiele, bei
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denen Querkraftverformungen beriicksichtigt werden sollen, kann die

Methode B jedoch mit gutem Erfolg benutzt werden.

5,3.1 Die Ansitze flir mij und w

Fur die Momente mij werden lineare Ansitze gewidhlt, die durch ihre

Knotenordinaten festgelegt sind. Es gilt damit:

Wegender Bedingung (5. 11) istes erforderlich, einen wesentlich hohe-
renVerschiebungsansatz als bisher zuwihlen, Der lineare Ansatz wird
um 9 Terme erweitert, welche die drei Ableitungen (- w’ij) an de;n
einzelnen Elementeckenals Parameter benutzen, Die Vergleichszahl Z4

ergibt sich zu:

z§=1+3=4

so daB die Bedingung (5. 11) erfullt ist.

Fiir die Funktion w (Xl’ x_.) erhdlt man ein Polynom vierten Grades mit

)
12 Parametern, die von den Groflen w, - w, 110 " Wiqg und - w, 29 der
dreiElementecken gebildet werden, Ein drehinvariantes Polynom vier-
ten Grades hat jedoch 15 Freiwerte. Die drei iberzdhligen werden so
festgelegt, daB die Biegeliniender Elementkanten von Polynomen nur
dritten Grades dargestelit werdenund deshalb durch die Verschiebungen
und zweiten Ableitungen der Kantenendpunkte festgelegt sind, Dadurch
wird beim Zusammenbau der Elemente die Kontinuitdt der Durchbie-
gungen gew#hrleistet, Die Kontinuitdt der Querneigungen ist allerdings

sowohl an den Elementkanten als auch an den Knotenpunkten verletzi.

Werden die Querkraftverformungen vernachldssigt, dann sind die Ab-
leitungen -w, i mit den Kriimmungen K‘.lﬂ, identisch. Verlduft weiterhin
die Plattensteifigkeit elementweise linear und an den Kanten kontinuier-
lich, dann sind an den Knotenpunkten neben den Krimmungen n‘;;, auch

die Momente m:‘; kontinuierlich.


ibbaf
Textfeld


- 89 «

Der endgiiltige 12-parametrige Ansatz fir w lautet in den Dreiecksko-~

ordinaten )ki (siehe Anhang):

Wik ., A ,h. )= a A, + a, M A+ a_ A X L, + a, I\

1772’73 171 2 172 3 717273 4 7173
- 2 P 2 2

+ ag )\2 + ag )\2 X3 + a, )\2 )\3 )\1 + ag )\2 )\l
2 . 2 2

+a9>\3 + 240 )\3 )\1 + anxs )\1 >\2 + alZ)\S )\2

(5.12)

Dieser Ansatz wurde aus dem drehinvarianten Polynom dritten Grades
mit 10 Parametern entwickelt. Die Terme mit Xi ersetzen die Terme
mit Xai (siehe Anhang). Als Erweiterung wurden die drei Terme vierten
Grades hinzugefiigt, dieanden Elementkanten die Durchbiegung w nicht
verdndern, Sie enthalten den Term )\1 X2 >\3, so dafl dieser gestrichen
werden konnte.

Die Ansatzkonstanten a; miissen nun in den gewilnschten Knotenpara-
meternausgedriickt werden, was bei Benutzung von Dreleckskoordinaten
meist direkt und ohne Verwendung von Kehrmatrizen moglich ist. s
empfiehlit sich, diese Umrechnungen erst am Schlufl einer Elementbe -

rechnung durchzufihren,

5.3.2 Die Berliicksichtigung der Querkraftverformungen

Werden beim gewihlten Ansatz die Querkraftverformungen mit den
Vereinfachungen des Abschnitis 3.6 beriicksichtigt, dann ergeben sich
Momente m‘:; die nicht mehr allein von den zweiten Ableitungen der
Verschiebungen abhéingen (siehe Formeln (3.41) bis (3. 43))und deshalb
auchan den Knotenpunkten diskontinuierlich sind. Um dies zu vermei-
den, wird angenommen, dafl die Querkrafte q‘iN innerhalb der einzelnen
Elemente niherungsweise konstant sind und dafl Fliachenlasten § indirekt
als Linienlasten an den Bereichsgrenzen eingeleitet werden., Beil der
Berechnung der Kriimmungen ;«‘1}: und Momente rny mit Hilfe der Glei-
chungen (3.42) und (3.43) entfallen dann alle Terme, die vom Einflufl
der Querkraftverformungen herriihren, Dieser Einflufl wird praktisch

auf Knicke der Biegefliche an den Bereichsgrenzen konzentriert, die
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vonden Querkraftspriingen verursacht werden., Zur Veranschaulichung
kann der Balkenunter Einzellasten herangezogen werden, der ebenfalls
bereichsweise konstante Querkréfte aufweist und bei dem die Biegelinie
infolge Querkrafteinfluf die Form eine Polygons hat.

Zur Realisierung der genannten Nidherung wird zwischen den Knoten-

(k)

ordinaten m:; anstelle des exakten quadratischen Verlaufs ein
elementweise linearer Momentenverlauf angenommen, Die daraus
berechenbaren konstanten Querkrifte werden ausschlieflich zur Er-

mittlung des Querkrafteinflusses auf die Verschiebungen benutzt.

Dieses Vorgehen stellt eine Ndherung dar, fiir deren Zulissigkeit keine
Beweise erbracht werden, die sich jedoch bei praktischen Rechnungen

als sehr brauchbar erweist.

5.3.3 Das Funktional FZB

Im Funktional FZB kénnen folgende Kontinuitdtseigenschaften der An-

sétze berticksichtigt werden:

+ -

w = W = W

MY e M= M (5.13)
RIS

Damit ergibt sich nach Gleichung (3. 21):

&
+
DO} =

1
— F“fmr; %‘i’;‘ dF+§-Iq;VYszF
-jfﬁwdF~IZ{13kwk+‘flﬁq>ds+I”f¢ds-j'(Tdes
F s

M Sp "Q

+ (-9} Mds+ [ (4-§) Tds - [ (w-W)Qds
8 ) S
@ ] w

+ @ +e)Mdo+ [ (4 +y7) T do (5. 14)
g g
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Die zugehorige Variationsgleichung in ihren verschiedenen Formen er-
hiélt man aus den Gleichungen (3. 23), (3.24) und (3. 25). Dabel gilt fiir

den linearen Momentenansatz

™5, 13 0

Vernachlidssigt mandie Querkraftverformungen, so ergibt sich mit den
Formeln des Abschnitts 3.5 unter der Voraussetzung, dafl W an den
Endpunkten von 8 mit w ibereinstimmt und T stetig und an den End-

punkten von Sy gleich Null ist, folgende Formel fir das Funktional FZB:

I = -l-j' m‘iNj W’ij dr
_gﬁWdF"E'APkaJrSIMdeS »Sbr%wds
M v
P - Mds - [ (w-%) vds+[ (o +e) Mdo
o

s 8
P w

(5.15)

5.3.4 Untersuchung des Gleichungssystems fiir die Parameter

Das mit Hilfe der Variationsgleichung fiir die unbekannten Parameter
aufstellbare Gleichungssystem ist sehr schwach besetzt., Bel der Be-
trachtung seiner Struktur empfiehlt es sich, den Vektor @ der Ver-
schiebungsparameter ineinen Vektor w der Knotenverschiebungen und
einen Vektor s der Knotenkriimmungen aufzuteilen,

®

d= (5.16)

2%
Diese Aufteilung ist nur sinnvoll, weil bei dem gewdhlten Ansatz infolge
des Fehlens von Parametern, die Plattenneigungen darstellen, Starr-
kérperverschiebungen und Verschiebungszustinde mit Krimmungen
getrennt werden koénnen,
Weiterhin werden wie im Abschnitt 5, 2, 2 die Momentenparameter s

mit Hilfe der Elastizitdtsgleichungen auf Krimmungsparameter "

umgerechnet., Damitwirdein Vergleich zwischen ur; und M§ erleichtert.
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Das Gleichungssystem flir die unbekannten Parameter hat mit diesen

Vereinbarungen folgendes Aussehen:

C, e+ C,w Y =0 (a) aus Variationvon a”
C: 2"+ H s —ﬁ,,- (-] (b) aus Variationvon @@ (5.17)
c, =" -P,=~©  (c)ausVariationvon w

Die auftretenden Matrizen sind wie folgt definiert (vergleiche mit § ¥

nach (3. 25)):

2B
w w w W = T
+gmij 6nij dF‘+\£‘jqi 5y, dF = 2@ He  H-H (5.18)

Jo-9) 6Mds+ [ (h-§)sTds-[(w=-wsQds
8 ] S
® ¥ w

+ [ @ +eT) sMdo+ [(4T+47) 8T do = ™ (C 0w+ Cw-0)  (5.19)
o e

[Mspds+[Tsyds -fQowds+[Mb(p +y)do+[Ts (4 +¢)do
g

st sw Sw o
_Fj‘ﬁéwdF—iPkéwkﬁ;jM6cpds+sj'T6‘les-S‘[‘stds
M T Q
=@ (c/mp,)+ W (C;n"™p,) (5.20)

Die Kontinuititseigenschaften der Anséize ermoglichen es, das Glei-
chungssystem (5, 17) aus reinenElementmatrizen aufzubauen, Eine Be-
rechnung von Kantenmatrizen ist nicht erforderlich. Das System ist
symmetrisch und sehr schwach besetzt. Zu beachten ist, dal w nur
etwa ein Drittel der Komponenten von 88 oder 2™ enthilt, Die zahl
der Komponenten in 8 und ™ ist gleich, da bei den vorausgesetzten
Vereinfachungen fiir den Querkraftverlauf iiberall dort, wo unbekannte

Krimmungenauftreten, auch unbekannte Momente vorhanden sind, und
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umgekehrt, Damitist €. eine quadratische Matrix, und die Vertrig-

1
lichkeitsgleichung (a) kann dazu benutzt werden, den mit den Knoten-

verschiebungen W vertriglichen Krimmungszustand Kij zu berechnen,
Man erhélt:
«4
o--C, (C,w~-9) (a”)
P . T W =-1T ) . .
Multipliziert man (b) mit - & 9 C 1 vor und addiert die Gleichung
zu (¢), so entfallt am, und es ergibt sich:

AT

T AT o s
~C,CiHm-(-CCp+p,) - o (e”)
Setzt man nun (a') in (¢’}) ein, so entsteht eine Gleichung fir w :

T 1T

c.cHC C,w-(-€CB+ B+ CCHED) = o (e")
Diese Gleichung 148t sich auf eine Form bringen, wie sie bei der Ver-
schiebungsmethode tiblich ist:

Kw-p ~ o (5.21)

mit

AT

K=ClCTHCE, ; K=K , p=C,C B+ p+CCHC ¥ (5.22)
K ist hierbei die Steifigkeitsmatrix der Platte,

Man kann also die Losung des gesamten Gleichungssystems dadurch
erhalten, da manhintereinander die Gleichungen (c¢''), (a) und (b) 1ost.
Infolge seiner besonderenStruktur 148t sich damit das Gleichungssystem

sehr leichtin kleinere Systeme aufteilen, Die einzelnen Ldsungen lauten:
w=- K@ (5.23)
- -C (C,w-9)--6 (¢, K p-¢) (5.24)
'~ -C,'(H -p,)

=+CHC (e, Rp-0)+Cp, (5.25)
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Die Gleichung (c’’') bzw. (5.21) stellt die Gleichgewichtsbedingungen
fur einen im Sinne von Gleichung (a) vertriglichen Verschiebungsansatz
mit den Parametern w dar. Um dies zu zeigen, schreibt man zunéchst
(b} und (c), die den Gleichgewichtsteil des Gleichungssystems (5.17)

darstellen, unter Einschlufl der Variationsgrofien an

#" (Clo"+H=u-p)+ W (Clemp,) = o

#2 ist nicht unabhingig, sondern héingt von w nach Gleichung (a') ab

(Vertirdglichkeitsbedingung!).

— e T T T
B~ -wcC,C,

#=-C/C,

|

Damit erhdlt man
W (-CICICT ™ - C[CTH w + CIC B+ L™ B,) = &

Fiir beliebiges w entspricht diese Gleichung der Gleichung (c¢’) und

nach Einsetzung von (a') der Gleichung (c’’).

Andiesem Beispiel wird deutlich, daf bei Methode B praktisch aus ei-
nem unverirdglichen Verschiebungsansatz niherungsweise ein vertrég-
licher Ansatz gewonnen wird, fiir den dann in der iblichen Weise die
Steifigkeitsmatrix berechnet wird. Offensichtlich ist die Gite der Ver-

triaglichkeitsbedingung hierbei von grofler Bedeutung.

Auf eine wichtige Besonderheit mu8 noch hingewiesen werden: Fur eine
bestimmte Elementaufteilung wird das Gleichungssystem singuldr! Im
kinematischen Teildes Systems entstehen linear abhéingige Gleichungen,
Betrachtet man diesen, z. B. in der Form (3.25), so erkennt man, daB
bei Einfilhrung der vorhandenen Kontinuitdten des Ansatzes und bei
Vernachlidssigung der Querkraftverformungendie Variation von mij an
einem Innenknoten k sich nur im Term

J@ +e7) s M

o
auswirkt. StoBen nun in k nur 4 Elemente zusammen, wobel jeweils

zweiihrer gemeinsamenKanten eine Gerade bilden, dann erzeugt jeder
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(k)
1
in k, eine je durchlaufende Kante, festgelegt ist. Dies bedeutet aber,
(k)
1]
bination der § M-Verldufe der beiden andern Einheitszustinde erzeugt

der drei Zustinde s m = 1 einen Zustand 5§ M, der durch 2 Ordinaten

daB der 8 M-Verlaufdes dritten Zustandes § m = 1 durch Linearkom-
werdenkann, was zu einer linear abhédngigen Gleichung im Gleichungs -
system fithrt. Ursache fiir diese unschéne Moglichkeit ist die Tatsache,

daBl bei der Herleitung des Funktionals F__ die Kantengroflen M und T

aus verschiedenen, jedoch nicht zwingenje]i Griinden (siehe Abschnitt

3. 3. 2)nicht fiir sichbelassen, sonderneinem im Funktional selbst nicht
explizit vorkommenden Momententensor mij zugeordnet werden. In der
Variationsrechnung ist dies unbedenklich, bei der Anwendung in der
Elementmethode kann es jedoch zur genannten Singularitdt fihren. Da

im Durchschnitt 6 Dreieckelemente an einem Knoten zusammenstofien,

sind die mdoglichen Schwierigkeiten leicht zu umgehen,

5.3.5 Allgemeine Angabe von Ergebnissen

Numerische Angaben ber die Ergebnisse von Beispielrechnungen er-
folgeninKapitel 7. Indiesem Abschnitt folgen allgemeine Erliuterungen
zu Belspielen, die ohne Beriicksichtigung von Querkraftverformungen

gerechnet wurden,

Gleichung (a) erweist sich als gut geeignet, aus vorgegebenen Knoten~
verschiebungen die zugehodrigen Krimmungen zu berechnen., Benutzt
man die Gleichungen (a) und (c¢’} zur Berechnung eines Plattensystems
unter #ufleren Lasten, so erhdlt man gute Krimmungen und sehr gute
Knotendurchsenkungen, Da man aus den Krimmungen mit Hilfe des
Stoffgesetzes Momente berechnen kann, ist die Berechnung der eigent-
lichen Momente mij mit Hilfe von (b) nicht unbedingt erforderlich, Es
zeigt sichauBlerdem, dafl diese Momente weniger gut sind als die Ubri-
genErgebnisse, Zwar konvergieren auch sie gegen die richtigen Werte,
dochistdie Gite der Konvergenz sehr stark von der Elementaufteilung
abhéngig., Manbeachte, dafl Gleichung (b) von der Variation der Kriim-
mungen K‘i); herriihrt, die nur beziiglich nri kontinuierlich sind. Ihr

Verlaufistnicht linear und sehr stark von den Elementformen abhéingig,
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da sie im Gegensatz zu Kfjl untereinander die bei Kirchhoff-Platten
gliltige Vertréaglichkeitsbedingung
Mgk T Mk, T Mg

erfiillen,

5.3.6 Untersuchungen zur Bewertung der Ergebnisse

Beider Ndherungsberechnung von Funktionen werden Ansétze gemacht,
die aus Koordinatenfunktionen und zunidchst unbekannten Parametern
bestehen, Dadurchwird die Berechnung von Funkiionen auf die Ermitt-

lung von Parametern reduziert,

Inder Elementmethode sind diese Parameter keine rein mathematischen
HilfsgroBen, sondernhaben eine geometrische oder statische Bedeutung

und sind in den meisten Fillen auch ortlich genau festgelegt.

Im vorliegenden Ansatz treten z.B. Knotenverschiebungen, Knoten-
krimmungen und Knotenmomente auf. Es fragt sichnun, ob diese direkt
ermittelten GroRen genaver werden als die aus ihnen mit Hilfe der An-
satzfunktionen berechneten Ordinaten innerhalb der Elemente. Bei den
nach Methode B ermittelten Verschiebungen trifft dies offensichtlich
zu. lIhre relativen Fehler sind anallen Knotenpunkten gleichméfig klein,
wihrend sie an den iibrigen Punkten innerhalb wesentlich groferer

Grenzwerte schwanken,
Untersuchungen hieriiber fihrten zu folgender Feststellung:

Die Berechnung der Parameter beider Ansidtze kann als Auswertung
vonEinfluBflichen fiir die vonihnendargestellten GroBen gedeutet wer-
den. Zwar werden auch die Einfluffldchen mit Hilfe der unvollkom-
menen Verschiebungsansitze erzeugt, doch gleichen sich deren Fehler
im Falle von Fliachenlasten bei der Integration weitgehend aus., Die als
Parameter gewahlten Ordinaten weisen deshalb eine héhere und gleich-
méBigere Genauigkeit auf als die librigen Funktionsordinaten, die durch
die gewihlten Interpolationsfunktionen (Ansatzfunktionen) festgelegt

sind. Damit scheint die Methode - Fldchenlasten vorausgesetzt - mehr
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die Genauigkeit vonbestimmten Einzelordinaten als die von Funktions-
verldufenanzustreben, Aus diesen Uberlegungen ergibt sich weiterhin,
daf die Ergebnisse fiir Verschiebungen genauer werden missen als jene
filr Krimmungen oder Momente, da die zugehorigen EinfluBfldchen ein-

facher und vom Verschiebungsansatz besser darstellbar sind.

Diese Feststellungen werden zuniichst nur filr den betrachteten Ansatz
gemacht, doch kénnen sie mit gewissen Einschrinkungen auf alle An-
satze fir das Funktional FZB iibertragen werden. Sie gelten jedoch nicht
beim Funktional FZA’ da bei diesem die Deutung der Ergebnisse als
FinfluBfiichenauswertungen nicht méglich ist. Beim Herrmannschen
Modell werden z, B, die Knotenverschiebungen keineswegs besonders

genau

Das Potential 1 mitseinenreinen, vertridglichen Verschiebungsansétzen
stellt einen Sonderfall des Funktionals FZB dar. Die Genauigkeit der
sich bei Beispielen mit Fliachenlasten ergebenden Verschiebungspara-
meter stellt auch hier kein Ma8 fiir die Genauigkeit der gesamten Biege-~
fliche dar. Diese wird deshalb leicht tiberschétzt. Demzufolge fillt die
Genauigkeit vonSchnittgrofen, die durch Ableitung der Verschiebungs-
funktion gewonneﬁ werden, sehr starkab, da sich hier gemdf Gleichung
(4.17) die Fehlerschwankungen beider Biegefliche auch an den Knoten-
punktenauswirken, In diesem Zusammenhang sei nochmals darauf hin-
gewiesen, daf beieiner Biegefldche mit konstantem relativem Fehler B
auch die Ableitungen diesen Fehler, und keinen groBeren, aufweisen

(siehe Abschnitt 4,6, Gleichung (4.18)).

Die Berechnung der erwahnten EinfluBflichen und ihre Auswertung soll

nun kurz dargestellt werden,

Die EinfluBfldchen fir die Knotenverschiebungen Wy gewinnt man, indem
man auf den Knoten k jeweils die Liast 1 aufbringt, Beil Zy unbekannten
Knotenverschiebungenmissenalso z, Einheitslastfille berechnetwerden,
Im Gleichungssystem (5. 17) ist deshalb FS 9 durch die Einheitsmatrix &

der Ordnung Zw zu ersetzen, @ i und ¥ werden zu Nullmatrizen mit
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2, Spalten. Damit erhdlt man mit den Gleichungen (5. 22) bis (5. 24)
-4
e = K
se.--C C, K"
Die Ldsungsvektoren haben z, Spalten, Der Index E soll darauf hin-

weisen, daB sie EinfluBflichen beschreiben. Iiir die Auswertung der

Einflufifliche W;i]:) der Verschiebung des Punktes j gilt:

ﬂ‘pw dF+§ kaE chpF qu; ds+j'€gwg)ds
SM S SQ

Mit (5.20) erhdlt man daraus den Vektor w, aller Verschiebungen wj:

A
SiT A
=+ 3. B, + w. p.~ - K'C.€] p4+sz
DurchVergleichmit der Ldsung w des Gleichungssystems (5.17), wie
sie sich mit (5. 23) und (5.22) ergibt, erhilt man:

w, = w

Die Berechnung der Knotenverschiebungen w entspricht also einer
EinfluBflichenauswertung. In dhnlicher Weise kann man dies auch fir
die Berechnung von & und nm zelgen, Im System (5.17) brauchen
dafiir nur die Vektoren ﬁ 1 bzw. 0 durch Einheitsmatrizen der Ord-
nung z. ersetzt zu werden. Dieses Vorgehen bei am kann mit dem
Satzvon Land begriindet werden, der jedoch fiir die Plattenberechnung
und die Elementmethode etwas umformuliert werden muf, Auf eine

ausfihrliche Darstellung wird hier verzichtet,

5.3.7 Anderung des Momentenansatzes

Der Kriimmungsanteil des Verschiebungsansatzes kann theoretisch als
Grundlage fir einen weiteren Momentenansatz dienen., Dieser Ansatz
ist nicht mehr linear, benutzt jedoch dieselben Parameter wie der
lineare Ansatz. Beazliglich M und T ist er an den Kanten auBerhalb der
Knotenpunkte nicht kontinuierlich, AuBerdem gilt i, a.

$# 0

135 4]
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Die Vertréaglichkeit der Krummungeh ;«?; untereinander
m m
ik T Mk
innerhalb der Blemente verursachtihrennichtlinearen Verlauf und eine
starke Abhéngigkeit von der Form des jeweiligen Elements, Bei der
Benutzung dieses Ansatzes mufl man auf die urspriingliche Variations-
gleichung (3.24) bzw. (3.25) zuriickgehen. Die Berechnung von Kanten-
matrizen wird erforderlich (siehe Abschnitt 4. 3). Im Gleichungssystem
(5.17) bleibt die Struktur erhalten, doch Adndern sich die Matrizen Cl)

Czund v.

Die Ergebnisse von Rechenbeispielen fallen sehr schlecht aus. Benutzt
man die entsprechend abgeédnderte Gleichung (5.17 a) zur Berechnung
der Kriimmungen flir vorgegebene Knotenverschiebungen, so erhilt man

auch hierbei vollig falsche Ergebnisse.

5.3.8 Nebenbetrachtung: Fehlerquadratminimum

Ein - miBlungener - Versuch, Vertriglichkeitsgleichungenfir den Ver-
schiebungsansatz (5. 12) mit Hilfe der Methode des Fehlerquadratmini~

mums herzuleiten, soll hier noch kurz erwahnt werden.

Bel Vernachlissigung der Querkraftverformungen treten Vertréglich-
keitsfehler im genannten Ansatz nur in den Querneigungen g auf, Das

Fehlerquadrat lautet:

E(w,) = [(-9°ds+[ @+ P do
S o2
¢

Minimiert man E beziiglich der Krimmungen 38, so ergibt sich:

jo%

E 4
S C®rNw-T = 0

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie (5.17 a). Im Gegensatz zu

(5. 17 a) fiilhrt sie jedoch bei Vorgabe eines bekannten Verschiebungszu-
standes W zu vollig falschen Krimmungen g . Im vorliegenden Fall
versagt also die Methode des Fehlerquadratminimums. Demgegeniiber

konvergiert der mit Hilfe von (5,17 a) ermittelie Kriimmungszustand
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gegen denexakten Zustand, obwohldas zugehdrige Quadrat der Quernei-
gungsdifferenzennicht dem jeweiligen Minimum entspricht, Der einzige,
offenbar wesentliche Unterschied zwischen denbeiden benutzten kinema-

tischen Gleichungen besteht in der Gewichtung der Querneigungsfehler,

5.4 Modifizierte Ansétze

5.4,1 Allgemeines

Das im Abschnitt 5. 2. 2 beschriebene Modell 2 erwies sich ebenso wie
der im Abschnitt 5. 3. 7 angegebene Ansatz als unbrauchbar, obwohl beide

die Nebenbedingungen des jeweiligen Variationsprinzips erfitllten,

Fir das Modell 2 werden im folgenden mdgliche Verbesserungen des
Ansatzes gezeigt. Das Modell lieferte bisher nur sehr schlechte Ergeb-
nisse. Als Ursache hierftir wurde die Diskrepanz zwischen dem groben
Verschiebungsansatz und denrelativhohen Momentenansétzen angesehen,
die sichvor allem in den kinematischen Gleichungen nachteilig auswirkte,
Sie ist daran erkennbar, daf einem tiberall verschwindenden MZJV ein %;?
mit elementweise linearem Verlauf gegeniibersteht (beikonstanter Plat-

tensteifigkeit),

Folgende Uberlegungen werden nun angestellt: Der lineare urspringliche
Verschiebungsansatz wu, dessen Kriimmungen Null sind, wird durch
einen Zusatzansatz wZ ergénzt, der so beschaffen ist, daf er die Dif-

ferentialgleichung

n,, = ®. =0 (5. 26)
1j 1
an einzelnen Punkten oder im Mittel erfiillt. WZ enthilt deshalb aus-

schliefilich Parameter des Momentenansatzes, und der Gesamtansatz
w o= W o+ w (5.27)

erfillt nun von vornherein einen Teil der Vertriglichkeitsbedingungen,
so dafl die erwéhnte Diskrepanz zwischen den Ansétzen wesentlich gemil-
dert ist. Die Gesamtzahl der unbekannten Parameter wird dabei nicht

erhoht, dain WZ nur bisher schon vorhandene Parameter benutzt werden,

Wesentlich an der vorgeschlagenen Methode ist nun, daf W zwar zur

begseren Beschreibung der Verschiebungen selbst benutzt wird, nicht
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jedoch bei deren Variation. Es wird festgelegt:

Z u

dwo = 0 bzw. bdw = dw (5.28)

Die Beschrénkung von 6 w auf & w" ist erforderlich, da die Variation
von W eine unerwinschte Vermischung von kinematischen und stati-
schen Gleichungen verursachen wiirde. Als Folge dieser Festlegung
wird das Gesamtsystemunsymmetrisch, und das Funktional hat an der
Stelle der so berechneten Losung keinen Stationdirwert, Trotzdem sind

die Ergebnisse bei den gewidhlten Beispielen sehr gut,

Das hier beschriebene Verfahren wurde urspriinglich als Verbesserung
des Modells 2 konzipiert, also in Anwendung auf die Variationsgleichung

6F2 = 0. Es ist jedoch auch auf die Variationsgleichung éFZ =0

anweAndbar, da die im allgemeinen Schema (4. 2) auftretende Matrlfx

wegen w” nicht mehr identisch verschwindet und damit das Kriterium
(5.11) entfidllt, Beide Anwendungen werden im folgenden dargestellt
und in Anlehnung an die bisherigen Bezeichnungen Methode A* bzw.

Methode B* genannt,

Bei Beriicksichtigung der Querkrafiverformungen werden flir W die-
selbenNgherungen wie im Abschnitt 5. 3, 2 eingefiihrt, so dafl die Kriim-~

mungen KJ'ZI' immer gleich den Ableitungen (- W,Zij) sind,

5.4.2 Drei mdgliche Zusatzansétze

Im folgenden werden drei Ansétze WZi genannt, deren Knotenordinaten
Null sind und die die Differentialgleichung (5. 26) zusammen mit den
linearen Momentenansitzen auf verschiedene Weise, jedoch nie voll-
stindig, erfullen. Zu beachten ist, daf nur im Sonderfall konstanter

Plattendicke auch die Kriimmungen %?;.1 elementweise linear verlaufen.

Plir den ersten Ansatz, ‘le, wird der Krimmungsanteil des Ansatzes
(5. 12) gewdhlt, Mitihmkann (5. 26) an den Knotenpunkten erfiillt werden.

Er enthdlt zwar Glieder vierten Grades, doch verlduft w, lidngs der

‘it
Kanten linear, so daf dort im Sonderfall konstanter Plattendicke zu-

sdtzlich die Gleichung

% m
W,tt tony T 0 (5.29)

erfillt ist.
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Als zweiter Ansatz, WZ2, wird ein kubisches Polynom gew#hlt. Es er-
falit (5.29) an den Kantenenden und bei konstanter Plattendicke auch

lings aller Elementkanten,

Der dritte Ansatz, WZ3, ist ein quadratisches Polynom. Seine Krim-
mungensind innerhalb eines Elements konstant, Sie werden so gewéhlt

s

daf} -W,th inKantenmitte jeweils gleich dem Mittel aus den Krimmun-
m

gen o der beiden Kantenenden ist.
Alle drei Ansidtze garantieren wie die bisher verwendeten Verschie-

bungsansitze die Kontinuitidt von w an den Elementgrenzen.

5.4.3 Die Methode A¥

Die Variationsgleichung zu Methode A* erhilt man aus der Variations-

gleichung fiir das Funktional ¥ indem man die Gleichung (5. 28) und

2A°
die erweiterten Kontinuititseigenschaften der Ansétze beriicksichtigt.
Nimmt man an, daB die kontinuierlichen GréBen M, T und w auch die
Randbedingungen befriedigen kénnen, und vernachlidssigt man die Quer-
kraftverformungen, so erhidlt man aus (3.17) und (3. 18):

k

-ﬁ'm,,éwfl._ dF~Hﬁ5wudF—Zf’ sw +J‘1\7[6cpuds-lf{/' s w'ds
i 13 13 T k kS

M Sy

+[Mosgids+ [ M (0 +0") do
S o2

-l bm  dF - [§6Mds + [ W sV ds
F 4 4 Sq) Sw

~[fwem,  dF+[w sV ds+[w s viev)de = 0
i HoH Sy o (5.30)

Bezeichnet maninder Variationsgleichung (5. 6) fiir Modell 2 die lineare
Verschiebungsfunktion ebenfalls mit w" und bringt sie mit Hilfe von
(2.24) auf eine der Gleichung (5. 30) entsprechende Form, so erkennt

man,

daBl die statischen Teile der Gleichung identisch sind, wihrend

im kinematischen Teil von (5, 30) der Zusatzansatz w” wirksam wird.
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Mit (5.27) lautet die Differenz D der linken Seiten beider Gleichungen

bei verschwindendem meoL
Js 1]

D = linke Seite von (5, 30) - linke Seite von (5. 6)
2 + -
= [whsvds + [wPs (v +V7) do (5.31)
Sy o

Die Zusatzansétze WZl und wZ2 haben denselben Verschiebungsverlauf
3 Ende
liangs der Kanten, wihrend w” mit ihnen nur im Integral w?dt
Anfang
an jeder Kante libereinstimmt, Da bei linearen Momentenansitzen die

Ersatzscherkraft V kantenweise konstant ist, geniigt jedochdiese Uber-
eingtimmung, um fir alle drei Ansitze dasselbe D und damit auch
dieselben Resultate fir das Gesamtsystem (5.30) zu erzeugen, In Ma-
trizenschreibweise lautet dieses Gleichungssystem:
(-M+D) &"+C,w -0 = o
(5.32)
c, ®" -p.~ ©
Die Matrizen M, CZ’ ¥ und F,Z haben dieselbe Bedeutung wie bisher
und sind in(5. 8) dargestellt. Die Matrix @3 entstehtaus der Differenz D

und ist damit wie folgt definiert:

D= ijsVds+ija(v++v'>da=Hw,zi,smi,dp+jwzamds
S o F 4 J s
v ®
@ ") eMde = @™ D se” (5.33)
a
Die Asymmetrievon P verursachtdie Asymmetrie des gesamten Glei~

chungssystems.

Ergebnisse von Beispielrechnungen fiur das verbesserte Modell 2 (Me-
thode A*) sind im Kapitel 7 angegeben. Sie zeigen bei allen betrachteten
Groflen eine praktische Konvergenz gegen die exakten Werte und sind
auchabsolut gesehenrecht gut, Die Knotenverschiebungen sind wesent-
lich besser als beim Herrmannschen Modell, die Momente etwa ebenso
gut. EinVergleich istbei ihnen wegender Verschiedenheit der gewéhlten
Parameter schwierig. Die Ausgabe von Knotenordinaten auch bei den

Momenten stellt jedoch einen beachtlichen Vorteil des Modells 2 dar.
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Es ist somit gelungen, ohne Mehraufwand und vor allem ohne Erhdhung
der Zahl der Unbekannten, durch Modifizierung des Verschiebungsan-
satzesbei unverdnderten Variationszustinden die Berechnungen flir das
Modell 2 so wesentlich zuverbessern, daB sich gute Konvergenztendenzen

zeigen,

5.4.4 Die Methode B*

Fiir die Kontinuitétseigenschaften der vorgesehenen Ansdtze (M, T und
w sind an den Elementrindern kontinuierlich) und die weitere Annahme,
daB die vorgegebenen Randgréfen 1\7[, T und w durch die Ansitze exakt
dargestellt werden konnen, ergibt sich aus den Gleichungen (3, 24) und
(3. 25) bei Vernachlissigung der Querkraftverformungen folgende Glei-
chung nach Methode B*:

k

. J};jm‘l"]’ 5w?ijd1r - {J p 6w dR -ETD sw, +;j M op ds - [V swds

M Sy

+ Mo ds+ [ M6 (0 49 ) do
s g

+‘§w,ij6m1j dF-g‘&;aM ds +Sj\?/ev ds
o] W

- wem, dF+[weVds+[ws(V +V)do = 0
F 4 8y o (5.34)

Da fiir den gewdhlten Ansatz die Ableitung W?i, identisch verschwindet,
entfdllt im statischen Teil der Gleichung die VJerkm'ipfung zwischen den
Verschiebungen w und den Momenten mij' Daflr trittgiese Verkntipfung
jetzt infolge w" im kinematischen Teil der Gleichung auf. Sie ist dort
jedoch rein formal und ersetzt nicht die Erfiillung der Gleichung (3. 5),
die bei Methode B durch den statischen Teil der Variationsgleichungen
angenéhert wird, Die Erfiillung von (3. 5) hingt nun allein von der Wahl
der Zusatzansidtze wZ ab. Es ist deshalb nicht verwunderlich, daf die
Ansitze wZ2 und wz3 im Vergleich mit le zunehmend schlechtere Er-

gebnisse erzielen. Indiese Tendenz fiigt sich auch die Tatsache ein, daf
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bei w’ = 0, also bei Anwendung des Modells 2 auf Methode B, das Glei-
chungssystem singuldr wird. Im Gegensatz zu Methode A* ist also bei

Methode B* auf die Wahl von w” besondere Sorgfalt zu verwenden,

1
Benutzt man den Zusatzansatz w~ , so entsteht mit den in (5. 19) und
(5. 20) definierten Matrizen das Gleichungssystem:
C, "+ C,W- Y =0

(5.35)
c:‘m - pz"’ ©

Auch dieses System ist wegen der Asymmetrie von €, nicht sym-

1
metrisch, Die mit ihm erzielten Ergebnisse sind gut und entsprechen
inihrer Genauigkeit etwa denErgebnissen des Ansatzes bel Methode A*

(siehe Kapitel 7).

Ein Vergleich mit dem nicht modifizierten Ansatz (Modell 2) ist nicht
moglich, da dieser bei Methode B auf ein singuldres Gleichungssystem

fuhrt,

Dagegenbietet sicheinVergleichmit dem in Abschnitt 5. 3 flir Methode B
benutzten Ansatz an, dem ja le entlehnt ist. Das Gleichungssystem
(5.35) kann als N#dherung des Systems (5.17) angesehen werden, die
dadurch entsteht, da man dort @€ gleich 2™ setzt und demzufolge die
aus der Variationvon #8 entstehende Gleichung(5,17b) streicht. Dieser
Vorgang verringert die Zahl der Unbekannten je Knoten um drei, Zwar
gehtindenErgebnissen die Genauigkeit der Verschiebungen wesentlich
zuriick, doch ist bei den Momenten kaum ein Unterschied festzustellen,
Fir den benutzten Gesamtansatz stellt die Methode B* eine brauchbare

Niherung von Methode B dar.

5.4.5 Zusammenfassung zu Abschnitt 5,4

Die modifizierten Ansédtze ermdoglichen es, bessere Verschiebungsan-
sitze zubenutzen, ohne die Gesamtzahl der Parameter zu erhthen, Mit
der Verwendung von Momentenparametern in den zusdtzlichen Verschie-
bungsansétzenwerden schonvon vornherein die Differentialbeziehungen

zwischen den Momenten und den Verschiebungen wenigstens teilweise
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erfilllt, Methode A* erzielt dadurch bei gegeniiber Methode A gleich-
bleibender Zahlvon Unbekannten eine entscheidende Verbesserung der
Ergebnisse, Methode B¥* ermoglicht es, die Zahl der Unbekannten
gegeniiber Methode B herabzusetzen, wobei nur die Genauigkeit der
Verschiebungen, nicht aber die der Momente beeintrichtigt wird.

Fir beide Methoden erhilt man auch bei Beriicksichtigung der Quer-

kraftverformungen gute Ergebnisse,

Die beiden Gleichungssysteme (5.32) und (5.35) unterscheiden sich nur

in den Untermatrizen (- M+ D ) und Cl‘

Die Differenz der linken Seiten der zugehorigen Gleichungen (5, 30)

und (5. 34) lautet:

m
J = -H (Kij +w’ij)6mij dF
F

J ist umso kleiner, je besser mit w” die Differentialgleichung (5. 26)

erfiillt werden kann!

Einen gewissen Nachteil der Methoden bedeutet die teilweise Asym-
metrie der Gleichungssysteme., Die Variation von w” wiirde diesen
Umstand beseitigen, jedoch zur Vermischung statischer und kinemati-
scher Terme fihren. Entsprechende Versuche an Beispie}len schlugen

erwartungsgemaf vollig fehl,
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6. Verschiebungsanséitze

Indiesem Kapitel werden einige nicht voll vertrigliche Verschiebungs -
ansétze fir Dreieckelemente untersucht, Dabei wird nicht nur das Funk-
tional Fl benutzt, sondern auch, wie im Schrifttum iblich (siehe z, B,
{32]), das streng genommen fiir derartige Ansitze nicht anwendbare
Potential I, (In der Literatur wird zur Berechnung einer Steifigkeits-
matrix anstelle des Potentials Il hdufig der zweite Castiglianosche Satz
benutzt. Beide Methoden unterscheiden sich nur in der Ermittlung der

Lastspalten, )

Den Untersuchungenvorangestellt werden Herleitungen von Ndherungen
des Funktionals Fl’ die keine Berechnung von Kantenmatrizen erfordern,
und die Angabe einer einfachen Methode zur nachtriglichen Ermittlung

von Momenten aus Verschiebungen.

InallenGleichungendieses Kapitels werden die Querkraftverformungen
vernachldssigt,

6.1 Das Funktional F, und seine Ndherungen

1

Bel geometrisch nicht voll vertridglichen Verschiebungsansétzen ist
streng genommendie Benutzung des Potentials [l nicht zuldssig. An die

Stelle von I mufl das Funktional F1 treten, das die Diskontinuitédten der

Ans#tze bericksichtigt. Es lautet mit (3. 2) und (3. 26) unter Vernach-

lassigung der Querkraftverformungen:

F.o=1 j(cp-cB)Mds-j(w~€/)vds
i w
+ -1+

+ ] cp +o) ;(M++M“)do- - w - )5 (v -V ) do (6.1)
o3 o

Da alle GroBen in (6.1) von der Verschiebungsfunktion w (x,, x,) ab~

v oXp)
hdngen und somit keine MiBverstidndnisse moglich sind, wurde der
Index w weggelassen, Gleichung (6. 1) hebt die wegen der zugelassenen
geometrischen Diskontinuitdten zum Potentialll hinzukommenden Terme

deutlich hervor,
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Bei den meisten Verschiebungsansitzen ist die Verschiebung w an den
Elementkanten stetig, Istauch w auf L gleich W, so lautet das verein-

fachte Funktional:

Fpo= 0+ [ (0-8) Mds+ [ (0 +9) 5 MTamT) a0 (6.2)
Scp a
Im Normalfall ist M nicht stetig. Dies bedeutet, daB zur Berechnung
von Fl neben Elementmatrizen auch Kantenmatrizen aufgestellt und mit
diesen zu einer Gesamtmatrix zusammengebaut werden miissen (siehe
Abschnitt 4, 3), Dadurch entsteht ein organisatorischer und rechenzeit-
licher Mehraufwand, Die bisher iiblichen Rahmenprogramme sind auf
die Berechnung von Kantenmatrizen nicht eingestellt, Um sie zu ver-

meiden, wird ein Ndherungsfunktional F—l gebildet. Dazumuf der Term

I= @+ o) % MY 1 M) do (6.3)
a
mit Hilfe von Ndherungen so umgebildet werden, dag er durch Element-
matrizen dargestellt werdenkann, J stelltdie negative Arbeit des mitt-
leren Momentes él— (1\/[++ M) ander Querneigungsdifferenz (cp+ + ") dar,
Zu beachten ist hierbei, daf ¢ und M entgegengesetzt positive Dreh-
richtungen haben, Wird nun angenommen, daf die gegenseitige Ver-
drehung der beiden Schnittufer von einer gemeinsamen Querneigung $
aus stattgefunden hat, dann kann die dabei geleistete Arbeit J_ der Mo-
mente M+ und M~ an den zugehsrigen Schnittuferverdrehungen (cp+ - 5+)
bzw. (9 - 5—) unmittelbar angeschrieben und als Ndherung von J be-
trachtet werden:
5 J e - M @ -F) M (6.4)
o

Die Querneigung 5 wirdhier in verschiedenen Systemen gemessen, Es

gilt:

$ + % =0 (6. 5)
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Die Differenz zwischen J1 und J lautet:

t 9 )] do

+ B
Jy-3 = -0 -M e -5
o
Sie verschwindet beikontinuierlichem Normalmoment M (M = 1\/[+ =M )
sowie dann, wenna gleichder mitilerenQuerneigung der beiden Schnitt-

) + 1.+ -
ufer ist (o =—2—[cp - 1)

Die angendherte Querneigunga einer Innenkante wird fiir einen gewédhl-
ten Ansatz durch Parameter festgelegt, die beiden Schnittufern, d.h.
beidenbenachbarten Elementen, gemeinsam sind und die, nach Trans-
formationen vom globalen Koordinatensystem ins lokale n, t - System,
Stitzwerte der Querneigungsfunktionen cp+ und ¢~ darstellen, Die Zahl
dieser gemeinsamen Stiitzwerte entscheidet iiber die Art der Funktion
von E;; Ist z. B. die Querneigung einer Kante an ihren Enden durch je-
weils einen Parameter festgelegt, so hat a lings dieser Kante einen

linearen Verlauf.

Indiesem Zusammenhang seiauf Folgendes hingewiesen: Beziiglich der
Querneigungen vertrigliche Verschiebungsansétze sind daran zu erken-
nen, dafl die Funktionen fir Qp+ und ¢ ebensoviele gemeinsame Stiitz-
werte wie Freiwerte aufweisen und aus diesem Grund miteinander und
mit E,p ibereinstimmen, wenn sie auf ein gemeinsames Koordinatensy-

stem transformiert werden,

Mit der genannten Definition von 5 konnen die Anteile von J1 an allen
Schnittufern fiir sich berechnet werden, ohne Kenntnis von Werten des
anderen Ufers. Damit entfdllt die Notwendigkeit der Bildung von Kan-

tenmatrizen,

Ersetzt man in (6,2) den Term J durch Jl’ so erhidlt man das N&he-~

rungsfunktional f‘l H

Fos H+j‘(cp-c?>)Mds+j[(cp+--?p+)M++(cp'-5')M"] do  (6.6)
B o

®
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Beider Bildung von Elementmatrizen fiir ﬁl ist darauf zu achten, dag

nur an Innenkanten ¢ der Term (¢ - 5) M do zu bilden ist. Eine

weitere Nidherung, welche die Programmierung vereinfacht, vor allem

im Falle homogener Randbedingungen fiir ¢ und M, stellt die Addition

eines Terms J2 zu fl dar:

Ty = ] - -1 ds (6.7)
i

Dieser Term verschwindet fiir ¢ = 5 oder M = M auf SM' Das nunmehr

entstehende Néherungsfunktional ﬁl lautet:

F o =F +75, =1- Jlo-0) Mds+ [(©-9) Mds+ [o-9) Mat (6.8)
s s t
M ]
Beim letzten Term von (6.8) soll iber die Rénder aller Einzelelemente
integriert werden!

Setzt man noch voraus, dag 5 auf Sq) gleich cAp ist, so erh#lt man:

~ ~ A ~
Foo= - [(p-9 Mds + [ (p-9) Mdt (6.9)
t
Sm
Nimmt man das Integral iber S ins Potential Thinein, so muf man
dort nur das Integral ‘f M ¢ ds durch das Integral ‘[‘ i) EE ds ersetzen,
SNV SV

Die Variationsgleichungen von Fl und seinen Niherungen lauten:

Sw
'3

1 K

5T = -ﬁ'(mij)ij+ﬁ)6wdF~lZ{P K

-j(M-M)acpds-j(T-%)awds+j(Q-<Zg)5wds
U s
M

S Q

ST MY) 85 -9 do- [(TT-TT) s v do + [(QT+QT) s wdo
(o2 o o

+l(@-@oMds+ [ (o7 65 (M M) do = 0
%o ’ (6. 10)
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Die Variationsgleichungen der Niherungsfunktionale unterscheiden sich

nur in den unterstrichenen Termen von dieser Variationsgleichung:

6F, = ..., M -W) spds - [ (MY - M) 8§ do

! s
M ag

+ P - oMds + [ Up -3 s M+ -5 6M™] do = 0
S g

®

~ -~ ~ + - ~

SF = ..., SV -M)spds - [(M -M )6 pdo
SM (o2

+ [ (p-9) 6Mds + [ (¢-%) 8 M ds
S S

® M
+f[(co+-5+)6M++ (0 - )6M ldo = 0
ag

Die natiirlichen Rand- und Ubergangsbedingungen der Niherungsfunk-

tionale sind identisch mit denen von F1 bzw. lassen sich leicht in diese

Gberfithren, So erhdlt man aus den Gleichungen

+ ~t
-9 =0
v -9 =0

durch Addition und unter Benutzung von (6. 5) die bei 6 F1 entstehende
Ubergangsbedingung

p +w = 0
Die Funktionale 1"‘71 und ﬁl sind somit nicht nur Naherungen von Fl’
sondern je fir sich weitere zum gegebenen Differentialgleichungsproblem

gehoérende Variationsfunktionale.

fl und I'F1 sind mehr als Fl auf die Belange der Elementmethode zuge-
schnitten, Beibeiden Funktionalen brauchendie mit Hilfe von Il errech-
netenSteifigkeitsmatrizen nur um - symmetrische - Elementmatrizen
ergédnzt zu werden, die aus Arbeiten der Normalmomente an den Ele-
mentrindern ermittelt werden, Wahrend bei ﬁl jedoch im Falle homo-~

gener Randbedingungen fiir p und M alle Elementriander gleich behandelt
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werden, sind bei 1:“-1 Unterscheidungen erforderlich, je nachdem, ob

die Rénder zu den Bereichen Sar Scp oder o gehéren,

Das Nédherungsfunktional ﬁl 148t sich zur Untersuchung eines Verfah-
rens heranziehen, das in [6] zur Ermittlung von Steifigkeitsmatrizen
benutzt wird. Dort wird im Abschnitt 3, 2 als nicht voll vertriglicher
Verschiebungsansatz ein kubisches Polynom verwendet, shnlich dem
hier in Abschnitt 6. 4. 1 angegebenen Ansatz. Knotenparameter sind die
GroBen w, %::—l und g—f—g—— Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines
Elements werdendie fiktiven Knotenkréifte nicht, wie sonst iiblich, nach
dem zweiten Castiglianoschen Satz ermittelt, sondern nach statischen
Gesichtspunkten aus den Randschnittgrofen gewonnen. Die dabei ver-
wendeten Gleichgewic¢htsbedingungen entsprechen der Anwendung des
Prinzips der virtuellen Verriickungen, wobei jedoch bei der Behand~

lung der Normalmomente M ein linearer Verlauf von § ¢ angenommen

wird und nicht einer, der sich aus dem Ansatz ergibt.

Zur Darstellung der diesem Verfahren zugrunde liegenden Gleichung
wird zundchst unter Vernachldssigung der Querkraftverformungen

aus (3.2) 811 gebildet und mit Hilfe‘von (2.23) in den RandschnittgroéBen
ausgedriickt. Man erhidlt mit den vorausgesetzten Kontinuitdtseigen-

schaften von w:

S5 = «

=

[‘ﬁéwdF—E?kéwk+j‘1\7[5cpds~‘f{76wds

® SM SV

S m dwdF - [Msedt- [T oy dt+ [Qowadt (6.11)
B t t t

Das erwédhnte Verfahren setzt nun nicht das exakte 81 gleich Null,
sondern ersetzt in diesem vorher alle 8¢ durch spezielle virtuelle
Querneigungen éa, die zwischen zwel Knoten linear verlaufen und je-
weils beiden Schnittufern gemeinsam sind. 65 entspricht also den
bisherigen Definitionenfir ein gensdhertes a Die entstehende Gleichung
lautet:

8V =80 - [ 16 (p-g)ds+ [ M6 (p-§)dt = 0 (6.12)

SM t
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Diese Gleichung fiihrt auf keine symmetrische Steifigkeitsmatrix. Ver-

gleicht man sie mit der Gleichung
8F, = 0 (6. 13)

nach (6.9), so erkennt man, daB in (6, 12) die Glieder mit & M fehlen.
8V enthélt nur die statischen, nicht aber die kinematischen Ergéinzungs-
terme zu 81, Das Fehlen der letzteren verursacht den Verlust der

Symmetrie bei der zugehdrigen Steifigkeitsmatrix,

8V stellt somit eine im Vergleich zu § fl un&ollstéindige Erweiterung
von 811 dar, Beispielrechnungen zeigen jedoch, daf schon diese Ergin-
zung des Potentials eine wesentliche Verbesserung der Ergebnisse er-
zielen kann, Mit den hier aufgezeigten Zusammenhingen konnen die
relativ guten Resultate fiir die in [6] beschriebene Methode wenigstens

teilweise erkliart werden.

6.2 Die nachtrigliche Berechnung der Momente

BeiBenutzung der Verschiebungsmethode werden die Schnittgréfen meist
durch Ableitung der Verschiebungsfunktionen gewonnen, Dies fithrt zu
Diskontinuitdten an den Elementgrenzen, die vor allem an den Knoten-
punkienunangenehm sind, da sie durch mehr oder weniger willkiirliche
Mittelung aller an einem Punkt vorhandenen Einzelergebnisse ausgegli-

chen werden miissen,

Im Abschnitt 5. 3. 6 wurde darauf hingewiesen, daf die Genauigkeit der
direkt errechneten Verschiebungsunbekannten kein MaR ist fiir die Ge-
nauigkeit des gesamten Verschiebungsverlaufes, Aus diesem Grund

konnen auch die aus Ableitungen an einzelnen Punkten gewonnenen Schnitt-

grofen relativ ungenau werden.

Es ist deshalb naheliegend, die Schnittgrofien, vor allem die Momente,
tdber eine Gesamtbetrachtung der Platte zu berechnen, unter Beriicksich-
tigung ihrer Randbedingungen und Kontinuitdtseigenschaften, Fiir den
speziellen Fall von Randschnittgrofien haben Bufler und Stein in
[33] eine Rechenmethode entwickelt, wihrend Oden und Brauchli
[47] eine etwas kompliziertere Spannungsberechnung fiir den Gesamtbe-

reich der Platte angeben. Einfacher ist es, zur Nachlaufberechnung der
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Momente bei beliebiger Elementform den Vertriglichkeitsteil der Va-
riationsgleichung des Funktionals FZA heranzuziehen und dazu einen
Momentenansatz zu machen, Aus vorgegebenen Verschiebungen kénnen
damit die zugehdrigen Momente berechnet werden, Da m, . variiert wird,
erhilt man ebensoviele Gleichungen, wie unbekannte Momentenparame -

ter vorhanden sind,

Die beiden #quivalenten Gleichungen lauten, bei Benutzung von (3, 17)

und (6. 18), unter Vernachlidssigung der Querkraftverformungen:
“ffwem dF - [[al s m dF
& 3,1 iR J

-fosMds - [feTds+[WoQads
£ 8 S
® ¥ w

-fcpéMds-‘]"‘hGTds-FIWést

SM ST SQ

- f et e) srtM) do - P36 1) 817 0o
o2 (o2

+[30ew) s@Q7 a0 = 0 (6.14)
g

m ~ ~ ~
- {,J(Kij +w,ij) smide;j(w~ap) aMds+Sj<¢ -§) §Tds -Sj(w-w) 5Qds
] ¥ w
+£ (cp++cp') 5 %(M++M-) do + £(¢++’l!_) ) %(T++T') do

Slefw)e3@ Qa0 = 0 (6.15)
g

In diesen Gleichungen werden die Verschiebungen nun als vorgegeben
betrachtet. (6. 15) zeigt deutlich, daB die urspriinglichen Kriimmungen
- W,l,, in die Kriimmungen nin der gewlinschten Form umgerechnet
werdén, unter Beriicksichtigung eventuell auftretender Diskontinuitidten

in der Verschiebungsfunktion. (6. 14) sagt dasselbe aus, wobei jedoch
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die innere Arbeit der virtuellen Schnittgré8en an den wirklichen Kriim -
mungen - w, i auf duBlere Arbeiten umgerechnet ist, Diese Gleichung
laBt sich stark vereinfachen, wenn manvoraussetzt, da m, . kontinuier-
lichist und die Randbedingungen M und T erfiillen kann, und wenn man
weiterhinannimmt, dal die Verschiebungsfunktion wenigstens beziiglich
w an den Elementkanten kontinuierlich ist, Man erhilt dann:
»}g;«ﬁ‘ by = -gw 6mij,ide_s-r % 8M ds -SM T ds +Sj3v 5Qds

® Y w

+fwoeQds+[ws (@ +Q7)do
E] o

Q (6.16)

Wiahlt man z.B. einen linearen Momentenansatz und sind c?), @und w

jeweils gleich Null, so verbleibt:

[ sm, dF = [woQds + [ ws(Q +Q7) do (6.17)
B ] 1 SQ o

Der Vorteil der beiden letzten Gleichungen besteht darin, daf in ihnen
der Einflul der DiskontinuitdtenindenQuerneigungen nicht mehr sicht-

bar ist. Die virtuellen Schnittgrofen leisten ihre Arbeit nur noch an

den Kantenverschiebungen und, bei miJ

i # 0, an den Verschiebungen

im Feld,

Beider praktischen Anwendung dieser Methode der Momenienermittlung
missen fiir jedes Element neben der Steifigkeitsmatrix zwel weitere
Matrizen aufgestellt werden. Nach dem Ende der Verschiebungsberech-
nung wird jeweils eine davon mit den zugehérigen Verschiebungspara-
metern multipliziert, Das Ergebnis wird als Lastspalte der zweiten
Matrix angehdngt. Danach werden alle derartigen Matrizen in der iib-
lichen Weise zusammengebaut. Das entstehende Gleichungssystem wird

nach den Momentenparametern aufgeldst.

6.3 Der quadratische Verschiebungsansatz fiir Dreieckelemente

Der einfachste reine Verschiebungsansatz fiir Dreieckelemente ist der
quadratische Ansatz. Als Parameter fiir die 6 Freiwerte des drehinvarian-

tenPolynoms zweiten Grades wihlt man die drei Knotenverschiebungen
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und die drei Querneigungenin Seitenmitte. Der so entstehende Gesamt-
ansatz ist an den Elementkanten weder beziiglich der Verschiebungen
noch beziiglich der Querneigungen iiberall kontinuierlich. Dennoch

werden mit ihm bei der Anwendung des Potentials Il gute Ergebnisse
erzielt. Flir reine Knotenlasten entsprechen sie exakt den Ergebnissen
des Herrmannschen Modells. Untersuchungentiber die Zusammenhénge
sind in [34] durchgefiihrt, Der quadratische Verschiebungsansatz ist
also eines jener Beispiele, beidenendie an sich unzuldssige Benutzung
des Potentials als Variationsfunktional gute und anscheinend gegen ex-

akte Werte konvergierende Ergebnisse liefert,

Versucht man Funktionale fiir den Ansatz zu benutzen, welche die Dig-
kontinuitdten beriicksichtigen, soist sofort zu erkennen, daB alle Ter-
me, die zum Potential hinzukommen, verschwinden. Dies gilt sowohl
fiir das Funktional Fl als auch fiir FZB im Zusammenhang mit einem
konstanten Momentenansatz wie demjenigen des Herrmannschen Mo~
dells. Die Benutzung dieser Funktionale fithrt also auf dieselben Glei-
chungen wie die Anwendung des Potentials [I. Das zun#ichst unzuldssige
Vorgehen wird damit nachtréglich gerechtfertigt. Siehe hierzu auch
Strang und Fix [45], woder sogenannte Patch-Test fiir derartige

Untersuchungen herangezogen wird.

6.4 Der kubische Verschiebungsansatz flir Dreieckelemente

6.4.1 Darstellung des Ansatzes

Das drehinvariante kubische Polynom mit 10 Konstanten lautet in Drei-

eckskoordinaten:

- 2 2

w ()\1,)\2,)\3) ¢y )\1 + c2 )\1 )\2 + 03 >\1 )\3
+ 2 2

¢y )\2 + cy )LZ )\3 + g )\2)\1
2 2

+c7 X3 + Cq }\.3 )\1 + 09>\3 )\2

Tt Mg tg (6.18)

s B_w und 9-1 als Knotenparameter, so werden
fop.2% 0%y
fiir das Dreieckelement insgesamtnur 9 Freiwerte benstigt, Im Ansatz

Wihlt man die Gréfen w

(6. 18) muB also eine Konstante eliminiert werden, Die Darstellung in
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Dreieckskoordinaten zeigt nun sehr deutlich, dafl die zu 0 gehorende

Koordinatenfunktion

£, 5 M Ay (6.19)

auf dem gesamten Elementrand keine Verschiebung erzeugt und deshalb
auch keinen der gewihlten Parameter beeinfluft. Wihrend somit die
Konstante ¢, frei gewihlt bzw. nach bestimmten Kriterien berechnet

10

werden kann, lassen sich die 9 Konstanten ¢y bis Cqy unabhéngig davon
inden 9 gewihlten Verschiebungsparameternausdriicken, was bei Drei-

eckskoordinaten sehr leicht ohne numerische Inversion moglich ist.

Die so entstehenden Verschiebungsanséitze sind an den Elementgrenzen
beziiglich der Verschiebungen Uberall, beziiglich der Querneigungen

nur an den Knotenpunkten kontinuierlich,

Die Wahl der Konstanten 10 kann nach verschiedenen Gesichtspunkten

erfolgen.
Eine erste Moglichkeit besteht darin, die Konstante nullzusetzen:

(1)

ey = 0 (6. 20)

Diese einfachste Festlegung erweist sich als die schlechteste!

Vorteilhafter ist es, mit Hilfe von (:10 die Eigenschaften des Ansatzes

zuverbessern, Eine mogliche Bedingung fiir ¢, . lautet z, B., den Ver-~

10
lauf der Querneigungen @ an den Elementridndern dem durch die Para~
meter festlegbaren linearen Verlauf %, (2 5!) moglichst anzundhern,

Soll dies im Mittel geschehen, so erh&lt man:
§(cp-ch) ds = 0 (6. 21)
Bei einer Minimierung des Fehlerquadrats ergibt sich die Gleichung:

d
dc

§ (-, ds = 0
10 v

und nach Ausfiibhrung der Differentiation:

3% . =
$ (-9, e ds 0 (6.22)
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Die Gleichungen (6.21) und (6.22) lassen sich nach ¢, . auflésen. Da

10
:?:) an jeder Seite k eine Parabel mit dem Stich
10
3
k 8F

darstellt, unterscheiden sich die beiden Gleichungen nur in der Ge-

wichtung der Abweichungen (¢ - ch) an den einzelnen Elementkanten,

Eine dritte Moglichkeit, ClO zu bestimmen, erhilt man aus der Forde-
rung, daflmitdem Ansatz w ein konstanter Spannungszustand erzielbar
seinmuB. Nach Zienkiewicz [32]istdies eine Voraussetzung dafiir,
daf die L.ésungen gegen exakte Werte konvergieren, Die Bedingung fithrt
nach ldngeren Umformungen auf die einfache Gleichung:

(3) l(c +e,te e, fe e

€19 T glegtegtegtegtegteg) (6.23)

6.4.2 Erfahrungen aus Beispielrechnungen

Fir den kubischen Verschiebungsansatz wurden zahlreiche Proberech-
nungendurchgefiihrt, wobeisowohl die verschiedenen Méglichkeiten von

1o als auch folgende Variationsgleichungen getestet wurden:
s = 0

Dies ist die tibliche Gleichung, auchbei nicht voll vertriglichen Ansiétzen,
§vV= 0

Diese Gleichung ist durch (6.12) definiert und wird in [6] benutzt.

5F1 = 0
éFl = 0
éFl = 0

und seine Niherungen F. und F. sindim Abschnitt 6. 1

Das Funktional F 1 1

1
angegeben,

Kapitel 7 enthidlt einige numerische Ergebnisse der Beispielrechnungen.
Die wichtigsten Erkenntnisse werden im folgenden dargelegt, wobei vor

allem die Verschiebungsergebnisse beriicksichtigt sind. Zur Vereinfachung
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der Formulierungen wird jeweils nur angegeben, welche von den Va-

riationen 81,8V, & ﬁl’ 8 ﬁl oder § Fl nullgesetzt wurde.
Ansatz 1 (A 1):

kubischer Verschiebungsansatz mit C(llo) =0

Der Ansatz wurde am Beispiel einer quadratischen, allseitig frei auf-~
liegenden Platte unter Gleichlast getestet. Bei Benutzung von 811 schei-
nen die Mittendurchbiegungen zunichst zu konvergieren, doch unter-
schreiten sie bei Verfeinerung des Elementrasters immer mehr den
exaktenWert, Die Fehler bei den {ibrigen Rasterpunkten sind noch weit
grofler. Diese Uneinheitlichkeit spiegelt sich in den vollig falschen

Momenten wider,

Beider Anwendung der lbrigen Variationsgleichungen erhilt man dann
vollig unbrauchbare Ergebnisse. Je nach der Dichte des Rasters er-
gebensicheinmal negative, dann wieder positive, immer jedoch extrem
falsche Verschiebungsflichen. An diesen Ergebnissen ist folgendes zu

erkennen:

1. Auch ein weilgehend vertriglicher Ansatz (Kontinuitdt bei den
Verschiebungen iiberall, bei den Randquerneigungen nur an den
Knotenpunkten gew#hrleistet) fithrt bei der Benutzung von Tl nicht
unbedingt zu konvergenten Ergebnissen. Die Annahme, daBlbei
Verdichtung des Rasters und dem damit verbundenen Zusammen-~
riicken der vollkontinuierlichen Knotenpunkte die Diskontinuitdten
automatisch minimiert werden, erwies sich als falsch, Da bei
Rasterverdichtungenauch die L.édnge der eventuell fehlerbehafte -
ten Elementkanten zunimmt, kann auch bei kleiner werdenden

Fehlerordinaten das Integral lber alle Fehler zunehmen,

2. Ein Ansatz, der bel Benutzung von [I keine Konvergenz der Er-
gebnisse erkennen 148t, kann bei Anwendung ’genauerer’ Funk-
tionale sogar noch grifere Milerfolge haben, Die Vermischung
von statischen und kinematischen Gleichungen, wie siein 8 Fl = 0
praktisch vorhanden ist, wirkt sich bei schlecht vertrdglichen

Ansitzen nachteilig aus. Es scheint, als gewédnnen ab einem
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gewissen Grad kinematischer Unvertriglichkeit des Ansatzes
die eigentlich nur als Korrektur gedachten Terme in der Varia-
tionsgleichung die Oberhand, Die negativen Verschiebungen und
Momente einiger Beispiele weisen darauf hin, Die Ergebnisse
zeigen, wie geringin Wirklichkeit der Spielraum der zulissigen

Diskontinuitdten des Ansatzes selbst beim Funktional F1 ist.

Ansatz 2 (A 2):

(2)

kubischer Verschiebungsansatz mit o

nach Gleichung (6. 21)

Der Ansatz wurde am Beispiel der quadratischen Platte unter Gleich-
last sowohl fiir allseitige freie Auflagerung als auch fir allseitige Ein-
spannung getestet, Bei allen Variationsgleichungen erh#lt man brauch-
bare Verschiebungen. Werden die Variationen 81, §V, & fl und § Fl
in dieser Reihenfolge benutzt, sonimmt die Genauigkeit bei jedem Wech-
selder Variationzu, wobei dieser Zuwachs anfangs am gréften ist und
dann abnimmt., So wird bei der frei aufliegenden Platte der relative
Fehler der Mittenverschiebung beim Ubergang von 81 auf 5V schon
halbiert, beim weiteren Ubergang auf & El wird der verbliebene Fehler
sogar auf etwa ein Drittelreduziert, Die Ergebnisse fiir § F1 schlieBlich
sind ausgezeichnet und nur mit denenhdherer Ansitze vergleichbar, Die
Variation % El wurde in der genannten Folge ausgelassen, da sie sich
nur bei der frei aufliegenden Platte von § Fl unterscheidet. Auch hier
wirken sich die zus#tzlichen Ndhérungen nur bei grober Rastereinteilung

in erkennbar schlechteren Ergebnissen aus,

Ansatz 3 (A 3):
(3)

kubischer Verschiebungsansatz mit 0

nach Gleichung (6. 23)

Der Ansatz wurde an denselben Beispielen wie A 2 getestet, Die Ergeb-
nigse fir 8 Il sindnicht ganz befriedigend, Zwar scheinen die Verschie-
bungen gegen die exakten Werte zu konvergieren, doch ist in Platten-
mitte der Fehler beiden Nachbarpunkten jeweils so viel grofier als der
Fehler irﬁ Mittelpunkt, da@ das errechnete Mittenmoment gegen einen

falschen, etwa 14 % zu kleinen Wert strebt.
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Beider Benutzung der {ibrigen Variationen werden dhnliche Ergebnisse
erzielt wie mit A2, so daf die Entscheidung, welcher der beiden An-

sétze besser ist, kaum getroffen werden kann.

6.4,3 Die Berechnung der Momente

Ermittelt man die Momente durch Ableitung der berechneten Verschie-
bungsfunktionen, so erhilt man elementweise linear ver#nderliche, an
den Kanten nicht kontinuierliche Momentenflichen, Zur Vermeidung
dieser Diskontinuitéiten benutzt das Programm die im Abschnitt 6.2
beschriebene Methode einer Nachlaufrechnung, Fiir die Momente werden
lineare Ansé#tze gemacht, Sie gestatten die Anwendung der einfachen

Formel (6.17), da auch die Beispiele deren Voraussetzungen erfiillen,

Damit ergeben sich bei allen Beispielen, die iiberall und nicht nur an
ausgesuchten Punkten gute Verschiebungsergebnisse aufweisen, auch
gute Momentenergebnisse. Bel ihrer Beurteilung muB jedoch der ele-
mentweise lineare und damit relativ grobe Verlauf der Momente be-~

riicksichtigt werden.

Aufschluireich ist in diesem Zusammenhang folgendes Experiment:

Man gibt fiir ein bestimmtes Elementraster die exakten Verschiebungs-
grofenvor, z. B, die mit einer Reihenldsung errechneten Verschiebun-
gen und Neigungen einer frei aufliegenden Platte unter Gleichlast, und
errechnet daflir die Momente. Es zeigt sich, daB die Ergebnismomen-
tenflichen die exakten Flichen sehr gut annshern., Der elementweise
lineare Verlauf der ersteren bedingt dabei ein dauerndes gegenseitiges
Durchdringen von exakten und errechneten Flichen. Es ist sofort zu
erkennen, daf} gerade die Knotenordinaten am weitesten von den zuge-
horigen exakten Ordinaten abweichen, Nicht die Knotenordinaten, son-
dern der Gesamtverlauf ist somit fiir die Beurteilung der errechneten
Momente mafigebend. Bei der frei aufliegenden Platte kénnen z, B, zu
kleine Verschiebungen exaktere Momentenordinaten in den Knoten er-
geben als die richtigen Verschiebungen, Aus diesem Grund werden im
Abschnitt 7.4 auch die fiir die exakten Verschiebungen ermittelten Mo~

mentenordinaten angegeben,
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Aufdie Frage der Beurteilung von Ergebnissenwird im Abschnitt 7, 2. 1

nochmals eingegangen,

Interessant wére ein Versuch mit hSheren Momentenansitzen, z. B,
mit solchen, die dem Vérschiebungsansatz entsprechen, Einerseits
kénntendamit theoretisch die exakten Momentenfliachen sehr viel bes-
ser angendhert werden, andererseits ist zu beflirchten, daB die Mo-
mentenfldchenwegender, relativ zuihnen, grobenVerschiebungsflichen
und wegen o6rtlich verschiedener Konvergenzgeschwindigkeit der Ver-
schiebungen sehr unruhig ausfallen. Die Einflisse der letztgenannten
Erscheinung sind schon bei den linearen Momentenansitzen deutlich

zu erkennen,

Da ein Erfolg derartiger Versuche somit sehr in Frage gestellt ist,
wurde auf eine Programmierung und Erprobung héherer Momentenan- .

sétze verzichtet,

6.4.4 Abschlieflende Bemerkungen zum kubischen

Verschiebungsaunsatz

Die willkiirliche Nullsetzung von ¢ 10 fithrte zum unbrauchbaren Ansatz

Al, Dagegenerzieltendie Ansétze A2und A 3 gute, bei Benutzung der

Variationsfunktionale ﬁl und F1
det man Fl’ so sind die Resultate besser als die aller anderen in
dieser Arbeit untersuchten Ans#tze und Methoden, wenn man die Zahl

sogar sehr gute Ergebnisse. Verwen-

der gleichzeitig auftretenden Unbekannten als MaB fiir den Aufwand der
Rechnung betrachtet. Sie sind auch bedeutend besser als die Ergebnisse,
die Clough und Tocher in[35] firihrvertrigliches Element HCT
angeben, das dieselben Parameter benutzt wie die hier besprochenen
Ansétze. Es seil hier nur auf das Beispiel der frei aufliegenden Qua-
dratplatte unter Gleichlast hingewiesen mit einem Elementraster,

bei dem die Seite einer Viertelsplatte in 2 Abschnitte (n =2} unterteilt
ist. Beider Berechnungdieser Viertelsplatte treten 12 Unbekannte auf,
darunter 4 Verschiebungen W(i), deren Fehler zwischen - 0,11 % und
+ 0,09 % schwankt (Ansatz A 3)! Damit kommt die hier beschriebene

Methode (Ansdtze A2 bzw. A3, Funktional ¥',) denjenigen Verfahren

N
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sehr nahe, die vollvertrédgliche héhere Verschiebungsansitze fiir Drei-
eckelemente benutzen (siehe [36], [37], (38]). Sie hat diesen gegeniiber

jedoch mehrere Vorteile:

1, Bei gleicher Unbekanntenzahl kénnen mehr Elemente verwendet
werden. Unregelméfig geformte Platten koénnen damit besser

dargestellt werden,

2. Nur wirklich vorhandene geometrische Vertriglichkeitsbedingun-
gen werden erfiillt, und zwar bei den Durchbiegungen exakt, bei
denQuerneigungen nur ndherungsweise., Hohere Ansitze erzwin-
gen demgegeniiber, zumindest in einzelnen Punkten, auch die
Kontinuitdt inhoheren Ableitungen. Bei bestimmten Lasten, z.B.
vorgegebenen Linienmomenten, fihrt dies zu Widerspriichen, da
die entstehenden Momentenspringe vom Ansatz nicht dargestellt

werden kénnen,

3. Die nachtrigliche Berechnung der Momente ermdoglicht es, unab-
hingig von der Verschiebungsrechnung Rand- und Zwischenbe-~
dingungen fiir die Momentenfldchen zu beriicksichtigen. So kénnen
z.B. fiir Momentenlasten Springe in den Momentenfldchen vor-

gesehen werden.

Damit hat die Methode geniigend Vorteile, um neben den vollvertrig-

lichen hsheren Verschiebungsansitzen bestehen zu konnen,

6.5 Ein Ansatz vierten Grades

Der im Abschnitt 5. 3 fiir das Funktional FZB gewdhlte Verschiebungs~

ansatz (5.12) mit den Knotenparametern w, - w und - w,

1 T 22
ist theoretisch auch beim Funktional F1 anwendbar. Er garantiert

iberall die Kontinuitdt der Verschiebungen und ermoglicht spannungs -
freie Starrkérperverschiebungen sowie die Erzeugung konstanter Mo-
mentenzustinde, An den Elementridndern gewihrleistet er jedoch

nirgends die Kontinuitdt der Querneigungen, so dafl die Benutzung des

Potentials Il auch niherungsweise von vornherein ausscheidet,
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Die Anwendung dieses Ansatzes beim Funktional F, ergab auch am

einfachen Beispiel der frei aufliegenden Quadratplatte1E1"gebnisse, die
keinerlei Konvergenzen erkennen liefen, Mit dem Funktional Fl ge-
lang es sichtlich nicht, gleichzeitig einen Gleichgewichtszustand zu
erzielen und die gravierenden Diskontinuitdten in den Querneigungen

zu minimieren,

6.6 Zusammenfassung der Erfahrungen mit dem Funktional F1

Die Beispielrechnungen lassen erkennen, daB die vom Funktional F1
zugelassenen Diskontinuitdten von den Ansétzen der Elementmethode
nicht voll ausgeniitzt werden diirfen. Nur mit weitgehend vertriglichen
Ansitzenkoénnenkonvergierende Lésungen erzielt werden, Die Grenze
zwischen brauchbaren und unbrauchbaren Ansitzen ist dabei sehr

scharf gezogen, wie die verschiedenen kubischen Ansitze zeigen,

Exakte Kriterien hierflr wurden nicht gefunden. Die Beispiele legen
jedoch einige Vermutungen nahe: Nur diejenigen der nicht volistindig

vertréglichen Verschiebungsansitze sind fir F, brauchbar, die auch

schon bei Benutzung von [I zu konvergenten Ergelbnissen fithren., Bei

diesen Anséitzen scheinen die Diskontinuititen trotz ihrer Ignorierung
durch das Potential Il im Grenzfall 'von selbst’ gegen Null zu streben,
Die tiber Il hinausgehenden Terme von F1 ermoglichen es demnach nicht,
Konvergenz zu erzwingen, sie bewirken jedoch eine wesentliche Ver-

besserung der Konvergenz dort, wo sie schon vorhanden ist.

Es ist somit zu empfehlen, bei 'brauchbaren’ Ansitzen auf jeden Fall
das Potential 1 durch das Funktional F1 oder eine seiner Nidherungen
zu ersetzen. Wihrend die Benutzung der Niherungsfunktionale prak-~
tisch keinen Mehraufwand erfordert, beschrinkt sich bei Fl der

programm - organisatorische Mehraufwand im wesentlichen auf die
Bildung der Kantenmatrizen, da der zusitzliche Zusammenbau bei
Vorhandensein eines entsprechenden Unterprogramms (siehe etwa

(28]) mit wenigen Programmzeilen veranlaft werden kann, Die Bei-
spielrechnungen zeigen, dafl diese MaBnahmen die Rechenzeit im Ver-
haltnis zur Zeit, die zur Auflésung des in seiner Groéfle unverinderten

Gleichungssystems bendtigt wird, nur unwesentlich erhdhen.
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7. Beispiele

7.1 Allgemeines zu den Beispielen

In diesem Kapitel werden Zahlenergebnisse von Beispielen angege-
ben, die fiir die verschiedenen, in den Kapiteln 5 und 6 dargestellten
Methoden und Ansétze durchgerechnet wurden, Sie sollen Vergleiche
der Methoden untereinander sowie Genauigkeitsabschédtzungen ermog-
lichen. Deshalb wurden einfache Standardbeispiele gewiéhlt, deren

exakte Ldsungen meist bekannt bzw. leicht zu berechnen sind.

Die drei Standardbeispiele sind:

System 1: quadratische, frei aufliegende Platte,
System 2: quadratische, eingespannte Platte,
System 3; quadratische Platte mit zwei benachbarten frei aufliegen-~

den und zwei benachbarten freien Rindern,

Alle Systeme haben eine konstante Plattendicke. Sie werden fiir die
Lastfille Gleichlast P und teilweise auch fiir den Lastfall Einzellast P
in Plattenmitte berechnet, Inallen Beispielenist die Querkontraktions -

zahl y gleich Null,

Bild 7. 1 zeigt die drei Plattensysteme und die zugehorigenKoordinaten-

systeme,

t o 1 -
F:_{m T® :_4-”
et llel

b 1L 4|
vx, ¥x, Yx,

System 1 System 2 System 3

frei aufliegender Rand
eingespannter Rand

~~~~~ freier Rand

Bild 7.1: Die drei berechneten Plattensysteme
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VondenSystemen 1 und 2 braucht aus Symmetriegrinden nur ein Vier-
tel der Platte gerechnet zu werden. Wenn die Elementaufteilung es

gestattet, geniigt auch ein Achtel der Platte.

b, © b, ®

Elementaufteilung I 1 Elementaufteilung E 2

Bild 7. 2; Zwei mogliche Elementaufteilungen E 1 und E 2

im Plattenviertel

In Bild 7. 2 sind die beiden wichtigsten mdéglichen Elementaufteilungen
des effektiv berechneten Plattenteils dargestellt. Bei den Systemen 1
und 2 gilt a = £/2, bei System 3 ist a = £, Die Zahl der Felduntertei-
lungen in X" und xz—Richtung soll mit n bezeichnet werden, Bei den
Beispielen in Bild 7.2 ist n jeweils gleich 4. Fir die mit Buchstaben

gekennzeichneten Knoten werden spéter Ergebnisse angegeben,

Die Elementaufteilung E 2 wird nur bei Beispielen benutzt, die aus der
Literatur iibernommen worden sind., Das Eckelement filhrt zu einer
Versteifung der Platte, Im Falle der Volleinspannung kann es bei vielen

Ansitzen praktisch zum eingespannten Rand geschlagen werden,

Beide Elementaufteilungen weisen eine iiber das Plattenviertel unver-
inderte Richtung der schrig verlaufendenElementkante auf. Dies stellt
eine gewisse Willkiir dar. Um sie auszuschalten, wurde eine Element-
aufteilung E 3 entwickelt, Sie entsteht dadurch, daB man die beiden
Elementlagen E 1 und E 2 libereinanderlegt und ihnen jeweils die halbe

Plattensteifigkeit zuordnet. Unbekannte Knotenparameter gelten fir
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beide Elementlagen. Sind ausschliefilich Knotenparameter vorhanden,
so wird bel diesem Vorgehen die Zahl der Elemente zwar verdoppelt,
die Zahl der Unbekannten bleibt jedoch gleich. Die Kontinuitit der Ele-
mentlagenistnormalerweise nicht vollkommen gewishrleistet, ohne dafl
dies irgendwo beriicksichtigt wird. Die Elementaufteilung E 3 stellt nur
einen Notbehelf dar, der jedoch bei Ansitzen und Modellen, die an der
Grenze der Brauchbarkeit liegen, zu erstaunlich guten Ergebnissen

fithrt.

Die Ergebnisse der Beispielrechnungen werdenin dimensionsloser Form

angegeben, Dabel sind 2 Arten zu unterscheiden:

1. Inallen Fillen, wo ein Einzelwert T berechnet wird, dessen exakte
Griéfe f bekannt ist, wird der relative Fehler §§ des Ergebnisses

nach Formel (4. 15) angegeben.

T-s
B = —— (7.1)

Bei gleichmiBig konvergenten Lésungen strebt 8 gegen null.

2. Inalleniibrigen Fillen werden dimensionslose Beiwerte berechnet,
wie siein der Literatur meist benutzt werden, Die Beiwerte A und
M fiir die Verschiebungen w und OLij fiir die Momente mij sind dabei

wie folgt definiert:

Xlll:
w o= A %—hg (7.2)
my = oy B 12 (7. 3)
5 42
w o= AR E—ﬁs (7.4)

Die Darstellung der Ergebnisse erfolgt in Tafeln und Diagrammen, Er-
lduterungen wurden zum Teil schon in den entsprechenden Kapiteln

(5 und 6) gegeben,

Bekannte Losungen sind mit Hilfe der oben definierten dimensionslosen
Beiwerte in den Tafeln 1 und 2 fiur die im Bild 7.2 mit einem Buchsta-
ben bezeichnetenKnotenpunkte zusammengestellt, Die Werte der Tafel 1
und der ersten Zeile der Tafel 2 wurden mit Doppelreihenlésungen er-

rechnet, die iibrigen den Tafeln [39] von Czerny entnommen,
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7.2 Probleme beim Vergleichen von Frgebnissen

Werden Niherungsléosungen miteinander und mit der exakten Lisung
verglichen, sokanndies unter verschiedenen Gesichtspunkten und nach
verschiedenen Methoden geschehen, Die folgenden Erlduterungen sollen

zeigen, dafl allgemeingiiltige Mafistibe nur schwer zu finden sind.

7.2.1  Der Genauigkeitsvergleich

Bei der Elementmethode erhidlt man als primére Ergebnisse meist
Einzelordinaten der gesuchten Funktionen, Diese werden dann im all-
gemeinen mit den exakten Ordinaten verglichen, Genauer, aber auf-
wendiger ist ein Vergleich der Funktionsverliufe, Zuwelchunterschied-
lichen Ergebnissen die beiden Vergleichsarten fiihren koénnen, zeigt
folgendes einfache Beispiel: Eine liberall positiv gekriimmte Kurve wird
durch elementweise lineare Funktionen angendhert. Werdennur Knoten-
ordinaten betrachtet, so ist diejenige Losung die beste, welche exakte
Knotenordinaten aufweist, wo also der entstehende Polygonzug aus-
schlieBlich auf der konkaven Kurvenseite verlduft. Wird jedoch eine
Minimierung des Fehlers iiber den gesamten Verlauf des Polygonzugs
als Optimum angesehen, etwa nach der Forderung

J(T-12 ds = Min.

s
so schneidet die erstgenannte Lésung wesentlichschlechter ab als Poly-~
gonziige, die innerhalb der Elemente zweimaldie exakte Kurve schnei-~

den, deren Ecken aber immer aufierhalb dieser Kurve liegen.

Hat man sich entschieden, mehrere Methoden anhand einiger weniger
Ordinaten zu vergleichen, so ist noch festzulegen, welche Gréfen und
welche Ordinaten dazu herangezogen werden sollen, Im allgemeinen
wird man sowohl Verschiebungen als auch Spannungen wihlen, Im Falle
vierseitig gestiitzter Rechteckplattenist es iiblich, Ordinaten im Mittel-

punkt zu vergleichen,

Bei Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften weist dieser Punkt jedoch
Besonderheiten auf: Wihrend an alle {ibrigen Innenpunkte 6 Elemente
anschlieBen, sind es bei E 1 am Mittelpunkt 8 Elemente, bei E 2 nur

4 Elemente.
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Am Beispiel der frei aufliegenden Platte unter Gleichlast, deren Er-
gebnisse fir jeden beliebigen Punkt exakt ermittelt werden kénnen,
ergabsichfiir E 1 beieinigen Methoden, daff die groBe Zahl der an den
Mittelpunkt anschlieBenden Kanten anscheinend eine Versteifung in

diesem Bereich erzeugte, so daff die Vergchiebung des Mittelpunktes
relativ klein wurde. Dies hatte zur Folge, daf auch die Momente dort
relativ klein ausfielen. Bei Losungen, die die Gréfien von oben her an-
niherten, waren damit die Mittelpunkisergebnisse besser als die der
Ubrigen Punkte, beil denen, die sie von unten her annidherten, war es

umgekehrt,

Beim Genauigkeitsvergleich spielt weiterhin die Wahl der Beispiele
eine groBe Rolle, Es ist nicht ausreichend, 2 Lésungsmethoden an nur
1 Beispielzuvergleichen, Randbedingungen, Elementaufteilung, Lasten
und die bei manchen Methoden schon vor der Eingabe erforderliche
Umrechnung von Flichenlasten in Knotenlasten beeinflussen die Ergeb-

nisse verschiedener Methoden in jeweils anderer Weise,
Ein sehr einfacher Effekt soll an einem Beispiel erldutert werden:

Wird bei einer frei aufliegenden quadratischen Platte (System 1) die
Gleichlast p 'von Hand’ in Knotenlasten umgerechnét, so werden im

allgemeinen bei gleichméBiger Elementaufteilung alle Knotenlasten

gleich grofl gewdhlt, Eine exakie Knotenlastbestimmung mit Hilfe vir-
tueller Verrickungszustdnde ergibe jedoch in Randnihe deutlich gro-
RBere Knotenlasten. Wird nun eine Verschiebungsmethode, die wegen
mangelnder Vertréglichkeit des Ansatzes dazuneigt, zugrolie Verschie-
bungen zu erzielen, mit den gewdhlten zu kleinen Lasten getestet, so
heben sich die beiden Fehlertendenzen gegenseitig etwa auf, und es
entstehen gute Verschiebungsergebnisse. Wird jedoch dieselbe Platte
fiir volleingespannte Rénder berechnet, so unterscheiden sich gew#hlte
und exakte Knotenlasten nur wenig, und die Tendenz der Methode, zu
grofle Verschiebungen zu erzeugen, kommt in den Ergebnissen deutlich

zum Vorschein,
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7.2.2 Der Vergleich des Aufwands

Neben dem Genauigkeitsvergleich verschiedener Lésungen ist der Ver-
gleich des erforderlichen Aufwands von Wichtigkeit, Bei den Element-
methoden wird dazu im allgemeinen die Zahl der vorhandenen Unbekann-
tenherangezogen, dadie Lésung des Gleichungssystems den Hauptanteil
der Gesamtrechenzeit bendtigt. Es ist jedoch zu beachten, dag bei den
gemischten Methoden ganz besondere Gleichungsstrukturen auftreten,
die die Lisung des Gleichungssystems erleichtern, so daf die Zahl der
Unbekannten nun kein gutes Maf fiir den Aufwand mehr darstellt, Wei-
tere Kriterien sind der gesamte Rechenzeitbedarfund der Speicherplatz-
bedarf. Diese Kriterien sind aber abhingig von der elektronischen Re-
chenanlage und der Giite des Programms. Es ist demnach nicht moglich,
absolute Magfstibe fiir den bei einer Lésungsmethode erforderlichen

Aufwand anzugeben.

In der Tafel 3 sind fir verschiedene Ansétze und die Plattensysteme 1
und 2 nach Bild 7.1 die Unbekanntenzahlen u in Abhingigkeitvon der
Kennzahl n der Elementaufteilung zusammengestellt, Die Zahlen und
Formeln beziehen sich auf ein Plattenviertel, das in der Art von E 1
oder E 2 in Elemente unterteilt ist (siehe Bild 7. 2), und Randbedingun-
gen, wie sie bei Vernachlissigung der Querkraftverformungen gelten.
Ergénzend ist die Zahl der Knotenpunkte und der Kanten fiir jedes n

angegeben.

7.3 Beispiele zu den gemischten Methoden

7.3.1 Allgemeines

In den Beispielen werden 5 Modelle beriicksichtigt. Zur Vereinfachung

der Kennzeichnung werden ihnen Nummern zugewiesen,

Modell 1: Herrmannsches Modell, linearer Ansatz fir w, konstante

Ansitze fir mij’ Methode A, siehe Abschnitt 5.2, 1,

Modell 2: lineare Ansétze fUr w und mij’ Methode A, siehe Ab-
schnitt 5. 2, 2,

Modell 3: Ansatz vierter Ordnung fir w, lineare Ansidtze fiir mij’

Methode B, siehe Abschnitt 5. 3.
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Modell 4: Modell 2 mit Zusatzansidizen WZl, WLZ

thode A%, siehe Abschnitt 5. 4, 3.

oder WZS, Me-

rJl
Modell 5: Modell 2 mit Zusatzansatz w , Methode B*, siehe Ab-
schnitt 5. 4. 4.

In den Diagrammen werden die Modellnummern mit einer kreisférmi-

gen Umrahmung gekennzeichnet,

ZudenMomentenergebnissen milssen noch einige Anmerkungen gemacht

werden:

Beim Modell 1 (Herrmann)} erhilt man keine Knotenmomente, sondern
nur Element- bzw. Kantenmomente. Mittelungen an den Knoten ergeben
die mit 1 a bezeichnete Losung. Bessere Ergebnisse erhdlt man, wenn
mandie dem betrachtetenKnoten benachbarten, dem gesuchten Moment

entsprechenden Kantenmomente direkt benutzt.

Fir ein Moment m_ betrachtet man dafiir eine Kante, die in y-Richtung

zeigt, fir mxy eine Kante, die in Diagonalrichtung weist. Hierbel ist

eine Umrechnung nétig, die bei der Plattenecke dadurch erleichert

wird, daf man m_ = m_ = 0 setzen kann., Es gilt dortt m__ =- M . .
X y Xy diag

Die so entstandenen Werte ergeben die Losung 1 b,

Beim Modell 3 erhidlt man zunichst 2 verschiedene Knotenmomente,

Sie sind wie folgt definiert:
Lésung 3 a ¢ Moment mij
. N w
Losung 3 b £ Moment mij

Errechnet manauBerdem noch nach Abschnitt 6.2 aus den Verschiebun~
gendie Momente mit einem linearen Momentenansatz, dann erhilt man

eine Lidsung 3 c.

Bei den tbrigen Modellen miissen keine Unterscheidungen getroffen

werden,
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7.3.2 Beispiele ohne Beriicksichtigung der Querkraftverformungen

Beispiel 1: System 1 unter Gleichlast p

Die Platte wurde mit der Elementaufteilung H 1 berechnet, Fir die
einzelnen Modelle und Rasterdichten wird der relative Fehler f nach

Formel (7.1) in den Tafeln 4 bis 7 und in Bild 7. 3 angegeben,

Aus Tafel 4und Bild 7. 3 ist zuersehen, dafl mit dem Modell 3 das weit-
aus beste Ergebnis fiir die Durchsenkung der Plattenmitte erzielt wird.
Diese Tendenz gilt auch fir andere Knotenpunkte, Die schlechtesten

Knotenverschiebungen erhdlt man mit dem Herrmannschen Modell 1.

Bei den Momenten in den Tafeln 5 und 6 ist von der Uberlegenheit des
Modells 3 nichts mehf zu splren., - Modell 2 f&allt hier deutlich ab.

Seine Ergebnisse streben sichtlich gegen falsche Werte.

Damit erweist sich Modell 2 fiir die praktische Anwendung als unbrauch-

bar, Die Griinde hierfiir werden in Kapitel 5 ausfiihrlich diskutiert.

Esg sei jedoch darauf hingewiesen, daf bei der Doppelelementlage E 3

auch das Modell 2 brauchbare Ergebnisse liefert, wie die Tafel 7 zeigt.

Beispiel 2: System 2 unter Gleichlast f)

Die Platte wurde mit der Elementaufteilung E 1 berechnet. Fiir ver-
schiedene Grofien werdenin den Tafeln 8 bis 10 die Werte 8 nach For-
mel (7.1) angegeben. Modell 2 wird dabei weggelassen, da das erste

Beispiel seine Unbrauchbarkeit gezeigt hat.

7.3.3 Beispiele mit Beriicksichtigung der Querkraftverformungen

Indiesem Abschnitt werdendie Systeme 1 und 3 (siehe Bild 7.1) behan-
delt. Amfrei aufliegenden Rand sind dabéi zwei verschiedene Randbe-

dingungen denkbar. Ihre Beschreibung am Beispiel des Randes X, = 0

lautet (Definition von ¢ und § siehe Gleichungen (2. 3) und (2. 4)):
RB1: w=0; ¥ =0; m22=0
Daraus folgt: @#0; my, #0, m, =0 (mit(2.4), (2.5)und (2.15))
Diese Randbedingung wird normalerweise bei Rechnungen ohne

Querkraftverformungen benutzt., Wird die Querkraftverformung
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berticksichtigt, so setzt RB 1 eine Drilleinspannung (y = 0) des

Randes voraus,

RB2: w=0;m__=0;m

12 22~ 0
Daraus folgt: ¢ #0; ¥ #0(y = W,y " Yt); m,, 70
Bei RB 2 entfillt gegenliber RB 1 die Drilleinspannung des Ran-
des. Diese Randbedingung ist die "natiirliche" Randbedingung
der frei aufliegenden Platte. Sie kann jedoch nur dann gefordert

werden, wenndie Querkraftverformungen beriicksichtigt werden,

Auchbei denfolgenden Rechenbeispielen ist die Querkontraktionszahl u
gleich Null gesetzt. Der Quotient Plattendicke h : Plattenldnge 4 wird

jeweils angegeben,

Fur dieses Beispiel gibt es eine exakte L&sung von Salerno und

Goldberg [40].

Mit

ergibt sich bei h/4 = 0,15 und u = 0 aus den dort angegebenen Formeln
A = 0,05273

Das Beispiel wurde mit der Elementaufteilung E 1 durchgerechnet, In
der Tafelll werdendie auf den oben genannten Wert A bezogenen Feh-

ler § fiir die Modelle 3, 4 und 5 angegeben,

Der Einfluf der Querkraftverformung auf die Schnittgréfen ist bei die-
sem Beispiel sehr gering (~ 1 %). Dies zeigenauch die Rechenergeb-

nisse. Auf ihre Darstellung wird verzichtet,

Fir dieses Beispiel war eine exakte Lé&sung in der ILiteratur micht zu
finden. Pryor, Barker und Frederick [41] benutzen zwar
ebenfalls die Elementmethode zur Berechnung von Platten mit beiden

Arten von frei aufliegenden Rindern, setzen jedoch im theoretischen
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Teilihrer Arbeit eine Konstante k gleich 1,0, diebei Reissner [20],
Salerno [40] und den meisten Literaturstellen gleich 1,2 gesetzt
wird, Trotz diesen unterschiedlichen Annahmen ergaben sich fir RB 1
fast dieselben Ergebnisse wie in [40]. Wegen dieses Widerspruchs
konnten die Ergebnisse fiir RB 2 nur in ihrer Tendenz, nicht aber in

thren Zahlenwerten zu Vergleichen herangezogen werden.,

Die realistischen Randbedingungen RB 2 erzeugen bei den Querkraften
im Bereichder Ecken und bei den Drilimomenten im gesamten Randbe-
reich sehr starke Steigungen. Dies fihrt bel den groferen Werten fur
denQuotienten h/l; zu einer gewissen Unruhe in den Schnittgr(‘jﬁen, vor
allem in den Randbereichen. Diese Unruhe konnte durch dvie Benutzung
der Elementaufteilung E 3 wesentlich herabgesetzt werden, Bei dem
hier gew#hltenQuotienten erhilt man jedoch auch mit E 1 befriedigende
Ergebnisse, Von den Ergebnissen wird neben der Mittendurchbiegung
und dem Mittenmoment der Verlauf des hier vor allem interessierenden
Drillmoments dargestellt. Daein Vergleich mit exakten Lsungen nicht
moglichist, werden in den Tafeln 12 bis 14 und im Bild 7, 4 die dimen-

sionslosen Beiwerte A und c'ij angegeben,

Da das Drillmoment m. , am Rand sehr steil ansteigt und sich die Er-

12
gebnisse fiir die Randbedingungen RB 1 und RB 2 hierin wesentlich unter -
scheiden, sindinder Tafel 14 die Werte 0,12 des Drillmoments im Schnitt

Xy = % an den Knotenpunkten, die sich fiir n = 6 ergeben, fiir die ver-
schiedenen Methoden zusammengestellt, Der Tabelle ist eine Zeile mit
denWerten %y der exakten Drillmomente angefiigt, die unter Vernach-
lassigung der Querkraftverformungen (QV) errechnet wurden,

Die einzelnen Ldsungen weichen nur wenig voneinander ab. In Bild 7.4
wird die Lésung 4 beider Elementaufteilung B 1 mit der exakten Lésung

verglichen, wie sie sich ohne Beriicksichtigung der Querkraftverformun-
gen ergibt, Das Diagramm zeigt sehr deutlich, wie die groflen Unter-

schiede am Rand sich gegen die Plattenmitte zu langsam ausgleichen.

Freie Plattenrinder sind mit der Kirchhoffschen Plattentheorie nicht
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exakt zu erfassen, da die beiden Randbedingungen

Q=20; T =20

erfiillt werden koénnen,

Benutzt man die Elementmethode, so ist es zwar formal moglich, auch
beiVerwendung der Kirchhoffschen Theorie die Randdrillmomente fiir
sich Null zu setzen, die Folge davon ist jedoch ein singuldrer Anstieg
der Drillmomente vom Plattenrand aus und ein unruhiger Verlauf bis
weit ins Platteninnere hinein, Die Lésungist bei genauerer Betrachtung
des Verlaufs unbefriedigend. Erstdie Beriicksichtigung der Querkrafi-
verformungen liefert gute und in ihrem gesamten Verlauf plausible

Ergebnisse,

Die Platte wurde fiir die Elementaufteilung E 1 mit den Modellen 3, 4
und 5 berechnet, wobei am frei aufliegenden Rand die einfachere Rand-
bedingung RB 1 gewdhlt wurde. Da die Mafe des effektiv berechneten
Plattenteils unverindert bleiben, die Abmessung a jedoch bei System 3

der Gesamtlinge 4 entspricht, ist der Quotient h/% hier gleich 0, 30.

Die Ergebnisse sind in den Tafeln 15 bis 17 und den Bildern 7.5 und
7.8 dargestellt.

7.4 Beispiele zur Verschiebungsmethode

7.4.1 Allgemeines

Als Beispiele wurdendie Systeme 1 und 2 unter Gleichlast f) und mitti-
ger Einzellast 13 mit verschiedenen Methoden und Ansétzen berechnet.
Die Querkraftverformungen werden vernachlidssigt. Da die exakten
Lssungen in allen Féllen bekannt sind, werden nach Gleichung (7. 1)

jeweils nur die relativen Fehler 8 angegeben,

Verwendet wurden Methoden, die im Kapitel 6 dargestellt sind, Die
Ansidtze gehen alle von der Gleichung (6. 18) aus und unterscheiden sich
nur in der Konstanten 1o Nach Abschnitt 6,4 werden sie wie folgt
bezeichnet:
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ce s =0

Al Ansatz 1 clO

A2 ... Ansatz 2, ClO = 0(120) nach Gleichung (6, 21)
A3 ... Ansatz 3, 0 = 0(13;)) nach Gleichung (6. 23)

Alle Ansétze sind nicht voll vertrdglich. Sie wurden in folgende Glei-
chungen eingesetzt:
8L = 0
8V = 0
6F, = 0
b F1 = 0

7.4.2 Die Ergebnisse fiir den Ansatz 1

Die Unbrauchbarkeit des Ansatzes 1 wird am System 1 unter Gleichlast
gezeigt. Bei Benutzung von [I scheinen die Verschiebungen zu konver -~

gieren, jedoch nicht gegen den richtigen Wert. Bei Benutzung von Fl

ist dannnicht einmal mehr eine Konvergenz zu falschen Werten festzu~
stellen,

(m) _(m)_ (m)

PFir die Grﬁﬁgn w s Ty und m(e) sind in der Tafel 18 die

Y 12
Werte R angegeben.

7.4.,3 Beispiele fiir die Ansétze 2 und 3

Die folgenden drei Beispiele wurden mit der Elementaufteilung E 1 be-
rechnet. Zur Erginzung werden weitere Ergebnisse von Clough [35]
ibernommen, und zwar fiir die Rechteckelemente ACM und M und das
Dreieckelement HCT, Bei letzterem wurde die Elementaufteilung E 2
benutzt. Alle Elemente verwenden dieselben Knotenparameter. Die aus
[35] entnommenen Werte mufiten aus Diagrammen abgelesen werden;

die Genauigkeit ihrer Wiedergabe ist somit beschrinkt,

Beispiel 6: System 1, mittige Einzellast P

(m)

Ergebnisse flir die Mittendurchsenkung w werden in der Tafel 19

angegeben.

Das Beispiel wurde gewdhlt, weil bei ihm eine Aussage tiber die Art der

Annsherung bei vollvertridglichen Ansitzen miglich ist: w™) mug in
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diesem Fall von unten her angenédhert werden (#-Werte negativ!),

Die Ergebnisse des HCT-Elements entsprechen dieser Aussage, wih-

rend die nicht voll vertridglichen Ansétze A 2 und A 3 fur 811 = 0 er-
(m) vonobenher anndhern. Schon bei 8V = 0 und erst

)

recht bei den tibrigen Gleichungen wird w(m jedoch ebenfalls von unten

wartungsgemifl w

angendhert. Dies ist allerdings theoretisch nicht begrindbar.

Das ausgesprochen gute Ergebnis fiir 8 V = 0 ist Zufall und nur damit
zu erkldren, dafl sich hier 2 Ann#herungstendenzen (die von oben und
die von unten) so @iberlagern, daB sie in dem speziellen Fall eine sehr
grofle Konvergenzgeschwindigkeit erzielen. Die Ergebnisse fiir andere

Knotenpunkte sind nicht mehr so gut.

Beispiel 7. System 1 unter Gleichlast b

Dieses Beispiel wird sehr ausfiihrlich behandelt (Tafel 20 bis 28 und
Bild 7. 7). Neben den Ergebnissen fiir den Mittelpunkt m und den Eck-
punkt e werden auch solche fiir die Zwischenpunkte d und ¢ angegeben,
um mehr Vergleichsmoglichkeiten zu erhalten und weil die Ergebnisse
fiilr m wegendessenSonderlage im Schnittpunkt aller Symmetrieachsen

keine allgemeingliltigen Schliisse zulassen,

Bei den Momenten werden auch die Ordinaten angegeben, die sich fiir
die einzelnen Rasterdichten dadurch ergeben, dag die jeweiligen Ver-
schiebungsparameter exakt eingegeben werden, Nach Abschnitt 7.2, 1
stellen diese Ordinaten die fiir eine Polyederdarstellung der Momente
optimalen Werte dar. Streng genommen ist also fiir jedes n nicht das
Ergebnis das beste, das die exakte Momentenordinate annéhert, son-
dern dasjenige, das den genannten Polyederordinaten am néchsten

kommt.

Beiden Verschiebungsergebnissen sind sehr deutliche Genauigkeitsun-
terschiede zwischen den einzelnen Verfahren zu erkennen. So sind die
Ergebnisse fiir die genaueren Funktionale sehr viel besser als diejeni-
gen fiir das Funktional II. Andererseitsistanden drei gewdhlten Innen-
punkten zu erkennen, daf sich die einzelnen Verfahren in den Fehler-

schwankungen von Punkt zu Punkt weit weniger unterscheiden als im
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absoluten Fehler. Dies fiihrt dazu, daf die Verfahren bei den Momenten
kleinere Unterschiede aufweisen als bei den Verschiebungen, Da die
Momente aus den Verschiebungen berechnet werden, wiirde ein kon-
stanter relativer Fehler bei den Verschiebungen zu einem konstanten,
gleich groBen Fehler bei den Momenten fithren (siehe Abschnitt 4. 6).
Erst die Fehlerschwankungen bei den Verschiebungen fithren zu den
groBeren Momentenfehlern. Diese kdnnen deshalb als Maf fiir die Un-
gleichmaBigkeit der Genauigkeit bei den Verschiebungen herangezogen
werden, Wird die Ungleichméfigkeit drtlich zu grofl, so fiihrt dies zu
nicht konvergenten Momentenergebnissen, wie aus Tafel 23, Zeile 2 zu
ersehen ist. Dies ist ein weiteres Beispiel fiir die Tatsache, daf die
Konvergenz einer Funktionnicht auch gleichzeitig die Konvergenz ihrer
Ableitungen garantiert. Am Beispieldes Balkens lassen sich sehr leicht
Kriterien herleiten, die auch fiir Abschétzungen bei der Platte benutzt

werden kénnen,

Hinzuweisenistindiesem Zusammenhang auf die erstaunlich guten Mo~
mente fiir die Gleichung 6§ V = 0, z.B. aufdas anscheinend etwas schwie-
rige Moment m(lcl) (Tafel 27). Untersuchungen der Verschiebungen bei
8V =0 ergaben eine sehr geringe Schwankung des Fehlers 3. Eventuell
erkldrbar ist dies mit der Tatsache, daf bei §V gegentiber 6?1 der
Vertriglichkeitsteil der tiber 87 hinausgehenden Terme vernachlissigt
ist. Es ist denkbar, daB die bei b fl und § Fl auftretende Verquickung
von Gleichgewichts- und Vertriglichkeitsgleichungen die Gleichm&Big-
keit der Genauigkeit der Verschiebungen vermindert bzw. die Abhéngig-
keit von der Art der Elementaufteilung erhsht,

Beispiel 8: System 2 unter Gleichlast 3

Ergebnisse fiir dieses Beispiel sind in den Tafeln 29 bis 31 dargestellt.

7.5 SchluBbemerkungen zu den Beispielen

Die Beispiele dientendazu, einzelne Verfahren miteinander zu verglei-
chen und auf ihre Brauchbarkeit zu untersuchen. Da bei den benutzten
Methoden theoretische Konvergenzbeweise nicht vorliegen, wurde ver-

sucht, wenigstens praktische Konvergenzhinweise zu erhalten. Hierbei
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ist jedoch eine gewisse Vorsicht geboten. Bild 7.8 zeigt den hiufig
auftretenden Fall, daB eine Lésung bei zunehmender Rasterdichte den
exakten Werterstnacheinem Wechsel des Fehlervorzeichens endgiiltig
anndhert, Wird nun die dargestelite Kurve schon bei n, oder etwas da-
vor abgebrochen, so sind zwel falsche Schlisse denkbar: Ist der exakte
Wert bekannt, so entsteht der Eindruck, daB die Ldsung gegen einen
falschen Wert konvergiert, ist er unbekannt, so wird vielleicht der
Wert mit dem Fehler (52 als exakte LLOsung angesehen., Im ersten Fall
wird also eine in Wirklichkeit zu konvergenten Lésungen fithrende Me-
thode eventuell verworfen. Dies ist vom praktischen Standpunkt aus
dannvertretbar, wennder Fehler 62 relativ gro@, die Konvergenz also
schlecht ist. Der zweite Fall zeigt andererseits, dafl auch dann, wenn
die Konvergenz einer Methode gesichert ist, ein falsches Ergebnis er-
zielt werden kann, wenn diese Konvergenz nicht monoton ist und die

Losungsfolge zu frih abgebrochen wird.

Ohne Schwierigkeiten sind jedoch die durch Beispielrechnungen eben-
falls untersuchten Methoden zu beurteilen, deren Ergebnisse sichsprung-

haft #indern und keinerlei Konvergenz erkennen lassen.
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Tafel 1: Beiwerte A und a’ij fir verschiedene Punkte des Systems 1

unter Gleichlast p (Kirchhoff-Theorie)

Punkt

Beiwert ¢ d ¢ m

A 0 0,0255861 0,035258 | 0,048748

oy 0 0,022643} 0,026328 | 0,036836

g -0, 0463931 -0,019071 0 0

Uyg 0 0,022643| 0,031006 | 0,036836

Tafel 2: Beiwerte A¥*, A und G'ij fir den Plattenmittelpunkt m und
den Randpunkt r (Kirchhoff-Theorie)
System und Last Art des Beiwerts | GréBe des Beiwerts
System 1, Einzellast B (m)
. . A + 0,139200
in Plattenmitte
A () +0,0152
System 2
(m) _  (m)
=0 + 0,01
Gleichlast p %11 "% , 0176
(r)
- 0,051
azz 0,0518
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Tafel 4: Werte 8 fiir die Mittendurchbiegung W(m

)

- Beispiel 1
n
Losun 1 2 4 6
1 +0,7094 | +0,1466 } +0,0352 | + 0,0153
2 - 0,1453 - 0,0891 - 0,0177 - 0,0062
3 +0,0256 | +0,0138 | +0,0013 | + 0,0003
4 - 0,1453 -0,0439 | - 0,0113 - 0,0051
5 - 0,1453 - 0,0262 - 0,0087 - 0,0039
Tafel 5: Werte 8 fiir das Mittenmoment m(lril) = m;r;) - Beispiel 1
n
Losung 1 2 4 6
la - 0,6230 -0,1617 - 0,039 - 0,0168
1b - 0,2460 - 0,0667 - 0,0190 - 0,0080
2 + 0, 1312 - 0,1045 - 0,2070 -~ 0,2095
3a +0,1722 - 0,1237 - 0,0287 - 0,0127
3b +0,3573 | +0,1037 | +0,0370 | +0,0168
3c +0,3573 | +0,1147 | +0,0334 | +0,0149
4 +0,1312 - 0,0251 -0,0159 | - 0,0081
5 +0,1312 - 0,0127 | +0,0081 | +0,0063
Tafel 6: Werte B8 fiir das Eckdrillmoment m(l(;) - Beigpiel 1
n
Liésung 1 2 4 6
la - 0,4013 - 0,13486 - 0,0307 - 0,0120
1b - 0,1018 - 0,0186 | +0,0105 | + 0,0101
2 -0,1018 | +0,4855 | +0,7869 | + 0,8470
3a - 0,1346 - 0,0531 - 0,0245 - 0,0147
3b +0,0777 | +0,1885 | + 10,0803 | + 0,0430
3¢ +0,0777 | +0,1458 | +0,0640 | + 0,0346
4 -0,1018 | +0,0775 | +0,0377 | +0,0228
5 -0,1018 | +0,1569 | +0,0353 | +0,0178
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(m)  (m) _ _(m) (e)
, m11 = m22 und m12
bei Modell 2 und Elementaufteilung E3 - Beispiel 1

Tafel 7: Werte 8 fir die Groflen w

z 1 2 4 6
w(™) - 0,2308 | -0,0481 | -0,0113 | - 0,0065
m(lrf) +0,3573 | +0,0955 | + 0,0244 | +0,0114
m(l‘;) -0,4611 | -0,1446 | - 0,0449 | - 0,0207
Tafel 8: Werte 8 fiir die Mittendurchbiegung w(m) - Beispiel 2
n
Losung 1 2 4 6
1 +3,1151 | +0,8364 | + 0,2330 | +0,1077
3 - 0,9664 - 0,0985 - 0,0069 - 0,0012
4 - 0,8284 | +0,0040 | + 0,0151 | + 0,0074
5 -0,8630 |.+0,1818 | +0,0265 | +0,0105
Tafel 9: Werte B fiir das Mittenmoment m(lrf) = mg;) - Beispiel 2
n
Losung 1 2 4 6
la - 1,000 - 0,227 - 0,052 - 0,012
1b + 0,182 + 0,062 + 0,003 + 0,002
3a + 0,323 +0,071 - 0,035 - 0,019
3b - 0,421 + 0,257 + 0,065 + 0,031
3¢ - 0,454 + 0, 365 + 0,066 + 0,029
4 +0,713 + 0,254 + 0,034 +0,012
5 + 1,364 + 0,127 + 0,066 + 0,032
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(r)

Tafel 10; Werte 8 fir das Einspannmoment mzrz - Beispiel 2
n
Losung 1 2 4 6
ta - 0,596 - 0,307 - 0,120 - 0,066
1b - 0,596 - 0,307 - 0,120 - 0,066
3a + 0,164 + 0,120 + 0,066 + 0,040
3b - 0,802 - 0,342 - 0,088 - 0,038
3¢ - 0,689 ~ 0,253 - 0,055 - 0,021
4 + 0,010 + 0,156 + 0,067 + 0,031
5 - 0,192 + 0,126 + 0,052 + 0,022
Tafel 11: Werte B fur die Mittendurchsenkung w(m) bei Berick-
sichtigung der Querkraftverformungen - Beispiel 3
n
Losung 2 4 6
3 +0,0228 + 0,0034 +0,0012
4 - 0,0360 - 0,0094 - 0,0043
5 - 0,0154 - 0,0062 - 0,0028
Tafel 12:  Werte )\(m)fiir die Mittendurchbiegung w(m) ~ Beispiel 4
Elementaufteilung B 1 Elementaufteilung E 3
n
Losunhg 4 6 4 6
3 0, 06086 0,06168 0, 06201 0,06218
4 0, 06436 0,06335 0, 06505 0, 06360
5 0, 06331 0,06272 0, 06413 0,06299
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. . (m) | (m) .. e (m) _(m)
Tafel 13: Werte Oyy =%y, flir das Mittenmoment my o =m, -
Beispiel 4
Elementaufteilung E 1 Elementaufteilung E 3
n
1.6sung 4 6 4 6
3a 0, 03964 0, 04038 0,04233 0, 04245
3b 0,04173 0,04144 0, 04259 0,04233
3¢ 0,04138 0,04132 0, 04304 0, 04256
4 0, 04251 0, 04203 0, 04474 0, 04343
5 0, 04269 0, 04200 0, 04363 0, 04282
: ) Ch e
Tafel 14: Werte ay des Drillmoments my g langs Xy = 7 flir n =6
Beispiel 4
o0
25\ 2
22 N\ | 1 2 8 4 5
g 8l Losung 5 5 8 5 6
=3
M o«
3a 0 -0,03828-0,0269|-0,0235| -0,0131}-0,0071{0
3 0 -0,0314 | -0,0286|-0,0214| -0,0141|-0,0069{0
Bl 3¢ 0 -0,0296-0,0281|-0,0218]| -0, 0144 ~0,0073|0
4 0 -0,0306}-0,0287|-0,0221|-0,0146|-0,0073 |0
5 0 -0,0323|-0,0288|-0,0216| -0,0141| -0, 0068 |0
3a 0 -0,0312|-0,0284 |-0,0213|-0,0146|-0,0074{0
3 b 0 -0,0303|-0,0282|-0,0218|-0,0149-0,0076 0
E3 3c 0 -0,0289|-0,0278]-0,0216|-0,0148}~0,0075]0
4 0 -0,0296|-0,0284|-0,0221}-0,0151(-0,0076 |0
5 0 -0,0307]-0,0286 {-0,0221|-0,0151{-0,0077{0
PN exakt bei
- : -0,02 - -0,0191|-0,0132 |- 0 0
RB 1, ohne QV 0,0286 ,0274|-0,0240|-0,019 0,0132|-0,0067
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Tafel 15; Werte )\(m) fir die Eckdurchbiegung w(m) - Beigpiel 5
n
L&sung 2 4 6
3 1,656 1,703 1,722
4 1,970 | 1,809 1,772
5 1,866 1,774 1,755
Tafel 16; Werte O'ij der Groflen myy und my, im Schnitt X, = ;—’- flir
n =6 - Beispiel 5
Mo- | NTT| 1 2 3| 4 5|
ment |Losung 6 6 6 6 6
3a 0 0,0874| 0,0559| 0,0521{ 0,0422| 0,013340
3 0 0,0393| 0,0562| 0,0563 | 0,0426 | 0,0205 |0
my, 3¢ 0 0,0390| 0,0560| 0,0559| 0,0420| 0,0184 |0
4 0 0,0377} 0,0637) 0,0530| 0,0387| 0,013040
5 0 0,0380| 0,0540| 0,05638| 0,0397| 0,0133 |0
3 -0,17361-0,1716|-0,1584 [ -0, 1469 | -0, 1254 | -0, 1154 |0
3 -0,1741|-0,1706 | -0, 1586 | -0, 1432 | -0, 1261 | -0, 1042 |0
m,, 3¢ -0,1734 {-0,1704 |-0, 1585 | -0, 1431 | -0, 1254 |-0,1013 [0
4 -0,1768|-0,1738 [-0,1622|~0,1473 | -0, 1306 {-0, 1057.|0
5 -0,1760|-0,1727 {-0,1610|-0, 1462 | -0, 1301 {-0, 1074 |0
Tafel 17; Werte OLI des Hauptmoments m, in Diagonalenrichtung im
Schnitt x9 = xy flirn =6 - Beispiel 5
Xa_ Xa
Mo- O 0 1 2 3 4 5 1
ment {Losung 6 6 6 6 6
3a -0,2281 {-0,1960 |-0, 1417 }-0,0948 | -0, 0542 |-0, 0902 |0
3b -0,2319|-0,1945 |-0,1370-0,0869 |-0,0522 |-0, 0361 |0
m, 3¢ -0,2313 1-0,1942 |-0,1371}-0,0872 |-0,0531 |-0, 0370 |0
4 -0,2325 -0,1968 (-0,1414 |-0,0943 {~0,0609 [-0, 0441 |0
5 -0,2316 (-0,1961 [-0,1399|-0,0874 |-0,0584 |-0, 0409 |0
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Tafel 18; Werte 8 fiir w(m), m(lT) = m(;;) und m(lez) bel Ansatz 1,
System 1, Gleichlast f, Elementaufteilung E 1
benutzte n
Gleichung ! 2 4 6

W™l 40,966 |-+ 0,062 | - 0,016 - 0,024
(m)

st o= 0 m | + 1,600 | + 0,589 + 1,551 + 2,204
(e)

12 +1,086 | + 0,400 + 0,847 +1,230

jm) +0,538 | -1,923 | + 9,065 - 2,426
P {m)

éFl =0 ] mll + 1,036 - 0,506 + 10, 743 + 0,578
fe)

12 + 0,617 | - 2,032 + 22,805 - 3,728

)

Tafel 19:  Werte B fiir die Mittenverschiebung w(m bei verschiedenen

Ansitzen, Gleichungen und Rasterdichten - Beispiel 6

Erginzend Ergebnisse aus Clough [ 35]

Creremmg| A | 2 s 6 8
2 |+0,2602 |+0,0620 |+ 0,0194 | +0,0097 |+ 0, 0059
bm=10 3 |+0,1094 |+0,0140 {+ 0,0038 |+ 0,0027 | + 0, 0027
2 [+0,0264 |- 0,0048 |- 0,0005| +0 +0
bV=0 3 |-0,0205|-0,0248 |- 0,0092 | - 0,0048 | - 0, 0032
B 2 |-0,0721 |- 0,0388{-0,0119 |- 0,0054 | - 0, 0032
bk =0 3 |[-0,0884 |-0,0393|-0,0119 - 0,0054 |- 0,0032
2 |-0,0721 |- 0,0345 | - 0,0124 |- 0,0059 | - 0, 0038
8F, =0 3 |-0,0884 |- 0,0356|-0,0113 |- 0,0054 |- 0,0032
Element- | HCT'|- 0,2490 |- 0,0970 | - 0,0336 |- 0,0168 | - 0, 0134
:;(;d«[s?;] ACM |+ 0,1880 |+ 0,0620 |+ 0,0202 |+ 0,0101 |+ 0, 0062
M® |+ 0,0470 |+ 0,0235 |+ 0,0084 |+ 0,0040 |+ 0, 0020
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Tafel 20: Werte 8 fiir die Mittenverschiebung w(m) bei verschiedenen

Ansdtzen, Gleichungen und Rasterdichten - Beispiel 7

Erginzend Ergebnisse fir das HCT-Element von Clough [ 357

N
2 |+ 0,3850|+0,0770 {+ 0,0187 |+ 0, 0083 | + 0, 0046
gm =10 3 |+0,2440 |+ 0,0477 |+ 0,0122 |+ 0,0065 | + 0, 0043
2 |+0,1700+0,0317 [+ 0,0072 |+ 0,0032 | + 0, 0017
bv=0 3 {+0,1362]+0,0276 |+ 0,0065 |+ 0,0028 | + 0,0015
B 2 |+ 0,0467 |+ 0,0067 |+ 0,0016 |+ 0,0008 | + 0, 0004
§F =0 3 |+ 0,0355|+0,0059 ]+ 0,0014 |+ 0,0007 |+ 0, 0004
2 {+0,0467] - 0,0012 | - 0,0016 | - 0, 0009 | - 0, 0006
8Fy =0 3 .|+ 0,0355 |+ 0,0002 |- 0,0006 |-0,0004 |- 0,0002
chjfrféilung ma |- 04580 -0,1250 |- 0,0346 |- 0,0115 | - 0,0040

(d)

Tafel 21: Werte 8 fir die Durchbiegung w bei verschiedenen

Ansitzen, Gleichungen und Rasterdichten - Beispiel 7
N
2 +0,0963 |+ 0,0239 |+ 0,0107 [+ 0, 0080
bm=0 3 +0,0745 |+ 0,0199 |+ 0,0095 |+ 0, 0056
2 +0,0368 |+.0,0091 |+ 0,0040 |+ 0, 0023
dV=0 3 +0,0281 |+ 0,0071 |+ 0,0032 |+ 0, 0018
N 2 +0,0146 [+ 0,0047 |+ 0,0023 [+ 0, 0014
$F =0 3 +0,0115 |+ 0,0043 |+ 0,0021 |+ 0, 0012
2 + 0, 0007 0 0 0
6F; =0 3 +0,0010 0 0 0
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Tafel 22; Werte 8 fur die Durchbiegung w(c) bei verschiedenen
Ansitzen, Gleichungen und Rasterdichten - Beispiel 7
SN R
2 +0,0835 |+ 0,0202 |+ 0,0091 |+ 0,0051
gm =0 3 +0,0726 |+ 0,0208 [+ 0,0104 |+ 0,0066
2 40,0347 |+ 0,0085 {+ 0,0038 |+ 0,0022
8V=0 3 +0,0278 |+ 0,0072 |+ 0,0032 |+ 0,0018
_ 2 +0,0117 |+ 0,0038 |+ 0,0018 {+ 0,0010
8F, =0 3 +0,0097 | +0,0035 |+ 0,0016 |+ 0,0010
2 - 0,0014 {- 0,0008 {- 0,0004 |- 0,0002
§Fy =0 3 - 0,0009 |- 0,0002 |- 0,0001 |- 0,0001
Tafel 23;: Werte 8 fir das Mittenmoment m(lril) = m(;;l> - Beiépiel 7
Gotorng | A ! 2 4 g 8
2 +0,8334 |+ 0,0545 [+ 0,0153 |+ 0,0049 |+ 0,0019
bm =0 3 |+0,6468 |- 0,0743 {- 0,1286 |- 0,1374 |- 0,1398
2 +0,5492 |+ 0,0487 |+ 0,0087 {+ 0,0023 {+ 0,0007
bV=0 3 |+0,5039 |+ 0,0626 |+ 0,0109 |+ 0,0037 |+ 0,0015
_ 2 |+ 0,3853 |+ 0,0404 {- 0,007 |- 0,0036 |~ 0,0032
SF =0 3 |+0,3704 |+ 0,0485 |- 0,0012 |- 0,0036 |- 0,0032
2 |+ 0,3853 |+ 0,0385 |+ 0,0044 0 - 0,0008
8 Fl =0 3 +0,3704 |+ 0,0453 |+ 0,0078 |+ 0,0022 |+ 0,0007
Momente bei
Eingabe der +0,3234 |+0,0314 |+ 0,0102 |+ 0,0046 |+ 0, 0025
exaktenVer-
schiebungen
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Werte 8 fiir das Eckdrillmoment m(

e)

Tafel 24: 12 - Beispiel 7
gelzli-lcsznt;g A ! 2 4 6 8
2 |+ 0,4557 |+ 0,2886 |+ 0,0973 |+ 0,0513 |+ 0,0322
bm =0 3 |+ 0,3075 |+ 0,2626 |+ 0,0834 [+ 0,0431 |+ 0,0268
2 |+0,2301 |+ 0,1856 |+ 0,0628 |+ 0, 0330 |+ 0, 0206
dv= 10 3 |+0,1941 [+ 0,1706 |+ 0,0577 |+ 0,0302 |+ 0,0189
_ 2 |+0,1000 |+ 0,1159 |+ 0,0330 |+ 0, 0168 |+ 0,0104
§Fy =0 3 |+0,0881 |+ 0,1083 |+ 0,0300 |+ 0,0152 |+ 0,0093
2 |+0,1000 |+ 0,1347 |+ 0,0494 |+ 0,0267 |+ 0,0170
§F =0 3 |+.0,0881 [+ 0,1343 |+ 0,0496 |+ 0,0271 |+ 0,0172
Momente bei ’
E;‘lg{?;‘fgz +0,0508 |+ 0,1446 [+ 0,0536 |+ 0,0290 |+ 0,0185
schiebungen
Tafel 25: Werte B fir das Moment m(ﬁ) = m(zdz) - Beispiel 7
Grerenung | A t 2 4 6 8
2 +0,2581 |+ 0,0467 |+ 0,0232 |+ 0,0124
=10 3 +0,1880 |+ 0,0304 |+ 0,0166 |+ 0,0083
2 +0,1248 [+ 10,0279 [+ 0,0133 |+ 0, 0075
bv =0 3 1+ 0,1066 |+ 0,0260 |+0,0119 |+ 0,0067
N 2 +0,1195 |+ 0,0262 {+0,0124 |+ 0,0069
§Fy =0 3 +0,1099 |+ 0,0271 |+ 0,0122 |+ 0, 0069
2 +0,0884 [+ 0,0205 |+ 0,0094 |+ 0,0053
§F, =0 3 +0,0895 |+ 0,0205 |+ 0,0094 |+ 0,0053
Momente bei
Eingabe der +0,0820 |+ 0,0207 |+0,0001 |+ 0,0053
exakten Ver-
schiebungen
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(d)

Tafel 26: Werte 8 fir das Drillmoment myy - Beispiel 7
2012?;1231g A 2 4 6 8
2 +0,0881 [+ 0,0114 |+ 0,0074 |+ 0,0042
=0 3 +0,0094 [+ 0,0186 |+ 0,0074 |+ 0, 0051
2 +0,0156 |+ 0,0068 [+ 0,0029 |+ 0,0015
bv=0 3 +0,0212 |+ 0,0088 |+ 0,0035 |+ 0,0019
B 2 +0,0065 |- 0,0014 |- 0,0004 0
0F, =0 3 +0,0074 |- 0,0004 0 0
2 - 10,0017 |- 0,0030 |- 0,0014 |- 0,0008
81 =0 3 +0,0068 [+ 0,0025 |+ 0,0009 |+ 0,0006
Momente bei
?;;‘i?:fsii_ +0,0133 |+ 0,0025 {+ 0,0009 |+ 0, 0006
schiebungen
Tafel 27: Werte 8 fiir das Moment m(lol) - Beispiel 7
Crorenang | & 2 4 6 8
2 +0,1103 |- 0,0120 |- 0,0215 |- 0,0210
§m =0 3 +0,1991 |+ 0, 0471 |+ 0,0236 |+ 0,0215
2 +0,1174 [+ 0,0179 [+ 0,0020 |- 0,0018
bv=0 3 +0,1164 |+ 0,0222 |+ 0,0058 |- 0, 0008
N 2 +0,0597 |- 0,0080 |- 0,0174 |- 0,0172
8Fy =0 3 +0,0618 |- 0,0063 |- 0,0165 |- 0,0165
2 +0,0675 [+ 0,0039 |- 0,0063 |- 0,0077
6Fy =0 3 +0,0673 |+ 0,0053 |- 0,0042 |- 0,0063
Momente bei
Eingabe der +0,0894 |+ 0,0189 |+ 0,0082 |+ 0, 0046
exakten Ver-
schiebungen
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Tafel 28: 99 " Beispiel 7
N
2 +0,3203 [+ 0,0419 |+ 0,0258 |+ 0,0155
dm =0 3 +0,3997 |+ 0,0522 [+0,0292 |+ 0,0177
2 +0,2463 |+ 0,0349 [+ 0,0181 {+ 0,0097
4v=10 3 +0,2205 |+ 0,0363 |+ 0,0173 |+ 0,0093
_ 2 +0,1937 |+ 0,0421 |+ 0,0226 |+ 0,0095
0F,; =0 3 +0,1838 |+ 0,0452 |+ 0,0149 [+ 0, 0097
2 +0,1786 |+ 0,0242 [+ 0,0135 |+ 0,0073
6F, =0 3 +0,1715 |+ 0,0266 [+0,0135 |+0,0073
Momente bel '
f;gﬁf:j 32? +0,1802 [+ 0,0220 |+0,0125 |+ 0,0067
schiebungen
Tafel 29: Werte B fiir die Mittendurchbiegung w(m) - Beispiel 8
g ] ] e e e
2 +0,5287 |+ 0,1538 |+ 0,0408 |+ 0,0188 {+ 0,0108
bm=10 3 1+0,3720 |+ 0,1473 |+ 0,0364 |+ 0,0167 |+ 0, 0102
2 [+0,0704 |+ 0,0722 |+ 0,0179 |+ 0,0077 |+ 0, 0043
dV=20 3 |+0,0290 |+ 0,0858 {+ 0,0216 |+ 0,0099 |+ 0, 0056
- 2 - 0,1766 |+ 0,0201 {+ 0,0046 |+ 0,0025 |+ 0,0015
8F, =0 3 |-0,1766 |+ 0,0179 |+ 0,00387 |+ 0,0022 |+ 0,0012
2 |-0,1766 |+ 0,0022 |+ 0,0009 0 0
8F, =0 3 |-0,1766 |+ 0,0077 [+ 0,0012 0 0
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(m) (m)

Tafel 30: Werte 8 fir das Mittenmoment myy = m, - Beispiel 8
Cietohung | A 1 ? . 6 8

2 |+ 11,2578 [+ 0,2748 |+ 0,0518 [+ 0,0223 [+ 0,0117

b =0 3 |+ 1,0262 [+ 0,1876 |- 0,0922 ;- 0,1206 |- 0,1309

» 2 |+ 0,5805 |+ 0,3415 [+ 0,0475 |+ 0,0199 |+ 0,0103

§V=0 3 |+ 0,5199 |+ 0,4117 |+ 0,0574 |+ 0,0248 |+ 0,0131

_ 2 |+ 0,2160 |+ 0,3390 |+ 0,0344 |+ 0,0124 |+ 0,00567

5Fl =0 3 |+ 0,2160 |+ 0,3511 |+ 0,0348 |+ 0,0128 |+ 0,0057

2 |+ 0,2160 |+ 0,2372 |+ 0,0394 |+ 0,0152 |+ 0,0074

b Fl =0 3 |+ 0,2160 |+ 0,2787 |+ 0,0465 |+ 0,0195 + 0,0106

(r)

Tafel 31; Werte B fiir das Randeinspannmoment Mgy - Beispiel 8

el N IR R R T

2 |+ 0,2863 |+ 0,1416 {+ 0,0052 |~ 0,0360 (- 0,05647

bm =0 3 |+ 0,1544 {+ 0,1898 |+ 0,0834 |+ 0, 0533 |+ 0, 0395

2 - 0,0995 |+ 0,0065 |- 0,0286 |~ 0,0282 |~ 0,0250

8V=0 3 - 0,1342 |- 0,0056 {- 0,0392 |- 0,0364 |~ 0,0313

_ 2 - 0,3074 |~ 0,1017 |- 0,0916 |~ 0,0716 |~ 0,0578

§F,; =0 3 |-0,3074 [-0,1078 |~ 0, 0964 |- 0,0752 |- 0,0605

2 - 0,3074 |- 0,0765 |~ 0,0461 |- 0,0342 |- 0,0273

6 Fl =0 3 - 0,3074 |- 0,0759 |~ 0,0581 |- 0,0453 |- 0, 0366
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+5.0 1

+4.0

+2.0

0.0

~2.0

-3.0

~4.0

-5.0

(m)

Bild 7. 3; Fehler bei der Mittendurchbiegung w nach Tafel 4.

Vergleich der 5 gemischten Modelle,
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0.00 } ; | } } e T‘
1 2 3 & 5 5
0 - = - —_ = 1 2
6 6 6 (% 6
@ Losung 4, Elementaufteilung E 1, Randbedingung RB 2
@ exakte Losung ohne Querkrafiverformungen, Randbe-
dingung RB 1
Bild 7.4: Drillmomente m_  im Schnitt x, = = bei System 1

12 2 4
unter Gleichlast p.
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0075 |

0.050 |
0.025 |

0.000
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0.10

0.05

0.00

Tz 3 4 5
6 6 6 6 6

. . ; X L
Bild 7. 5: Die Momente my und m, im Schnitt Xy = g

System 3 unter Gleichlast §, Elementaufteilung E 1,
n =6, Lésung 4,
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Bild 7.6 Hauptmoment m, lings der Diagonalen X, = X,
System 3 unter Gleichlast f§, Elementaufteilung E 1,

n =6, Losung 4.
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W-Wey
"1
+50 ] Wex 00
+4.0
+3.0
+2.0
+1.0
0.0
10 A Ansatz 3 mit 801 = 0
1 B Ansatz 3 mit 5V = 0
C Ansatz 3 mit § ﬁ‘—l: 0
—-20 D ... Ansatz 3 mit 6F1= 0
HCT ... Element nach Clough [35] HCT
—-3.0 1
-4.0 4
=501
Bild 7. 7: Fehler bei der Mittenverschiebung W(m) des Systems 1

unter Gleichlast, Vergleich der Methoden fiir Ansatz 3
mit dem HCT-Element (nach Tafel 20),
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Bild 7. 8:

S "

Héufig vorkommender Verlauf des Fehlers 8§ in

Abhéngigkeit von n.
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8. Vergleich zwischen den verschiedenen Elementmethoden

Nach Abschluf$ der verschiedenartigen Untersuchungen erhebt sich die
Frage, welchem der von Variationsfunktionalen ableitbaren Verfahren
innerhalb der Elementmethode der Vorzug zu geben ist, Wihrend lange
Zeltdie Verschiebungsmethodeniiberwogen hatten, gewannen in letater
Zeit die gemischten Methoden und die Spannungsmethoden an Bedeutung
und wurden in einigen Literaturstellen auch als den Verschiebungsme-

thoden {iberlegen betrachtet,

Indiesem Kapitel werden nun die einzelnen Verfahren durch Beschrei-
bung ihrer Vor- und Nachteile miteinander verglichen, Dabei wird die
Betrachtung auf die Berechnung von Platten nach der Kirchhoffschen

Theorie beschrinkt.

8.1 Die Verschiebungsmethode bei vollvertriglichen Ansitzen

Beidieser Methode werden die geometrischen Rand~ und Ubergangsbe-
dingungenin jeder Niherungsstufe exakt erfiillt, Die Schnittgréfen und
die tatséchlich aufnehmbaren Lasten kénnen durch Ableitung der er-
rechneten Verschiebungsfunktion gewonnen werden. Dadurch ist es

moglich, die Glite des Ergebnisses durch einen Vergleich zwischen
vorgegebenen und aufnehmbaren Lasten abzuschitzen, Das Verfahren
garantiert, dafl beide Lastarten beziiglich ihrer Arbeiteh an den be-
nutzten Einheits-Verschiebungszustéinden gleichwertig sind. Je grofer
die Zahl dieser virtuellen Zustinde ist, desto besser ist auch die An-
néherung. Der wichtigste Vorteil der Methode besteht somit in der
einfachen Nachpriifbarkeit ihrer Ergebnisse. Fehler kénnen nur im
statischen Bereich der Differentialgleichungenund der Randbedingungen
auftretenund dort sehr leicht abgeschéitzt werden. Betrachtet man die
Verschiebungsfunktion, so kénnen Fehler erst in der zweiten und drit-

ten Ableitung festgestellt werden,

Ein schwieriges Problem stellt die Wahl der Ansétze dar. Sie sollen
die vorhandenen kinematischen Bedingungen erfiilllen, dariiber hinaus

jedoch keine weiteren geometrischen Zwiinge schaffen, Die bei #dlteren
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Modellen versuchte willkiirliche Nullsetzung von w ist selbstver-

stdndlich unzuldssig. L. a, wird es erforderlich, ht)}qzere Ableitungen
des Verschiebungsansatzes als Parameter heranzuziehen, Die damit
verbundene Kontinuitdt der Momente an den Knoten ist zwar meist er-
winscht, macht jedoch eine Zulassung von Momentenlasten an den
Elementkanten und an den Knoten unmdoglich, Das einfachste vollver-
tréigliche Dreieckelement ohne innere Unterteilung weist mit 6 Para-

metern je Knoten schon relativ viele Unbekannte auf,

Als weliterer Nachteil der Methode wird i.a, angesehen, dafi die Schnitt-
groBendurch Ableitung der Verschiebungen gewonnen werden und des -
halb noch ungenauer werdenmiissen als diese. Dem kann jedoch entge-
gengehalten werden, daB bei allen Methoden die Schnittgréfen auch von
den Verschiebungenabhingen, da Plattenstatisch unbestimmte Systeme
darstelien. Der einzige Unterschied besteht darin, daf bei einigen Me-
thoden die Ableitungsbeziehungen in geniherter Form auftreten und

deshalb als solche nicht sofort zu erkennen sind.

Die Tatsache, daB die durch Ableitungen gewonnenen Schnitigrofien die
Rand- und Ubergangsbedingungen nicht exakt erfiillen, hingtmit der Art
der tatséchlich aufnehmbaren Lasten zusammen (Linienkrifte, Linien-
momente usw. ). Einfache Mittelungen bringen schon befriedigende

Ergebnisse. Besser ist jedoch eine Glattung nach dem in Abschnitt 6.2
beschriebenen Verfahren, das die Vorteile der gemischten Methoden

aufweist.

8.2 Die Verschiepungsmethode bei nicht vollvertriaglichen

Ansitzen

Die bei dieser Methode verwendeten Ansitze sind relativ einfach., Die
Brauchbarkeit des Verfahrens muf jedoch fur jeden einzelnen Ansatz
an bekannten Beispielen nachgewiesen werden. Obwohl dabei teilweise
hervorragende BErgebnisse erzielt werden, beruht die Anwendung auf
andere Beispiele allein auf der Annahme, daB sich diese Erfahrungen

auch auf sie Ubertragen lassen, Eine Nachpriifung der Ergebnisse ist
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nur schwer méglich, da der EinfluB der verbleibenden Diskontinuititen
nicht abgeschitzt werden kann, Allgemeine Konvergenzbeweise existie-

ren noch nicht. Siehe hierzuJohnson/Mc Lay [ 14] und Strang /Fix [45].

8.3 Die Spannungsmethode (Gleichgewichtsmethode)

Bei dieser Methode werden die statischen Rand- und Ubergangsbedin-
gungen in jeder Niherungsstufe exakt erfiillt. Fehler treten allein im
Bereich der geometrischen Bedingungen auf. Die Methode ist also dual
zur Verschiebungsmethode mit vertriglichen Ansétzen. Der wesentliche
Unterschied besteht jedoch darin, daB die Auswirkungen kinematischer
Fehler schwerer abzuschétzen sind als die statischen Fehler, Zwar ist
die Konvergenz des Verfahrensi, a. theoretisch gesichert, die Giite der
jeweiligen Néherungsergebnisse ist jedoch kaum nachpriifbar, Diese
sind zu vergleichen mit Verschiebungsfunktionen, die in der nullten und
ersten Ableitung Fehler aufweisen, in den hoheren Ableitungen jedoch
denvorgegebenen Bedingungen geniigen. Fehler in den niedrigen Ablei-

tungen sind aber gravierender als solche in hsheren.

Die Wahl der Spannungsansétze gestaltet sich sehr schwierig, zumal
die vorgegebenen Lasten jeweils neu berticksichtigt werden miissen,
L a. ist die Angabe expliziter Ansédtze nicht méglich. Das macht die
Einfihrung von Lagrange-Parametern erforderlich, die jedoch keine
Ansatzfunktionen benstigen, Ihre Zahlist so grofl wie die Zahl der noch
zu erfiillenden Gleichgewichtsbedingungen, Ubersteigt diese die Zahl
der Spannungsparameter, dann ist der Ansatz unbrauchbar, da er kein
exaktes Gleichgewicht erzielen kann, Ein dennoch aufgestelltes Glei-
chungssystem wird singulir. Alle diese Schwierigkeiten und Nachteile

haben eine weitere Verbreitung des Verfahrens verhindert,

8.4 Gemischte Methoden

Bei den gemischten Methoden werden weder die geometrischen noch die

statischen Bedingungen von vornherein exakt erfillt. Dies ermoglicht
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eine relativ groBe Freiheit bei der Wahl der voneinander unabhéngigen
Verschiebungs - und Momentenansétze. Die Konstruktion von Verschie-
bungsansdlzen ist gegeniiber der Verschiebungsmethode wesentlich
vereinfacht., Bei den Momentenansédtzen kann i.a. ein Teil der statli-
schen Rand- und Ubergangsbedingungen sehr leicht von vornherein
erfiillt werden. Indieser Arbeit wurde jedoch gezeigt, daR bel der Wahl
aller Ansétze praktisch Bedingungen eingehalten werden miissen, die
liber die Zwangsbedingungen der benutzten Variationsfunktionale hinaus-
gehen, Hinige Vorteile der Methode gehen deshalb wieder verloren. So
benutzt das Herrmannsche Modell aus Griinden der Konvergenz anstelle
der tiberall kontinuierlichen linearen Momentenansitze einen konstanten
Ansatz, beil dem sich nicht einmal eindeutig definierte Knotenmomente
ergeben. Erstbeider speziell entwickelten modifizierten Methode kén-

nen die linearen Ansétze verwendet werden,

Als besonderer Vorteil der gemischten Methoden wird i,a. angesehen,
dafl die Momente direkt und nicht {iber Ableitungen der Verschiebungen
berechnet werden. Dem muB, wie schon erwdhnt, entgegengehalten
werden, daf auch die gemischten Methoden Ableitungsbeziehungen ent-
halten, und zwar in genédherter Form, Es liegt deshalb nahe, anzuneh-
men, daf es nicht moglich ist, als Ergebnisse nebeneinander relativ
schlechte Verschiebungenund relativ gute Momente zu erhalten, Dabei
sind, wie im Abschnitt 7, 2 erwihnt, nicht einfach die Knotenordinaten,
sondern der Gesamtverlauf der gesuchten Funktionen zu beurteilen, Es
kann tatséichlich sein, daB bei einfachen Verschiebungsansétzen die
Knotenordinaten der Verschiebungen relativ schlecht ausfallen (siehe

Herrmannsches Modell),

Ein grofer Nachteilder gemischten Methoden ist die Tatsache, daf die
Zahl der unbekannten Parameter je Knoten oder Element bei hdheren
Ansitzen sehr rasch anwéchst. Ein weiterer Nachteil ist das noch nicht
vollig geklirte Konvergenzproblem und die schwierige Nachpriifbarkeit

der Ergebnisse.
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8.5 Wertung der Methoden

Die Wahlder Methode hingt u.a. davon ab, ob die Einzelelemente re-
lativ viel oder relativ wenig Unbekannte aufweisen sollen. Die ersteren
sindi, a. Im Verhiltnis zum Aufwand genauer, jedoch bei komplizierten
Berandungenund Belastungen der Platte und beim Auftreten von Span-

nungsspitzen weniger flexibel als die letzteren.

Im Bereich einfacher Elemente mit wenigen Unbekannten je Knoten sind
die nicht vollvertréglichen Verschiebungsmodelle und die gemischten
Modelle anzuwenden, da es hier auler dem Cloughschen Element keine
vollvertréglichen Verschiebungsmodelle gibt., Es ist nicht leicht zu
entscheiden, welcher von beiden Gruppen der Vorzug zu geben ist, Die
Verschiebungsmodelle liefern, wie in den Beispielen gezeigt, sehr
gute Ergebnisse bei Benutzung des Funktionals Fl’ doch ist die Kon-
vergenz dieser Ergebnisse im allgemeinen Fall nicht bewiesen. Fiir
die gemischten Methoden erhilt man ebenfalls gute Ergebnisse, doch

bestehen auch hier noch Schwierigkeiten beim Konvergenzbeweis,

Im Bereich der Elemente mit mehr Unbekannien je Knoten sind i.a.
die vollvertriglichen Verschiebungsmodelle zu bevorzugen, da sie gute
und leicht nachpriifbare Ergebnisse liefern, an deren Konvergenz i. a,

kein Zweifel besteht.

Die Betrachtungen gelten bei Annahme der Kirchhoffschen Plattentheo-
rie. Zur Beurteilung von Methoden, welche die Querkraftverformungen
beriicksichtigen, sind die Entwicklung und Erprobung weiterer Modelle

erforderlich.
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9. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird am Beispiel der Platte die Anwendung verallge-

meinerter Variationsfunktionale in der Elementmethode behandelt,

Zuerst werden einige fiir die Praxis wichtige Funktionale hergeleitet
unter Beriicksichtigung der Querkraftverformungenund einer méglichen
Unterteilung der Platte in verschiedene Bereiche. An den Réndern die~
ser Bereiche muB nur noch die Stetigkeit der Verschiebungen in den

Knotenpunkten erfiillt sein,

Hinweise auf die Anwendung der Funktionale in der Elementmethode
folgen. Sie betreffen Organisationsfragen und Angaben iiber das notwen-
dige zahlenmé&Bige Verhélinis der Ansatzparameter bei den sogenannten

"gemischten Methoden",

Danach werden konkrete Ansétze fiir verschiedene Funktionale gemacht
und an einfachen Beispielen erprobt, Dabei zeigt sich, daB nicht alle
vom Funktional her zuldssigen Ansétze brauchbare, d.h, gleichmifig
konvergierende Ergebnisse liefern. Ein gemischtes Modell mit unbefrie-
digenden Ergebnissen wird ndher untersucht und durch Modifizierung

des Verschiebungsansatzes entscheidend verbessert.

Nicht vollvertrdgliche Verschiebungsansitze werden zusammen mit
dem zugehdrigen Funktional getestet. Da dieses neben Elementmatrizen
auch die Bildung von Kantenmatrizen erfordert, werden N&herungsfunk-
tionale angegeben, deren Darstellung allein durch Elementmatrizen
méglich ist. Die durchgefithrten Vergleiche schliefien sie und auch das

Potential I ein,

Zur nachtréiglichen Berechnung von Momenten aus Verschiebungsfunk-
tionen wird mit Hilfe des kinematischen Teils einer Variationsgleichung
eine einfache Methode entwickelt, die es ermé&glicht, auf die {iblichen
Ableitungenund die anschliefende Mittelung der Ergebnisse an den Kno-

ten zu verzichten,
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In einem besonderen Kapitel gind die Zahlenergebnisse der einzelnen
Beispielrechnungen zusammengestellt,

Den SchluB der Arbeit bilden Vergleiche zwischen den verschiedenen,

von Variationsfunktionalen ableitbarenSpielarten der Elementmethode.
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Anhang: Dreieckskoordinaten

Beider Berechnungdreieckiger Elemente empfiehlt sich die Benutzung
von Dreieckskoordinaten, Sie ermoglichen die gleichmiBige Behand-
lung aller Dreieckseiten. Bei nicht drehinvarianten Ansitzen entfillt
damit die Abhéngigkeit von einem willkiirlich gewihlten Koordinaten-
system. Ein weiterer wichtiger Vorteil besteht darin, daB es in den
meisten Fdllen sehr leicht moglich ist, Ans#tze ohne numerische In-
versioneninden gewiinschten Parametern auszudriicken. - Dreiecks-
koordinaten sind u.a. in [42] und [43] beschrieben. Im folgenden

werden nur einige wichtige Formeln angegeben,

Bild A.1; Definition der Dreieckskoordinaten )\i

In Bild A.1 sind die Dreieckskoordinaten )\i des Punktes P definiert.
Einvolistindiges Polynom m-ten Grades hatin derartigen Koordinaten

die Form:

r

3 mit p+g+r = m

- p,4
fm_chqr )\1 Xz)\

Dieses Polynom hat s = é—(m + 1) (m + 2) Glieder. Die Glieder mit X;n

koénnen darin nach folgender Formel durch Glieder ersten Grades er-

setzt werden;
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m-1
)\i ()\1+)\2+)\3)
——

1

= )\i g )\in = )\i - gemischte Glieder vom Grad m

BeiVerschiebungsansitzen erméglicht diese Umformung die Aufteilung
in eine Starrkérperverschiebung und einen Verformungsanteil,
Ableitungen:

Sind i, j, k Eckpunkinummern des Dreiecks in aufsteigender Reihen-

folge, so gelien mit der Abkiirzung

12 -2
T
k 12
k
folgende Ableitungsformeln fiir eine Funktion f (Xl, )‘2’ XB):
df 1 3 f of
e ey
Btk 'Lk axi axj
a1 Y 31 a1 af
EE R S Y WS CA RS ol LTINS o
k k ] i

Damit kénnen auch héhere Ableitungen hergeleitet werden.

Bei der Benutzung der Dreleckskoordinaten fiir diese Arbeit erwies
sich die Einfihrung folgender weiterer Abkiirzungen als sehr vorteil-

haft:
r? o= LR 4 4R - R
i j k i
Fur sie gelten die Zusammenhinge:
2 - 2 = 2 1 -
Ty A ) %j ( uj)

U. a. 148t sich damit der Laplace-Operator A sehr leicht in Dreiecks -

koordinaten ausdriicken:

3? 32 1 3 32 32
A= Top 4 = z L, [1® =5 ~1r® —— ]
axl ax2 4 FR i=1 i axi i axiﬂ atz
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Integrationen:

Sehr einfach ist bei Dreieckskoordinaten auch die Integration einer

Funktion iiber die Flidche des Dreiecks. Es gilt:

p.q.r B plq!r!
Jg MoAg rg dF = 2R
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