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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird der Einflu der Verformungsabhingigkeit der
Belastung auf Versagenslastenvon Tragwerken untersucht. Dabei wer-
den nur Belastungen betrachtet, die in Richtung der Normalen der be-
lagteten Fliche der Tragwerke wirken. Als Rechenverfahren wird die
Methode der finiten Elemente eingesetzt. Es werden dabei vorwiegend
statische Untersuchungen bei unbegrenzt elastischem Materialverhal-

ten unter EinschluB geometrischer Nichtlinearitdten vorgenommen,

Es wird gezeigt, daBl, abhingig von Belastungsart und Randbedingungen,
konservative bzw. nichtkonservative Probleme entstehen, die durch
symmetrische bzw. unsymmetrische Gesamtsteifigkeitsmatrizen ge-
kennzeichnet sind. Beinichtkonservativen Problemen wird die Verwen-
dung genidherter, symmetrisierter Steifigkeitsmatrizen bei linearen

Stabilitdtsuntersuchungen und nichtlinearen Berechnungen diskutiert.

Die Auswirkungen unterschiedlicher Lastdefinitionen werden zuerst an
einfachen Beispielen dargestellt. Fir die auBendruckbelastete Kreis-
zylinderschale mit verschiedenen Randbedingungen und unterschiedli-
chen Belastungen werden ausfithrliche lineare und nichtlineare Stabili-

tdtsuntersuchungen durchgefihrt.
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Summary

In this study the influence of displacement dependent loading on the
stability and collapse loads of structures is investigated. Only pressure
loads perpendicular to the surface of the deforming structures are
analysed using the finite element method. The investigation is re-
stricted to static problems with unbounded elastic material properties

including geometrical nonlinearities.

Depending on the kind of load definition and boundary condition con-
servative or nonconservative problems arise resulting in symmetric
or nonsymmetric structural stiffness matrices. In addition, for non-
conservative problems the influence of approximate symmetrical stiff-

ness matrices on linear and nonlinear stability loads is discussed.

Using simple examples the influence of different load definitions is
shown. For the pressure loaded cylindrical shell with different kinds
of loading and boundary conditions extensive linear and nonlinear sta-

bility analyses were performed.
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Bezeichnungen, Abkuerzungen, Symhole

Indizierung

links oben m Wilirkungszustand
0,1,2 geometrisch nichtlineare
Analyse
D Differentialoperator wird auf-

vorgestellten Vektor angewendet

G Grundzustand bei Stabilitaets-
analyse
(n) im Zustand n
unten n Bezugszustand
rechts oben T transponierte Matrix
D Differentialoperator wird auf

nachfolgenden Vektor angewendet
(n) im Zustand n
unten i, j, k Komponenten des kartesischen
Foordinatensystems
(i,i,k = 1, 2, 3)
)3 Ableitung nach der j~ten Koor-
dinate
Mitte oben D Bezeichnung fuer Matrizen, die

- Differentialoperatoren enthalten
Geometrie

x kartesische Koordinate eines materiellen
Punktes im Zustand m (i = 1, 2, 3)

A, 'V Flaeche , Volumen des Koerpers im Zustand m

d(™a), d(™v) infinitesimales Flaechen~ und Voluménelement

im Zustand m

n Flaechennormalenvektor im Zustand m



Statische Groessen:

t:i Oberflaechenkraftkomponente im Zustand m,
Mq. Volumenk;aftkomponente bezogen auf n
;p[ spezifische Masse im Zustand m
mR; verallgemeinerte aeussere ¥notenkraft | im Zu-
mFi - verallgemeinerte innere Knotenkraft gtand m
:TU Cauchy Spannungstensor im Zustand n
TSU Piola~Kirchhoff Spannungstensor 2.Art im Zu-
stand m, bezogen auf den Zustand n

nsij Inkrement des Piola=Kirchhoff Spannungstensors
2.Art

" Drucklastkomponente im Zustand n

Kinematische Groessen:

i

:th %%% Deformationsgradient

mu; S Verschiebungsvektor vom Ausgangszustand zunm
Zustand m

u, Verschiebungsinkrement

Au? Verschiebungszuwachs des Inkrements ui im
Iterationszyklus m

Gui virtuelle Verschiebung

Egu Green~Lagrange Verzerrungstensor im Zustand m,
bezogen auf den Zustand O

mEH Green—Lagfange Verzerrungstensor im Zustand m

Konstitutive Groessen:

nCUrs konstitutiver Tensor im Zustand m, bezogen

auf n

aCijes inkrementeller konstitutiver Tensor
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Arbeitsausdruecke:

"sw.. 6w
{if a

virtuelle innere und aeussere Arbeit im Zu-

stand m

Sonstige Groessen

qj,e

pM

ijk

Permutationssymbol

Interpolationsfunktionen
Proportionalitaetsfaktor in der Lage n
Zuwachs des Proportionalitaetsfaktors in der
Lage (n)

Eigenkreisfrequenz

Current-stiffness Parameter

Beulfaktor fuer Kreisringe

. 3
Stabilitaetslast Per = K*EJ/R
r

Zylinderschaleén (isotrope Schalen)

siehe hierzu Kapitel 7,

Matrizen und Spaltenvektoren

m
u,u

Vektor der Kmotenpunktverschiebungen

Vektor der Knotenpunktbeschleunigungen
Eigenvektor (statische bzw. kinetische Stabi=
litaetsuntersuchungen im Zustand m)
Verbindungsoperatormatrizen zwischen Verschie=-
bungsableitungen und Fnotenpunktverschiebungen
im Zustand 1 bezogen auf den Zustand 0

Vektor der Verschiebungsableitungen

Vektor der Verzerrungen ZEU 'fﬂ , bezogen
auf den Zustand 0

linearer Anteil von €

Vektor der Komponenten der Piola~¥irchhoff
Spannungen 2.Art ";SU,OSij

Matrix der Piola-Kirchhoff Spannungen 2.Art:Sij
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C ,C Matrix der Werkstoffkennwerte
(bezogen auf den Zustand 0)

K inkrementelle Gesamtsteifigkeitsmatrix im Zu-
stand m (bezogen auf den Zustand 0) -

inkrementelle elastische Steifigﬁeitsmatrix

o 3o 3
L

X X

meometrische Steifigkeitsmatrix,auch Anfangs-—

w

spannungsmatrix

Matrix der Anfangsverschiebungen

o 30 3
c

Laststeifigkeitsmatrix

-

symmetrisierte Laststeifigkeitsmatrizen

Operatormatrizen

_,
[’y

Massenmatrix
Vektor der verallgemeinerten inneren Knoten=

kraefte im Zustand m (bez. auf den Zustand 0)

x o 3

Py M X OXRTX X
~
o

Vektor der aeusseren Knotenkraefte in der

Lage k , bezogen auf den Zustand 0

=

P

normierter Lastvektor in der Lage k

Matrix der Interpolationsfunktionen

©

Weitere Bezeichnungen, Abkuerzungen und Symhole werden im

Text erlaeutert.
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1. Einleitung und Ziel der Arbeit

Mit der Entwicklung der Grossrechenanlagen ;ind die Moeg-
lichkeiten im’ Ingenieurwesen gewachseﬁ, das Trag- und
Verformungsverhalten allgemeiner Strukturen auch unter
grossen Verformungen. bis hin 2zu den Versagenszustaenden
rechnerisch zu verfolgen. Die dabei entwickelten numeri-
schen Verfahren und Rechénmodelle erlauben die Rerueck=-
sichtigung geometrischer und stofflicher Nichtlinearitae~
ten der Struktur.,

Die genauere Erfassung der Seite der Struktur erfor=
dert naturgemaess auch eine genauere Erfassung der Last-
seite., Das uebliche Vorgehen'besteht darin, dass statische
Lasten in Richtung und Groesse und dynamische Lasten in
Richtungs- und Groessenaenderung als verformungsunab-
haengig bhetrachtet werden. Lasten, die durch den Kontakt
der Struktur mit Medien anderer Aggregatzustaende wie Gas
oder Fluessigkeiten entstehen, sind bei flexibler Struktur
tur aber in Groesse und Richtung von der aktuellen Form
der Kontaktflaeche (=0Oberflaeche) der Struktur abhaengig.
Dies fuehrt zur Bezeichnung verformungsabhaengige Lasten.
Sie besitzen meist Komponenten tangential und normal zur
verformten Oberflaeche. Tangentiale Lasten entstehen durch
die Reibung des vorbeistroemenden Mediums an der Struktur,
waehrend normale Lasten den Druck oder Sog des umgebenden
Mediums wiedergeben. Treten derartige Lasten auf, s0 nuss
das Rechenmodell um die dabei entstehenden -haeufig nicht-
linearen~ Terme bezueglich der Last erweitert werden.,

Tangentiale Lasten sind ein Kennzeichen stroemungs-—
mechaniscHer und aerodynamischer Probleme. Auf ihre Be =
trachtung soll im Rahmen dieser Arbeit weitgehend verzich-
tet werden.

Die praktischen Prohleme mit verformungsabhaengigen
Lasten in Normalenrichtung 1lassen sich 1in zwei Gruppen
unterteilen, die durch ihre Versagensart gekennzeichnet
sind.
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1. Strukturen, die infolge grosser Verformungen unbrauch-
bar werden. (Spannungsprobleme, evtl. nichtlineares
Materialverhalten)

2. Strukturen, die ein ploetzliches Versagen aufweisen.

(Stabilitaetsprobleme)

Als Beispiel fuer den ersten Problemkreis laesst sich das
unrunde zylindrische Rohr wunter konstantem Innen= oder
Aussendruck nennen, das mit steigender Druckhoehe die ur-~

spruengliche Form verliert und eine ovale Querschnittsform

Belastung Membran Stitzung

LIS

Wasser
_mit oder Gasdruck
Uberdruck
“ Schlauchdamm
I T T I
Membran f f f f f ? Belastung : Eigengewicht,

Schnee,Wind

Stutzung : Gasdruck

Z
aufblasbare Tennishalle

Bild 1.1 Probleme mit grossen Verformungen
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annimmt. Zu dieser Gruppe géhoeren auch die aufgeblasenen
Membrankonstruktiornen, bei denen die verformungsahbhaengige
Druckbelastung eine starre Stuetzkonstruktion ersetzt.
Neueste FEntwicklungen, wie Wasserabsperrungen aus eben-
falls mit Wasser gefuellten Schlaeuchen (Membranen), weisen
sogar sowohl als Last wie als Stuetzkonstruktion verfor-
mungsahhaengige Kraefte auf (Bild 1.1).

Fuer einfache, meist symmetrische Strukturen liegen
analytische Loesungen vor [59] [143]. Numerische Loesungen
(meistens nach der Methode der finiten Elemente) wurden
zuerst fuer ebene achsensymmetrische Strukturen ermittelt
[114],(31] wund dann auf beliebig gestaltete Membrankoﬁ—
struktionen unter ungleichmaessiger Druckverteilung [105],
[57] und auf Schalen {13],{70] ausgeweitet. Dabei findet
die Nichtlinearitaet bezueglich der Belastung meist nur im
Lastvektor Beruécksichtigung. Nur wenige Loesungen [4]
enthalten im Falle grosser Verformungen die Veraenderung
der tangentiellen Elementsteifigkeitsmatrizen infolge der
Verformungsabhaengigkeit der Last. Meistens handelt es
sich dabei um Balkenelemente oder ebene Elemente. Alle
Loesungen beruecksichtigen nur die Normalentreue der Bela-
stung (Follower force effect) und nicht die z.B. bei Was-—

serbelastung vorhandene Magnitudenaenderung,

Das bekannteste Stabilitaetsproblem unter verformungs-
abhaengiger Last ist der perfekt runde Kreisring unter
konstantem‘Aussendruck. Praktisch interessierende Stabi-
litaetsprobleme, bei denen verformungsabhaengige Lasten
vorliegen, sind Kugel-, Kegel- und hauptsaechlich ¥reis=-
zylinderschalen bei Unterwasserkonstruktionen oder auch
zylindrische Silo- und Tankbauwerke sowie Kuehltuerme un-
ter Windbelastung (Bild 1.2). Die im Schrifttunm vorliegen=—
den Loesungen beschraenken sich fast ausschliesslich auf
die Loesung linearer Beulprobleme ueber Figenwertanalysen.
Eine umfassende Eroerterung des Schrifttums erfolgt im Ab=-
schnitt 3.3.2. Da einige der angefuehrten Konstruktionen

z.B. unter Windbelastung ein ausgepraegtes nichtlineares
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Vorbeulverhalten aufweisen, fuehrt weine lineare Stabili-
taetsanalyse 2zu einer starken Ueberschaetzung der tat=-
saechlichen kritischen Lasten. Nichtlineare Stabilitaets-
untersuchungen mit numerischen Rechenmethoden (finite Ele-
mente oder finite Differenzen) stellen neben Experimenten
eine gute Hilfe zur Bestimmung wirklichkeitsnaher kriti-
scher Lasten insbesondere bel komplexer Tragwerksgeometrie

und Belastung dar.

1iikq

7

ZAN

Pild 1.2 Stabilitaetsprobleme (¥reiszylinder unter
Wasser- und Winddruck)

Hauptziel dieser Arbeit ist eine Beurteilung des Ein-
flusses verformungsabhaengiger Belastungen in Normalen-—
richtung auf kritische Lasten. Als Rechenverfahren wird
die Methode der finiten Elemente eingesetzt. Es werden
dazu vorwiegend statische Untersuchungen bei unbegrenzt

elastischem Materialverhalten vorgenommen. Insbesondere
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werden die teilweise entstehenden nichtkonservativen Pro-
bleme und die Moeglichkeit statischer Stabilitaetsunter=
suchungen diskutiert. Hierzu werden zuerst die Grundlagen
der nichtlinearen Berechnung im Hinblick auf die Verwen-
dung der Methode der finiten Elemente vorgestellt (Ab-
schnitt 2). Es folgt die Darstellung verschiedener verfor-
mungsahbhaengiger Belastungen, ihre Verwirklichung in den
nichtlinearen Gleichungen sowie die Umsetzung 1in die
finite Element-Methode (Abschnitt 3). Der anschliessende
Abschnitt 4 enthaelt die oben angefuehrte Diskussion der
Stabilitaetsuntersuchungen. Die fuer nichtlineare Berech-
nungen gebraeuchliche Rechentechnik wird danach unter dem
Blickpunkt der automatischen Steuerung eroertert (Ab-
schnitt 5). Die Anwendung der entwickelten Loesungen auf
klassische Beispiele ist in Abschnitt 6 dargestellt, wobei
insbesondere die Auswirkungen unterschiedlicher Lastformu-
lierungen gezeigt werden. Den Abschluss der Arbeit bilden
Stabilitaetsuntersuchungen an aussendruckbelasteten Freis-
zylindern {Abschnitt 7)., Ein wesentliches Ziel ist die Ab-
schaetzung des Einflusses der Nichtlinearitaet der Last'

auf die kritische Windbelastung von Kreiszylinderschalen.

Die Durchfuehrung der numerischen Rechnung erfolgte
mit dem Programmsystem NISA {20], das sich zur Berechnung
von Strukturen mit geometrisch Qnd physikalisch nichtli-
nearem Verhalten eignet. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
wurde das Programn bezueglich der Verformungsabhaengigkeit
der Belastung und der numerischen Rechentechnik erweitert.
Neben der hier beruecksichtigten Erfassung geometrischer
Nichtlinearitaeten ist auch die Kombination mit physikali-

schen Nichtlinearitaeten moeglich.
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2. Die nichtlinearen statischen Gleichungen. des Konti=-

nuums

2.1, Allgemeine Vorbemerkungen

Um das nichtlineare Verschiebungsverhalten eines elasti-
schen Kontinuums unter einer aeusseren Last zu bestimmen,
muss das Gleichgewicht zu verschiedenen Zeitpunkten tg sty
eoeeyty aufgestellt werden. Ausgehend von einem bekannten
Gleichgewichtszustand zur Zeit t; , wird eine Inkrementie~
rung des Last= und Verschiebungszustandes vorgenommen, um
den Gleichgewichtszustand zum Zéitpunkt t, zu erreichen.
Die Gleichgewichtsbeziehungen des gesuchten Zustandes 2

werden im Hinblick auf die spaeter verwendete Methode der
finiten Elemente (Verschiebungsverfahren) ueber das Prin-
zip der virtuellen Verschiebungen formuliert, Die ent=-
stehenden nichtlinearen Gleichungen werden bezueglich der
inkrementellen verallgemeinerten Verschiebungen lineari-
siert,und der Fehler wird iterativ beseitigt. Zur Herlei-
tung sel auf die Arbeiten von Bathe / Ramm / Wilson [10],
Ramm [114] und Brendel [21}, Hibbit / Marcal / Rice [63]

sowie fuer weitergehende Grundlagen der Kontinuumsmecha-
nik auf das Buch von Malvern [95] verwiesen. Auf unfang-

reichere Herleitungen wird deshalbd verzichtet .

2,2, Bezeichnungen fuer den inkrementellen Vorgang

Zur Beschreibung der Bewegungen eines FKoerpers werden
raumfeste kartesische Koordinaten verwendet. Bei der For-
mulierung von Oberflaechenbelastungen wird allerdings auf
eine Parameterdarstellung uebergegangen, die einer Formu-

lierung in krummlinigen Koordinaten entspricht, Der in-


ibbaf
Textfeld


- 18 -

krementelle Bewegungsvorgang (Bild 2.1) wird durch drei
Zustaende definiert. Dies sind: Ausgangszustand O, Zu~
stand 1 vor dem Inkrement wund Zustand 2 mnach dem Inkre~
ment.,

Die Zustaende vor dem Inkrement werder als bekannt
vorausgesetzt. Neben den drei Zustaenden nuss Aoch ein
Bezugszustand eingefuehrt werden. Durch diese Bezugskon=-
figuration sind die Vektoren und Tensoren der Wirkungszu=-
staende festgelegt.

Als Bezugszustaende werden alternativ die bekannten
Zustaende 0 und 1 gewaehlty; dies entspricht einer "La-
grange Darstellung". Um zwischen beiden zu unterscheiden,
wird bei Bezug auf die Ausgangskonfiguration von der "To-
talen Lagrange=Darstellung" und bei Bezug auf den Zustand
vor den qurement von der "mitgehenden (updated) Lagrange-
Darstellung" gesprochen.

Zur Kennzeichnung werden links oben und links unten
stehende Indizes eingefuehrt, wobei der obere Index den
Wirkungszustand und der untere Index den Bezugszustand
kennzeichnet,

Inkrementelle Groessen werden nur durch den Bezugszu~-
stand bezeichnet., ‘
Beispiel:

m: Wirkungszustand

n: Bezugszustand

.

Es sei mnoch darauf hingewiesen, dass im weiteren die
Summationskonvention gelten soll,

Da die wesentlichen Unterschiede der beiden Formulie-
ruﬁgen in den Arbeiten von Ramm [114] , Brendel [21] wund
Saettele [136]) umfassend erlaeutert wurden, und insbeson-
dere bei den hier vorgenommenen Untersuchungen ohne
grundsaetzliche Bedeutung sind, wird hier nur auf die to-

tale Lagrange-Darstellung eingegangen.,
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Ausgangskonfiguration vor dem Inkrement

i

N

2.1 Der inkrementelle Vorgang

rmationen

die Koordinaten im Zustand m gilt:

nach dem Inkrement

t=t1+ At Q‘CZ

2= O o My m=0,1,2

den Verschiebungen des Zustandes t2

dem Deformationsgradienten

3 Mx;
aOXj

t1+ At

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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Verzerrungen
Fuer die totale Lagrange~Darstellung wird der Green~La-
grange-Verzerrungstensor verwendet, der aus den Verschie~

bungsableitungen entwickelt wird :
m . 1 m m m
0%ij = 5 [0Y * Buu + Fuii - Juy) (2.5)

Die inkrementellen Verzerrungen 0€j; ergeben sich als

Differenz der Verzerrungen in den Wirkungszustaenden 1
und 2.

2 1

ofij  * ofij ~ o€y (2.6)

ij

Die in den Verschiebungsinkrementen linearen Terme werden

Zu ge und die quadratischen Terme zu Oﬂu zugsammenge-
fasst,

ofij = 0% * oMy (2.7)
Mit:

geij = ;* [ ::“i.; * :“La U :)”u,j] (2.8)
o = 12- [oui.j * oY * ::“u,s © ooy * ;"u,j - o“u,i] (2.9)
oMij . oY,i * o“u,,: V ' (2.10)

Spannungen

Fuer die totale Lagrange-~Darstellung wird der symmetri-
sche (2.) Kirchhoff (-Piola) Spannungstensor verwendet,
der ueber den Cauchy - Spannungsténsor durch folgende

Transformation definiert ist :

0 :
m p 0 0
0% T Wy o mXik' mXjymTa (2.11)
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Fuer die Spannnungen im Zustand 2 gilt mit dem Spannungs=-

inkrement 08j;

2

1 “
oS = oSy * oSy (2.1

ij

Verkstoffgesetz

Die konstitutiven Gleichungen ergeben sich hei hyperelas-
tischem Werkstoff unter Annahme linearer Beziehungen zwi-

schen Spannungs- und Verzerrungsgroessen zu.
m m m
05; = oCij © ofk (2.13)

und fuer das Spannungsinkrement - auch fuer nichtelasti-
schen Werkstoff -
m
05 = oCi © ofu (2.14)
Die Gueltigkeit der Gleichung (2.13) entfaellt bei nicht-
elastischem Werkstoff., (siehe z.B. [95])

2.3. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in inkre-

menteller Form

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fuer den Zu=

stand m=2 lautet :

2
W, + 6 Wgy =0 (2.15)

! f

virtuelle innere Arbeit aeussere Arbelit

Dabei muessen die virtuellen Verschiebungen 2zulaessig
sein, d.h. den geometrischen Randbedingungen genuegen und

die kinematischen Gleichungen befriedigen.
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Mit dieser Voraussetzung gilt fuer die beiden Arbeitsan=-

teile :
2 . 2., 2 2 2
OWiy = - 5% Bpupi - d) = -f 0S5 ISTRCEN?
2y 0y (2.16)
2 2
5W(q)-‘-1"'2[ i 8u; - d(2a) +f2p.22qi.5ui,d(2v) (2.17)
A 2y
wobei sich die aeussere Arbeit aus den Anteilen der Ober-—
flaechenkraefte gt;und der Volumenkraefte ?i zusammen-

setzt. Geht man zur totalen Lagrange-Darstellung ueber
(Transformation aller Groessen auf den Ausgangszustand)

und setzt die vorab definierten inkrementellen Beziehun~-
gen fuer Spannungen und Verschiebungen ein, so erhaelt
nan das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in inkre=-
menteller Form (geometrische Nebenbhedingungen ebenfalls

erfuellt):

. . d1(0 1 2
fosij GOE“ d{ V)+f05ij‘507].‘j'd(ov) = 5w(a)'j;5ij'éoe;j'd(o\’) (2.18)
Oy Oy dy

mit den ebenfalls auf den Ausgangszustand bezogenen vir-

tuellen aeusseren Arbeiten :

Wy, = i 8y dl%) . [o% 29;-8u;-d(Ov) (2.19)
0,

% v
Zur Loesung des nichtlinearen Gleichungssystems 1in den
unbekannten Verschiebungsinkrementen u; wird ein Vorgehen
gewaehlt, wobei das Gleichungssystem zuerst linearisiert
und der Linearisierungsfehler dann iterativ Dbeseitigt

wird. Diese Linearisigrung wird durch den VUebergang

OEU DeU erreicht.,

2
J\fcijkl.oeu 550 d(ov)+5/353j 8oMij- d(Ov) = “BWy, - [ 158 ey - d(0v)
v Oy

(2.20}

Auf die Form der aeusseren Arbeiten wird spaeter mnoch

ausfuehrlich eingegangen.
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Gleichung (2.20) ist die Ausgangsbeziehung fuer ein soge=

nanntes inkrementell/ iteratives Vorgehen.

Nach Wunderlich [163] und Ramm [117] soll die linea-
risierte Form der Gleichung (2.20) noch in einer Schreib=-
weise mit Operatoren dargestellt werden. Diese Darstel-
lung erlaubt schon vor dervAlgebraisierung der Gleichun-
gen einige Aussagen wueber die Form und die einzelnen Be-

standteile der Gleichgewichtsbeziehungen.

Dazu wird ein Differentialoperator 3; bzw. ;3 einge-
fuehrt, wobei durch die Stellung des Fusszeigers (links
oder rechts) angegeben wird, ob der Operator auf Werte
der ihm vorgestellten oder nachgestellten Matrix Anwen-
dung findet. Entsprechend werden die bei dieser Schreib-
weise entstehenden Operatormatrizen mit einem linken oder

rechten Kopfzeiger D versehen.

Beispiel:

Su™- %A = [8u, Su, bu;1 [,2 0 2
09 2
2a Ba 3a

LBugg #8uy 5 1 Buy ,+ Bug gl Buyy+ Bu, 5 +Buy 4l

In Tafel 2.1 sind die fuer die Formulierung notwendigen
Groessen in der Schreibweise mit Operatormatrizen zusam-

mengefasst.,
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Definition ( Gbliche Schreibweise )

Operatorenschreibweise

Inkrementelle

T

T

Verschiebungen o= U = Lu vy gl (2.21)
Virtuelle n T T
Verschiebungen fu & 8U = [Buy Bu, Ouy] {2.22)
inkrementelie T b
Verschiebungs- | [ = [Uyy Uy, uyg upy Uy Upgugy Uy U3l | D= By, (2.23)
ableitungen
Lineare T o
inkrementelle E=ley ey e, 2e, 2e, 2e,, € B, (2.24)
Verzerrungen
Vektor der :
1.7 .1 1 1 1 1 e 17
Spannungs - 05 = [0Sn 052 oSm Si; Sy3 Syl
komponenten
Spannungsmatrix K 1 1
oSt 051z oSn
1 1 1
051 0522 oSn
1 1 1
03531 052 oS
4
0= {2.25)
inkrementelles S = L’ of $=C- {2.25)
Werkstoffgesetz 0%y~ 070 K
Tafel 2.1 Matrizenformulierung (1.Teil)




Operatormatrizen 3, 0 0
3, 0 o0
3, 0 0
0 8 o0
By B
" " o 8 o0 (2.27)
0 8 O
o o 3
0 0 9,
0 0 9,
a8 o o
0o 3 o0
g° 0 0 8
Lo 3 2 o0
3, 0 g
0 3, 3]
D b 0
B, =B,*B,
M1 1 1 .
ol & Y21 94 oYsq B4
1 1
o"‘uaz 229, V32 &
1 1
g° TR 042,393 oY33 93 2.28)
2.28
L1
Uiy 3 dui 8 g Upy 33042 0;  guy 3,%0u3, 5,
0“1,1 3"0“1.3 “21 B3+ gUza By glyy B3+gusndy
1 1
ot2 9% g3 & 0“22 83+ 0“2,3 9, o“az 35+9Us39;
Tafel 2.1 Matrizenformulierung (2.Teil)
Verden die Matrizenausdruecke .nach Tafel 2.1 in die

linearisierte Form
Gleichung (2.20) eingefuehrt,

Matrizengleichung

D D D
[ Ko uaov+f UKy ud (o) = 6wy~ 8- F-d(ov)
Y Oy Oy

des Prinzips

der virtuellen Arbeiten

so ergibt sich die folgende

(2.29)
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Dabei soll der mittig gestellte Kopfzeiger darauf hin-
weisen, dass die entsprechende Matrix Differentialopera-
tore% enthaelt. )

Ke entspricht der igkrementellén elastischen Steifig-
keitsmatrix, waehrend Kg zur geometrischen Stelfl?keltS‘
matrix bzw. zur Anfangsspannungsmatrix fuehrt., F kann als
Vektor der verallgemeinerten inneren Kraefte redeutet
werden. Die elastische Steifigkeitsmatrix Ke laesst sich
wieder in die gewoehnllche lineare elastische Stelflg—
keitsmatrix KeLund die Anfangsverschiebungsmatrix Kuzer~

legen. In Tafel 2.2 sind die Matrizen zusammengestellt,

Diese Operatormatrizen fihren qut :

Ro
Ao
[=4

, I oS 0T )
Elastische Steifigkeitsmatrix : K.= (BL). C.B, 2 K g

0
Lin. elast. Steifigkeitsmatrix : Keﬁ (BEO)T. cC. Bto (2.31)

u® (BED)T'C : 851 +(Bﬁ1)1:c ' Bﬁo +<BZ1>16' 821 {2.32)

Ko

Anfangsverschiebungsmatrix :

o 0 n To
Anfangsspannungsmatrix : ng( By ) S- BNL {2.33)
b
Innere Kratte : F - (8 ) (2.34)
Tafel 2.2 Operatormatrizen des virtuellen Arbeitsaus-
drucks

Durch die fruehe Einfuehrung einer Matrizenschreibweise
laesst sich schon die Struktur der inkremeéntellen Gleich-
gewichtsbeziehungen, die nach einer Diskretisierung er=-
scheinen, erkennen. Vergleicht man die Operatormatrizen
mit den Steifigkeitsmatrizen nach der Diskretisierung mit
finiten Elementen [114], so sind einige Eigenschaften der
Elementmatrizen wie Symmetrie und Kopplung in den Opera-
tormatrizen erkennbar., Ausserdem stellt diese Darstellung
fuer die Diskreyisierung mit finiten Elementen einen kla=-
ren Vorteil bezueglich der Herleitung der Matrizen dar.
Im weiteren folgt daher 1im Anschluss an die Herleitung
der virtuellen Arbeitsterme in der uehlichen Schreibweise

die Darstellung mit Hilfe von Operatormatrizen.

(2.30)




- 27 -

3. Verformungsabhaengige Belastungen

Um eine Einordnung der in dieser Arheit behandelten Prob=-
leme vornehmen zu koennen, wird eine Definition der Natur

der Belastungen vorangestellt.

EFs werden zwei Arten von Kraeften unterschieden:
(siehe Ziegler [168], Lanczos [72]),Bufler [26])

Kraefte, die aus einer skalaren Funktion (Arbeitsfunk-
tion) entwickelt werden koennen -monogenetische Kraefte-
und Kraefte, die nicht aus einer skalaren Funktion ent-

wickelt werden koennen =polygenetische Kraefte.

Monogenetische Kraefte, die aus einer allgemeinen von den
Verschiebungen, Geschwindigkeiten und von devr Zeit ab-
haengenden (rheonomen) Arbeitsfunktion entwickelt werden,
sowie alle polygenetischen Kraefte werden als nichtkon=
servative Kraefte ©bezeichnet. Die nichtkonservativen
Kraefte werden weiter unterschieden in zeitabhaengige
(instationaere) Kraefte sowie in zeitunabhaengige (sta-
tionaere) Kraefte. Stationaere polygenetische FKraefte,
die rein verformungsabhaengig sind, werden als zirkula=-
torische Kraefte bezeichnet, die keine Arbeit verrichten,
waehrend rein geschwindigkeitsabhaengige polygenetische
als dissipative Kraefte gekennzeichnet werden, die nega-
tive Arbeit verrichten.

Sind die Arbeitsfunktion wund die kinetische Energie
zeitunabhaengig (skleronom), so gilt der Energieerhal~
tungssatz im beschriebenen System, und alle Kraefte im

System sind konservativ. Die skleronome Arbeitsfunktion
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entspricht dann der potentiellen Energie. Monogenetische
kounservative Kraefte, die rein geschwindigkeitsabhaengig
siﬁd, werden als gyroskopische (Kreisel-) ¥raefte be-
zeichnet,

Eine anschaulichere Definition gibt Ziegler in [168])

fuer eine Einzelkraft:

Eine Kraft ist konservativ, wenn die Arbeit entlang
einer Verschiebung des Systems, auf das sie wirkt,
ausschliesslich von der Anfangs- und Endkonfiguration
des Systems abhaengt. Eine Kraft, die diese Bedingung

nicht erfuellt, wird als nichtkonservativ bezeichnet.

Diese Definition muss fuer Flaechenbelastungen entspre=-
chend erweitert werden. (siehe dazu Abschnitt 3.3.1)
Einem Schema von Ziegler [168] und Leipholz [82] folgend
sind die Belastungen in Bild 3.1 klassifiziert.

Einige Beispiele fuer die angezeigten Kraefte sind:

Instationaere Kraefte: Fraefte, die zeitlich veraen-
derlich sind
Gyroskopische Kraefte: Coriolis Kraefte
Dissipative FKraefte : Fluessigkeits= und Luftreibung
Nichtzirkulatorische
Kraefte : konstante Kraefte, Schneelast
Zirkulatorische Tangentiale oder norméle

Kraefte : Einzelkraft auf einen Stab

Die Beispiele fuer die in der vorliegenden Arbeit behan-
delten Belastungen entstammen dem doppelt umrandeten

Problemkreis,
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Bild 3.1
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Von der Vielzahl der moeglichen verformungsabhaengigen
Belastungen werden in dieser Arbeit verformungsabhaengige
Flaechenbelastungen in Normalenrichtung behandelt. Ver-
formungéabhaengige Flaechenbelastungen in tangentialer
Richtung koennen voellig analog betrachtet werden.

Die Verformungsabhaengigkeit einer Belastung kann in
drei Anteile aufgespalten werden. Der erste Anteil be-
steht 1in der Richtungsabhaengigkeit der Belastung (Bei-
spiel: Beckscher Stab [14] ), waehrend der zweite Anteil

/-

>
N Lo
"
<
=
N

Nur richtungsabhdngig Abhdangigkeit der Belastungsmagnitude

Bild 3.2 Anteile der Verformungsabhaengigkeit der Be-

lastung

in der Abhaengigkeit der Magnitude der Belastung hegruen-
det ist. Man denke dabei an einen elastischen Koerper un-
ter Wasserdruck, der mit zunehmender Verformung des Koer-
pers einer sich aendernden Druckhoehe unterliegt.

Beim zweiten Beispiel sei vorausgesetzt, dass das Volumen
AV, um das der Koerper zusammengedrueckt wird, gegen=-

ueber dem druckerzeugenden Gesamtwasservolumen klein ist.
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Der dritte Anteil hesteht in der Aenderung der Belastung
infolge der Flaechenaenderung der belasteten Flaeche.

Im Fall - einer allgemein verteilten Relastung gilt
fuer die beiden ersten Anteile - der dritte Anteil wird
bei der Integration wueber die Flaeche (Linie) bherueck-

sichtigt=:

Richtungsabhaengige Belastung

m
mq = "\ Of,mni ] (3.1)
mit
mpi Druckkomponente im Zustand m
m 0
A f - Magnitude der Belastung
m
A Proportionalitaetsfaktor der Beﬂastung im Zu-
stand m '
0 0 . .
fo= f q) Verteilung der Belastungsmagnitude,
hier nur abhaengig von der Ausgangskonfiguration
"™n Normale auf der belasteten Flaeche im Zustand m

(Tangente bei tangentialen Lasten)

Abhaengigkeit der Belastungsmagnitude von der Verformung

"o = "N f. On. (3.2)

mit

m
A Proportionalitaetsfaktor wie vor

m m
fo= £ xj) Verteilung der Belastungsmagnitude,
abhaengig von der Konfiguration im Zustand m
Oni Normale auf der belasteten Flaeche im Zustand o
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Damit lassen sich rein richtungsabhaengige Flaechenbelas=-
tungen gedanklich durch wviele FEinzellasten ersetzen,
deren Groegse an einem festen Koerper(Material)punkt im
Zustand o definiert ist, und deren Richtung sich waehrend
des Bewegungsvorganges aendert. FEine Aehderung der Last=
magnituden wird zwischen den Zustaenden nur ueber den
Proportionalitaetsfaktormk vorgenommen. Diese Belastungs-—
art wird daher im weiteren als koerperfeste Belastung be-
zeichnet,

Der zweite Fall - reine Abhaengigkelt der Belastungs=—
magnitude von der aktuellen Lage des Punktes - entspricht
der Verschiebung von starren Flaechen im Raum ohne Rota~
tion. Dabei koennen sich die Groesse der Belastung und
die Lastverteilung waehrend des Bewegungsvorgangs aen-
dern., Damit aendern sich die Relationen der Lastmagnitu-
den zwischen einzelnen Koerper(Material)punkten. Mit
Hilfe des Proportionalitaetsfaktor "\ wird eine globale
Lastveraenderung bewirkt. Dies entspricht der Belastung
durch ein stationaeres Gravitationsfeld, das fest im Raum
vorgeschrieben ist.

Da keineiﬁeschraenkung auf starre Koerper vorgenommen
werden soll, sondern flexible Strukturen berechnet werden
sollen, wird der zweite Fall wum die Richtungsabhaengig-
keit erweitert, d.h. @es wird ein raumfestes Druckfeld
eingefuehrt.

Bei Abhaengigkeit der Belastungsmagnitude und Bela~-

stungsrichtung von der Verformung gilt:

i ' (3.3)
mx.mf stellt die Belastungsmagnitude im Zustand m dar.
Aus Gruenden der Vereinfachung wird im weiteren i bzw.
Of alleine als Belastungsmagnitude bezeichnet.

In Bild 3.3 sind die moeglichen Arten verformungsab-
haengiger Belastungen, die hier behandelt werden, im
Vergleich zur ueblichen Gewichtslast, die keine Verfor-
mungsabhaengigkeit beinhaltet, an einem einfachen Modell

dargestellt.
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Da in der Relastung durch ein raumfestes Druckfeld
(3.3) der Fall des raumfesten Gravitationsfeldes G1,(3.2)
als, Sonderfall eingeschlossen ist, wird im weiteren nur
der allgemeine Fall nach Gleichung (3.3) wunter der Be-
zeichnung raumfeste Last Dbetrachtet. Ihm gegenueberge—
stellt wird stets der Fall der koerperfesten Belastung
nach Gleichung (3.1).

Eine weitere Unterscheidung =2zwischen Dbeiden Bela-
stungsarten besteht bezueglich ihrer Yonservativitaet
bzw., Nichtkonservativitaet.

Das Becksche Problem der tangentialen einzelnen Fol~
gelast ist Dbekanntlich nichtkonservativ, Da im Fall der
koerperfesten Flaechenbelastung eine Anhaeufung einzelner
Folgelasten vorliegt, 1ist dieser Lastfall auch nichtkon~
servative. Bei raumfester Belastung hingegen ist die Kon=-
servativitaet eines Problems von der Erfuellung bestimm=~
ter Randbedingungen abhaengig. Eine umfassende Diskussion

dieses Gesichtspunkteé wird in Abschnitt 3.3.1 gefuehrt.

3.2. Herleitung der Anteile der inkrementellen Gleichge-

wichtsbeziehungen fuer Flaechenbelastungen in Nor-

malenrichtung

Mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten gilt fuer die

inkrementelle Arbeit einer Last, die - uveber die Flaeche
verteilt - in Normalenrichtung wirkt?
2 I 3.8
BWyq = j P bu; - ¢ ( )
A
2

P, wird fuer Zugbelastung d.h. in Normalenrichtung posi-
tiv definiert.

Es werden sowohl der ebene Fall mit einer durch
Streckenlast belasteten Kurve als auch der raeumliche
Fall einer Flaechenbelastung getrennt dargestellt, da
sich gerade beim ebenen Fall einige Beziehungen wie z.B.

die Randterme ueberschaubarer zeigen lassen.
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Die Belastung wirke entlang einer Kurve, die sowohl als

Randkurve als auch als Mittelkurve zwischen zwei Raendern

eines Elements angesehen werden kann,

p
m
X, -
ab
&’
™y
Bild 3.4 Normalenbelastung einer ebenen Kurve

Fuer die Kurve gilt in Parameterdarstellung:

"x; = "x; {r) (2.9)
zxi = 1,(i (r) o+ u {r) ’ (3.10)

u ¢ inkrementelle Verschiebung
Dabei entspricht der Parameter r einer normierten konvek-

tiven Koordinate, Damit gilt fuer ein Kurvenelement der

Laenge db:

m o 3Mx, 2 am 2
d b= (_5?1)+(_a_r><z),dr (3.11)

Fuer die Normale in einem beliebigen Kurvenpunkt gilt:

(k=]

Bild 3.5 Normalendefinition
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ij . (3.12)

0 1=
ej = +1 i< j
-1 i>j

Die Belastungskomponenten in Normalenrichtung lauten:

A S L= 0, m (3.13)

Damit wird die inkrementelle virtuelle Arbeit im Zu-
stand 2 zu:

2 2. 1, 2 2
BWyg, = [Nt Pn - Bu;-d’b
b
) (3.14)
2 t 34x;
z -0 N[ f. —=& . Bu;-dr
i [ ar !
mit (3.10) folgts
25w -e 27\f‘f.a—1xL By dr
(a) 1y ar ! (3.15>
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Fuer raumfeste Belastung ist die Belastungsmagnitude ei-
nes Punktes eine Funktion def kartesischen Koordinaten
des Kurvenpunktes wund damit auch von den Verschiebungen
abhaengig., (1=2)

t (3.16)

2 2
f:f(x,, X2)
Mit Gl1.(3.10) laesst sich diese Funktion in Form einer

Taylor-Reihe entwickeln:

‘U, + ... Glieder héh. Ordnung (3.17)
n=12

Wird 61.(3.17) in (3.15) eingefuehrt, so stellt auch die
virtuelle aeussere Arbeit eine nichtlineare Beziehung in
den Verschiebungsinkrementen u dar, deren Ordnung von der
Funktion der Belastungsmagnitude abhaengig ist. Im Hin-
blick auf das erwaehnte inkrementell/iterative Vorgehen
wird auch der Ausdruck fuer die aeussere Arbeit lineari-

siert.

a'
W, = -eij- kff xJ - Bu;-dr @

uz f - By - dr - @

(3.18)

2 1 alx,
- ey 7\f g f VIR arj Su;-dr ®@

r 31Xn

Betrachtet man die einzelnen Terme, so stellt man fest,

dass Term () in den Belastungsvektor eingeht, der aber
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im Unterschied zur sonstigen gerichteten Belastung sowohl
bezueglich der Belastungsmagnitude als auch der Richtung
von den Koordinaten des bereits ermittelten Zustandes 1
abhaengig ist., Die Terme()tuu]() stellen einen Reitrag
zur Yoeffizientenmatrix der Verschiebungsinkremente dar,
der im Schrifttum als Laststeifigkeitsmatrix bezeichnet
wird. Der hier in Gleichung (3.18) dargestellte Arbeits—
ausdruck ist nur bezueglich der verallgemeinerten Ver-
schiebungsinkremente linearisiert. FEine Linearisierung
bezueglich aller inkrementellen Gfoessen erfordert noch
eine Linearisierung bezueglich des Lastparameters AN :XJK-
D.h, in den Laststeifigkeitstermen C) und C) ist ZX
durch A zZu ersetzen.

Der Lastparameter ist aber nur fuer die Gleichge=
wichtszustaende am Anfang ("A) und am Ende (*\) eines
Lastinkrements bekannt und wird in den Zwischenzustaenden
nicht ermittelt. Fuer diese Zwischenzustaende hat es sich
wegen schnellerer Konvergenz des iterativen Rechenpro-
zesses als sinnvoll erwiesen, als Lastparameter bereitszl
zu verwenden, da damit schon von der Laststeifigkeitsma=
trix her die Tangentensteifigkeitsmatrix des Zustandes 2
angenaehert wird. Damit verliert die Gesamtsteifigkeits-
matrix den Charakter einer Tangentensteifigkeitsmatrix
und wird zu einer Sekantensteifigkeitsmatrix (siehe auch
Abschnitt 5.1). Im weiteren wird daher als Lastparameter
fuer die Laststeifigkeitsanteile stetszk angeschrieben,
In diesem Fall wird der Anteil der Matrix zu einer An-
fangslaststeifigkeitsmatrix (initial~locad-stiffness ma-
trix), da ueber die Belastung. von Anbeginn an eine Stei-
figkeit vorhanden ist.

Im weiteren soll nur die Laststeifigkeitsmatrix (An-
teile C)und(:» betrachtet werden.Im Hinblick auf spaetere
Betrachtungen bezueglich der Symmetrie der algebraischen
Matrizen sowie der Randterme wird Tern1() mittels par-
tieller Integration so umgeformt, dass - wie spaeter
gezeigt wird- eventuelle Unsymmetrie nur im Randterm auf-

tritt:
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e; 2)\'/:f %”—W@u;- dr = 12 ey N[ ‘agur_j Bu; - dr -
N % eij27\j( “@a:ri'ui Bui + 'ty - ag:i)dr
" % e Nf oy By, I:j

(3.19 )
Damit lautet der gesamte Laststeifigkeitsanteil (Anteile

2 und 3) mit dem Vorzeichen der linken Gleichungsseite:

2 L 2 1, ; duj @ adu; 3’ a'x; ®

21 . X iy i j .
-6Wq = 5 @i )\[‘[ f(a—r.éu, ‘u, 5 )dr+21:——-a1x Un g Su; - dr

n
1, @ @

-I-Q—i-w du; dr+1f~u,--5u; IrZ]

e ar 1

({3.20)
Verwendet man die 1in Abschnitt 2 eingefuehrte Schreib-

weise mit Operatormatrizen, so fuehrt dies zu:

D D 0 r.
2 L T T 2
-6Wo, = [ U (K =~ +K Judr + 86U K @ U 321
w= [0 (Kg K g@ @Y, o
Die einzelnen Matrizen lauten:
)
0 1] DC)
=12 1 12,1 0 w8+ 3 (3.22)
Kip=3™ 1 Dg =+ -
ra'av“ 0

Hinweis:

(50
oE
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nit:

(=]
o
!
[e3]
-
o
@
-

To
O o

Darstellung des Anteils (:) der virtuellen aeusseren Ar-

beit durch nur einseitig wirkende Operatoren:

2oL 12 T T2 '
W= 3 ?\fff)u D, u -+ u-D,-6u-ar (3.23)
1 1 1 1 1
mit;@i=§1_f.§_l‘1+§.1L.i_’iz
o * 3 or  8'xy ar

3 'x 8 'x
1 2 1 2 1 Xy 1, 9%,
0 T 2 5 0 (a2 50)
“e®*| | ol
R 1, 3%y T, 3% 1 8,
1a &% 2 TE ?(1 1 e e g ) 0
E 3%, 11, 8% 1. a8l
afa or 2 1fa ar =af2 “‘5;_'L
g 3l % a’xz) 1 3’
2N 3 N2 2 3r
L
Randterm : (3.24)

D
K R zk , B 1 2 1 0 (3.25)
@ 7 M ety 10
' . R wa K
Di Operatormatrizen nd ind selbstadjun-
e pera . L@ v LC)iDS n ju
glert. FuerKLc()ﬂ}rd dies aus der Symmetrie der Matrix
ersichtlich., Bei KLC)zeigt die Umformung nach G1.(3.23)
die Selbstadjungiertheit an. Diese Operatormatrizen
fuehren auf symmetrische Laststeifigkeitsmatrizen, vor-

ausgesetzt, dass fuer die virtuellen Verschiebungen OW
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dieselben Ansatzfunktionen wie fuer die Verschiebungen U
gewaehlt werden. o

Der Randterm KL C) fuehrt hingegen auf eine schief-
symmetrische Steifigkeitsmatrix, die einen deutlichen
Hinweis auf die Nichtkonservativitaet eines Problems dar=-
stellt. Dieser Gesichtspunkt wird in Abschnitt 3.3.1 um=-
fassend eroertert. Hier soll nur auf die Bedingungen ein=-
gegangen werden, unter denen der Randterm verschwindet.
Diese werden als Symmetriebedingungen bezeichnet, da mit
dem Verschwinden des Randterms die Selbstadjungiertheit
des inkrementellen linearisierten Lastoperators und die

Symmetrie in den Steifigkeitsmatrizen gesichert siund.

Symmetriebedingungen: ( Randbedingungen )
1 1 )
1. f ‘ = f l = 0 (3.26)
Ny 2
2.y 6u.’r2 = ~5u;‘r1 = 0 (3.27)

Bei Erfuellung einer der Randbedingungen G1.(3.26)(3.27)
igst die Symmetrie vorhanden. Randbedingung 1 fordert,
dass waehrend des gesamten Belastungsvorgangs keine Last-
belegung eines der beiden Raender vorliegen darf. Rand-
bedingung 2 hingegen ist nur erfuellt, wenn jeweils eine
Verschiebung jedes Randes entweder vorgeschrieben oder

hehindert ist.

3.2.1.2., Yoerperfeste Belastung

Bei koerperfester Belastung ist die Relastungsmagnitude
eines Punktes nur von den Lagrangeschen K¥oordinaten des
Kurvenpunktes und damit von seinen Ausgangskoordinaten

abhaengig. (1=0)
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£ = f1{%, , %x,) (3.28)

Es ist- keine Verschiebungsabhaengigkeit der Belastungs-
magnitude vorhanden. (3.28) in (3,15) eingesetzt, ergibt

fuer die aeussere virtuelle Arbeit:

® @

'25W _ 2 0 61Xj 5 o duj
w ey A | [0 by ar | 5 duidr (3.29)

Im Gegensatz zur raunfesten Belastung ist dieser Arbeits=—
ausdruck (3.29) schon vorab =~ gleichgueltig welche Bela=-
stungsfunktion vorliegt - linear in den Verschiebungsin-
krementen. Eine Linearisierung ist nicht erforderlich.
Der weitere Vergleich mit den Beziehungen fuer raumfeste
Relastung (3.18) zeigt, dass bei koerperfester Belastung
ein Term(:) voellig entfaellt. Die beiden anderen Terme
sind bis auf die unterschiedliche Definition der Bela-
stungsmagnitude identisch.

Der Laststeifigkeitsanteil fuer koerperfeste Bela-

stung lautet damit:

Zowg, < 1+ eijzx[j"f (28 5y -y ag‘:‘ yao (D
. .

—f-@a—:-uj‘éui'dr

+of-uj . Gu; l:z ] @

1

(3.30)

In der Schreibweise mit Operatormatrizen fuehrt dies auf:

2

D D D
2oL T . T
-oW., —[ 6u [KL® KL] udr+ 68U K @ U G
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Die einzelnen Operatormatrizen lauten analog zu den

Gleichungen (3.22) bis (3.25):

v (N - (3.32)
KLC)=§‘ A DC)
D 0 0 0 -1

170 3%y 0, 37%,

2 — f 3.33
KL@ 2(0.1 ar o2 ar) — ( )
Randterm:

D D

1 2,0
K@z ' D (3.34)

Die Operatormatrix Kl() ist wieder symmetrisch (selbstad-
jungiert) und fuehrt demnach wieder unter den vorgenanun-
ten Voraussetzungen auf eine symmetrische Laststeifig-
keitsgatrix. Zusaetzlich zur unsymmetrischen Operatorma=
trix KL@yuer den Randterm fuehrt die Herleitung diesmal
auch &m Gebiet auf eine schiefsymmetrische Operatorma-
?rixiﬂqb.Diese Unsymmetrie in den Matrizen ist wieder ein
Hinwels auf die Nichtkonservativitaet des Problems, die
in diesem Fall nicht nur vom Randterm, sondern auch von
der Belastungsart im Gebiet abhaengt. Die weitere Froer-
terung dieses Punktes erfolgt in Abschnitt 3.3.1.

Von Interesse sind die Faelle, 1in denen die Unsymme-
trie in den Operatormatrizen verschwindet. Die Symmetrie-
bedingungen fuer raumfeste Belastung Gl.(3.,27) werden um
eine Bedingung erweitert, wobei ansonsten % durch % zu

ersetzen ist.

Zusaetzliche Symmetriebedingung :

gf =0 = O . konst (3.35)
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Symmetrie (Selbstadjungiertheit) in den Operatormatrizen
liegt demnach nur vor, wenn die Belastungsmagnitude unab-
haengig vom Ort eines Punktes ist, d.h. wenn konstante
Strecken=(Flaechen9dlast vorliegt. Gleichzeitig mit dieser
Symmetriebedingung kann jedoch die Randbedingung nach Gl.
(3.26) =~ Belastungsmagnitude am Rand gleich Null -~ nicht
erfuellt werden.Um zu symmetrischen Matrizen zu gelangen,
muss also fuer jeden der beiden Raender eine Verschiebung

vorgeschrieben oder behindert sein (3.27).

3.2,2, Raeumlicher Fall

e e

Analog zum ebenen Fall werden die Beziehungen fuer die
aeussere virtuelle Arbeit im raeumlichen Fall aufge-
stellt. Daher werden die Herleitungen nur verkuerzt
wiedergegeben.

Die Belastung wirkt auf eine beliebige Flaeche im

Raum.

Bild 3.6 Belastung einer Flaeche in Normalenrichtung
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Im raeumlichen Fall bringt die Beschreibung der Flaeche
in Parametern Vorteile, auf die in Abschnitt 3.3.2 noch
einmal eingegangen wird.

Fuer die Flaeche gilt:

m My {r,s) (3.36)

X
i

2 = M Irs) ey (rs) (3.37)
Fuer ein Flaechenelement der Groesse dma) gile:

d{(™a)= VEG-F?: dr ds (3.38)

mit den Koeffizienten der ersten quadratischen Fundamen-

talform einer Flaeche

am 2 am 2 3 M., \2
e - ()L (22) . ()

am 2 am 2 am 2
o = () (55t - (55

3Mxg 3™ 8"xz  37xa 37X 3 ™xy
ar as ar ds ar ds

Die Normale in einem beliebigen Flaechenpunkt ist:

ms e 1 3™ 3" o 1 3™ 3™x
Pk VEG-FZ @or 3s % y/Eg.Fz or 3s
(3.39)

Mit dem Permutationssymbol:
ijk

0 i=j, j=k, i=k

@ik = 1 123, 231, 312

-1 132, 213 , 321
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Die Belastungskomponenten in Normalenrichtung lauten:
p, = A-f-Tny L= 0,m (3.40)

Die inkrementelle wvirtuelle Arbeit im Zustand 2 wird

damit

*8Wa)= [0t 0 Bu-d(%a)
‘

L L3 8, .
= euk'z)\_rf‘s[ f - il Su;-dr-ds

(3.41)

ads

Mit Gledichung (3.37) gilt:

2 2 L3l a'x
BWigy =i M f[ 1 5 g Oui-drds
rs

SR/ ATCT R

5 = as)Gu,clrds (3.42)

wobei der Ausdruck bereits im Hinblick auf spaeter ver-
wendete Iterationsverfahren in den Verschiebungsinkremen-
ten linearisiert wurde. Je nach Art der Belastung muessen

eventuell weitere Linearisierungen erfolgen.

3.2.2.1 Raumfeste Belastung

Analog zum ebenen Fall gilt fuer die Verteilung der Be-
lastungsmagnitude (1=2):

t 2

2 2
t o= f (%%, %y, T%g) ‘ (3.43)

Mit (3.37) laesst sich diese Funktion durch eine Taylor-

Reihe darstellen :

T Ug* o Glieder hoh.Ordnung
8 n=123 (3.44)
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Damit lautet der linearisierte Arbeitsausdruck ¢

2 2 1, 3% 3 'x,
oWy = ey A JJ S Tas Ouidrds ©
rs
2y prior By @'x 3y auk
ey )\jf f(_? ke ﬁa__rL . )6u, dr-ds @
rs
2 1 Al a'x, )
€5 )‘jj i Un arJ " T3s Ouj-dr-ds ®
rs
(3.45)

Ternm @ geht in den Belastungsvektor ein, waehrend die
Terme @ und @ in die Laststeifigkeitsmatrix wueber-
gehen. Die Umformung mit Hilfe teilweiser partieller In-

tegration erbringt fuer den Laststeifigkeitsanteil:

5
oWy Fon M JJ VLS (e S o ) ©

+_a_1x_k u-.a—éul+ﬁu- 8uj dr-ds
(' ar "3 )]

2 ff ;‘f.n i;l:l_ . a;:k “Up- Bu; - dr-ds @
rs
a1 a1 . a'l a" .
i o (5t axs) - a:n‘ a:J ) uy;Bui-dr-ds
rs
-f1f Uj aa1sxk 6Ui-dS @

(3.46)

1
1%, aaxi Uy Gui~dr} @
r

Damit zerfaellt der Arbeitsausdruck in Gebietsintegrale

ueber das Gebiet A und Randintegrale ueber den Rand b.
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Die Terme@ und@ lassen sich weiter umformen =zu:

2. L 1 2 1, 8%, aly;  3'x, 3'x
“OWig mm = Ep }‘;/:S[f-"( ar  as  as  or )

*lu, - Bu, = u, Buy ) dr-ds (3.47)

1. 1

2 1, 8% 9 Xk . A

-~ @nju )\ﬂmn T U, Bu,- dr-ds
rs

Die Gebietsintegrale des Laststeifigkeitsanteils bestehen
wie beim ebenen Fall aus einem Term @ , in den die Last-
magnitude wvoll eingeht, und einem Term @ @ , in den
die Lastmagnitude nach den aktuellen Koordinaten diffe~
renziert wird. Durch Indexvertauschung laesst sich die
Symmetrie beider Terme bezueglich der wirklichen und vir-
tuellen Verschiebungen feststellen. Die Randintegrale
lassen sich mit Hilfe der Randnormalen V 1in Tangenten=~
ebene an die Flaeche L\ind ihren Komponenten Vg und V¢ zu

einem Integral zusammenfassen :

8s = V, -db
ar s-vg-db (3.48)

Randkurve

Bild 3.7 Betrachtungen an der Randkurve
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Randintegral 3

4
26 LR 9 3 "%,

1 2 1 1Xk ) B

(3.49)

Die in Abschnitt 2 eingefuehrte Schreibweise fuehrt auch

im raeumlichen Fall auf leicht ueberschaubare Operator=-

matrizen.
2 Lo T Y |D( ) d
‘5Wm)'ff 6u(KL@* (@@ ) Y-drds
rs
A
«[ U K @ uds
b
T o b
o-jéu KL@--Udf
b

Die Operatormatrizen lauten

D 12,4 0 0
KL@ =5 A f( D~ Ds)
0 1x3.s (ra' ar)
0 1
D, N X3¢ (Br - c8) 0
Yy (8 = 8] Tx, o (3, 3]
0 Xy, (8- 8)
0
Ds = 1x:!.l' (aS - Sa ) 0

o, (3= 8s) Ty (B85-80 )

(3.50)

(3.51)

0
(3.52)
1"2,r (as" sa)
1xur (8 - 8g)
0

(3.53)
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FXU

mit .

Randterme

K® o= Lo
@ T
Dy

1 2, 1
K@ =5 M f

Die Randintegrale

tormatrizen

analog

AA
AB

AC

(alle Werte

fuehren auf schiefsymmetrische

- AC

S AA

- AC

1

50 -

- AB

- AC

©AA

- AB

-4t
't
"1l
1
-2k,
1
2
.
“fs
1
XLS Xor
1 1
X8 Xar
.
X255 X3r ”

auf der Randkurve b)

1
X&s

0

1
"Xz,

1,s =

0

zum ebenen Fall.

£ AA

- AC

f_ AA

- AB

2.f.,- AA

1.3

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Opera=-

Symmetrie in allen
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Operatormatrizen ist dann vorhanden, wenn das Randinte-

gral zu Null wird.

Symmetriebedingungen

l.1f L= 0 Belastungsmagnitude am Rand gleich Null
: (3.57)
oder :
B 3.58
2 g = Uy = 0 und du; = 5uj = Q ( )
’ b b

Mindestens zwel Verschiebungsmoeglichkeiten des Randes
muessen vorgeschrieben oder behindert sein. (siehe auch
Gleichung (3.49))

oder:’
3.

u-"mM =0 : (3.59)

Die Verschiebung des Randes in Normalenrichtung muss be=

hindert sein., ( Beweis siehe Anhang )

oder

4, Das Randintegral kann in der Summe zu Null werden.

Eine der vier Randbedingungen muss erfuellt sein, wobei
die integrale 4. Randbedingung nur selten erfuellbar ist.
Die Erfuellung der drei weiteren Randbedingungen kann
vorab einfach ueberprueft oder gefordert werden. Aller-
dings ist bei Randbedingung 1! darauf zu achten, dass sie
waehrend des gesamten Belastungsvorgangs Gueltigkeit be-

sitzt.

Bemerkung zur Symmetriebedingung 3 :

Diese Randbedingung besagt, dass fuer den im Zustand 1
linearisierten Ausdruck die Verschiebung senkrecht zur

Schale behindert sein muss. Die Verschiebungsrandbeding-
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ungen aendern sich jedoch fuer allgemein gebraeuchliche
Tragwerke waehrend der Belastung nicht., Daher ist diese

Randbedingung fuer grosse Verschiebungen nicht erfuell~
bar!

Beisgpiele :

<:> Kreiszylinder mit ebener Endscheibe = Festhalterung
in Xy-Richtung.

Das Randintegral ergibt mit den
angegebenen Randbedingungen
1 1
27\ 1.0 3%y B X4
St
(uyBuy ~ Uy Buy Jdb = O

0 1
d X4 e] X4
S5 Vv ar V5= 0
0
1 a'x
nur am Anfung!/\/\fs - 0 0-1 + 8r1 0 =0

Die Symmetriebedinguang ist nur im Ausgangszustand er=—
fuellbar, da V, und Vg sich fuer grosse Deformationen ver-
aendern. Dieser Fall laesst sich auf alle Schalen mit

entsprechenden Randbedingungen uebertragen.

<:> Platten mit geradlinigen Raendern, die normal zur Aus=
gangslage gestuetzt sind.

m Randbedingungen :
3 hhdbhabdihtbl At A
,T:"X1 M ve=1 Vp =0 =~ nur am Anfang!
Q : u :O > 81)(3 = O
At ar

Randintegral :

2

1 a1
3 =_£_[{)1f[%_§l'\(r+ Xa'\{s](uz'éurUfﬁuz)db

~]=0
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3.2.2.2 Koerperfeste Relastung

Bei koerperfester Belastung wird die Belastungsmagnitude
eines Punktes wie beim ebenen Fall zu einer Funktion
seiner Lagrangeschen Koordinaten. Sie ist damit nur noch

von den Ausgangskoordinaten abhaengig.(1=0)

|

= £ (%%, %%,, Oxy) (3.60)
(3.60) eingefuehrt in Gleichung (3.42) gibt :
2 2 0, @'%; 8 'x,
BV, = ey AJ[% S == By dreds ®
rs
2% 0 8uj ' A'%; Bup g,
e NG - S5t 50 - e dowdnds @
rs

Term C) geht in den Belastungsvektor ein, waehrend
Term C) den Laststeifigkeitsanteil bildet. Es sei fest-
gestellt, dass ueber Gleichung (3.42) hinaus keine wei-
tere Linearisierung erfolgt ist. Der Vergleich mit den
Termen infolge raumfester Belastung zeigt, dass bel koer-
perfester Belastung die Terme @ und @ den Termen @
und C) aus Gleichung (3.45) entsprechen, waehrend Term (D
aus Gleichung (3.45) naturgemaess hier nicht vorhanden
ist. Mittels partieller Integration ergibt sich fuer den

Laststeifigkeitsanteil :
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2 3bu 3
_GW(LG): I]k {jj f[_""—J'(ul ask+6ui '_auék‘)

8 Xk(u-. aéU) 6 aéU) ]dr ds

! or
0 8%, 81Xj 3%, a1x,-
*f_[of,n( 3t 35 " T3s  3s )uk-()ui-dr«ds @
rs
—jof uj 3 % Bu;-ds -jo aarx. U, Oy dr}
b b
(3.62)
Das Randintegral analog zu (3.49) lautet !
LR g 2 0, , ' 3 'x, . N
‘5W(a) E‘eijk)\bff(_é';&vr* 5 vl i buj-db
(3.63)
Die Schreibweise mit Operatormatrizen liefert :
. ;.0 o
—Gw(u) 3!5[ by (KL®+ KL@)U‘ dr.ds
o] - s}
b (3.64)
<[ 68U K g uds « fou" K g udr
b b
Die Operatormatrizen lauten :
o] D D
12, 0 3.65
K =3 M f(D-Dy) (3.65)

D 0
Matrizen D.- , Ds siehe (3.52),(3.53).
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0
Oy My 0y 1 0 o, 1 o, 1
ofa x5 %5, X1, g ) “ofs (g Xgm % g d
0 0 1 o, 1 0, o, 1 o, 1
O wof Uy Xar Xy, %g4) “ofa UXgg Xp, %y, 1%, )
0, o, 1 0 1 0 0, 1 0, 1
+olal"Xa g X Xgp Xgq) =of3 (Txq s Xg, %3, Xp,)
D
.12
K‘-@'Z A O (O T Oy Ty )
ol VX5 X Xar X
0 0 1 0 1
anti- 0 vofz (MXas Xqm g 0y o)
symmetrisch 0 o 1 0 1
*ola (MXg s Xqf Xgp Xps!)
o]
(3.66)
Randterme : (alle Werte auf der Randkurve b)
D) i 0
b 1 2, o (3.67)
2 s . .
KL B A Dm
0 s]
b1 % (3.68)
K@ * 2 D
0

Die Operatormatrix KL@ ist analog zum ebenen Fall
schiefsymmetrisch zur Hauptdiagonalen wund zeigt damit
auch die Nichtkonservativitaet der koerperfesten Bela~
stung an. Symmetrische Operatormatrizen ergeben sich fuer
koerperfeste Belastung wunter den Randbedingungen fuer
raumfeste Belastung nach 61.(3.58),(3.59) sowie zusaetz-
lich wunter der folgenden Symmetriebedingung fuer die

)
Matrix KL @

Zusaetzliche Symmetriebedingung

A 0
ofn =0 & f = konst. (3.69)
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Symmetrie in den Operatormatrizen liegt demnach nur fuer
in Flaechenrichtung konstante Belastung vor., Da mit kon-
stanter Belastung eine Randbedingung nach (3.57) = Bela-
stungsmagnitude am Rand gleich Null - nicht erfuellt wer=
den kann, muss eine Lagerung des Randes nach (3.58) bzw,
(3.59) vorliegen, um Symmetrie in allen Qperatormatrizen
zu pewaehrleisten.

Fs sei bemerkt, dass fuer diesen Sonderfall konstan-
ter TFlaechenbelastung die Faelle der raumfesten bzw,
koerperfesten Belastung ineinander uebergehen, da damit
die Belastungsmagnitude unabhaengig von den Verschiebun=-

gen eines Punktes ist.

3.3, Diskussion der Ergebnisse

e e

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse und Ueberlegun-
gen fuer die beiden verschiedenen Belastungen in Richtung
der Flaechennormalen unter dem Blickpunkt der Konservati-
vitaet bzw.Nichtkonservativitaet diskutiert werden. Da im
Schrifttum vielfach differierende Frgebnisse vorliegen,
wird das Schrifttum wunter den entwickelten Gesichtspunk~
ten bezueglich der Belastungen untersucht und geordnet.
Zum Abschluss folgen dann Ueberlegungen zur physikali-
schen Realitaet moeglicher Belastungen, insbesondere im

Hinblick auf nichtkonservative Belastungen.

3,3.1 Zur Komservativitaet bzw, Nichtkonservativitaet der

betrachteten Probleme

Bei den Betrachtungen =zur Kounservativitaet wird wunter-
schieden zwischen Problemen, die den Werkstoff wund Pro-
blemen, die die Belastung betreffen. Auf den ersteren Pro-

blemkreis =~ Nichtkonservativitaet bei plastischem Werk-
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stoffverhalten - wird hier nicht eingegangen. Die Frage
der Konservativitaet soll ausschliesslich an der Belastung -
eroertert werden. In Ergaenzung zu Abschnitt 3.1.1 werden
noch einige Definitionen vorangestellt.
Leipholz {83] wunterscheidet konservative und nicht=—
konservative Kraefte folgendermassen :
Kraefte sind dann konservativ, wenn sie rein ortsab-
haengig und ihre Komponenten die negativen partiellen
Ableitungen einer Skalarfunktion T, des Ortes (Poten=—
tials) sind.

am

Fooz -

! axi
Von der Zeit und Geschwindigkeit unabhaengige Fraefte
sind dann nichtkonservativ, wenn die Kraftkomponenten
von den raeumlichen ¥Yoordinaten, den Verschiebungen u

und den Neigungen u,;abhaengen.

Fi= B 0X,u,u;) 5 X =(x;) i=1,23

Nach dieser Definition sind alle ¥raefte, die den Ver-
schiebungen wund/oder den Neigungen eines Systems folgen
also alle Folgelasten = nichtkonservativ. Trotzdem ist in
vielen Faellen beil einer nach dieser Definition 1lokalen
nichtkonservativen Belastung eine globale Yonservativitaet
des Problems vorhanden.

Eine solche glohale Fonservativitaet einer hydrosta-
tisch mit konstantem Normalendruck belasteten Platte weist
Bolotin [18] unter bestimmten Randbedingungen nach. Cohen
[33] hat das Bolotinsche Potential auf Schalen unter nicht
konstanter kontinuierlicher Flaechenbelastung erweitert.
Dieses wurde wiederum von Sheinman/Tene [145] modifiziert.
Alle drei Potentiale gelten jedoch nur fuer kleine Ver-
schiebungen, da bei der Herleitung Linearisierungen vorge-
nommen wurden. Ihre Aussagen bezueglich der Randbedingun-
gen entsprechen den oben beschriebenen Symmetriebedingun-

gen fuer die Randterme sowohl bei raumfester als auch bei
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koerperfester Belastung. Dabei entspricht die Formulierung
von Sheinman/Tene dem Ausdruck (3.49), sofern anstelle der
aktuellen Normalen am Rand 'n die urspruengliche Normale n

eingesetzt wird.

Bolotin pf wisu*ndlr=0 (p = konst.) (3.70)
r
Cohen [pud 6u* ng.al = 0 S (3.71)
r
p=plixg)

Sheinman/ 1 s & s 3

' ene -2-/rp(u Sut-u®Buiing i dlm = 0 (3.72)
 Bezeichnungen nach [18]
Tafel 3.1 Randbedingungen bei verformungsabhaengigen

Lasten fuer Konservativitaet (bei kleinen

Verschiebungen !).

Die Verletzung dieser Randbedingungen und die damit vor-
handene Nichtkonservativitaet haben zur Folge, dass anti-
symmetrische Steifigkeitsmatrizen auftreten, die aus-
schliesslich den Rand betreffen. Dieses Resultat erhaelt
auch Ziegler in {168}, wo erifuer lineare Systeme fest=
stellt, dass zirkulatorische (nichtkonservative) Kraefte
antisymmetrische FKoinzidenzmatrizen nach sich ziehen,
waehrend mnichtzirkulatorische (konservative) Kraefte auf
symmetrische Matrizen fuehren.

Die physikalische Bedeutung der Randbedinrgungen Gl.
(3.57)ff bzw. (3.69) laesst sich an einem einfachen Bei-
spiel erlaeutern (Bild 3.8).

Das Bild 3.8 a) stellt ein klar nichtkonservatives
Problem dar, bei dem das Druckfeld (VWasserdruck) auf das

Tragwerk ~ man denke dabei an ein ueberstroemtes Vehr -
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2 starrer Wand
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Bild 3.8 Nichtkonservativitaet bzw. Konservativitaet

infolge von Randbedingungen

nur durch einen Stroemungsvorgang (staendige Zufuhr von
Energie) erhalten bleibt, Durch den Einbau des Lagevs in
Bild 3.8 b), das einer starren Wand entspricht, kann das
Druckfeld aﬁf das Tragwerk ohne Zufuhr von Energie (sta-
tisch) erhalten bleiben. Wird dagegen der freie Rand des
Tragwerks nicht belastet (Bild 3.8c)), so wird durch das
Tragwerk selbst die Erhaltung des Druckfelds gesicﬁert,
und keine weitere Randbedingung ist erforderlich, Aller~
dings muss dieg waehrend des gesamten Belastungsvorgangs
gesichert sein.

Die antisymmetrischen Operatormatrizen, die beim Fall
der koerperfesten Belastung auch bei Einhaltung der Rand-
bedingungen auftreten, sind ein Hinweis auf nichtkonser-
vative Kraefte.. Wie bei der Definmition 1in Abschnitt 3.1
erlaeutert, beruht die Nichtkonservativitaet bei koerper-
fester Belastung auch auf dem Fehler, .der entsteht, wenn
Energieanteile der Belastung, die sich durch die Veraen-
derung der Belastungsmagnitude eines Punktes im Druckfeld
waehrend der Belastung ergeben, vernachlaessigt werden.
Damit waere die Energieerhaltung im System nicht mehr ge-
sichert.

Konservativitaet im System mit koerperfester Bela-

stung ist demnach nur vorhanden, wenn die Verteilung der
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Belastungsmagnitude konstant ist. Dies ist nur bei kon=-
stanter Druckbelastung der Fall, Fuer diesen Sonderfall
gehen die beiden Faelle der koerper—~ bzw. raumfesten Be-
lastung ineinander ueber. Es ergehen sich fuer die Ge-
bietsterme immer symmetrische (selbstadjungierte) Opera=-
tormatrizen.

Die bislang in diesem Abschnitt angestellten Ueber-
legungen koennten nun zu dem Schluss verleiten, aus der
Symmetrie (Selbstadjungiertheit) oder Unsymmetrie der
hergeleiteten Operatormatrizen auf die Existenz bazw.
Nichtexistenz eines inkrementellen Potentials der be-
trachteten aeusseren Kraefte zu schliessen. Dies ist nur
im letzteren Fall der Unsymmetrie moeglich. Der Grund
hierfuer liegt in der vorgenommenen Linearisierung des
Problems. Denn die bei der Linearisierung entfallenden
Lastanteile hoeherer Ordnung in den Verschiebungen koen-
nen gerade den nichtkonservativen Anteil einer Belastung
enthalten und sind nicht notwendigerweise selbstadjun-
giert., Im anderen Fall, wenn sich die Nichtkonservativi-
taet bereits in der Unsymmetrie der linearen Glieder be-
merkbar macht, kann diese nicht durch Glieder Thoeherer
Ordnung "aufgehoben" werden . Die Selbstadjungilertheit
der Operatoren bei konservativen Problemen, die normaler-
weise zur Symmetrie in den Operatormatrizen fuehrt [27]
[28], muss 1in den Gljiedern gleicher Ordnung gewaehr-
leistet sein.

Somit ist nur in den Faellen, in denen das lineari-
sierte Problem dem exakten Problem entspricht, die oben
angesprochene Folgerung fuer die Existenz eines inkremen~
tellen Potentials gueltig. Sewell [144] hat in seiner um-
fassenden Arbeit bei globalen Potentialen besonders auf
diesen Gesichtspunkt hingewiesen und fuer alle moeglichen
Belastungsarten - insbesondere fuer konfigurationsabhaen-
gige Lasten - ein globalesl Wegunabhaengigkeitskriterium
zum Nachweis ~der [Konservativitaet angegeben, das denm
Nachwels der Existenz eines globalen Potentials ent-

spricht. Innerhalb der vorliegenden Arbeit wurde dieses
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Vorgehen nicht weiter verfolgt, daher soll nur auf einige
seiner Ergebnisse eingegangen werden,

Die Randbedingungen (3.57)ff bzw. (3.69) sind ver-
gzleichbar dem Randintegral, das Sewell [144] (G1.59,
Seite 339) fuer solche Belastungen angibt. Fuer konstante
Druckbelastung werden die Randbedingungen Gl.(3.57)ff be=-
staetigt. Ausserdem zeigt er, dass Folgelasten, die Bolo-
tin [18] (G1.138) angibt und die der koerperfesten Be=
lastung entsprechen, nichtkonservative Belastungen dar-
stellen. Diese Folgerung kann auch aus der Unsymmetrie
(Nichtselbstadjungiertheit) der Operatormatrizen des ebe-
nen Falls gezogen werden, da in diesem Fall keine Linea-
risierungen vorgenommen wurden,

Fuer konstante Flaechendruckbelastung weist Romano in
{129] die Existenz eines Potentials bei endlichen Ver=~
schiebungen nach; allefdings ist dabhei die Randkurve des
belasteten Gebiets unverschieblich gelagert.

Die Existenz eines Potentials fuer verschiebungsab-
haengige Belastung kann auch mnit Hilfe einer globalen
Betrachtungsweise nachgewiesen werden. Dies ist fuer zwei

Belastungsarten einfach durchfuehrbar :

l, konstanter (Gas=-) Druck
2, linear veraenderlicher Fluessigkeitsdruck

infolge einer ruhenden Fluessigkeit

In beiden Faellen kann dem Verschiebungsvolumen des be-
trachteten Koerpers eine definierte aeussere Arbeit zu=
gewiesen werden. (Bild 3.9)

In den meisten anderen Faellen verformungsabhaengiger
Belastungen kann das raumfeste oder koerperfeste Druck=
feld nur durch Zufuhr von Energie erhalten bleiben.
E%TEfEPE&j Wird das Wasservolumen wund die Wasserober-
flaeche gegenueber dem Verschiebungsvolumen des Koerpersv
als sehr gross angesehen, so kann das Absinken der hy=-
drostatischen Hoehe des Wassers fuer die Berechnung des

Wasserdrucks auf das Tragwerk vernachlaessigt werden.
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v System Schwer-
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R o unverformi —_|
e
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W,=P.u Wo = Yy - AV - Uy
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Bild 3.9 Kongervative verformungsabhaengige Belastungen

Zusammenfassung

Bezueglich der Konservativitaet der hier betrachteten
Belastungen kann abschliessend gesagt werden, dass koer=-
perfeste Belastung mit Ausnahme des Lastfalls konstanter
Druck immer auf ein nichtkonservatives Problem wund damit
auf unsymmetrische Laststeifigkeitsmatrizen fuehrt.

Bei raumfester Belastung haengt  die Konservativitaet von
den Randbedingungen wund der Existenz eines Potentials
fuer die jeweilige Belastungsfunktion ab. Dies fuehrt bei
entsprechenden Randbedingungeﬁ immer zu symmetrischen
Laststeifigkeitskeitsmatrizen., Fuer konstanten Druck
sowie linear veraenderlichen Druck (Wasser) ist die Exi-
stenz von Potentialen gesichert.

Die meisten anderen Belastungen haben ihren Ursprung
in instationaeren Kraeften,die durch stationaere Kraefte
nur unvollstaendig modelliert werden. Sie stellen nicht-
konservative Probleme dar. Ihre Erfassung als raumfeste
Belastung fuehrt im linearisierten Fall auf symmetrische
Matrizen. Fuer kleine Verschiebungen kann die Existenz

eines Potentials angenommen werden {33].
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3.3.2, Verformungsabhaengige Flaechenbelastungen =

Diskussion des Schrifttums

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Vergleich der bisher
abgeleiteten Ergebnisse mit den Herleitungen im Schrift-
tum erfolgen. Im HWinblick auf nichtkonservative Probleme
interessieren hierbei besounders die Arbeiten, die sich
mit Stabilitaetsuntersuchungen befassen.

Die Beruecksichtigung des Einflusses der Verformungs—
abhaengigkeit der Belastung auf die Stabilitéetslast bei
mit konstantem Aussendruck belasteten Kreisringen und
Kreiszylindern war das Ziel vieler analytischer Unter-
suchungen [135}{481(6](32][73]. Fuer normalentreue Bela -
stung wird bei den betrachteten beidseitig gelagerten
Schalen stets ein Potential vorausgesetzt [29] . Auch
Almroth [1], der Kreiszylinder unter nichtrotationssym-
metrischem Aussendruck (Wasserbelastung) wuntersucht,
setzt bei seinen Ableitungen ein genaehertes ©Potential
kleiner Verschiebungen voraus. Er behandelt auch Kreis-
zylinder, bei denen die nichtrotationssymmetrische Bela-
stung in Laengsrichtung nur abschnittsweise vorhanden ist
Nach der Ableitung von Cohen in [33] bedeutet dies, dass
in [1] der Einfluss der Randterme, der auch bei Voraus=~
setzung kleiner Verschiebungen auf ein nichtkonservatives
Problem gefuehrt haette, vernachlaessigt wird. Auch in
den Arbeiten wueber windbelastete Zylinderschalen [112]
f154] wird fuer einseitig eingespannte, einseitig freie
¥reiszylinder dieselbe Vernachlaessigung bezueglich der
Randterme getroffen, Somit wird in allen genannten analy-
tischen Arbeiten davon ausgegangen, dass mit Hilfe des
statischen Stabilitaetskriteriums lineare Stabilitaets-
lasten bestimmbar sind (siehe auch Abschnitt 4).

Die meisten Untersuchungen neueren Datums verwenden
numerische Verfahren mit diskreten Modellen wie finiten
Elementen oder finiten Differenzen (siehe auch Abschnitt
3,4.2). Dies fuehrt auf Koeffizientenmatrizen der in Ab~

schnitt 3.2 mit Operatormatrizen dargestellten Form. Fuer
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finite Elemente unter konstanter Linienbelastung werden
in [152)] Laststeifigkeitsmatrizen entwickelt, bei denen
der Einfluss der Laengsverschiebung in den Laststeifig-
keitsmatrizen vernachlaeséigt bleibt., Dabei entstehen un=
symmetrische Elementmatrizen, die nur bei Verwendung von
Flementen gleicher Laenge, die keinen Knick wmiteinander
bilden duerfen, symmetrische Gesamtsteifigkeitsmatrizen
ergeben. Auch in [49], wo Laststeifigkeitsmatrizen fuer
zweidimensionale F¥ontinuumelemente hergeleitet werden,
ergeben sich infolge eines Linearisierungsfehlers - Ver-
nachlaessigung der Dichteaenderungng:Tp im Anteil des
Lastvektors = unsymmetrische Gesamtsteifigkeitsmatrizen
auch fuer Faelle, in denen ein Potential existiert und
sich demzufolge symmetrische Matrizen einstellen sollten.
Sowohl in [152) als auch in [49] werden lineare Beulun=-
tersuchungen mit Hilfe des statischen Stabilitaetskrite-
riums vorgenommen, webei in [49] verschiedene zwangssym—
metrisierte Matrizen Verwendung finden (siehe auch Ab=-
schnitt 4.3.2). Ein weiterer Linearisierungsfehler fuehrt
dazu, dass Cescotto [31] fuer inkompressible Materialien
andere Laststeifigkeitsmatrizen erhaelt als fuer kompres-
¢ibles Material. Wie in Abschnitt 3.3.1 gezeigt, ist die
Form der lLaststeifigkeitsmatrizen aber nur vom aeusseren
Potential der Belastung und nicht von den Werkstoffeigen-~
schaften abhaengig.

Fuer eine Belastung, die der koerperfesten Belastung
entspricht, leitet Hibbitt {64] Laststeifigkeitsmatrizen
her und weist besonders auf die Unsymmetrien hin, die bei
nicht konstanter Belastung und bei Nichteinhaltung der
Randbedingungen nach (3.58), (3.59) auch bei konstantem
Druck eantstehen,

Der umfassende Aufsatz von Argyris/Symeonidis [4]
beschaeftigt sich vor allem mit nichtkonservativen rich~
tungsabhaengigen _(koerperfesten) Einzellasten und ver=-
teilter Druckbelastung von Balkentragwerken. Da die Ver-
schiebungsabhaengigkeit der Belastungsmagnitude unbe~

ruecksichtigt bleibt, entstehen in [4] in allen Faellen
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ausser konstanter Druckbelastung unter den erwaehnten
Randbedingungen unsymmetrische Steifigkeitsmatrizen., Dies
gilt auch fuer die Faelle, bei denen globale Yonservati-
vitaet festgestellt wird, In diesem Sinne folgerichtig
wird das konservative Problem des beidseits eingespannten
druckbelasteten Kreisbogens als zirkulatorisch belastetes
System behandelt. Mit dieser Formulierung 1ist es nur
moeglich, Systeme unter Belastungen, dgren Belastungs=
magnitude nicht verschiebungsabhaengipg ist (Gas=- evtl.
Winddruck), 2zu berechnen, da auch im Lastvektor die Ver-
schiebungsabhaengigkeit der Lastmagnitude nicht enthalten
ist.

In den Arbeiten von Sheinman/Tene [146] sowie Floegl/
Mang {47], Loganathan etal [88) wird die Verschiebungs-
abhaengigkeit der Lastmagnitude auch nur teilweise be-
ruecksichtigt. Alle benutzen ein von Cohen [33] ent-
wickeltes Lastpotential, das nur fuer kleine Verschie=
bungen gueltig ist, wobeil fuer die in ihren Arbelten be-
handelten Rotationsschalen die Abhaengigkeit in radialer
Richtung gegenueber der Herleitung von Cohen voellig ver=—
nachlaessigt wird. In [146] wird fuer Stabilitaetsunter-
suchungen ausgehend von einem linearen Vorhbeulverhalten
ein quadratisches Eigenwertproblem fuer den Lastparameter
aufgestellt. Dies stellt eine nichtlineare Anfangsstabi-
litaetsanalyse (nach [21]) dar, wobei die quadratischen
Terme nicht konsequent beruecksichtigt werden. Wegen des
hohen Rechenaufwéndes werden allerdings in [146] nur
lineare Anfangsstabilitaetsanalysen durchgefuehrt. Die
Rechnungen beschraenken sich auf Probleme, die ein fast
lineares Vorbeulverhalten besitzen, so dass eine lineare
Anfangsstabilitaetsanalyse genuegt. Auch Floegl/Mang [47]
sowie Loganathan [88] fuehren eine 1lineare Anfangsstabi-
litaetsanalyse im klassischen Sinn mit einer linearisier~
ten Tangentensteifigkeitsmatrix durch. Dies entspricht
dem Vorgehen in Abschnitt 3.2, wenn in den inkrementellen
Laststeifigkelitsmatrizen die Koordinaten des Zustandes
vor dem Inkrement durch die Koordinaten des Ausgangszu-

stands ersetzt werden. Es erscheint jedoch zweifelhaft,
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ob diese Laststeifigkeitsmatrizen, die aus einem Poten=-
tial fuer kleine Verschiebungen entwickelt wurden, fuer
nichtlineare Berechnungen mit grossen Verformungen ein=-
setzbar sind. Es sei noch erwaehnt, dass in [47] [96/97]
die Entstehung nichtkonservativer Probleme unter gewilissen
Randbedingungen wund ihre Folgen fuer' Stabilitaetsunter=-
suchungen ausfuehrlich diskutiert werden (siehe 4.3.2).
Zusammenfassend laesst sich sagen, dass im Schrifttum
= bei Untersuchungen mit analytischen wund numerischen
Me thoden~ fast auschliesslich Herleitungen vorliegen, die
nur fuer lineare Stabilitaetsberechnungen verwendet wer=
den koennen., Nur wenige Autoren [4] [A7] beruecksichtigen
eventuell entstehende nichtkonservative Probleme. Fuer
koerperfeste Belastung liegen finite Elementlaststeifig-
-keitsmatrizen einiger Autoren [4] [49] vor, mit denen
nichtlineare Berechnungen mit grossen Verformungen moeg-
lich sind. Die vorhandenen Laststeifigkeitsmatrizen [47]
[88] fuer raumfeste Belastung sind - ausser bei konstanter
Druckbelastung nur fuer quasi lineare Untersuchungen ge=
eignet. Die in der vorliegenden Arbeit dargestellten
Laststeifigkeitsmatrizen fuer raumfeste Belastung er=-
lauben hingegen nichtlineare Berechnungen mit Tangenten-
steifigkeitsmatrizen ~.auch ueber Durchschlagspunkte
hinweg (siehe dazu Abschnitt 5). Mit Hilfe der jeweiligen
Tangentensteifigkeitsmatrizen sind auch bhegleitende Ei-
genwertuntersuchungen nach [21] an jedem Punkt der Last-
Verschiebungskurve moeglich., Weitere Angaben hierzu fol=-

gen in Abschnitt 4.

3.3.3, Zur physikalischen Wirklichkeit nichtkonservativer

Probleme infolge statischer verformungsabhaengiger

Belastungen

Nichtkonservative Probleme entstehen beim Aufeinander-
treffen von sich. bewegenden Medien wie Gas, Wasser und

Luft auf starre oder flexible Strukturen. Die Belastung
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kann nur durch fortlaufende Energiezufuhr aufrecht erhal=-

ten werden [132] . Dies sind im wesentlichen Probleme der

!
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Bild 3,10 Beispiele nicﬁtkonservativer Belastungen [132]
Kopplung nicht konservativer Reibungskraefte

und konservativer Druckkraefte

Hydrodynamik [161] und Aéroelastizitaet, wobei konser-
vative (arbeitsfaehige) Energie in gebundene, nicht ar-
beitsfaehige Arbeit umgewandelt wird. Im allgemeinen ist
das Auftreten anichtkonservativer Kraefte mit dem Auf-
treten konservativer Kraefte gekoppelt (siehe Bild 3.10).
Untersucht man die Vielzahl mathematisch entwickelter
nichtkonservativer Belastungsmodelle auf ihre physika-
lische Realitaet, so liegt die Feststellung wvon Herrmann
[60] nahe, dass vielen Arbeiten auf diesem Gebiet mehr
daran gelegen zu sein scheint, das "Kuriosum" des manch-
mal unerwarteten Verhaltens eines Gedankenmodells zu be-
schreiben als ein Tbeobachtetes Phaenomen zu erklaeren.
Aebhnliche Aussagen liegen in [153] und von Sewell in
[144] vor, der 'das Fehlen geglueckter Experimente zu
vielen Phaenomenen bemaengelt., Die Ursache des Mangels an
physikalischer Realitaet ist meist die unvollstaendige
Abbildung der angreifenden dynamischen Kraefte durch aus-

schliesslich statische '"nachfolgende'" Lasten. Die dabei
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nicht beruecksichtigte dynamische FEigenschaft der Last
kann haeufig einen weit groesseren Einfluss =z.B. auf
Stabilitaetslasten ausueben als die auf nichtkonser-
vative statische Probleme fuehrende Nachfolgeeigenschaft
[133]. Gelungene Versuche, die das erwartete kinetische
Instabilitaetsverhalten zeigen, sind fast nur fuer durch=-
stroemte Rohre zu finden [161].

Vielfach entstehen nichtkonservative Probleme auch
bei unVollstaendiger Umsetzung realer physikalischer»
Phaenomene in mathematische Modelle [106] [108]. Dabei
werden innerhalb konservativ belasteter Systeme mit gros-
sen Verformungen Teilsysteme herausgegriffen =-wie zunm
Beispiel Staebe, Randglieder von Membranschalen, Rand=-
stiele . von Wandscheiben- , die losgeloest fuer sich
=nicht richtungstreu belastet— als nichtkonservative Syf

steme betrachtet werden (siehe Bild 3.11).

Wandscheibe mit Randstiel tC'ngeme""“”eue,,nich’ckonser‘va‘cive”
» hichtkonservative” Schubkrafte Schubkrdfte im Druckgurt eines
: ) Fachwerktragers

Bild 3,11 Falsche nichtkonservativ belastete Teilsysteme

konservativ belasteter Tragwerke nach [106]

Bei der wvollstaendigen Betrachtung solcher Probleme
laesst sich aber festellen, dass die Belastung der Teil~-
systeme immer derart vom Gesamtsystem abhaengt, dass wie-
de}um eln Potential der als aeussere Kraefte angebrachten

Schnittgroessen des Tellsystems vorliegt. Innerhalb eines
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konservativ belasteten Systems koennen keine nichtkonser='
vativen Teilsysteme auftreten, da durch Anwendung des
Schnittprinzips konservative Lasten nicht in nichtkonser-
vative Lasten umgewandelt werden koennen ( siehe auch
[118] ). Der Fnergieerhaltungssatz waere verletzt, da
dabei konservative (arbeitsfaehige) Energie in gebundene
nichtkonservative Arbeit umgewandelt wuerde [130].

Bei manchen Belastungen ist die Frage nach dem zu-
treffenden Lastmodell offen. Die Windbelastung =~ohne
Reibungskraefte~ einer Struktur kann zum Beispiel sowohl
durch ein *koerperfestes Druckfeld als auch durch ein
raumfestes Druckfeld dargestellt werden, ohne der wirk-—
lichen Verformungsabhaengigkeit, die einer Mischung aus
beidem entspricht, gerecht =zu werden. Jedes der beiden
Lastmodelle kann zur Folge haben, dass gewisse physika=-
lische Effekte verloren gehen. So besteht bei raumfester
Belastung bei entsprechenden Randbedingungen nicht mehr
die Moeglichkeit der kinetischen Instabilitaet (Flat-
tern), waehrend bei koerperfester Belastung die Aenderung
der Belastungsmagnitude infolge grosser Verschiebungen
ausser Betracht bleibt. Zur Betrachtung der Auswirkung
unterschiedlicher Lastmodelle wird auf die Beispiele in

Abschnitt 6 und 7 verwiesen.

3.4. Diskretisierung durch finite Elemente

3.4,1 Verwendung finiter Elemente bei nichtkonservativen
Problemen

Bezueglich der Anwendung der Methode der finiten Elemente
auf geometrisch nichtlineare Probleme soll hier auf die
klassischen Buecher ueber diese Methode [169] sowie auf
die Vorlaeufer der vorliegenden Arbeit ([114],[136] ver-
wiesen werden, die zur Anwendung der Methode unter den

hier dargestellten Aspekten Stellung nehmen.,
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An dieser Stelle wird nur auf die Punkte eingegangen,
die im Zusammenhang mit den verformungsabhaengigen Lasten
eine Rolle spielen.

Die Methode der finiten Elemente .als bereichsweises
Ritz-Verfahren wird fuer konservative Probleme mit Erfolg
eingesetzt., Da diese Statiomaritaets— bzw. Extremums-
probleme darstellen, die im linearisierten Fall selbstad-
jungiert und meist positiv definit sind, ist die KXonver-
genz der Naeherungsloesungen mit Hilfe des Ritz'schen
Verfahrens gesichert.

Fuer nicht selbstad jungierte Probleme, die bei linea-
ren nichtkonservativen Problemen entstehen , hat Leip~-
holz die Konvergenz bei Anwendung Galerkinscher Verfahren
nachgewiesen [75] [82]. Da aber die Anwendung CGalerkin-
scher Verfahren bezueglich der Erfuellung der Randbedin-
gungen zu einigen Schwierigkeiten fuehrt, und daher ein
grosses [Interesse daran bestand, die einfacher zu hand-
habendewygeometrischen Ansatzfunktionen der Ritz-Verfah-
ren auch fuer nichtselbstadjungierte Probleme einzu-~
setzen, haben sich einige Autoren bemueht, deren Ein-
satzberelch zu erweltern. Insbesondere, wenn = wie in der
vorliegenden Arbeit-vom Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen ausgegangen wird, gewinnt die Moeglichkeit der
Verwendung Ritz'scher Verfahren auch bei nichtkonservati-
ven Problemen an Bedeutung.

Levinson [85],{86] hat als erster durch eine Er=-
weiterung des Hamilton'schen Prinzips nachgewiesen, dass
das Ritz'sche Verfahren auch auf unichtkonservative Pro-
bleme angewendet werden darf. Fuer die praktische Rech-
nung hat dies bekanntermassen zur Folge, dass nur noch
solche geometrische Funktionen (zulaessige Funktionen
nach Collatz) gewaehlt werden duerfen, die die geo-
metrischen Randbedingungen erfuellen., Auf die zusaetz-
liche Erfuellung der natuerlichen Randbedingungen, wie es
beim Galerkin‘sche Verfahren erfordérlich ist, kann dann
verzichtet werden. (siehe auch die Anwendung in [30])

Leipholz {76] bestaetigte die Levinson'sche Erfahrung
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durch Erweiterung der Ritz'schen Gleichungen um einen
Randterm, der durch die nichtkonservativen FKraefte ver-
ursacht wird. Den Ronvergenzbeweis erbrachte ervr am Bei-
spiel eines Kragarms unter verteilten Folgelasten wund
einer einzelnen Folgelast [78]. (siehe auch [81])

Finite Elemente mit reinen Verschiebungsansaetzen
wurden von Mote [100], Barsoum [7] sowie Mote/Matsumoto
[101]bei Stabilitaetsuntersuchungen von Balken unter ver=
schiedenen Folgelasten eingesetzt. Diese linearen Stabi-
litaetsuntersuchungen mit linearem Vorbeulverhalten wur-
den in [4] auf Probleme mit nichtlinearem Verhalten er-
weitert., Konvergenzbeweise fuer den Einsatz des Ritz'=-
schen Verfahrens fuer die nichtlinearen Faelle wurden
nicht erbracht. Die Ergebnisse zeigten jedoch gute Ueber-
einstimmung mit analytischen Loesungen.

Auch in der vorliegenden Arbeit soll auf Konvergenz-
beweise verzichtet werden. Eine =—allerdings schwache~
Rechtfertigung des Einsatzes finiter Elemente fuer nicht=
lineare nichtkonservative Probleme besteht in der erfolg-
reichen Verwendung finiter Elemente bei mnichtlinearen

konservativen Schalenproblemen.

In der vorliegenden Arbeit werden Laststeifigkeitsmatri-
zen sowie Folgelasten fuer ebene bzw. achsensymmetrische
Elemente  sowle Platten/Schalenelemente aufgestellt. Auf
die Ermittlung der lastunabhaengigen Steifigkeitsmatrix
der verwendeten FElemente soll hier nicht eingegangen
werden. Diese sind ausfuehrlich in ([114] und [136] be-
schrieben.

Die TElemente basieren auf einem 1soparametrischen
Verschiebungskonzept [169], bei dem Geometrie und Ver-
schiebungsfeld mit den gleichen Ansaetzen interpoliert
werden:

M
Geometrie: "x; :E; ¢K4 mxf (3.73)
K=13
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M
K
fesantverschiebungen: RITI E: o} ~mU$ (3.74)
K=1
ul K
Verschiebungsinkrement: U = E; ¢ Uk (3.75)
K=1
Hierbei bezeichnet:
M die Gesamtzahl der Knoten pro FElement
m K s :
X die Koordinate des ¥notenpunktes ¥ im Zu-
stand m
muK uK di
I ie Verschiebungen des Punktes K
K
¢ (rs) die Interpolationsfunktion in lokalen Ele=-

mentkoordinaten r,s
-1=nssl lokale Elementkoordinaten

Die Elemente sind kompatibel, d.h. es besteht Ver-
traeglichkeit in den Verschiebungen der Mittellinie bzw.
-flaeche und den Rotationen an den Elementgrenzen,

Bei der Ermittlung der Laststeifigkeitsmatrizen fuer
die einzelnen Elemente zeigt sich deutlich der Vorteil
der Parameterdarstellung und der Operatormatrizen. Dabei
wird jedes Element als einzelnes Gebiet aufgefasst, in
dem die Parameter r,s von Rand zu Rand (-1/+1) laufen.,
Damit koennen die Elementmatrizen direkt angeschrieben
werden.

Bei allen Elementen wird vorausgesetzt, dass dle vir-
tuellen Verschiebungen 8u mit denselbhen Interpolations—
funktionen ermittelt werden wie die wirklichen Verschie-
burigen. Nur damit ergeben sich auch die fuer die Rechen~

technik so vorteilhaften symmetrischen Matrizen.
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3.4.,2.1, Beruecksichtigung der Verformungsabhaengigkeit

der Belastung

e e e e L L L

Der Folgeeffekf der Belastung bezueglich der Richtungs=—
aenderung laesst sich bei FEinzellasten auf zwei Arten
erfassen: Entweder durch Anpassung an die Normale (oder
Tangente) eines Punktes, die aus der Geometrie inter=~
poliert wird, oder durch Anpassung an den Drehwinkel
eines Ouerschnitts, sofern dieser als unabhaengige Un=-
bekannte definiert wird., Bei Einzellasten empfiehlt sich
das letztere Vorgehen, da die Anpassung an den Winkel zu
wesentlich weniger Termen in der Laststeifigkeitsmatrix
fuehrt als bei der Anpassung an die Normale (Tangente),
deren Interpolation aus der GCesamtgeometrie des Elements
zur FKopplung der meisten Glieder der Laststeifigkeits=
matrix fuehrt. Allerdings ist bei den spaeter beschrie~
benen Elementen 2zu heachten, dass im Drehwinkel auch
Anteile aus Schubverformungen enthalten sind, die keine
Verformung der Mittellinie bzw. =-flaeche zur Folge haben.

Bei verteilter Belastung =-Flaechen oder Linienlasten-
ist nur die Anpassung an die Normale (Tangente) sinnvoll,
da der gesamte Verformungsverlauf miterfasst werden nmuss.

Da die Normalen im Zustand 2 noch wunbekannt sind,
muessen sie durch die Normalen des Zustandes 1 ange-
naehert werden. Dies gilt auch fuer die Belastungsmagni-~
tude, sofern sie vom Verschiebungszustand abhaengig ist.
Dies stellt eine Linearisierung im Lastvektor dar, die

auf iterativem Weg wieder beseitigt wird.

Fuer koerperfeste RBelastung gilt :

Einzellast :
p. = ' -y Anpassung an die Normale (3.76)

2, 0..K 1 K
2K A Flogler) Anpassung an den Drehwin~ (3,77)
kel


ibbaf
Textfeld


- 74 -
Hierbei ist
2
AOF¥ Belastungsmagnitude
2

A éroportionalitaetsfaktor der Belastung

Belastungsgroesse am Punkt ¥, konstant waehrend

der Belastung
nf Normale im Punkt K, Anteil in Richtung j
1@K Drehwinkel des Punktes ¥

g(1$K)beliebige Funktion, im allgemeinen Richtungskosinus

Flaechen= oder Linienlasten

p:zkpfﬂnj Anpassung an die Normale (3.78)
M1
K 0K .
% - ¢ f Verteilung der
K=1

Belastungsmagnitude (3.79)
(unabhaengig von der
jeweiligen Lage)
Hierbei ist

M Anzahl der Stuetzstellen zur Lastinterpolation
f Lastmagnitude im Punkt K (unabhaengig von der

jeweiligen Lage)

Fuer raumfeste Relastung gilt

Einzellast

Pz "N Fn! Anpassung an die Normale (3.80)
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2K, 2x‘¥x,g(1mk) Anpassung an den Drehwin- (3.81)

J
kel

= F x5 Belastungsmagnitude als (3.82)
Funktion von 1X¥

Flaechen~ oder Linienlasten

2 2,1

P= va~nj Anpassung an die Normale (3.83)

4

ta f('%;) Belastungsmagnitude als (3.84)

s 1
Funktion von X;

Wird bei der raumfesten Belastung die Belastungsmagnitude
als Funktion der Koordinaten des Ausgangszustandes 0 an-
genommen, so geht die raumfeste Belastung in die koerper~
feste Belastung ueber., Auch fuer die koerperfeste Be=-
lastung wird daher die Beschreibung nach Gleichung (3.84)
gewaehlt, da der zusaetzliche Programmieraufwand bei Vor-
handensein der Algorithmen fuer raumfeste Belastung ge-
ring ist. Allerdings 1st der Rechenaufwand etwas hoeher,
da die Belastungsmagnitude in jedem Lastschritt neu er=-
mittelt werden muss. Damit wird der Lastvektor fuer die

beiden Faelle zu: (m=0,1)
Finzellasten :

N S L (3.85)
Flaechenlasten

sz1< - rf.s[ q;K,ij.dr'ds =z)\F[{ mf~<1>K.1nj-dr-ds (3.86)
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3.4.2.2. Darstellung der verwendeten Elementtypen

Laststeifigkeitsmatrizen wurden fuer folgende Element—

typen ermittelt :

1. Zweidimensionales, ebenes bzw. achsensymmetrisches

Kontinuum~Element in der "x,-"x; -~FEbene

Das Flement ist zur Berechnung ebener Spannungszustaende,
ebener Verzerrungszustaende sowie fuer achsensymmetrische
Probleme verwendbar. Es liegen Elemente mit linearer
(M=4) und quadratischer (M=8) TInterpolation vor. Bei
diesen FElementen laesst sich prinzipiell fuer jeden
Rand des FElements eine unterschiedliche Belastungsfunk-
tion definieren. Diese Allgemeinheit 1ist jedoch bei den
gaengigen Lastfaellen nicht erforderlich. Nur in Sonder-—
faellen wie aufblasbaren Konstruktionen unter Wasser sind
zwel wunterschiedliche Belastungsfunktionen pro Element
denkbar. Bei diesem Kontinuum=- Element ist die Anpassung
von Folgelasten an Drehwinkel nicht moeglich, da nur

Verschiebungen als Unbekannte definiert sind.

Bild 3.12 Zweidimensionales Element wunter allseitiger,

beliebig verteilter Normalendruckbelastung
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Im Anhang sind lLaststeifigkeitsmatrizen fuer ein
Flement mit linearem Ansatz unter linear veraenderlicher

Belastung eines Randes (koerperfest und raumfest) dar-

gestellt.

Fuer die Laststeifigkeitsmatrix eines belasteten Randes
gilt

Raumfeste Last

(3.87)

Mit Verwendung der Operatormatrizen gilt fuer die je-

welligen Terme :

D +1 0 -1
Randterm : §y" KLR u | =[8y 5UZ]KLR Uy ‘ (3.88)
L uy |-t
Gebietsterm : 0 (3.89)
Jou K uar -
b
o ¢ o} |u
o ® of o 108 0ful
fisul suiy [0 &) "tio 9] Y
-1
K,

Im weiteren werden nur die Matrizen KL dargestellt.
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0
Randterme : K & K
m— LR LR
{-1) (0
K =1_.2)\’1(
LR
2 1.0
(3.90)
KDL L7 0
R -2 400 (3.91)
1
+1
mxz
m
Xy
Bild 3.13 Relastung einer Elementrandkurve

Es sei darauf hingewiesen, dass beim Zusammenbau zweier
Elemente der Randterm des gemeinsamen,belasteten Punktes
entfaellt ( Addition von +I und =1 ), sofern die

Belastungsmagnitude gleich ist.
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Gebietsterm 1 nach Gleichung (3.22)

+1
T
:/15u'KU-Udr

++d -8, 0

T T
b ¢ -6 ¢, 0
T T
0 ¢ ¢ - 00
Gebietsterm 2 nach Gleichung (3.24)

-1
.[5UT KL23 u dr
-y

K .2 j1 Y it X
L23" A 1 1 1 1 1
a0 9 Tl e o axg, )
1 .
- 2x ¥ § 1f‘1 1)(2,1-
S B P T
1 U Xt T Xor

¢ o

1 Xt

(3.92)

(3.93)

LV |
f22%2,0)

(3.94)

dr
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Bei koerperfester Belastung ist mg nur richtungsab-

1
haengig: Damit wird beim Randterm und Gebietsterm 1 f

zu Of , und der Gebietsterm 2 mnach Gleichung (3.33) zu:

2, A 0 -1
- A 0 a x
K s * ?j (5h2%%e + ofar O3 ) D . dr
el

(3.95)

2. Zweidimensionales,degeneriertes ehenes bzw. achsen=

symmetrisches Element in dermxfmxa—Ebene

Dieses FElement geht durch Degeneration aus dem vorigen
zweidimensionalen Kontinuum—Element hervor. Zum Konzept
der hier verwandten,degenerierten Elemente wird auf [114]
und [136] verwiesen. Die dabel entstehenden,gekruemmten
eindimensionalen FElemente liegen in Versionen mit 1i=-

nearer (M=2) bis quartischer (M=5) Interpolation vor.

K
3

der Winkel @Kan den Knotenpunkten verwendet. Dabei ent-

Als Unbekannte werden die Verschiebungen uéund u sowie

spricht der Drehwinkel @K nicht wmehr dem Winkel der

m
X3

m
X3

Bild 3.14 Zweidimensionales degeneriertes Element (M=4)
unter beliebig verteilter Normalendruckbe-

lastung

Normalen auf der Mittellinie im Zustand m, da Schubver-

formungen mit erfasst werden.
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Die Belastung wird auf die Mittellinie des Elements
angesetzt, wund die Normalen werden aus den aktuellen
¥oordinaten der Enoten ermittelt. Der Fehler, der beil der
Vernachlaessigung des Rotationsanteils =dieser muesste
bei einer Randbelastung beruecksichtigt werden— entsteht,
ist fuer duenne Elemente gering.

Die Laststeifigkeitsmatrix des Flements entspricht
exakt der Laststeifigkeitsmatrix eines Elementrandes des
zweldimensionalen Kontinuum=-Elements, vorausgesetzt der
Rand besitzt dieselbe Knotenanzahl wie das degenerierte

Element.

‘Durch Degeneration aus dem dreidimensionalen Kontinuum=-

Element entsteht das gekruemmte Platten/Schalenelement,
das in linearer (M=4), biquadratiscber (M=9) und bikubi=-
scher (M=16) Version vorliegt. Eine umfassende Beschrei=-
bung des Elements liefert [114] und [136].

Als Unbekannte werden die Verschiebungen %,ufussowie
die beiden Drehwinkel der Normalen { und ¢ verwendet, Die
Normalen werden aus den aktuellen Koordinaten der Ele=-
mentknoten berechnet. Die Belastung wird auf die Mittel~
flaeche des Elements bezogen. Bezueglich des Fehlers, der
beim Ansatz der Belastung auf der Mittelflaeche anstelle
der Oberflaeche gemacht wird, gelten dieselben Aussagen
wie beim zweidimensionalen,degenerierten Element,

Zur Anpassung der Folgelasten an die Drehwinkel auch
dieses degenerierten Elementes ist zu erwaehnen, dass
wegen der Beruecksichtigung der Schubdeformationen die
Drehwinkel ¢ und ¢ nicht mehr den Winkeln der Normalen
auf der Mittelflaeche/Mittellinie entsprechen. Bei Pro-
blemen mit groesseren Schubdeformationen ist daher von

einer Anpassung an die Drehwinkel abzusehen.
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Bild 3.15 Degeneriertes Platten/Schalenelement unter

Normalendruckbelastung (M=16)

Die Laststeifigkeitsmatrizen ergeben sich zu
( Es werden aur die Matrizenanteile fuer Verschiebungen
angeschrieben, da keine die Rotationen betreffenden Terme

vorhanden sind )

Raumfeste Belastung

Analog zu den Beziehungen-des zweidimensionalen Elementes

gile

Verschiebungen:

(3.96)
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Hypermatrix der Interpolationsfunktionen:

(3.97)

m
X4

Bild 3.16 Mittelflaeche des Platten/Schalenelements

(M=16), (lokale Koordinaten)

Randterme : nach Gleichung (3.55),(3.56)

Randterm 1 an den Raendern r=+1/-1 mit Vorzeichen =~/+

1
R 0 *X3s T X2s
12 jw § 1
Kt * 5 7\_1 f@|-Tx35 0 x| ds
1 1
* XZ,s ‘x‘l,s 0

(3.98)


ibbaf
Textfeld


- 84 -

o o o
= o ¥ o
o o ¢

Randterm 2 an den Raendern s=+1/-1 mit Vorzeichen =-/+

1 1
“ 0 “Xg  +Xy,
12 1, % 1 1
KLRZ =3 )‘_1 f ? * Xgr 0 =Xqe | dr
1 1
Tor e 0 (3.99)

Gebietsterme

Gebietsterm ! mnach Gleichungen (3.51),(3.52),(3.53)

mit: A T T
6 - b -¢¢
r " r
T T T
LR XN
e —
1 ~ ~
x3.5 ¢r' - xZ,S ¢r
0 ; A ] ~
- X3,r s *Xar ¢5
141 , ~ ] ~
%o @ X
= L2 /f 1 s ¥ LS Y
Ku' 3 A f ; R 0 ) N dr ds
-1 + x3,r ) - x,]‘r A (3 100)
1 N 1
X2,s ¢r " X5 . 0
~
"1x2,r s "1x1,r ¢s



ibbaf
Textfeld


- 85 -

Gebietsterm 2 und 3 nach Gleichung (3.54)
- 1f'1 . AB 1f,1 - AA
2 -AC 1 ;
' « 4f,- AC «fy-AC
1 1
2+ -.f, - AB |, AA
= A ’ 1 '
K= 7[/ ‘§ 1 “2qh2 - AB 1 drds
R elf, AC “afat AB
1 1
1f‘1 - AA 1f'2 AA
,
2.f,- AA
Y S, AB 13
L . M . -
mit : AA = 1X1,s 1><2 R 1"1.r 1"z.s (3.101)
R 1 1 1
AB = Tty o Xy, Xir Xas
AC = 1X2.s 1x3.r - 1x2.r 1X3 s

Koerperfeste Belastung

Durch den Uebergang 1f—---of
Randterme

lastung gewonrnen werden.

koennen die Matrizen fuer die

sowie den Gebietsterm 1 aus der raumfesten Be-

Der Gebietsterm 2 unterscheidet

sich jedoch nach seiner Struktur.

Gebietsterm 2 nach (3.66)

r 0
o, 1, 0, 1 0 0
of 0%y s 7Xg 7%y, %g ) sofa EXq g Xgm % g )
0, 0 1 0 1 0 0 1 1
0 wofallxg o Xy %o X5 “ofa Pxgg %%y, 10 )
0, 1o 1 0 1 0 0 1
rofal ™™g Xg,m Xg, X34 mofs [PXg 5 %y 7%, %y )
2 +141
A @ 0
A o, 1, o, 1
KL2 2 L Of,‘l (X’l,s X900 X, XLS)
R
0 1 0 1
0 ety O Mx, =9%. M. )
anti - 0.2 s " Tar Mas
symmetrisch 0 0 1 1
ol "Xy Xor Xy %)
0

(3.102)

I

(4]
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3.4,2,3 Struktur der Elementlaststeifigkeitsmatrizen

und der Gesamtstelfigkeitsmatrix

Wird ein Element als Gehiet fuer sich betrachtet, so
stellt man fest, dass mit Ausnahme gewisser Randbedingun-
gen die Elementlaststeifigkeitsmatrix Unsymmetrien be~
sitzt, die ausschliesslich aus den Randtermen herruehren.
Bei koerperfester Belastung, die nicht aus konstanter
Druck~ oder Zugbelastung herruehrt, kommen noch Unsym=
metrien in den Gebietstermen hinzu.

Beim Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen zur
Cesamtsteifigkeitsmatrix verschwinden die Unsymmetrien
infolge der Randterme zwischen den Elementen, sofern an
der Stelle des Zusammenbaus kein Belastungssprung auf-
tritt, und bleiben nur an den Raendern der Gesamtstruktur
bestehen.,. Werden die Raender der Struktur entsprechend
den Randbedingungen mnach Gl. (3.57) ff gelagert , so
existieren keine Randterme mehr, und die Gesamtsteifig-
keitsmatrix wird symmetrisch, wie dies bei konservativen
Problemen ueblich ist. Tritt dagegen nicht gleichfoermig
verteilte, koerperfeste Belastung auf, so ist die Unsym-
metrie in den Steifigkeitsmatrizen mnicht durch spezielle
Randbedingungen zu eliminieren. Da die Abmessungen der
Elemente nicht in die Laststeifigkeitsmatrizen eingehen,
kann die Unsymmetrie auch nicht durch die Wahl groesserer
oder kleinerer Elemente vermindert werden. Diesbezueg-
liche Versuche [64] koennen zu einer Verfaelschung des
Problems fuehren, denn in der Unsymmetrie der Steifig-
keitsmatrix spiegelt sich die Nichtkonservativitaet des
Problems wieder, die bei einer Symmetrisierung nicht mehr
vorhanden waere. Bei Symmetrisierungen muss daher beach=
tet werden, dass die symmetrisierte Matrix das ursprueng-

liche Problem nicht mehr vollstaendig beinhaltet.
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Nichtkonservative Probleme

1 1 1 1 2 1
('K, +'Kg +'Kg* '"Kg)ou = ‘R -F
(3.103)
1
K .: Gebietsterme der Laststeifigkeitsmatrix,
LG
symmetrisch oder unsymmetrisch
1
KLR: Randterme unsymmetrisch
1 1 1 2 1
(K, “'Kg*'Kg) u = ‘R-'F
1KLG: Gebietsterme unsymmetrisch (3.104)

Konservative und scheinbar konservative Probleme:

(siehe Abschnitt 3.3.1)

2

(K, +'Ks+'Ke) u = R-F (3.105)

’
KLG: Gebietsterme symmetrisch

Tafel 3.2 Aufbau der Steifigkeitsmatrizen

3.4.2.4, Zwangssymmetrisierung von Laststeifigkeitsma—-

trizen fuer nichtlineare Berechnungen

Da die Rechentechnik der meisten F.E.~Programmsysteme auf
symmetrischen Matrizen beruht, 1ist es von grossem Inter-
esse, diese auch fuer nichtkonservative Probleme zu ver-
wenden, Rechnungen mit wunsymmetrischen Matrizen koennen
im Extremfall =-sofern nicht spezielle Speichertechniken
nur fuer die unsymmetrischen Terme vorhanden sind- zu
einer Verdoppelung der benoetigten Speicherkapazitaeten

fuehren, Durch das begrenzte Kermspeichervolumen hat dies
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zur Folge, dass entweder die Groesse der behandelten Pro-
hleme weiter beschraenkt wird oder dass die Rechenzeiten
um einén betraechtlichen Faktor ansteigen.

Mang {97],[47] sowie Frey/Cescotto [49] haben sich
mit der Zwangssymmetrisierung von Laststeifigkeitsmatri-
zen beschaeftigt, letztere unnoetigerweise an Problemen,
deren vollstaendige Matrizen symmetrisch sind. 1In [97]
werden unter dem Gesichtspunkt der Stabilitaet, auf die
im folgenden Abschnitt. eingegangen wird, verschiedene

Arten der Symmetrisierung vorgeschlagen.

Laststeifigkeitsmatrix KL
K. = Kigym * K Lschiet
0 K Ersatzmatrix : 0 K
KLSchief= R K =1 .
. KR 0 LERSATZ K 0
Alternativen:
1K= Kigw
2 K. Kaw * T K
: L LSYM 2 LERSATZ
> 1
3. KL KstM 2 KLERSATZ
Tafel 3.3 Symmetrisierung von Taststeifigkeitsmatrizen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden nichtlineare
Rechnungen mit symmetrisierten und unsymmetrischen Matri=-
zen durchgefuehrt (siehe Tafel 3.3). Dabel wird die Ver-
formungsabhaengigkeit der Last im Lastvektor iterativ be-
ruecksichtigt. Bei der nichtlinearen Rechnung wirkt sich

die Symmetrisierung entsprechend der Naeherung an die


ibbaf
Textfeld


- 89 -

Tangentensteifigkeitsmatrix in der Zahl der Iterationen
aus., Stellt die symmetrisierte Matrix eine mnicht aus-
reichende Naeherung an die vollstaendige Steifigkeits~
matrix dar, so wird sich innerhalb eines Iterationsvor-—
gangs (Abschnitt 5) keine Konvergenz ergeben.

In Tafel 3.3 sind 3 Alternativen der Symmetrisierung
von Laststeifigkeitsmatrizen aufgefuehrt, die im folgen=-
den diskutiert werden.

Am Kragarm (s. Abschnitt 6) =zeigte die nichtlineare
Rechnung mit grossen Verformungen, dass die Vernachlaes-
sigung der unsymmetrischen Terme (dort ausschliesslich
Randterme) waehrend des Rechenprozesses zu den geringsten
Abweichungen gegenueber Berechnungen mit vollstaendigen
lLaststeifigkeitsmatrizen fuehrte.Im Sinne des modifizier~
ten Newton/Raphson Verfahrens (Abschnitt 5) wird haeufig
auch vorgeschlagen, =zur Vermeidung der Aufstellung von
Lastgteifigkeitsmatrizen oder um die Loesung des unsym=-
metrischen Gleichungssystems zu umgehen, auf die Mitnahme
dieser Lastterme auf der linken Gleichungsseite zu ver-
zichten und die Folgelasten nur im Lastvektor zu berueck-
sichtigen {13] [70] [105]{114]). Dieses Vorgehen zeigte am
Beispiel des Kragarms nach denm Vorgehen mit den aus~
schliesslich symmetrischen Termen der Laststeifigkeits—
matrix die geringsten Abweichungen waehrend des Rechen-
prozesses.

Schwierigkeiten bei der nichtlinearen Rechnung mit
symmetrisierten Matrizen bzw. ohne Laststeifigkeitsmatrix
treten dann auf, wenn die Tangentensteifigkeitsmatrix des
symmefrisierten Problems dort singulaer wird, wo das ur=-
spruengliche Problem noch kein Versagen aufweist. (siehe
auch [5] ). Damit kann festgestellt werden, dass fuer
nichtlineare Berechnungen symmetrisierte Matrizen so
lange verwendet werden koennen, wie die kritische Last
(Singularitaetsstelle) des zu den symmetrisierten Matri-
zen gehoerigen Systems oberhalb einer kritischen Last des
urspruenglichen Systems liegt. Wesentlich schwieriger ge-

staltet sich die Frage der Symmetrisierung beim Eigen—
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wertproblem, das sich bei linearen Stabilitaetsunter-
suchungen ergibt, Darauf wird im folgenden Abschnitt ein-

gegangen.
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4, Stabilitaet bei verformungsabhaengiger Belastung

Die Bestimmung der kritischen Lasten und damit der Stabi=-
litaet eines Systems unter verformungsabhaengiger Bela-
stung kann auf verschiedenen Wegen erfolgen (s.z.B.[211]).
In der vorliegenden Arbeit wird die kritische Last vor-
wiegend ueber die Loesung von Eigenwertproblemen fuer den
Last- und/oder den Frequenzparameter ermittelt. Andere
Vorgehensweisen werden nur am Rande beruehrt. Diese
Eigenwertprobleme erfordern die genaue Betrachtung der
Steifigkeitsmatrix des Systems. Wie schon in Abschnitt
3.3.2 erwaehnt, fuehrt die Konservativitaet eines Systems
auf ein selbstadjungiertes Randwertproblem und in einer
F.E.-Formulierung auf symmetrische Tangentensteifigkeits~—
matrizen. Selbstadjungilerte Probleme besitzen nur reelle
Eigenwerte. Nichtkonservative Systeme i hingegen fuehren
auf nicht selbstad jungierte Probleme und;damit auf nicht=
symmetrische Tangentensteifigkeitsmatrizen. In diesenm

Fall koennen neben reellen auch komplexe oder aus-

schliesslich komplexe Figenwérte auftreten.
4,1. Stabilitaetsarten

Es werden zwei Versagensformen festgestellt:
statische Instabilitaet und kinetische Instabilitaet

Statische Instabilitaet wird in einem Last=Verschiebungs-
diagramm dadurch angezeigt, dass zu gewissen Lastzu~-
staenden mehrere Gleichgewichtslagen gehoeren. Die Mehr-—
"deutigkeit (Divergenz) kann auf verschiedene Arten vor=-
liegen. Tritt in der Last-Verschiebungskurve ein absolu-

tes oder relatives Maximum auf, so wird dies als Durch-
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schlagproblem bezeichnet. Sind Ueberschneidungen ver-
schiedener Gleichgewichtsaeste vorhanden, so liegt ein

Verzwe igungsproblem vor.

™\

)\krit

UJZ

Durchschlag Verzweigung Nullstelle der Eigenfrequenz

Bild 4.1 Statische Instabilitaetsformen

Betrachtet man die FEigenfrequenzen eines Systems unter
verschiedenen Lastzustaenden,so wird der statische Insta~
bilitaetsfall 1im Frequenzdiagramm durch eine Eigenfre-
quenz der Groesse Null angezeigt.

Bei kinetischer Instabilitaet wird das Versagen durch
Schwingungen mit wachsender Amplitude angezeigt. Dies
wird als Flattern bezeichnet., Als Versagensbeginn wird im
Frequenzdiagramm das Auftreten der ersten komplexen Ei-
genfrequenz definiert [77], d.h. wenn bei zunehmender Be-
lastung zwei aufeinanderfolgende Eigenfrequenzen zusam~-

menfallen.

")

Neie ===~

2
g (1)

Bild 4.2 Kinetische Instabilitaet (Flattern)
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4.2, Methoden zur Stabilitaetsuntersuchung bei konserva-

tiven Problemen

e e

Me thoden zur Untersuchung der Stabilitaet werden in vie-
len Buechern und Aufsaetzen vorgestellt: Ziegler {1671,
Pflueger [108], Bolotin [18], siehe auch die Arbeit von
Brendel [21].

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird daher darauf
nur kurz eingegangen. Die Stabilitaet eines Gleichge~-
wichtszustandes kann sowohl mit statischen als auch mit
kinetischen Methoden untersucht werden. Beil konservativen
(selbstad jungierten) Problemen koennen beide alternativ
verwendet werden.

Die statische Stabilitaetsuntersuchung fuehrt nach
der direkten Methode nach Euler auf das Kriterium fuer

“indifferentes Gleichgewicht [26](21]:

K - Sv =0 (4.1)

Der Vektor GV stellt dabei die infinitesimalen Verschie—
bungen vom urspruenglichen Gleichgewichtszustand (Grund-
zustand) zum infinitesimal benachbarten Gleichgewichts~-
zustand dar. GK ist die Tangentensteifigkeitsmatrix im
urspruenglichen Gleichgewichtszustand, In ihr ist auch
die Laststeifigkeitsmatrix enthalten.

Die Auswertung der Stabilitaetsbedingung (4.1), die
ein System homogener, linearer, algehraischer Gleichungen
darstellt, fuehrt auf die kritischen Lasten und die zuge-
hoerige Beulform. Brendel {21] hat fuer richtungstreue
Belastungen eine ausfuehrliche Diskussion ueber die Aus-
wertung der Bedingung (4.1) mit Eigenwertproblemen vorge-
nommen., Danach koennen unter andérem folgende Eigenwert-—

probleme definiert werden.
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Totale Lagrange - Darstellung

Klassisches
m m m
Vorgehen [oKe‘*mx (OKG* OKLH "V = 0 (4.2)

m
(Anfangsverschiebungen ihoKe)

Beruecksichtigung

- 0 m m m m
der Anfangs [oKe + M) (oKu+ OKG* OKL)]mV =0 (4.3)

verschiebungen

Die linearen Eigenwertpfobleme (4.2),(4.3) fuehren bei
Systemen mit linearem Vorbeulverhalten direkt auf die
kritischen Lasten und die zugehoerigen Beulformen. Bei
nichtlinearen Problemen koennen lineare Eigenwertanalysen
als begleitende Massnahmen der statischen Rechnung vorge-~
nommen werden [21]. Dabei wird der Eigenwert durch eine
lineare Veraenderung des jeweillg erreichten Grundzustan-
des ermittelt wund stellt einen Naeherungswert fuer die
kritischen Lasten dar. Wird die nichtlineare Rechnung bis
zum Versagenspunkt gefuehrt, so ist der Eiligenwert an
diesem Punkt ein Indiz fuér die gefundene kritische Last.
Ist die Berechnung nicht bis zum kritischen Zustand moeg-
lich, so kann haeufig durch Extrapolétioﬁ des Verlaufs
der Eigenwerte die kritische Last bestimmt werden. In der
vorliegenden Arbeit werden als begleitende Massnabhmen
einer nichtlinearen Rechnung lineare Eigenwertuntersu-
chungen durchgefuehrt, sowie die Determinante und - der
Current-Stiffness-Parameter nach Bergan [(16] beobachtet,
der an Durchschlagspunkten den Wert Null annimmt (siehe
Abschnitt 5.2). Die Loesung des Eigenwertproblems erfolgt
nach Bathe [11] mit Hilfe einer Kombination aus Deter-
minantensuchtechnik und Vektoriteration.

Die kinetische Stabilitaetsuntersuchung fuehrt mit
Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen, erwei-

tert um die d’Alembert’schen Traegheitskraefte, auf die
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inkrementellen Bewegungsgleichungen fuer den sich im sta-

tischen Gleichgewicht befindlichen Grundzustand:

JK-usM-G = "R-"F: "R-"F =0 (4.4).
Keous Modo= 0 (4.5

Fuer die Stoerbewegung wird eine harmonische Schwingung

angenommen.,
U = Uo Sinmwt (4.6)

Herrscht Stabilitaet, so bleibt die Stoerbewegung klein.
Im Instabilitaetsfall waechst die Stoerbewegung unbe-
grenzt an. Eingesetzt in (4.5) ergibt sich:

m

[ K-"w"M]"v =0 ‘ (4.7)

Dies ist ein lineares Figenwertproblem fuer das OQuadrat
der Eigenfrequenz TV

Eine Vergroesserung der Stoerbewegung und somit instabi=-
les Verhalten ergibt sich nur im Falle imaginaerer Eigen~

frequenzen, d.h. fuer negative Werte von mwz. Fuer alle

—— m, 2
positiven Werte von W

bleibt die Stoerbewegung in der
Groesse der Anfangsstoerung. Dann liegt stabiles Gleich=—
gewicht vor. Die Stabilitaetsgrenze ist damit fuer den
Fall

"w? = 0 (4.8)
gegeben. Die zugehoerige Last wird als die kritische Last
bezeichnet.

Fuer konservative Probleme sind die Matrizen :K und M

stets reell und symmetrisch;damit bleiben die Eigenwerte
"w? auch immer reell, TFuer Lasten wunterhalb der kriti=-

schen Last ergeben sich nur positive Eigenwerte, waehrend
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fuer Lasten oberhalb der kritischen Last der erste FEigen-
wertmuﬁ negativ wird. Dies gilt fuer staendig ansteigende
Lasten (Verzweigungsprobleme). Wird aber z.B. bei Durch-
schlagproblemen wueber Durchschlagpunkte hinweg mit fal-
lender und wieder steigender Last gerechnet, so wird auch

der Eigenwert mwz

wieder einen positiven Wert annehmen.
Ob die Stabilitaetsuntersuchung eines nichtlinearen
konservativen Problems mit der statischen oder der kine-
tischen Methode erfolgt,ist nur eine Frage des Rechenauf~-
wandes, sonst sind beide Methoden als gleichwertig zu be-
trachten. Der Nachteil der kinetischen Methode besteht im
groesseren Aufwand, da zusaetzlich zu den Steifigkeits-
matrizen noch die Massenmarix erstellt werden muss. Eine
Vorhersage der kritischen Last kann zwar durch Extrapola-
tion des Frequenzverlaufs erfolgen, jedoch muss selbst
bei linearem Verhalten das Eigenwertproblem mehrmals ge-
loest werden, um genuegend Stuetzstellen fuer den Fre-
quenzverlauf zu ermitteln., In der vorliegenden Arbeit
wird das kinetische Kriterium daher nur bei nichtkonser-

vativen Problemen verwendet.

Die Art des Stabilitaetsversagens nichtkonservativer Pro-
bleme muss fuer jeden Fall gesondert hestimmt werden.

Moeglich sind :

- statisches Instabilitaetsversagen (indifferentes
Gleichgewicht, Divergenz)

- kinetisches Instabilitaetsversagen (Flattern)

Lange Zeit sind auch bei nichtkonservativen Stabili-
taetsproblemen ausschliesslich statische Stahilitaets-

untersuchungen vorgenommen worden. Teilweise wurden dabei
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die Stabilitaetsfaelle durch das statische F¥riteriunm
nicht angezeigt ("unbegrenzt hohe kritische Lasten); in
vielen Faellen ergaben sich aber auch realistisch er-
scheinende Lasten. Diese scheinbar wunhegrenzte Stabili-
taet mancher Systeme 2z.RB. des B;ckschen Stabes fuehrte
zur Verwendung kinetischer Methoden (Ziegler [166][167]),
da das Versagen -statischer Methoden hier offensichtlich
wurde. Abhaengig von der Versagensart koennen in manchen
Faellen alternativ 2zu den kinetischen Methoden auch sta-
tische Methoden =zur Bestimmung der Stabilitaetslast her=-
angezogen werden. Dazu wird eine Unterscheidung der Sy~

steme nach ihrer Versagensart getroffen (Tafel 4.1):

Systeme ,fuer die statische Stabilitaetsuntersuchungen
auf unbegrenzte Stabilitaet fuehren, versagen ~ wenn
ueberhaupt = ausschliesslich durch kinetische Instabili-
taet (Flattern). Sie werden als rein nichtkonservative
Probleme bezeichnet.

Systeme, bei denen die statische Methode auf reelle
Eigenwerte fuehrt, koennen sowohl durch Indifferenz als
auch durch Flattern versagen. Sie koennen nach zwei Arten
unterschieden werden: Die eine, die ausschliessliches
Versagen in der Form statischer Instabilitaet (indiffe-
ferentes Gleichgewicht/Divergenz) zeigt, und die andere,
beli der sowohl ein Versagen infolge kinetischer als auch
statischer Instabilitaet auftritt,

Erstere Systeme werden als konservative Systeme zwei=-
ter Art (nach Leipholz [79], [83]) bezeichnet. Fuer sie
bleibt nicht die potentielle Gesamtenergie konservativ,
sondern ein anderes Funktional. Diese Probleme koennen
mit statischen Methoden geloest werden. Sie werden aber
im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter behandelt.

Letztere Systeme, die beide Versagensarten zeigen,
werden in der .vorliegenden Arbeit als hybride nichtkon-

servative Systeme bezeichnet. (siehe auch [80])
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Sowohl rein als auch hybride mnichtkonservative Sy~
steme muessen im allgemeinen mit der kinetischen Methode
untersucht werden. Darauf hat Ziegler [168] als erster
hingewiesen. Das Flatterversagen wird dabei so angezeigt,
déss bei der Eigenwertanalyse mit wachsender Last zweil
aufeinanderfolgende Eigenwerte zusammenfallen, und sich
dann bei weiter steigender Last komplexe Eigenwerte er-
geben., Die Last, bei der die Eigenwerte zusanmenfallen,

wird kritische Last oder Flatterlast genannt.

F‘nchtkonservative SystemeJ

rein nichtkonservative hybride nichtkonservative konservative Systeme
Systeme Systeme 2. Art
Tafel 4.1 Klassifizierung nichtkonservativer Systeme

Bei Flaechendruckbelastung ergeben sich folgende Moeg-

lichkeiten der Nichtkonservativitaet 3

1. Nichtkonservativitaet infolge der Randbedingungen

2. Nichtkonservativitaet infolge der Relostungseigen-
gchaften

2.1 FYoerperfeste Belastung (ausser konstanten Druck)

2.2 Belastungen, beil denen .durch Linearisierung nicht-
konservative Anteile entfallen. (scheinbar konserva-

tive raumfeste Belastungen)

Bemerkung:

Bei nichtkonservativen Problemen, bei  denen die Be-
schraenkung auf lineare Terme (G1.3.,45) =zu symmetrischen
Matrizen fuehrt (raumfeste Belastungen), ergeben sich bei

der kinetischen Stabilitaetsuntersuchung nach GL.(4.7)
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immer reelle Eigenwerte. Daraus zu folgern, unter keiner
Laststufe koennte kinetische Instabilitaet auftreten, ist
fragwuerdig. Hier scheint das linearisierte kinetische

Stabilitaetskriterium in der dargestellten Form nicht

mehr ausreichend zu sein.

Rein nichtkonservative Systeme sind in manchen Faellen
durch Untersuchung der Arbeit auf verschiedenen Bela-
stungswegen leicht zu erkennen. Die meisten nichtkonser~
vativen Systeme unter Einzellasten gehoeren zu ihnen so-
wie alle Systeme, bei denen ein Stabilitaetsversagen erst
durch die Nichtkonservativitaet der Belastung bewirkt
wird. Dies sind die Systeme, die unter konservativef Be -
lastung als Spannungsprobleme gekennzeichnet werden (z.B.
Kragarm Bild 4.3).

|/ : :

4 A .

Bild 4.3 Rein nichtkonservative Systeme

Der Aufbau der Matrizen des algebraischen Eigenwertpro-
blems Gl.(4.7) kann zur Unterscheidung herangezogen wer-
den. Die Massenmatrix M ist immer symmetrisch und positiv
definit, meist eine Diagonalmatrix. Damit wird der Cha-
rakter des Problems ausschliesslich von der Form der
Steifigkeitsmatrix 2K13estimmt. Die lineare Steifigkeits~-

s m m
matrix oK ist fuer P=0 symmetrisch. Fuer P#0 wird K die
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Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen
Matrix., Fuer rein unichtkonservative Systeme ist :K nach
einer Definition von Leipholz {77] stark unsymmetrisch
und alle Wurzeln "w? der charakteristischen Gleichung
werden mit steigender Last nacheinander‘komplex. Traegt
man die Kurven der Wurzeln "w? ueber denm Lastparameter mk
auf, so stellt man fest, dass keine Furve die Lastachse
schneidet. In allen Stabilitaetsfaellen ergibt sich ein

Versagen durch kinetische Instabilitaet.

4,3.2. Hybride nichtkonservative Systeme / Stabilitaets~

untersuchungen mit zwangssymmetrisierten Matrizen

Hybride Systeme werden nach der Versagensform, zu der die
niedrigste kritische Last gehoert, weiter unterteilt.
(Tafel 4.,2)

Tritt das erste Versagen durch das Durchlaufen nicht=~
trivialer Gleichgewichtslagen auf, so kann man diese Sy-
steme als hybrid divergente Systeme kennzeichnen. Versagt
ein System zuerst durch kinetische Instabilitaet, so
kennzeichnet man es als hybrides Flattersystem. Fuer hy-
bride Flattersysteme ist die Matrix TK fuer genuegend
grosse Last so unsymmetrisch, dass mindestens der erste
komplexe Eiligenwert auftritt, bevor ein anderer Eigenwert
zu Null geworden ist. Auch dann wird die Matrix ?K als

stark unsymmetrisch bezeichnet.

hybride nichtkonservative

Systeme
hybrid divergente hybride Flatter
Systeme Systeme
Tafel 4.2 Unterteilung hybrider nichtkonservativer

Systeme
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krit ferit

! 2
w? _ w

Hybrid divergentes System Hybrides Flattersystem

Bild 4.4 Hybride nichtkonservative Probleme

Von wesentlich groesserem Interesse in der Elastostatik
sind die hybrid divergenten Systeme, die meist so auf-
gebaut sind, dass sie neben grossen konservativen Last=
anteilen auch geringe nichtkonservative Lastanteile be-~
sitzen. Man denke z.B., an Staumauern, die am oberen Rand
mit geringer Wasserhoehe wueberstroemt werden, oder auch
an Kuehlturmschalen im Wind, wo sicher die Belastung des
Randes nur einen geringen Anteil gegenueber der Belastung
der Schalenflaeche darstellt - sofern Wind als konserva~
tive Belastung gesehen wird = (siehe Abschnitt 3.3). Auch
Systeme unter koerperfester Belastung, bei denen der
nichtkonservative Randterm entfaellt, und deren Relas-
tungsgradiente in allen Richtungen klein ist, gehoeren 2zu
dieser Gruppe. Da bei diesen Systemen die konservative
Belastung mit dem symmetrischen Teil der Steifigkeitsma—
trix uweberwiegt,wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix schwach
unsymmetrisch, wund bei einer kinetischen Stabilitaets=-
untersuchung ergibt sich zumindest ein Null—EigenwertmwiQ
bevor komplexe Eigenwerte auftreten. Dies hat zur Folge,
dass fuer solche Systeme statische Stabilitaetsunter-
suchungen durchgefuehrt werden koennen (nach [77]), so-

fern nur der erste Eigenwert gesucht ist.
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kinet.

Stab.unters. Stab.unters.

stat.

1 w?

Bild 4.5 Stabilitaetsuntersuchungen an hybrid divergen-

ten Systemen

Als Mass fuer die Unsymmetrie koennen Werte genommen wer-
den, die z.B. auch Mang [97] als typisch fuer Schalen~-
rechnungen angibt. Dort ist das Verhaeltnis des maximalen
unsymmetrischen Wertes zum wmaximalen Wert der symmetri-
schen Anteile aus Last~und Steifigkeitsmatrix etwa 1/100.
Die Bezeichnung schwach unsymmetrisch ist hier gerecht=
fertigt, stellt man dem die entsprechenden Werte eines
stark unsymmetrischen Systems z.B., dem Beckschen Knick=
stab (Abschnitt 6.3) gegenueber. Das Verhaeltnis hetraegt
hier 1/1. Eine allgemein gueltige Norm fuer den Grad der
Unsymmetrie kann hier nicht vorgestellt werden. Die ange-
fuehrten numerischen Beispiele moegen genuegen.

Die Unsymmetrie der Steifigkeitsmatrizen fuehrt bei
Eigenwertproblemen noch mehr als bel der Gleichungsauf-—
loesung (Abschnitt 3.4.2.3) zu stark vergroessertem Re-
chenaufwand. Bei Stabsystemen mit wenigen Freiheitsgraden
stellt dies Lkein Problem dar, jedoch bel Schalenberech-
nungen mit einer Vielzahl an Unbekannten sind gerade in-
teressante Faelle wie offene Kreiszylinderschalen unter
Winddrueck, die zu unsymmetrischen Steifigkeitsmatrizen
fuehren, mit kaum vertretbarem Rechenaufwand verbunden.
Plaut [109] gibt fuer einen Stab unter teilweise konser-

vativer, teilweise nichtkonservativer Belastung Kriterien
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an, bei welchem Verhaeltnis konservativer/mnichtkonserva-
tiver Belastung zuerst kinetische Instabilitaet oder sta-
tische Instabilitaet zu erwarten ist. Dies erfordert je-
doch die Loesung des Eigenwertproblems mit unsymmetri-=
schen Matrizen und stellt damit fuer groessere Probleme

einen kaum gangbaren Weg dar.

Nach Mang [97]

K. = Kisww * Kiunsym
™ o o ] r *
o K, K, o K
Kisym = o o Kionsvw =
| Ky Ky L0 0]
1 1
Kinsrw = 3 K Lsonier * = Kl
- . - .
0 K 0] K
Kiower * | K .
LSchief -K 0 LUE i K 0

~ L]
Syms : 1. S b4,
ymimetrisierung 1 KL KLSYM+ 3 KLUE (4.9)
2., S (4.10)
KL KLSYM
Vorschlag: Ky = Ko * Kisonier
Symmetrisierung: (Matrizen siehe Tafel 3,3)
1. Ky = Kigym (4.11)
2. Ki = Kigyw® K ersarz (4.12)
3. KL= Kisyn™ Kigrsarz (4.13)
Tafel 4.3 Zwangssymmetrisierung von Llaststeifigkeits=-

matrizen
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Wie bei der nichtlinearen Berechnung (siehe Abschnitt
3.4,2.4) stellt sich die Frage nach Ersatzmatrizen, die
das Problem weitgehénd erhalten. Mang [97] schlaegt dazu
vor, die Eigenwerte zweler auf verschiedene Arten symme-
trisierter Steifigkeitsmatrizen miteinaﬁder zu verglei-
chen (s. Tafel 4.3).

Die Laststeifigkeitsmatrizenovon [97] setzen sich aus
einem symmetrischen Gebietsterm KL“Mund einem unsymmetri:
schen Randterm Kumsmzusammen. Mang’s erste Ersatzmatrix KL
entspricht der Vernachlaessigung der Arbeitsanteile, die
die schiefsymmetrischen Anteile der Laststeifigkeitsma-
trix hervorrufen. Dies kann auch als Zwangshedingung ge-
deutet werden, die in der physikalischen Wirklichkeit
nicht vorhanden ist. Um dennoch eine Abschaetzung ueber
den Einfluss der unsymmetrischen Randglieder vormehmen zu
koennen, wird fuer die zweite Ersatzmatrix der Arbeits-
anteil der Randglieder voellig entfernt. Dies entspricht
einer festen Lagerung bzw. einer Null-Belastung des Ran-
des (Abschnitt 3.3.1) bei der Betrachtung - der Laststei-
figkeitsmatrix.

Obwohl die Zwangssymmetrisierung nur ein unvollstaen-
diges Ersatzmodell darstellt, spricht numerisch einiges
fuer dieses Vorgehen, wie die Rechenergebnisse zeigen.
Mit Hilfe einer Stoerungsrechnung weisen Mang/Gallagher
in [98] zudem nach, dass die Figenwerte symmetrisierter
Matrizen Naeherungen fuer die Eigenwerte der unsymmetri-
schen Matrizen darstellen. Durch den Vergleich der Ergeb-
nisse von Eigenwertanalysen mit beiden Zwangssymmetrisle-
rungsarten kann auf starke oder schwache Unsymmetrie der
Matrizen geschlossen werden.

Beim Problem einer einseitig gelenkig gelagerten,
offenen Kreiszylinderschale unter konstantem Aussendruck
erhaelt Mang [47] einen Unterschied zwischen den bheiden
Reulwerten von 0.18% =-ein deutlicher Hinweis auf die
schwache Unsymmetrie des Problems. Beim Beckschen Knick-

stab (Abschnitt 6.3) ergaben Berechnungen mit verschie-
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denen Ersatzmatrizen Unterschiede in den Knicklasten bis
zu 7537%. Dies weist auf die starke Unsymmetrie der Matri-
zen hin. Der mit dem kinetischen Kriterium ermittelte
Vert der kritischen Last lag entsprechend um 100% ueber
der kritischen Last, die mit der Symmetrisierung nach Me-
thode 1 G1.(4.9) in Tafel 4.3 (Mang) ermittelt wurde.

Eine weitere aufwendige Ueberpruefung der Guete der
Ersatzmatrizen kann wueber eine Berechnung des vollstaen=-
digen Last-Verschiehungsdiagramms erfolgen (s. Abschnitt
3.4.2.3),bei der im Sinn eines modifizierten Newton/Raph=-
son Verfahrens auf der Lastseite das System vollstaendig
erfasst wird. Mit Hilfe von begleitenden Eigenwertunter-
suchungen in der Naehe der Durchschlag-oder Verzweigungs-—
punkte kann die Guete der Ersatzmatrix beurteilt werden.
Als beste Naeherung bei schwach unsymmetrischen Systemen
erwies sich das Vorgehen nach Gl.(4.12) Tafel 4.3,bei dem
die schiefsymmetrischen Anteile entfallen. Der physikali-
sche Hintergrund ist die Beibehaltung des groessten An-
teils der Arbeit der Randbelastung. Die vollstaendige
Nichtberuecksichtigung aller Anteile aus der Randbela=-
stung ~ Methode 2 nach Mang G1.(4.10)= stellt keine gute
Naeherung dar, wund ist nur zur Abschaetzung der Groesse
der Unsymmetrie geeignet.

Die Herleitung in Abschnitt 3 fuehrte sowohl fuer Ge-
bietsterme als auch fuer Randterme 2zu symmetrischen und
schiefsymmetrischen Matrizen. Deshald wird in der vorlie~
genden Arbeit die Zwangssymmetrisierung auf Gebietsterme
ausgeweitet, die bei ungleichfoermig verteilter Belastung
entstehen. Da eine Aufteilung nach Gleichung (4.9) bzw.
(4.10) zu wunnoetigem Arbeitsaufwand fuehrt, - z.B, alle
Anteile der |Laststeifigkeitsmatrizen, die mit Randver~
schiebungen gekoppelt sind, muessten abgespalten werden-,
wird zur Beurteilung der Unsymmetrie eines Systems ein
Vorgehen mnach den Gleichungen (4.11) bis (4.13) vorge-
schlagen. Dabei kann (4.12) alternativ zu (4.13) verwen-
det werden. Die symmetrische Matrix nach Gleichung (4.11)

entspricht der Mang’schen Matrix nach Gleichung (4.9).
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2

Fuler-Stab zum Vergleich p = 0.250 WLEJ
Beckscher Knickstab

K o =p- 12 Differenz

krit e g3 |gegen GL(4.1M)
Symmetr., nach Gl.(4.11) 1.0026 -
Symmetr. nach Gl.(4.12) 0.7955 -20.7 %
Symmetr. nach Gl.(4.,13) 0.2502 ~75.0 %
T Unsymmetr. Matrizen | 7,050 T T TITT T
(kinetische Untersuchung)
¥Kragschale unter konst, Druck L/R = 6 ; R/t = 100
2 3 .

K .=pl2(1-v%) R3|  pitferenz

wit>P = 13| gegen GL (4.11)
Symmetr. nach Gl.(4.11) 8.1047 -
Symmetr. nach Gl.(4.12) 8.1235 0.232 %
Symmetr. nach Gl.(4.13) 8.0858 ~0.232 7%

Kreiszylinder (klass. Lagerung) koerperfeste Last

(Wasser) p = Allscos®) ;3 L/R =T; R/t = 100
R 6 Ditferenz
Kerie= P g7 107 | gegen GL.(4.1)
Symmetr . nach Gl.(4.11) 370.40 -
Symmetr. (Gebietsterme) 370.35 ~ 0 7
nach Gl.(4.13)
Kragschale unter Windlast (koerperfest)
L/R = 33 R/t = 376
. R § Differenz
Kerie* B - g 107 | gegen GL.(4.1)
Symmetr. nach Gl.(4.11) 57.50 -
Symmetr. (nur Randterme) 57.41 «0.2 %
nach Gl.(4.13)
Symmetr. alle Terme nach 57.49 ~ Q0 %
Gl.(4.13)
Tafel 4.4 Vergleich der Ergebnisse der Stabilitaets-

untersuchungen mit zwangssymmetrisierten

Steifigkeitsmatrizen.
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In Tafel 4.4 sind einige Ergebnisse zusammengestellt, die
numerisch die Moeglichkeiten der Zwangssymmetrisierung
aufzeigen. Bemerkenswert ist hierbei, dass beim Beckschen
Knickstab die starke Unsymmetrie des urspruenglichén Pro-
blems in den Frgebnissen der Rechnungen mit symmetrisier-
ten Matrizen deutlich sichtbar wird. Fuer die Rechnung
mit Gleichung (4.13) ergibt sich sogar die Knicklast des
Eulerstabes als Stabilitaetslast. Bei den anderen angege-
benen Beispielen zeigen die nur wenig differierenden Sta-

bilitaetslasten die geringe Unsymmetrie der Probleme an.

Diskussion der Zulaessigkeit der Symmetrisierung

Im streng mathematischen Sinm kann auch eine sehr schwa-
che Unsymmetrie' in der Steifigkeitsmatrix bei Anwendung

des kinetischen Stabilitaetskriteriums zu komplexen Ei=~

‘genwerten fuehren, und nur durch Ermittlung der Eigen-

werte (kinetisches Kriterium) ist es moeglich festzustel-
len, ob ein Tragwerk durch Flattern oder durch das Durch-
laufen indifferenter Gleichgewichtslagen versagt.In [110]
(satz 13) wird diese strenge Forderung fuer lineare Sy=-
steme etwas eingeschraenkt. Das statische Kriterium ist
demnach fuer die Beurteilung der Stabilitaet stationaerer
Systeme auch in nichtkonservativen Faellen Thinreichend,
wenn bei positiv definiter Teilsteifigkeitsmatrix (son-
stige Steifigkeitsmatrix und symmetrischer Teil der Last-
steifigkeitsmatrix) die zirkulatorischen Kraefte im Ver-
gleich zu den konservativen Kraeften klein sind. Ausser-
dem darf die Daempfung des Systems nicht zugleich schwach
sein. Ersteres trifft auf die meisten der in der vorlie-
genden Arbeit untersuchten Probleme zu, allerdings kann
die Daempfung der Systeme —-fast ausschliesslich Material-
daempfung= nicht als stark bezeichnet werden.

Die Beobachtung von Versagensfaellen in der Praxis
und von Versuchen aussendruckbelasteter flaechenhafter
Tragwerke z.B., Schalen unter Windbelastung sprechen aber

nicht dafuer, dass ein kinetisches Versagen infolge der
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nichtkonservativen Anteile der statischen Belastung er-
folgt, was auch angesichts der geringen Groesse dieser
Terme ueberraschend waere. Das Versagen erfolgt nach dem
Auftreten deutlicher Schwingungen {103], d.h. die ent-
scheidende Rolle bei diesem kinetischen‘Versagen spielen
instationaere (pulsierende) Kraefte, die in diesem Fall
gleichzeitig mit den statischen Kraeften auftreten (z.R,
Gl.4.15)., Solche Schwingungen werden als parametererregte

Schwingungen bezeichnet.

Echte instationaere Windbelastung

P, * po(kp) + p (@) - cos wt (4.15)
Mit: P Unfangskoordinate eines Zylinders

R (@)stationaerer Lastanteil
Die Belastung wird in Zylinderlaeungsrichtung als konstant
angenommen.

Liegen die Eigenfrequenzen der Konstruktion so nied-
rig, dass infolge der Belastung groessere Schwingungen
auftreten koennen, so kann ab einer bestimmten Groesse
der Druecke n, und 1) die Eigenfrequenz 1in den Bereich
der Erregerfrequenz gelangen, was zum Versagen des Trag-
werks fuehrt., Solche Effekte (Ovalling) wurden bei sehr
biegeweichen Schalen mit freiem Rand (z.BR.Kaminen) unter
Windbeanspruchung beobachtet [69] [103].

Abschliessend sei bezueglich dieser Frage der Hinwelis
{131] erwaehnt, dass aufgrund von Forschungsergebnissen
der Luft- und Raumfahrttechnik im Unterschallbereich
selbsterregte Flatterschwingungen bei Platten und Schalen
im Gegensatz =zu parametererregten Schwingungen grund=-
saetzlich auszuschliessen sind.,

Die durchgefuehrten Eigenwertuntersuchungen nach Ta=-
fel 4.4 zeigen, dass bei Flaechendruckbelastungen, deren
Gradiente sich nicht extrem aendert, die nichtkonservati-
ven Anteile der Belastung gegenueber den konservativen

Anteilen klein sind, wund auf die Verschiebung einer
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Struktur nur einen geringen Einfluss ausueben. Letzteres
wird durch die Berechnung der nichtlinearen Last-Ver-
schiebungskurve aussendruckbelasteter Zylinder (siehe Ab-

schnitt 7.2) bestaetigt,
Zusammenfassend laesst sich folgende Aussage ahleiten:

Sind bei verteilten Druckbelastungen die nichtkonser-
vativen Anteile der Belastung klein gegenueber den kon-
servativen Belastungsanteilen (Beurteilung durch FEigen-—
wertuntersuchungen mit unterschiedlichen Matrizen), so
wird bei uveblichen Abmessungen das Tragwerk durch stati-
sche Instabilitaet versagen, und das statische Stabili-
taetskriterium mit symmetrisierten Matrizen zur Beurtei=~
lung genuegen. Dies ist allerdings nicht mehr gueltig,
sofern neben den stationaeren Kraeften auch grosse in-
stationaere Kraefte vorhanden sind, die eine deutliche
Schwingung des Tragwerks bewirken, wie dies beil biegewei~-

chen langen Schalen haeufig der Fall ist,
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5. Rechentechnik

Zur numerischen Loesung des nichtlinearen Problems wird
inkrementell~iterativ vorgegangen, In der inkrementellen
Formulierung der virtuellen Arbeitsgleichung wurden dazu
Linearisierungen vorgenommen. Die in den unbekannten Ver-
schiebungsinkrementen linearisierte Gleichung wurde an=
schliessend durch die Diskretisierung in ein System alge-
braischer Gleichungen ueberfuehrt. Folgende Linearisie-

rungsfehler sollen durch die Iteration beseitigt werden.

1. Linearisierung zwischen dem Uebergang von der
exakten (G1.2.18) auf die linearisierte Form
(Gl. 2.20) der Arbeitsgleichung.

2. Annaeherung der Stoffmatrix “des unbekannten Zu=-
standes 2 durch die Stoffmatrix einer bekannten
Lage l. (Bei Plastizitaet)

3. Annaeherung des Lastvektors fuer verformungsab-
haengige Belastung %2 =2*HR durch die Lastver~
teilung nach dem Lastvektor des Zustandes 1

ZR' 2}\ R
4, Linearisierung der Laststeifigkeitsmatrizen des

Zustandes 2 nmach Abschnitt 3.

Tteriert wird innerhalb des Inkrements 1—=2. Fuer den
Iterationszyklus k gilt auf Grund der Gleichgewichtsbe-

ziehungen fuer den Zustand 2

. (5.1)
i K k k
K - auk = R - GF
k
mit AU" Verschiebungszuwachs im k-ten Zyklus

i
OK Steifigkeitsmatrix in der Lage i,

z.B. Tangentensteifigkeit. (1 = 1 = k)
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R = Zl(klR Lastvektor in der Lage k
(k)=0 bei nicht verformungsabhaengigen
Lasten.,

Fuer die Durchfuehrung der Iteration nach Gleichung (5.1)

stehen drei wesentliche Iterationsmethoden zur Verfuegung.

5.1.1., Iterationsverfahren mit Laststeuerung

E e L L e e L ]

Bei den Iterationsverfahren mit Laststeuerung wird fuer
einen vorgegebenen Lastzustand der zugehoerige Verschie-
bungszustand iterativ ermittelt. 2Zu diesen Verfahren
zaehlen die Euler~Verfahren, das Runge~Kutta-Verfahren,
das Verfahren mit Mittelpunktsteifigkeit, sowie das Stan-
dard und das modifizierte Newton—-Raphson—-Verfahren. In
[114] werden diese Verfahren diskutierty als derzeit
gaengigste Verfahren gelten die letzten drei der vorher
genannten Verfahren. Die in dieser Arbeit verwendeten

Newton-Raphson-Verfahren sollen kurz vorgestellt werden.

Beim Standard-Newton-Raphson~Verfahren wird in jeden
Iterationsschritt die Steifigkeitsmatrix fuer den eben
erreichten Verschiebungszustand neu berechnet. Bei der
hier betrachteten proportionalen Belastung erfolgt die

m
Laststeuerung ueber den Last(Proportionalitaets)faktor A.

k

Kooaut o= MR- OF (5.2)

o

3
Ueblicherweise ist oK eine Tangentensteifigkeitsmatrix.

Fuer verformungsabhaengige Lasten gilt:

k k k k k

oK = oKer oK+ oK+ Ky (5.3)
k

Es ist: K= K (5.4)
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nit 'K als Proportionalitaetsfaktor der Last in der
Lage i. (i zwischen 1 und 2)

Fuer i=k ist ;K eine Tanpgentensteifigkeitsmatrix. Da je=
doch die Groesse des Proportionalitaetsfaktors nur im Zu-
stand 1 und 2 bekannt ist, in dep Zwischenzustaenden aber
nicht ermittelt wird, stellt éK eine Sekantensteifig-
keitsmatrix dar, die nur fuer i=l1 bzw. 2 zur Tangenten=
steifigkeitsmatrix wird. Sinnvollerweise wird der end-
gueltige Proportionalitaetsfaktor ZK beim Standard-New=-
ton=-Raphson Verfahren verwendet. Beim modifizierten New=
ton-Raphson~Verfahren wird waehrend der Iteration inner-
halb eines Lastinkrements die Steifigkeitsmatrix des Zu-
standes 1 (Tangentensteifigkeit =zu Beginn des Last-
schritts) beibehalten.

K auf = MR- GF (5.5)
Fuer den Proportionalitaetsfaktor ik auf der Seite der
Laststeifigkeitsmatrix wird danun der Faktor 1K vom Beginn
des Lastschritts verwendet. Im Sinne des modifizierten
Newton-Raphson-Verfahrens kann aber auch ein anderer Fak-
tor N eingesetzt werden. Dies hat die oben erwaehnten

Auswirkungen auf die Steifigkeitsmatrix zur Folge.

147

P} " &

2

A Y -

1?\ \

u 2y Tomy 'y 2y
Standard N.R -~ Vertahren Moditiziertes N.R.Vertahren

Bild 5.1, Lastgesteuerte Iterationsverfahren

Schema fuer Systeme mit einem Freiheitsgrad
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Die Beibehaltung der Steifigkeitsmatrix beim modifizier=—
ten N.R.,-Verfahren stellt einen Vorteil bezueglich der
Rechenzeit dar, der bei Problemen mit wenigen Freiheits-
graden kaum sichtbar ist, sich bei Problemen mit vielen
Freiheitsgraden, die eine Abspeicherung der Steifigkeits~—
matrix in Bloecken erfordern,> aber deutlich bemerkbar
macht., Die Vorteile des Standard Newton-Raphson Verfah-
rens liegen in seinen besseren Konvergenzeigenschaften,
die sich besonders bei stark nichtlinearem Verschiebungs~-
verhalten sowie bei Spannungsumlagerungen -Biegezustaende
auf Membranzustaende- auswirken.

Die Schwaechen aller Verfahren mit Laststeuerung lie-
gen im Unvermoegen bei der Ueberwindung von Durchschlag-
punkten, wenn naemlich Singularitaeten in den Steifig-
keitsmatrizen auftreten. Die Behebung dieser Schwaechen
ist nur durch Sondereingriffe wmoeglich, =z.B. Anbringen
von Federn (z.B.[114]) oder der,Verzicht auf Iterationen

(Bergan [16]) in der Naehe des Dﬁrchschlagpunktes.
5.1.2. Iterationsverfahren mit Verschiebungssteuerung

Die Schwaechen der Iterationsverfahren mit Laststeuerung
beim Auftreten von Singularitaeten fuehrten zu den Itera-
tionsverfahren mit Verschiebungssteuerung. Anstelle der
jeweils proportionalen Steigerung des Lastvektors wird
eine einzelne Verschiebungskomponente als unabhaengige
Variable gewaehlt wund der Proportionalitaetsfaktor der
Last =das Lastniveau- als Unbekannte eingefuehrt.

Das urspruengliche Gleichungssystem wird aufgeteilt:

i i, K Tkl k
oKy oK1z AUy R,| | of (5.6)
_ 2
i H - A (k] - k
i K
0K21 oKz Au; Ryl | o
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Der Verschiebungsvektor Aukwird aufgespalten in den Vek=
tor der unbekannten Verschiebungen AU? und die Verschie=
bungAu;, die als unabhaengige Variable verwendet wird.(k'R2
und'gﬁ sind die zu dieser Variablen gehoerigen, aecusseren
bzw, inneren Kraefte, Die Steifigkeitsmatrix zerfaellt
entsprechend in vier Teile. Mit Aug = Gz wird das Glei=

chungssystem umgeformt zu:

i (k) K i K
e - Ry Ay oKpz of
i T Gl
(k) 2 i :
0K21 - Rz A oKz of
(5.7)
mk L
e My, Mu,

a) lterative Bestimmung des L.ast -
parameters {iber O,

b) Versagen des Verfahrens bei
Lastabfallpunkten

Bild 5.2. Verschiebungsgesteuertes Iterationsverfahren

Der Verlust der Symmetrie der neuen "Steifigkeitsmatrix"
sowie der Verlust der Bandstruktur scheinen die Anwendung

dieses Verfahrens stark einzuschraenken. Diese Schwierig-
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keit kann dadurch umgangen werden, dass das Gleichungs-
systen (5.7) in zwel Schritten geloest wird. Das detail-
lierte Vorgehen ist in [116] beschrieben, wo noch weitere
Vereinfachungen angegeben werden. In Kombination mit den
Newton=-Raphson~Verfahren stellen die verschiebungsgesteu-
erten Verfahren ein gutes Mittel zur Ueberwindung von
Durchschlagpunkten dar.,

Die Schwaechen der Verfahren mit Verschiebungssteuerung
sind analog zu denen der lastgesteuerten Verfahren. Weist
die gewaehlte unabhaengige Verschiebungskomponente die in
Bild 5.2.b) gezeigte Charakteristik auf -keine Eindeu-
tigkeit bezueglich des Lastparameters m)\-,so versagt hier
dieses Verfahren, Der Lastabfall entspricht dem Durch-
schlag bei Laststeueérung. Damit ist der Anwendungsbereich
dieser Verfahren auf Probleme eingeschraenkt, fuer die
der monotone Verlauf mindestens der als unabhaengiger
Variablen gewaehlten Verschiebhungskomponente gesichert
sein muss. Dies stellt bei Systemen mit Einzellasten
keine Schwierigkeit dar. Bei mehreren Einzellasten oder
bei Flaechenlasten kann die Wahl der "richtigen" Varia=-
blen nur bei uebersichtlichen Problemen mit der notwendi-

gen Gewaehr erfolgen.

5.1,3. Iterationsverfahren mit Steuverung ueber Bedingun-
gen aus Lasten und Verschiebungen /

Automatische Schrittweitenfindung

e L L R e L T

Die Schwierigkeiten der heiden vorigen Verfahrensarten
umgehen Riks [125],[126] wund Wempner [156] fuer propor=-
tionale Belastungen mit einer gemischten Iterationsmetho-
de, die Wessels [157] geometrisch dargestellt hat. Dabei
wird die Laenge der Tangente im Punkt i =~Bild 5.3~ auf
einen bestimmten Wert ds vorab festgelegt (constant—arc~
length-method), ds errechnet sich als Norm aus der fol-

genden Gleichungs
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.
AU . AU (AN = ds? (5.8)

AU' ist dabei der Zuwachs des Verschiebungsvektors fuer

ein zugehoeriges Lastinkrement AN .

"

Normalenebene

Ak=1

AN?

Bild 5.3 Verfahren mit Last-/ Verschiebungssteuerung

Als Iterationsebene wird die Ebene gewaehlt, auf der die
Tangente senkrecht steht. Punkt 1 ist der Aufpunkt. Die
Gleichung der Normalenebene fuehrt zur Iterationsbedin-

gung. (skalares Produkt von Vektoren)

-1 -
t.av -0 (5.9)
mit: F= fLAU%, AN
= grau’, ax)

Zerlegt 1in Verschiebungskomponenten wund Lastparameter

lautet Gleichung (5.9) in matrizieller Form

Au‘T- AW+ AN - AN =0 (5.10)
mit 3=2,3...
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Die Iterationsbedingung mnach (5.9) stellt nur eine der
Moeglichkeiten fuer Iterationsflaechen dar. Wie Cris=-
field {34] wund Ramm [116] zeigen, kann auch auf Kugel~
flaechen sowie innerhalb des Iterationszyklus . staendig
neu angeglichenen Normalenebenen iteriert werden. Hier
wird im weiteren nur auf die sehr effektive Normalenbe-
dingung eingegangen.

Um den Verlust der Symmetrie und Bandstruktur der Ma-
trix bei Einfuehrung der Normalenbedingung 2zu umgehen,
wird das unsymmetrische Gleichungssystem 1in zwei Schrit-
ten geloest. (siehe Wessels [157])

Fuer den unbekannten Vektor AV gilt bei proportionaler
Belastung:

j o

avi= aX-F . au (5.11)

Mit AVj als Summe der Verschiebungen Auﬁ'infolge der Un=-
gleichgewiqb;skraefte und einer AA-fachen des Tangen~-
tenvektors tﬂ Fuer die Summe der Verschiebungskomponenten
gile:s

au' = AN AU pg” (5.12)

K ooadt - 1 YR

H

i’ i {j) j
oK YN TLELS W - oF (5.13)

Vird die Gleichung (5.12) in die Normalengleichung (5.10)
eingefuehrt, kann das unbekannte Lastinkrement Akjdaraus
bestimmt werden:
. 1T i’
j AU . AU (5.14)
AN = — 7
AU AU AN

Damit ist das Lastniveau nach diesem Iterationszyklus be=
kannt,und der Verschiebungsvektor kanmn nach Gl.(5.12) be~

rechnet werden.
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Gleichung (5.14) beruht auf dem Standard-Newton—=Raph-
sop—Verfahren. Wird das modifizierte Newton-Raphson-Ver-
fahren eingefuehrt, so eruebrigt sich die Berechnung vou
U¥! fuer verformungsunabhaengige Lasten. Bei verformungs—
abhaengigen Lasten aendert sich aber dér Lastvektor(”R.
so dass hierfuer Auﬂ in jedem Iterationszyklus neu zu

berechnen ist.

Mit
Lt 1 it 11 1 . ;
AU = AN - AU (Au~ = Au' bei Verformungsunabhidngiger Last)
gilt j 1T P
AU - AU
& = AL == (5.15)

AN au"™ AU AN )2

Der Rechenzeitvorteil des modifizierten Verfahrens wird
noch dadurch vergroessert, dass ~neben der wiederholten
Aufstellung der Steifigkeitsmatrix im Iterationszyklus
die zweimalige Gleichungsaufloesung vermieden wird, da
AU! vom ersten Iterationsschritt vorliegt. Gegenueber
einer lastgesteuerten Iteration wird nur zusaetzlicher
Speicherplatz fuer den Vektor AU1 benoetigt. Bei der
Standard Iteration muss zusaetzlich AUjI gespeichert wer-
den. Bei verformungsabhaengigen Lasten entfallen aller-
dings die hier erwaehnten weiterem Vorteile.

Wie sowohl Crisfield [34] als auch Ramm [116] wvor=-
schlagen kann der Lastwert(AK”zohne numerische Schwierig-
keiten bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden vernach-
laessigt werden.

Lastumkehrpunkte bei Durchschlagsproblemen werden in-
nerhalb der Berechnung durch Untersuchung der dreiecks=—
zerlegten Steifigkeitsmatrix auf negative Elemente auf
der Hauptdiagonalen festgestellt. Jeweils beim Vorzei-
¢henwechsel wird eine Lastumkehr vollzogen.

Die Abkehr von der Methode mit konstanter Tangenten-
laenge bringt im Bereich starker Nichtlinearitaeten eine
weitere Einsparung an Rechenzeit. Crisfield [34] veraen-

dert die Tangentenlaenge im Verhaeltnis n; /n, wobei n
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die Zahl der Iterationen 1im vorigen Schritt wund n eine
gewuenschte Iterationszahl darstellt, Da dieses Vorgehen
zu sehr starken Schwankungen in der Iterationszahl in
aufeinanderfolgenden Schritten fuehrt, wurde in der vor-
liegenden Arbeit der Faktor V;T7; verwendet, was sich
sowohl bei der Vergroesserung als auch Verkleinerung der
Tangentenlaenge gut bewaehrt hat.

Ein besseres Mittel zur Vahl einer sinnvollen Tangen-
tenlaenge stellt der Current-stiffness-Parameter mnach
Bergan [16] dar, der in Abschnitt 5.2. genauer beschrie-
ben wird. Er beinhaltet mehr Information ueber die Stei-
figkeitsaenderung des Tragwerks als die Iterationszahlen.
Der Rechenaufwand spricht aber fuer das einfachere Ver-
fahren der Steuerung mit Hilfe der Iterationszahl.

Der automatischen Aenderung der Tangentenlaenge sind
zudem Grenzen gesetzt, Bei Systemen mit teilweise fast
linearem Verhalten kann die selbstaendige Schrittweiten-
findung grosse Tangentenlaengen ergeben, die zum Teil da-
zu fuehren, dass ueber Durchschlags— oder Verzweigungs=
punkte hinweg auf sekundaere Glelchgewichtsaeste oder
physikalisch nicht realisierbare Cleichgewichtslagen hin
iteriert wird. Um dies zu umgehen, muss die maximale Tan~-
gentenlaenge eingeschraenkt werden. Hierfuer ein allge-
meingueltiges Mass anzugeben, ist wegen der starken Sys-
temabhaengigkeit dieser Groesse kaum moeglich. Bergan
[16] schlaegt zwar im Zusammenhang mit reinen Last-— oder
Verschiebungsgesteuerten Verfahren vor, die Aenderung der
Verschiebungen so zu begrenzen, dass sich der Current-
Stiffness-Parameter maximal wum den Betrag 0,1 aendert.
Figene Rechnungen haben aber gezelgt, dass diese Mass—
nahme nicht allgemeingueltig ist. RBei Systemen mit abrup-
tem Uebergang von fast linearem in stark nichtlineares
Verhalten ~-siehe Peispiel Kreiszvlinderschale unter Wag-
serdruck (Abschnitt 7.2,1)= sind zur sinnvollen Schritt-
weitenfindung mehrere Schrittweitenvariationen erforder~
lich. Rechenerfahrung mit aehnlichen Systemen ist dann

unumngaenglich,
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5.1.4. Weitere Iterationsverbesserungen

Eine einfache abep dennoch effektive Methode zur Reduzie-
rung der Rechenzeit wird von Hinton etal.{65] vorgeschla-
gen. Dabei wird nach der ersten oder zweiten Iteration
mit dem Standard-Newton-Raphson=-Verfahren auf das modi-
fizierte Newton-Raphson-Verfahren uebergegangen. ( ¥T1
bzw. KT2 Methode nach [65] ). Die vom Verfasser im Pro=
gramm NISA [20] implementierte KT2 Me thode hat sich bei
verschiedenen Berechnungen als sehr wirkungsvoll und
rechenzeitsparend erwiesen.

7ur Iterationsverbesserung wird haeufig von der Tan-
gentensteifigkeitsmatrix abgegangen und versucht,die Ite-
ration durch Verwendung von Sekantensteifigkeitsmatrizen
zu beschleunigen. Diese Verfahren, zu denen das Mittel-
punktssteifigkeitsverfahren [21] und die Quasi-Newton~Me=-
thoden [34] gehoeren, =zeigten bei der reinen Laststeue-
rung deutliche Verbesserungen gegenueber den Standard und
modifizierten Newton-Raphson-Verfahren. Crisfield verbin-
det in [34] ein solches Sekantenverfahren mit der modifi=~
zierten Methode von Riks/Wempner und stellt fest, dass
das Verfahren nur in manchen Bereichen sehr starker
Nichtlinearitaeten eine Verringerung der Iterationszahl
zur Folge hat. Dieser Unterschied ist jedoch bei weitem
nicht so deutlich wie bei den rein lastgesteuerten Stan-
dard oder modifizierten Newton-Raphson-Verfahren. Da der
Rechenaufwand fuer die Erweiterung auf Sekantensteifig—
keitsmatrizen nicht unbedeutend ist, wird daher empfohlen
eine Reschleunigung der modifizierten Methode nach Riks/
Riks/Wempner nur im Rereich starker Nichtlinearitaeten

vorzunehmen.
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5.2, Der Steifigkeitsparameter nach Bergan [16]

Der von Bergan/Soreide eingefuehrte Steifigkeitsparameter
(current-stiffness parameter) Sp stellt ein sinnvolles
Mass zur Beurteilung der aktuellen "Nichtlinearitaet"

eines Problems dar. Er kann bei der Ermittluhg von Durch-
schlagpunkten sowie bei der automatischen Schrittweiten=

findung verwendet werden.

"R lLast
iA———#"—ﬂ—-m
n n //”’>
R™=aN P | & _
y i
R1=AN P //
P [ )
My
B .
et - AU Verschiebung
AT
Au? Au”
l-aa-—n-‘
Bild 5.4 Groessen fuer den Current-stiffuness Parameter
Der Parameter ist folgendermassen definiert:
T
=1
AU - P
Sp = — (5.16)
n

Mit P Einheitslastvektor

AU Verschiebungsvektor in der Laststufe 1 infolge P

AU" Verschiebungsvektor in der Laststufe n infolge~P
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Wird mit wunterschiedlicher Lastschrittgroesse vorgegan-«

gen, so gilt:

R = ax P R" = aX p
adt = AN AT au” = AN ATO (517

Damit wird der Current-Stiffness~Parameter zu?

S( ANV au R

o e R (5.18)

Fuer R1 bzw. Rn wird der Lastvektor zu Beginn des ersten
Lastschritts bzw. naeherungsweise die Ungleichgewichts~-
kraefte zu Beginn des n-ten Lastinkrements verwendet. Al-
ternativ kann ein ausschliesslich auf die Verschiebungen

bezogener Steifigkeitsparameter eingefuehrt werden:

-
at’] o axX | lad] (5.19)
VN1 S TN T ’
Mit der euklidischen Vektornorm JAU"l der inkrementellen

Verschiebungen.

Beide Formulierungen-fuehren zu Werten, die nahe bei-
einander liegen. Bei Problemen mit vielen Unbekannten
bietet der zweite Parameter sz einen Vorteil bhezueglich
des Speicherplatzes, da hierfuer nur der aktuelle inkre-
mentelle Verschiebungsvektor Tbenoetigt wird, waehrend
heim ersten Parameter Sa jeweils Speicherplatz fuer die
rechte Seite des Gleichungssystems vorgehalten werden
muss. Dieser Vorteil macht sich dann bemerkbar, wenn fuer
den Verschiebungsvektor AU" die Cesamtverschiebungen des
Inkrements nach jeder Iteration eingefuehrt werden, und
damit die Veraenderung des Parameters waehrend der Itera-

tion bheohachtet werden kann.
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Wird der Current-Stiffness—~Parameter am Anfang eines
Lastinkrements gebildet, so stellt er einen Steifigkeits-
wert am Punkt i dar, waehrend er nach dem Ausiterieren
eines Lastinkrementes einen Steifigkeitsmittelwert zwi-~
schen den Punkten i1 und j der Lastverschiebungskurve bhe=-
deutet.

Fine wesentliche Eigenschaft der beiden Parameter be-
steht darin, dass sie bei Durchschlagpunkten exakt zu
Null werden. Werden die Sp Parameter ueber dem Lastwert
aufgetragen, so besitzen die Kurven 1m Nullpunkt eine
Tangente lotrecht zur Lastachse. Nach dem Erreichen eines
Durchschlagpunktes besitzen sie solange negative WYerte,
bis wieder eine Umkehr der Lastverschiebungskurve ein=

setzt .

5.3 Konvergenzkriterien

Fuer inkrementell-iterative Prozesse sind zwei grund-
saetzlich verschiedene Kriterien gebraeuchlich. Dies sind
zum einen Normen in den Kraeften (Ungleichgewichtskraef~
ten) und zum anderen Normen in den Verschiebungen (Ver-~
schiebungszuwachs). Diese koennen wiederum in globale und
lokale Kriterien unterteilt werden. Bei lokalen ¥Xriterien
wird der Zuwachs der einzelnen Kraét- und Verschiebungs-
komponenten im Iterationszyklus mit einer Referenzkompo-
nente skaliert und dann eine Norm bestimmt. In {15] wird
fuer Verschiebungskomponenten gezeigt, dass sowohl Abso-
lut=- als auch euklidische oder Maximumnormen gleichwertig
anwendbar sind; Das Problem besteht bei lokalen Kriterien
in der Bestimmung der jeweiligen Referenzkomponente, wo-
bei sowohl ein Maximalwert als auch ein Mittelwert ver—
wendet werden kann. Wird fuer jede Fomponente = gleich~
gueltig ob gross oder klein- dieselbe Cenéuigkeitsschran—
ke verwendet, so ist das Kriterium bezueglich der kleinen

Groessen schaerfer. Globale Xriterien verwenden den Zu-
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wachs aller Kraft- bzw. Verschiebungskomponenten im Ite-
rationszyklus. Als Bezugsgroesse wird eine Norm aus allen
Kraft- bzw. Verschiebungsgroessen benutzt. Damit ist ein

durchschnittliches Fonvergenzkriterium .fuer alle Groessen

gegeben.

lokales Konvergenzkriterium ¥
(Yonvergenz einer Komponente) z.B. nach [15]

1
£ > “—2 ‘MLIZ]Z (5.20)

m
Ui re

-2 -
( € zwischen 10 16° )

globales Fonvergenzkriterium 3

(Beispiel im Programm NONSAP [9])

lau™]|
"

LI (5.21)
u -+ au"

Die Schwaeche dieses globalen Kriteriums —fuer wachsende
Gesamtverschiebung wird das Kriterium bei konstantem €

immer weniger scharf- kann dadurch ausgeglichen werden,
dass als Bezugsgroesse- - die Verschiebungen u innerhalb

eines Lastinkrements herangezogen werden.

Verbessertes globales Konvergenzkriterium :
siehe Programmsystem NISA [20]
Verschiebungskriterium: verwendete Schranken

zwischen

> ___.u.éy_.”— € = 10— 10 (5.22)

fu - au’l
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Kraeftekriterium ¢

I'R-%FI oF

(5.23)
B

Die Frage, ob Kriterien in den Kraeften oder in den Ver=-
schiebungen verwendet werden, wird haeufig zugunsten der
letzteren beantwortet., Kriterien in den Kraeften verglei=-
chen den Zuwachs in den Ungleichgewichtskraeften nmit den
aeusseren Lastenm. Da auch dort Ungleichgewichtskraefte
vorhanden sein koennen, wo keine Lasten auftreten, kann
ein lokales Kriterium nur eingeschraenkt angewandt wer-
den. Auch globale Friterien in den Kraeften koennen ver-
sagen oder zu sehr vielen Iterationen fuehren, z.B. bel
Systemen die mit nur einer Last belastet sind. (Krag-
platte wunter Einzellast). Diese Schwaeche des globalen
Kraeftekriteriums liegt darin begruendet, dass im Fall
der Einzellast viele Ungleichgewichtskraefte mit einer
aeusseren Kraft in Beziehung gesetzt werden. Bei Systemen
mit vielen belasteten Freiheitsgraden ergibt dagegen die~
ses Kriterium zufriedenstellende Ergebnisse. In diesenm
Fall stehen der grossen Anzahl der Ungleichgewichtskraef-
te eine ausreichende Zahl an aeusseren Kraeften gegen-
ueber. Es wurden daher Verbesserungen der Kriterien in
den Kraeften durch Skalierung der Ungleichgewichtskraefte
mit Steifigkeitswerten z.B. den Diagonalelementen der
Steifigkeitsmatrix [34] vorgeschlagen. Dies entspricht
aber wieder dem Einsatz von Verschiebungswerten, so dass
die direkte Anwendung von Verschiebungskriterien sinn-

voller erscheint.,
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6. Klassische Belspiele

PR L - L LT T

Alle Beispiele wurden mit der bezueglich der vorigen Ab-
schnitte erweiterten Version des Programmsystems NISA

[20] auf CDC Computer CD 6600 bzw. CYBER 174 berechnet.

6.1 Kreisring unter Aussendruckbelastung

Der Kreisring oder das lange Rohr wunter Aussendruck
stellt bei der Beruecksichtigung der Verformungsabhaen-
gigkeit einer Belastung den klassischen,am meisten unter=
suchten Fall dar. Da unter konstantem Aussendruck die
Lastabtragung weitgehend - bei geschlossenen Ringen sogar
ausschliesslich - ueber Membrankraefte erfolgt, wergibt
sich hierfuer ein lineares Stabilitaetsproblem, waehrend
nicht konstanter Aussendruck zu grossen Biegemomenten und
somit auf ein Problem mit grossen (Biege-) Verformungen
fuehrt.

Die beiden folgenden Beispiele werden unter drei ver=
schiedenen konstanten Aussendruckbelastungen untersucht,
die alle am perfekten System auf Stabilitaetsprobleme
fuehren.

Diese Lastfaelle sind :

1. konstanter, hydrostatischer Aussendruck (normalentreu)
2. konstanter,linientreuer (richtungstreuer) Aussendruck
3. konstanter, poltreuer Aussendruck nit Kreismittelpunkt

als Pol

Alle drei Faelle stellen fuer geschlossene Systeme kon-
servative Belastungen [17] mit in der Folge symmetrischen
Steifigkeitsmatrizen dar, die mit den statischen Stabili-
taetskriterien untersucht werden koennen. Bei nichtkon=-
stantem Aussendruck koennen je nach Art der Belastung
nichtkonservative Probleme entstehen, fuer die zur Auf-
findung der Stabilitaetslast das kinetische Yriterium zu

verwenden ist.
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6.1.1 Der beidseits gelenkig gelagerte Halbkreisbogen
Die Dimensionen des Boéens entstammen einer Arbeit von

Batoz [13]) und wurden von Loganathan et al.[88] sowie

Floegl/Mang [47] uebernommen.

|
s e e

R =120cm; h = b = tem; EJ = 45880 Ncm?

Bild 6.1. Halbkreisbogen unter Aussendruck, Beulfigur

Bei der Berechnung wurden alle drei in Abschnitt 3.4.2,.2
gezeligten Elemente verwendet, Fuer alle drei Belastungs-
faelle ergeben sich wegen der Konservativitaet der Bela-
stung symmetrische Laststeifigkeitsmatrizen wund eine
aehnliche Beulfigur. Die Ergebnisse in Tafel 6.1, siud
das Resultat klassischer Anfangsstabilitaetsanalysen.
Vergleicht man die Ergebnisse mit analytischen Loe-
sungen nach Levy [87],Chwalla/Kollbrunner [32] oder Timo=-
shenko [153], so zeigt sich sehr gute Uebereinstimmung.
Die etwas groessere Abweichung bei poltreuen Lasten
ruehrt daher, dass bei der Realisierung im/Rechenprogranm
aus Gruenden des Rechenaufwandes die aus der Flaechenaen-
derung herruehrenden Anteile der Laststeifigkeitsmatrix

vernachlaessigt wurden.
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R.= K ER% K
Elementtypen analytische
Belastung 2 dim.Kontinum | 2dim.degenerierte | P/S.Element degen. Loésungen
hydrostatisch 3.0186 2.9999 (1} 3.0045 3.000
- 3.00382 {2) - -
linientreu 3.2667 3.27 3.276 3.265
poltreu - - 4.282 4.500

Flementnetze : jeweils gleichmaessiges Elementnetz
60
(1) 60
(2) 18

24

2=-dim. Kontinuumelemente 8 knotig

2~dim.,degenerierte Elemente 3 knotig
2-dim., degenerierte Elemente . 4 knotig
l6=knot., degenerierte Platten/Schalen-

elemente

Tafel 6.1 Beulfaktoren K des gelenkig gelagerten Halb-
kreigbogens
Den analytischen Loesungen liegt dehnungsloses Beulen

zugrunde. Diese Annahmen wurden durch die Eigenwertanaly-

sen nach Tafel 6.1, bei denen Dehnungsanteile berueck-

sichtigt werden, gerechtfertigt. Der Einfluss der Verfor—

mungsabhaengigkeit der Last bewirkt einen Abfall der kri-
zwischen linientreuer und

tischen Last hydrostatischer

Belastuhg um 97.

6.1.2 Der geschlossene Kreisring
Der geschlossene Kreisring stellt das gsignifikanteste

Beispiel fuer den Einfluss der Verformungsabhaengigkeit

der Belastung dar. Aus analytischen Loesungen ist be-

kannt, dass der Kreisring - mit den Kreismittelpunkt als

Fixpunkt —~ unter allen drei Belastungsarten in vier Halb=

wellen ausbeult. Daher genuegt zur JIdealisierung mit fi-
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niten Elementen ein Viertel des Rings. Bei der Berechnung

kam das l6-knotige,degenerierte Platten/Schalenelement

zur Verwendung.

Dimensionen siehe Bild 6.1

Symmetrierandbedingungen

Beulfigur
Bild 6,2 HKreisring unter gleichfoermigem Aussendruck
Die Untersuchung beschraenkte sich wegen des hier vorlie-

genden, weitgehend linearen Verhaltens auf eine Anfangs~-

stabilitaetsanalyse ueber eine Eigenwertberechnung.

‘ EJ
Re= K - %3 K

FE-Losung | analyt.Ldsung
Belastung 12R/S.EL./ 750 | Pfluger [108]

hydrostatisch 3.003 3.000
linientreu 4.004 £.000
poltreu 4.628 4.500
Tafel 6.2 : Beulfaktoren K des Kreisrings unter gleich-

foermigem Aussendruck
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Die Ergebnisse in Tafel 6.2 zeigen die sehr gute
Uebereinstimmung mit -den analytischen Loesungen. Die zu
kleine,pdltreue kritische Last erklaert sich wieder aus
der vorne erwaehnten Vernachlaessigung im Rechenprogranm.
Besonders bhemerkenswert 1st der Abfall der kritischen
Last infolge der Verformungsabhaengigkeit um 337.

An dieser Stelle sei eine Diskussion der Beullast des
Halbkreisbogens im Vergleich zum Kreisring belgefuegt 3

Fuer hydrostatischen sowie poltreuen Aussendruck er-—
geben sich fuer den Kreisring sowie fuer den Halbkreis-
hogen dieselben kritischen Lasten, Nur fuer linientreuen
Aussendruck zeigt sich ein betraechtlicher Unterschied.
Dieser scheint unbegruendet, denn vergleicht man die
Beulfiguren beider Probleme miteinander, so laesst sich
die Beulfigur des Halbkreisbogens durch eine Drehung der
Beulfigur des Kreisrings erieugen, bzw., umgekehrt aus der
Reul figur zweier aneinander gehefteter, selenkig gelager=-
ter Malbkreisbogen laesst sich die Beulfigur des Kreis~
rings erzeugen; vorausgesetzt man dreht diese Figur.
Diese Ueberlegung findet sich auch im Schrifttum wieder,
so dass neben dem Beulfaktor X = 4,0 auch der Wert 3.265
fuer den Kreisring existiert {321,0139),{140], [147] .
El Naschie [64] hat diese Differenz mit Hilfe . eines ein-
fachen Modells zu klaeren versucht @

Der Kreisring besitzt zwei Symmetrieachsen, die die
Verschiebungsrichtungen an 4 Punkten vorschreiben. Der
Halbkreisbogen hingegen wird an zwel Punkten voellig
festgehalten.

Fuer die Verschiebungsfelder gilt :
w — radiale Verschiebung

u - tangentiale Verschiebung

"freier" Kreiéring festgehaltener Kreisring
w = - Ricos 29 w = - R.cos 29
u =05 R sin 23 u =05R(sind-1)


ibbaf
Textfeld


~ 131 -

Lfreier”Kreisring festgehaltener Kreisring
% 2 Halbkreishogen

Bild 6.3 RBeulfiguren bei konstantem Aussendruck,
Vergleich Kreisring/Halbkreisbogen

Es handelt "sich also wum zwei physikalisch verschiedene
Probleme, deren Verschiebungsfelder sich in tangentialer
Richtung um u = -0.5 R unterscheiden. Um die Figur nach
Bild 6.3 b) einzunehmen, nuesste der Kreisring mit zwei
festen Punkten 1in einer unsymmetrischen Figur ausbeulen,
was wegen des Kraeftegleichgewichts am freien Kreisring
nicht moeglich ist. Der Unterschied in den Beullasten
resultiert aus der Arbeit, die der richtungstreue Aussen-—
druck bei der anschliessenden Starrkoerperdrehung um den
Kreismittelpunkt mit u= =-0,5R verrichtet. Bel den
beiden anderen Belastungsfaellen efgibt die Starrkoerper-
drehung keinen Arbeitsbetrag. Bel poltreuen Lasten ver=-
richtet keine Last Arbeit, waehrend bei  Thydrostatischer
Belastung sich die positiven und negativen Arbeitsanteile

aufheben.,
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Die umfassende Untersuchung dieses Beispiels in [147]
zeigt, dass nur unter den Zwangshedingungen nach Bild 6.3
a) keine Starrkoerperrotation
) Festhalterung in zwei Punkten
die Beulfaktoren ¥ zu a) 4,0 bzw. b) 3,265 zutreffen.
Werden beliebige Starrkoerperrotationen zugelassen, so
kann keine klar definierte BReullast angegeben werden.
Eine Verifizierung der Beullasten durch Experimente ist
wegen des rein akademischen Charakters dieser Belastung

nicht moeglich.

6.1.3 Der geschlossene Kreisring unter nichtrotations-
symmetrischer Belastung

Nichtrotationssymmetrische Belastung fuehrt beil einen
geschlossenen Kreisring auf ein Problem grosser Verfor-
mungen im Gegensatz 2zu den vorher gezeigten, linearen
Stabilitaetsproblemen. Als Belastungsform wird der Last-
fall p = pd(1+ cos2¥ ) gewaehlt, den Seide/Jamjoom
{143] als Normalendruckbelastung berechnet haben, siehe
auch [1141],04]).

Der Einfluss der Verschiebungsabhaengigkeit der Last

wird an drei Belastungsfunktionen gezeigt.

Belastungsfunktionen

p = p-{1+cos2d) (6.1)
o} .
mit kartesischen Koordinaten gilt :
c0s29 = cost¥ - sintd
2 2
= _).(l - ._).(J = 1 - 2_)f_2.
R? R R?

(6.2)

koerperfeste Belastung !

(1 Oxf 0
p=p-(1+— -
0 R’ R

| =
o

~

(6.3)
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raumfeste Belastungen :

y zx‘z zxzz |
= . L
C P l:)o R R? (6.4)
2.2
2

X
@ p:2p0(1~-R—2-) (6.5)

Die an dieser Stelle nur exemplarisch angenommenen Formu-
lierungen der Belastung nach den Gleichungen (6.4) und

(6.5) lassen sich als bezueglich der Achsen x, bzw. x,

feste Druckfelder erklaeren. Die Belastungsmagnitude ist

2 2,
von den aktuellen Koordinaten Zx1, X, bzw. npur x_in

2
diesen Druckfeldern abhaengig. BReide Druckfelder koennen

als unbegrenzt ausgedehnt angesehen werden.

= 100cm 5=O

2 1.6667cm® )
= 20 cm?

= 2,1-107 Njem?
= 0,3

B RYE]

X

@ "

Bild 6.4 Kreisring unter verformungsabhaengiger Druck-

belastung nach Gleichung (6.3)
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Aus Symmetriegruenden wurde nur ein Viertel des
Kreisrings durch 9-ebene,degenerierte Elenmente mit kubi-
schem Verschiebungsansatz simuliert. Bild 6.4 =zeigt die
Verformungsfigur des Ringviertels wunter einer Belastung
nach Gleichung (6.3)., Die Vergleichswerte der Loesungen
nach [41,{114],[143] stimmen mit den jeweils angegebheneh
Kurvenwerten ueberein wund werden daher nicht gesondert

gekennzeichnet.

200
2%
280 A )3/
240 /
260 _/ /
G w Vil
T 10 /;</
o o
v 140
e 120 E/fgk/
168
0 y £
50 —~EHEl- RAUMFEST 6L{64) [
6 —A-A~ RAUMFEST 6L6S) |
—sp55— KOERPERFEST GL.6.3)
2 ~3¢3¢— LINENTREU -

T T T T
W60 J040 000 2400 5000 6000 2 TOGD 8GO0 8000
VERSCHEBUNG w, lcm]
Bild 6.5 Vergleich der Last-Verschiebungskurven fuer

unterschiedliche Belastungsformulierungen

Radialverschiebung Punkt 1

Die Last=Verschiebungskurven aller drei Formulierungen
zeigen ein anfaenglich "weicher" werdendes System, das
sich mit zunehmender Belastung wieder versteift. Die hei
der Berechnung ermittelte DNeterminante unterstreicht
diese Beobachtung. Sie faellt anfangs ab, um dann etwa ab
den Wendepunkten der dargestellten Kurven wieder groes-

sere Werte anzunehmen. Die kleineren Verschiebungen unter
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2

Bild 6.6 Vergleich der Last-Verschiebungskurven fuer
unterschiedliche Belastungsformulierungeng

Radialverschiebung Punkt 2

der raumfesten Belastung nach Gl.(6.4) im Vergleich zur
koerperfesten Belastung mnach Gl.(6.3) erklaeren sich
infolge der quadratischen Abnahme der groessten Druck-
ordinaten mit schwindenden 2& ~0rdinaten. Auch der Aufbau
eines Zugbereichs infolge Zunahme der sz -Ordinaten
gleicht diese Belastungabnahme nicht aus.

Bei raumfester Belastung mnach Gleichung (6.5) werden
die Maximal-Verschiebungen bis 5= 2,2 groesser als bei
koerperfester Last, da der Druckhereich in x1-Richtung
fast voellig werhalten bleibt, und die Verformung in

XZ—Richtung eine Vergroesserung des Zugbereichs und der
Zugordinaten zur Folge hat. Das staerker versteifende
Verhalten bei hoeheren Lasten erklaert sich durch den
weiteren Aufbau des Zugfeldes und die dadurch erfolgende

Zugversteifung.
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Die Kurven fuer Belastungen nach Glelchung(6.4),(6.5)
sowie fuer linientreue Belastung wurden mit dem modifi-
zlerten Newton/Raphson -Verfahren kombiniert mit den
Verfahren nach Riks/Wempner berechnet.. Die hierbei ver-
wendete automatische Schrittweitenfindung wueber die Ite-
rationszahl zeigte sich wegen der gleichmaessigen Nicht-
linearitaet des Problems als wirkungsvoll. .Bei koerper=
fester Belastung wurde ab p =19 wegen Konvergenz-
schwierigkeiten vom modifizierten N/R-Riks/Wempner=Ver=-
fahren auf Laststeuerung mit dem echten N/R - Verfahren
uebergegangen. Eine Erklaerung fuer die Konvergenzschwie~
rigkeiten bietet die unvollstaendige Annaeherung der
Steifigkeitsmatrix durch eine zwangssymmetrislierte Matrix
nach Abschnitt 3.4.2.4,

Abschliessend sei hinzugefuegt, dass der Kreisring
wegen der Nichtkonservativitaet bei koerperfester BRela-
stung Gl.(6.5) vermutlich auch durch kinetische Instabi-
litaet versagen kann, worauf auch die Unsymmetrie in den

Steifigkeitsmatrizen hindeutet.

Der Kragarm, nach Bild 6.6 unter konstanter Gleichlast in
Normalenrichtung (hydrostatischer Druckbelastung), fuehrt
wegen des Randglieds nach 61.(3.26),(3.27) auf ein nicht-
konservatives Problem. Die Unsymmetrie tritt in den Ter—
men der Laststeifigkeitsmatrix fuer die Verschiebhungen
des Randpunktes i auf. Die Groesse des schiefsymmetri-
schen Anteils betraegt nach Gleichung (3.25) tp/2,

Der Kragarm wurde durch 5 kubische,degenerierte,zwei—
dimensionale Elemente diskretisiert und sowohl fuer
"hydrostatische" 4ls auch linientreue Belastung berech~
net. Die Dimensionen entstammen der Arbeit von Argyris/

Symeonidis [4].
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= 100 cm
166667 cm*
Az 20cm?

’ P 7

B my ,q E= 2:1-10 N/cm?
ZHHHHHJ o

i o 5: p—E’li

Diskretisierung : 5Elemente (kubisch)
18 Unbekannte

s a
1 1

Mg, W

mx2[cm1

X r[cm]

Bild 6.7 Durchbilegung eines Xragarms unter hydrosta=-

tischer Druckbelastung

Die Last~Verschiebungsdiagramme und das Verschiebungsbild
6.7 zeigen, dass die normalentreue Pelastung den Kragarn
in eine kreisaehnliche Form zwingt. Fuer linientreue Be-
lastung ergibt sich im Extremzustand ein vertikaler Stab,
der fast ausschliesslich in Laengsrichtung (zug-)helastet
wird. Die Berechnungen wurden im letzteren Fall aher
nicht bis zu diesem Zustand durchgefuehrt. Waehrend bel
linientreuer Belastung ein Problem mit grossen Verfor-

mungen vorliegt, fuehrt die nichtkonservative Belastung
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Bild 6.8 Last-Verschiebungsdiagramme fuer Verschiebungen
des Punktes i unter linientreuer und hydrosta-
tischer Druckbelastung (Vergleichswerte mnach
{661,[101,(4] liegen auf den Furven)

neben grossen Verformungen auf ein kinetisches Instabili-
taetsproblem. Zur Bestimmung der Flatterlast muessen die
unsymmetrischen Llaststeifigkeitsmatrizen verwendet wer-
den. Auf ihre Berechnung wurde im Rahmen dieser Arbeit
verzichtet., Fs sollte aber gezeigt werden, dass zur Re-
rechnung des nichtlinearen Verhaltens des Tragwerks trotz
seiner Nichtkonservativitaet unsymmetrische Steifigkeits=~
matrizen nicht erforderlich sind.

Vergleichshberechnungen mit der echten unsymmetrischen
und zwangssymmetrisierten Matrizen zeigten, dass die syn-
metrisierte Matrix nach Abschnitt 3.4.2.4 ohne Berteck=-
sichtigung der schief-symmetrischen Terme zu den gleichen
Iterationszahlen fuehrten wie die unsymmetrische Matrix.
Dieser Vergleich wurde mit dem echten N/R=-Verfahren bis

p = 14,0 durchgefuehrt. Das Problem fuehrt auf grosse
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Rotationen und durch die Linearisierung zu Membrankraef~
ten, die durch den Iterationsvorgang Dbeseitigt werden
muessen. Es sind deshalb sehr kleine Schrittweiten oder
hohe Iterationszahlen erforderlich, so dass dile weitere
Berechnung mit einem Newton-Raphson~Verfahren ohne Itera-
tion im Inkrement (Euler mit Rueckwaertseinsetzen) durch-
gefuehrt wurde. Bis zum Wert § = 30.0 waren mnoch 160
Schritte erforderlich. Trotz des bei diesem Verfahren
staerkeren Einflusses einer nicht vollstaendigen Steifig-
keitsmatrix zeigt sich kein Unterschied zu den in {4] mit

der unsymmetrischen Matrix ermittelten VWerten.

6.3 Der Becksche Knickstab

Der einseitig eingespannte, gerade Stab unter einer tan-
gentialen Folgelast am freien Ende fuehrt auf ein kineti-
sches Stabilitaetsproblem, das nach dem Schweizer Beck

benannt wurde, der dieses 1952 als erster geloest hat .
[14]

- 1 =10 x 100cm

100 cm? Elementeinteilung :

A
| 1000cm 10 x 2 dim. Kont.-Elemente
I =1000cm* 100 Unbekannte

E =20000 N/cm?
\Y 0

P Srom
L’/ SRR BEIEIEIE R

[

Bild 6.9 Der Becksche Knickstab, Finite Element — Idea-

lisierung
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Die Anwendung statischer Stabilitaetskriterien (Euler)
ergibt das irrefuehrende Resultat, dass keine Nullstelle
der Knickdeterminante auftritt, und somit das Problem
unbegrenzt stabil scheint {18] [108]. Statische Stabili-
taetskriterien sind aber nur dann verwendbar, wenn keine
nichtkonservativen kraefte im System vorhanden sind, wund
damit ein Potential der aeusseren Kraefte gegeben ist.
[167] (Ausnahmen siehe Abschnitt 4.3.2.) Beim Auftreten
nichtkonservativer Kraefte muss daher das kinetische Sta-
bilitaetskriterium zum Einsatz kommen.

Beim kinetischen Kriterium ist neben  der Steifig-
keitsverteilung auch die Massenverteilung auf der Stab~

achse fuer die Stabilitaetslast von Bedeutung. . {(siehe
Tafel 6.3)

konstante P = 2.031 'r(:2 .E_.E_ Beck [14]
L
Massenverteilung JET Deineko/

P = 2,003 1 2 Leonov [18]

Finzelmasse am

EJ
Stabende P = 2.046 mzl— Pflueger [108]
2 gleiche Massen in 2 EJ Deineko/
X P = 148 W —5- .
Stabmitte und Stabende - [ Leonov frel
Tafel 6.3 Einfluss der Massenverteilung auf die kineti-

sche Instabilitaetslast

Fuer die Berechnung mit finiten Elementen wurde der Stab
durch 10 zweidimensionale Yontinuum—Elemente diskreti-
siert. Diese Masse wurde sowohl konstant verteilt (con=-
sistent mass) als auch in den Elementknoten zusammenge-
fasst (lumped mass) angenommen. Die Einzellast am Stab-

ende wird durch eine verformungsabhaengige,konstant ver-
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teilte Normalendruckbelastung an der Stirnflaeche des
letzten Elements dargestellt. Infolge der Randterme der
Laststeifigkeitsmatrix wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix
unsymmetrisch.

Mit steigender Belastung ergibt sich der in Bild 6,10
dargestellte Eigenfrequenzverlauf der beiden niedrigsten
Figenfrequenzen. Die kritische Last (Instabilitaetslast)
ist durch das Zusammenfallen der beiden Eigenfrequenzen
gegeben (vertikale Tangente).

Die Abweichung des Ergebnisses der TIdealisierung fuer
zusammengefasste Massen ( P, = 2.060 w? eI/ ) sowie
fuer verteilte Massen ( Pkr= 2.078 mwrEI P ) ist mit
1,5% bzw 2,0% des exakten Wertes gering. Die Konzentra-
tion der Massen im ersteren Fall wirkt der zu "steifen"
Idealisierung entgegen und ergibt-daher den guenstigeren

lert.

19

w10

30 i el

/

0 ~EE-  LUMPED MASS

—ade—  CONSISTENT MASS
I ! 1 5 L

afd 26 40 60 80 100 120 140 160 1B 100 20 240

K =P (L2 Ed

Bild 6.10 Frequenzverlauf der beiden ersten Eigenkreis-

frequenzen, aufgetragen ueber dem Lastfaktor K
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Der hohe numerische Aufwand bei kinetischen Stabili-
taetsuntersuchungen wird bei Betrachtung der Kurve offen~
sichtlich. Neben der zusaetzlichen Erstellung wund Spei-
cherung der Massenmatrix ist die Loesung des Eigenwert-—
problems in vielen Laststufen erforderlich. Insbesondere
in der Naehe der kritischen Last muss zur Erzielung der
gewuenschten Génauigkeit das Figenwertproblem mehrfach
geloest werden. Aus diesem Grund ist stets die l'oeglich-
keit des Finsatzes statischer Stabilitaetskriterien zu
pruefen. In Abschnitt 4.3.2 (Tafel 4.4) wurden bei der
Frage der Zwangssymmetrisierung von Steifigkeitsmatrizen
statische Stabilitaetskriterien mit Ersatzmatrizen fuer
den Beckschen Stab eingesetzt, Hier sei auf die dort ge~
fuehrte Diskussion ueber die in diesem Fall wunzureichen-

den Ergebnisse verwiesen.
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7. Stabilitaet von VFreiszylinderschalen unter Aussen-

druck

In diesen Abschnitt soll das Verhalten von Ireiszyvlindern

unter Aussendrucl inshesondere wunter den Gesichtspunkt

der Stabilitaet betrachtet werden. Fuer den Yerkstoff

wird stets wunbegrenzt elastisches Verhalten vorausge-

setzt.

Definitionen

o

Zylinderlaenge

t Wanddicke eines Zylinders
R Zylinderradius

P Stabilitaetslast

kr

Pt klassische Beullast
Y Poisson'sche Zahl

E Elastizitaetsmodul

n Beulwellenzahl in Umfangsrichtung (Vollwellen)
m Beulwellenzahl in Laengsrichtung (Halbwellen)

2 3
K = pﬂ%ﬁl% Beulwert (=faktor)
KL Beulfaktor fuer linien(richtungs)treuen Aussendruck
KN Beulfaktor fuer normalentreuen Aussendruck
- K
Diff, = EER_Ji*IOO Prozentualer Unterschied in den Beul=~
N

Verschiebung in
Verschiebung in

Verschiebung in

W
Nx,N% Membrankraefte

GX,G& Querkraefte
Mx,Mﬁ Biegemomente
Z

Batdorf-Parameter

faktoren
Laengsachse
Unfangsrichtung

radialer Richtung

72 =

2
WITT / (1-v?)

il Imperfektionsamplitude
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Einteilung der Zylinder nach DAST-Richtlinie 013 [35] ¢

kurze Zylinder : J; < ._EEL_
R VRt
Zylinder mittlerer Laenge: 20 s L = 1,63CVRI/It
Rit R .
lange Zylinder ¢ —;~ > 1.63ClVR/T

C = 0.6 -~ 1.4 je nach Randbedingung (siehe dazu DAST-
Richtlinie 013 ([35])

Belastungen

Die ueblichen Druckbelastungen auf Kreiszylinder re=~

sultieren aus :

~Unterdruck (bei Tankentleerungen)
~Wasserdruck

~Erddruck

~Winddruck

=Druck infolge Explosion

Unterdruck sowie Wasserdruck auf liegende Zylinder in
groesserer Wassertiefe kann als rundum konstanter Aussen-
druck betrachtet werden. - Wasser- sowie Erddruck bei ste-
henden Zylindern stellen rotationssymmetrische Belastun-
gen dar, deren Magnitude sich in Richtung der Zylinder=—
laengsachse aendert. Winddruck, FErddruck bei liegenden
Zylindern sowie Wasserdruck auf liegende Zylinder 1in
flachem Wasser und FExplosionsdruecke stellen nichtrota=-
tionssymmetrische Belastungen dar. Alle Belastungen sind
bezueglich ihrer Wirkung auf den Zylinder von der aktuel~-
len Zylindergeometrie und damit auch von den Ver formungen
abhaengig. Dies fuehrt im wesentlichen auf Stabilitaets-—
problenme.

Hier sei noch darauf hingewiesen, dass im Schrift-

tum unter der Bezeichnung "hydrostatischer Druck!" viel-
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fach nicht der normalentreue, sondern allseitiger linien-
(richtungs=)treuer Druck = d,.h. auch auf die Deckel der
Zylinder - verstanden wird.

Am Xreisring (Abschnitt 6.1) wurde gezeigt, dass die
Verformungsabhaengigkeit der Belastung die massgebende
Last beeinflusst. Inwieweit dies® bei den verschiedenen
Kreiszylindern der Fall ist, wird eines der Hauptziele
der Betrachtungen dieses Abschnitts sein. Die in dieser
Arbeit durchgefuehrten Rechnungen werden dabei in die Be=-

trachtungen des Schrifttums eingeordnet.

7.1 Rotationssymmetrische Belastungen

Praktisch auftretende, rotationssymmetrische DBelastungen
sind konstanter sowie in Zylinderlaengsrichtung 1linear
veraenderlicher Aussendruck bzw. Innendruck, der aber
hier nicht weiter betrachtet wird.

Da infolge der grossen Dehnsteifigkeit der Scbalen in
Laengsrichtung die Verformungen in Laengsrichtung gering
sind, und sich dies bei der Aenderung der Relastungsmagni=
tude eines Punktes bei in Laengsrichtung veraenderlicher
Belastung kaum bemerkbar macht, wird auf die Betrachtung
dieses Falles verzichtet. TFuer Stabilitaetslasten unter
linientreuer, verformungsunabhaengiger, linear veraender-
licher Belastung sei auf die Arbeiten wvon Weingarten
[155] sowie Pflueger [108] wverwiesen. Die Betrachtungen
bezueglich der Verformungsabhaengigkeit dieser Belastung
koennen analog von dem hier im weiteren verfolgten Last—
fall konstanter Druckbelastungen uebernonmen werden.

Die Gegenueberstellung wird auf die Faelle des linien-
treuen und des normalentreuen, konstanten Aussendrucks be-
schraenkt. Die jeweiligen Beulfaktoren werden mit dem

rechten Fusszeiger L bzw. N gekennzeichnet.
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Es werden nur Zylinder mit konstanter Wanddicke he-
trachtet. Fuer Zylinder mit abgestufter Wanddicke unter
konstantem Aussendruck sei auf die Arbeiten von FEbner
[(42][43] und Greiner [53] sowie auf [119],[61],(62],[(158]

verwiesen.

Geschichtliche Entwicklung

Schon 1884 hat Levy fuer das Beulen von Kreisringen
unter normalentreuem Aussendruck die kritische Last zu
P.= 3 €3/ bestinnt, Bryan (1880) erweiterte die Theorie
auf die Stabilitaetslast langer Zylinder, waehrend Lorenz
(1911) sowie Southwell (1913-15) auch Zylinder mit klei-
neren Laengen/Durchmesser — Verhaeltnissen wuntersuchten,
bei denen die Lagerung eine Versteifung des Zylinders und
damit ein Anheben der Beullast zur Folge hat.

Zur selben Zeit entwickelte von Mises (1914) Berech-
nungsformeln fuer an beiden Enden gelenkig gelagerte
Zylinder unter radialem sowie allseitigem,normalentreuem
Druck, wobei insbesondere das Verhaeltnis Laenge/Radius
(L/R) Beruecksichtigung fand. Windenburg wund Trilling
[160] stellten 1934 die zur damaligen Zeit gueltigen For-
meln fuer aussendruckbelastete Zylinder einer Reihe von
Versuchen gegenueber (allseitiger Druck), wobei die For-
meln von Mises mit kleimen Berichtigungen die geringste
Abweichung von den Versuchslasten zeigten. Die von Flueg-
ge [48] 1932/1934 dargestellten, genaueren Formeln zeigten
auch die Guete der einfachen Mises'schen Formeln. Die
gegenueber der Fluegge'schen Theorie wesentlich einfacher
zu handhabende Donnell‘'sche Theorie verwendete Batdorf
1947 [8], um mit Hilfe eines Parameters Z =VriKﬁT'E/Rf
kritische Spannungen fuer Zylinder mit unterschiedlichen
Abmessungen unter Manteldruck und allseitigem Druck dar-
zustellen. Seine Resultate gelten allerdings nur fuer li-
nientreue Lasten. Ausserdem sind die Finschraenkungen der
Dounell'schen Theorie bei laengeren Zvlindern mit kleinen

Beulwellenzahlen zu heachten.
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Einfluss der geometrischen Schalenparameter auf die Beul-~

lasten

Die Beulformen zeigen sich bei allen Untersuchungen
fuer beidseits gelagerte Zylinder als einwellige Beule in
Zylinderlaengsrichtung und als vielwelliges ganzzahliges
Wellenmuster in Umfangsrichtung (siehe Bild 7.1).

Die haeufige Verwendung linientreuer Lasten auch fuer
Fluessigkeitsbelastung bewegte Armenakas/Herrmann [6] zu
eiﬁer Gegenueberstellung der kritischen Lasten fuer beide
Formulierungen nach der exakten Biegetheorie [142],

Fuer lange, dicke Schalen ist der Unterschied gravie-
rend, fuer den Grenzfall unendlich langer Zylinder erge-
ben sich die Werte des Kreisrings (s. Abschnitt 6.1.2),
also eine Differenz um 33%. Fuer maessig lange Zylinder
ist der Unterschied geringer (beispielsweise Dbetraegt er
fuer L/R =T%% R/t = 476 noch 16%), waehrend bei kurzen
Zylindern mit kleinem Batdorf-Parameter die Werte fuer
beide Belastungsarten ineinander uebergehen.

Fuer drei verschiedene R/t Verhaeltnisse ist das Er-~
gebnis in Bild 7.1 aufgezeichnet, Dia Darstellung wurde

von Brush/Almroth [24] uebernommen.

!
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Beulmuster : Kreiszylinder unter konstantem Aussendruck (klassische Lagerung) Qd
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10 4 ~EHE-  R/T=50 NORMALENTREU (1)
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Bild 7.1 Gegenueberstellung der kritischen Lasten bei
linientreuem und normalentreuem Aussendruck

nach [6],Beulform

Mit dem FE-Programm NISA wurden drei Schalen mit den
klassischen Randbedingungen (Bild 7.2) untersucht, wobei
das dritte Beispilel aug {22] entnommen wurde. Da die
Beulwellenzahl aus analytischen Berechnungen bekannt war,
wurde jeweils ein Zylinderausschnitt mit dem Ceffnungs-—
winkel einer Beulhalbwelle in Umfangsrichtung untersucht.
Auch in Laengsrichtung wurde die Symmetrie beruecksich-
tigt.
Das Elementnetz bestand 'in Umfangsrichtung aus 12

gleichmaessig verteilten Elementen und in Laengsrichtung
aus zweil Elementen gleicher Laenge, Zum Einsatz kam das

16-knotige bikubische Platten/Schalenelement.
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L
p
I alle Schalen :
i é
Y =03
R Y \ Li2 )
@ o ' Beulwellenzahl n
~O——-—-—-—~—-————--—-’-X K E t3
us=0 w=0 R~ mnnT w
w'= 0 v =0
n‘,: 0 Ny=z 0
(qX= 0) My = 0
Bild 7.2 FFE Idealisierung Kreiszylinder
L/IR|RIt| n o KL linientreu KN normalentreu | Berechnungsmeth. Doi/ff.
Q
60 [100| 2 |90° +.029 3023 FE 33
4,028 3,022 analytisch [6 }
18,75 17,61 FE
6 |100] 4 |30° _ 6.5
18,76 17,62 analytisch [6]
2 |2095| 13 {6923 231,48 230,% FE 0
' 231,00 232,00 analytisch {108](8]
Tafel 7.1 FE Berechnung von kritischen Lasten (Reulfak~

tor K) unter konstantem Aussendruck
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In allen drei Faellen wurden lineare Anfangsstabili-
taetsanalysen durchgefuehrt. Die FE Loesung zeigt in al=-
len Faellen gute Uebereinstimmung mit den analytischen
Loesungen (Tafel 7.l1).Besonders bemerkenswert ist das Er-
gebnis fuer die lange Schale, das mit einem Seitenver-
haeltnis der Elemente von 1/111 berechnet wurde. Dies ist
allerdings nur deswegen sinnvoll, weil die Lastabtragung
in Laengsrichtung vernachlaessigbar ist.

Bild 7.1 zeigt, dass der Unterschied in den kriti-
schen Lasten ab einer Beulwellenzahl von n=5 vernach=-
laessigbar klein wird. Die Frage des Einflusses der bei=-
den Belastungsformen bei unterschiedlichen Randbedingun-
gen braucht demzufolge nur an langen Zylindern eroertert

zu werden.

Einfluss der Randbedingungen auf die Beullast

Die Untersuchungen von Sobel [148] sowie Thielemann/Ess-
linger [150] oder Schnell [141] =zeigen mit Hilfe klassi-
scher, linearer Beulberechnungen den grundsaetzlichen Ein-
fluss der Randbedingungen. Fuer die in Tafel 7.2 defi=-
nierten Randbedingungen sind in Bild 7.3 die Ergebnisse

von Sobel dargestellt:

Nr. Randbedingungen

1 u =0 w =0 v =0 Wex = 0

Tafel 7.2 Variation der Randbedingungen
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R 2
% ER 10
304
20 1
10 4
0 v : v T L/R
0,2 05 1,0 2.0 10,0

Bild 7.3 Einfluss der Randbedingungen auf Beullasten
ausserdruckbelasteter Zylinder (R/t = 100)

nach [148] (normalentreue Belastung)

Bild 7.3 zeigt deutlich, dass fuer Zylinder mit einem
L/R~Verhaeltnis >2 nur noch die Woelbbehinderung einen
nennenswerten Einfluss auf die Beullasten Dbesitzt. Alle
anderen Randbedingungen sind nur im Bereich kurzer Zylin-
der von Interesse. Dabei ist festzustellen, dass eine Ein-
spannung der Raender bei kurzen Zylindern die groesste
Anhebung der Beullast =zur Folge hat und dass auch die
tangentiale Lagerung den Beuldruck betraechtlich erhoeht.

Brush [25] gibt fuer die kurzen Zylinder den Hinweis,
dass die Annahme eines Membranvorbeulzustandes in den
klassischen Stabilitaetsuntersuchungen zu einem Fehler ge-
genueber einer Berechnung mit Beruecksichtigung der Rand-
stoerung bis zu 17% fuehren kann (bei L/R = 0,3).

Auch Yamaki [164]} beruecksichtigt den Einfluss der
Vorbeulrotationen und zeigt, dass sehr kurze Zylinder
(Z < 10) dann kein Stabilitaetsversagen mehr aufweisen,
sondern in diesem Rereich das Versagen durch grosse Ver—

formungen gegebhen ist.
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Rand - o -
L/IR| R/t bgc?igg. K_linientreu K, normalentreu | Berechnungsmethode Dozf‘
4.12 . . =
60 | 100 @ 3.09 FE 33
@ 4.03 3.02 FE 33
Ditferenz %5@% 2,3 2,3
® 26.20 2.61 FE 6.4
® - 24,53 (148]
S 1100 5 1875 1761 FE 65
@ - 18.30 [148]
Differenz %—@% 39,7 39,8

K -K
Diff. = —k—M10g
KN

Tafel 7.3 Einfluss der Belastungsart bei verschiedenen

Randbedingungen

Betrachtet man Bild 7.3 im Zusammenhang mit Bild 7.1,
so wird klar, dass bei kurzen, in vielen Wellen beulenden
Zylindern der Einfluss der Verformungsabhaengigkeit der
Last sehr gering ist und damit nur die Woelbbehinderung
der Raender bei der Diskussion der beiden Belastungsarten
zu beachten ist.

Fuer die in Tafel 7.1 dargestellten, laengeren Zylinder
wurden daher die Beullasten unter den beiden Randbedingun-
gen<:>und<:>nach Tafel 7.2 berechnet. Es zeigt sich, dass
sich die Beullast sowohl bei linientreuer als auch norma-
lentreuer Belastung infolge der Randbedingungen im selben

Mass aendert, (Tafel 7.3)

Einfluss der Imperfektionen auf die Reullast

Die teilweise grosse Differenz =zwischen rechnerischen
Beullasten nach der linearen Beultheorie wund Versagens-
lasten aus Versuchen fuehrten zur nichtlinearen Beul=-

theorie und Untersuchungen des Nachbeulbereichs. Dahei er=-
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wiesen sich die geometrischen Imperfektionen als im we-
sentlichen verantwortlich fuer den Abfall.

Zwar zeigten =erste Untersuchungen von Donnell [&O];
[41) sowie Kempner etal.[71] mnur eine geringe Imperfek-
tionsenpfindlichkeit von Zylindern unter Aussendruck an.
Eine Uebereinstimmung wit Versuchen wurde in [40],(71]
erst nach Einbeziehung der Nichtlinearitaet des Materials
erzielt. Nash[102] sowie Thielemann/Esslinger{151] ermit~
telten jedoch groessere Imperfektionsempfindlichkeiten.
Insbesondere in [151] wird gezeigt, welchen Einfluss Im-
perfektidnen mit unterschiedlicher Form .in Umfangsrich=-
tung besitzen. Imperfekfionen derselben Form und Wellen=
zahl wie die Beulform, die sich bei der linearen Beul=-
theorie ergibt, fuehren bei gleicher Amplitude wie andere
Imperfektionsformen zur groessten Abminderung der Beul=-
last. Daraus wird eine untere Grenze der BReullast von
Zylindern wunter Aussendruck abgeleitet, die durch das
Minimum des zur ersten Beulform gehoerigen Astes der
Nachbeulkurve des idealen Zylinders bestimmt ist. Wird
die Beulform im Nachbeulbereich noch variiert, so ergeben
sich rechnerisch fuer die zu diesen Beulformen gehoerigen
Kurvenaeste weitere, haeufig tiefer liegende Minima. Das
absolute Minimum kann sogar einen negativen Wert auf-
weisen [88]. Die Versuche in [151] =zeigen aber, dass
diese absoluten Minima nachfolgender Beulmuster ohne Be-
deutung fuer realistische kritische Lasten sind. Weiter-
hin zeigte sich die besondere Empfindlichkeit kurzer
duennwandiger Zylinder gegenueber Imperfektinnen. Das
erste rechnerische Minimum der Nachbeulkurven =-das Beul=-
muster entspricht dem Durchschlagsbeulmuster- liegt fuer
Zylinder mittlerer Laenge bel 607 der idealen Beullast,
fuer kurze wund lange Zylinder aber darueber. Versuchs=-
werte, die 1in diesem Bereich bei 50% der theoretischen
Beullast lagen, unterstreichen dieses Ergebnis.

Auf Verte, die bei 70% der idealen Beullast 1liegen,
fuehrt die "Hypothese der kleinsten Stoerverformung" wvon

Pflueger {107}, der ausgehend von einem Ansatz fuer die
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Beul form mit drei Reihengliedern sekundaere Gleichge=-
wichtsaeste ermittelt. Als Beullast wird der Lastwert an-—
genommen, der Dbeim imperfekten System zur selben Ver-
schiebung (Stoerverformung) fuehrt, wie sie der sekundae-
re Gleichgewichtsast aufweist. Auf die Schwaechen dieses
Vorgehens wird in {21] hingewiesen.

Alle bisher erwaehnten Untersuchungen im Nachbeul~
bereich gehen von den nichtlinearen Donnell‘schen Glei=-
chungen aus und beruecksichtigen nur linientreue Bela~
stungen. Dies liegt am Gueltigkeitsbereich der Donnell®
schen Theorie. Diese geht von folgenden Voraussetzungen
aus: l. Wellenlaenge der Verschiebungsfigur klein gegen=-
ueber dem Kruemmungsradius, d.h. sich in Unfangsrichtung
rasch aendernde Verschiebungskomponenten. 2. Kleine tan-
gentiale Verschiebungen gegenueber den radialen Ver-—
schiebungen. Damit ist der Einfluss der nichtlinearen
Verschiebungsterme 1im Ausdruck der potentiellen Energie
der aufgebrachten Lasten vernachlaessigbarbar klein [24].

In [38] wird durch einen Vergleich der linearen Beul=-
theorien nach Donnell und Fluegge auf den relativen Feh-
ler der nichtlinearen Beultheorie nach Donnell geschlos~-
sen. Der wesentliche Fehler zeigt sich dabei in der Ver-
nachlaessigung der Normalentreue der Belastung. Dies bhe-
staetigt sich beim Vergleich der Ergebnisse mit VYerten,
die mit modifizierten -Donnell’schen Gleichungen fuer
steile Schalen ermittelt wurden {24].

Auch die Untersuchung - der Imperfektionsanfaelligkeit
von aussendruckbelasteten Zylindern mit Hilfe der Koiter—
schen (Nach=)Beul-Theorie in [29] bheruht auf den Donnell-
schen Gleichungen und beruecksichtigt nur linientreue Be~-
lastung. Dennoch kann aus den Ergebnissen auch auf die
Imperfektionsanfaelligkeit bei normalentreuen Lasten ge-

schlossen werden.
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T T

1 10 100 1000
LZ
Z = ﬁT'V1_V2 i

Bild 7.4 Imperfektionsempfindlichkeit von Zylindern

unter linientreuer Belastung nach [29]

Fuer die Aenderung des Drucks im Anfangsnachbeulbereich
gilt:
2
p/pk = 1 + b{(b/¢t) (7.1)

r o

mit der maximale Amplitude § der Beulfornm

p Beullast des perfekten Systems

kr

1,0

08

5“'“ -

06

04

0.2 1

0 0,5 1,0

E/t —ae

Bild 7.5 Abfall der Beullast p infolge wvon Imperfek-—

tionen nach [29]
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In Bild 7.5 ist der Zusammenhang =zwischen der BReul-
last des imperfekten Systems hezogen auf die des perfek-
ten Systems ueber dem Imperfektionswert €/t aufgetragen
nit der maximalen Amplitude € der beulformaffinen Imper=-
fektion.

Mit dem Vorzeichen und der Groesse des Parameters b
ist die Imperfektionsempfindlichkeit bestimmbar. Negative
Werte von b, d.h. Abfall der kritischen Last, ergeben ein
imperfektionsanfaelliges Problem.

Das Tragverhalten laesst sich anhand Bild 7.4 fol=-
gendermassen beschreiben

Fuer kleine Z-Werte Tbesitzt die Schale im ueberkri-
tischen Bereich steigende Tragfaehigkeit ; sie ist nicht
imperfektionsempfindlich., Bei mittleren Z-Werten faellt
die Beullast auch fuer kleine Imperfektionen stark ab
(siehe Bild 7.5); die Schale besitzt ein ausgepraegtes
Durchschlagverhalten. Grosse Z-Werte kennzeichnen Scha-
len, deren Tragverhalten dem eines Kreisrings aehnelt,
d.h. dass deren Anfangsnachbeulkurve einen nahezu kon=-
stanten Verlauf aufweist. Diese Schalen sind kaum imper=-
fektionsempfindlich, Zylinéer, bei denen die Verformungs-
abhaengigkeit der Belastung von Bedeutung ist, gehoeren
meist in den Bereich grosser Z-Werte. Bei dickwandigen
Zylindern mit kleinem R/t Verhaeltnis, die im Bereich
mittlerer Z-Werte liegen; sind die auftretenden Imperfek~-
tionen wegen der grossen Wanddicke t meist sehr gering,
so dass auch hier keine echte Imperfektionsanfaelligkeit
bhesteht.

Die Form der geometrischen Imperfektion wirkt sich
nur auf die Groesse des Abfalls der kritischen Last aus.
Dieser 1ist im Fall einer kerbfoermigen Einzelbeule 1li-
near, im Fall einer sinusfoermigen (modalen) Imperfektion
mit dem Exponenten 2/3 und bei Zufallsimperfektionen mit—
dem Exponenten 4/3 von der Imperfektionsamplitude € ab=-
haengig [2],{3). Der Bereich Z, wueber den sich die Im-
perfektionsempfindlichkeit erstreckt, ist fuer alle Im=-

perfektionsformen gleich.
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Die Voraussagen von Budiansky/Amazigo [29] wurden
auch durch Experimente [165] bestaetigt. Der dort fest—
gestellte Unterschied in den kritischen Lasten zwischen
Experiment und Rechnung von etwa 30% fuer lange Schalen
(Z > 200) entspricht gerade dem Finfluss der Normalen-

treue der hydrostatischen Belastung.

Zusanmmenfassung @

Aus den vorigen Betrachtungen kann gesagt werden, dass
der Einfluss der Verformungsabhaengigkeit auf die Beul=
last von Zylindern umso groesser ist, je weniger Beul=~
wellen und damit tiefere Beulverformungen =zu erwarten
sind. Die ueber Membrankraefte aufnehmbare Last sinkt
mit abnehmender Beulwellenzahl, im Extremfall geht das
Zylinderbeulen in das Kreisringbeulen ueber, bei dem nach
dem Ueberschreiten der kritischen Last fast ausschliess-
lich Biegemomente die Lastabtragung uebernehmen.

Die niedrigsten Beulwellenzahlen besitzen lange Zy-
linder mit kleinem R/t Verhaeltnis, bei denen kaum Last-
abtragung in Zylinderlaengsrichtung erfolgt,

Imperfektionen beeinflussen die Beullast nur bei kur-
zen und mittleren duennwandigen Zylindern, bei denen die
Verformungsabhaengigkeit der Belastung bedeutungslos ist.
Bezueglich des Einflusses der Randbedingungen kann diese

Aussage etwas abgeschwaecht uebernommen werden.

7.1.2 Die Kragschale

Mit der Bezeichnung Kragschale werden in der vorliegenden
Arbeit Kreiszylinderschalen versehen, deren Raender an
einem Ende gelagert und am anderen Ende frei sind. Als
Belastung wird hier nur der Lastfall konstanter Aussen=-
druck betrachtet., Dieser Lastfall ist physikalisch zwar

nicht realisierbar, aber im Zusammenhang mit der Zerle-
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gung der Windbelastung in einzelne Fourierterme von qua-
litativer Bedeutung (siehe dazu auch Abschnitt 7.2.2).

Ziel dieses Abschnitts ist, neben dem Einfluss der
Normalentreue einer Belastung auf die Stabilitaetslast
auch die Guete der bezueglich der Randterme zwangssymme-
trisierten Steifigkeitsmatrizen zu untersuchen.

Da die Tragwirkung in Laengsrichtung nur 2zu einen
Rand hin erfolgt, sind bei kuerzeren Zylindern kleinere
Peulwellenzahlen und groessere Empfindlichkeit gegenueber
der Verformungsabhaengigkeit der Belastung =zu erwarten
als bei entsprechenden, beidseits gestuetzten Kreiszylin=-

“dern,

Fs wurden Anfangsstabilitaetsanalysen fuer drei Krag-

schalen unterschiedlicher Geometrie vorgenommen und zwar:
6; R/t = 100;  (2) L/R = 3; R/t = 100;  und
3; R/t = 500.

@® vurr
@ L/R

E=2.1+10° N/cn?
Vo= 0,3
Lagerung:

oben freis

L unten woelbbehindert
w=v=u=mn =20
FE~Netz:

24 bikubische Elemente

3 Laengsricht. a' L/3

8 Umfangsricht. a' ¥/8

Bild 7.6 Geometrie und finite ElementwIdealisierung
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Da sich in Umfangsrichtung ein gleichmaessiges Reulmuster
einstellt, genuegt zur Berechnung ein Zylinderausschnitt
mit dem Oeffnungswinkel ¥ entsprechend einer halben Beul-
‘wellenlaenge. In Laengsrichtung wurde der gesamte Zylin=-
der diskretisiert.

Der Rand wurde gelenkig gelagert; dabei wurde teil~
weise und volle Woelbbehinderung angenommens. Fuer die
teilweise Woelbbehinderung wurde ein Randpunkt des Zylin-
derausschnitts in Zylinderlaengsrichtung festgehalten.

Sowohl fuer die lange Schale L/R = 6; R/t = 100 als
auch eine kuerzere Schale L/R = 3; R/t = 500 wurden Netz~
verfeinerungen untersucht. Fine Erhoehung der Elementan-
zahl sowohl in Laengs=— als auch in Umfangsrichtung ueber
3 bzw. 8 Elemente hinaus, erbrachte eine Veraenderung der
kritischen Last um weniger als 1l%. TFuer die hier vor=-
genommenen Studien wurde daher das Netz mit 24 Elementen
als ausreichend betrachtet.

Wegen der unbekannten Wellenzahl in Umfangsrichtung
war es erforderlich, 1in allen drei Faellen Netze mit un-
terschiedlichem OCeffnungswinkel zu untersuchen. Fuer die
teilweise Woelbbehinderung wurden die Oeffnungswinkel des

Falls mit voller Woelbbehinderung beibehalten.

Fuer die drei Kragschalen ergaben sich bei folgenden

Oeffnungswinkeln die niedrigsten Beullasten :

1 L/R =6 R/t = 100 3 =60 — n =3
2 L/R =3 R/t = 100 3 = 45° — n = 4
3 L/R =3 R/t = 500 & =30° — n=5

Die Beulwellenzahlen fuer die Faelle<:>und<:> entsprechen
den in [154] fuer eingespannte Kragschalen angegebenen
Werten., Fuer den Fall (:) liegt kein Vergleichsergebnis
vOor.

Die in Tafel 7.4 aufgezeichneten Ergebnisse =zeigen
deutlich den Einfluss der Verformungsabhaengigkeit der

Belastung bei den hier berechneten Kragschalen mittlerer
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Laenge, der mehr als doppelt so gross ist wie bei beid-
seits gestuetzten Schalen gleicher Laenge.

Der Vergleich mit vorliegenden Ergebnissen von Wang/
Billington [154] fuer eingespannte Kragschalen, die mit
Hilfe einer Theorie in Umfangsrichtung dehnungsloser Ver-
formungen ermittelt wurden, =zeigt gute Uebereinstimmung.
Wird der Einfluss der Einspannung auf die Beullast in den
Vergleich einbezogen, so wird der noch bestehende Unter=-
schied weiter verringert.

i Die in [47] berechneten Beulfaktoren fuer eine Schale

der Laenge L/R =2T (R/t= 100) mit KN= 9.598 und KL= 10.80
liegen wegen der etwas groesseren Laenge ein wenig nied-
riger als die in Tafel 7.4 eingetragenen Werte, - zeigen
aber denselben Abfall um 12,57 zwischen den beiden Bela-
stungsarten.

Erwaehnenswert ist, dass der in der DAST-Richtlinie
013 {35] fuer diesen Lagerungsfall vorgesehene Abminde~
rungsfaktor € = 0.6 gute Naeherungswerte fuer alle drei
¥ragschalen liefert.

Liegt eine Lagerung vor, die die Schale in der Ver-
woelbung nicht mehr vollstaendig behindert, so faellt die
Beullast betraechtlich ab. Fuer die voellilig woelbfrei
gelagerte Schale ergibt sich wegen der entfallenden Mem-—
brantragwirkung in Laengsrichtung die Beullast des ¥reis-
rings als kritische Last -[54].

An den Ergebnissen in Tafel 7.4 fuer beide Lagerungs-
arten wird wieder deutlich, dass der Einfluss der Ver=
formungsabhaengigkeit der Belastung nur mit der Zahl der
Beulwellen gekoppelt ist.

Der Vergleich der Stabilitaetsanalysen mit verschie-
denen zwangssymmetrisierten Laststeifigkeitsmatrizen
zeigt den geringen Einfluss der Randglieder auf die Beul-
last bei allen drei Schalen.. Dies laesst die Aussage zu,
dass fuer kuerzere bzw. duennere Schalen mit steigender
Beulwellenzahl der Einfluss des Randterms mit dem schwin-
denden Einfluss der Verformungsabhaengigkeit der Bela-

stung weiter abnimmt. Bei laengeren Schalen wird die
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Beullast von der Belastung im "Feld" bestimmt, die gegen=
ueber dem Randgebiet dominiert. Die Guete der zwangssym-
metrisierten Matrizen wurde zudem noch mit einer (micht=-
linearen) Berechnung der Last-~Verschiebungskurve einer
imperfekten Kragschale wueberprueft. Hierzu wurde der
teilweise woelbbehinderten Kragschale mit L/R=6, R/t= 100
die erste Eigenform mit der maximalen Amplitude M= 0.01t
als geometrische Imperfektion angenommen. Fuer den zur
Schale gehoerigen Batdorfparameter Z = 8100 1-v%¢ und die
Imperfektionsamplitude M = 0.0lt ist die Imperfektions-
empfindlichkeit wnach Bild 7.4 und 7.5 sehr gering.
(Bei der Berechnung des Parameters 2 wurde die 1.5-fache
Laenge der Xragschale eingesetzt.)

Die Lastverschiebungskurve (Bild 7.7) fuer den Punkt

mit der maximalen radialen Verschiebung w naehert sich

1
asymptotisch dem Beulwert der perfékten K;;gschale. Ein
Durchschlagverhalten mit abfallendem Ast ist nicht zu er-
kennen. Die Schale zeigt ein stabaehnliches Verhalten,
darauf weist auch der Verlauf des Sp~Parameters hin, fuer
deﬂ sich bei K = 8,10 ein Minimum ergibt, und der danach
wieder groesser wird. Die Determinante der zwangssymme-
trisierten Steifigkeitsmatrix hatte schon bei K = 8,065
ein Minimum im positiven Bereich erreicht und zeigte die
anschliessende Versteifung des Systems etwas frueher an.

DPie Eignung der zwangssymmetrisierten Matrizen fuer
Stabilitaetsuntersuchungen wurde atch in diesem Fall bhe-—
staetigt. Die Differenz der quasi kritischen Last mit
K. = 8.100 und der Beullast der perfekten Schale mit
K= 8.,1047 ist denkbar gering.

Abschliessend kann gesagt werden, dass sich die Aussagen
fuer den beidseits gelagerten Zylinder auf die Kragschale
erweitern lassen. Da wegen der einseitigen Lagerung die
Membrantragfaehigkeit gegenueber der beidseits gelagerten
Schale reduziert ist, liegen die Beulwellenzahlen beil
gleichem L/R Verhaeltnis niedriger als bei beidseits ge=-
lagerten Schalen. Entsprechend der Abminderung der Beul-
wellenzahlen steigt der Einfluss der Verformungsabhaen-

gigkeit der Belastung an.
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Bild 7.7 Imperfekte Kragschale (M = 0.0lt); Verlauf des

Sp=Parameters und Last-Verschiebungskurve

Stabilitaetsuntersuchungen mit zwangssymmetrisierten
Steifigkeitsmatrizen zeigen, dass der Einfluss der nicht=
konservativen Randglieder auf die Stabilitaetslast fuer

kurze, mittellange und lange Zylinder gleichermassen ge-

ring ist.
7.2, Nichtrotationssymmetrische Belastung
7.2.1, Allgemeine Belastungen

In den vorigen Abschnitten wurde gezeigt, dass der Ein=-
fluss der Verformungsabhaengigkeit wvon der Groesse der
Verformung (Beulverformung) abhaengt. Bei nichtrotations=~

symmetrischer Belastung sind die Vorbeulverformungen
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groesser als bei rotationssymmetrischer Belastung, da ein
Teil der Last in Umfangsrichtung ueber Biegemomente abge=-
tragen wifd. Zerlegt man eine allgemeine Belastung in
eine Fourierreihe in Umfangsrichtung, so laesst sich aus
Tafeln von Dischinger [39], die in [92) weiter aufberei-
tet wurden, entnehmen, dass der Anteil der Biegetragwir-
kung an der Lastabtragung in Umfangsrichtung mit den hoe-
heren Reilhengliedern waechst.

Die Groesstwerte der Belastung sind jedoch 1im allpge-
meinen den niederen Reihengliedern zugeordnet; hei denen
eine wesentliche Biegetragwirkung nur bei langen (dicken)
Schalen zu bemerken ist. Damit ist ein Einfluss der Bela-
stungsart auf die Stabilitaetslast wie bei rotationssym=-
metrischer Belastung vauch nur bei laengeren Zylindern zu
erwarten.

In der vorliegenden Arbeit wurden aus der Fuelle der
Moeglichkeiten zwei der meist auftretenden Belastungen
untersucht: Wasser- und Windbelastung. Letztere wird ge-
sondert in den folgenden Abschnitten (7.2.2ff) behandelt.

Bei den uebliéhen Stabilitaetsuntersuchungen wasser-—
belasteter Schalen (horizontal liegende Zylinder) wird
konstante Druckverteilung in Umfangsrichtung angenommen
(siehe auch [19};, [89]). Auch in [99] werden die Formeln
fuer rotationssymmetrischen Aussendruck bei einem Frsatz=-
modell fuer nichtrotationssymmetrische Wasserlasten her-
angezogen.

Eine der wenigen Arbeiten, die sich mit der Stabili=-
taet von Kreiszylinderschalen unter wirklich nichtrota-
tionssymmetrischer Last befassen, stammt von Almroth [1].
Fuer eine Belastung

p = p0 + p1-cos«°f : (7.2)
die ueber‘die Laenge konstant, aber auch abschnittsweise
konstant auftreten kann, wurden Beullasten fuer einen
beidseits gelenkig und woelbfrei gelagerten Zylinder er=-
mittelt., Wie bereits in Abschnitt 3,3.2 erwaehnt, beruht
die Loesung auf einem genaeherten Potential kleiner Ver-

schiebungen.
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Bild 7.8 Wasserbelastung nach Almroth [1]

Bild 7.8, Gleichung (7.3) stellt eine Wasserbelastung dar
(a a Yﬁ R ). Fuer %==p1 reicht der Wassersplegel gerade
bis zum Rand des Zylinders, fuer % >p1 entspricht die
Differenz(%-p”/Ywder Wasserueberdeckung.

Almroth berechnet Beullasten fuer [%= 0 und % = E ,
wobei ersteres einer vergroeberten Windbelastung, reprae-
sentiert durch das erste Reihenglied,entspricht.

Wird der maximale Staudruck als Bezugsgroesse verven-—

det, so gilt fuer dessen kritischen Wert

p = ( 1 B } p (7.4)
kr krGQ
mit pk0 ¢ Beullast des rotationssymmetrisch belasteten
v
Zylinders. Fuer po'—"p1 ist B erheblich kleiner als fuer
Py = 0. Fuer steigendes R/t Verhaeltnis sinkt B ab, der

Beuldruck mnaehert sich dem kritischen Druck bei rota=-
tionssymetrischer Belastung (Bild 7.9) mit dem maximalen

Staudruck.
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01 R/t
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Bild 7.9 Beuldruckparameter B bei Wasserlast nach [1]
L/R =T ; p = p (1 + cos¥)

Fuer lange Zylinder waechst der Wert von B weiter an. Die
gesamte Last wird ueber Membrantragwirkung abgetragen. .

Un den Einfluss der Verformungsabhaengigkeit der Be-
lastung bei Wasserbelastung festzustellen, wurden F.E,.
Berechnungen an drei unterschiedlich langen Zylindern bei
gleichem R/t (= 100) Verhaeltnis vorgenommen. (Tafel 7.5)

Da die Berechnungen von Almroth sowie Sheinman/Tene
[147] fuer normalentreue,koerperfeste Belastungen gelten,
wurde auch der Einfluss einer raumfesten ("echten') Was=
serlast untersucht. Als Wasserbelastung wurde eine Funk-
tion pw= Yw(1+ x/R) (siehe Bild 7.8) gewaehlt. Dies ent=-
spricht der Belastung, bei welcher der Wasserstand den
oberen Punkt des Zylinders erreicht.

Die an beiden Enden klassisch gelagerten Zylinder
koennen fuer die F.E, Berechnung aus Symmetriegruenden

durch ein Zylinderviertel dargestellt werden.
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Bild 7.10 Idealisierung des Kreizylinders fuer Wasserbe-

lastung

Fuer die Zylinder der Laenge L/R = 2T, 4T wurde ein Netz
mit 18 gleich grossen Elementen gewaehlt, =zwei Elemente
in Laengs~, 9 in Umfangsrichtung. Fuer den Zylinder der
Laenge L/R =T musste eine Netzverfeinerung mit 28 Ele-
menten vorgenommen werden: zwel gleich grosse Elemente in
Laengsrichtung sowie 14 Elemente in Umfangsrichtung.
(4 x 50;6 % 100; 2 = 20°; 2 x 30° Oe ffnungswinkel), Die

Netzverdichtung erfolgte im Bereich des maximaleun Stau-
drucks.

Die Ergebnisse einer Anfangsstabilitaetsanalyse sind
in Tafel 7.5 dargestellt.

Es sei bemerkt, dass die Beullast in allen Faellen
durch die Vergroesserung der Belastung %'= Nyw(l « xIR )
mit dem Faktor A bestimmt wurde. Dies entspricht einer
Erhoehung der Dichte Yw des Wassers. Von einer aus-
schliesslichen Erhoehung des konstanten Druckanteils
-Vergroesserung der Hoehe der Wassersaeule~ wurde abge~

sehen.
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Beulwellenzaht 6 R Vergleich
L/R| Lastart p - 10° - |Berechnungsmeth.i p = konst.
n n ke £t
p = konst X
Linientreu 122,78 FE 90,3
4T | Korperfest = 2,5 3 107,32 FE 80,3
Kérperfest 105 ’ [1] -
Differenz % 126 - n
Linientreu 221,94 FE 167,9
2TC | Korpertest = 3 4 207,41 FE 157,7
| Kérperfest 205 {1 -
‘Difterenz % 6,55 6.1
Linientreu 384,03 FE 3118
T Korperfest x4 5 372,14 FE 300,1
Kérperfest - 370,6 (1] [166] -
Raumfest 378,6 FE -
. {L.treu - K.festl/ L.trey 31 3,8
Differenz % {i. treu - RaumfestliLtrey 1,4 -

Tafel 7.5 Beullasten fuer Kreiszylinder unter Wasserlast

(R/t = 100)

Der Einfluss der Verformungsabhaengigkeit der Bela-
stung kommt bei Wasserlast trotz fallender Beulwellenzahl
nur geringfuegig staerker zur Geltung als bei konstantem
Aussendruck, obgleich eine ausgepraegte tiefere Beule im
maximalen Druckbereich auftritt. Der Vergleich der Beul-
lasten mit Almroth sowie [147] zeigt gute Uebereinstim-
mung, ebenso der Vergleich der Beulfiguren mit [147].

(B11ld 7.11/12)
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Verachiebungefigur vor dem Verschiebungefigur am

Durchachlagen Durchechlagepunkt

Beulfigurs Lineare Verschisbungefigur am

Anfangsbeulanalyes Durchechlagepunkt

Bild 7.11/12 Beidseits gestuetzter Kreiszylinder unter Wasserlaet
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Die Frage der Symmetrisierung der Laststeifigkeitsma-
trizen bei koerperfester, normalentreuer Relastung wurde
bereits in Abschnitt 4 diskutiert, die Werte in Tafel 7.5
wurden jeweils mit den ausschliesslich symmetrischen Ter-
men (Gl. 4.12) ermittelt.

Die raumfeste Belastung fuehrt erwartungsgemaess 2u
groesseren Beullasten, da die Schale infolge der Ver-
schiebung 1in geringere Wassertiefe kleinere maximale
Druckwerte erhaelt. Damit kann gesagt werden, dass bel
ausschliesslicher Beruecksichtigung der Normalentreue
einer Belastung (koerperfeste Belastung) dies fuer lie=-
gende Zylinder, die allseits von Vasser umgeben sind, zu
einer auf der sicheren Seite liegenden Stabilitaetslast
fuehrt. Dies gilt nicht fuer Strukturen, die infolge Was=—
serlast eine Verschiebung 1in groessere Hassertiefen er-
fahren (Kugelschalen, die am Meeresgrund festsitzen).

Zur Ueberpruefung der Stabilitaetsanalysen mit zwangs-
gsymmetrisierten Matrizen im Fall der koerperfesten Bela-
stung wurden nichtlineare Berechnungen fuer den Zylinder
mit L/R =T vorgenommen. Erwartungsgemaess zeigt der per~—
fekte Zylinder ein lineares Verhalten; infolge numeri-
scher Ungenauigkeiten oder infoige der "unvollstaendigen"
Tangentensteifigkeitsmatrix wird der primaere Gleichge-
wichtsast des Verzwelgungspunktes verlassen und ein se-
kundaerer Gleichgewichtsdst in der Umgebung der Verzwei-
gungslast angenaehert. Die Aufzeichnung des Sp~Parameters
ueber einem Lastparameter zeigt dies deutlich,(Bild 7.13)
Der Verlauf entspricht fast voellig dem idealen, perfekten
System, indem sich zwei Geraden —eine horizontale und
eine vertikale- ergeben. Bild 7.13 zeigt auch die Moeg=
lichkéiten der Extrapolation der kritischen Last mit Hil—
fe des Sp-~Parameters durch Verlaengerung der vertikalen
Geraden und Bestimmung des Schnittpunktes mit der hori-

zontalen Achse.
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Bild 7.13 Verlauf des Current-Stiffness (Sp)Parameters
fuer Zylinder unter der Belastung
p =AYV (l+tcosd); L/R =T, R/t = 100
W .

Fuer den vorliegenden Fall wurden auch nichtlineare
Berechnungen wueber den Durchschlagpunkt hinweg durchge=~
fuehrt. Die Lastverschiebungskurve verlaeuft sehr flach.
In der Naehe des Durchschlagpunktes wurden Figenwertana-
lysen mit der zwangssymmetrisierten Steifigkeitsmatrix
nach Gl1.(4.3) vorgenommen. Die Ergebnisse sind in Tafel
7.6 dargestellt. TFuer koerperfeste Belastung ergibt die
Beuluntersuchung mit zwangssymmetrisierten Matrizen sehr
gute Uebereinstimmung mit der nichtlinearen Rechnung. Der
Vergleich mit den Ergebnissen in Tafel 7.5 zeigt auch den
geringen Einfluss der Nichtlinearitaet des Problems auf
die kritische Last.

Die Berechnung fuer einen imperfekten Zylinder mit

beulforn-affinen Imperfektionen des perfekten Zylinders
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Belastung nichtlineare | Eigenwert -
Berechnung | analyse
. 6 R
370,21 , . S
korperfest 370,36 ,F&r 10 =
raumfest 370,82 _ p o105 B
kr Et
Tafel 7.6 Kritische Lasten fuer Zylinder unter
A\
p =7\-Yw-(1+cos(}); L/R =T , R/t = 100;

Vergleich mit der FElgenwertanalyse in der
Naehe des Durchschlagpunktes (symmetrisierte

Matrizen)

ergibt hingegen einen stark nichtlinearen Verlauf der
Last-Verschiebungskurve, was sich auch im Verlauf des Sp-
Parameters —als Gesamtverschiebungsmass betrachtet— wie-
derspiegelt (BRild 7.13). Der Einfluss der mittelgrossen
Imperfektion mit maximaler Imperfektionsamplitude M =0.1t
auf die kritische Last betraegt immerhin 6,5%.(Tafel 7.7)
Die Schwierigkeiten der Extrapolation der kritischen Last
mit Hilfe des Sp-Parameters werden 1in Bild 7.13 am Ver-
lauf fuer den imperfekten Zylinder deutlich, wo die Ex-
trapolation erst in der Naehe des Durchschlagpunktes eine

verlaessliche Aussage liefert.

6 R

R 10
Anfangsstabilitdts -
analyse 372,2
nichtlineare
Berechnung 346,2
Eigenwertanalyse
Nahe Durchschlagpunkt 3481

Tafel 7.7 Kritische Lasten des imperfekten Zvlinders

unter p =Ay-(l+cosd); L/R =1 ; R/t = 100 ;
W
M = 0.1t
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Die Eigenwertanalyse am Durchschlagpunkt mit Hilfe der
zwangssymmetrisierten Matrix nach Gl.(4.3) zeigt, dass
der Einfluss der schiefsymmetrischen Terme der Laststei=-
figkeitsmatrix auf die statische Stabilitaetslast auch

im vorliegenden Fall ohne Bedeutung ist.

Windbelastungen haben bei einigen Schalentragwerken in
juengerer Zeit zu Schadensfaellen gefuehrt. Nicht jeder
Schadensfall schalenartiger Bauwerke mit Windeinwirkung
ist auf ein Stabilitaetsversagen =zurueckzufuehren. Zum
Beisplel war der Einsturz der Kuehltuerme in Ferryhridge
eine Folge grosser Zugspannungen infolge Wind im Soghe~
reich. Auch der Einsturz von Kaminen erfolgte meist in-

folge von Rohrquerschwingungen im Luftstrom. Dennoch ha=-
ben sich bei der Herstellung grosser, duennwandiger Be-
haelter wund Tankbauwerke einige Schadensfaelle 1infolge
Stabilitaetsversagen ereignet {170}, Insbesondere im Mon~
tagezustand mit oben offenen, gegen Abheben des unteren
Randes nur wunvollstaendig gesicherten Zylindern, die
haeufig noch keine Ringversteifung des oberen Randes be-

sassen, traten Ungluecksfaelle auf.

7.2.2,1 Erfassung der Windhelastung

Wind stellt die Bewegung von Luftmassen im Raum dar. Die
Umstroemung feststehender Koerper erzeugt an diesen
Druck= und Sogkraefte, die im Falle bekannter Stroemungs-—
vorgaenge aus den Stroemungsgleichungen bestimmbar sind.
Bei den im hohen Masse instationaeren Uindbelastungen
(Boeigkeit) koeunnen ausserdem noch Wirbelabloesungen auf-—

treten ( z.B. Karmansche Wirbel ), die den umstroemten
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Yoerper zu Schwingungen anregen koennen., Zudem treten
noch Reibungskraefte (Luftreibung) auf, die aber im wei-
teren nicht mehr betrachtet werden. Eine wesentliche Ei-
genschaft des Luftdrucks ist die Verformungsabhaengigkeit
der erzeugten Belastung, die zuerst darin besteht, dass
der Druck oder Sog immer senkrecht zur Flaeche des bean-
spruchten Koerpers wirkt (normalentreu). Eine zweite -~we-
niger bedeutsame = Art der Verformungsabhaengigkeit be-
steht in der Veraenderung der Druckverteilung infolge der
Ver formung der belasteten Struktur.

Statische Berechnungen betrachten die Windbelastung
entweder als liniem(richtungsdtreue oder als normalen-
treue (mitgehende) Belastung. Die Verteilung der .Windbe-
lastung resultiert =~ wie bereits in Abschnitt 3.3.1 er-
waehnt - aus der Umstroemung des Koerpers, also aus der
kinetischen Natur des Windes. Dies wird Iinsbesondere bei
freien Raendern deutlich. Zur Erﬁaltung der Druckver-
teilung ist staendig Energiezufuhr erfordérlich. Damit
fuehrt die Beruecksichtigung der Verformungsabhaengigkeit
der Belastung auf nichtkonservative Stabilitaetsprobleme,
bei denen infolge der Nichtkonservativitaet trotz stati-
scher Betrachtung ein kinetisches Versagen (Flattern)
auftreten kann. Es seil aber darauf hingewiesen, dass im
Fall eines kinetischen Versagens statische Betrachtungen
unzulaenglich sind, da dann die dynamischen Eigenschaften
der Windbelastung - Boeigkeit, Wirbel - nicht ausser acht
gelassen werdeun duerfen.

In der vorliegenden Arbeit werden nur statische Vind=-
belastungen betrachtet. Die Veraenderung der Druckver-
teilung infolge der Verformung der Struktur wird infolge
mangelnder Messergebnisse nur exemplarisch behandelt.

Winddruckverteilungen fuer stehende Zylinder liegen
in Vorschriften =z.B. DIN 1055, OENORM B4Q1l4 sowle als
Messergebnisse vor [361,(45},(56],(93),(113],(171]. 1In
Zylinderlaengsrichtung ist der Winddruck fast voellig
konstant, nur in sehr kurzen Bereichen in Erdnaehe wund

auch am oberen Rand nehmen die Druckwerte ab. Die Annahme
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einer konstanten Winddruckverteilung ueber die gesanmte
Zylinderlaenge ist daher fuer Berechnungen gerechtfer=
tigt., In Umfangsrichtung ergeben sich fuer Kreiszylinder
Verteilungen,wie in Bild 7.14 angefuehrt.

Dabei zeigt sich, dass bei offenen Zylindern ein
Unterdruck auf die Lastverteilung infolge Wind aufaddiert
werden muss, und deshalb die Nullachse um etwa 50% des
maximalen Staudrucks verschoben wird. Beim Vergleich der
Messergebnisse mit den Normen faellt auf, dass der Stau-

druckbereich der Normen bei geschlossenen Zylindern (Me-

! | 1

1,5
g .
. e DIN 1055 (glatte Obertldche)

\ . wmee  Massungen Esslinger L/R=1/0.7
10 1% (451
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(45] offen
[
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AN (931
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Bild 7.14 Winddruckverteilung an zylindrischen Behaeltern
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talloberflaeche) mit T = 30° kleiner ist, als bei den
Messergebnissen (¥ = 35%- 40°) [120). Zudern ist das Sog=
maximum der DIN 1055 gegenueber den Messungen stark er—
hoeht. Den Ve}suchsergebnissen naeher kommt die in Bild
7.14 nicht dargestellte Windverteilung fuer rauhe Ober—
flaechen (Mauerwerk), die einen breiteren Staubereich und
ein kleineres Sogmaximum aufweist.

Da die Beullast eines Zylinders weitgehend von der
Groesse des Druckbereichs abhaengt, wobel der Sogbereich
etwas entlastend wirkt, scheinen die Normen fuer die (Me-
tall) Oberflaechen der Zylinder etwas zu guenstige Last-

verteilungen anzunehmen.

7.2.2.2 Vereinfachte Berechnungskonzepte

Das Beulproblem fuer nichtrotationssymmetrischen Aus-—
sendruck fuehrt zu aufwendigen Stabilitaetsberechnungen;
daher werden vereinfachte Berechnungskonzepte angestrebt
[124].

Der Vergleich eines Beulmusters unter konstantem
Aussendruck mit der Breite des Winddruckbereichs in Um=-
fangsrichtung zeigt, dass fuer Zylinder ueblicher Groesse
mehrere Beulwellen im Winddruckbereich liegen. Da die
Beanspruchung 1im Druckbereich zumindest teilweise einer
konstanten Aussendruckbelastung entspricht, scheinen Re-
rechnungskonzepte mit konstanten Ersatzaussendruck an-—
stelle der Windhelastung sinnvoll. Versuche {671 fuer
kurze Zylinder, bei denen viele Beulwellen im VWinddruck-
bereich auftraten,und der Unterschied zwischen Beullasten
infolge Wiad und konstantem Aussendruck nur wenig diffe-
riert, bestaetigen dieses Fonzept. Gaengige Normen (BS
2654, DIN 4119) arbeiten mnmit solchen konstanten Ersatz-
druckwerten. Dabei liegt die in RS 2654 angegebene Annah-
me eines Ersatzdrucks in der vollen Groesse des maximalen

Staud rucks klar auf der sicheren Seite, waehrend die An-
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nahme der alten DIN 4119 mit 50% des maximalen Staudrucks
zu niledrig - liegt, wie einige Schadensfaelle Dheweisen,
Darauf weist auch de Wit [37] hin, der seinerseits das
Ersatzdruckkonzept des BS 2634 verwendet und ein einfa-
ches Verfahren zur Berechnung von Versteifungsringen fuer
Zylinder auch mit abgestufter Wanddicke angibt. Diese un-
sichere Lage fuehrte z2u einer Forschungsarbeit [123],

innerhalb derer experimentelle sowie theoretische Unter=
suchungen {221,{23],[56] durchgefuehrt wurden. Auf Grund
dieser Untersuchungen wurde in {35],(122],{124] ein Be=-
rechnungskonzept entwickelt, das die Nachteile der bei-
den genannten Normen vermeidet., Dabei wird die Groesse

des konstanten Ersatzdrucks abhaengig von der Zahl m, der

1
in den Druckbereich fallenden Beulwellen dieses Frsatz=—

drucks ermittelt.

Ersatzunterdruck: q =g (0,46 + 0.017 m) (7.5)
UE ‘max 1

gueltig fuer m‘é 10

Zur Uebe%pruefung des vorwiegend aus Versuchsergebnissen
entwickelten Ersatzdruckkonzepts wurden in {[23],[115] fi=-
nite Element Analysen fuer beidseits gelagerte geschlos-
sene Kreiszylinder vorgenommen sowie der Einfluss von
Nichtlinearitaeten wund geometrischen Imperfektionen auf
die kritische Windbelastung untersucht, Eine Erwéiterung
der Untersuchungen auf Kragschalen liegt in [22] vor.

Die folgenden Abschnitte stellen eine Fortfuehrung
der genannten Arbeiten dar ([22][23}, wobei fuer die beid~
seits gestuetzte Schale Berechnungen im Nachbeulbereich
durchgefuehrt wurden. Diese Zylinderschale wurde wegen
des geringeren Einflusses der Verformungsabhaengigkeit
der Belastung nur unter linientreuer, konservativer WUind-
belastung herechnet, Rei den Analysen der Kragschale
stand dagegen der erwartete groessere Einfluss der Ver-
formungsabhaengigkeit der Belastung im Vordergrund der

Untersuchungen.
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7.2.2.3 Die beidseits gestuetzte Kreiszylinderschale

Fuer beidseits gestuetzte Kreiszylinder liegen mneben der
bereits erwaehnten Forschungsarbeit [123] weitere theore-
tische [74],[901,[91],{121),{154] sowie experimentelle
[55],[941,(127] Untersuchungen vor. In [154],{74] werden

klassische Stabilitaetsanalysen an Schalen konstanter
Wanddicke durchgefuehrt, waehrend in [55]1,{90],{91},[121]
{124] Schalen mit in Laengsrichtung abgestufter Wanddicke
behandelt werden.

Ziel dieses Abschnitts ist die Cegenueberstellung der
Ergebnisse klassischer,linearer Stabilitaetsanalysen mit
denen nichtlinearer Stabilitaetsanalysen an nicht abge-
stuften Schalen.

In [2231,(23],{115]) wurde der nichtlineare Last-Ver-
schiebungsverlauf fuer die geschlossene Modellschale nach
Bild 7.15 1im Vorbeulbereich bis hin zur kritischen Last

berechnet. 2ur Stabilitaetsberechnung wurden begleitende

Figenwertanalysen nach Gl.(4.2) bei verschiedenen Verfor-

mungszustaenden durchgefuehrt.

1,5
qlp
p 104
054
45° g0° 135° 180°
L O I A, 4
o
-05
'1,0'
-15
R =220mm, t = 0,105 mm
Lagerung: beidseits L = 440 mm
Nes My =w=v =0 E=- 687-10° N/mm?, v =03

Bild 7.15 Geometrie mit Windbelastung
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FE Idealisierung

1/4 Zylinder mit Symmetriebedingungen

36 bikubische Elemente; Verdichtung in der Druckzone

2 in Laengsrichtung (150+70mm)

18 in Umfangsrichtung (9 a* 3.5°; 4 a' 5.875%°; 5 a* 25°)

- 0918 EAH/R) 15.8 - 10°° N/mmz; m=13 nach [108]

% UIR VRIt -0.657

Der Auftrag der Eigenwerte ueber der aktuellen Last (Bild
7.16) zeigt, dass die nichtlineare Beullast des perfekten
Systems trotz eines deutlich nichtlinearen Verhaltens der
Struktur nur auf 95% der Beullast einer linearen Anfangs=- '
stabilitaetsanalyse abfaellt. Eine lineare Stabilitaets-—
analyse haette demnach zur Bestimmung der Beullast ge-
nuegt. Im Sinne der Beuluntersuchung mit Hilfe eines kon-
stanten Frsatzdrucks liegt der zu waehlende Ersatzunter-

druck bei 75 % des Maximaldrucks im Staubereich. Die

156
. S B
ﬁ*-~y;\\\\ K
100 I~ \ﬁ
c:.J5 \\\\
o
50
;] ~EE- 1 =0 PERFEKT LJ
il N = 25 IMPERFEKT
—%3— N = 50 IMPERFEKT
asa T H T
aag - 54 I3 160 125 150
CH

Bild 7.16 Eigenwertverlauf bei beidseits gestuetzten
Kreiszylindern unter Windbelastung (linien=-

treu)
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Schwaeche der DIN 4119, die hier auf 507 gefuehrt haette,
wird offenbar. Der neue Ersatzdruck nach DAST 013 liefert
nit 68 % einen noch brauchbaren Vert.

Fuer die imperfekten Schalen mit .Imperfektionen  in
der Form der ersten Eigenform der perfekten Schale wund
maximaler AmplitudeMzeigt sich ein ausgepraegtes nichtli-
neares Tragverhalten. Der Abfall der nichtlinearen Beul-
last gegenueber der Reullast der perfekten Struktur ist
betraechtlich. Die linearen Anfangsstabilitaetsanalysen
der imperfekten Schalen besitzen keine Aussagekraft mehr
fuer die nichtlineare Beullast.

Um den Abfall der nichtlinearen Beullasten zu klae-
ren, wurden die nichtlinearen Berechnungea in dieser Ar-
beit fuer die perfekten und die imperfekten Schalen ueber
die kritischen Lastpunkte hinweg fortgesetzt., In Bild
7.17 sind die Last-/Verschiebungsdiagramme fuer die ra-
diale Verschiebung des Staupunkts aufgetragen.

Die Kurve fuer die perfekte Schale zeigt einen star-
ken Abfall der Last bis auf ~64% der nichtlinearen kriti-
schen Last, der mit Verschiebungen bis zum 17-fachen der
der Wanddicke verbunden ist. Fuer groessere Verschiebun-
gen wird die Schale wieder wesentlich steifer.

Das physikalisch realistische Verhalten der Schale
hesteht naturgemaess im Durchschlagen des Punktes bei Er-
reichen der kritischen Last auf den ansteigenden Furven-
ast hin. Dies ist wegen der dabei auftretenden ploetz-
lichen grossen Verschiebungen ein dynamisches Problem mit
fuer das Tragwerk weltreichenden Folgen. Der dargestellte
ansteigende Ast ist daher nur von theoretischem Interes-—
se.

Der starke Abfall der Last bringt die Imperfektions-
anfaelligkeit der 8Schale zum Ausdruck. Trotz der grossen
Imperfektion mit M = 2,5t ergibt sich auch bei der ersten
imperfekten Schale noch ein Abhfall der Last im Nachbeul-
bereich, der allerdings nur 10% der nichtlinearen,kriti-
schen Last betraegt. Die sehr grosse Imperfektion M =5,0t

fuehrt zu keinem abfallenden Ast der Lastverschiebungs-
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bild; 1/4 Zylinder (Elemente am hinteren Rand
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kurve. Die ermittelte ,nichtlineare Yurve zeigt ein durch-
schlagaehnliches Verhalten an.

Wird die Windbelastung durch eine Fourierreihe in
Unfangsrichtung dargestellt, so zeigen die Tafeln von Di-
schinger [39],{92], dass die Lastabtragung bhei der per=
fekten Schale wie bei Wasserbelastung weitgehend wueber
Membrantragwirkung erfolgt (siehe auch [68]). Die hoehe-
ren Reihenglieder werden zudenm nur mit sehr kleinen Koef-
fizienten multipliziert, so dass die hierfuer vorhandene
Biegetragwirkung gering ist. Bei der perfekten Schale hat
sie dennoch ein deutlich nichtlineares Verhalten im Vor-
heulbereich zur Folge; im Nachbeulbereich erfolgt die
Lastabtragung weitgehend ueber Biegetragwirkung.

Die numerische Berechnung erfolgte mit dem in Ab-
schnitt 5.1.3 vorgestellten modifizierten Verfahren nach
Riks/Wempner, wobei in allen Berechnungen mit automati-
scher Schrittweitenfindung vorgegangen wurde. In den
stark nichtlinearen BRereichen in der Naehe der Maxima
bzw. Minima der Kurve und in den abfallenden Aesten erga-
hen sich dabei sehr kleine Bogenlaengen, waehrend sich
groessere Schrittweiten bei den ansteigenden Aesten ein-
stellten. Fuer die stark imperfekte Schale mit T = 5.0t
mit fast gleichbleibender "Nichtlinearitaet" wurde nur
eine geringe Reduktion der Schrittweiten. im abflachenden
Furvenbereich festgestellt.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die ¥enntnis
des Nachheulbereichs der perfekten Schale Aussagen ueber
das Tragverhalten der imperfekten Schale erlaubt, Der
starke Abfall der kritischen Last 1infolge von Imperfek-
tionen entspricht den Beobachtungen, die bei einzelinen
Versuchen fuer Schalen unter konstantem Aussendruck ge-
macht wurden.

Die Berechnung bewies die ausgezeichnete Verwendbar-
keit des Riks/Vempner ' 'schen Verfahrens fuer Durchschlag=

probleme.


ibbaf
Textfeld


- 183 -

74e2.2.4 Die ¥ragschale

1. Wind als linien(richtungs=-)treue und normalentreue

koerperfeste) Belastung

Fuer die FKragschale unter Windbelastung liegen nur wenige
Versuche vor [127],[112]. Aus der Beulfigur seiner Ver-
suche entwickelt Rish [127] unter Einbeziehung elasto-
plastischen Werkstoffverhaltens eine halb empirische For-
mel fuer die Beullast. Die Ueberlegungen gehen von den
Verformungen aus, die bheil statischen Lasten benoetigt
wuerden, um den Zylinder in die ausgebeulte Lage zu ver-
formen. Da beim Durchschlagen aber die kinetischen
Effekte nicht vérnachlaessigt werden duerfen, erscheinen
diese Formeln unzulaenglich. )

In [741,{112],[154] werden klassische Anfangsstabi-
litaetsanalysen durchgefuehrt., [74],{154] verwenden dazu
eine Theorie, bei der die Dehnungen in Ringrichtung ver-
nachlaessigt werden (semi~inextensible~deformation), wo=-
bei fuer den Vorbeulzustand ein Membranzustand angenommen
wird. In [154]) wird gezeigt, dass die Ergebnisse in [74]
starke Maengel aufweisen; vergleicht man jedoch die
Ergebnisse von [154] mit denen von {112}, wo die Donnell’
sche Schalentheorie verwendet wurde, so zeigt sich gute
Uebereinstimmung. Der noch bestehende Unterschied resul-
tiert offensichtlich aus der leicht unterschiedlichen An~
nahme der Winddruckverteilung in Umfangsrichtung.

Die klassischen Stabilitaetsanalyvsen liefern jedoch
keine gute Uebereinstimmung mit den Versuchsergebnissen,
die deutlich unter den theoretischen Werten liegen. Der
Unterschied waechst wmit zunehmender Zylinderlaenge. Die
in [154] und [112] ausgesprochenen Vernmutungen, bei Ver-
suchen beobachtete Schwingungseffekte seien fuer die
Unterschiede verantwortlich, treffen nicht die eigent-
liche Ursache. Dies zeigt auch die Untersuchung von Ghob=-

rial/Abdel-Sayed [50], in der die experimentellen Werte
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von [112] durch lineare Beulanalysen bei.Mitnahme quadra=

tischer Vorbeulverschlebungsterme in den Verzerrungen

besser angenaehert werden. Allerdings wird dabei [50]
die OQuerdehnung vernachlaessigt, deren Beruecksichtigung
zu einer Anhebung der Beulwerte fuehren wuerde.

Der physikalische Grund 1liegt in der von Anbeginn an
vorhandenen deutlichen Biegetragwirkung der Kragschale

unter Windbelastung hesonders in Umfangsrichtung.

a/p
p
1,51
1,01
L p
0,54
459 90° 135° 180°
0 ) ;
-054 \/
-104
-1,5
L.agerung . Geometrie :
oben: my =N, =qyx = Nep=0 . R=40in, L=120in , t=0,1064in
un‘ten:ﬁ:u:w:v: E=3*107D5i, \{:O,3

1/2 Schale in Umfangsrichtung, volle Schale in Laengs—

richtung

Elementanzahl: 32 bikubische Elemente
4 in Laengsrichtung je 1/4&

8 in Umfangsrichtung (0° - 900, 5 a 180;

90°- 180°, 3 a 30° )

Bild 7.19 Geometrie und Windbelastung; FE-Idealisierung

¥ragschale
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Bei langen Zylindern wird die Biegetragwirkung in Um-
fangsrichtung noch verstaerkt [39]; das Tragverhalten
naehert sich dem eines Kreisringtraegers unter nichtrota=
tionssymmetrischer Belastung. Damit ist vorab schon eine
starke Nichtlinearitaet des Problems vorhanden, die die
Resultate einer linearen Beulanalyse in Frage stellt.
Diese Ueberlegungen  wurden durch die nichtlinearen Be-
rechnungen von Brendel/Ramm {22] an der in Bild 7.19 dar=-
gestellten Schale -bestaetigt., Geometrie und Windbelastung
entstammen {111}[112], wo fuer diesen Zylinder mittlerer
Laenge experimentelle und theoretische Beulwerte ermit~
telt wurden. Die Windbelastung liegt als Fourier-Reihe

vor (siehe auch [(128]) :

6 .
q = p-z a . cos na (7.6)
0 %o 0
mit: )
a,= 0.607 - 0.387 a = 0.338 ag= 0.166
a, = 0.533 a, = 0,471
a2=-0.066 a5=—0.0§5

po repraesentiert den Staudruck. Wie bereits erwaehnt,
besteht der wesentliche Unterschied zur Windbelastung.
des geschlossenen Zylinders im 2zusaetzlich auftretenden

Unterdruck, der durch den ersten Term in a_ dargestellt

wird. Ausserdem ist das Sogmaximum in den Fl:nken des Zy-
linders zusaetzlich verkleinert. Als Bezugswert dient im
weiteren der maximale Staudruckwert p = 1.607 % .

Der Vergleichswert fuer konstanten Aussendruck (klas-
sische Beullast) wird durch Multiplikation des Beuldrucks
des beidseits gelenkig gelagerten Zylinders mit dem Fak-
tor 0.6 ermittelt, der die Randbedingungen der Kragschale

beruecksichtigt.

R = 0,6- R, = 0,6 -3.387 = 2.032{psi]
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Die nichtlinearen Berechnungen und begleitenden Eigen-—
wertuntersuchungen [22] belegten das ausgepraegte nicht=-
lineare Verhalten der Struktur unter Windbelastung. Der
Vergleich der linearen Verschiebungsfigur mit der Beul=-
form (Bild 7.20) =zeigt die von Anbeginn an vorhandenen
RBiegeverformungen des Systems. Allerdings konzentrieren
sich die Beulverformungen in der vorderen Schalenhaelfte.

Wegen dar grossen Verformungen und der geringen Beul-
wellenzahl (n von etwa 5) bei den Untersuchungen nmit
linientreuer Belastung wurde eine Reduktion der Beullast
bei Beruecksichtigung der Verformungsabhaengigkeit der
Belastung erwartet. Fuer die perfekte FKragschale wurde
daher 1in dieser Arbeit eine nichtlineare Berechnung mit
begleitenden Eigenwertanalysen unter normalentreuer(koer-
perfester) Windbelastung vorgenommen. Ausserdem wurden
lineare Reuluntersuchungen zur Restimmung des Einflusses
der unsymmetrischen Laststeifigkeitsterme - Rand=- und Ge=-
hietsterme - durchgefuehrt.(Tafel 7.8)

Der Unterschied zwischen den Beullasten, die mit den

verschiedenen zwangssymmetrisierten Matrizen ermittelt

wurden, ist sehr gering trotz der starken Gradiente derv

8 t Symmetrisierung Ly

elastung ‘nach Gl R R
linientreu - 2.333
kdrperfest {(41) 2.258
kérperfest (Randterm) (412) |  2.254
korperfest (Gebietsterm (412) 2.258
korperfest {1121 - - 1.90

Tafel 7.8 Lineare Reuluntersuchungen
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Bild 7.20 Kragschale unter Windlast; Verschiebungs- und Beulfiguren [22]
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Bild 7.21 Kragschale unter Windlast; Last=Verschiebungs—

kurve; Verlauf Sp—-Parameter (normalentreu)
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BRild 7.22 Kragschale unter Windlast; Verschiebungsfigur
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Lastfunktion. DPie weiteren Stabilitaetsanalysen wurden
daher mit der nach CGl.(4.11) symmetrisierten Matrix vor-
genommen. Die normalentreue Belastung fuehrte 2zu einer
nur um 3,27 kleineren,linearen Beullast im Vergleich zur
linientreuen Belastung.

Das Last=Verschiebungsdiagramm (Bild 7.21) zeigt, dass
sich an dieser Differenz bis zur nichtlinearen Beullast
nur wenig aendert. Der 1Im gleichen Bild aufgetragene Ver-
lauf des Sp~Parameters bietet‘die Moeglichkeit der Extra-
polation der Beullast in der Naehe der kritischen Last.
Diesselbe Moeglichkelt jedoch mit weit groesserem Aufwand
bieten begleitende Eigenwertanalysen (siehe Bild 7.23).
Die Reduktion der nichtlinearen Beullasten infolge norma-

lentreuer Belastung betraegt 4,47,

250
%mg =
200 \Q&\\
173 ‘\\
1%
QI
< 1B
Q_x
100
7
50
B ~£HF~  LINENTREY B
—&-A—  NORMALENTREU
6.00 T I T T
aod B &0 T8 160 1B 156 4B 200
P/p
ki

Bild 7.23 Begleitende Eigenwertanalysen

Bemerkenswert ist, dass die fuer normalentreue Relastung
ermittelte nichtlineare Beullast fast identisch ist mit

der experimentell ermittelten Last [112]'(pkr/pm = 1,50)
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Die Reduktion der kritischen nichtlinearen Windlast
infolge der Verformungsabhaengigkeit der Belastung liegt
trotz des ausgepraegten -nichtlinearen Verhaltens der
Schale in derselben Groessenordaung (3 = 4%) wie bei
Freiszylinderschalen entsprechender Laenge (L, = 110.6 -L)
unter konstantem Aussendruck.

Da mit der untersuchten Kragschale schon ein Fall mit
hesonders grosser Verformungsabhaengigkeit der Stabili~
taetslast ausgewaehlt wurde, der fuer uebliche Schalen in
Bezug auf seine Abmessungen (Dicke, Laenge) einen oberen
Grenzwert darstellt, wurde von einer Untersuchung mnit
groesserer Schalendicke und -laenge abgesehen. In diesem
Fall schwindet der Einfluss der Ver formungsabhaengigkeit
der Belastung. Damit kann die Aussage getroffen werden,
dass fuer ¥ragschalen ueblicher Abmessungen der Einfluss
der Verformungsabhaengigkeit der Belastung auf die kriti-
sche nichtlineare Windlast in derselben Groessenordnung
liegt wie der Einfluss auf die kritische lineare Wind-

last und damit insgesamt gering ist.

2. Einfluss der Randbedingungen (Woelbbehinderung)

ie bereits in Abschnitt 7.1.2 erwaehnt, ist der FEinfluss
der Woelbbehinderung ~auf die Stabilitaetslast bei Krag-
schalen besonders ausgepraegt. Dieser Effekt wird mnoch
durch die wungleichfoermige Windhelastung verstaerkt.
Durch Variation der elastischen Bettung der Schale in
Laengsrichtung wird in [112] pezeigt, dass die Beullast
mit schwindender Woelbbehinderung extrem abfaellt.

Eine lineare F.E.-Berechnung der Kragschale nach Rild
7.19, ©bei der die Lagerung in Zylinderlaengsrichtung nur
noch in den Fusspunkten bei 900,1800,270° hesteht - die
anderen Lagerbedingungen bleiben erhalten -, erhrachte
eine deutliche Veraenderung des Verformungsbildes gegen=-

ueber der vollstaendig gelagerten Schale. Die radiale
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Verschiebung des vorderen Staupunktes an oberen Rand der
Schale waechst auf das 15-fache des Wertes bei voller
Joelbbehinderung an. Eine Eigenwertuntersuchung ergab
keinen reellen Eigenwert mehr, d.h. es liegt kein Stabi-
litaetsproblem vor, und es handelt sichk um ein Problenm
mit monoton steigender Last-Verschiebungskurve. Dies wird
auch aus der Verschiebungsfigur (Bild 7.24/25) deutlich,
die schon weitgehend der Beulfigur der langen Zylinder-
schale entspricht. Die Schale zeigt eine extreme Neigung

zu dehnungslosen Verformungen.

3., Wind als raumfestes Druckfeld

In [46] wurde die Vermutung geaeussert, dass die Dif-
ferenz zwischen theoretisch und experihentell ermittelten
Beullasten fuer windbelastete Zylinder zumindest teil-
weise dadurch entsteht, dass sich die Belastungsmagnitude
infolge der Verschiebungen aendert. So koennte beispiels~-
weise-der Staudruck infolge der Formaenderung der Schale
zusaetzlich anwachsen.

Alternativ zur Annahme der Vindbelastung als koerper-
festes Druckfeld wurde daher in dieser Arbeit auch die
Formulierung eines raumfesten Druckfeldes fuer den Fall
nach Bild 7.19 wuntersucht. Die Windbelastung nach Clei-

¢}

chung (7.6) wurde bezueglich der Achse “x, fest angenon-

2
mnen.

Wind als raumfestes Druckfeld:

q = p *{0.607 - 0.387 + 0.338 x/R + 0.533%(-1. + 2*(2leR)2)
+0. 471*(4*(x/R) ‘*x/R)+ 0.166*( *(x/R) 9*&2/R)+l)
-0 066*(16*(XIR) - 20*(x/R) + S*x/R)
~0.055%(32%( xIR) - 48*(2x/R) + 18% (x/R) 1y ]
(7.7)
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Fine lineare Stabilitaetsanalyse erbrachte einen Eigen~
wert von p: /pkl = 2.,9795. Die Beulform entsprach der bei
r

koerperfester Belastung ermittelten Form.

m

%

]
+
i
-2000 OO0 2000 4000

~40.00

§ —¢% &

o

Bild 7.26 Windbelastung als rdumfestes Druckfeld

Der ueber dem Beulwert von pL/pkl= 2.25 fuer koerperfeste
Last liegende Wert erklaert sich aus den angebrachten, un-
realistischen Druckfeld. Verschiebungen in negativermXZ—
Richtung, wie sie 1im Staudruckbereich auftreten, haben
eine Verkleinerung der Druckamplitude zur Folge. Auch an-
ders definierte Druckfelder fuer die Windbelastung erge-
ben aehnlich unrealistische Belastungen der Schale.

Eine realistischere Annahme, fuer die aber keine
gemessenen Werte vorliegen, stellt die Kombination eines
koerperfesten Druckfeldes mit einem raumfesten Druckfeld
dar. Hierzu wurde dem koerperfesten Winddruckfeld ein
raumfestes Druckfeld ueberlagert, das den Staudruck fuer
eine Radialverschiebung des Zylinders nach innen ver-
groesserte, waehr end eine Verschiebung nach aussen den
Druckwert verringerte. DNies entspricht der Vorstellung,
dass in Staudruckbereich infolge der in PRild 7.22 darge-

stellten Verformung ein groesserer Windwiderstand zZu er—
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warten ist, wund damit der Staudruck waechst . In Soghe=
reich steigen dann die Sogkraefte infolge der seitlichen

Huelste an.
Fuer die Zusatzbelastung gilt :

P = A T (7.8)
i . Zylinderradius im Zustand m

Dies ist ein bezueglich des ¥reisquerschnitts raumfestes
Pruckfeld. Wenn fuer den Vorfaktor A der Vert 4,0 ge=
waehlt wird, veraendert sich im berechneten Beispiel der
Druck um den Wert (O,l*po/in Radialverschiebung). .Die Ge-

samtbelastung wird zu :

R - R
p = p(ox.) + 6.0 —g—— (7.9)
ges ! R
A, AY r A Al
Windbelastung Raumfestes Druck-
kgrperfest GL{7.6} feld

Fine klassische Anfangsstabilitaetsanalyse ergabd eine
Reullast von p;r/pkl = 1.993. Dies bedeutet eine weitere
Abminderung des Beuldrucks um 117 gegenueber dem bei
koerperfester Windbelastung. Ein Einfluss dieser Bela-
stungsart auf die Beullast ist demnach vorhanden. Fine
Beurteilung der absoluten Groesse des Einflusses 1ist
aber wegen der angenommenen Faktoren, fuer die keine ge-=

messenen Werte vorliegen, nicht moeglich.

4, Wind als dynamische Belastung

7um Abschluss dieses Abschnitts soll noch darauf hin-
gewiesen werden, dass Kragschalen mit und ohne Randver-
steifung nicht ausschliesslich statisches Stabilitaets-
versagen aufweisen. In [134] und {103] wird darauf hinge-

wiesen, dass der kinetische, pulsierende Teil der Windbe-
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lastung Dbei sehr biegeweichen Schalen ein dynamisches
Stabilitaetsversagen (Resonanz) zur Folge. haben kann, bei
dem die nichtlinearen Verformungen des Tragwerks von Re-
deutung sind. Fuer eine VFragschale mittlerer Laenge
L/R = 4,1 R/t = 263 aus Mylar wurde dabei im Versuch nur
eine Versagenslast erreicht, die der einer unendlich lan=-
gen Freiszylinderschale bei statischer Betrachtung ent-
spricht, Es wird vermutet [103], dass die beobachteten
grossen Schwingungsamplituden aehnliche Folgen fuer die
Stabilitaetslast haben wie geometrische Imperfektionen
im Vergleich zur perfekten Struktur., Schwingungserregun-
gen infolge ¥armanscher Wirbel, die Stabquerschwingungen
im Luftstrom hervorrufen, bleiben dabei ausser Betracht.
Fuer die ueblichen dynamischen Untersuchungen werden
linientreue Belastungen aungenommen. Mit den in der vor-
liegenden Arbeilt angegebenen zwangssymmetrisierten Ma=-
trizen laesst sich der Finfluss der Normalentreue der
Belastung bei dynamischen Berechnungen mit nur geringen

Mehraufwand beruecksichtigen.
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8. Schlussfolgerungen

In der vorliegenden Arbeit wurde das nichtlineare Ver=~
halten von Tragwerken unter verformungsabhaengigen Be-
lastungen untersucht. Dabei wurden vorwiegend Druckbe-

lastungen behandelt.
Folgende TFeststellungen koennen getroffen werden:

<:> Es mnmuessen zwel verformungsabhaengige Belastungs-

arten unterschieden werden:

- raumfeste Belastung: (WVasser)
Sowohl Belastungsrichtung als auch Belastungsmagni-
tude eines Punktes sind von der Verschiebung des
belasteten Koerpers im raeumlich fest definierten

Druckfeld abhaengig.

- koerperfeste Belastung: (Annahme fuer Windlast)
Nur die Belastungsrichtung eines Punktes 1ist von
der Verschiebung des belasteten Voerpers abhaengig.
Das bezueglich des Koerpers fest definierte Druck=-
feld bleibt in seiner Verteilung ueber den Koerper

in allen Verschiebungszustaenden erhalten.

2) Die unterschiedlichen FErgebnisse fuer die Reispiele
mit verschiedenen Lastformulierungen wunterstreichen
die Notwendigkeit der wirklichkeitsgetreuen Frfassung
der Belastung fuer eine Berechnung = vor allem bei
Problemen mit grossen Verformungen und Stabilitaets=

problemen.
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<:> Abhaengig von den Randbedingungen und von der Last-
formulierung ergeben sich konservative Prohleme mit
symmetrischen Steifigkeitsmatrizen und nichtkonserva~-
tive Probleme mit unsymmetrischen Steifigkeitsma=

trizen.

= Bei nichtlinearen Berechnungen kann im Sinne eines
modifizierten Newton/Raphson - Verfahrens auf die
Bestimmung der Laststeifigkeitsmatrizen verzichtet
werden, sofern die Verformungsabhaengipkeit der Be-
lastung auf der Lastseite beruecksichtigt bleibt, Die
genagherte ‘ Steifigkeitsmatrix darf unterhalb der
Durchschlag=- oder Verzweigungspunkte des ursprueng-
lichen Systems  keine Singularitaeten aufweisen. Das
Vorzelchen der Determinante ist fuer Lastumkehrpunkte
bei der Berechnung von Durchschlagproblemen wmit der
Methode von Riks/Wempner nur eingeschraenkt verwend-
bar. Gegebenenfalls koennen die symmetrischén Anteile

der Laststeifigkeitsmatrix mitgenommen werden.

= Fuer lineare Stabilitaetsuntersuchungen koennen bei
schwacher Unsymmetrie der Steifigkeitsmatrix stati-
sche Stabilitaetskriterien zur Ermittlung der Stabi-
litaetslast verwendet werden. Zur Beurteilung der Un-—
symmetrie werden Eigenwertanalysen mit verschiedenen
zwangssymmetrisierten Steifigkeitsmatrizen durchge-
fuehrt. BRei schwacher Unsymmetrie empfiehlt es sich,
fuer Stabilitaetsuntersuchungen mit Laststeifipkeits—
matrizen ausschliesslich die symmetrischen Anteile

der Laststeifigkeitsmatrix zu beruvecksichtigen,

<:> Bei der Untersuchung aussendruckbelasteter Kreiszy~-

linderschalen wurde folgendes beobachtet:

=~ Mit der Groesse der Verformung steigt die Bedeutung

der Verformungsabhaengigkeit der Belastung. Entspre-
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chend waechst der Einfluss der Ver formungsabhaengig~
keit auf die Stabilitaetslast von Zylindern mit klei-

nerer Beulwellenzahl.

Obgleich eine Windbelastung bei geschlossenen und
offenen Kreiszylindern ein stark nichtlineares Trag-
verhalten hervorruft, ist der Einfluss der Verfor-
mungsabhaengigkeit der Belastung auf die Stabili-
taetslast bel gaengigen Schalenabmessungen nur unwe=
sentlich groesser als bei konstantem Aussendruck und

insgesamt als gering zu betrachten.

Fuer die Rechentechnik ergaben sich an den berechne=-

ten Beispielen folgende Erfahrungen:

In Verbindung mit den Verfahren von Riks/Wempner
fuehrte die einfache automatische Schrittweitensteue=~
rung mit Hilfe der Iterationszahl zu sinnvollen

Schrittweiten.

Bei Durchschlagproblemen koennen zum Auffinden kriti-
scher Lasten aufwendige Figenwertuntersuchungen fuer
den Lastparameter durch die einfache Beobachtung des

Current~stiffness Parameters ersetzt werden.

Die Beruecksichtigung der Verformungsabhaengigkeit
der Belastung fuehrt in vielen Faellen zu einer wirk-
lichkeitsnahen Abbildung der auftretenden Belastung.
Die ausschliessliche Beruecksichtigung statischer An-
teile der Belastung stellt beim Auftreten grosser
dynamischer Lastanteile jedoch nur eine unvollstaen-
dige Abbildung der Wirklichkeit dar. Resonders bei
sehr flexiblen Tragwerken . sollte in diesem Fall die
statische Untersuchung durch eine dynamische Retrach=-

tung ergaenzt werden.
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@ Nachweis der 3. Randbedingung bei Tlaechenbelastungen

Die Fragestellung lautet:

u-'n=o0 (skalares Vektorprodukt) (ALl)
1
~8U - n =0 (A2)
Uy v Uy cn, o+ ougiTng = 0 (A3)
B u, o+ Bu, o Thy, +8uyluy = 0
17 Yy 2 M 3t Uy = (A4)
Das Randintegral lautet
2 LR 2 i \
-6wW = le” )\jhf (..a_’ﬁkv s XKy }ou-Bu. db (3.49)
ta) 2 ijk as 3r ¢ j i

1 1

22y [m . BX, %3, . -

-—2—7\_[ f”as Vot ey Vs)(uzﬁu1 u16u2)
3'x 3'x

*(EZV + 5-?2\/’)( U‘503°U35U1)

1 1
4(%-:1v'» %—’:1 Vlubu, = u,Busll db

Gleichung (A3) und (A4) eingefuehrt in Gl. (3.49) ergibt:

? LRI ax - alx Co
AN 7\_[—[( 523V ¢ 523V, Hugbuy - ubuylng

tal” 2 't 9s T o
+ (-gl;frvr« %1—:2-\")( ubu, - u,‘,»6u3)41n2
a'x a'x 1
+(—a-—-s—1vvr+ a—rhvs)(ujéuz—uééus)'nl]db
12 ¢ 1o 1 1, 1
=5 A R( u bu, - uzt')ua)( Xshovo« X Nov)db

1 1 . , i .
X,sund X+ spannen die Tangentialebene im Zustand 1 auf.

1 1 1 1
Danit gilt: Xs- N=0; X, n=20
LR =0

2
~> Gw(a)
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C) Laststeifigkeitsmatrix fuer ein zweidimensionales Konti-

nuumelement

Betrachtet wird ein 4~knotiges Element mit linearen Ver-

schiebungsansaetzen. Es sei nur ein Rand (s=+1) mit einer

linear veraenderlichen Belastung betrachtet,

Relastung: (Zug positiv)
m=0 ~» koerperfest ;5 m=l . raumfest

My = - ( P+ p/h*mx1) am Punkt 1 bzw. 2 "p' ;mpz

Interpolationsfunktionen:

¢T = [ ¢ ¢?) mit o = 0.5 (1-r)
¢° = 0.5 (l+1)
d>.1r == 0.5 3 Qf

Koordinaten:
m 1 m_1 2 m_ 2
X; = ¢ . x + ¢ .k

Verschiebungsvektor:

T
U = u} uf u’2 u%j

= 4+ 0.5
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Laststelfigkeitsmatrizen

Randterm nach Gl. (3.90),(3.91)

K 5 0 0 0 0.5Mp?
LR A v.5™ 0 0 0
0 =0.5Mp% 0 0

Gebietsterm 1 nach Gleichung (3.93)

b 0- 0,

0.5% (1~r)+0.52 (1+1) 0
0 -0.5
0.5 0

0 0 0 0.5
2\ 0 0 -0.5 0
2

41

0 ~0.5 0 0
0.5 0 0 0

-1

2
0 ~0.5% (141)~0.5

(1-v)

J(g + & Bttt ) o

| p 2
. B m_1 m
- 5 {2% + h( X, + X )}

i ¢l 0 0 0.5 * raunfest: {p +——E)—

T o 2h
2 0 0 =-0.,5 0
=- A Op
0 -0.5 0 0 * koerperfest: {-————
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Raumfeste Belastung nach Gleichung (3.94)

Ea= = p/h 5 Mx = - 0,57 4 0,572
2 2 ¢ o
¢‘¢T=l(l-r) (1-r*) $_
41 (1-r?) (1+r)? | 2 0o ¢¢
X 0.5 p/h ("’x%—mx"2 ~«25 p/h (mxf—mx;’)
2 1
Koo A[1 &
L23 Z
- =425 p/h (MxZ-Myl) 0
[ LN ("x5-"xy) _ (Mg ~"x;) _ ("} =™x})
X2m X2 2 z 4
("x3- ™x}) (M2 m i (MMl ) (M2 myl)
N PR Y -
K-\ L b ?
tes” = N 3R
(mx2_mxi ) (mx2__mx1 ) )
- 12 N 14 1 0 0
™2 ™) (M myd) o 0
4 2

Koerperfeste Belastung nach Gleichung (3.95):

ofs Ry = =045 (p/h)(%xI-%1) & o,

0 0 -1

K 2 (0p2_0p1) 0 0 =0
Laa® " A 6 . 0.5
0.5 1.

5 (0D2'0P1
. -0.5

o5 ~1.
0 0
0 0

)
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Gesamtlaststeifigkeitsmatrix fuer koerperfeste Belastung

0 0 (O3 +0%6 ) 0/ 3 + 06
o 0 (096 +9%3 ) g6 +07Y3
2>\_
LGes
O3 406 ~(OpY3 +%6 ) 0 0
OpY e +0p%3 (06 +0%3 ) 0 0

Dies entspricht der von Hibbitt [64] hergeleiteten Matrix.
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