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Zusammenfagsung

Die Arbeit behandelt die numerische Ldsung von Stabilitdtsproblemen elasti-

scher Tragwerke unter besonderer Beriicksichtigung des nichtlinearen Ver-

schiebungsverhaltens und von Imperfektionen., Zur Diskretisierung wird die

Methode der finiten Elemente verwendet. Es stehen zwei Ziele im Vorder-

grund:

1.

Eine zusammenfassende Untersuchung von Methoden zur Bestimmung
kritischer Lasten fiir perfekte und imperfekte Systeme unter Berilick-
sichtigung endlicher Vorbeulverschiebungen. Dabei kommen sowohl
Verfahren zur vollstdndigen als auch zur gendherten Auswertung der

Stabilitdtsgleichungen zum Einsatz.

Die Beurteilung von Methoden zur Abschédtzung kritischer Lasten rea-
ler imperfekter Tragwerke. Zunéchst werden zwei Vorgehensweisen
(dehnungslose Modelle und Energiekriterien) diskutiert, die versuchen,
den Einfluf von Formabweichungen auf das Tragverhalten pauschal,
d. h. ohne detaillierte Kenntnis von Imperfektionsformen und Amplitu-
den einzugrenzen, AbschlieBend wird auf die Bewertung des Tragver-

haltens durch gezielt vorgegebene Imperfektionen eingegangen,

Summary

This study describes the numerical solution of the nonlinear stability prob-

lem of elastic structures. Perfectas well as imperfect systems are investi-

gated using the finite element method. Basically two aims are followed:

1.

A summarizing study of methods is given to determine the critical
loads of perfect and imperfect structures whenlarge prebuckling de-
formations are present. Exact as well as approximate solution pro-

cedures are utilized to evaluate the stability equations.

Methods are reviewed which allow to estimate the critical loads of
realimperfect structures. Two procedures, the inextensional model
and the energy criteria, are discussed which attempt to find a lower
bound of the buckling load without a detailed knowledge of shape and
amplitude of the geometric imperfections. Finally the response of

structures is valued when certain well defined imperfections are given,
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Bezeichnungen, Abkirzungen, Symbole

Geometrie

m
X.
1

mA’ mV

d(™a), d(Mv)

Statische Groflen

m
n i

mpg
mg
m ij

m

S, .
n-ij

kartesische Koordinate eines materiellen Punktes im

Zustand m (i = 1, 2, 3)
Fliche und Volumen des Korpers im Zustand m

infinitesimales Flidchen- und Volumenelement im Zu-

stand m

Flichennormalenvektor im Zustand m

Oberflichenkraft im Zustand m, bezogen auf den Zu-

stand n

Volumenkraftim Zustand m, bezogen auf den Zustand n

(pro Masseneinheit)

spezifische Masse (Dichte) des Korpers im Zustand m
verallgemeinerte innere Knotenkraft im Zustand m
verallgemeinerte dulere Knotenkraft im Zustand m
Cauchy Spannungstensor im Zustand m

Piola-Kirchhoff Spannungstensor 2. Art im Zustand m,

bezogen auf den Zustand n

Inkrement des Piola-Kirchhoff Spannungstensors 2. Art

Kinematische Groflen

Deformationsgradient

Verschiebungsvektor vom Ausgangszustand zum Zu-
stand m

) : 2 1
Verschiebungsinkrement uEou -
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Verschiebungskorrektur des Inkrements Uy imIterations-

zyklus (m)

virtuelle Verschiebung

. Green-lagrange Verzerrungstensor im Zustandm, be-

zogen auf den Zustand n

Buler-Almansi Verzerrungstensor im Zustand m
Green-Lagrange Verzerrungstensor

linearer Anteil des Inkrementes neij

nichtlinearer Anteil des Inkrementes o i3

Konstitutive Groéfen

m
n Tijrs

C..
n ijrs
mE
n

my,

n

konstitutiver Tensor im Zustand m, bezogen auf den Zu-

stand n
inkrementeller konstitutiver Tensor
Elastizitdtsmodul

Querdehngzahl

Arbeits - und Energieausdriicke

m. m

Z)W(i), 6W(a)
Py Ty
My

Obere Indizes

links

m

virtuelle innere und duflere Arbeit im Zustand m
inneres und duBeres Potential im Zustand m

Gesamtpotential im Zustand m

Wirkungszustand einer Grofle

0  Ausgangszustand geometrisch
1 Zustand vor dem Inkrement nichtlineare
2 Zustand nach dem Inkrement Analyse

G  Grundzustand

K kritischer Grundzustand Stabilitéts -
N analyse

Nachbarzustand



rechts

Untere Indizes

links
n=0,1,2,G
rechts

Lk ...

klass
lin
quad
Kopp
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transponierte Matrix (transponierter Vektor)

Glied der Reihenentwicklung von u, v und ¢
(0) konstanter Anteil

(1) lineares Glied

(2) quadratisches Glied

Bezugszustand einer Grofle

Indizierung von Komponenten im kartesischen Koordi-

natensystem (1, 2, 3)

klassische Ndherungsstufe
lineare Niherung
quadratische Ndherung

Koppelung linearer und quadratischer N&herungen

Matrizen und Spaltenvektoren

Verbindungsmatrix zwischen Verschiebungsableitungen
und Knotenpunktverschiebungen im Zustand m (bezo-

gen auf Zustand n)

lineare Verzerrungs - Verschiebungsmatrix im Zu-

stand m (bezogen auf den Zustand n)

Matrix der Werkstoffkennwerte mC.. , C.. . (bezo-
n ijkl’ nTijkl
gen auf den Zustand n)

Vektor der Verschiebungsgradienten mu. R T
n i,j° ni,j

m
Vektor der Verzerrungen n Siv

€.,
ij* n7ij
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linearer und nichtlinearer Anteil von nE

Vektor der verallgemeinerten inneren Knotenkrifte im

Zustand m (bezogen auf den Zustand n)

inkrementelle Gesamtsteifigkeitematrix im Zustand m
(bezogen auf den Zustand n)

Ok

inkrementelle elastische Steifigkeitsmatrix (n = 0: oKe

lineare elastische Steifigkeitsmatrix)

geometrische Steifigkeitsmatrix, Stabilitdtsmatrix oder

Anfangsspannungsmatrix

Matrix der Anfangsverschiebungen

die in den Anfangsverschiebungen linearen Anteile von

m m
OKu und an

die in den Anfangsverschiebungen quadratischen Anteile

von K und ™K
0 'u n g

Massenmatrix (Diagonal- oder Bandmatrix)

Vektor der verallgemeinerten duleren Knotenkréfte im

Zustand m

Vektor der Piola - Kirchhoff Spannungen 2. Art anij’
Osij
Matrix der Piola - Kirchhoff Spannungen 2. Art E)nsij

Vektor der Cauchy Spannungen ETij

Matrix der Cauchy Spannungen gTij
Vektor der Knotenpunktverschiebungen
Vektor der Knotenpunktbeschleunigungen

Eigenvektor (statische bzw. kinetische Stabilitdtsunter-

suchungen im Zustand m)

Vektor der kritischen duBleren Knotenkrifte
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R klass’ 'klass

K

R lin’ Viin
K

R quad’ v quad
Stabilitdtsanalysen
EW - ...
m, ) m,
m

W,

1

det
B
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obere Indifferenzlast
Indifferenzkriterium
untere Indifferenzlast

kritische Last nach den Energiekriterien (Tsien)

e .
verzerrungsfreie Verbiegungen kritische Lasten

"Plattenlésung" der dehnungslosen

"Tangentenmodulverfahren' Modelle

Schétzlasten aus begleitender Mafnahme

klassische kritische Lasten und
lineare Eigenvektoren der

Anfangsstabilitéts -
quadratische untersuchung
Eigenwert - ...

Lastparameter (LastvergroBerungsfaktor) im Zu-

stand m
Eigenkreisfrequenz (owi natiirliche Eigenfrequenz)

Determinante der inkrementellen Gesamtsteifigkeits -

matrix

bezogene Determinante im Zustand m

Zylinder- und Kugelschalen (isotrope Schalen)

L

4
x

Zylinderldnge

Liénge einer Halbwelle in Lings - bzw. Meridianrich-

tung

Lénge einer Halbwelle in Umfangs- bzw, Ringrich-

tung

Anzahl der Vollwellen in Umfangs- bzw, Ringrich-

tung
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=]

Anzahl der Halbwellen in Léngs- bzw, Meridianrichtung
Liangsbelastung der Kreiszylinderschale

AuBendruck bei Zylinder- bzw, Kugelschale

Zylinder- bzw. Kugelradius

Steifigkeitsparameter

Schalendicke

Dehnsteifigkeit der Schale

Biegesteifigkeit der Schale

2 = g <+ s o v

Beulwellenverhdltnis

Weitere Bezeichnungen, Abkiirzungen und Symbole werdenim Text erliutert,
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1. Einleitung

Die Notwendigkeit von Stabilitdtsuntersuchungen druckbeanspruchter Kon-
struktionenist seit langem bekannt, Erste Arbeiten auf dem Gebiet des Stab-
knickens gehen auf Euler (1774) zurick. Entsprechende Untersuchungen an
Platten und Schalen wurden in umfangreichem Mafe zu Anfang dieses Jahr-
hunderts begonnen, Als Meilensteine auf diesem Gebiet kénnen die Arbeiten
von Zoelly (1915) fiir die Kugelschale bzw. von Timoshenko (1910) und Fligge
(1932) fir das Beulen der Kreiszylinderschale angesehen werden, Die Ver-

sagensgrenzen wurden dabei tiber die Verzweigungslasten der "klassischen'

Stabilitdtstheorie bestimmt, Experimente zeigten jedoch bald, daf die rea-

len Versagenslastenhdufig nur bei einem Bruchteil der theoretisch ermittel-
ten Werte lagen, Um diese Diskrepanz zu kldren, haben v, Karmén/Tsien

(1939, 1941) die Untersuchung des Nachbeulbereiches mitin die Stabilitdts-

analyse einbezogen und die untere Indifferenzlast als mafigebliche Versagens-

grenze festgelegt, Der nichste Versuch zur Aufhellung tatséchlicher Beul-

vorgidnge kam von Tsien (1942, 1947), der duflere energetische Stdrungen

(z. B. aus dynamischen Einflissen) als Ursache fir die friihzeitige Einlei-
tung des Beulvorganges ansah, Eine weitere Entwicklung, die vor allem in
neuerer Zeit eine grofere Anzahl von Anhingern gefunden hat, leiteten

Yoshimura (1947) und Kirste (1952) durch die Annahme dehnungsloser Zu-

stéinde im Nachbeulbereich ein.

Ein anderer richtungsweisender VorstoB zur realistischen Beurteilung des
Tragverhaltens tats&chlicher Systeme ging von Koiter (1945) und Donnell

(1950) aus, Sie untersuchten den EinfluB geometrischer Formabweichungen

auf das Stabilitdtsverhalten und zeigten, daB bereits sehr kleiﬁe Imperfek-
tionsamplituden zu deutlichen Abminderungeninden Versagenslasten fliihren
kénnen, In der Folgezeit wurden diese Untersuchungen durch andere Im-
perfektionsartenwie Abweichungen in den Lasten, im Material u, a. erwei-
tert, Mit dieser Problematik direkt verbunden ist die Erfassung des (geo-

metrisch) nichtlinearen Verhaltens im Vorbeulbereich, eine Fragestellung,

die auch durch die Tendenz zu schlanken und weitgespannten Tragwerken

immer mehr in den Vordergrund geriickt ist.

Die analytische Erfassung der nichtlinearen Effekte war wegen des Rechen-

aufwandes zunichst auf Sonderfille beschrinkt, Mit der Methode der finiten
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Elemente (bzw. der finiten Differenzen) und dem Einsatz von Grofrechen-
anlagen ist es heute méglich, auch komplexe Tragwerksgeometrien zu
untersuchen. Dennoch stellen nichtlineare Stabilitdtsuntersuchungen in

Finite-Element-Programmen weiterhin Ausnahmen dar.

Hauptziel dieser Arbeit ist eine zusamménfassende Beurteilung von Ver-
fahren zur Bestimmung kritischer Lasten bei geometrisch nichtlinearem
Verhalten in Verbindung mit der Methode der finiten Elemente, Dazu werden
vorab kurzdie Grundlagender geometrisch nichtlinearen Analyse und ihre
Verwirklichung in der Methode der finiten Elemente dargestellt (Kapitel 2).
Anschliefend werden Begriffe zur Stabilitdt erldutert, Stabilitdtskriterien
beschrieben und die Gleichungen der nichtlinearen Stabilitdtstheorie abge-
leitet (Kapitel 3). Die beiden folgenden Hauptabschnitte befassen sich mit
der vollsténdigen und ndherungsweisen Auswertung der nichtlinearen Stabi-
litdtsgleichungen (Kapitel 4, 5). Dabei werden einerseits verschiedene
Vorgehensweisen untersucht und ihre Ziele und Méglichkeiten aufgezeigt,
andererseits wird tber eine anféngliche Abschétzung der Systemeigenschaf-
tennacheinem Kriterium gesucht, um fiir ein zu untersuchendes Tragwerk

den Losungsweg mit dem geringsten numerischen Aufwand auszuwihlen,

Das zweite Zielder Arbeit ist die Abschitzung des Tragverhaltens imper-
fektionsbehafteter Systeme, In diesem Zusammenhang wird die globale
Erfassung von Formabweichungen mit Hilfe der dehnungslosen Modelle
(Kapitel 68) und der Energiekriterien (Kapitel 7) untersucht und diskutiert,
Im abschliefenden Teilder Arbeit (Kapitel8) wird der Einflufl gezielt vor-
gegebener Imperfektionen und ihre Beriicksichtigung bei der Berechnung

kritischer Lasten dargelegt.

Die Beurteilung der verschiedenen Verfahrenerfolgt jeweils anhand ausge-
wihlter Beispiele. Numerische Rechnungen wurden mit den Programmsy-
stemen NONSAP [ 10] und NISA [18] durchgefithrt, Beide Systeme eignen
sich zur Berechnung von Strukturen mit geometrisch und physikalisch
nichtlinearem Verhalten, Sie wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit
um die Lésung nichtlinearer Stabilitdtsprobleme erweitert und erlauben
nebender hier behandelten Erfassung des geometrisch nichtlinearen Ver-
haltens auch Stabilitétsuntersuchungen unter EinschluBl physikalischer

Nichtlinearitédten,
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2, Geometrisch nichtlineare Elastostatik

2.1 Kontinuumsmechanische Formulierung der geometrisch

nichtlinearen Elastostatik

Zur Beschreibung des Verschiebungszustandes eines elastischen Kontinu-
uI;ns werden die Gleichgewichtsbedingungen zunéchst flir einen vorgegebe-
nen duBleren Lastzustand formuliert, Im Hinblick auf die numerische Er-
mittlung des nichtlinearen Verschiebungsverhaltens werden anschliefiend
die Last- bzw. Verschiebungszustinde inkrementiert. In diskretisierter
Formergebensichdannnichtlineare algebraische Gleichungen flir die Ver-

schiebungsinkremente,

Die Darstellung hier folgt im wesentlichen dem Buch von Malvern [ 69] und
der Arbeit von Ramm [81]., Zur Existenz des bei der Herleitung einge-
setzten Prinzips der virtuellen Verschiebungen sei auf Bufler [22], [23]

verwiesen,

2,1.1 Bezeichnungen flir den inkrementellen Vorgang

Fiir die Beschreibung der Bewegung eines Korpers im dreidimensionalen

Raum werden raumfeste kartesische Koordinatensysteme herangezogen.

Ein inkrementeller Bewegungsvorgang istin Bild 2. 1 dargestellt. Zwischen
dem Ausgangszustand 0 und der Endlage sind die Zwischenzusténde 1 und 2
definiert, die sichum ein endliches Inkrement unterscheiden, Dieser Auf-
teilung liegt dié Voraussetzung zugrunde, daB der Zwischenzustand 1 be-
reits ermittelt ist und nun ausgehend von diesem der Zustand 2 ermittelt

werden soll,

Die einzelnen Zustdnde sind durch linksstehende Indizes gekennzeichnet.
Der obere Index zeigt dabei die Lage (den "Wirkungszustand''), der untere

den Bezugszustand an.
Zum Beispiel:

nm i m Lage, Wirkungszustand
n Bezugszustand
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Inkrementelle Gréfen besitzen keinen linken oberen Index. Die Einfiihrung

eines Verschiebungsfeldes gem4B Bild 2.2 ergibt (mit i = 1,2, 3):

2 1
X = X, + u
i i i
= Ox. + 1u, + u, (2.1)
i i i
= Ox. + 2u
i i
. 0 1 2 )
mit: X%, X Koordinaten des betrachteten Punktes
1ui s Gesamtverschiebungen im Zustand 1
bzw. 2
0 inkrementelle Verschiebungen
Zustand 1

0 1 2
X3, XS’ )(3

i

Zustand 0

Zustand 2

0, 1y, 2
P IR TP

O 1y 2
X1 Xy Xy

Bild 2.2: Verschiebungszustand
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2.1.2 Verzerrungen, Spannungen, Werkstoffgesetz

1. VerzerrungsmafRe

Inder Lagrange-Formulierung wird der Verformungsvorgang als Funktion

der Koordinaten des unverformten Ausgangszustandes dargestellt,

meo.o om0y (2.2)

und der Green - Lagrange - Verzerrungstensor zu

m 1 m m m m

€ = — -
0 “ij 5L 0%t 0%,1 T 0%,i 0% " (2.4)
Fir den Zustand 1 (m = 1) folgt daraus
1 1 1 1 1 1

e = —_ + + .
0 ij 2 [ Oui,j Ouj,i Ouk, i Ouk, j] (2.5)
und fir den Zustand 2 mit 2u, = 1ui + u1
2 1 1 1 1 1

€ = = + + + + .
0 ij 2 : Oui, h] Oui,j Ouj, i Ouj, i Ouk, i Ouk, j

+ 1 u -ty ] (2.86)

. + . +
o'k, i 0%k, T oMk i 0%, T 0%k, 1 0"k, j

]

2 1
€ = .. + €. 2,
0 ij 0 ij 0 ij (2.7)
FaBt mandie in den Verschiebungsinkrementen linearen Terme zu Oeij und
die quadratischen Terme zu Onij zusammen, so folgt
= e + 7. (2. 8)

€ .. .
0 i} 071j 0 1]
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mit:
1 1 1
- .+ .. T A .+ Ct . .
OeiJ 2 C Oui, j OuJ, i Ouk, i Ouk, j Ouk, j Ouk, 1] 2.9
0" T 0%k i o', j (2.10)

In der Euler - Formulierung dagegen wird die Verformung in Abhingig-

keit der Koordinaten des verformten Zustandes beschrieben. Als Ver-

zerrungsmalfl dient dann der Euler - Almansi - Tensor:

[ "a 2 - My -y ]
m i,j m j, i m k,i mKk,j

3

1
e = .
2

m®ij (2.11)

Die Abtrennung der inkrementellen Verzerrungen und deren analoge Auf-

teilung fiihrt hier zu:

€ = 2.

171 1% F 1Ny (2.12)

n = L u - u (2.13)

145 2 1% 1 1%k, :
1

%5 T 2 [1“1,3' + 1“3,1] (2.14)

2. Definition der Spannungen

Uber die Gleichgewichtsbedingungen am Cauchy - Tetraeder in der ver-

formten Konfiguration m erh&lt man:

mx1/

Bild 2.3: Cauchy - Tetraeder
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t, = T..° n, (2.15)

Dabei bedeutet:

iti Komponenten des Spannungsvektors

rnan T Komponentendes symmetrischen Euler~Cauchy Spannungs -
tensors

mnj Komponenten der Normalen auf das verformte Flichenele-
ment d (ma)

Der Piola - Kirchhoff Spannungstensor 2, Art ist definiert zu:

n n m

m
n m*,k  m®j,4 m kt (2.16)

n
s = L.
ij m

Er ist symmetrisch,

Entsprechend der Inkrementierung der Verschiebungen (Gleichung (2. 1))

kénnen auch inkrementelle Spannungen gebildet werden:

allgemein: 2S LT 1S. .+
n ij n ij n ij
2 1
= 0: . = Lt . 2.
n=0 OSi] OSiJ Osi;] (2.17)
_ 21
n=l 11 1755 10

3. Werkstoffgesetz

Bei elastischem Verhalten ergeben sich unter Voraussetzung linearer Be-
ziehungen zwischen denSpannungs- und VerzerrungsgroBen die konstitutiven

Gleichungen zu:

" _ m . m
gnbij 0Cijkt 0%kt
(2.18)
m_ . m . my
m ij m T ijkt m kb
und in inkrementeller Form:
< - . e
0 1j Ocijk/L 0 kt
(2.19)

- €
153 )
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d.h. die Piola - Kirchhoff Spannungen 2, Art sind tiber den symmetrischen
Elastizitidtstensor mit den Green - Lagrange Verzerrungen und die Cauchy -
Green Spannungen mit den Euler - Almansi Verzerrungen verkniipft,

Die beiden Elastizititstensoren mC.. und mC_. konnen mit Hilfe der

0 "ijkt m ijkt
Deformationsgradienten ineinander Uberfilhrt werden. Bei Voraussetzung
konstanter Werkstoffkennwerte in n(r)lcijkl/ héngendaher die Elemente rn;C
nichtlinear von den Deformationen ab.

ijkL

2.1.3 Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Die Gleichgewichtsbedingungen des gesuchten Zustandes 2 werden tiber das

Prinzip der virtuellen Verschiebungen formuliert. Es lautet:

2 2 :
bW, + OW = 0 2,20
(i) (a) (2.20)
26 W(i) virtuelle innere Arbeit (Arbeit der Spannungen im Zustand 2
an den virtuellen Verzerrungen)
26 w virtuelle duBlere Arbeit (Arbeit der &uBeren Krifte im Zu-

stand 2 mit den virtuellen Verschiebungen)

Nach [69] lautet Gleichung (2, 20) ausfthrlich:

2 2 2 2 2 2 2
- . . . . . du-d =
2{/ 2% quj,i d(“v) +2& oty S d(%a) +2J;] prya;8u-d(®y) = 0

2 2
6W(i) 6W(a) (2.21)

Die virtuellen Verschiebungen 6 u, miissen zuldssigsein, d. h, den geometri-
schen Randbedingungen geniigen und die kinematischen Gleichungen befrie-

digen.

Da sémtliche GroéBlen der Gleichung (2,21) auf den noch unbekannten Zu-
stand 2 bezogensind, kénnendie Integrale nicht direkt ausgewertet werden,
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, transformiert man alle Gréfien auf
einen bereits berechneten Gleichgewichtszustand n (Vorgehensweise nach
Lagrange). Durch Einsetzen der Spannungen und Verschiebungen nach Gl.
(2. 1) und (2. 17) erhdlt man schlieBlich das Prinzip der virtuellen Verschie-

bungen in inkrementeller Form, e
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Jenach Wahl des Bezugszustandes n unterscheidet man zwei wesentliche

Darstellungen des Prinzips.

n = 0: Der Bezugszustand ist der Ausgangszustand, d.h. simtliche

Gréflen werden auf die unverformte Konfiguration bezogen,

Totale Lagrange (T, L.) - Formulierung

0 1 0.\ _
Of 0% % %35 4 +Of o®1° oMy 4V =
v v (2.22a)
2 1 0
6 - S,.- %
W(a) OJ‘ 071ij 0 ij d)
v
n=1: Die Zustandsgroflen werden auf die Lage 1 vor dem Inkrement

bezogen, d.h., auf einen mitgehenden Verschiebungszustand,

Mitgehende (''updated") Lagrange (U.L,)- Formulierung

1 1 1
. [ . . . =
1j 135570 185740 +1j 1Tig 0 My d (W)
A% v (2.22b)
2 1 1
8 Wiy - 1[ 1Tig g8y d (W)
v

Die virtuellen Arbeitsausdriicke der T. L. -~ und U. L. -Formulierung stel-
len nichtlineare Beziehungenfiir die unbekannten Verschiebungsinkremen-
te dar. Eine Algebraisierung (FEM, FDM) liefert bei Verwendung von
linearen konstitutiven Gleichungen (Gleichungen (2.18) und (2.19)) ein
System kubischer Gleichungen fiir die gesuchten Verschiebungsinkre-

mente ui.

2.1.4 Linearisierung

Auf die gebréuchlichsten Methoden zur Lésung nichtlinearer Gleichungen
wirdin [ 65] eingegangen, Mankanndabei zwei prinzipielle Mdglichkeiten

unterscheiden:

- Die iterative Bearbeitung der nichtlinearen Gleichungen.
- Linearisierung des Gleichungssystems mit iterativer Besei-

tigung des Linearisierungsfehlers.
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Wird auf die in der Literatur hiufig angewandte Linearisierung zurickge-

griffen, so erfordert dies eine Linearisierung der virtuellen Arbeitsaus-

driicke (Gleichungen (2, 22)). Mit €. .- e.. und €, = e,  erhilt man Nihe-
0ij 01ij 11 17dj

rungsaussagen fir die Gleichgewichtsbedingungen, die nach der Diskretisie-

rung die inkrementellen Verschiebungen in linearer Form enthalten,

Fir die T. L. - Formulierung ergibt sich:

0 1 0
of o%ijit 0% ¥ 0%y 4 (V) +0I 08357 % oy (V)
v A (2.232)
2 1 0
= %% W(a) - OsIJ 8 0% d("v)
Oy
und fir die U. L, -Formulierung:
1 1 1
lj 1St 1% 8 174 (9 +1j T IORE )
v v (2.23D)
2 1
= - T
8W .y lj 1 Tiy ® gy a0
A

Da der Zustand nach dem Inkrement wieder ein Gleichgewichtszustand sein
soll, spricht manbeider iterativen Beseitigung des Linearisierungsfehlers

auch von einer Gleichgewichtsiteration (Abschnitt 2, 3).

2.2 Algebraisierung mit Hilfe der Methode der finiten Elemente
(Diskretisierung)

Die Diskretisierung der Arbeitsausdriicke erfolgt bei der Methode der fini-
ten Elemente liber bereichsweise Ritz - Ansédtze. Das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen in Form von Gleichung (2. 21) ist dabei nur giltig, wenn
die bereichsweisen Ansétze differenzierbar und stiickweise stetig sind sowie
die geometrischen Rand~ und Ubergangsbedingungen erfiillen, Geniigen die
Ansatzfunktionendieser Forderungnicht, soist der Ableitung ein erweiter-

ter Arbeitsausdruck zugrunde zu legen [24].

Im weiterenwird die Diskretisierung mit Hilfe von isoparametrischen Ver-

schiebungsmodellen durchgefithrt. Ein Konzept, bei dem Geometrie und
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Verschiebungen mit den gleichen Interpolationsfunktionen approximiert
werden und das die Ubergangsbedingungen stets erfillt, Fiir einen Element-

bereich fihrt dieses Vorgehen zu Ansatzfunktionen der Form:

M
Geometrie: Be = 3 0O K mK
i K=1 i
M
Gesamtverschiebungen: mui = K2=1 0] K. muI.{ (2. 24)
M
Inkrementelle Verschiebungen: u g5 ¢ K. mu?
Dabei sind:
m_K : . :
£ die Koordinaten des Knotenpunktes K im Zustand m
uo, u die Verschiebungen bzw, Verschiebungsinkremente die-
ses Punktes
] die Interpolationsfunktionen
M die Gesamtzahl der Knotenpunkte an einem Element

Zur Diskretisierung der Gleichgewichtsbedingungen werden die konstituti-
ven Beziehungen und die kinematischen Gleichungen mit Hilfe der Defini-

tionen nach Tafel 2,1 in Matrizenform dargestellt,

1. Die konstitutiven Beziehungen (nach Gleichung (2.18))

e geye
(2.25)
m . m m
m T T m of m €
bzw. in inkrementeller Form (nach Gleichung (2, 19))
0 s = OC OE
(2.28)
= (o4 €
12 1 1
und nach Linearisierung
s = C - e
0 0 0
s = C e (2.27)

1 17 1
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2, Die kinematischen Gleichungen

_ 1
n® * a B .u (2.28a)
d = r‘B.u (n=0,1) (2. 28D)
n n ’ '
u Vektor der inkrementellen Knotenverschiebungen
n® linearisierte Verzerrungsinkremente
nd Inkrement des Verschiebungsgradienten
111 B, rllé Operatormatrizen

Mit den Integralausdriicken nach Tafel2. 2 erh&lt man aus dem‘Prinzip der

virtuellen Verschiebungen eine gendherte Gleichgewichtsaussage in linearer

Form zu:
1 1 2 1
+ . = -
[aky + oKy ] u R - F (2.29)
Hierin ist:
iK o die inkrementelle elastische Steifigkeitsmatrix
111}( g die geometrische Steifigkeitsmatrix
(Anfangsspannungsmatrix, Stabilititsmatrix)
2 R Vektor der verallgemeinerten Knotenkrifte
rllF Vektor der verallgemeinerten inneren Krifte

Die inkrementelle Gesamtsteifigkeitsmatrix
. K + K - K (2. 30)

wird auch als Tangentensteifigkeitsmatrix bezeichnet.

In der totalen Liagrange - Formulierung kann die inkrementelle elastische
Steifigkeitsmatrix weiter aufgeteilt werden in die gewdhnliche lineare ela-
stische Steifigkeitsmatrix 8 Ke und die Anfangsverschiebungsmatrix (l)K a

I T SR (2.31)
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Die beiden Teilmatrizen ergeben sich Uber die Aufspaltung der Operator-

matrix
1 1 1 1
0B = B T By (W)

wobei (1) B1 unabhédngig und (l)B 9 (linear) abhingig von den Anfangsverschie-

bungen luy st

1 _ 1t 1 0 gt 1, 0
oKy ° 4‘/ 081 0C 0B, d(v)+0j 0Ba oC By AW
\Y
1t 1 0

+0J;] 083 oC "By d(W (2.32)
0 . 1ot 1 0
oKe O{/ 0B1 0C B, (W (2.33)
2.3 Gleichgewichisiteration

1, Iterationsverfahren

Um mit der linearisierten Gleichung (2,29) vom Gleichgewichtszustand 1
zur gesuchten Lage 2 zu gelangen, muB der Linearisierungsfehler iterativ

beseitigt werden.

‘_‘_

Bild 2.4 : Gleichgewichtsiteration

Mit den Beziehungen von Bild 2,4 ergibt sich aus Gleichung (2.29) die

Iterationsvorschrift:

1 [mK + ang}~Au(m) - 2r - an (2.34)
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(

Das ist eine Gleichung fiir den Verschiebungszuwachs 4 U m), gemessen
von einem bereits (iterativ) erreichten Zwischenzustand m. Die rechte Seite
der Gleichung stellt die in diesem Zustand noch vorhandenen Ungleichge-

wichtskréfte dar (fiir m = 0, d.h. den Iterationsbeginn gilt: U = AU (O))_

Das Vorgehen nach Gleichung (2. 30) entspricht exakt dem Standarditera-
tionsverfahren nach Newton - Raphson, Es wird ausgehend vom Zustand 1
so lange durchgefiihrt, bis flir die Last 2 R der Gleichgewichtszustand
erreicht ist. Dabeiist in jedem Iterationsschritt die Steifigkeitsmatrix fir
denaktuell erreichten Verschiebungszustand neu zu berechnen, Diese An-
passung wird umgangen, wenn wihrend der Iteration die Matrizen des Zu-
standes 1 beibehalten werden. Man erhilt so das modifizierte Newton -

Raphson -~ Verfahren,

K, o+ ik | oau(™ o 2R M (2. 35)
n - e n g n

Die Verwendung konstanter Matrizen wihrend der Iterationhat in der Regel
eine Verschlechterung des Konvergenzverhaltens zur Folge. Wihrend das
Standard Newton - Raphson - Verfahren mindestens quadratisch konver-
giert, besitzt die modifizierte Versionnur noch lineare Konvergenz [89].

Das Belassen der Steifigkeitsmatrix fiihrt damit zu einer erhéhten Anzahl
von Iterationen, Welches Verfahren insgesamt die giinstigere Rechenzeit
ergibt, hingt von verschiedenen Faktoren ab (z. B, Algorithmus der Glei-
chungsauflésung, Art der Abspeicherung der Gesamtsteifigkeitsmatrix,
Nichtlinearitét der Verschiebungeninnerhalb eines Lastinkrementes). Un-
tersuchungenim Rahmendieser Arbeit ergaben, daf bei vollstindiger Ab-
speicherung der Steifigkeitsmatrix im Kernspeicher beide Verfahren zu
etwa gleichen Rechenzeitenfilhren, Beiblockstrukturierter Abspeicherung
verschiebt sichdagegendas Verhilinis zugunsten der modifizierten Newton-

Raphson-Iteration,

Unabhéngig von diesem allgemeinen Verhalten ist dem Standard-Verfahren
wegen seiner stirkeren Konvergenzkraft beim Auftreten folgender Konver-

genzschwierigkeiten der Vorzug zu geben:
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a) Schwierigkeiten durch Spannungsumlagerungen,
Sie sind zu beobachten, wenn bei Belastungsbeginn zunéchst im we-
sentlichen Biegezusténde auftreten und die Membrananteile erst bei

fortgeschrittenen Lastzustdnden aktiviert werden (und umgekehrt).

b) Konvergenzprobleme durch ausgeprégtes nichtlineares Verschie-
bungsverhalteninnerhalb eines Lastinkrementes (z, B, Ubergang zu
flachen Bereichen und Uberwindung flacher Bereiche im Last-Ver-
schiebungsverhalten), Bei gleicher Lastinkrementierung fiihrt das
Standard-Verfahrennéher an Durchschlagspunkie heran und ermdg-
licht so eine sicherere Extrapolation zum kritischen Zustand (Ab-

schnitt 4, 3),

Bild 2.5 enthilt neben den beiden Iterationsverfahren nach Gl, (2, 34) und
(2. 35) die Iteration mit der sogenannten Mittelpunktsteifigkeit [84]. Dabei
. erfolgt die Iteration zwar mit konstanter Steifigkeitsmatrix wie beim modi-
fizierten Newton-Raphson-Verfahren, die Matrix wird jedoch nicht fiir die
Verschiebungen ! U , sondernfir einen linear extrapolierten Zwischenzu-
stand erstellt. Bei gleichem Aufwand flir das Erstellen und Triangularisie-
render Gesamtsteifigkeitsmatrixerhdlt mansoeinverbessertes Iterations-
verfahren, das dem modifizierten Newton - Raphson - Verfahren i, a. deut-
lich Uberlegen ist. Eigene numerische Rechnungen haben dies eindeutig

bestétigt.

2. Abbruchkriterien

Die iterative Ermittlung inkrementeller Verschiebungen erfordert ein Ab-

bruchkriterium fiir den Iterationsprozef,

a) Konvergenzkriterien

Sie unterscheidensich im wesentlichen in der Wahl der auf Konver-
genz zu priifenden Grofle:

- Ungleichgewichtskrifte 2R . M

(rechte Seiten der Gleichungen (2, 34) bzw, (2. 35))

- Zuwachs & U (™) der inkrementellen Verschiebungen

Die Konvergenz dieser Grofien kann entweder lokal oder global

gefordert werden:
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- lokal (Konvergenz einer Komponente)

maxizR_ - mF, , max|Au§m)1
i n i i

- global (Konvergenz der euklidischen Norm)

|| 2 )|

R - ZF i, llou!

Nebendiesen absoluten Grofen werden hdufig auch bezogene Werte

verwendet,

b) Divergenzkriterien

Ist das gewdhlte Konvergenzkriterium nach einer Reihe von Itera-
tionennicht erfiilllt, soist es sinnvoll zu prifen, ob der Iterations-
prozefnicht divergiert. Zur Festlegung eines Divergenzkriteriums
kénnen die gleichen Groflen herangezogen werden wie vorher bei den

Konvergenzkriterien,

Beispiel: Programmsystem NONSAP [10]
s ut™]

Konvergenzkriterium (m) < € (¢ z.B. 107®)
IR

(Nachteil:
Mit grofler werdendem ™y wird das Kriterium bei konstantem €

immer schwécher, )

2 m
R - JF i
Divergenzkriterium —————————eee—— > ]
2R |
2.4 Zusammenstellung der verwendeten finiten Elemente

InTafel 2, 3 sind die fiir-Beispielrechnungen eingesetzten Elemente zusam-

mengefalit und ihre charakteristischen Eigenschaften angegeben.
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N

3. Die Stabilitdti elastischer Tragwerke

3.1 Instabilitétserscheinungen

Die Beurteilung des Tragverhaltens eines elastischen Systems erfolgt in
der Regel tber Last - Verschiebungsdiagramme. Dabei wird als Ergebnis
der geometrischnichtlinearen Rechnung ein Lastwert (oder Lastparameter)
tiber eine ausgewihlte VerschiebungsgréBe aufgetragen., Die sich so erge-
benden Kurvenziige stellen Gleichgewichtslagen des belasteten Systems dar.

Je nach Verhalten der Last - Verschiebungskurven spricht man

a) voneinem Spannungsproblem, wenn jedem Lastniveau eindeutig ein

Verschiebungszustand zugeordnet ist,

b) von einem Stabilitétsproblem, wenn Lastzustéinde vorhanden sind,

zu denen mehrere Gleichgewichtslagen gehodren (Mehrdeutigkeits-

problem).

Stabilitdtsproblem
Spannungsproblem
Durchschlag Verzweigung
"R "R "R
"E My my

Bild 3.1: Charakteristische Last-Verschiebungskurven
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Vorbeulbereich | Nachbeulbereich {Uberkrit, Zustand)
( prebuckling ) {postbuckling )

Durchschlagspunkt dynamisches

K (limit point) Durchschlagen
R, = - -
~
\instabiler Ast
N\
\
\\
Ke S

Cs V

Durchschlagsproblem { shap - through problem)

"® |

Vorbeulbereich Nachbeulbereich I
(prebuckling) {postbuckling )
_ _ g Anfangsnachbeulzustand
g { initial postbuckling )
I‘Q S
E2 P
Yl
A, . .
K ’50«/ /Verzw‘eigungspunkt_ ( biturcation point ).
o
Ne ™
%@%\/QQ%
L, = Cr
de/\ds‘(
By
,\V'
&
S
L
)

Verzweigungsproblem { bifurcation problem )

Bild 3.2 : Instabilitdtserscheinungen
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Bei den Stabilitdtsproblemen kann weiter unterschieden werden zwischen

Durchschlags- und Verzweigungsproblemen, Wihrend bei denDurchschlags-

problemen die Mehrdeutigkeit durch ein relatives Maximum in der Last-
verschiebungskurve zustande kommt, folgt sie bei Verzweigungsproblemen

durch Uberschneidungen von priméren und sekundéren Gleichgewichtsdsten.

Die wichtigsten Bezeichnungen fiir diese zwei grundsédtzlichen Instabilitéts -

phénomene sind in Bild 3. 2 eingetragen.

Eine weitere Klassifizierung der Verzweigungsprobleme geht auf Koiter
[62] zuriick. Er unterscheidet zwischen asymmetrischen, symmetrisch
stabilen und symmetrisch instabilen Verzweigungen, Der Symmetriebegriff
bezieht sich dabei auf das Vorzeichen der ertragbaren Last fiir die beiden

Pfade des sekundiren Astes im Verzweigungspunkt.

Durchschlagen Verzweigen

agsymmetrisch symmetrisch

stabil instabil

R

my

Bild 3.3: Klassifizierung der Instabilitdtserscheinungen
nach KOITER
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3.2 Stabilitdtsuntersuchungen

Das Zieleiner Stabilitdtsuntersuchung ist die Ermittlung kritischer Lasten,

Grundlage der Untersuchung ist die Wahl einer Stabilitdtsdefinition, die

festlegt, welches Systemverhalten (i. a. als Folge einer bewuflt aufgebrach-

ten Stérung) als stabil oder instabil angesehen wird,

Aufbauend auf die Stabilitdtsdefinition sind die Methoden zur Feststellung

der Stabilitdt von Bedeutung, Das sind Verfahren zur Auswertungder Sta-
bilitdtsdefinitionen. Mit diesem Problemkreis direkt verbunden ist die

Frage nach notwendigen und hinreichenden Stabilitdtskriterien fir die Art

des zu untersuchenden Gleichgewichts,

Eine Stabilitdtstheorie umfaft schlieBlich neben der Festlegung einer Sta-
bilitdtsdefinition und der Wahleiner Methode zur Feststellung der Stabilitét
héufig zusétzliche Voraussetzungen iiber Art und GréBe der Spannungen und
Verschiebungen der auf Stabilitdt zu untersuchenden Zustdnde, Ziel ist,
eine Stabilitdtstheorie derart zu finden, daB die aus ihr resultierenden
kritischen Lasten mit den Versagenslasten realer Systeme in brauchbarer

Ubereinstimmung stehen.

3.2.1 Statische und kinetische Stabilitéitsuntersuchungen

Die Stabilitdt bzw. Instabilitdt eines Gleichgewichtszustandes wird liber
die Auswirkungen von statischen oder kinetischen Stérungen des zu unter-
suchenden Zustandes beurteilt. Die verschiedenen Vorgehensweisen sind

- einer Einteilung von Bufler [21] folgend - in Tafel 3, 1 zusammengefafit,

1. Definition der Zustédnde

Zur Formulierung der Stabilitdtsgleichungen ist die Definition folgender

Verschiebungszustinde erforderlich:

I: Der Ausgangszustand (Index 0)

Das ist der unbelastete, unverformte und spannungsfreie Zustand,

I Der Grundzustand (Index G = m)

Er geht durch Belastung aus dem Ausgangszustand hervor, Der
Grundzustand ist ein Gleichgewichtszustand, der auf die Art sei-

nes Gleichgewichtes hin untersucht werden soll,
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<
§ ” Statische Kinetische
E’ « Stabilitdtsuntersuchung Stabilitdtsuntersuchung
[~
=3
;,f gl Anfangsverschiebungen Anfangsgeschwindigkeiten
i}
Euler Ziegler, Ljapunow
- § Erste Methode von Ljapunow :
p §, Integration der Bewegungs -
'-g = Gleichgewichtslage gleichungen.
(2]
vl X des Nachbarzustandes Zweite Methode von Ljapunow :
3|5 Auffinden von Ljapunow -
2 funktionen.
3
3 Dirichlet, Lagrange Hamilton
n
Lig,: © Timoshenko : "u=0 (°r=0) Hamilton - Prinzip
S 815
3|15 s
o1 g2 Bryan %" *n =0
5 & ; 1]
2|2 |E Pd.v.V.+ d’Alembert
£| 9 |e PdvV " “n= ~a.v.V.+ g Alembert -
2| ad & o 0 Tréigheitskrifte
0
£l | Trefftz ;"6 % °rn=0
Stets anwendbar, wenn alle Bei nicht konservativen Sys-
inneren und duBeren Krifte temenist i.a.die kinetische
o Potentialeigenschaft besitzen Stab.untersuchung erforderlich.
é {konservative Systeme)
S Bei konservativen Systemen
2 sind statische und kinetische
< Stabilitatsuntersuchungen
gleichwertig.

Tafel 3.1: Statische und kinetische Stabilitdtsuntersuchungen
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r: Der Nachbarzustand (Index N)

Der Nachbarzustand entsteht durcheine (kleine) Stérung des Grund-
zustandes.

Grundzustand (G)

Ausgangszustand (0)

Nachbarzustand {N}

m
X2

m

Bild 3.4 : Verformungszustdnde

2. Statische Stabilitidtsuntersuchung mit der Methode der finiten Elemente

Bei Verwendung der direkten statischen Methode (Tafel 3.1, Methode nach
Buler) gilt fur die Festlegung der Stabilitdtsgrenze:

"Die Stabilitdtsgrenze ist dannerreicht, wenn neben der urspriing-
lichen Gleichgewichtslage (Grundzustand) mindestens eine infini-

tesimal benachbarte Gleichgewichtslage (Nachbarzustand) bei
gleicher Belastung existiert.' [21]
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Identifiziert man in Bild 2. 2

Zustand 1 mitdem Grundzustiand G und

Zustand 2 mit dem Nachbarzustand N,

so entsprechen die inkrementellen Verschiebungs zusténde den Verformungs-

zustéinden der Stabilitdtsuntersuchung,

Damit ergibt sich aus Gleichung (2, 29) die linearisierte Gleichgewichtsbe-

ziehung

K-u = "R - F G.1)

Beiinfinitesimalbenachbarten Verschiebungszustindenist dies eine exakte

Gleichgewichtsbedingung fiir den Nachbarzustand, Aus der Gleichheit der
G N
R ="'R

duBeren Lasten in den Zustidnden G und N ergibt sich . Die zu-

sétzliche Forderung, daBsich der Grundzustand im Gleichgewicht befindet,
liefert damit G R - SF = 0 , d.h. die Ungleichgewichtskrifte des Grund-

zustandes verschwinden. Damitfolgt aus Gleichung (3. 1) als Kriterium fiir
indifferentes Gleichgewicht (Indifferenzkriterium) nach der Umbenennung

GVELI

K-"v =10 (3.2)

Der Vektor Gy stellt die infinitesimalen Verschiebungen vom Grundzu-
stand zum Nachbarzustand dar. Er gibt die Beulform bei Beginn des An-

fangsnachbeulbereiches an,

3. Kinetische Stabilitdtsuntersuchung mit Hilfe finiter Elemente

Zur Ableitung der Stabilitdtsbedingungen wird die erste Methode von
Ljapunow (Tafel3. 1) herangezogen. Ihr liegt die Stabilititsdefinition nach

Ljapunow/Ziegler zugrunde,

"Eine Gleichgewichtslage gilt dann als stabil, wenn die durch hin-
reichend kleine Stérung verursachte Stérbewegung fir alle Zeiten

beliebig klein bleibt. " [21]



- 53 -

Anstelle der Gleichgewichtsbedingungen des Nachbarzustandes sind hier
die inkrementellen Bewegungsgleichungen erforderlich. Sie gehen aus den
Gleichgewichtsbedingungendes statischen Falls (Gleichung 2. 29) durch Hin-

zufiigen der d’Alembert - Trigheitskrifte M * i hervor.

K-u = 2R -2F_-M- i
n

m
n

Befindet sich der untersuchte Grundzustand m im (statischen) Gleichgewicht,

so gilt mRi = mFi, und es folgt:

m
n

K-u + M- =0

Die aus einer Anfangsstérung des Grundzustandes folgenden Stdrbewegungen

werden Uber den Ansatz

u = U - sinw-t (3.3)
. . . 2 . _m
erfaft. Daraus ergibt sich (wegen U = - u .- ®” undmit u = v )
m 2 m
[Tk - "M Tv=0 (3. 4)

Da beide Matrizen fln K und M reell und symmetrisch sind, bleiben die

Eigenwerte M2 stets reell.

Sind alle Werte mwz > 0, so bleibt nach Gleichung (3. 3) die Stérbewegung -

begrenzt und die Gleichgewichtslage m ist stabil.

Negative Werte von mw2 (d.h, imaginiire Eigenfrequenzen) filhren dagegen
zum Anwachsen der Schwingungsamplituten und somit zu instabilem Ver-

halten,
Die dem Grenzfall

Mg = o ’ (3.5)
zugeordnete Laststufe wird als kritische Last angesehen.

Bei konservativen Problemensind die statische und die kinetische Stabili-
tdtsuntersuchung gleichwertig, Sie fithrenauf die kritischen Punkte im Last-
Verschiebungsdiagramm, Verzweigungs- und Durchschlagspunkte werden

dabei gleichermaflen erkannt.
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Wegender teilweise mangelnden Ubereinstimmung zwischenden kritischen
Lasten, ermittelt nach den beschriebenen Kriterien und den Versagensla-
sten realer Systeme, wurde schon frithzeitig nach ""besseren'' Stabilitéts-
definitionen und -kriterien gesucht, Zwei der bedeutendsten Vorgehenswei-

sen werden im weiteren niher behandelt.

3.2.2 Dehnungslose Modelle (fiir Flichentragwerke)

Die Stabilitdtsuntersuchungen dieser Modelle gehen von dehnungslosen Ver-
formungszustindenim Nachbeulbereich aus (keine Dehnung der Mittelfldche).
Das Vorgehen orientiert sich am Vergleich des Stabilititsverhaltens der
léngsbelasteten Platte und der Kreiszylinderschale unter Axialbelastung
(Bild 3. 5). Um die in Bild 3.5 dargestellten Unterschiede im Nachbeulver-
halten kldren zu koénnen, ist es erforderlich die Forménderungsenergie

wéhrend des Beulvorganges zu beobachten.

Dabei zeigt sich, daB beim Plattenbeulen beim Ubergang vom Grund- zum
Nachbarzustand nur zusétzliche Biegeenergie aktiviert wird, die sich wih-
rend des Beulens stidndig vergréfert. Da mit zunehmendem Ausbeulen auch
Membranenergie gewecki wird, ergibt sich ein deutliches Ansteigen des
sekundéren Astes im Nachbeulbereich. Die experimentellen Beullasten

stehen in guter Ubereinstimmung mit der Last am Verzweigungspunkt,

Im Gegensatz zur Platte kann die Kreiszylinderschale, bedingt durch die

Fléchenkrimmung zunichst nur Beulformen annehmen, die einen erhebli-
chenrelativen Anteilan Membranenergie beinhalten. Diese Membranenergie
wird jedoch mit fortschreitendem Ausbeulen wieder abgebaut, weil das
System vom bereits gebeulten Zustand aus in der Lage ist, Beulformen
anzunehmen, die weniger Membranenergie gespeichert haben, Dieser Vor-
gang, der mit einem starken Abfall der Last-Verschiebungskurven verbun-
den ist, setzt sich so lange fort, bis schlieflich in der N#he der unteren
Indifferenzlast ein Beulmuster zustande kommt, das im wesentlichen nur
noch Biegeenergie enth&lt., Durch die "B&sartigkeit' des Nachbeulverhal-
tens istauch die Imperfektionsanfalligkeit bedingt. Sind z. B. geometrische
Abweichungen von der Sollform vorhanden, so kann das veridnderte System
von vornherein Beulformen annehmen, die weniger Membranenergie ge-

speichert haben als das perfekte System am Indifferenzpunkt. Damit ist
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Platte Kreiszylinderschale

(allseits gelenkig gelagert) ( mit gelenkigen Randscheiben)

~
/kimperfektes
System

Membranenergie

Bild 3.5 : Stabilitdtsverhalten Platte - Kreiszylinder
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ein Versagen bereits weit unterhalb der kritischen Last des perfekten Sy-
stems moglich, Mitdiesem Beulmechanismus finden die erheblichen Unter-
schiede zwischen experimentellen Versagenslasten und den kritischen Lasten

der Indifferenztheorie eine plausible Erkldrung,

Der Vergleich von Platte und Kreiszylinderschale fithrt zudem SchluB, allein
die Membranenergie flir das unglinstige Beulverhalten verantwortlich zu
machen. Das Membranpotential, das zun#chst eine hohe kritische Last vor-
gibt, entzieht sich bei Erreichen dieser Last der Lastabtragung. Um eine
daraus folgende Imperfektionsanfdlligkeit abschétzen zu konnen, liegt es
alsonahe, den Membranteil a priori zu vernachldssigen, ein Vorgehen, das

gleichbedeutend ist mit der Betrachtung dehnungsloser Zustinde.

Die verschiedenen Vorgehensweisen in der Literatur kdnnen wie folgt ge-

ordnet werden:

1. Nach der Art der Ermittlung der kritischen Last

- Mit Hilfe der Stabilitdtsgleichungen der Indifferenztheorie unter Vor-
aussetzung dehnungsloser Zustinde beim Ubergang vom Grund- zum

Nachbarzustand,

- Durchdie Untersuchung des instabilen Nachbeulzulstandes, Die "Deh-
nungslosigkeit' wirdim Ansatz fiir die Verschiebungen des Nachbeul-

bereiches verwirklicht (z, B, iiber Abwickelbarkeitsbedingung).

- Anschauliche Methoden (Abschnitt 6. 2),

2. Nach der Verwirklichung dehnungsloser Zustinde

- Das energetische Vorgehen durch Streichen der Membranenergie in

den Energieausdriicken (direktes Vorgehen).

- Die geometrischen Verfahren: Die Dehnungslosigkeit der Beulzustin-

de wird tiber differentialgeometrische Betrachtung verwirklicht:

a) Die infinitesimale Verbiegung einer Fliche,
Inder Schalentheorie werden solche Verbiegungen auch als ver-
zerrungsfreie Verbiegungen bezeichnet, Sie sind gekennzeichnet

durch eine unveridnderte erste Fundamentalform, Wird beim
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Ubergang vom Grund- zum endlich benachbarten Nachbeulzustand
die Anderung des Fundamentaltensors in eine Reihe entwickelt
und nur das Verschwinden des ersten Reihengliedes gefordert,
sospricht man auch von quasi-verzerrungsfreien Verbiegungen
{41]. In Verbindung mit infinitesimalen Verschiebungen vom
Grund- zum Nachbarzustand entsprechen sich die infinitesimalen
Verbiegungen der Differentialgeometrie und die quasi-verzer-

rungsfreien Verbiegungen der Schalentheorie vollsténdig,

b) Isometrische Transformationen (Transformationen bei gleich-
bleibender erster Fundamentalform, d,h, léngentreue bzw,
metriktreue Transformationen [ 79] s [71] ).

c) Uber eine exakte oder gendherte (minimalisierte) Abwickelbar-
keitsbedingung beziiglich des Ansatzes fiir die Beulverschiebun-
gen [104].

Art der Ermittlung der kritischen Last
Indifferenz - Untersuchung des Anschauliche
kriterium Nachbeulbereiches Methoden

= =
Lo« 2
X o| 5| Fritz/ Wittek [41]
sl &9
ES K] [ "3~ ]
25

o 3 . .
EZ| 2= Fritz / Wittek [41] Yoshi (104)
£e e} oshimura
38 g,)g Pogorelov  [79]
e
[ 5
0| g .
[
S5| & | Kiste [56] Duldeska  [33]
S£| 25| Bl Naschie [71])

o=

Tafel 3.2

Dehnungslose Modelle
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- Die anschaulichen Vorgehensweisen sind gekennzeichnet durch Er-

satzbetrachtungen.

So ersetzen Kirste [59] und El Naschie [ 71] das Beulproblem der
Kreigzylinderschale durch das Beulen eines Zylinderschalenstreifens.
Dulacska [33] schlagt vor, die gebeulten Schalenfelder durch ebene

Plattenanteile zu ersetzen,

In der Zusammenstellung nach Tafel 3,2 fehlt die Arbeit von Croll [30].
Aus dem Aufsatz geht nicht hervor, wie die Dehnungslosigkeit verwirklicht

wurde, um zu den dort angegebenen kritischen Lasten zu gelangen,

3.2.3 Die ¥nergiekriterien von Tsien

Um Verwechslungen zu vermeiden, sei vorweg darauf hingewiesen, dafl
diese Kriterien nicht mit den Energiemethoden der statischen bzw. kine-

tischen Stabilitdtsuntersuchung identisch sind.

Die Diskrepanz zwischen den rechnerischen Versagenslasten am Indiffe-

renzpunkt und den tatsichlichen Versagenslasten wird hier auf energetische
Stérungen aus dynamischen Einfliissen zuriickgefiihrt. Solche Stdrungen
konnen im Versuch auftreten durchnichtstatische Lastaufbringung, Schwin-
gungen der Testmaschine und des Mediums, das den Versuchskdrper um-
gibt, in baupraktischen Fillen z.B. durch Fundamentschwingungen und
nichtstatische Belastungen (Entleerungsvorginge bei Silos etc.). Aufgrund

der Annahme, daf} diese kinetischen Stérungen den Beulvorgang zwar aus-
l6sen, die Stoérenergie jedoch nicht auf das System {ibergehen kann, postu-
lierte Tsien 1942 in [ 93] ein Stabilitdtskriterium, das im weiteren als

einfaches Energiekriterium bezeichnet wird:

Beim Vorhandensein von dufleren Stérungen (Stérenergie) tritt Ver-
“ sagen (frithestens) bei dem Lastzustand ein, bei dem die gesamte

potentielle Energie vor und nach dem Beulen gleich ist,

Jenach Art der Belastung kénnen damit die in Tafel 3. 3 aufgefithrten Félle
unterschieden werden, In den Last-Verschiebungsdiagrammen ergibt sich
dabeidie kritische Last aus der Gleichheit der schraffierten Flichen zwi-

schen der Belastungscharakteristik und der Last-Verschiebungskurve der
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verallgemeinerten Verschiebung. Diese Fldchengleichheit ist eine Folge der
Gleichheit der gesamten potentiellen Energie vor und nach dem Beulvorgang.
Das Energiekriterium in dieser Form kann als eine Erweiterung des ener-
getischen Kriteriums nach Dirichlet (Tafel 3. 1) gedeutet werden, das den
kritischen Lastzustand so definiert, daf die gesamte potentielle Energie
im Grund- und Nachbarzustand gleich seinmufl, Bei Dirichlet ist der Nach-

barzustand infinitesimal - bei Tsien jedoch endlich weit - entfernt.

Beim einfachen Kriterium wird vorausgesetzt, daidie Stérenergie den Beul-
vorgang zwar ausldst, aber keine Stérenergie in das System Ubergehen kann,
Tsien lieB 1947 [ 94] diese Annahme mit folgender Argumentation fallen:
Wenndas System energetisch gestort wird, so gibt es keinen logischen Grund,
dafl nicht ein Teil der Storenergie in das System lbergeht und damit ein
Beulvorgang von einem niedrigeren auf einen hoheren Energiepegel statt-

findet. Das fiihrt zur Formulierung des verschirften Energiekriteriums:

Unter &uBleren energetischen Stdérungen tritt Versagen (frithestens)
dannein, wenndie Belastungscharakteristikinder Lastverschiebungs-

kurve erstmals mehrdeutige Gleichgewichtszusténde ergibt.

Die kritischen Lastennach diesem verschérften Kriterium sind in Tafel 3,3
dem einfachen Kriterium gegeniibergestellt. Flir Beulenbei konstanter Last
erfolgtdas Versagenbei der unteren Indifferenzlast. Eine Definition dieser
Artwurde von Karman/Tsien bereits 1939 zur Berechnung der Versagens-
lasten von Kugelschalen [55] verwandt. Das entsprechende Versagenskri-
terium bei konstanter Stauchung wird von Esslinger [ 37] auch als Kriterium
der minimalen Nachbeulstauchung bezeichnet. Zur Veranschaulichung der
‘BEnergiezustinde wihrend des Beulvorganges wurde in Tafel 3, 3 das Kugel-
beispiel herangezogen. Der Anwendung dieser energetischen Kriterien zur
Eingrenzung experimenteller Versagenslasten war allerdings nur beschrénk-
ter Erfolg beschieden [ 937, [94], [104], [43], [54], [67], [ 56]. Parallele

Untersuchungen anderer Forscher (z. B. [62], [31]) ergaben jedoch, daB
geometrische Imperfektionen wesentlich fiir die Abminderung kritischer
Lastenverantwortlich sind und demnach energetischen Stérungen eine unter-
geordnete Bedeutung zukommt., Damit waren einerseits die teilweise un-
brauchbaren Ergebnisse erklirt, andererseits war aber den Energiekriterien

von Tsien ihre Grundlage entzogen [44],
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Neben der urspriinglichen Anwendung der Kriterien zur Abschéitzung des
Einflusses dulerer energetischer Stérungenkommt der kritischen Last des
Energiekriteriums beim ''Beulen unter konstanter Last" auch eine Bedeu-

tung im Zusammenhang mit geometrischen Imperfektionen zu (Bild 3, 6).

Bild 3.6 : Verhalten geometrisch imperfekter Systeme

Wéhrend die Energielast des verschérften Kriteriums (untere Durchschlags-
last) von der Anschauung her als untere Versagensgrenze geometrisch
imperfekter Systeme angesehen werden kann, ist es Bodner/Gjelsvik [ 48],
[49] gelungen, nachzuweisen, dafl bereits die kritische L.ast des einfachen
Energiekriteriums diese untere Schranke darstellt. Der Nachweis gelingt
allerdings nur bei Systemen, deren Membranspannungen beziiglich des
verallgemeinerten Verschiebungsparameters symmetrisch sind und bei
geometrischen Imperfektionen, welche die Symmetrie dieser Spannungen
nicht stéren. Die genannten Voraussetzungen treffen allerdings nur in
Sonderfdllen zu. Bodner/Gjelsvik gehen jedoch davon aus, daf auch das
Stabilitdtsverhalten allgemeiner Systeme bei beliebigen geometrischen

Imperfektionen auf diese Weise brauchbar abgeschéitzt werden kann,
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3.2.4 Tinige weitere Stabilitdtskriterien

1, Das Kriterium der kleinsten Stérverformung nach Pfluger
761, L771, (78]

"Fiir den Ubergang vom Grundzustand zum endlich benachbarten
Zustand der ausgebeultenSchale ist die kleinste Storverformung Yo

mafgebend. "

Nach dieser Hypothese wird angenommen, daf der Ubergang vom Grundzu-
stand zum endlich benachbarten ausgebeulten Zustand dann eintritt, wenn
bei wachsender Belastung des imperfekten Systems die "'Stérverformung'
die Grofle erreicht hat, die das perfekte System (bei gleicher Belastung) im

ausgebeulten Zustand besitzt (Bild 3, 7).

Verschiebungen des imperfekten
Systems (" Storverformungen” )

sekunddrer Ast des perfekien
Systems { Amplitude der aus-
gebeulten Schale )

“n ., Aufweitung ™u

Bild 3.7 : Versagenslast nach Pfliger

Pfliger konnte mit diesem Kriterium Ubereinstimmung mit experimentellen
Versagenslasten axial- und manteldruckbelasteter Kreiszylinderschalen
erzielen. Neben dem eigentlichen Versagenskriterium erhalten die Rech-
nungen jedoch zusdtzliche Annahmen iiber Form, Amplitude und GréBe der
Imperfektionen, Zur Ermittlung der Verschiebungen des imperfekten Sy-
stems Ubertragt Pfliger zudem Uberlegungen der Theorie 2. Ordnung der
Stabstatik auf Schalen. Die Berechnung des sekundiren Astes des perfekten
Systems erfolgt {iber einen Fourier-Ansatz mit 3 Reihengliedern, Eine ge-

nauvere Erfassung dieser Verschiebungszustinde [52] ergibt wesentlich
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verdnderte Versagenslasten, so daB die Ergebnisse sehr stark von den Re-
chenannahmen beeinfluflt sind und nur teilweise eine Folge des Stabilitéits-

kriteriums selbst darstellen,

2. Das Kriterium nach Esslinger /Garkisch

Als Versagenslast wird diejenige Last definiert, bei der bei Entlastung des
gebeultenSystems die letzte Beule herausspringt (Bild 3, 8), Dieses Kriterium
wird in [37] zur Stabilitdtsuntersuchung verschiebungsgesteuerter Kreis-

zylinder unter Axialbelastung benutzt,

R gebeulter Zustand

"y

Bild 3.8 : Versagenslast nach Esslinger/ Garkisch

Analoge Definitionen koénnen auch bei Beulen unter konstanter Last bzw, in
einer elastischen Testmaschine herangezogen werden, Die zugehdrigen Ver-
sagenslasten entsprechen dann den Punkten N in Tafel 3, 3 des verschirften

Energiekriteriums,

3. Das Kriterium der lokalen Beulspannungen

Dieses von Esslinger [ 37] formulierte Kriterium sieht als Versagenslast die
Lastan, bei der im (imperfekten) System lokal eine charakteristische Span-

nung des perfekten Systems erreicht wird.

4, Kriterien lokaler Krimmungen

DiesenKriterien liegt die Vorstellung zugrunde, daf lokale Kriimmungseffektie

ursichlich an der Einleitung des Beulvorgangs beteiligt sind ([ 17, [35]).
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5. Verformungskriterien

Sie beruhen auf der Festlegung der kritischen Last durch Verformungsbe-
grenzungen. Demnachistdie Grenze der Tragfdhigkeit dann erreicht, wenn
ausgewdhlte Verformungen einen vorgegebenen Grenzwert lberschreiten

(z. B. '"geometrische Grenzlast" bei Schock [86]).

3.3 Methoden zur Untersuchung instabiler Nachbeulbereiche

Zur Untersuchung instabiler Nachbeulzustinde reicht die ibliche Lastinkre-
mentierung wegen des Absinkens der ertragbaren Last alleine nicht aus, In
der Literatur werden zur Erfassung solcher Bereiche verschiedene Ver-

fahren vorgeschlagen:

1. Methode der Vorzeichenumkehr [ 99]

Nach Erreichen des kritischen Zustandes wird durch Anderung des Vor-
zeichens der Lastinkremente das Niveau der #uBleren Lasten schrittweise
so weit abgesenkt, bis die untere Indifferenzlast erreicht ist. Zur weiteren
Ermittlung des Nachbeulpfades ist die &duBere Last anschliefend wieder

(inkrementell) zu erhodhen,

Der Nachteil des Verfahrens liegt darin, daB die kritischen Lastzustidnde
und damit die Orte der Vorzeichenwechsel i.a. nicht vorab bekannt sind.
Dies veranlafte Séreide [ 88], die Vorzeichenumkehr mit Hilfe eines Stei-
figkeitsparameters (siehe begleitende MafBnahmen Abschnitt 4.2,4) zu

steuern.

2. Verschiebungskontrollierte Verfahren [4]

Anstelle der Lastinkrementierung tritt in der Ndhe der kritischen Last eine
Inkrementierung der Verschiebungen, die bis zum Ende des instabilen Be-

reiches beibehalten wird.

In seiner urspringlichen Anwendung filhrt das Verfahren zu unsymmetri-
schensSteifigkeitsmatrizen ohne Bandstruktur, Damit unmittelbar verbunden

war der Verlust der Proportionalitdt der duBeren Last.

Neuere Verfahren vermeiden diesen Nachteil, In [ 72] werden in der Nihe

der kritischen last die zum zuletzt aufgebrachten Lastinkrement gehdrenden



- 85 -

inkrementellen Verschiebungenbeziiglich eines charakteristischen Verschie-
bungswertes normiert, Uber eine entsprechende Normierung des Lastinkre-
mentes und der Forderungnach Proportionalitdt der dufleren Last (bzw. des
Lastinkrementes) wird eine Iterationsvorschrift aufgebaut, die es erlaubt,

Gleichgewichtszustinde des Nachbeulbereiches iterativ zu ermitteln.

3. Methode der fortgesetzten Reihenentwicklung [96]

Der instabile Nachbeulbereich wird Uber die Berlicksichtigung hinreichend
vieler Glieder einer Reihenentwicklung (z, B, beziiglich des Lastparameters)
erfafft, In Zusammenhang mit der Methode der finiten Elemente besteht die
Problematik in der aufwendigen Bereitstellung der Elementmatrizen, aus

denen die Reihenglieder zu bestimmen sind,

4, Addition von linearen Federelementen

Durchdie Addition von Federnsolldas zu untersuchende System so versteift
werden, dafl dessen abfallenden Aste des Nachbeulbereiches iibergehen in
Gleichgewichtswege mit positiver Steigung (monoton steigend). Das versjceifte
System wird mit Hilfe der gewdhnlichen Lastinkrementierung inkrementell -
iterativ berechnet und anschliefend durch Abspaltung der Federanteile das
Last - Verschiebungsverhalten des Ausgangssystems gewonnen. Das Ver-
fahren geht auf Whitman/Gaylord { 98] zuriick, die seinen Einsatz an ebenen
Rahmen demonstrierten., Das Verfahren hat in der Form, wie es dort vor-
geschlagen wurde, den Nachteil, dafl die Steifigkeitsmatrix der Federele-
‘mente i, a, keine Bandstruktur besitzt, Dadurch ergeben sich bei groflen
Systemen neben hohen Rechenzeiten auch Speicherplatzprobleme widhrend
der Gleichungsauflésung. Da die maBgebende Beziehung zur Bestimmung
des Gleichgewichtes ohnehin eine Iterationsvorschrift darstellt, ist es mog-
lich, den Bereich der Federmatrix auf die Bandform zu beschrinken und

dendadurch entstehenden Fehler im Zuge der Iteration mit zu beheben [ 81].

Indieser modifizierten Version wurde das Verfahren fir Beispielrechnungen

(Abschnitte 4, 5, 7 und 8) eingesetzt,
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4. Ermittlung kritischer Lasten tiber die vollsténdige Auswertung

der nichtlinearen Stabilitdtsgleichungen

Zieldes Kapitels ist die vollstdndige Auswertung der Stabilitdtstheorie zur
Ermittlung kritischer Punkte in Last - Verschiebungskurven., Wegen der Be-
riicksichtigung des nichtlinearen Verschiebungsverhaltens liegt mit der Be-
zeichnungsweise flir die Niherungsstufen nach Tafel 4. 1 eine nichtlineare

Stabilitdtsaufgabe vor,

Ausgangspunkt der Untersuchung sind die beiden Grundgleichungen (3. 2) und
(3. 4) der statischen und kinetischen Stabilitdtsuntersuchung. Diese Gleichun-
gen werden in Form des Determinantenkriteriums bzw. von Eigenwertpro-
blemen fiir den Lastparameter und die Eigenfrequenz weiter aufbereitet,
Anschliefend werden sie in Verbindung mit der geometrisch nichtlinearen
Analyse zur exakten Ermittlung kritischer Lastzusténde eingesetzt. Als

Konzept der Koppelung werden dabei ''begleitende Mafnahmen'' und "Verfah-

ren zur direkten Ermittlung von Verzweigungslasten' untersucht und disku-

tiert.
o Annahmen bez.des Grundzustandes
Stabilitdts- Last-Verschieb gi
problem s Ver - kinematische| -0St-Verschieoungsdiagramm
pannungen schiebungen | Gleichungen
klassisch Membrah "R
vernach-
klassisch Membran lassigt
m
erweitert Bieaung u
4 "R
Membran | infinitesimal
linear + linear e
Biegung klein
"y
"R "R
Membran :
nichtlinear + endlich nichtlinear
Biegung m
my u

Tafel 4.1 : Naherungsstufen der Stabilitdtstheorie
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4.1 Aufbereiten der Stabilitdtsgleichungen

Die Bedingung fir die Existenz eines indifferenten Gleichgewichtszustandes
im Sinne der statischen Stabilitdtsuntersuchung ergibt sich nach G1. (3. 2)

zu

K - v =0 (4. 1)

Hierinbedeutet K vV die (kritische) Verschiebung vom Grund- zum Nachbar-
zustand bei ungesnderter Belastung. Gesucht ist derjenige (kritische) Last-
parameter, fir den Gleichung (4. 1) erfillt ist sowie die zugehorige Beul-

form,

Die Auswertung der Gleichung (4. 1) kann entweder Uber die Determinante

oder iiber Eigenwertprobleme filr den Lastparameter erfolgen, Das ent-

sprechende Kriterium der kinetischen Stabilititsuntersuchung (Gl. (3. 5))
erfordert dagegen die wiederholte Liésung der Eigenwertgleichung (3. 4)

(fur verschiedene Lastwerte MR )

m m 2
[n

K - "w-M J-v =0 (4. 2)

d. h. eines Eigenwertproblemes fiir den Frequenzparameter mu)2 zur Be-

stimmung der Nullstellen des Frequenzverlaufes (Kw = 0).

4,1,1 Determinantenkriterium

Bedingung (4. 1) stelltein System von homogenen, linearen, algebraischen
Gleichungen dar., Es besitzt nur dann eine nichttriviale Losung flir KV s
wenn die vom Lastparameter abhéngige Determinante der Tangentensteifig-

keitsmatrix verschwindet, d.h. wenn

det Bk :01 (4. 3)
n

erfullt ist.

Indieser Schreibweise wird das Indifferenzkriterium auch als Determinan-

tenkriterium bezeichnet.
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4,1,2 Eigenwertprobleme fiir den Lastparameter

Zur Umformung von Gleichung (4. 1) in ein Eigenwertproblem fir den Last-
parameter wird zunéchst die Tangentensteifigkeitsmatrix des kritischen

Grundzustandes entsprechend Gleichung (2, 30) bzw. (2. 31) aufgespalten in

Kk = By 4 Ky (4. 4)
n n e n g
wobei flir
K _ 0 K
nKe h OKe * OKu (.5)

gilt,

Die geometrische Matrix stellt dabei nach Tafel 2, 2 eine lineare Funktion

der Spannungen ES des Grundzustandes

K, _ K K
an— nKg (1S) (4.6)

bzw. nach Transformation eine quadratische Funktion der Verschiebungen

des Grundzustandes dar,

K . K K K2 _ K L K K NL K 2
R Ky T Ky Cutu®) = Pr U Cuy s Pk ety @

In gleicher Weise 146t sich nach Gleichung (2. 32) die Anfangsverschiebungs-

matrix rIfK u aufspalten zu

K K K K 2
: u

L K +KNLK2
0 u Ouu’ u

(Tu) (Tu’) (4. 8)

K
) 0

K
Gleichung (4. 1) gilt nur fir den Indifferenzpunkt, Unter Voraussetzung einer
proportionalen Last kannihre Gliltigkeit auch ausgehend von einem beliebigen
K

m 0" u
und (oder) nl-( wird ein Eigenwertproblem angestrebt, das den zugehorigen

Grundzustand gefordert werden. Durch Vergroéferung der Matrizen

Lastvergroflierungsfaktor als Eigenwert enthdlt, Fir die Vergréflerung kom-
men Matrizenelemente, Verschiebungen und Spannungen inFrage. Setzt man
inerster Niherung die Proportionalitit zwischen diesen Grofen und der &u-
Beren Last voraus, soerhilt man Uber den VergréRerungsfaktor einen Néhe-

rungswert fir die kritische Last zu

S = ™y . Mp (4. 9)
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Mit Hilfe der Gleichungen (4.4) bis (4. 8) lassen sich die in Tafel 4. 2 zu-
sammengestellten Eigenwertprobleme gewinnen, Sie unterscheiden sich
nebender Artder verénderten Variablen (Matrizenelemente, Verschiebun-
gen, Spannungen) durch die Annahme, welche Anteile der Gesamtsteifigkeits-

matrix als veridnderlich angesehen werden.

Die ausschlieflliche Vergroéflerung der Matrix n;ll K g entspricht nach Tafel4.1
einer (erweiterten) klassischen Stabilitdtsuntersuchung., Die zus#tzliche
Vergroferung der Matrix ng K a bedeutet dagegen die Mitnahme der Vorbeul-

verschiebungen und somit eine verbesserte Stabilitdtsanalyse,

Diese Eigenwertprobleme sind teilweise bekannt und auch diskutiert worden.
So schlagen Gallagher/Yang [ 46] die lineare Eigenwertgleichung (4. 10 D)

(Tafel4, 2) vor. Bushnell [26] und Mallet/Marcal [ 68] gebenein quadrati-
sches EW-Problem analog Gleichung (4, 11 ¢) an. Mallet/Marcal [68] und
Stricklinu, a. [ 90] weisen in Zusammenhang mit diesem quadratischen EW-

Problem darauf hin, daidie zugehdrige Annahme fiir die Vergroferung der
Vorbeulverschiebungen (Gleichung (4.11 a)) fiir nichtlineares Verschiebungs-
verhaltennur eine Niherung darstellt, Dies und die Tatsache, dafl die Lo~
sung gquadratischer Eigenwertprobleme sehr zeitaufwendig ist, veranlafit
sie zum Streichen der quadratischen Terme. Bei Verwendung als begleiten-
de MafBnahme, zur Iterationssteuerung und der automatischenSchrittweiten-
findung fihren solche Vernachlidssigungen jedoch zu fehlerhaften kritischen
Lasten, weil auch im kritischen Punkt selbst Teile der Tangentensteifig-
keitsmatrix fehlen und so die Singularitét anderen Laststufen zugeordnet

wird., Um diesen Nachteil zu vermeiden, miissen die quadratischen Terme
entweder den linearen zugeschlagen (mit Gleichung (4. 10 ¢) als Ergebnis)

bzw. konstant belassen werden,

Das Eigenwertproblem nach Gleichung (4.12 c) setzt voraus, daf sich die
Anfangsverschiebungen in der Matrix ngK a (mu } durch Spannungen aus-
driicken lassen. Allgemein 148t sich dieser Sachverhalt nicht nachweisen,
In [ 90] wird jedoch die Meinung vertreten, daB dies durch Addition von

Termen oder Matrizen Hol K a und Ig K g entsprechend

K (",S) (4,14)

m
0

méglich sei., Gleichung (4. 12 c) ist dann mit Gleichung (4. 10 c) identisch,
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Die Eigenwertprobleme in Tafel4. 2 entstanden durch die lineare Vergréfle-
rung von Werten des Grundzustandes, Neben dieser Moglichkeit koénnen
wahlweise inkrementelle Gr&Ben eines bereits erreichten Grundzustands zur
Ermittlung eines genidherten kritischen Zustandes verindert werden, Der
Unterschied in den beiden Vorgehensweisen ist in den Abbildungen 4.1 a, b

dargestellt,

lineare Verdnderung des Grundzustandes | lineare Verdnderung inkrementeller Grofien

m m @

m m

u, S, K

m. m
0 P mU, nS, nKij

ij

Bild 4.1: Ermittlung gendherter kritischer Zustdnde.

Anstelle der Gleichungen (4. 10 a) bis (4. 13 a) treten jetzt die Beziehungen

R s
n n n
u o= Py My au (4.15)
Ss - ms +m)\ A S
n n n
mit SR = ™R 4 ™y 4R (4. 16)

als Néherungswert fir die kritische Last.

Im Prinzip kénnen auch hier alle in Tafel 4, 2 dargestellten Moéglichkeiten

ausgeschopft werden. Dupuis u.a. [34] gehen vom gemischten Vorgehen
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(VergréBerung inkrementeller Spannungen und Verschiebungen) aus und
erhalten einquadratisches Eigenwertproblem analog zu Gleichung (4. 13 c).
Daauchsie zur Linearisierung die quadratischen Terme vernachlédssigen,
ist das vorgeschlagene Eigenwertproblem als begleitende Maflnahme un-
brauchbar, Ein sinnvolles lineares Eigenwertproblem ergibt dagegen die

lineare Vergroéflerung inkrementeller Matrizen.

Mit Sk - A K (4. 17)
n n n

+ A0 K 1 v =0 (4.18)

Fiir die praktische Rechnung wird die Matrix A n K tiiber die Differenz der
Tangentensteifigkeitsmatrizen zweier inkrementell benachbarter Gleichge-
wichtszustinde ermittelt.

b oK o= m+iK - MK (4.19)

Um den Zusammenhang dieses Eigenwertproblemes mit denen nach Ta-

fel 4. 2 zuerkennen, werden die Matrizen nach Gleichung (4. 4) zerlegt in

A K - [m+1K + m+1K 7 - [mK + mK ]
n n e n g n e n g
bzw, ;
A K o= I m+1 K . m K 1+ [ m+1 K . m K ]
n n e n e n g n g
A K A K (4. 20)
n u n g

In Verbindung mit Gleichung (4. 18) fiihrt das zu

(4.21)

also zu einem Rigenwertproblem analog zu Gleichung (4. 10 c). Da Glei-
chung (4, 21) gleichermafen fir die totale und mitgehende Lagrange-For-
mulierung gilt, ist man nun in der Lage, auch bei der mitgehenden Be-
schreibung auf einfache Weise den Anteil der Anfangsverschiebungsmatrix

mitzuvergroBern,
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Fir eine Beuluntersuchung nach dem ersten Lastschritt "R = lR lie-

fert Gleichung (4. 21) die gleichen Ergebnisse wie Gleichung (4, 10 ¢), weil
hier die inkrementellen Matrizen mit den Gesamtmatrizen noch iberein-
stimmen. Die Abbildungen 4,1 a, b gehen flir diesen Sonderfall direkt in-
einander dber. Beuluntersuchungen bei fortgeschrittenen Lastzustéinden
fiihren zu Abweichungen, die je nach Gréfe der Lastinkremente schwanken,
aber im kritischen Punkt selbst wieder verschwinden, weil die Singularitit

ausschlieBlich von der Tangentensteifigkeitsmatrix (und nicht von der in-
krementellen Matrix A nK ) angezeigt wird, Wegen dieser prinzipiellen

Ubereinstimmung wird auf die Herleitung weiterer inkrementeller Eigen-

wertgleichungen verzichtet,

Die hier abgeleiteten Gleichungen werden im weiteren zur Ermittlung kri-

tischer Lastzustinde eingesetzt, Im einzelnen werden drei Methoden unter-

sucht:

- Begleitende MafBnahmen (Abschnitt 4. 2),

- Automatische Schrittweitenfindung (Abschnitt 4. 4. 1).

- Eigenwertgesteuerte Iterationsverfahren (Abschnitt 4. 4, 2),
4.2 Begleitende Mafnahmen

Um kritische Punkte in der Last-Verschiebungskurve aufzudecken, wird
die elastostatische Rechnung durchStabilitdtsuntersuchungenbegleitet. Zur
Stabilitdtsuntersuchung werden neben dem Determinantenkriterium Eigen-

wertprobleme fiir den Lastparameter und die Eigenfrequenz herangezogen,

4.2.1 Beobachtung der Determinante

Fiir die im Lauf einer geometrisch nichtlinearen Rechnung erreichten
Gleichgewichiszustédnde wird der Wert der Determinante errechnet. Null-

stellen im Determinantenverlauf ergeben die kritischen Punkte.

Diese Methode wird wegen ihrer Einfachheit in der Literatur sehr hiufig

vorgeschlagen (z. B. [47], [58] und [ 105]).
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1, Numerische Auswertung

Die inkrementell-iterativen Losungsverfahren nach Bild 2, 5 erfordern fur
jeden Lastschritt eine Dreieckszerlegung der Tangentensteifigkeitsmatrix.
Fir regulire symmetrische Matrizen stehen dazu im wesentlichen zwel

Verfahren zur Verfligung:

1. pie L. D.L - Zerlegung [ 117,
"k o= LDt
n
Dabei ist:

L eine obere Dreiecksmatrix mit Lii =1

D eine Diagonalmatrix

Mit den Regeln der Determinantenrechnung folgt:

4
det K = detD = 0 D,
n . ii
i=1
(4: Ordnung von D?IK )
II. Das erweiterte Cholesky - Verfahren [106].
m oot~
n K = L L

L ist eine obere Dreiecksmatrix,

Damit ergibt sich die Determinante zu:
~ L
det BK - (@etl)® = 0 Y2
n . ii
i=1
Inbeiden Fallen fallt die Determinante als ein Nebenprodukt der Dreiecks-

zerlegung an,

In Tafel 4,3 sind die charakteristischen Merkmale der Determinantenbe-
rechnung zusammengestellt, Wichtig ist, anzumerken, daf det nrﬂlK >0
nur eine notwendige, jedochkeine hinreichende Bedingung fir die Stabilitat
des untersuchten Gleichgewichtszustandes darstellf, Denn eine gerade An-
zahl negativer Diagonalelemente Dii bzw. imaginidrer TJii fithrt zu einem
positiven Determinantenwert, obwohldie inkrementelle Gesamtsteifigkeits-

matrix nicht mehr positiv definit ist.
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Gleichgewichtszustand

stabil indifferent labil
Eigenschaft von positiv definit singuldr indefinit
hi

Determinante det :K >0 det ':K =0 det :K s 0

.. - (mindestens) ein {mindestens) ein

L-D-L alle P;> 0 -0
Zerlegung Dii i Dii <0
Cholesky-~ ~, ~ {mindestens) ein {mindestens) ein

L L alle L. reell ~o O .
Zerlegung i L;=0 L imagingr
Tafel 4.3: Merkmale der Determinantenberechnung

2. Graphische Auswertung

Zur graphischen Auswertung des Determinantenverlaufes werdendie aktuel-
len Determinantenwerte auf ihren Ausgangswert bezogen und als Funktion

der #ufleren Last oder eines ausgewidhlten Verschiebungsparameters auf-

getragen,

3. Beispiele

Beispiel 1:

Ebenes Fachwerk (Zweibock)

Bild 4.2

Ebenes Fachwerk
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Fir die Last-Verschiebungskurve dieses Systems gilt:

(4.23)

und mit’ My = 0 der elastische Anteil

an, Dieser Verlauf ist zusammen mit der Last- Verschiebungskurve in
Bild 4. 3 eingetragen. Die Nullstellen der Determinante zeigen sowohl die
obere als auch die untere Indifferenzlast des durchschlagenden Systems

exakt an,

Bild 4. 4 zeigt den gleichen Determinantenverlauf als Funktion der duBeren

Last,

Beispiel 2: Flacher Kreisbogen unter Einzellast

Der Kreisbogen nach Walker [ 96] zeigtbeide Versagensmoglichkeiten: Nach
einem ausgeprigtennichtlinearen Verhalten wird zundchst ein Verzweigungs-
punkt mit antisymmetrischer Eigenform erreicht. Folgt man dem priméren
Ast Uber die Verzweigung hinaus, so kommt es zum Durchschlagen mit

symmetrischer Versagensform,
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Bild 45 Flacher Kreisbogen unter Einzellast
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Zur finiten Element-Rechnung wurde das System mit zwei verschiedenen

Elementtypen des Programmsystems NISA [ 18] idealisiert:

a) 20 gerade Balkenelemente,
b) 20 gekrlimmte isoparametrische Elemente (8 Knoten je HElement)

fir den ebenen Spannungszustand.

Die kritischen Lasten lassen sich auch hier eindeutig aus den Nullstellen
des Determinantenverlaufes feststellen, Die Ergebnisse sind im folgenden

den Werten nach Walker [ 98] gegeniibergestellt.

kR [1b) Walker 20 Balkenelemente 20 isopar. Elemente
Verzweigung 66,08 66,33 67,21
Durchschlag 76,21 77,22 77,50

Beispiel 3: Versuchsbau einer Gitterschale

Die konstruktive Ausflihrung dieses Holztragwerkes (Lattenquerschnitt
1,6 x1,5cm, E=1,4x10° N/ecm®) ist in [ 74) ausfihrlich beschrieben.
Die Systemidealisierung erfolgte mit 112 Balkenelementen je Schalenvier-

tel.

Der Lastfall Eigengewicht, fiir den die Schalenform iiber ein Hingemodell
ermittelt wurde, bestdtigt die weitgehende Lastabtragung iiber Normalkrifte,
Bild 4. 6 enthédlt die Lastverschiebungskurve und den Determinantenverlauf

fir diesen Lastfall.
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Bild 4.6 : Gitterschale, Lastfail Eigengewicht

Beispiel 4: Dreieckiger Rahmen

Die inkrementell - iterative Rechnung des Systems ergibt praktisch lineares
Verschiebungsverhalten (Bild 4. 7). Beieiner Lastaufteilung von 20 lb/Inkre-
ment wird der IterationsprozefB im siebten Lastinkrement durch das Diver-
genzkriterium (Abschnitt 2.3) abgebrochen. Wegen dieser Konvergenzschwie -
rigkeiten ist der Determinantenverlauf zunfchst nicht mehr feststellbar,
Erst bei Lastwerten oberhalb der kritischen Last erhdlt man wieder kon-
vergentes Verhalten und damit brauchbare Stiitzstellen fiir den Determinan-

tenverlauf,

Eine Diskretisierung des Rahmens mit anderen Elementtypen zeigt, daf die
Konvergenzschwierigkeiten auch von der Wahl der verwendeten Rlemente

abhéngen,



- 81 -

et L —]
500 6 L = 20inch
R
¢ t = % inch
b = 1inch {Dicke)
60° 7 .
- E = 3-10 psi
me omy, Idealisierung mit
‘ ’ 12 Balkenelementen.

240

ola | VRN

A

12

—+10

B E
/F
160 /7“ 8
R=144 Lb / ;JA
] P L
A’/
120 6
A (™) / I
80 / // - L
4 / -2 () [teration -
divergent
X //// 2
0 0
0 2 [A 6 8 10 12 14

my . 16L {inch]

Bild 4.7 : Dreieckiger ebener Rahmen
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4, Diskussion der Ergebnisse

Die Beispiele 1 und 2 verdeutlichen, daB tiber die Beobachtung der Determi-
nante sowohl Verzweigungs - als auch Durchschlagspunkte aufgedeckt werden

koénnen,

Beispiel 3 zeigt dagegen einen Fall, der zu einem schleifenden Schnitt des
Determinantenverlaufs mit der Abszisse fithrt und so eine unzuverlidssige

Aussage Uber den kritischen Punkt liefert.

Bei Beispiel4 ergibt sich wegender Konvergenzschwierigkeiten in der Um-
gebung des Versagenspunktes ein Bereich, in dem die Determinante nicht
feststellbar ist und somit nicht zur Bestimmung der kritischen Last heran-

gezogen werden kann,

Die beiden letzten Beispiele zeigen, daBnebender Berechnung der Determi-

nante alternative Stabilitéitsuntersuchungen erforderlich sind,

4,.2.2 Higenwertprobleme fiir den Lastparameter

Die Auswertung der statischenStabilitidtsgleichungen ist neben der Determi-
nantenanalyse auch mit Hilfe von Eigenwertproblemen mdglich (Abschnitt 4.1).

Als Ergebnis erhdlt man dabei Niherungswerte flir die kritische Last,

In Zusammenhang mit begleitenden MafBinahmen ist die Giite dieser Nihe-
rungswerte im Prinzip belanglos, wenn geome‘trisch nichtlineare Rechnung
und Stabilititsanalyse bis zum Versagenspunkt durchgefiihrt werden. Sie
gewinnt jedoch sofort an Bedeutung, wenn es wegen numerischer Schwierig-
keitennicht méglich ist, den kritischen Zustand zu erreichen, Eine Extra-
polationdes Verlaufes der Naherungswerte zum kritischen Punkt wird nur
dann sichere Ergebnisse liefern, wennder Ndherungswert bei Abbruch der
Rechnung nicht zu weit vom tatsédchlichen Indifferenzpunkt entfernt liegt.
Esistalso zweckmiBig, bei der Wahl des begleitenden Eigenwertproblems

die Glite der Ndherungswerte von Anfang an zu berlicksichtigen.

1. Numerische Auswertung

Zur Beurteilung der verschiedenen Vorgehensweisen sind lineare und qua-

dratische Eigenwertprobleme der Form:
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LA+ 2B 1l-v =0
[A + 2B + 2%C v =0

auszuwerten,

Die Matrizen A, B und C sind reell und symmeirisch, A ist zudem

positiv definit. Wegen dieser Eigenschaften besitzt das lineare Eigenwert-
problem nur reelle Eigenwerte, Beim quadratischen Eigenwertproblem kon-
nen sich dagegen auch imagindre und komplexe Eigenwerte einstellen, Da
diese jedochentsprechend den Gleichungen (4. 9) und (4. 16) zur Berechnung
von Naherungswerten fir die kritische Last verwendet werden, sind nur die
reellen Eigenwerte von Bedeutung., Die Lodsung der linearen Eigenwertpro-
bleme erfolgte im wesentlichen mit der von Bathe [ 11] beschriebenen Kom-
bination der Determinantensuchtechnik, verbunden mit einer Vektoriteration.
Fir die quadratischen EW-Probleme wurde eine Determinantensuche ein-

gesetzt, wie sie in dhnlicher Form in [80] zu finden ist,

2. Graphische Auswertung

Trigt man die mit Hilfe des Eigenwertes gewonnenen Niherungswerte der
kritischen Last in Abhéngigkeit der Verschiebungen des Grundzustandes auf,
so ergibt sich ein Kurvenzug, der die Last-Verschiebungskurve im kriti-
schen Punkt schneidet (A = 1 inGleichung (4, 9) bzw, » = 0 in Gleichung (4.16)).
Stellt man dagegen die Niherungswerte als Funktion der dufleren Last dar,
soergibt sich der kritische Punkt aus dem Schnitt dieses Kurvenzuges mit
der Winkelhalbierenden der beiden Koordinatenachsen, Im Prinzip geniigt
es dabei, den niedrigsten Eigenwert zur Ermittlung der Versagenslast zu
betrachten. Wegen der moglichen Uberschneidungen der Kurven der Nihe-
rungswerte ist es jedoch zweckmiBig, auch die nidchsthéheren Eigenwerte

zu ermitteln und in die Beobachtung mit einzubeziehen,

3, DBeispiele

Beispiel 1: Ebenes Fachwerk

Um zu einer moglichst einfachen ersten Wertung der Eigenwertprobleme
nach Tafel4, 2 zu gelangen, wird das Beispieldes ebenenFachwerks (Bild 4.2)

herangezogen,
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Die erforderlichen Steifigkeitsausdriicke ergeben sich nach [81] zu:

0
OK = —————A OE 2 - 02
0 e 0L3
0p- ®
HSKu= 030 {2 mu2—4-cmu]
L
m,
m 2. OS
0g OL
Mit der Stabkraft:
m,. 0 0. &
Mg R- L . [mu2-2 ¢-™Pu

kann HSKg durch Verschiebungen bzw. ngKu durch Spannungen ausgedriickt

werden:
b
m (mu) :" A 0E m 2 9 mu]
0g 0,3 Tt
o om 4. rgs
K (8 =
O0u'0 OL

In denfolgenden Bildern sind die Mdglichkeiten der Eigenwertuntersuchun-

gen nach Tafel 4, 2 zusammengestellt,

Aus Bild 4. 8 ist zunichst der deutliche Einflufl der Mitvergrdferung von n(r)lKu
auf die Niherungswerte fiir die kritische Last erkennbar. Das Vorgehen im
Sinne einer linearen Stabilitdtsuntersuchung (Gleichung (4. 10 c)) fihrt zu
weit besseren Naherungen als das klassische Vorgehen (Gleichung (4, 10D)).
In den kritischen Punkten selbst sind beide Verfahren jedoch gleichwertig.
Bild 4. 9 zeigt die Ergebnisse des quadratischen Eigenwertproblems, das
aus der linearen VergroBerung der Anfangsverschiebungen in n(;Ku und %Kg
entsteht, Bis zueiner Last von 0, 18 (also 91 % der Versagenslast) ergeben
sich komplexe Eigenwerte und damit unbrauchbare Losungen fiir die kri-
tische Last. Die restlichen quadratischen Eigenwertprobleme (Bild 4. 10
und 4. 11) besitzen hier fir den dargestellten Bereich stets reelle Eigen-

werte. Gegeniiber den linearen EW - Problemen féllt auf, dall wegen der
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zwei Vorzeichender quadratischen Gleichung zwei Ndherungswertkurven ent-
stehen, Dabelistdie eine dem oberen, die andere dem unteren Durchschlags-
punkt zugeordnet, Bild 4,10 enthdlt neben der exakten Liosung der quadrati-
schen Eigenwertgleichung (4.11 ¢) auch die von Stricklin [ 90] bzw, Mallet/
Marcal [ 68] vorgeséhlagene Linearisierung des Problems, Die Vernach-
lassigung der quadratischen Terme fithrt zu einem physikalisch nicht moti-
vierten Verzweigungspunkt unterhalb der Durchschlagslast. Zusammenfas -
send ist aus den Bildern 4, 8 bis 4, 11 zu erkennen, daf die quadratischen
Eigenwertprobleme beziiglich der Niherungswerte gegeniiber den linearen

nicht im Vorteil sind,

Da es zueiner sicheren Beurteilung nicht geniigt, sich am ebenen Fachwerk
allein zu orientieren, wurden weitere Untersuchungen an Bogen und Kugel-
kappen durchgefiihrt, Dort zeigtensichteilweise komplexe Eigenwerte auch
bei Gleichung (4. 11 c). Wegen des zusitzlich erhéhten Lésungsaufwandes

verbieten sichdie quadratischen EW-Probleme daher praktisch von selbst.

Da weiterhin einerseits die Eigenwertgleichungen (4, 10b) und (4. 12 b) iiber-
einstimmen und andererseits die Gleichungen (4. 10 ¢) und (4. 12 c¢) zu glei-
chen Eigenwerten filhren, genlgt es, aus Tafel 4.2 lediglich die beiden
EW-Probleme nach Gleichung (4. 10 b) und (4, 10 ¢) fiir die weiteren Unter-

suchungen zu ibernehmen,

In Bild 4. 12 sind schlieBlich die Ergebnisse der Gleichungen (4. 10 c) und
(4.18) fur den ebenen Rahmen gegeniibergestellt, Wie in Abschnitt 4, 1,2
erléutert, filhrenbeide EW-Probleme zu gleichen Niherungswerten bei Be-
lastungsbeginn, Nacheinem Auseinanderlaufen treffen sich die Kurven der
Néherungswerte im kritischen Punkt wieder. Beide Eigenwertprobleme
sind vonden Ergebnissen her also gleichwertig, Wihrend jedoch Gleichung
(4.10 c) nur fiir die totale Lagrange-Formulierung gilt, kann Gleichung

(4. 18) auchinder mitgehenden Lagrange-Formulierung verwendet werden,

Durchdiese Voruntersuchung kann man sichim weiteren auf die Bewertung
der in Tafel 4.4 zusammengefafiten EW - Probleme beschrinken, Insbe-
sondere soll mit den folgenden Beispielen geklirt werden, ob die Beriick-
sichtigung der Anfangsverschiebungen dem (erweiterten) klassischen Vor-

gehen vorzuziehen ist,
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04
—"R{™y) Gl (423)
m‘x S
o NG e CR(MU) GL(4.100)
N
)03 AN weees SRIMU) Gl (4.18)
N
\Q\
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Y
0’2 \\ K — .
/ N
01 +—
\\
™N
N
0.0
0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
"ujc
Bild 412 : EW - Problem aus inkrementellen Grofien
EW-Unter - mitgehende totale
suchung Lagrange - Formulierung Lagrange - Formulierung

klassisches
Vorgehen

[PKe*™ - Kol ™v =0

(et 4.24)

Bericksich -~
tigung der

Anfangsver-
schiebungen

[BK™ - oK 1"v =0

(Gl 4.25)

[nK ™% - 8K ]-"v =0

(Gl 4.26)

(oK ™ - (5K,* 5K 1"V = 0

(Gl 4.27)

[oK +™ - 8K ]-"v=0

(Gl 4.28)

Tafel 4.4 : EW -Untersuchungen als begleitende Mafinahmen
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Beispiel 2: Kugelschale unter AuBendruck [ 95]

Die Idealisierung der Schale erfolgte mit 12 isoparametrischen axialsym-
metrischen Elementen (8 Knoten je Element), Bild 4. 13 enthilt neben der
Last-Verschiebungskurve die Ndherungswertkurven der beiden Eigenwert-
gleichungen (4.25) und (4.27), (In Zusammenhang mit geometrischen Im-
perfektionen (Formabweichungen) wird diese Kugelschale auch in Abschnitt 8

(Abbildungen 8, 3 und 8. 4) behandelt. )

Beispiel 3: Gitterkuppel unter Einzellast [28]

Zur numerischen Rechnung wurde das halbe System mit 24 Balkenelemen-

ten idealisiert (Plexiglasmodell A = 0,7 x 0,7 in® , BE=4,4x% 10° psi).

Versagentritt beieiner Last von 57, 2 1b durch symmetrisches Durchschla-
genein, Als begleitende Mafinahme sind in Bild 4. 14 Eigenwertuntersuchun-
gen nach den Gleichungen (4.24) und (4. 26) gegeniibergestellt. Das klassi-
sche Vorgehen zeigt zundchst tber die erste Eigenform antisymmetrisches,
lber die zweite Eigenform symmetrisches Versagen an, Erst unmittelbar
vor Erreichen des kritischen Punktes wechseln die beiden Eigenformen,
Die sich aus den zugehodrigen Eigenwerten ergebenden Kurven der Niherungs -
werte zeigendies durch eine Uberschneidung an. Die MitvergréBerung der
Anfangsverschiebungen liefert dagegen bei wesentlich besseren Niherungs-

werten von Beginn an die tatsdchliche Versagensform,

Beispiel 4: Versuchsbau einer Gitterschale

Wéhrend sich der Determinantenverlauf dieses Systems (Beispiel 3, Ab-
schnitt 4. 2. 1) als ungeeignet zur Ermittlung des kritischen Punktes erwies,
zielen die begleitenden Eigenwertprobleme (Bild 4. 15) eindeutig auf den

Durchschlagspunkt hin,

Beispiel 5: Flacher Kreisbogen unter Einzellast

Fiir dieses bereits in Abschnitt 4, 2, 1 (Beispiel 2) behandelte System ent-
h&lt Bild 4. 16 die Ergebnisse der beiden Eigenwertgleichungen (4. 24) und
(4. 26). Bemerkenswert sind die extrem niedrigen N#herungswerte bel
Mitvergroflerung der Anfangsverschiebungen.
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Bild 4.13 : Eingespannte Kugelschale unter Aufiendruck
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Bild 4.14 : Gitterkuppel unter Einzellast
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Bild 4.16 : Kreisbogen unter Einzellast

4. Diskussion der Ergebnisse

Die hier dargestellten Beispiele wurden aus einer groBeren Anzahl bisher
untersuchter Beispiele ausgew#hlt, um die wesentlichen Ph#nomene der
begleitenden EW-Probleme exemplarisch aufzuzeigen. Insgesamt kann das
unterschiedliche Verhalten der beiden Vorgehensweisen folgendermaflen

charakterisiert werden:

Klassisches Vorgehen:

- Die N#herungswerte grenzen die kritische Last in der Regel von

oben ein,

- Es ergeben sich sehr hiufig Uberschneidungen der Niherungswert-
kurven, d. h, bei Belastungsbeginn werden h#ufig falsche Eigenfor-
men angezeigt. Erstbei hdheren Lastzustéinden - mitunter unmittel-
bar vor Erreichender Versagenslast - liefert die EW-Untersuchung

den tatséchlichen Beulmodus.
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MitvergroRerung der Anfangsverschiebungen

- Die Niherungswerte gleicher Belastungsstufen liegen stets niedriger

als beim klassischen Vorgehen,

- Die Kurven der Niherungswerte ndhern sich den kritischen Punkten

teilweise von oben, teilweise jedoch von unten,

- Uberschneidungen der Niherungswertkurven treten duBerst selten
auf, d.h. bereits bei Belastungsbeginn wird die Eigenform meist

richtig angezeigt.

- Abgesehen von den nachstehenden Ausnahmen liegen die Kurven der
Niherungswerte glinstiger als beim klassischen Vorgehen, Als Aus-
nahmen sind dabei nichtversteifte kontinuierlich gekriimmte Systeme
(z. B, Bbdgen, Zylinderschalenfelder, Kugelkappen) unter der Wirkung

konzentrierter Lasten anzusehen,

4,2.3 Rigenwertprobleme fiir die Eigenfrequenz

i, Numerische Auswertung

Die Stabilitdtsgrenze wird nach Gleichung (3. 4) {iber das inw® lineare Eigen-

wertproblem festgestellt.

™K MMy -0

Dabei stellt n; K die Tangentensteifigkeitsmatrix dar. Sie ist symmetrisch

und unterhalb des ersten kritischen Lastzustandes positiv definit,

Die Massenmatrix ist je nach Ansatz eine Diagonalmatrix ("'lumped mass')

oder eine symmetrische positiv definite Bandmatrix (''consistent mass'').

Zur Losung des Eigenwertproblemes wurde auch hier eine Kombination aus
Determinantensuchtechnik und Vektoriteration verwendet. Eine Gegeniiber-

stellung moglicher Losungsalgorithmen ist in [11] zu finden,

2. Graphische Auswertung

Zur zeichnerischen Darstellung werden fir verschiedene Gleichgewichtszu-

stinde die niedrigsten Eigenfrequenzen mwi berechnet und auf den Wert Owl
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des Ausgangszustandes (erste natiirliche Eigenfrequenz) bezogen. Die so
normierten Werte kénnen entweder in Abhéngigkeit einer charakteristischen
Verschiebung oder als Funktion der #uBeren Last aufgetragen werden.
Kritische Punkte im Last-Verschiebungsdiagramm sind durch Nullstellen

des Frequenzverlaufes gekennzeichnet.

3. Beispiele

Beispiel 1: Ebenes Fachwerk

Im Sonderfall des ebenen Fachwerks (Abschnitt 4,2, 1, Beispiel 1) ergibt

sich fiir die Eigenfrequenz:

(4.29)

1
—

i

w
+
o w

alsoder gleiche funktionelle Verlauf wie in Abschnitt 4, 2, 1 fiir die Deter-
minantenwerte. Die Abbildungen 4.3 und 4, 4 gelten also unver&ndert fir

die bezogene Eigenfrequenz,

Beispiel 2: Versuchsbau einer Gitterschale (Bild 4. 17)

Im Gegensatz zur Determinantenanalyse (Abschnitt 4, 2, 1, Beispiel 3) zeigt
der Frequenzverlauf den kritischen Punkt eindeutig an, Die kritische Last
steht in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Eigenwertprobleme fir

den Lastparameter (Abschnitt 4. 2.2, Beispiel 4).

Beispiel 3: Kreisbogen unter Einzellast [48]

Mit diesem System soll gezeigt werden, daB auch Frequenzverliufe zu
Uberschneidungen und damit anfénglich zufehlerhaften Eigenformen filhren
kénnen, Die in Bild 4. 18 dargestellte Frequenzanalyse ergibt bei Bela-
stungsbeginn fir den ersten Eigenwert eine antisymmetrische, fiir den
zweiten eine symmetrische Schwingungsform., Der Wechsel der beiden
Eigenformen fihrt zum symmetrischen Dur’chschlagsverhalten und einer

antisymmetrischen Verzweigung im Nachbeulbereich,

4, Diskussion der Ergebnisse

Die untersuchten Beispiele zeigen, daB Frequenzverliufe ein brauchbares

Mittel zur Erkennung kritischer Lastzustinde darstellen. Im Gegensatz
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zur Determinante entstanden keine schleifenden Schnitte mit den Abszissen

der entsprechenden Diagramme.

4.2.4 Zusammenfassung

Zum Vergleich sind Vor- und Nachteile der verschiedenen begleitenden

MaBnahmen in Stichworten zusammengestellt.

Beobachtung der Determinante

- Sehr geringer Aufwand zur Berechnung der Determinante,

- Wegen méglicher schleifender Schnitte und nicht bestimmbarer Be-

reiche nur bedingt brauchbar.

- Selbst bei Systemenmit linearem oder schwach nichtlinearem Vor-
beulverhalten ist eine inkrementell - iterative Rechnung erforder-

lich, um Stiitzstellen fir den Determinantenverlauf zu bekommen,

- Die Eigenform ist nicht ermittelbar.

Eigenwertprobleme fir den Lastparameter

- Niherungswert fiir die kritische Last.
- Vorhersage der Eigenform.
- Erhohter numerischer Aufwand gegenilber der Determinantenbe-

rechnung,

Eigenwertprobleme fiir die Eigenfrequenz

- Vorhersage der kritischen Last durch Extrapolation des Frequenz-
verlaufes (jedoch erst nach mehrfacher Auswertung des Eigenwert-

problems méglich, siehe z, B. Bild 4.27).
- Vorhersage der Eigenform.
- Zur Ermittlung von Stiitzstellen fiir den Frequenzverlauf muf selbst

bei linearem Verhalten inkrementell - iterativ gearbeitet werden,

Eine abschliefende Beurteilung der drei Verfahren miindet in folgende

Empfehlungen:
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1. Obwohl sich die Determinante nicht immer als ein zuverlidssiges Maf
zur Aufdeckung kritischer Punkte gezeigt hat, sollte man bei nicht-

linearen Rechnungen auf diese Stabilitdtsaussage nicht verzichten.

2. Eigenwertprobleme fiir den Lastparameter und die Eigenfrequenz
sind fiir nichtlineare Stabilitdtsuntersuchungen gleichermaflen gut
geeignet, Wegen der einfacher zu gewinnenden Niherungswerte fir
die kritische Last wird man in der Regel auf Eigenwertprobleme fiir
den Lastparameter zurtickgreifen. Abgesehen von Tragwerken unter
konzentrierten Lastenist dabeidie Mitvergroéferung der Anfangsver-

schiebungen vorzuziehen,

Neben den hier vorgeschlagenen Modglichkeiten sind weitere begleitende
MaBnahmen moglich, So verwendet Séreide [ 88] einensogenannten Steifig-

keitsparameter,

Diesisteinnormierter Ausdruckfiir die Arbeit der inkrementellen Lasten
an den inkrementellen Verschiebungen. Am Beispiel des ebenen Rahmens
(Abschnitt 4, 2,1, Beispiel 1) ergibt sich der gleiche Verlauf wie fir die
Determinante (Bilder 4.3, 4. 4). Bei unbekanntem Systemverhaltenist diese
Methode fir Stabilitdtsuntersuchungen mit Vorsicht anzuwenden, weil sie

nicht in der Lage ist, Verzweigungspunkte aufzudecken.

4.3 Extrapolation begleitender MaBnahmen

Untersuchungen zum Konvergenzverhalten ergeben [ 34], daB fiir die beiden
Newton-Raphson-Verfahren konvergentes Verhalten nur bis zum Erreichen
des ersten kritischen Zustandes nachgewiesen werden kann, Es ist somit
nichtimmer zuerwarten, dafein inkrementell - iteratives Vorgehen, dem
diese Iterationsverfahren zugrunde liegen, Uber die kritische Last hinaus-
fihrt., Wegen der zusitzlichen Konvergenzschwierigkeiten durch die Singu-
laritdt im kritischen Punkt ist es teilweise nicht moglich, den kritischen

Zustand tberhaupt zu erreichen (Abschnitt 4,2,1, Beispiel 4, Bild 4. 7).

BeiDurchschlagspunkten ergibt sich zudem das Problem, daf eine vorge-
gebene endliche Lastinkrementierung den Abbruchdes Iterationsvorganges

unterhalb der Durchschlagslast zur Folge hat (Bild 4. 19).
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s sollen daher Verfahren untersucht werden, die es erlauben, den kriti-
schen Zustand durch die Extrapolation der begleitenden Mafnahmen und der

Last-Verschiebungskurve nsherungsweise festzustellen.

4,3.1 Extrapolation der Determinante

1. Durchschlagspunkte

Das hier vorgestellte Verfahren geht auf Gallagher /Mau [47] zuriick, Es
basiert auf der Extrapolation des Determinantenverlaufs im My - MR ._Dia-
gramm und setzt dort eine vertikale Tangente im Durchschlagspunkt voraus.

(Diese Voraussetzung ist nicht zwingend und trifft nur teilweise zu. )

R A
K K
R :;7—9\
3
*R a
2 AL

R R R

Bild 4.19 : Extrapolation der Determinante

Zur Extrapolation wird zunichst ein Polynom fir den Determinantenver-
lauf aufgebaut, Beschrinkt man sich auf einen kubischen Ansatz, so sind
neben dem kritischen Punkt K selbst drei weitere Stitzstellen festzulegen.

Das fuhrt zu:

R (M) = bo+b1~mA+b- A%+ b, A (4. 30)
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und den Nebenbedingungen:

Ky = 0 (4.31a)
m

amR = 0 (4.31Db)

3 AN Im=K

Die Loésung dieser Gleichungen ergibt einen extrapolierten Wert fir die
kritische Last, Uber die anschlieBende Extrapolation der Lastverschiebungs -

kurve kann damit der kritische Verschiebungszustand ermittelt werden:

m._ m » m m 2 m 3

R (Tu = b0+b1~ u+b2~ u +b3- u (4. 32)
m

mit: amR = 0 (4. 33)
3 Tu Im=K

Die Anwendung des Verfahrens auf den ebenen Rahmen (Abschnitt 4.2, 1,
Beispiell, Bild 4, 4) bzw. auf die Gitterkuppel (Abschnitt 4, 2, 2, Beispiel 3)
ergibt folgenden Sachverhalt:

- Fiir die Extrapolation der Verschiebungen ist ein kubisches Poly-
nom erforderlich, fir den Determinantenverlauf geniigt ein qua-

dratischer Ansatz,

- Als Stltzstellen sind die zuletztausiterierten Lastzustinde heran-
zuziehen. Bei dieser Art der Stiitzstellenverteilung ergeben sich
brauchbare Versagenslasten fiir 3R/KR> 0, 7. Es ist also nicht
erforderlich, iiber eine sehr feine Lastinkrementierung dem kri-

tischen Lastzustand extrem nahe zu kommen,

- Die Extrapolation ergibt fiir die kritischen Lasten bessere Werte
als fir die kritischen Verschiebungen (die fehlerbehaftete kritische

Last geht in das Polynom fiir die Verschiebungen ein).

- Die sichiiber die Extrapolation ergebenden Nachbeulverschiebun-

gen sind unbrauchbar,

Die Untersuchung weiterer Beispiele zeigt jedoch, dafl bei der Anwendung
Vorsicht geboten ist. Teilweise kommt die vertikale Tangente erst durch

eine lokale Kriimmung des Determinantenverlaufes unmittelbar vor dem
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Durchschlagen zustande (Bild 4, 20b). In diesen Fillen sind Stutzstellen im
Bereichder lokalen Krimmungen erforderlich, um verldflich extrapolieren
zukodnnen, d. h, die zuletzt ausiterierten Lastzustinde missen sehr nahe bei

der Versagenslast liegen.

In anderen Fillen (Bild 4.20 c) fehlt die vertikale Tangente, d.h. die Be-
dingung (4. 31 b)istverletzt. BeischleifendenSchnittenin diesem Diagramm
ist eine Extrapolation dieser Art nicht mehr moglich (Beispiel 3, Abschnitt

4.2.1).

a) b) 7 . "R

c)

Bild 4.20: Determinantenverlauf bei Durchschlagsproblemen

2. Verzweligungspunkte

Die Extrapolation ist entweder im My - By (mu)—oder im A = Ty (mR)—
Diagramm durchzufiihren (Bild 4. 21).
"R ‘ "A K » "A ‘l
Sy K
5 "R

Bild 4.21: Extrapolation der Determinante
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Das Verfahren ist nicht anwendbar, wenn schleifende Schnitte der Deter-
minante vorhanden sind bzw, wenn wie in Abschnitt 4,2.1, Bild 4,7 die
letzten brauchbaren Determinantenwerte zu weit von der kritischen Last

entfernt liegen,

4,3.2  Extrapolation der Niherungswerte fir die kritische Last

m "‘R

o U

a) Durchschlagspunkte

"RyR ] *R("R) ,
\<R«(>.:)K/’/ <O\K /
el .90{\

R (Mu) e

m
"y T

bl Verzweigungspunkte

Bild 4.22 : Extrapolation der Ndherungswertkurven

Erfolgt die Extrapolation im mR-mu-Diagramm, so ergibt sich die kriti-
sche Last aus dem gemeinsamen Schnittpunkt der Lastverschiebungskurve
mit den Naherungswerten. Beider Extrapolation im SR-mR—Diagr‘amm ist
dagegender Schnittdes Kurvenzuges der Niaherungswerte mit der Winkel-

halbierenden der beiden Koordinatenachsen mafigebend (A =1 : SR = mR).
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Neben der Wahl eines EW-Problemes, das zu giinstigen Néherungswerten
fihrt, ist es fiir eine sichere Extrapolation erforderlich, mindestens die
zweiniedrigsten Eigenwerte zu bestimmen, Nur so kdnnen Uberschneidun-
gen der Niherungswertkurven erkannt und Fehlschitzungen bei der Extra-

polation vermieden werden,

4,3.3 Extrapolation der Eigenfrequenzen

Die kritische Last ergibt sich aus dem Schnitt der extrapolierten Eigen-
wertkurven mit den Abszissen der Prequenzdiagramme. Wegen der mogli-
chen Uberschneidungen (vergleiche Bild 4.18) sollten zur Extrapolation

mindestens zwei dieser Eigenwertkurven herangezogen werden.,

1, Durchschlagspunkte

Zur Ermittlung von Durchschlagspunkten bietet sich die Extrapolation im
mwz—mR-Verlauf (Frequenzgang) an. Im Gegensatz zum Determinantenver-
lauf ) (mR) filhrt der Frequenzgang bei allen untersuchten Beispielen zu

einer vertikalen Tangente am Durchschlagspunkt (Bild 4.23).

m m 2
L y vz |
R,_...-—‘/-7-(P§\
QRV 3/ 1
2 2 2
R 3
1 1 \\
) -y I J\K "R
RENEN Ky R 2 3R KR‘P

Bild 4 23: Extrapolation der Eigenfrequenzen

Wegen dieser Eigenschaft scheint fir die kritische Last ein Extrapolations-

polynom der Form:

m 2 m 2 mw23

R =b +b, b (=) 4 b (=) (4. 34)

m w
0 102 2
W
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KwZ
mit: 72 =0 (4. 354a)
w
3 ™R _
mwz =0 (4. 35Db)
3 (o 5 )
w m=K

sinnvoll,

Fir die anschliefende Extrapolation der Verschiebungen kann wieder das
Polynom nach den Gleichungen (4.32), (4.33) herangezogen werden. Als
Stittzstellen der Polynome sind die Verschiebungen und Eigenfrequenzen der
drei zuletzt erreichten Gleichgewichtszustédnde zu verwenden, Brauchbare

Versagenslasten ergaben sich auch hier bei Lastzustédnden 3Ri/KRi > 0,7.

2, Verzweigungspunkte

m My m,y2
R
L e
A
"R (My)
w2 (my)
N \ w? \\
K
Py ol m
‘ﬂ\ \\ R

Bild 424 : Extrapolation der Eigenfrequenzen

2,0 2
Fir die Extrapolation der Eigenfrequenzen im mw Jw - mR - Verlauf sei

auf die Sonderfdlle von Tragwerken hingewiesen, bei denen die Southwell-

Ungleichung:
m 2 m
T KR =1
w R

exakt oder genihert in eine Gleichung iibergeht [83], [32] und [63]. Das

Frequenzverhaltenist danndurch eine Gerade charakterisiert und es geniigt
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neben der natlirlichen Eigenfrequenz Om2 eine weitere Stiitzstelle zur Bestim-
mung der kritischen Last, Dieses Verfahren, das zur experimentellen Be-
stimmung kritischer Lasten durch Schwingungsmessungen (321, [63], [85]
herangezogen wird, kann ohne Anderung auch zur Extrapolation berechneter

Eigenfrequenzen verwendet werden,

4,3,4 Zusammenfassung

Der Determinantenverlauf erweist sich nur teilweise als brauchbar zur
Extrapolation, Dagegen war es nachdenbisherigen Erfahrungen mit Schatz-
wertkurven fiir die kritische Last bzw. die Eigenfrequenzen immer moglich,
den Bereich vom eventuellen Auftreten numerischer Schwierigkeiten bis
zum Indifferenzpunkt durch Extrapolation zu iberbriicken und die kritische

Last hinreichend genau zu bestimmen,

4.4 Verfahren zur direkten Ermittlung von Verzweigungslasten

Das Vorgehen in Abschnitt 4.2 war dadurch gekennzeichnet, daf die fir
die geometrischnichtlineare Rechnung erforderliche Lastinkrementierung
(willkiirlich) festgelegt war., Die kritische Last liegt dann i, a. innerhalb
eines Lastinkrementes und ergibt sich aus der Interpolation der begleiten-

den MaBnahme zwischen den beiden angrenzenden Lastwerten.

Bei der direkten Ermittlung von kritischen Lasten dagegen wird mit Hilfe
der begleitenden Mafinahme das neue Lastinkrement iber den Niherungs-
wert fir die kritische Last festgelegt, Zielist, Uber das (inkrementell -)
iterative Vorgehen den kritischen Lastzustand direkt anzusteuern, d. h.
eine Gleichgewichtsiteration fiir die kritische Last durchzufithren, Neben
dem allgemeinen Vorteil, daf die Interpolation iberflissig wird, bieten
diese Verfahren die Méglichkeit, als Startzustand fir Nachbeulanalysen den

kritischen Last- und Verschiebungszustand genau zu erreichen.
Eine Grundvoraussetzung fir die Konvergenz ist, daf in der Umgebung des

kritischen Punktes keine numerischen Schwierigkeiten auftreten.

Da Durchschlagspunkte bei Lastinkrementierung nicht ohne zusétzliche
Ma Bnahmen erreichbar sind, konnendie im weiteren diskutierten Verfahren

nur zur Ermittlung von Verzweigungspunkien herangezogen werden.
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4.4.1 Automatische Schrittweitenfindung

Im Anschlufl an jeden iterativ erreichten Gleichgewichtszustand wird mit
Hilfe der begleitenden Mafinahme die nichste auszuiterierende Laststufe

durch einen Ndherungswert fiir die kritische Last festgelegt,

Zur Ermittlung dieser Niherungswerte kénnen neben dem Determinanten-
verlauf auch Eigenwertprobleme fiir den Lastparameter und die Eigenfre-

quenz verwendet werden,

1. Schrittweite liber die Determinante [ 58]

| "4
1,0 4
mA ‘m
m+1A Ih+1
me2 m+ 2
81 K
m
{ma1) me2) | il R
AR AR |
mR m4~1R m+1R

Bild 4.25: Schrittweite Uber die Determinante

Das prinzipielle Vorgehen ist in Bild 4.25 dargestellt. Die Schrittweite
(mA+l) R wird lber die lineare Extrapolation der Determinantenwerte My
und m+1A gewonnen und der zugehorige Gleichgewichtszustand m+ 2 iterativ
ermittelt. Nach der anschlieBenden Berechnung von m+2A ergibt sich die
neue Schrittweite (ml\+2) R aus der Extrapolation der Stiitzstellen m+1 und
m+2, Soll das Verfahren zum gewlinschten kritischen Punkt konvergieren,
so mufl ausgehend vom unbelasteten Zustand die monotone Abnahme der

Determinantenwerte gewihrleistet sein, d.h. die Determinante mufl die

Stabilitdtsgefdhrdung von Beginnananzeigen, Der dreieckige ebene Rahmen
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nach Abschnitt 4, 2. 1 (Beispiel4, Bild 4, 7) zeigt, dafl dieses Verhalten nicht
ohne weiteres vorausgesetzt werden kann, Die Extrapolation der Determi-

nante bei Belastungsbeginn wiirde dort ineine negative kritische Last miinden,

Systeme mit schleifenden Schnitten im Determinantenverlauf kénnen weiter-
hin eine langsame Konvergenz des Verfahrens zur Folge haben. Zudem wird
selbst beilinearem Vorbeulverhalteneine inkrementell - iterative Rechnung

erforderlich,

2. Rigenwertprobleme fir den Lastparameter

Ausgehend von einem bereits erreichten Gleichgewichtszustand ergibt sich
die nichste auszuiterierende Laststufe aus dem niedrigsten Ndherungswert
fiir die kritische Last (Bild 4, 26), Der Vorgang wird abgebrochen, wenn der

Eigenwert eine vorgegebene Grenze unterschreitet. Die Wahl eines Kigen-
wertproblems mit gliinstigen Naherungswertenist hier somit von besonderer

Bedeutung. Damit kann man sich auf die Eigenwertuntersuchungen nach Ab-
schnitt 4, 2. 2 beschrinken, InTafel4, 5 sind diese mit den Rechenvorschrif-

ten fir die Laststufen und die kritische Last zusammengestellt.
"R R

SRy} K

me1 J”/

Bild 4.26 : Schrittweite Uber Ndherungswerte

3, HRigenwertprobleme fir die Eigenfrequenzen

Analog zum Determinantenve rlauf kann die Schrittweite auch aus der linearen

Extrapolation des Frequenzganges bestimmt werden,
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: heue kritische
Eigenwertproblem Laststufe Last
klassisches n . o
Vorgehen [:K."m)x an]'mV =0 m1R=m)\-mR KR=1R'm‘I'_l31 ™\
(n:O,m)
m My L (M ™ m, _ mo!_m'm K‘1 em
Sericksich.- (oKt ™ - (3K )" = 0 ["R="\"R | "R=R: %"
tigung der
Anfangsver -
schiebungen
[K+"x - 8,K]"v =0 ™R="r-8R|“R=R -} (1™
(n= O,m)
Tafel 4.5: Automatische Schrittweitenfindung
m, 2
W
1,0
m 2
w7 §
m¢‘lw2 m+1
B2
me2,,2 N m+ 2
07 K "
O - R
{m+1)
AR
mR m+1R rmzR

Bild 4.27 :

Schrittweite Uber die Eigenfrequenzen
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4.2.2 Eigenwertgesteuerte Iterationsverfahren

Eigenwertgesteuerte Iterationsverfahren und automatische Schrittweiten-
findung sind durch einen @hnlichen Rechenablauf gekennzeichnet. Anstelle
der Gleichgewichtsiteration wird bei den eigenwertgesteuerten Verfahren
lediglich ein einzelner linearer Schritt zum errechneten Lastniveau hin
gestartet, Fir diesen Zwischenzustand (der sich nicht im Gleichgewicht
befindet) wird dann die begleitende Mafnahme erneut ausgewertet und so
das nichste Lastniveaufestgelegt, Dieser Vorgang wird abgebrochen, wenn
die Lastwerte zweier aufeinanderfolgender Schritte bis auf eine vorgegebene
Abweichung tibereinstimmen und damit die kritische Last mit der gewlinsch-
ten Genauigkeit erreicht ist. Wihrend also bei der automatischen Schritt-
weitensteuerung die Verzweigungslast inkrementell - iterativ aufgesucht
wird, handelt es sich bei den gesteuerten Iterationsverfahren um eine rein
iterative Ermittlung dieser Last, Das Lastniveau der Iteration wird dabei

durch die begleitende Mafnahme gesteuert,

Zur Stabilititsuntersuchung kommen nur noch Eigenwertprobleme fiur den
Lastparameter in Frage, Determinante und Eigenfrequenzen liefern wegen
des fehlenden Gleichgewichtes zu unsichere Werte fir die Extrapolation,
Die entsprechenden REigenwertprobleme, die Rechenvorschrifien fir die
neuen Laststufen bzw. die kritische Last kénnen ohne Anderung aus Ta-

fel 4.5 entnommen werden,

Der Ablauf des daraus folgenden Rechenprozesses ist in Bild 4. 28 fir die

beiden Newton-Raphson-Verfahren (in symbolischer Form) dargestellt:
@ Ermittlung des neuen Lastniveaus (mitHilfe eines EW-Problems).

@ Linearer Rechenschritt zum neuen Lastniveau und Addition der

inkrementellen Verschiebungen zu den Gesamtverschiebungen.

Verschiedene Verfahren der Iterationssteuerung sind in der Literatur be-
kannt und angewandt worden. Cohen [27] verwendet zur Iteration das Se-
kantenverfahren. Svalbanos /Balderes[91] und Bushnell[25] wihlen lineare
Eigenwertprobleme, Spéter setzt Bushnellin [26] einquadratisches Higen-
wertproblem nach Gleichung (4.11 ¢) ein, Almroth [ 2] schligt dagegen ein
durch Vernachlissigung der quadratischen Terme linearisiertes EW-Pro-

blem vor,
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m m

‘ R R
de K m+3R
m->2R - m+2R
me1 // //
[~] m m+1R
- R{"u) 7
flole @olle!
"R "R
"y my
"’u m~1u m¢2u o m mo1u ma u b
a) Standard - Verfahren b} Modifiziertes Verfahren

Bild 4.28 . Steuerung der Newton-Raphson lteration

4.4.3  Zusammenfassung

Bei der Schrittweitenfindung wird ausgehend vom Startzustand der kriti-
sche Punkt iiber weitere Gleichgewichtszustinde ermittelt. Dieses Vor-
gehenhat den Vorteil, dafl zwischen Start- und Verzweigungspunkt weitere
Punkte auf der Last-Verschiebungskurve bekannt sind und so das nicht-
lineare Verhalten des Systems erkennbar wird. Die Iterationssteuerung
verzichtet auf diese Zwischenpunkte und zielt bei geringem numerischen

Aufwand direkt auf den kritischen Punkt hin,

In ihrer urspringlichen Konzeption verwenden beide Verfahren als Start-
zustand die unbelastete Ausgangskonfiguration. Aus den Bildern 4. 25 bis
4.28 geht hervor, daf dieses Vorgehen bei Belastungsbeginn hiufig sehr
grofle Lastschritte ergibt, In Verbindung mit einem ausgeprigten nicht-
linearen Systemverhalten fithrt das zu Konvergenzschwierigkeiten im Ite-
rationsprozef, Zur Abhilfe kénnen die aus der Stabilitdtsuntersuchung
folgenden Lastwerte mit Hilfe eines Déampfungsfaktors abgemindert werden,
Eine sinnvolle Wahldieses Faktors erfordert jedoch die detaillierte Kennt-

nis der Eigenschaften der Vorbeulverschiebungen.
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Die erweiterten Konzepte legen daher den Startzustand in die Umgebung der
kritischen Last und vermeiden so die genannten Konvergenzschwierigkeiten.
Zur Festlegung des Startzustandes wird zunéchst eine geometrisch nicht-
lineare Rechnung mit vorgegebener Lastinkrementierung durchgefiihrt, Die
Tterationssteuerung bzw, die automatische Schrittweitenfindung setzt dann
ein, wenn mit Hilfe der begleitenden MafBnahme festgestellt wurde, daf

man sich in der Nihe der kritischen Last befindet.,

Beider Wahlder Tterationsverfahren sind zwei Gesichtspunkte gegeneinan-
der abzuwidgen. Das Standard-Newton-Raphson-Verfahren zeigt quadrati-
sches Konvergenzverhalten, das modifizierte Verfahren konvergiert nur
linear. Wegen der nicht von vornherein bekannten Schrittweite ist vom
Standpunkt der Nichtlinearitét das Standard-Verfahren vorzuziehen, Die
damit verbundene stindige Anpassung der Steifigkeitsmatrix an den aktuell
erreichten Verschiebungszustand hat jedoch zur Folge, daf im Lauf der
Iteration der singulire Zustand der Tangentensteifigkeitsmatrix immer
mehr erreicht wird, Sieht man also die Ausstrahlung der bevorstehenden
Singularitit als maBgeblich{ir die Konvergenz des Iterationsverfahrens an,

¢o scheint die modifizierte Newton-Raphson-Iteration von Vorteil,

Das inkrementelliterative Vorgehender automatischenSchrittweitenfindung
fihrt wegen der Anpassung der Steifigkeitsmatrix zu Beginn eines jeden
Lastschrittes auch beim modifizierten Verfahren schlieflich auf eine sin-
gulidre Steifigkeitsmatrix, Dies laft sich im Prinzip vermeiden, wenn die
Steifigkeitsmatrix wihrend der letzten Lastschritte konstant belassen wird.
Das kann dann jedoch Konvergenzschwierigkeiten ergeben, weil die ver-
wendete Steifigkeitsmatrix von der Tangente zu sehr abweicht, Welches
Verfahren im einzelnen zu verwenden ist, hingt davon ab, ob die Nicht-

linearitét oder die Singularitit dominiert (siehe auch Abschnitte 2, 3 und 4. 3).
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5. Brmittlung kritischer Lasten iiber Reihenentwicklungen der

nichtlinearen Stabilitdtsgleichungen

Im Abschnitt 4 wurden Moglichkeiten untersucht, die eine vollstindige L5~
sung des nichtlinearen Stabilitdtsproblems erlauben, Da diese Verfahren
einerseits sehr rechenintensiv sind und andererseits teilweise zu numeri-
schenSchwierigkeiten fiilhren, wird im weiteren versucht, brauchbare Nihe-
rungslosungeniiber Reihenentwicklungen aufzufinden, Das Vorgehen ist da-
durch gekennzeichnet, dafl charakteristische Groflen des Vorbeulzustandes
entweder ausgehend vom unbelasteten Zustand (0) oder von einem auf nicht-
linearem Weg erreichten Gleichgewichtszustand (1) durch Potenzreihen
dargestellt werden (Bild 5. 1), Die Stabilitdtsuntersuchung der so angeniher-

ten Vorbeulzustédnde liefert dann einen Naherungswert fiir die kritische Last.

linear
ey ;Zl ,Quadratisch "R linea;;//quadmtisch
/’/{ exakt ///{K Nexakt
1/
1/
R4
0 ™y e "y

Bild 5.1: Reihenentwicklung des Vorbeulzustandes

Im Hinblick auf die Realisierung der Verfahren in der Methode der finiten
Elemente (bzw. finiten Differenzen) scheint es wegen des numerischen
Aufwandes sinnvoll, sichauf Reihenentwicklungenbeziiglich des Ausgangs-
zustandes zu beschré‘lﬁken, ein Vorgehen, das unter der Bezeichnung
"Anfangsstabilitdtsanalyse' bekannt ist. Je nach Anzahl der betrachteten
Reihenglieder bzw. der Art der Annahmen bezliglich des approximierten
Vorbeulverhaltens koénnen in Anlehnung an Tafel 4.1 klassische, lineare
und nichtlineare Anfangsstabilitdtsanalysen unterschieden werden. Wiahrend

das klassische und lineare Vorgehen von Reihenentwicklungen bis zu den
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linearen Gliedern ausgeht, sind fir den nichtlinearen Fall mindestens die

quadratischen Terme zu berilicksichtigen.

Die klassische Analyse zeichnet sich weiterhin durch die Vernachldssigung

der Anfangsverschiebungsmatrix K g 2us.

5.1 Klassische und lineare Anfangsstabilitidtsanalyse

5.1.1 Stabilitdtsuntersuchungen

1, Ableitung der Eigenwertgleichungen

Ausgehend von der Bedingung fiir indifferentes Gleichgewicht (Gl. (3.2))
und der Aufspaltung der Tangentensteifigkeitsmatrix nach Gleichung (2. 30)
bzw. Gleichung (2. 31) sind kritische Punkte durch die Gleichungen:

K K K K K .
L oK, (| u) v oKy ()1 Ty - 0 (5.1)
0 K K K K K B
[OKe+ oKy CTu) + OKg(OS)]- v = 0 (5.2)
festgelegt.

Mit Hilfe der Gleichungen (4.7) und (4. 8) folgt daraus:

0 K K K K -K B

[OKe + OKu( u) + OKg (Cu)l-vy =0 (5. 3)
-0 K, L K K, NL K 2. K L K K NL K 2.. K
LOKe+OKu( u)+0Ku ( )+0Kg( ) OKg Cu™)]l-v =0

(5.4)
Uber die Reihenentwicklung fiir die Vorbeulverschiebungen eines beliebigen
Zustandes:

m mx-(l) my2 @ oms G, (5.5)

ergeben sich die Verschiebungen des kritischen Grundzustandes:

1 (2 (3)
Ky - K)\-(u)+K)\2-U)+K>\3~U + ... (5.6)

Das Einbringen dieser Verschiebungen in die Gleichungen (5.2) und (5. 3)

fihrt bei Beschrinkung auf die linearen Terme zum Eigenwertproblem:



0 1oL Dk B
|:OKe +)\k1ass'OKg (ull vklass =0 (5.7)

der (erweiterten) klassischen Anfangsstabilitidtsanalyse bzw. zu:

K

(1)
g(u ))]~Kv . =0 (5. 8)

1
0 u 0

dem Eigenweriproblem der linearen Anfangsstabilitit,

InGleichung (5. 7) wurde dabeider Anteil der Anfangsverschiebung in % K e
weggelassen, d.h, %Ke durch gK e ersetzt. Die Indizierung der Higen-
werte) und Eigenvektoren v dientdabeizur Kennzeichnung der unterschied-
lichen N&herungsstufen der Vorbeulverschiebungen (klass - klassische,
lin - lineare Approximation), Um Verwechslungen mit einem spiter ein-
gefiihrten weiteren linearen Eigenwertproblem zu vermeiden, wurde in
Gleichung (5, 8) der Lastparameter in ® umbenannt, Der Néherungswert fir
die kritische Last berechnet sich fir die beiden Niherungen zu:

Kgp 1

klass - )\klass' R (5.9)

K
R lin

1
=
)

(5.10)

Zur Beurteilung dieser Ndherungswerte werden die Eigenwertprobleme fiir
begleitende Mafinahmen herangezogen, Fiir das klassische Vorgehen gilt

nach Gleichung (4. 25):

v = 0 (5.11)

K o+ ™Mk« Pk %y =0 (5.12)

Ein Grenziibergang fir m 2 0 zeigt, daBl die Eigenwertgleichungen (5.11)

und (5. 12) unmittelbar in die Gleichungen (5. 7) und (5. 8) tbergehen.

Damit konnen die Nédherungswerte der linearen Anfangsstabilitdt identifi-
ziert werden als die kritischen Lasten entsprechender begleitender Maf3-

nahmen bei Belastungsbeginn,
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SR(™y) 6L{sM)

klass \J

"R{mu)

[

-~ _K KR-—[

SR{™u) GL{5.12)

e

K

"R (™u}

3
o

i

Bild 5.2 . Anfangsstabilitdt- Begleitende Maflnahmen

Diese Riickfihrung der Ergebnisse erlaubt eine Beurteilung der beiden

Anfangsanalysen mit Hilfe der Beispiele nach Abschnitt 4, 2. 2.

2. Zusammenstellung der Rechenschritte

Berechnung der linearen Anfangsverschiebungen

Losen des Eigenwertproblemes (Gleichungen (5.7), (5. 8))

0" e >\klass. OKg

1o, M o D g
e lin "0 u g )

oder: [gK +un.. (LK (u)+0K

(klass.
Vorgehen)

(lin,
Vorgehen)

Niherung fiir den kritischen Zustand (Gleichungen (5.6), (5.9), (5.10))

K B 1
Rklass - )\klass'

K _ 1 K -
oder: Rlin = %1in R , u.. Mo,

R

(klass,
Vorgehen)

(lin,
Vorgehen)
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3, Beispiele

Zum zusétzlichen Vergleichder beiden Vorgehensweisen wird eine Gruppe
von Kreisbbgen unter Gleichflichenlast betrachtet. Durch die Verédnderung
des Bogenparameters A (Bild 5. 3) ergeben sich Systeme mit unterschied-
lichem Vorbeulverhalten, dessen Einflufl auf die Ergebnisse der Anfangs-

stabilitétsanalyse untersucht werden soll,

System [50 ] ,[70]

¢ = 10°, t=4
. 2H

A=Y

5 _|2H 1252

R ‘[Tn’f —“Ets} R
\L_ﬁﬁ,,,,J

zu 1,0 gesetzt

Diskretisierung NISA [ 18]

20 Elemente "plane stress”

Bild 5.3: Kreisbogen unter Gleichlast

In Bild 5.4 sind die Last-Verschiebungskurven und die kritischen Punkte
fiir den Parameterbereich 3 <. A < 22 eingetragen. Die verschiedenen

Parameterwerte fiilhren dabei zu folgendem Stabilitétsverhalten:

N o= 2 Spannungsproblem.

A= 03,4 Symmetrisches Durchschlagen,

AN =5 Durchschlagen mit Verzweigung im instabilen Nachbeul-
bereich.

N = 8 Verzweigung mit antisymmetrischer Eigenform.

Die Nichtlinearitit der Vorbeulverschiebungen nimmt mit
wachsenden A. - Werten ab, bis schlieBlich ein quasi-1li-

nearer Vorbeulzustand erreicht wird.
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2.2

2,04

1,8+ A=10,

1,6+

1,24

044

02| 8

00— r T T T . T T

Bild 5.4 : Kreisbégen : Last- Verschiebungskurven
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In Tabelle 5.1 und Bild 5.5 sind die Ergebnisse der klassischen bzw, der
linearen Anfangsstabilititsanalyse den kritischen Lasten und Eigenformen
der vollstdndigen nichtlinearen Stabilitidtsuntersuchung gegeniibergestellt.
Die Zeiger s bzw. a weisen auf symmetrische bzw, antisymmetrische Ei-
genformen hin, (Die kritischen ILasten nach [50] beziehen sich dabei auf

eine Druckbelastung, )

4. Beurteilung der Stabilitatsunters uchung

a) Kritische Last

Das klassische Vorgehen (Gleichung (5.7)) liefert nach bisherigen Er-
fahrungen stets zu hohe Niherungswerte fiir die kritische Last., Auf
diesen Effekt der Linearisierung des Vorbeulzustandes haben bereits

Kerr/Soifer [57] hingewiesen.

Die Beriicksichtigung der Anfangsverschiebungen nach Gleichung (5. 8)

kann dagegen auch in Unterschitzung der kritischen Last miinden,
b) Beulformen

Uberschneidungen der Néherungswertkurven begleitender Mafinahmen

fihrenbei Anfangsstabilitdtsbetrachtungen zu fehlerhaften Beulformen,

Da das klassische Vorgehen (Gleichung (5.7)) meist schlechtere Nihe-
rungswerte ergibt und hdufiger zu U'berschneidungen neigt, wird (aufler
bei konzentrierten Lasten) das um die Anfangsverschiebungen erwei-

terte Eigenwertproblem nach Gleichung (5. 8) vorzuziehen sein.

Wie die Bewertung der Nidherungslasten und Beulformen zeigt, istes trotz
der Bemiihungen um brauchbare Anfangsniherungen erforderlich, die Er-
gebnisse kritisch zu betrachten, Im weiteren soll daher gekldrt werden,
unter welchen Voraussetzungen Anfangsstabilitits untersuchungendie kriti-

sche Last und die Versagensform eines Systems brauchbar wiedergeben,

5.1.2 Nachlaufberechnungen zur Kontrolle

Ausgehend von den Ergebnissen der linearen Bigenwertprobleme nach Gl,
(5.7) bzw. (5. 8) wird iber Nachlaufberechnungen kontrolliert, ob die Vor-

aussetzungen, die diesen Gleichungen zugrunde liegen, am betrachteten
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System ertfillt sind. Eine solche Untersuchung erfordert die nihere Betrach-

tung der Eigenschaften der Vorbeulverschiebungen.
Drei Aspekte erscheinen dabei wesentlich:

a) Die GroBeder Vorbeulverschiebungen des kritischen Grundzustandes

Die klassische Stabilitdtsuntersuchung setzt vernachlédssigbare, die

lineare Theorie kleine Verschiebungen voraus (Tafel 4.1).

b) Linearitédt der Verschiebungen

Dies ist die grundlegende Annahme fir den Abbruch der Reihenentwick-

lung nach dem linearen Glied:

u = Ma.u (5.13)

Gleichung (5. 13) fordert neben einem linearen Verhalten die Affinitat

(Parallelitit) aller Vorbeulverschiebungszustande.

Weicht das fatsichliche Verschiebungsverhalten vondiesen Voraussetzungen
ab, sowird es zu Fehlschitzungen fiir die kritische Last kommen., Die Be-
urteilung der Ergebnisse einer Anfangsstabilitidtsanalyse erfordert also die

Kenntnis der genanntenb Eigenschaften. Da deren genaue Ermittlung eine

geometrischnichtlineare elastostatische Rechnung bis zum kritischen Punkt
voraussetzt, soll versucht werden, iiber Niherungen brauchbare Aussagen
zu gewinnen, Zur Abschiitzung der Eigenschaften "Iinearitdt" und "Affini-
t4t" ist neben den linearen Vorbeulverschiebungen auch eine Approximation
der nichtlinearen Anteile notwendig. Erstes Ziel wird daher die Ermittlung

verbesserter Vorbeulverschiebungen sein,

1. Genidherte Ermittlung der Vorbeulverschiebungen

a) Reihenentwicklung der Vorbeulverschiebungen

In der Gleichgewichtsbedingung

R = F (u) (5.14)
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werden Uber Tafel2. 2 die verallgemeinerten inneren Krifte in ihre Finzel-

anteile aufgespalten.

m

. m m m
Ro= oF; Cuy+ 0F, Pu® + TF, (Mu’) (5.15)
. . . m m x : . 0
Die lineare Funktion 0 F1 ("u) 146t sich dabei durch OKe darstellen,
m m .0 . m
OFl( u) = OKe u (5.18)

Das EHinsetzen der ersten Reihenglieder flir die Vorbeulverschiebungen

(Gleichung (5.5)):

mpooomy Ll (5.17)
(1) (1)
und: 1F (u) = OK u
0" 1 0 e
(5.18)
L@ @
of 1 (u) = K -

die Bestimmungsgleichungen fiir die Reihenglieder. Der Abgleich der mit

gleichen X - Potenzen behafteten Terme ergibt fiir:

0 0 £
A OKe' u = R (5.19)
(2) (1)
1 0 ) 1 2
) OKe Sy = - OFZ (u”) (5.20)

Damit ergeben sich die approximierten Vorbeulverschiebungen zu:

(1) (2)
muquad I - m)\Z. u (5.21)

Zusammenstellung der Rechenschritte

Ermittlung der Reihenglieder u , u
0 (1 g
0 K e U T R
o, @ 1 (1
oKe u = - gF, (w7
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Néherung der Vorbeulverschiebungen

b) Darstellung der Vorbeulverschiebungen durch Eigenvektoren

Diese Approximation der Vorbeulverschiebungen geht auf Besseling f12]

zuriick,

Der grundlegende Gedanke ist die Aufteilungder nichtlinearen Gesamtver-
schiebungen in einen Anteil, der durch die Eigenvektoren des klassischen
Eigenwertproblems dargestellt wird und einen zweiten Anteil, der ortho-

gonal zudiesen steht, Ausgehend von der Berechnung der linearen Anfangs-

verschiebungen:
0 g
oKe- W~ R

(1)
2‘ cu)l- By -0

klass, i

9%  +

1
0 e klass, i OK

werden die Anteilskoeffizienten OLi der Eigenvektoren am Vektor der linea-

ren Verschiebungen ermittelt.

1)
Kt 0 -
Klass,i ofe ¥ T % (5.22)
S e
IR

Als Normierungsvorschriften werden in [5]:

1) (1) (1)
Wi 0% s Wt TR = (5.23)
0 e
K t 0 K
: . . =1 .24
und vklass,i OKe vklass,i (5 )
vorausgesetzt,

Uber eine Reihenentwicklung der Vorbeulverschiebungen bis zum quadrati-
schen Glied ergeben sich nach Besseling [12] (unter Verzicht aufl )die Her-
leitung) die Vergrofierungsfunktionender zuden Verschiebungen U affinen

Anteile OLi- K zZu:

vklass,i
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Xklass,i o my
-
klass, i

Die verbleibenden orthogonalen Anteile:

o K
uorth a vo- ai- vklass,i

sind dagegen linear weiter zu vergrofern (Kriterium nach Kloppel/Lie).

Durch Zusammenfiigen dieser Einzelanteile erhilt man die gendherten nicht-

linearen Vorbeulverschiebungen:

A
m ~ klass, i m, K m,
uquad _m » OLi vklass,i * A uorth
klass, i

(5.25)

Zusammenstellen der Rechenschritte

[0 \ 1, L (). K

K.t 0, K
klass,i 0 e klass, i
(L o (1)
. = 1
u OKe u
L)y o K
OLi B v OKe' vklass,i

orth i vklass,i


ibbaf
Textfeld


- 126 -

Néherung der Vorbeulverschiebungen

X
m klass, i m K m
B L . T | + A
uquad X m i klass, i Yorth

klass,i

Numerische Vergleiche zeigen, daBl beide Ndherungen die nichtlinearen Vor-

beulverschiebungen in etwa gleichwertig approximieren,

Da die Niherung nach Besseling von der Losung des Eigenwertproblemes
nach Gleichung (5.7) ausgeht, werden die entsprechenden Vorbeulverschie-
bungen vorzugsweise zur Beurteilung der Ergebnisse der klassischen Sta-

bilitdtsuntersuchung heranzuziehen sein,

2. Abschéitzung des Verschiebungsverhaltens

Mit Hilfe der Approximationder nichtlinearen Vorbeulverschiebungensollen
nun die maBgebenden Eigenschaften abgeschétzt und anschliefiend zur Be-
urteilung der Brauchbarkeit der Anfangsanalysen herangezogen werden, Zu
diesem Zweck werden Faktoren (Kennwerte) eingefiihrt, die Mafle fiir die

Abweichungen von den vorausgesetzten Systemeigenschaften darstellen,

Ausgehend von den linearen kritischen Verschiebungen

K _ (1) K B 1)
Uin Xklass u o, U, = A, u (5.26)

und den entsprechenden nichtlinearen Nidherungen nach den Gleichungen

(5.21) bzw. (5.25)

K K

u quad u quad

K K
u quad

( ) (5.27)

",
lin

(A ) (5.28)

u quad klass

(im Sonderfall Otl # 0 muf die Unendlichkeitsstelle von Gleichung (5, 25)

i -> .
durch einen Vorfaktor Xklass z,B. 0,8 )\klass

sich die Definition folgender Faktoren bewéhrt:

umgangen werden) hat

a) Faktor der GroBe der Verschiebungen

£ = — >0 (5.29)
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quadl max die betragsgrofite Ver-

schiebung des Vektors der geniéherten nichtlinearen Verschiebungen,

Dabei ist t die Tragwerksdicke und | Ku

b) Faktor der Nichtlinearitit

K
I P 0 (5. 30)
NL, K :
P, |
lin
(lineares Verhalten: fNL = 0)

Da lokale Verschiebungseffekte das Beulverhalten wesentlich beeinflus -

sen kénnen, wurden flir beide Faktoren lokale GréBen verwandt,
Euklidische Vektornormen sind hier weniger brauchbar, weil sie die

6rtlichen Effekte zu stark 'verschmieren',

c) Faktor der Nichtaffinitit

_ K. 0 K.
fNA =1 Yquad OKe' Ylin (5.31)
Die Vektoren U sind tber die Normierungsbedingungen
K-t .0 K G - 1
quad 0 e quad
(5.32)
Kot 0 K=
u - K - =
lin 0 e lin L
festgelegt,
Bei vollstédndiger Affinitét zwischen ~U_, und " u ergibt sich
lin quad
fNA = 0 bzw. bei Orthogonalitit der beiden Verschiebungsvektoren
= <
fNA 1 (0= fNA 1).

Mit zunehmender GréBe der durch die Einzelfaktoren ausgedriickten Ab-
weichungen vom zugrunde gelegten Verschiebungsverhalten werden die
Voraussetzungen zur Gultigkeit der Eigenwertprobleme immer mehr
verletzt. Zielist nun, zuldssige f - Werte festzulegen, fiir die die Er-
gebnisse der Anfangsstabilitdtsanalysen noch als brauchbar anzusehen

sind. Da sich die Faktoren gegenseitig beeinflussen, erscheint ein
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multiplikatives Zusammenfiigen der Einzelmafe zueiner Gesamtabweichung

fiir das praktische Vorgehen als der einfachste Weg,

f = fGV. fNL. fNA (5.33)

Da die drei mafBigebenden Verschiebungseigenschaften unmittelbar mitein-
ander zusammenhéngen, wird i.a. die Méglichkeit vermieden, da durch
das Verschwinden eines TeilmafBles die Gesamtabweichung Null wird, Ein
additives Zusammenfiigen vermeidet diese Problematik a priori - sie er-

fordert jedoch eine Wichtung der einzelnen Eigenschaften.

d) Kennwert fq

Als zusétzliche Moglichkeit zur Charakterisierung des Verschiebungsver-

haltens bieten sich die Oti nach Gleichung (5. 22) an,

Aus Gleichung (5.25) ist ersichtlich, daf diese Werte die nichtlinearen
Anteile der approximierten Vorbeulverschiebungen darstellen, Sind alle
OLi-Werte Null, so ergeben sich dort lineare Vorbeulverschiebungen, Das
Systemversagentritt dann iber Verzweigungen des linearen Vorbeulpfades
ein. Nichtverschwindende oti~Wer’te zeigen dagegen Durchschlagspunkte fir

die zugehorigen Lastparameter A an, Die zum Durchschlagenfihren-

klass,i
den Nichtlinearitdten werden umso ausgeprigter sein, je gréBfer die ent-

sprechenden oti-Wer‘te sind (Bild 5. 6), Mit zunehmender Entfernung eines

Eigenwertes A . vomniedrigstenkritischen Eigenwert A wird

klass, i klass, 1
jedoch der Einfluf der damit verbundenen Nichtlinearitit abgeschwicht,

Dieses Verhalten legt die Definition eines Kennwertes foL der Form

A
t = ool s (5.34)
1

nahe. Er drickt sowohl nichtlineares als auch nichtaffines Verhalten aus.
In seiner urspriinglichen Form gilt er fiir die Eigenvektorendes klassischen

Eigenwertproblems (fOL =f (r ).

o ' klass
Im erweitertenSinn kénnen zu seiner Berechnung in Gleichung (5.22) auch
die Eigenvektoren der linearenStabilitdtsuntersuchung nach Gleichung (5. 8)

.

eingesetzt werden (fcx = fa (Klin
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3. Beispiel: Kreigsbdgen unter Gleichlast

InTafelb.2 sind die Faktoren fGV’ fNL’ fNA und die Gesamtabweichungen f
und fon fiir die Familie der Kreisbogen zusammengestellt, Der Vergleich
mit den kritischen Lasten der Anfangsstabilitidtsanalysen nach Tafel 5,1
zeigt, daff die Werte f und fcc die gleiche Tendenz aufweisen wie die Fehler

der kritischen Lasten.

4. Brauchbarkeit der Anfangsstabilititsanalysen aufgrund numerischer

Erfahrungen

Das an den Kreisbdgen beobachtete Verhalten der Faktoren 146t die Mog-

lichkeit offen, die Brauchbarkeit der Anfangsstabilitdtsuntersuchungen mit
Hilfe von Grenzwerten fiir £ und fOL zu beurteilen. Zur Festlegung oberer
Grenzwerte wurdenbisher ca. 40 Tragwerke untersucht und die Fehler der
Anfangsniherungswerte mit den Kennwerten f und 1°OL verglichen., Dabei
zeigte sich, daB man mit Hilfe der Abschétzung der charakteristischen
Verschiebungseigenschaften offensichtlich in der Lageist, den Anwendungs-

bereich der Anfangsstabilitdtsuntersuchungen sinnvoll einzugrenzen,

Beieiner Fehlerschranke von § % fir die Anfangsschétzlasten ergeben sich

folgende Grenzen fiir die f- Werte:

) < 0,1 (5. 35)

f < 0,0005 und f |

< .3
a Klin) 0,4 (5.38)

Sind jeweils beide Bedingungen erfiillt, so kann bei Akzeptierung der Feh-
lerschranke die Stabilitdts untersuchungnach der Anfangsstabilitdtsanalyse
abgebrochen werden. Obwohl diesen Grenzwerten bereits eine groBere
Anzahlverschiedener Systeme zugrunde liegt, scheint fiir eine endgiiltige

Festlegung die Untersuchung weiterer Tragwerke ratsam.
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m m
! R
)\klass,:)
Koss, Mdass.2 / Em
=
5
_II_
g
)lklassﬂ
IOLI ansteigend
"y "y
Bild 56 : Motivation fur den Faktor f -
A r foy fue fun f f,
3 395 0,630 0,41 0,0128 0,00330 0,961
4 527 0,695 0,40 0,0120 0,00333 0,983
5 658 0,650 0,36 0,00994 0,00232 0,854
6 790 0,555 0,30 0,00752 0,00125 0,708
8 1050 0,430 0,23 0,00475 0,00046 0,453
10 1315 0,350 0,19 0,00325 0,00021 0,312
12 1580 0,285 0,16 0,00239 0,000 0,236
14 1840 0,255 0,15 0,00186 0,00007 0,199
18 2370 0,202 0,4 0,00126 0,00003 0144
22 2896 0,159 0,13 0,000955 0,00002 0,120

Tafel 5.2 : Kreisbogen ( Faktoren zur Abschatzung der Eigen-
schaften der Vorbeulverschiebungen)
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Es seidarauf hingewiesen, daBdem Grenzwert f der klassischen Anfangsana-
lyse (Gleichung (5.35)) die Naherung der Vorbeulverschiebungen nach Glei-

chung (5. 25), dem der linearen Anfangsanalyse dagegen die Approximation
\ nach Gleichung (5.21) zugrunde liegt. Durch diese unterschiedlichen Vor-
beulverschiebungen wird der erweiterte Anwendungsbereich des linearen

Vorgehens nur durch fa angezeigt.

Neben dem beschriebenen Verfahrenist die Abschitzung der Brauchbarkeit
von Anfangsstabilitdtsuntersuchungenauch iiber den direkten Vergleich der

kritischen Lasten aus klassischer und linearer Anfangsanalyse moglich. .

Weichen die kritischen Lasten beider Analysen maximalum 5 % voneinander
ab, sokannim Rahmendieser Fehlerschranke die kritische Last der linea-

ren Anfangsanalyse als die tatsichliche kritische Last angesehen werden.

Als weitere Moglichkeit der Absch#tzung erscheint auch der normierte

Ausdruck fir die Ungleichgewichtskrifte

K K
Ry, - F (Pup )l

15R |

als ein brauchbarer Kennwert,

5. EinfluBder charakteristischen Eigenschaften der Vorbeulverschiebun-

gen auf die Ergebnisse der linearen Anfangsstabilitdtsanalyse

me mit abnehmender Tangentensteifigkeit) zu Uberschatzungen der kriti-
schen Last durch lineare Anfangsanalysen., Die Ursache dafiir ist in der
Unterschétzung der tatséchlichen Verschiebungen durch die lineare Approxi-
mation zusuchen, Mit steigender Nichtlinearitit alleine sind somit immer

starkere Uberschitzungen zu erwarten,

den. Unterschétzungenergebensich, wenn die Anfangsverschiebungen eine
Uberhthte Stabilitdtsgefdhrdung anzeigen, es dem System bei Laststeige-

rung aber gelingt, sich dieser geféhrdeten Situation durch Umlagerung des


ibbaf
Textfeld


- 132 -

Verschiebungsfeldes zuentziehen (stabilisierende Nichtaffinitit), Zu Uber-
schétzungen kommt es, wenn das System éusgehend von den Anfangsver-
schiebungen durch Umlagerungen verstirkt in die stabilititsgefihrdete
Konfiguration gedringt wird (stabilitdtsgefihrdende Nichtaffinitat), Anzu-
merken ist, daf der Kennwert fNA’ wie er in Gleichung (5, 31) definiert
wurde, nur die Nichtaffinitdt selbst feststellt, jedoch nicht deren stabili-

sierenden oder stabilitdtsgefdhrdenden Charakter,

Ob bei gleichzeitigem Zusammenwirken der Eigenschaften Nichtlinearitit
und Nichtaffinitdt die kritische Last zu hoch (Bilder 4. 13, 4.14) oder zu

niedrig (Bilder 4.15, 4.186) geschétzt wird, hidngt also von der Art der
Nichtaffinitétab, Zeigtsichbeiausgeprigtem nichtlinearen Verhalten, dal

der Anfangsniherungswert mit der tatséichlichen kritischen Last praktisch
ibereinstimmt, so deutetdas darauf hin, daf die Uberschéitzung aus Nicht-
linearitdt durch einstabilisierendes nichtaffines Verhalten gerade kompen-

siert wird,

Fir starke Unterschitzungen (Beispiel 5, Abschnitt 4. 2. 2) sind demnach
stark stabilisierende Nichtaffinititen verantwortlich. Sie konnten bisher
nur an kontinuierlichen Systemen mit konzentrierten Lasten beobachtet

werden,

5.2 Nichtlineare Anfangsstabilitiitsanalyse

Sind die Eigenschaften Nichtlinearitst, GréBe der Verschiebungen und
Nichtaffinitdt so deutlich ausgeprigt, dafl weder eine klassische noch eine
lineare Anfangsstabilitétsanalyse ausreicht, so konnen in einer nichst
héheren Approximationsstufe Reihenentwicklungenbis zuden quadratischen

Gliedern herangezogen werden,

5.2.1 Reihenentwicklung fiir die Vorbeulverschiebungen, die Beulform

und die potentielle Energie

Diese Form der Reihenentwicklung geht auf Masur /Schreyer [ 70] zurick,
die auf analytischem Wege Anfangsstabilitétsuntersuchungen durchfiihren,

Die Ableitunghier folgt teilweise Glaum/Belytschko/Masur [50], die eine
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vereinfachte Form des Konzeptes in der Methode der finiten Elemente ver-
wirklichen, Ziel hier ist, das allgemeine Konzept von Masur /Schreyer auf
die Schreibweise der FE umzuformulieren und seine Leistungsfihigkeit an

Beispielen aufzuzeigen,

1. _Ableitung der Gleichungen

Der Ableitung liegt das Indifferenzkriterium in der Formulierung des Prin-

zips der virtuellen Verschiebungen (Tafel 3. 1) zugrunde,

N, N

o U 0 (5.37)

Ix\lrn stellt die potentielle Energie des Nachbarzustandes dar. Die fiir die
Stabilitétsuntersuchung malfigeblichen (in v quadratischen) Terme ergeben
sich zu:

N

Kot K, K
n n

T o= % v K -y (5. 38)
Inder totalen Lagrange-Formulierung (n = 0) kann die inkrementelle Gesamt-
steifigkeitsmatrix I;K aus Gleichung (5. 4) entnommen werden, Normiert
man den Beulmodus Ky (iiber den linearen Anteilder geometrischen Matrix)
zu:

Kot K, L (1) x

V-OKg(u)~ v‘= -1 (5.39)

und addiert diese Gleichung mit dem Lagrange-Parameter Kq als Nebenbe-

dingung zur Funktion 1311, so folgt:

(1)
o, No _ Kt Ky K K K t K,L K

0" 0 v o+ q-(v-OKg(u)- vV + 1)

Die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines indifferenten Gleichgewichts -

zustandes geht dann {iber in:

N ON_
6017—0

bzw. nach Ausfihren der Variation:

N, N. K.t K K K K.t K - x
= v -TK - . . .
& OTr 0 87V + g v OKg(u)é v
(1)
+6Kq-%-EKVt~I§K§(u)-Kv + 1] (5. 40)
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o K vV : beliebige zuldssige Variation von K vV (d.h. sie muB die kinemati-

schen Gleichungen erfiillen und den geometrischen Randbedingungen genii-
gen),

Die Vorbeulverschiebungen U, der Beulmodus V undder Lagrange-Para-

meter q werden nun ausgehend vom Grundzustand nach Potenzen des kriti-

schen Lastparameters K)\ entwickelt:

Ky - Ky Q2 @ (5.41a)
0 1) 2

Ky . (v) + Ky (v + Ky2 ~(v) + ... (5.41b)
0 1 2

Kq = (q) + KX -(q) + KKZ -(q) + ... (5. 41c)

Das Einsetzen dieser Reihenentwicklungenin Gleichung (5. 40) fithrt auf ein
Polynom in A, Der Abgleichder Potenzen : 0, . und 22 filhrt zuden folgen-

den drei Beulgleichungen:

10, éKvt'{gKe N (g)'(l) ;((‘1]))} (3) .

A1 f’K"t‘{[gKe . (g)_ (1)K§ ((‘11))] (‘11) .
o)k (W D (W = o

22, 5K"t'“3Ke . (‘?1)'(1)'(:; ((}J))] (3) .\
foe ) Lkt s Tl e el @3 s
[éKIgJ s cKaE (&2 . 1K§L 02 -
U (W1 = o

Aus dem Abgleich der Nebenbedingung ergibt sich bel den konstanten Ter-

men:

(O)t'

1, L
. = . .42
v OKg (u): v 1 (5.42)

bzw. aus den in » linearen Termen die Orthogonalititsbedingung:
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©}x 1 1 (1) (1
-OKg (u)-v

i (i)
Zielistes, aus diesen Gleichungen die Reihenglieder (v) und q zu bestim-

= 0 (5.43)

men,

) (0 (0)
a) Bestimmung von g und v

Die erste Beulgleichung:

(0)
Kyt 0, (0

8 1
0 e 0

KL
g

ist fir beliebige & K V stets dann erfiillt, wenn

© 1 1 (1) (0

oKe q-OKg (u)l-v =0 (5. 44)
gilt. (Diese Beziehungist identisch mit der EW-Gleichung der klassischen
Stabilitdtsanalyse nach Gleichung (5.7).)

(1) (1

Die aus der ersten bzw. zweiten Beulgleichung folgenden Vektorgleichungen
1 0
werden mit (v) bzw. (v) vormultipliziert und voneinander subtrahiert, Mit

1
Hilfe der Normierungsbedingung ergibt sich (q) daraus zu:

1 0 1 0
(q) - 1 (V)t'(l)KE ((u)) -(v) (5. 45)

(1
Der Vektor V' ergibt sich dann aus der zweiten Beulgleichung:

(0) (1 ()
[oKe + oKy (W) v =
1 (1) (1) (0) '
tas )kl e feE (D (5. 46)
c) Bestimmung von q und (3)

Die Bestimmungsgleichung fir ((%) erhdlt man, wenn die aus der ersten

(0)

2
bzw. dritten Beulgleichung folgenden Vektorgleichungen mit (v) bzw. v

vormultipliziert und voneinander subtrahiert werden.

(2) (1) (1) (0) (0) (1)
q = Vt'éKi‘(u))vv + vt-[(l)Kll:TL(uz)+
1, NL (Do 11, (2) 11 (2) (o)
oKy (U + gk (U gk S u)d- v (5.47)
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(2)
Der Vektor v folgt aus der dritten Beulgleichung zu:

0 0) ¢ 1, (1) _(2) (1) (1 1

D0k, + o bkl (3 s ra e gk (W bl G
1, NL e 1 N (D 1L (2) L@ (@) 1 g, (1) _(0)
-[OKu (u)+OKg (u)+ Ko (u)+ Kg( u)+ q'OKg(u)]-v
(5. 48)

Der Lagrange-Parameter q kann mit Hilfe von Gleichung (5. 40) identifiziert
werden, Die aus dem Verschwinden des ersten Teils dieser Gleichung fol-
gende Vektorgleichung wird mit K vV multipliziert, Unter Berilicksichtigung

der Gleichungen (5.39) und (5. 38) folgt dann:

K, - Kvt,léK,Kv - . 1:)111

d.h. der Lagrange-Parameter entspricht der potentiellen Energie.

Mit Hilfe der Reihenentwicklung fiir q (Gleichung (5. 41 c)) ergibt sich we-

K K
gen K- v =0
(0) (1) (2)
Kq = q +Kk~q+K>vq + ... =0 (5.49)
K N_ . s :
("g=2- OTT = (: siehe auch Kriterium von Timoshenko, Tafel 3.1).

Die Niherungswerte fir den kritischen Lastparameter ergeben sich damit

als Loésungen der obigen Gleichung,

Klassische Néherung

Die Vernachlissigung der Anfangsverschiebungen fiihrt in Gleichung (5. 45)

zur Vernachlissigung der Anfangsverschiebungsmatrix, und es folgt:
(1)
q = -1

Der Abbruch der Reihe nach Gleichung (5. 49) liefert dann:

)Lklass (1) (5.50)

das Ergebnis der klassischen Anfangsstabilitdtsanalyse (Gleichung (5. 7)).
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Lineare Néherung

Die Bertcksichtigung linearer Vorbeulzustinde ergibt dagegen:

(8)
)\hn = - (—ﬁ (5.51)
q
Quadratische Naherung
Aus dem Abbruch nach dem quadratischen Glied erhilt man:
1 (1) 1/(1)2 (0) (2)
x = — - - . .
quad B L-aq + a 4- q-q 1 (5.52)
2 . q
2, Zusammenstellung der Rechenschritte
Berechnung der Reihenglieder fir die Vorbeulverschiebungen
(Gleichungen (5.19), (5.20))
0 1
OKe u = R
0 (2) 1 (1)
OKe u = - 0F2 (u”)
Brzeugen der Systemmatrizen
1, (1) 1, L (1) 1, NL (12 1, NL (1)2
oKy (u), OKg(u), K, (w7, Kg (u’),
1, L (2) 1, L (2)
OK u (u) , 0K g (u)

Losen des Eigenwertproblemes (Gleichung (5. 44))
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(1)
Ermittlung von g (Gleichung 5. 45))

) Oy 1,1 (1) (0
oKy .

Eigenvektor der linearen Approximation (Gleichung (5. 486))

L (1) - (0)
K, :

1
0
Die Gesamtlésung dieses singuldren Gleichungssystems wird zusammenge-

(
setzt aus der allgemeinen Lésung des homogenen Systems V' und einer par-

tikuldren Losung der inhomogenen Gleichung v,
1
v

Der Faktor 8 ist durch die Orthogonalitdtsbedingung (Gleichung (5. 43))

(0) (1
v éKg (u)-v) = 0
festgelegt zu:
Oy g, (1) (1)
B = v ng (u)- v

(2)
Parameter q (Gleichung (5. 47)

IR 1) ()

q = Vt'(l)KlI; (u)- v =+
(0) (1) (1) (2) @) _ (0)
v gk Cuh e gk () s (K )+ K (00

Abschétzen des kritischen Zustandes (Gln, (5,50), (5.51), (5.52), (5. 41a))

(0) 1 (0)
= q, KR = A "R, Ky =y
klass klass klass klass
(0)
.9 K . 1 K - (1)
Min T Q@Y Rin = Mns Row TUg = A v
q
(0) (1)
KV = VvV + A v
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)\quad . ;%((2; . (é)i (é)z >y (g)‘(é) 1 Kunad: Xquad' lR
" uquad ) Xquad ' (‘1‘) * thluad ‘ (i)

quuad - (3) + )\quad‘(\ll) + quad .(\2’)

3. Beispiele

Zur Veranschaulichung dieser Reihenentwicklung sind in Bild 5. 7 die Ergeb-
nisse der einzelnen Naherungsstufen fiir die Gruppe von Kreisbogen (nach

Abschnitt 5. 1, 1) dargestellt.

4. Beurteilung der Stabilitdtsuntersuchung

Gegeniiber der klassischen Naherung zeigt die lineare Approximation (Glei-

chung (5. 51)) nur fir den symmetrischen Versagensfall genauere Ergebnisse.

Die Beriicksichtigung der quadratischen Reihenglieder fihrt dagegen im

gesamten Parameterbereich zu deutlich verbesserten Niherungswerten,

Im Bereichkleiner /A - Werte (grofie Nichtlinearititen) ergeben sich jedoch

weiterhin erhebliche Abweichungen von den tatsichlichen kritischen Lasten.

Aus diesem Anlafl wird eine weitere nichtlineare Anfangsstabilitdtsanalyse
quadratischer Niherung untersucht mit dem Ziel, einerseits bei gleicher
Niherungsstufe bessere Naherungswerte zu erhalten, andererseits tber
eine Koppelung mit dem bereits dargestellten Verfahren den Anwendungs -

bereich der Anfangsuntersuchungen zu vergroflern.

5.2.2 Beschrinkung der Reihenentwicklung auf die Vorbeulver-

schiebungen und die Beulform

1. Ableitung der Gleichungen

Als Ausgangspunkt der Reihenentwicklung dient Gleichung (5. 4), die eine

Bedingung fiir den kritischen Zustand darstellt,

o R

L K K, NL K 2. K
o U F gK T K

(u) K Cu)- v =0

L K K, NL K 2. K
K +
g 07 g
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Approximiert mandie kritischen Vorbeulverschiebungen durch eine Reihen-
entwicklung beziiglichdes (im weiteren zu » umbenannten) Lastparameters

entsprechend Gleichung (5. 6) zu:

1 2
KU Kn (U) + KKZ (U)
0 1 2
Ky . (v) . K, (v) L K2 (v)+
KV
klass
. ———
KV
lin
K
vquad
g0 ergibt sich:
0 K 1 1L (1) 11, (1)
[oKe * rr oKy (W) + (K" (u))
K2 t NL (Mo 1 onp Mo 1o ) 11, (2)
F T GR T E KCT Cu ) R () K ()
o 1.Xv =0

Der Abbruch nach den linearen Gliedern fiihrt auf das lineare Eigenwert-

problem (Gleichung 5, 8):

(1) (1)
Ko * %y (oK (0 + (K (w1 vy = 0 (5.53)

Die konsequente Beriicksichtigung der quadratischen Terme ergibt dagegen

das quadratische Eigenwertproblem:

(1) (1)
[oKe + *quaa (oK (W) + KT () +
, (1) (1) (2)
xzuad-(ékljl(u2)+éK§L(u2)+éK§(u)+
1,L 2 ok } .
0Kg (u))l Vuad 0 (5.54)
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Diese Gleichungen kénnen auch als Sonderfall aus dem bei Connor/Morin
[29] abgeleitetenallgemeineren Bigenwertproblem gewonnen werden, wenn
dort anstelle eines beliebigen Grundzustandes der Ausgangszustand ver-

wendet wird,

Uber die Eigenwerte Kq ergibt sich die Anfangsn&herung der quadrati-

uad
schen Approximation zu:

K 1
R =

quad " quad R (5.55)

2. Zusammenstellen der Rechenschritte

0 O
oKe' u = R
0 @) 1 (1)2
oKeg U = - OF2 (u™)

Lésen der Eigenwertprobleme (Gleichungen (5.53), (5.54))

0 1o () 1oL D K B
[OKe+ %lin(OKu (u)+OKg (u))]' vlin— 0
(1) (1)
0 1 L 1L
[OKe %quad'(oKu (u) + 0Kg (u))
2 1, NL (12 1 NL (g
R S AT I S AT I
1 L ,(2) 11 [(2) K .
oKy (u) + 0Kg (und: Vquad "
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Ermittlung des kritischen Zustandes

quad Kquad' R ’ B

3. Beispiele

Zur Darstellung der Leistungsfidhigkeit dieser Vorgehensweise wird erneut
die Gruppe von Kreisbdgen nach Abschnitt 5, 1. 1 herangezogen, In Bild 5. 8
sind die Ndherungen der quadratischen Approximation den kritischen Lasten
der vollstdndigen nichtlinearen Stabilititstheorie und den Ndherungswerten

der linearen Anfangsanalyse gegeniibergestellt,

4. Beurteilung der Stabilitdtsuntersuchung

Der Vergleichder Ergebnisse in Bild 5. 7 zeigt, daf die quadratische Nihe-
rung bei ausgeprégtem nichtlinearen Verschiebungsverhalten (kleine A. -
Werte) zu merklich verbesserten Niherungen fiir die kritische Last fiihrt
und die Eigenvektoren Vv im gesamten Parameterbereich mit den tatsich-

lichen Beulformen libereinstimmen,

Inden Bildern 5. 9 und 5. 10 werden schlieflich die linearen bzw. quadrati-
schen Niherungsstufen der beiden Reihenentwicklungen miteinander ver-
glichen, Es zeigt sich in beiden Fillen, daf die Reihe der x-Werte zu deut-
lich verbesserten Niherungswerten fiihrt, ein Sachverhalt, der sich abge-
sehenvonSystemen mit konzentrierten Lastenbei allen bisher untersuchten

Systemen ergeben hat, Trotzdem ergeben die Eigenwerte Kq der quadra-

uad
tischen Approximationim Bereich kleiner .A. - Werte weiterhin nicht uner-

hebliche Abweichungen von der tatsdchlichen kritischen Last,

5.2,3 Koppelung der Reihenentwicklungen

Die Anfangsnidherungen K R aus n bzw, A stellen lediglich bei

quad quad quad
méfRig nichtlinearem Vorbeulverhalten gute Naherungen fiir die kritische

Last dar.

Wie bereits angedeutet, solldaher versucht werden, iiber die Koppelung der

beiden Reihenentwicklungen (nach Abschnitt5, 2. 1bzw. 5, 2, 2)die Anwendung
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der nichtlinearen Anfangsstabilititsanalyse auch bei ausgeprigtem nicht-

linearen Verhalten zu erméglichen,

1, Ableitung der Koppelgleichung

Zur Koppelung werdendie Losungender beiden Reihen aneinandergefiigt und

zu einem gemeinsamen Schnittpunkt extrapoliert.

Reihe der - Werte Reihe der A - Werte
K, K
Koin Aquad W= A X quad )‘lin
— O
A% Ang Dhpegt Ay |
D ot E R gy CORES g ocn{

Bild 5.11: Koppelung der Reihenentwicklung

Zur Festlegung des Schnittpunktes wird die Proportionalitdt der Restglieder
mit der Differenz der Reihenglieder aus linearer und quadratischer Approxi-

mation vorausgesetzt (Bild 5. 12).

A
)‘lin 1
7Wuad - K

N

’” Mopp* ¥ Kopp
W quad il
Wiin 1+

Ndherungsstufe
linear quadratisch

Bild 5.12: Extrapolation zur Koppelung
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A AN
An

P
Rest Rest

Daraus ergibt sich der Schétzwert fiir den Lastparameter:

. - A .

- 3 _ lin %quad quad K1ilr1

KKopp " "Kopp % - % + A - A (5.56)
quad lin lin quad
Die kritische Last ist dann durch:
K 1 1
= . Y .

R Kopp KKopp R Kopp R (5.57)

festgelegt,

Zur Koppelungsvorschrift ist zuerginzen, daB "zusammenpassende'' Eigen-
werte, d. h. Lastparameter mit gleicher Beulform (symmetrisch, antisym-
metrisch, gleiche Wellenzahl, ... ) miteinander zu verwenden sind, Wegen
der besseren Niherungswerte der #-Reihe ist die zum kleinsten Eigenwert
Kquad gehdrende Beulform als maflligebend zur Berechnung der kritischen

Liast anzusehen.

2. Beispiele

Die Anwendung der Koppelgleichung auf die Gruppe von Kreisbdgen ist in
Bild 5. 13 dargestellt. Es zeigt sich, dafl die kritischen Lasten nun auch im
Bereich kleiner /A - Werte, d. h. bei stark nichtlinearem Verhalten, sehr
gut angendhert werden. Der Fehler der Anfangsnidherung betrégt maximal
3, 7%, die Beulform wird im gesamten Parameterbereich richtig vorherge-

sagt.

Zum Vergleich der Moglichkeiten verschiedener Anfangsstabilitdtsunter-
suchungenenthidlt Bild 5. 11 ergédnzend die Ergebnisse des klassischen Vor-

gehens.

Die Verbesserungeninden Vorhersagen sind allerdings mit einem erhdhten
numerischen Aufwand verbunden. Gegentiber der Auswertung der vollstdndi-
gen nichtlinearen Stabilitdtstheorie mit Hilfe inkrementell - iterativer Lo&-
sungsverfahren einschliefllich begleitender MafBnahmen erbringt jedoch die
nichtlineare Anfangsstabilitdtsanalyse betrédchtliche Einsparungen in der

Rechenzeit,
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3. Grenzen des Anwendungsbereiches

Die Beispiele zeigen, daf die Anwendung der Koppelgleichung durch nicht-

lineares Verhalten und grofie Verschiebungen nicht eingeschrinkt wird.

Eine Grenze ergab sichlediglichbei extrem nichtaffinem Vers chiebungsver-
halten. Legt man zur Abschitzung des nichtaffinen Vorbeulverhaltens den
Faktor der Nichtaffinitit nach Gleichung (5. 31) zugrunde, so ergibt sich die

Schranke des Anwendungsbereichs zu f < 0,083,

NA
Im Bereich groBerer Nichtaffinitéten ist die kritische Last tber die voll-

stindige Auswertung der nichtlinearen Stabilititstheorie zu ermitteln,

5.3 Stabilitdtsuntersuchung bei unbekanntem Vorbeulverhalten

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, daB Anfangsstabilititsunter-
suchungendurchaus inder Lage sind, die kritische Last und den Beulmodus
brauchbar abzuschétzen. Damit stehen diese Untersuchungen teilweise in
Konkurrenz mit den Methoden der vollstindigen Auswertung der nichtlinea-
renStabilitétstheorie, und es erhebt sichdie Frage, welches Verfahren zur

Bestimmung des kritischen Zustandes herangezogen werden soll,

Vom Standpunkt der Rechenzeit ist den Anfangsuntersuchungen stets der
Vorzug zu geben. Wegen der beschrinkten Anwendbarkeit solcher Untersu-
chungen sind (bei Systemen mit unbekanntem Vorbeulverhalten) die Eigen-
schaften der Vorbeulverschiebungen abzuschitzen, Mit Hilfe der bereits
festgelegten zuldssigen Grenzen der Faktoren und Kennwerte fiir die An-
wendbarkeit der einzelnen Analysenergibt sich die in Bild 5. 14 dargestellte

Vorgehensweise.

Die Anfangsanalyse zeigt sich auch als sehr wertvoll, wenn die kritische
Last liber die nichtlineare Stabilititstheorie ermittelt werden muf, denn
fir eine sinnvolle Lastinkrementierung ist es erforderlich, mindestens die
GroBenordnung der tatsédchlichen Versagenslast zu kennen, Es ist daher zu
empfehlen, jede Stabilitdtsuntersuchung mit einer Anfangsanalyse zu be-

ginnen.

Analog dem Verfahren nach Bild 5.14 kann die Stabilitdtsuntersuchung

wahlweise auch mit der klassischen Anfangsanalyse begonnen werden.
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lineare Anfangsstabilitdtsanalyse
{ EW - Problem fir % nach
Gl.{58) bzw. (5.53})

Nach laufberechnung zur Ab-
schatzung der Verschiebungs-
eigenschaften ( f, f,) nach

Abschnitt 5.1.2

Nichtlineare Anfangsstabilitdts-
analyse (quadratische Approxi-

. -
mation fur W,
Abschnitt 5.2.2)
Nichtlineare Anfangsstabilitats-
analyse - Koppelung der Reihen-
p—imeny

glieder
{Abschnitte 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3)

Auswertung der vollstdndigen
nichtlinearen Stabilitatstheorie

{ Abschnitt 4)
{Lastinkrementierung Uber %, )

Bild 5.14: Ermittlung kritischer Lasten
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Abgesehen vom klassischen Vorgehen liegt den Anfangsstabilitdtsuntersu-
chungen die Aufspaltung der Gesamtsteifigkeitsmatrix nach Gleichung (5. 4)
zugrunde, Da diese Art der Trennung nur in der totalen Lagrange-Formu-

lierung durchgefithrt werden kann, ist die mitgehende Lagrange-Formulie-

rung hier unbrauchbar,
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6. Er.mittlung kritischer Lasten mit Hilfe dehnungsloser Modelle

Tragwerksuntersuchungen zeigen, da8die experimentellen Versagenslasten
teilweise betrdchtlich unter den kritischen Lasten des Indifferenzkriteriums

liegen,

Um diese Diskrepanz zu {iberbriicken, wurden von verschiedenen Autoren
Stabilitdtskriterien vorgeschlagen, die in Abschnitt 3. 2, 2 unter dem Begriff

"dehnungslose Modelle" zusammengefaft sind.

Aufgabe dieses Abschnitts ist, verschiedene Vorgehensweisen, denen all-
gemeiner Charakter zukommt, am Beispiel der Kreiszylinder- bzw, Kugel-

schale anzuwenden und mit experimentellen Ergebnissen zu vergleichen,

Auf die Darstellung von Verfahren, die nur fir Sonderfille anwendbar sind,
z. B. die dehnungslosen Streifenmodelle bei Kirste [ 59] und Bl Naschie [ 71]

s

wird verzichtet,

6.1 Das Konzept der verzerrungsfreien Verbiegungen bei Fritz/Wittek
(411, [42], [64], [100]

Dem Konzept liegt die Voraussetzung dehnungslosér, genauer gesagt, ver-
zerrungsfreier Verformungen der Schalenmittelflsiche beim ﬁbergang vom
Grund- zum Nachbarzustand zugrunde, Durchdieses Vorgehensollein Nihe-
rungswert fir die untere Indifferenzlast bzw. die untere Grenze tats#chli-
cher Versagenslasten gefunden werden. Die Verwirklichung der Dehnungs-
losigkeit erfolgt wahlweise durch Streichung des (inkrementellen) Membran-
potentials des Nachbarzustandes oder durch metriktreue Beulverschiebun-
gen. Zur Ermittlung der kritischen Last wird eine klassische Anfangsstabi-
litdtsanalyse (Vernachlidssigung der Anfangsverschiebungen, der Grund-
zustand enth&lt nur Membranspannungen) herangezogen. Gegeniitber dem

klassischen Eigenwertproblem der vollsténdigen Indifferenztheorie:

(%% g 1.K

. . 6.1
0 e * )\klass 0 g vklass ¢ ( )

ergibt sich das entsprechende Eigenwertproblem der verzerrungsfreien

Verbiegungen zu:
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[OK 1K ] K

A . .
0%e, B " Mklass oK g Vilass ~ 0 (6.2)

Die Tafeln 6. 1 und 6. 2 enthaltendie Systemmatrizen fir den Fall der Kreis-
zylinderschale mit in der Ebene starren, jedoch vollig biegeweichen Deckel-

scheiben,

0
In der Matrix 0 Ke B der verzerrungsfreien Theorie verbleiben nur die
mit dem Steifigkeitsparameter S behafteten Terme der Matrix gK o Die
geometrischen Matrizen gelten im vorliegenden Fall fiir beide Eigenwert-

probleme unveréndert,

Fir den Lastfall Normaldruck hat sich die Anwendung des statischen Sta-
bilitdtskriteriums als zuldssig erwiesen, obwohl diese Druckkrifte (lokal)
nicht von einem Potential ableitbar sind. Als Freiheitsgrade des Systems
enthdlt die Eigenwertgleichung die Amplituden der Léngs~, Tangential-

und Radialvers chiebungen.

Wegen der Betrachtung diinner Schalen wurden hier die Gleichungen auf

den ebenen Spannungszustand beschrinkt,

Weiterhin liegt den Matrizen der Ansatz von Fligge [ 40] fiir die Schach-
brettbeule mit abwechselnden Beulen nach innen (i) und auBien (a) zugrunde

(Bild 6.1).
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vollstandige Indifferenztheorie [41 )

A11 A12 A13
K, = Ay Ay Ap
Ay Ay Ay
A11 3 —)(,2 - 1—5—!-m2 , A12 = %Ln_‘(1+ V) z A21

A22 = -1('2..(_1_51)— 2.)(,2.5(1-V)—m2-4m2-5, A133‘Vx = A31
Ap=m+2mS«2%x mS+2m*s = A,

Ay =-1-5-253vS -2m?.S-%'.5- 2m*.%.5 - m's

(6.3}
verzerrungsfreie Verbiegungen [41]
Ay Gy Qg3
0,
oKen = Gy Gz Gy
Ay Qg Gy
Gy =0 = Qg = Ay =0ay =0
Ay = -2%2-5(1-v)-4m%S
A3 = 2m-S+ 2%MS+2m’.S = ay
Qg = -S-2%-Sv-2m%S - %“S -2m2. %% S -m".S
(6.4)

Tafel 6.1 : Systemmatrix K, der Kreiszylinderschale
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°M xujpwwdysAS  : z'g 194Dl
L+ W wz- 0 p+w wz- 0 & 0 0
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wz- rwQ b= By w- w g |-b = mxw 0 X 0 |-d =5y
~ i
o o u X- 0 W o o0
a .
d |m
RN -
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e
}
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Schnitt B-8 B
<—~—1

I [ V.
L | Y
P 2rm |
it =)

Bild 6.1 : Schachbrettbeulen der Kreiszylinderschale

Bezeichnungen:
/LX Linge einer halben Belilwelle in Léngsrichtung
v L#nge einer halben Beulwelle in Umfangsrichtung
n Anzahl der Halbwellen in Léngsrichtung
m Anzahl der Vollwellen in Umfangsrichtung
m = T
4
y
a =X
tx
Beulparameter: noo= n.z.n
L
Beulwellenverhéltnis: o =L = X
Ly m
e T4 . 13 _ K
Steifigkeitsverh&ltnis: S = = —
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6,1.1 Die Kreiszylinderschale unter Axialbelastung

1. Vollsténdige Indifferenztheorie

Die Auswertung der Eigenwertgleichung fithrt auf das charakteristische
Polynom, dessen kleinste Wurzel die kritische Last am Indifferenzpunkt
ergibt, Die exakte Bestimmung dieses Wertes erfolgt i.a. im sogenannten
Fliggeschen Diagramm [ 40]. Dabei ist jeder Schalengeometrie eindeutig
eine kritische Last und eine Umfangswellenzahl zugeordnet.

Die gendherte Bestimmung unter ausschlieBlicher Beriicksichtigung der
grofiten Potenzen von m und # ergibtdie bezogene klassische Beullast KEO

nach Timoshenko /Fliigge zu:

K‘N’o = 2. /(1-°)% (6.10)

und die nicht eindeutige Beziehung:

2 A1
_r - S (6.11)
(x® + m® P 1-v?

filr die Umfangswellenzahl m und den Beulparameter «.

2. Verzerrungsfreie Verbiegungen

Wegen a 0 (fur i = 1,2, 3) wird der kleinste Eigenwert der charak-

=g =
1i i1
teristischen Gleichung Null, Die beiden restlichen Eigenwerte folgen dann

aus der quadratischen Gleichung:
K~2 K~ 22 733 22 733 " "23 “32

P+ Py- ez + — =0 (6.12)

Iis zeigt sich, daB die Eingrenzung der experimentellen Versagenslasten
nur mit dem groften BEigenwert méglichist, Unter Voraussetzung u, m> 1

erhélt man aus Gleichung (6. 12) eine Niherung fiir diesen Wert zu:

K~

1.2
Py

m?. (a+ =)

5 S (6.13)

Mit der Minimalbedingung fir das Beulwellenverhdlinis o folgt daraus

@ =1bzw, x = m, d.h, einequadratische Schachbrettbeule, Die zugehorige
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kritische Last ergibt sich zu:

K~

Pp * 4. m.8 (6.14)

3.. Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

a) Beulform

vollstdndige verzerrungsfreie .
Indifferenztheorie Verbiegungen experimentell
| |
! B .
! |
L
| ,
A | _.ji_.*.__ x . x
| !
| t
I J ly
| L
1
l
}a._wl)‘_.q IO A
langgestreckte quadratische im Mittel ldngsge -
Schachbrettbeule Schachbrettbeule streckte Rautenbeule
a = 0,45 a=z1 a = 0,75
(fir S= 10" bei ( tur alle Schalen- ( nach Donnell / Wan
r=1) parameter ) [31])

Tafel 6.3 : Vergleich der Beulformen

Im Gegensatz zur Darstellung in [41, S. 144] ist es wegen des gewéhlten
Ansatzes fur die Schachbrettbeule nicht méglich, den im Experiment beob-

achteten Effekt des Rautenbeulens [ 31] B [ 36] nachzuvollziehen,
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b) Kritische Last

Das Konzept der verzerrungsfreien Verbiegungenwurde eingefiihrt, um die
starke Uberschéitzung der experimentellen Versagenslasten durch die kri-
tischen Lasten der vollsténdigen Indifferenztheorie zu vermeiden. Leider
ist die Umfangswellenzahl in Gleichung (6. 14) unbestimmt, d.h. das Kon-
zept der verzerrungsfreien Verbiegungen alleine ist nicht in der Lage,
experimentelle Versagenslasten einzugrenzen, Zur eindeutigen Festlegung

von Schétzlasten muf also nach Umfangswellenzahlen gesucht werden,

Als erste Moglichkeit bieten sich die theoretischen Umfangswellenzahlen
der vollsténdigen Indifferenztheorie nach Gleichung (6.11) an, Mita =1

ergibt sich daraus:

KﬁB KpB
= T xg ° 0,5 (6.15)
po 128

ein Wert, der in [ 42] als Versagensgrenze schwach imperfekter Systeme
angesehen wird, Wie die experimentellen Versagenslasten in Bild 6, 3 je-
doch zeigen, kommt dieser vom Schalenparameter unabhéngigen Grenze
zumindest bei dinnwandigen Schalen (r/t> 1000) keine Bedeutung zu, Als
weitere Moglichkeit fiir die Auswahlbieten sich die experimentell ermittel-
ten Umfangswellenzahlen an, In [41] wird aus Versuchsergebnissen von
Donnell/Lundquist (Bild 6. 2) geschlossen, dafdie Anzahl der Umfangswel-
lenaus dem Experiment im Durchschnitt etwa die Hélfte der theoretischen
Wellenzahlennach Gleichung (6. 11) betrégt. Fiir den Fallder quadratischen

Beulform folgt daraus:

Ky . 1 -
Py 7 (1 -v°)-8
Kff)B KpB
und: 'IZ:—‘ = R—*— = 0_, 125
pO pO

Dieser Wert stellt zwar eine brauchbare untere Grenze fiir die experimen-
tellen Versagenslastendar, ihn jedoch als die untere Grenze des Konzepts
der verzerrungsfreien Verbiegungen zu bezeichnen [ 417, [42], erscheint
fragwiirdig. Denneinerseits liegt der Berechnung nicht der betragskleinste
Eigenwert zugrunde, andererseits kann voneinem Mittelwert der Umfangs-
wellenzahlennicht auf eine untere Grenze der Versagenslasten geschlossen

werden,
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Umdie Auswertung zuergénzen, wird hier eine tatsidchliche untere Grenze

fur einige experimentelle Umfangswellenzahlen bestimmt,.

a) Ergebnisse nach Neufville /Connor {73]

Il R

10
X
£|E
05
rit
R~
0 1000 2000

Bild 6.2 : Experimentelle Umfangswellenzahlen

In Bild 6. 3 sind die Einhiillenden der experimentellen Versagenslasten und
der sich aus all diesen Umfangswellenzahlen ergebenden Niherungswerte
gegeniibergestellt. Die untere Grenze der kritischen Last aus den verzer-
rungsfreien Verbiegungen liegt nachdendreibetrachteten Versuchsgruppen
beica. 3% der klassischen Verzweigungslast der Kreiszylinderschale und

ergibt damit eine unrealistische Abschétzung der experimentellen Werte.
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| 10
091
Sl 0,8
* | 0.7

ol 06
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0.4 4
0,3 1
0,2

\

1000

2000

rit

Bild 6.3 : Versagenslasten der Kreiszylinderschale

6.1.2

Die Kreiszylinderschale unter Manteldruck

1. Vollstindige Indifferenztheorie

Eine genidherte Auswertung der Beuldeterminante fir gréofiere Umfangs -
wellenzahlen kann Pfliiger [ 77] entnommen werden, Demnach gilt bei Nor-

maldruck fir einen Bereich von 0, 5 sL/r <10 undv = 0, 3 firdiekritische

Belastung:

t
- 0,835

i

a, .
= /—,—E— - 0,657

und fur

die Beulwellenzahl:

m =

4 3
«I/I‘
o 2,742 FER

(6.186)

(6.17)

3000


ibbaf
Textfeld


- 163 -

Als Sonderfall des Beulens der Kreiszylinderschale unter Manteldruck ist
das Rohrbeulenbzw, Ringknicken zubetrachten. Bei exakter Auswertung des
Eigenwertproblems nach Gleichung (6.1) mit Hilfe der Matrizennach Tafel6.1
und 6, 2 liefert der Grenziibergang fiir £ - o (% = 0) und die einfache Ovali-

sierung (m = 2)

bei richtungstreuem Druck: Ka = 4.8
0
(6.18)
bzw. bei Normaldruck: Kao = 3.8

also Ergebnisse, die in der Literatur bekannt sind [ 75], [13],

2. Verzerrungsfreie Verbiegungen

Die beiden nichtverschwindenden Eigenwerte ergeben sich als Wurzeln des

charakteristischen Polynoms

fir Normaldruck:

2 2
K2 . m” ag, + (1 +m )-a22 + 3-m~a23 K~ .
B! a3 9B
m -m
a a a2
e (6.19a)
m - 1Im
und fiir richtungstreuen Druck:
(m2+1)-a +(m2+1)- +4m-a
Kz2 33 892 23 Ko o
B (m2 _ 1)2 B
a a - a2
222 . (6.19b)
(m™ - 1)

Als mafligebend wird auch hier jeweils der betragsgrofite Eigenwert ange-

sehen,

Im Gegensatz zur axialbelasteten Kreiszylinderschale sind flir den Lastfall
Manteldruck die Umfangswellenzahlen und damit die kritische Last eindeutig

bestimmt,

Zum Aufsuchender kritischen Last ist die Umfangswellenzahl - wie bei der

vollstindigen Indifferenztheorie ~ so zu variieren, dafl sich ein Minimum fir
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den Lastparameter ergibt. Die daraus folgenden kritischen Lasten sind fiir

das Léngenverhdltnis 4 /r = 2 in Bild 6. 4 eingeiragen.

0.8
t
Lo
0,6 _ ¥09 - ; 1
~ vV =03
& 4
N EP. 97,
04
0,2 \‘
t
0,0 8=z ——
4 - — - - 12r
10 16° 16° 167 A
29 91 289 913 2887 Mt o

Bild 6.4: Exakte Auswertung der verzerrungs-
freien Verbiegungen fir Normaldruck

Der Grenziibergang zum Rohr- bzw., Ringbeulen ist mitx = oo und m = 2
durchzufiihren. Entgegen den Darstellungen in der Literatur [ 41, S. 133]
und [ 42, S. 42], die sowohl fiir Normaldruck als auch richtungstreuen Man-
teldruck einen Lastwert von KHB = 3 . S anzeigen, liefert der Grenziiber-
gang in den charakteristischen Polynomen (Gleichungen (6. 19)) eine kriti-

sche Last K =5+ S fir beide Arten der Druckbelastung,

dg
Da das Rohrbeulen und Ringknicken a priori dehnungslos ist, mufl der Grenz-
ubergang bei verzerrungsfreien Verbiegungen jedoch unmittelbar die Ver-
sagenslasten der vollstdndigen Indifferenztheorie (Gleichungen (6. 18)) er-

geben.,
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3. Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Wie eine Zusammenfassung von Versuchsergebnissen [ 16] zeigt, liegt die
untere Grenze der experimentellen Versagenslasten etwa bei erxpz 0,55 Kpo.
Die kritischen Lasten der verzerrungsfreien Verbiegungen (Bild 6, 4) liegen
KpB 0,3 Kpo, also bei Werten, die

es nicht erlauben, den Bereich des experimentellen Versagens nach unten

dagegen im Bereich von 0, 03 Kpo =

hinbrauchbar abzugrenzen, In [42] s [100] wird diese Schrankeneigenschaft
durch die Verwendung theoretischer Umfangswellenzahlen nach Pfliger er-
reicht[101]. Pfliger [ 77] gelangte mit Hilfe des Kriteriums der kleinsten
Storverformungen (Abschnitt 3. 2, 4) zu Umfangswellenzahlen, die gegeniiber
den Wertender vollstidndigen Indifferenztheorie (nach Gleichung (6, 17)) um

ca. 10 % abgemindert sind, d.h. zu:
m ® 0,9.m (6.20)

Die kritische Last wird Uber eine gendherte Auswertung des charakteristi-
schen Polynoms, Gleichungen (6.19), bestimmt., Unter Voraussetzung von

#, m>> 1 kann die grofte Wurzel angendhert werden zu:

—~ 4
KqB = mlr2add + Xys (6. 21)
ny

bzw., mit m > u:

K~

iy - m2 3 (6.22)

Das Einsetzender Gleichungen (6, 20) und (6. 17) in (6. 22) und die Vernach-
lissigung des zweiten Ausdruckes im Nenner der Gleichung (6. 16) bei der

klassischen Beullast Kao fithrt zu:

Ka Kq

- R TR
K~ K ’
a, a,

d. h. zueinem Wert, der eine gute untere Grenze der experimentellen Ver-
sagenslasten darstellt, Der Charakter dieses Quotientenist allerdings mehr
fiktiver Natur. Denn Pfliger [77] selbst stellt fest, dafl von ihm experi-
mentell ermittelte (stark streuende) Umfangswellenzahlen im Mittelca. 30 %

unter seinen theoretischen Werten lagen.
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Die Verwendung dieses experimentellen Mittelwertes in Gleichung (6. 22)

ergibt:
K~ K
I R B
K~ K ’
R a,

also erneut eine deutliche Unterschétzung der experimentellen Lasten,

Das Einsetzen unterer experimenteller Wellenzahlen fithrt somit zu dhnlich
unrealistischniedrigen kritischen Lasten wie die Wellenzahlen des dehnungs -

losen Konzeptes (Bild 6. 4),

6.2 Die Plattenlésung ebener Beulfelder

Dulacska [33] gelangt tiber die Lésung der Differentialgleichung flacher
Schalen zu folgender Hypothese:

Eine untere Grenze fiir die untere Indifferenzlast ergibt sich tber
die kritischen Krifte einer Platte, welche bei gleichen Randbe-
dingungen die selbe Form und Grofe besitzt wie das ausgebeulte

Schalenfeld,

Da beim Plattenbeulen bei Beulbeginn nur die Verbiegungen der Mittelebene
malgebend sind, entspricht die vorgeschlagene Stabilitdtsuntersuchung ei-

nem dehnungslosen Konzept,

Im weiteren sollhier untersucht werden, welche Bedeutung dieser Aussage
beim Beulproblem der Kreiszylinder- bzw, Kugelschale zukommt, Zur
Auswertung der Hypothese wird zunfichst die kritische Last und das zuge-
hérige Beulmuster mit Hilfe der Indifferenztheorie festgestellt, Anschlie-
Bend werden die gebeulten Schalenfelder entlang der Knotenlinien aufge-
schnitten und die Einzelfelder durch Abwicklung bzw, Projektion in ebene
Beulfelder iiberfithrt, Die kritischen Krifte der so gewonnenen Plattenteile

dienen zur Abschitzung der unteren Versagensgrenze des Schalentragwerks,

Die den angesprochenen Schalenbeulproblemen zugeordneten kritischen Plat-

tenkréfte sind in Tafel 6. 4 zusammengestellt,
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6.2.1 Die Kreiszylinderschale unter Axialbelastung bzw, Manteldruck

Wegendes regelmifigenSchachbrettmusters (Bild 6.1) geniigt es, eine ein-

zelne Beule zu betrachten,

Axialbelastung p Manteldruck q

biidid LT

| =
R S S N
S AL B 5:% , as=Ll
g
Bild 6.5 Ebene Schachbrettbeule

Die Umformung der Beziehung fir die kritischen Plattenkréfte bei einseiti-

gem Druck:

= (B =
p TR 8+ A ) (nach Tafel 6. 4)

mit Hilfe der Parameter nach Gl.(6.5) einschlieBlich (6. 9) fihrt auf die

gesuchten kritischen Lasten,

Es ergibt sich bei Axialbelastung:

K”pp = m? e 2)s (6. 23)
und bei Manteldruck:
~ 4
Ky s mPezn? s s (6. 24)
p m?

Beide Ausdricke sind identisch mit den entsprechenden genidherten Be-

ziehungen der verzerrungsfreien Verbiegungen (Gleichungen (6, 13), (6.21)).
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Da bei Ableitung von Gleichung (6.24) beziiglich der Gré8e der Beulpara-
meter m und ¥ keine Annahmen zu treffen waren, ist hier der Grenziiber-

gang zum Rohr- bzw. Ringbeulen méglich. Fir # = 0 ergibtsichbeieinfacher
Ovalisierung: '

q = 4.9

ein Wert, der mit der Losung der vollsténdigen Indifferenztheorie bei rich-

tungstreuer Belastung (Gleichung (6. 18)) exakt (ibereinstimmt,

6.2.2 Die Kugelschale unter Auflendruck
a
47 .
- 2 X =
T -
=ar
| P 5

(I L1 - B

Bild 6.6 : Schachbrettbeule der Kugelschale

Die Verwendung des schachbrettfdrmigen Beulmusters zur Stabilititsunter-

suchung der Kugelschale fihrt auf die sogenannte klassische Beullast (Zoelly-
Last):

t
= L. .2
a, P S (6.25)

und auf die Beziehung:

1 1 1 /D(1 - v?)
[ T + ey ] = - - e (6- 26)
2 2
15 Ly i K-r
fir die nicht eindeutig bestimmten Beulwellenldngen in Ring- und Meridian-

richtung &X und Ly [63].
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Die kritischen Plattenkrifte der zweiseitig belasteten Platte nach Tafel 6,4

gehen mit:
_ 4.m.r . . .
b = = (m: Anzahl der Vollwellen in Ringrichtung)
iber in:
K~
q, - 2.m2. (1+a%).s (6.27)

6.2.3 Auswertung der Plattenlésung

Zur Abschitzung der unteren Durchschlagslasten sind in die "Plattenlosun-
gen''nach den Gleichungen (6. 23), (6. 24) und (6. 27) die Umfangswellenzahlen
der vollstindigen Indifferenztheorie (Gleichungen (6.11), (6.17) und (6. 28))
einzusetzen, Die resultierenden Lastwerte - ausgedriickt durch die zuge-

horigen klassischen Beullasten - sind in Tafel 6.5 zusammengefaQt.

Der Vergleich mit den unteren Grenzen der experimentellen Versagensla-
sten zeigt, daB bei keinem der untersuchten Systeme der ''Plattenlésung"

eine untere Schrankeneigenschaft zukommt,

6.3 Zusammenfassung

Zum Vergleich sind die Ergebnisse der verzerrungsfreien Verbiegungen und
der "Plattenlssung' in Tafel 6.5 tabellarisch gegeniibergestellt. Die Uber-
sicht enthdlt weiterhin (soweit bekannt) die entsprechenden Resultate eines
dehnungslosen Modells nach Croll [30]. Aus der Literatur geht leider nicht
hervor, auf welchem Weg Croll zu den Lasten des ""Tangentenmodulverfah-

rens'' gelangt.

Die Gegeniiberstellung zeigt, daB die beirachteten Konzepte zu identischen

Ergebnissen fithren.

Die Untersuchungen in Abschnitt 6, 1 machen deutlich, daf die verzerrungs-

freien Verbiegungen weder mit experimentellen Umfangswellenzahlen noch

mit den theoretischen Umfangswellenzahlen, die sich aus dem Konzept
selbst ergeben, in der Lage sind, die untere Grenze der experimentellen

Versagenslasten brauchbar abzuschétzen,
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Auch der in [42] vorgeschlagenen Abschitzung kritischer Lasten leicht
imperfekter Systeme mit Hilfe der Umfangswellenzahlen der vollstdndigen
Indifferenztheorie kommt - wie die axialbelastete Kreiszylinderschale ge-

zeigt hat - keine praktische Bedeutung zu,

Es bleibt zu kldren, ob die Ursache daflir itn mangelhaften Ansatz fir die
Beulform, in der Art der Auswertung liber eine klassische Anfangsstabili-

tédtsanalyse oder in den Grundannahmen des Konzeptes zu suchen ist,

Die Auswertungen in Abschnitt 6.2 haben weiterhin gezeigt, dafl auch die
Plattenlésung nach Duldcska zur Abschétzung der unteren kritischen Last
fur die Eingrenzung experimenteller Versagenslasten nicht herangezogen

werden kann,

Da das ""Tangentenmodulverfahren' nach Croll zuden gleichen Ergebnissen
wie die ''Plattenlésung' fuhrt, sind die dehnungslosen Modelle nach dem
heutigen Stand der Kenntnisse nichtinder Lage, Versagenslasten quantitativ

abzuschétzen.
Tafel 6.5 zeigt jedoch die Moglichkeit einer qualitativen Abschétzung an.

Der Vergleich zwischen der axialbelasteten Kreiszylinderschale und der

Kugelschale ergibt fir m = m , ein Verhélinis der kritischen Lasten von

K K

K
p._/ p, = 9./ g = 0,5 (6.28)

p
Beide Systeme besitzendabei einerseits etwa gleiche untere experimentelle

Versagenslasten von:

K K K K
2 1- bzw. 2 1.
Pexp 0, P, zw Qe xp 0, dq

andererseits ergeben sich fir beide Systeme gleiche Abminderungskurven
fiir die kritische Last bei Vorhandensein von Imperfektionen [ 63]. Das heift,
die etwa gleiche Imperfektionsanfélligkeit dieser Systeme spiegelt sich in
der Gleichheit der beiden Quotienten (Gleichung (6, 28)) wider. Die weniger
imperfektionsanfillige Kreiszylinderschale unter Manteldruck besitzt da-
gegen mit qu /qu = 0,75 einendeutlich héheren Wert., Der imperfektions-
unempfindlichen Platte ist schlieBlich das Verhiltnis qu /qu =1 zuge-

ordnet.
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Aus dieser Sicht der Ergebnisse scheint eine qualitative Abschitzung der
Imperfektionsanfilligkeit mit Hilfe des Quotienten qu /qu durchaus mog-
lich. Abschétzbar sind jedoch nur Abminderungen, die durch (teilweises)
Wegfallen stiitzender Membrankrifte bzw. Membranenergie verursacht wer-

den.

Imperfektionsempfindlichkeiten aus anderen Ursachen mit ebenfalls drasti-
schen Abminderungen der Versagenslasten werden mit diesem Kriterium

nicht erfaft (z, B, Fachwerkkuppel in [19]).
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7. Ermittlung kritischer Lasten mit Hilfe der modifizierten

Energiekriterien nach Tsien

Als eine weitere Moglichkeit zur Abschédtzung kritischer Lasten werden die
Energiekriterien nach Tsien (93], [94] untersucht, Inihrer urspringlichen
Form sollten sie zur Beriicksichtigung des Einflusses &duflerer energeti-
scher Stdrungen auf das Stabilitdtsverhalten dienen, Da energetische St~
rungeni. a,nur geringe Auswirkungen auf das Einleiten des Beulvorganges
besitzen, scheint die Anwendung dieser Energiekriterien zumindest zweifel~

haft (Abschnitt 3,2, 3).

Gjelsvik und Bodner konnten jedoch zeigen [48]1, [49], daB unter gewissen
Voraussetzungen (Abschnitt 3, 2, 3) die kritische Last des einfachen Energie-
kriteriums bei''Beulen unter konstanter Last' eine untere Versagensgrenze
geometrischimperfekter Systeme darstellt, Aus der Anschauung kann diese
Grenzeigenschaft auch der entsprechenden Last des verschérften Energie-

kriteriums zugeordnet werden (Bild 7. 1).

mR‘ mR

einfaches Kriterium verscharftes Kriterium

Bild 71: Energiekriterien: Beulen unter konstanter Last

Ziel dieses Kapitels ist es, die Brauchbarkeit dieser beiden Kriterien

durch Gegeniiberstellung mit experimentellen Versagenslasten zu kléren,

Die kritische Last KRE wird mit Hilfe des Lastverschiebungsdiagramms

bestimmt., Als Abszisse ist dabei die verallgemeinerte Verschiebung zu
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verwenden, d. h. die Verschiebung, die in Verbindung mit der Belastung das

duflere Potentialergibt (z, B, beiEinzellastdie Verschiebung unter dem Last-

angriffspunkt, bei hydrostatischem Druck die Volumeninderung).

Der Vergleichder dehnungslosen Modelle mit dem verschiirften Energiekrite-

rium (Beulen unter konstanter Last) zeigt, dafl in beiden Vorgehensweisen

die untere kritische Last als mafgeblich fiir das Versagen angesehen wird,

7.1 Beispiele
Beispiel 1: Flache Kugelschale unter Aulendruck
g
t
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Bild 7.2 : Flache Kugelschale
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Wie Bild 7.2 [63], [82] zeigt, liegen die experimentellen Versagenslasten
innerhalb eines extrem breiten Streubereiches zwischen ca. 12 % und 90 %

der klassischen Beullast der vollstdndigen Kugelschale.

Dieser Streubereich wird von den kritischen Lasten des einfachen Energie-
kriteriums [ 49], [56] im wesentlichen nach unten abgegrenzt, Im Bereich

sehr flacher bzw. dicker Schalen ist das experimentelle Versagen mit Pla-
stifizierungserscheinungen verbunden. Es erscheintdaher verstindlich, daf

die kritischen Lasten des Energiekriteriums, denen rein elastisches Ver-
halten zugrunde liegt, nicht zu unteren Versagensgrenzen filhren. Bei stei-~
leren bzw. diinneren Schalen ergibt sich zunéchst eine brauchbare Abgren-
zung fir die experimentellen Versagenslasten, Ab A =z 15 liegen die kriti-
schen Lasten allerdings so niedrig (etwa 50 % der niedrigsten experimentel-
len Werte), daB sie zueiner sinnvollen Bemessung nicht mehr herangezogen

werden kodnnen,

Beispiel 2. Kreisbogen unter Hinzellast

Im Gegensatz zu den stark imperfektionsanfélligen flachen Schalen zeigen
hier die experimentellen Untersuchungen ein relativ schmales Streuband

nahe der kritischen Last am Durchschlagspunkt.

Die Auswertung des Energiekriteriums erfolgte tber eine finite Elemente-
Idealisierung mit Hilfe des Programmsysiems NISA [ 18] (40 isoparametri-
sche Elemente fiir den ebenen Spannungszustand, 8 Knoten je Element), Die
Ergebnisse sindin Bild 7. 3 den experimentell ermitielten Versagenslasten

gegeniibergestellt,

Wihrend das einfache Energiekriterium als eine brauchbare untere Grenze
der experimentellen Werte angesehen werden kann, fithrt das verschérfte

Energiekriterium auf eine unrealistisch niedrige Schranke,

Beispiel 3: Sinusférmiger Bogen unter sinusférmig verteilter Last

(Bild 7. 4)

Die Untersuchung dieser Systeme gehtauf Fung/Kaplan [ 43] zuriick, Abge-
sehen vom Bereichdes symmetrischen Beulens ergibt bereits das einfache

Energiekriterium vollig unbrauchbare Versagenswerte, Dem verschirften
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Kriterium kommt hier keine Bedeutung zu, weil die unteren kritischen

Punkte teilweise bei negativen Lastwerten liegen.

7.2  Beurteilung

Die betrachteten Beispiele zeigen, dafl das verschirfte Kriterium wegen
seiner zu niedrigen kritischen Lasten zur Abschétzung unterer experimen-
teller Versagensgrenzen nicht herangezogen werdenkann, Da in Experimen-
ten i. a. neben den geometrischen Imperfektionen weitere Einflilsse vorhan-
den sind, die eine zus#tzliche Abminderung der Versagenslast zur Folge
haben, gilt dies verstirkt flir kritische Lasten bei ausschlieBlicher Betrach-

tung geometrischer Imperfektionen.

Demgegeniiber fiihrt das einfache Energiekriterium teilweise zu brauchbaren
Ergebnissen (Beispiel 2, mittlerer Parameterbereich bei Beispiel 1), Ob
die kritische Last des Energiekriteriums eines Systems eine sinnvolle

Schranke des tatsichlichen Versagens darstellt, kann erst iber den Ver-
gleich mit einer hinreichend grofien Anzahl experimenteller Versagenslasten
gekldrt werden, Eine allgemeine Bedeutung kommt daher auch dem einfachen

Energiekriterium nicht zu.
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8. Beriicksichtigung von Imperfektionen

Als Imperfektionen werden Abweichungen realer Tragwerke von ihren Soll-
abmessungen bzw. ihrem Sollzustand bezeichnet, Sie kdnnen vielfdltiger
Natur sein. Als wichtigste seien zunichst Formabweichungen, Imperfektio-
nen durch ungleichmifige Lasteinleitung und Eigenspannungszustinde ge-
nannt, Mannigfaltige Untersuchungen haben gezeigt, daB die zum Teil be-
tréchtlichen Unterschiede zwischen tatsichlichen und rechnerischen Versa-
genslastenauf das Vorhandensein von Imperfektionen zurlickgefiihrt werden

konnen.

Im weiteren wird zunidchst aufgezeigt, welche Auswirkungen die einzelnen
Imperfektionsarten auf das Tragverhalten besitzen. Der anschlieBende Ab-
schnitt sollkldren, wie Imperfektionsformen und Amplituden zu wihlen sind,

um kritische Lasten imperfekter Systeme brauchbar abschétzen zu konnen.,

8.1 Imperfektionsarten

1. Geometrische Imperfektionen

Als geometrische Imperfektionen werden vorwiegend Formabweichungen
(z. B, Abweichungen der Geometrie der Mittelfliche von ihrer Sollform) be-

zelchnet, Sie konnen lokaler und globaler Natur sein.

Im erweiterten Sinne enthilt der Begriff auch Fehler in der Tragwerks-

dicke,

Der Einfluf von Formabweichungen (auch Vorbeule oder Vorverformung ge-
nannt) auf die kritischen Lasten von Systemen verschiedener Versagens-

charakteristiken ist in Tafel 8.1 zusammengestellt [ 62], [ 92],

Je nach Form der Vorbeule kann das Systemversagen des imperfekten Sy-

stems entweder iber Durchschlagen oder Verzweigen auftreten (Bild 8. 1),

Iine Klassifizierung der Imperfektionscharakteristiken (Abminderungskur-
ven flir die kritische Last) nach Britvec [19] ist in Bild 8.2 wiedergege-

ben.
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(€ : Imperfektionsparameter )



ibbaf
Textfeld


R4 -

perfekies
System ~o
AN ::\
~ .
imperfektes
System

- 182 -

R

perfekt
System

u

__Stabilitatsgrenze

td
4

~imperfektes

System

.
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Imperfektionscharakteristiken nach BRITVEC [19]
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2. _Imperfektionen durch Lasteinleitung

Imperfektionen dieser Art kénnen z. B. durch Unebenheiten in der Auflage
(aus Boden- oder Stiitzensenkung etc.) oder Abweichungen der tatsdchlichen

Lastverteilung von der angenommenen entstehen,

Am Beispiel der lingsbelasteten Kreiszylinderschale wurde in Experimen-
ten festgestellt [39]), daB eine ungleichméBige Lasteinleitung (verursacht
durch eine diinne Papierunterlage) zu Verdnderungen der Versagenslast von

30 % fihrt,

3. Imperfektionen aus Eigenspannungen

Eigenspannungszusténde kénnen z, B. durch Umformen, Schweilen (Rest-

spannungen) oder Zwingung entstehen,

Wie gravierend der EinfluB von Eigenspannungen sein kann, wird von
Bornscheuer in [ 14] anhand eines Schadensfalles aufgezeigt, beidem Rest-
spannungendurch Schweiflen ursichlichfiir die Einleitung des Beulvorgangs

anzusehen sind.

4. Imperfektionen aus Randbedingungen

Ein weiterer EinfluB auf die Abminderung kritischer Lasten kann durch
nichtrichtig erfaflte Randbedingungen zustande kommen (z, B, axialbelaste-

te Kreiszylinderschale bei Hoff [51] ).

Als weitere Imperfektionen (denen i.a. jedoch untergeordnete Bedeutung
zukommt) seien Materialimperfektionen (z. B. Fehlstellen) und 4ulere ener-

getische Stérungen genannt,

5. Kombinierte Wirkung verschiedener Imperfektionsarten

An Versuchsobjekten bzw. realen Tragwerken treten vérschiedene Imper-
fektionsarten stets zusammen auf, Welches Gewicht den einzelnen Arten
dabei zukommt, hingt u,a, von der Imperfektionsanfilligkeit des Systems,
der Herstellungsgenauigkeit und der Sorgfalt des Versuchsaufbaus bzw. der
Durchfithrung ab, Es scheint daher nicht méglich, den Einfluf von Einzel-

teilen global festzulegen,
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Im Fall der lingsbelasteten Kreiszylinderschale weist Esslinger [38] den
geometrischen Imperfektionen einen Anteil von 60 % und der ungleichen
Lasteinleitung von 40 % der Gesamtabminderung zu. In einem neueren Kon-
zept werden von der gleichen Autorin fir die gesamte Reduktion der Ver-
sagenslast zu je einem Drittel Lastimperfektionen, Eigenspannungen und

geometrische Imperfektionen verantwortlich gemacht [39].

6. Modellierungsimperfektionen (Approximationsfehler)

Neben Imperfektionen, die durch Abweichungen realer Systeme von ihren
Sollabmessungenbzw. ihrem Sollzustand gekennzeichnet sind (geometrische
Imperfektionen), konnen zusitzliche Imperfektionen durch die Modellierung
idealer Tragwerke mit finiten Elementen auftreten. Gemeint sind damit die
geometrischen Abweichungen zwischender idealen und der durch finite Ele-
mente approximierten Geometrie des Tragwerkes. Als Extremfall kann
dabei die Diskretisierung gekrimmter Systeme mit Hilfe ebener Elemente
angesehen werden, Der EinfluB solcher Imperfektionen wird in Abschnitt 8.2.3
(Beispiel2) anhand eines lingsbelasteten Zylinderschalenstreifens exempla-

risch untersucht,

8.2 Berechnung imperfekter Systeme

Die Beurteilung des Tragverhaltens realer (imperfekter) Systeme kann in
verschiedenenStufen erfolgen, Als Ausgangspunktdient i, a. die Ermittlung
der kritischen Last des perfekten Systems, Der Einflul der Imperfektionen

wird mit Hilfe eines Abminderungsfaktors in Rechnung gestellt,

Zur sinﬁvollen Festlegung dieses Faktors kénnen sowohl Versuchsergeb-
nisse als auch weitere rechnerische Untersuchungen verwendet werden, Ist
man ausschlieBlich auf rechnerische Werte angewiesen, so kann zu einer
ersten Beurteilung der Abminderung das gesamte Last-Verschiebungsver-
halten des perfekten Systems herangezogen werden, Eine sichere Festle-
gung des Reduktionsfaktors ist jedoch nur tber die kritischen Lasten (und
Last-Verschiebungskurven) imperfektionsbehafteter Systeme moglich, Den
Theorien zur globalen Erfassung der Wirkung von Imperfektionen (dehnungs -

lose Modelle, Energiekriterien) kommt bei quantitativer Abschétzung keine

allgemeine Bedeutung zu.
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8.2.1 Wahl der Imperfektionen

Die Untersuchung des Tragverhaltens imperfekter Systeme erfordert eine
sinnvolle Festlegung der Form uynd Amplituden der zu untersuchenden Im-
perfektionsart. Die Ausfihrungen dieses Abschnitts beziehen sich auf geo-
metrische Formabweichungen, sie konnen jedoch in analoger Weise zur
Untersuchung von Imperfektionen aus Eigenspannungen und ungleichméBRiger

Lasteinleitung Anwendung finden,

Die Auswirkungen verschiedener Formabweichungen auf die Abminderung
kritischer Lasten wurde in der Literatur bereits vielfach untersucht (z. B.
(611, [62], [63], [45]). Zusammenfassend kann man drei grunds#tzliche

Vorgehensweisen unterscheiden,

1. Verwendung "gefihrlicher Imperfektionsformen

Darunter sind Imperfektionsformen zu verstehen, die bei gleicher maxima-

ler Formabweichung die gréfte Abminderung fir die kritische Last ergeben.

BeiSystemen mit deutlich auseinanderliegenden einfachen Eigenwerten wird
die zur 1. Beulform affine Formabweichung als geféhrlichste Imperfektions-
form angesehen. Liegen dagegen die ersten Eigenwerte nahe beieinander
oder direkt zusammen (multifurcation) ergibt sich die kritische Formab-
weichung i, a, als eine Linearkombination der zugehdrigen Beulformen, Die
der gefidhrlichsten Vorbeulform entsprechende Kombination wird dabei meist
durch Probieren (Variation der Anteilskoeffizientenbei konstanter Gesamt-
amplitude) gefunden, Neuerdings wird auch versucht, Kriterien zur Feststel-
lung kritischer Vorverformungen zu finden, Wessels [ 97] formuliert (fiir

die flache Kugelschale) folgendé Hypothese:

"Die bei Vergleich aller Vorverformungsfunktionen gleicher Maxi-
malgrdBe sich ergebende niedrigste Durchschlagslast ist dadurch
gekennzeichnet, dafl die verformte Schale den fiir diese Laststufe
groften Biegungs- bzw. kleinsten Dehnungsanteil der inneren Ener-

gie besitzt,"

Er gewinnt auf diese Weise ftir den bei ihm untersuchten Parameterbereich
eine Imperfekiionsform, die in der Tat zu der bisher extremsten Abminde-
rung fihrt. (siehe auch Bild 8. 3). Ob diesem Konzept allgemeine Bedeutung

zukommt, koénnen erst weitere Untersuchungen zeigen,
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2. Verwendung gemessener Imperfektionen

Durch Vermessen des gesamten Vorverformungsfeldes ist es moglich, kri-
tische Lasten bereits ausgefiihrter Systeme nachzurechnen [ 3], [ 457, Liegt
eine Vielzahl von Versuchsobjekten gleicher Herstellung vor, so kann iiber
die statistische Auswertung der MeBergebnisse eine Versagensgrenze der

Objektreihe berechnet werden,

3. Verwendung von Imperfektionen ''mittlerer' Gefiéhrlichkeit

Formabweichungen realer Systeme enthalteni. a. Imperfektionen unterschied-
licher Gefihrlichkeit, Soll der Rinfluf} dieser verschiedenen Imperfektions-
formen pauschal mit Hilfe einer vorgegebenen Formabweichung erfallt wer-
den, die gekoppelt wird mit der maximal mdglichen Amplitude des wirklichen
Systems, so wire demnach eine Imperfektionsform ""mittlerer Geféhrlich-

keit" zuwéhlen, um die unterschiedlichen Wirkungen im Mittel zu erfassen.

(Anmerkung: Eine solche Imperfektionsform stellt bei der lingsbelasteten
Kreiszylinderschale die schachbrettférmige Beule dar, Denn die Abminde-
rungskurven nach Pfliger [ 76] bzw, nach Arbocz [45] fithrenin Zusammen-
hang mit gemessenen maximalen Formabweichungen auf brauchbare Ver-

sagensgrenzen, )

Da zur Ermittlung solcher Formabweichungen keine Kriterien vorhanden
sind, ist man zu Abschitzung realer Versagenslasten entweder auf die
Verwendung beliebiger oder - sofernbekannt - auf kritische Imperfektions-

formen angewiesen.

Zur Wahlder Amplituden kdénnen im Rahmen eines Sicherheitskonzeptes auch
den kritischen Formen maximale MaBabweichungen (Toleranzen) zugeordnet
werden. Dieses Vorgehen fithrt jedochteilweise auf extrem niedrige Versa-
genslasten, Als Beispielhierfir seiauf die Schornsteinnorm nach DIN 4133
hingewiesen., Dort wird eine Nachbildung des Koiterschen Abminderungs-
faktors fur die kritische axialsymmetrische ringférmige Vorbeule mit ma-
ximalen Toleranzen zur Berechnung der Versagenslast verwandt {15]. Fur
das Verhéltnis r/t= 1000 ergibt sich beit = 10 mm eine zuldssige Last von
KR/KRO = 0,0290, also ein Wert, der weit unter den experimentellen Ver-

sagenslasten der lingsbelasteten Kreiszylinderschale liegt. Neben der
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unzuldssigen Extrapolation der Abminderung nach Koiter in den Bereich gro-
Ber Imperfektionen ist dieser niedrige Lastwert auf die Koppelung von kri-
tischenImperfektionsformen mit maximalen Mafabweichungen zuriickzufiih-
ren, Allgemein sollten also kritische Imperfektionen mit Amplituden der
Groéfenordnung in die Rechnung eingehen, mit der sie auch an realen Syste-

men vorhanden sind.

8.2,2 Zum Rechenablauf

In der Methode der finiten Elemente (bzw. finiten Differenzen) wird zur

Idealisierung das imperfekte Tragwerk herangezogen,

Zur Wahl eines problemangepaften Losungsverfahrens beginnt die Stabilitéits -
untersuchung zweckmifig mit einer Abschitzung des Vorbeulverschiebungs-
verhaltens (Abschnitt 5. 1. 2), Die eigentliche Ermittlung der kritischen Last
erfolgt dann entweder iber die vollstindige oder gendherte Auswertung

(Kapitel 4 und 5) der Stabilitdtsgleichungen.

Bel der Diskretisierung von Stabilitdtsproblemen ist zu beachten, daf die
bereichsweisen Ansétze in der Lage sein miissen, neben der Beschreibung
der Ausgangsgeometrie, der Verschiebungsfigur und dem Spannungsgra-
dienten auch die Beulfigur zu beschreiben. Dies kann vor allem beilokalen
Beuleffekten bzw. bei Beulformen, die sehr feinwellig iiber das gesamte
System verteilt sind, das maBgebende Kriterium fiir die Elementeinteilung
sein. Es geniigt dabei nicht immer, sich an den Beulformen im Experiment
zuorientieren, weildiese iiber kaskadenartige Beulvorginge aus urspriing-
lich feiner verteilten Beulen entstanden sein kénnen (z. B. Kreiszylinder-
schale). Zu grobe Idealisierungen ergeben in der Regel Uberschitzungen
der kritischen Last (z. B. nichtfacettiertes Zylinderschalenfeld, Abschnitt
8. 2.3, Beispiel 2),

8.2.3 Beispiele

Beispiel 1: Kugelschale unter AuBendruck

Der Einflufl geometrischer Formabweichungen auf rechnerische Versagens-

lastensoll am Beispiel der Kugelschale (Bild 8. 3) untersucht werden. Mit
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der Beschrinkung auf rotationssymmetrisches Beulen wird eine symmetri-
sche Formabweichung als Imperfektion angesetzt [ 95]. Untersucht werden
flache (@ = 7) und steilere Schalen (@ = 10), Die Diskretisierung erfolgt mit
12 (beia =7) bzw, 16 (beia =10} isoparametrischen, achsensymmetrischen

Elementen (8 Knoten je Element),

Die Auswertung der nichtlinearen Stabilitdtstheorie ergibt starke Abminde-
rungen fiir die Versagenslasten, die (bei gleichen Imperfektionsamplituden)
fir die steilere Schale ausgeprigter sind als fur die flachere Schale, Der
Vergleichmit den experimentellen Beullasten (Bild 7. 2) zeigt, daf die un-
tere Grenze des Streubereiches bereits mit Amplituden uo/t =1 erreicht

wird.

Die kritische Imperfektionsform nach Wessels [ 97] mit einer Uberhshung
im AuBenbereich und einer Abflachung am Scheitél fiilhrt gegeniiber der

paryabolis chen Vorbeule zu einer weiteren Abminderung der Beullasten.

Der Verwendung von Anfangsschitzwerten der begleitenden MaBinahmen
(Bild 8. 4) zur Abschitzung der Abminderung kommt erwartungsgema® nur

qualitativer Charakter zu.

Beispiel 2: Zylinderschalenfeld

Zweck dieses Beispiels (Bild 8.5) ist, den EinfluB von Modellierungsim-
perfektionenauf kritische Lasten darzustellen. Zur Diskretisierung werden
dabei die degenerierten biquadratischen (S 9) und bikubischen Schalenele-
mente (S 16) nach Ramm [81], enthalten im Programmsystem NISA {187,
in ebener und gekrimmter Form eingesetzt und die Ergebnisse mit einer
Vergleichslosung nach Koénig u. a. [60] bzw. mit experimentellen Beul-

lasten [ 103] verglichen.

Zur Bestimmung der kritischen Last geniigt wegen des linearen Vorbeul-
verhaltens eine klassische oder lineare Anfangsstabilitdtsanalyse. Die
Ergebnisse sind in Bild 8.6 zum Vergleich des Rechenaufwandes in Ab-
hingigkeit von der Anzahl der Unbekannten bzw. zum Vergleich gleicher
geometrischer Systeme Uber die Anzahl der Elemente (Facetten) in Um-
fangsrichtung dargestellt. Es zeigt sich, daB bei zu grober Idealisierung

mit gekriimmten bikubischen Schalenelementen (S 186) die kritische Last
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Uberschitzt wird, Mit zunehmender Anzahl von Elementen in Umfangsrich-
tung (bzw. der Anzahl der Unbekannten) wird diese Uberschitzung abgebaut,
bis schlieBlich einkritischer Lastwert von 7, 9 erreicht wird, Die gute Uber-
einstimmung mit der Versagenslast des Experimentes deutet darauf hin, dafl

das System relativ unanfallig beziiglich der Anfangsimperfektionen ist.

Die facettierten Idealisierungen (59, S 16) liefern dagegen bei geringer Ele-
mentzahl extrem niedrige Beullasten (mit verdnderter Beulform). Der Grund
dafiir ist im physikalischen Effekt der Facettierung zu suchen: Anstelle des
gekriimmten Schalentragwerkes wird ein Faltwerk mit Plattenverhalten un-
tersucht, Diese Aussage wird untermauert durch die Tatsache, da@ die Er-
gebnisse des bikubischen Elementes (3 16) unter denen des biquadratischen
Elementes (S 9) liegen, Weiterhin hat eine (hier nicht dargestellte) zusétz-
liche Untersuchung mit einer Elementverdichtung innerhalb der einzelnen
Facetten, zu einer weiteren Absenkung der kritischen Last gefiihrt, Bei
Verfeinerung der Facettierung wird das Plattenverhalten abgebaut und die

kritische Last des gekrimmten Systems erreicht.

Der Vergleich dieser Ergebnisse mit der Facettierung durch ebene TRIB 3
Elemente nach Konig u. a. L60] zeigt, daB neben dem physikalischeri Effekt
auch das Elementverhalten wesentlichen EinfluB auf die berechnete kritische
Lastbesitzt. Die schlechte Konvergenz der TRIB 3 Ergebnisse diirfte dabei
auf deren mangelnde Kompatibilitit bei Knicken und dem (gegeniiber dem
kubischen Ansatz fiir die Biegeanteile) zu niedrigen (linearen) Ansatz fir

die Membrananteile zuriickzufihren sein,
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Arbeit behandelt die numerische Ldsung von Stabilitdtsproblemen ela-

stischer Tragwerke unter besonderer Beriicksichtigung des nichtlinearen

Verschiebungsverhaltens und von Imperfektionen,

Im wesentlichen werden zwei Ziele verfolgt:

1.

Eine zusammenfassende Beurteilung von Methoden zur Bestimmung
kritischer Lasten fur perfekte und imperfekte Systeme unter Bertiick-
sichtigung endlicher Vorbeulverschiebungen (und hinreichend kleiner
Verzerrungen). Dabei werden sowohl Verfahren zur vollstindigen
als auch zur gen#herten Auswertung der Stabilitdtsgleichungen her-

angezogen,

Beider vollstdndigen Auswertung wurde im wesentlichen das Konzept

"begleitende MaRnahmen' verfolgt. Dabei sind folgende SchluBfolge-

rungen zu ziehen:

Die Determinantenanalyse ist nur dann brauchbar, wenn keine schlei-
fenden Schnitte im Nullstellenbereich vorliegen und wenn der Deter-

minantenverlauf bis zum kritischen Punkt bestimmbar ist,

Begleitende Eigenwertprobleme fiir den Lastparameter sind ein emp-
fehlenswertes Mittel zum Auffinden kritischer Lasten. Von den ver-
schiedenen untersuchten Eigenwertproblemen haben sich die in Ta-
fel 4. 4 zusammengefalten Moglichkeiten als besonders geeignet er-
wiesen, AbgesehenvonSystemen mit konzentrierten Lasten ist dabei

die MitvergréBerung der Anfangsverschiebungen vorzuziehen.

Die Auswertung des kinetischenStabilitdtskriteriums iiber die Bestim-
mung der niedrigsten Eigenfrequenzen ist ebenfalls geeignet, um

kritische Lasten aufzufinden.

Die Extrapolation der Werte aus den begleitenden Mafnahmen (De-
terminante, Eigenwerte fiir den Lastparameter und die Eigenfrequenz)
von einem bereits ermittelten Zustand unterhalb der kritischen Last
1laBt in vielen Fédllen eine brauchbare Vorhersage des kritischen Punk-

tes selbst zu,
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Zur gendherten Bestimmung kritischer Lasten wurden Anfangsstabilitits-

untersuchungen verschiedener Approximationsstufen linearer und quadra-

tischer Form mit folgenden Ergebnissen untersuchi:

Es gelang, die im Schrifttum (501, [70] angegebene quadratische
Approximationmit einer Reihenentwicklung der Vorbeulverschiebun-
gen, der Beulform und der potentiellen Energie in die Methode der
finiten Elemente umzusetzen, Die klassische und eine lineare Anfangs-

stabilitdtsanalyse sind dabel als Sonderfidlle enthalten,

Als Alternative wird eine Anfangsstabilititsanalyse mit quadratischer
Niherungsstufe aus einer ausschlieBlichen Reihenentwicklung der
Vorbeulverschiebungen und der Beulform hergeleitet und ihr linearer

Sonderfall beschrieben,

Der Anwendungsbereich und die Leistungsféhigkeit der verschiedenen
Approximationen wird am Beispiel einer Familie von Bogen mit un-
terschiedlichen geometrischen Parametern gezeigt (Bilder 5.5 bis

5.10).

Eine Koppelung der beschriebenen linearen und quadratischen Néhe-
rungsstufen fithrt zu wesentlich verbesserten Abschitzungen der kri-

tischen Lasten (Bild 5, 13).

Durchdas Aufspaltender Eigenschaften der Vorbeulverschiebungen (Grofe,

Affinitat und Nichtlinearitét) konnte ein Verfahren entwickelt werden, das

es bei geringem Rechenaufwand erlaubt, die Systemeigenschaften abzu-

schitzen und einen angemessenen Lisungsweg auszusuchen (Bild 5.14).

Beurteilung von Methoden zur Abschitzung kritischer Lasten realer,

imperfekter Tragwerke.

Es werden zwei Verfahren (dehnungslose Modelle und Energiekrite-
rien) behandelt, die versuchen, den Einflufl von Formabweichungen
auf das Tragverhalten pauschal, d.h, ohne detaillierte Kenntnisse

von Imperfektions-Formen und -Amplituden abzuschétzen,

In einer kritischen Durchleuchtung verschiedener dehﬁungsloser Mo-

delle werden Zusammenhinge aufgezeigt. Es wird festgestellt, daf
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diese Modelle zwar geeignet sind, um eine qualitative Abschédtzung
von Imperfektionsanf'alligkeiten (die durchden Wegfall stitzender Mem-
brankréfte zustande kommen) vorzunehmen, die Féhigkeit zur unteren

Abgrenzung von Versagenslasten imperfekter Tragwerke kommt ihnen

jedoch nicht zu,

- Das Energiekriterium von Tsieninder einfachen und der verschirfien
Form hat eine #hnliche Zielsetzung wie die dehnungslosen Modelle.
Es eignet sich ebenfalls nur beschrinkt zur Abschétzung kritischer

Lasten imperfekter Systeme,

Damit kommt der Bewertung des Tragverhaltens durch gezielt vorgegebene

Imperfektionen besondere Bedeutung zu,

- Es wird klargelegt, dafl die Methoden zur vollstédndigen und gendherten
Auswertung der Stabilitdtsgleichungen unverédndert auch bei Systemen

mit vorgegebenen Imperfektionen angewendet werden konnen,

- Die Frage, mit welchen Amplituden die jeweiligenImperfektionsformen
in die Rechnung einzusetzen sind, konnte nur angeschnitten werden,
Eine wesentliche Aufgabe fir die Zukunft wird sein, diese Problema-
tik zu kldren, um mit einem verninftigen Aufwand an Untersuchungen

die Versagenslasten realer Tragwerke brauchbar anzunédhern,
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