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Kurzfassung

Kurzfassung

Im Zentrum der vorliegenden Arbeit steht die Entwicklung einer Methode, die Simula-
tionen des Bruchverhaltens kohäsiver Reibungsmaterialien mit einer Form der Diskrete-
Elemente-Methode ermöglicht, ohne dass dazu die gesamte Struktur mit Partikeln aufge-
löst werden muss. Dies erfordert die Modellierung von Phänomenen auf unterschiedlichen
geometrischen Skalen. Um diese Skalen in einer Simulation zu vereinen, wird eine Kopp-
lung der Finite-Elemente-Methode und der Diskrete-Elemente-Methode vorgeschlagen,
bei der die Effizienz der FEM mit der Präzision der DEM kombiniert wird. Hierzu wer-
den Ideen der Quasikontinuumsmethode aus dem Bereich der Atomistik übernommen
und auf eine Anwendung für Probleme in der Strukturmechanik kohäsiver Reibungs-
materialien übertragen. Bevor jedoch die Entwicklung der Methode und die Ergebnisse
einiger numerischer Beispiele erläutert werden, erfolgt zunächst eine Diskussion der Ma-
terialmodellierung.

Materialien weisen auf verschiedenen Skalen eine unterschiedliche Struktur auf. Deshalb
werden, abhängig von der Skala, auf der das Material betrachtet wird, unterschiedliche
Methoden zur Modellierung eingesetzt. Auf der Makroskala können die meisten Ma-
terialien als kontinuierlich betrachtet werden, wohingegen bei genauerer Betrachtung
viele Materialien eine diskrete Mikrostruktur besitzen. Ein Beispiel ist Beton, der aus
einer Matrix aus Zement besteht, in die ein Zuschlag aus Gesteinskörnern unterschied-
licher Größe eingebettet ist, die Aggregate. Auf einer sehr feinen Skala, nämlich der
Atomskala, sind alle Materialien diskret. Um zuverlässige Prognosen des Verhaltens dis-
kreter Materialien bis zum Versagen aufstellen zu können, werden mechanische Modelle
benötigt, die die komplexen Vorgänge auf der Ebene der diskreten Mikrostruktur er-
fassen können. Zwei dazu geeignete Methoden werden in dieser Arbeit kurz vorgestellt:
die Diskrete-Elemente-Methode (Cundall und Strack 1979), die oft bei granularen
Materialien und kohäsiven Reibungsmaterialien eingesetzt wird, und die Molekulardy-
namik (Alder und Wainwright (1957) und Alder und Wainwright (1959)) für
Simulationen auf der Atomskala. Ein Nachteil dieser Methoden ist, dass sie einen hohen
numerischen Aufwand erfordern und dadurch die Größe der berechenbaren Strukturen
begrenzt ist.

Auf makroskopischer Ebene sind Methoden, die auf Formulierungen der Kontinuums-
mechanik basieren, sehr effizient und liefern zuverlässige Ergebnisse, solange die Lösung
relativ glatt ist. Eine Voraussetzung für die Anwendbarkeit von Kontinuumsmethoden ist
Skalenseparation. Diese ist dann garantiert, wenn die globalen Strukturabmessungen so
weit über den Abmessungen der Mikrostruktur liegen, dass Homogenisierungsverfahren
eingesetzt werden können. Mit Kontinuumsmethoden können Lokalisierungsphänomene
der Mikrostruktur jedoch nur verschmiert dargestellt werden und nicht so detailliert wie
mit diskreten Methoden. Abgesehen von der Finite-Elemente-Methode (Turner u. a.

(1956), Argyris (1960) und Zienkiewicz und Cheung (1967)), wird auf zwei weite-
re Kontinuumsmethoden eingegangen: die „Smoothed Particle Hydrodynamics“ (Lucy

i



Kurzfassung

(1977) und Gingold und Monaghan (1977)) und die Material-Point-Methode (Suls-

ky u. a. 1994).

Für einen optimalen Kompromiss aus Präzision und Effizienz liegt es nahe, diskrete und
kontinuierliche Methoden miteinander zu kombinieren. Dazu wird die Kontinuumsme-
thode dort eingesetzt, wo die Lösung relativ glatt ist, und die diskrete Methode in Be-
reichen, wo lokale Phänomene bedeutsam werden, also beispielsweise ein Riss entsteht,
zu dessen Auflösung ein detailliertes Modell erforderlich ist. So werden Simulationen
großer Strukturen, bei denen eine Rechnung mit vollständig aufgelöster Mikrostruktur
die verfügbare Speicherkapazität übersteigt, ermöglicht. Die Kopplung der beiden Me-
thoden ist besonders effizient, wenn die Bereiche, in denen die Struktur fein aufgelöst
werden muss, verhältnismäßig klein sind und während der Rechnung adaptiv gefunden
werden. In der Literatur sind einige Methoden zu finden, die diesen Ansatz verfolgen.
Drei unterschiedliche Konzepte zur Kopplung von Methoden werden in dieser Arbeit
kurz vorgestellt. Dabei handelt es sich um die Bridging-Domain-Methode (Belytsch-

ko und Xiao 2003), die Bridging-Scale-Methode (Wagner und Liu 2003) und die
Quasikontinuumsmethode (Tadmor u. a. 1996), die alle aus dem Bereich der Atomistik
stammen.

In dieser Arbeit wird ausgehend von der Quasikontinuumsmethode eine netz- und mo-
delladaptive Methode für die Anwendung in der Strukturmechanik entwickelt. Sie soll
zur Berechnung des Antwortverhaltens von Strukturen eingesetzt werden, deren Ma-
terial auf einer den globalen Strukturabmessungen um eine bis zwei Größenordnungen
unterlegenen Skala aus Partikeln aufgebaut ist, wie beispielsweise Beton. Lokalisieren-
des Materialverhalten, wie die Entstehung und Ausbreitung von Rissen, steht dabei im
Vordergrund. Die Berechnungen sollen mit einer groben Finite-Elemente-Diskretisierung
begonnen werden, und der Übergang zum fein aufgelösten diskreten Modell soll in ent-
sprechenden Bereichen adaptiv stattfinden. Der Fokus dieser Arbeit liegt nicht darauf,
eine hoch entwickelte Diskrete-Elemente-Methode (DEM) für eine bestimmte Anwen-
dung zu präsentieren, sondern auf der adaptiven Strategie. Daher wird zur Modellierung
auf der diskreten, feinen Skala eine einfache Form der Diskrete-Elemente-Methode ein-
gesetzt, die im Wesentlichen einer Gittermethode entspricht. Die Knoten eines gleich-
seitigen Dreiecksgitters repräsentieren dabei die Mittelpunkte von runden, gleich großen
und starren Partikeln und die Gitterstäbe dazwischen die kohäsiven Verbindungen die-
ser Partikel. Es wird vorausgesetzt, dass dies die Mikrostruktur eines Materials gut
approximiert und die numerische Lösung mit der Gittermethode das Materialverhalten
deshalb realistisch wiedergeben kann. Die Finite-Elemente-Methode (FEM) bestimmt
die Kinematik im System und die Gittermethode definiert das Konstitutivverhalten.

Durch adaptive Netzverfeinerung wird das Netz aus Dreieckselementen in Bereichen mit
hohen Verzerrungsgradienten verfeinert. Eine Besonderheit dabei ist, dass neue Knoten
immer an Positionen gewählt werden, die in der Mikrostruktur durch einen Partikelmit-
telpunkt repräsentiert sind. Dadurch ist garantiert, dass am Ende der Netzverfeinerung
alle Partikel gleichzeitig einem FE-Knoten entsprechen und damit die vollständig aufge-
löste Mikrostruktur wiedergegeben wird. Die Einführung von drei unterschiedlichen Ele-
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mentarten, Level 1 bis Level 3, ermöglicht außerdem einen adaptiven Übergang von der
groben Skala (FEM) zur vollständig aufgelösten feinen Skala (DEM). Die Steifigkeits-
matrix der drei Elemente wird auf verschiedene Art berechnet, wobei die Mikrostruktur
mit unterschiedlicher Genauigkeit aufgelöst wird. In Bereichen mit einem groben Netz
(Level 1) wird das Material durch ein äquivalentes Kontinuum repräsentiert, dessen
Stoffgesetz durch Homogenisierung bestimmt werden kann. Dort, wo das Netz vollstän-
dig aufgelöst ist (Level 3), interagieren die Partikel so, wie es das Feinskalenmodell
vorgibt. Dazwischen gibt es die Level 2-Elemente, die den Übergang vom diskreten zum
kontinuierlichen Modell darstellen.

Bei den Level 2-Elementen wird die Mikrostruktur zwar nicht ganz aufgelöst, es wird
aber dennoch jeder einzelne Stab bei der Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix be-
rücksichtigt. Im homogenen Fall, bei dem alle Stäbe des regelmäßigen Gitters der Mi-
krostruktur die gleichen Materialeigenschaften haben, können die Verschiebungen der
im Element liegenden Partikel durch Interpolation der Knotenverschiebungen (Cauchy-
Born-Regel) des Level 2-Elements berechnet werden. Mithilfe der Partikelverschiebungen
lassen sich die Potentiale der Stäbe im Element in Abhängigkeit der Knotenverschiebun-
gen berechnen. Die Summe dieser Potentiale liefert das Gesamtpotential des Elements.
Zweimalige Ableitung des Gesamtpotentials nach den Knotenverschiebungen wiederum
ergibt die Steifigkeitsmatrix des Level 2-Elements.

Sind die Materialeigenschaften der Stäbe der Mikrostruktur hingegen heterogen verteilt,
führt die Anwendung der Cauchy-Born-Regel dazu, dass die Stäbe im Element nicht im
Gleichgewicht sind. In diesem Fall wird daher ein Ansatz verfolgt, bei dem die Steifig-
keitsmatrix aus Eigenwerten und Eigenvektoren berechnet wird. Dabei repräsentieren die
Eigenvektoren jeweils einen Verschiebungszustand und die Eigenwerte geben die Steifig-
keit des Elements in diesem Zustand wieder. Für die Ermittlung der Eigenvektoren wird
von einem homogenen Stoffgesetz ausgegangen. Die Eigenvektoren entsprechen also den
Eigenvektoren der Steifigkeitsmatrix eines Level 1-Elements. Zur Bestimmung der sechs
Eigenwerte wird für jede Eigenform des Elements ein Unterproblem auf der Ebene der
Mikrostruktur gelöst. Die Eigenvektoren bilden dabei die Verschiebungsrandbedingun-
gen im jeweiligen Zustand. Es wird gefordert, dass sich die Energien im Feinskalenmodell
und im Grobskalenmodell entsprechen. Dadurch lässt sich der zu einer Eigenform ge-
hörende Eigenwert des Level 2-Elements berechnen. Aufgrund der Unabhängigkeit der
Mikrostruktur eines Level 2-Elements von der Mikrostruktur anderer Level 2-Elemente,
können die Steifigkeitsmatrizen der Level 2-Elemente parallel berechnet werden.

Die Anwendbarkeit dieses Gesamtkonzepts wird anhand von vier Beispielen demons-
triert, bei denen jeweils eine rechteckige Struktur mit einer mittig gelegenen rauten-
förmigen Aussparung horizontal gezogen wird. Bei zwei Beispielen haben alle Stäbe
dieselben Materialeigenschaften (homogener Fall) und bei den anderen beiden liegt ein
heterogenes Material vor. Bei einem der jeweils zwei Beispiele wird den Stäben der
Mikrostruktur ein linear elastisches Materialgesetz zugewiesen, und beim zweiten kön-
nen einzelne Stäbe entsprechend eines einaxialen Schädigungsmodells linear entfestigen.
Zur Erstellung des heterogenen Modells wird auf das zuvor beschriebene regelmäßige
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Dreiecksgitter ein idealisierter Betonquerschnitt aus unterschiedlich großen, kreisrun-
den Aggregaten projiziert. Die Heterogenität besteht dann darin, dass den Stäben (im
Aggregat oder in der Matrix liegend, bzw. das Interface bildend) unterschiedliche Ma-
terialeigenschaften zugewiesen werden. Für linear elastische Stäbe wird die Steifigkeit
variiert und für elastisch-schädigende die Festigkeit.

Mit den linear elastischen Beispielen kann gezeigt werden, dass die adaptive Proze-
dur funktioniert und das Ergebnis der Feinskalenrechnung gut wiedergegeben wird. Im
homogenen Fall werden bei der adaptiven Simulation deutlich weniger Freiheitsgrade
benötigt als bei einer Vergleichsrechnung mit vollständig aufgelöster Mikrostruktur. Es
sind jedoch bei der adaptiven Rechnung einige Schritte zur Netzverfeinerung erforder-
lich. Dennoch ist in diesem Fall die adaptive Rechnung dreieinhalb mal schneller als die
Feinskalenrechnung (Echtzeit). Durch die geringere Anzahl an Freiheitsgraden ergibt
sich außerdem ein geringerer Speicherbedarf.

Im heterogenen Fall ist jedoch die Feinskalenrechnung schneller als die adaptive Rech-
nung. Durch die Verteilung der Aggregate im gesamten Gebiet ist bei diesem Beispiel die
gesamte Mikrostruktur heterogen. Die größten Verzerrungsgradienten sind an den Über-
gängen von Matrix und Aggregaten vorzufinden. An all diesen Übergängen wird deshalb
das Netz verfeinert, wodurch sich auch bei der adaptiven Prozedur verhältnismäßig vie-
le Freiheitsgrade ergeben. In Kombination mit mehreren nötigen Verfeinerungsschritten
verlängert dies die Berechnungszeit. Trotz des Mangels an Effizienz kann mit diesem
Beispiel gezeigt werden, dass die heterogene Mikrostruktur von dem gesamten Verfeine-
rungsprozess und insbesondere den Level 2-Elementen wahrgenommen und entsprechend
aufgelöst wird. Von der Möglichkeit der Parallelisierung bei der Berechnung der Steifig-
keitsmatrizen der Level 2-Elemente wurde in dieser Arbeit kein Gebrauch gemacht.

Mit den materiell nichtlinearen Beispielen kann ebenfalls gezeigt werden, dass die Ergeb-
nisse der adaptiven Simulation gut mit denen der numerischen Referenzlösung überein-
stimmen. Die Heterogenität der Mikrostruktur wird auch hier durch den Verfeinerungs-
prozess erwartungsgemäß aufgelöst und ein entstehender Riss verläuft um die festeren
Aggregate herum. Während im heterogenen Fall mit der adaptiven Rechnung 59 % der
Rechenzeit eingespart werden können, sind dies mit einem homogenen Material sogar
89 %.

Die entwickelte Methode kann ihre volle Stärke dann zeigen, wenn die Lokalisierungsphä-
nomene nur in kleinen Bereichen auftreten und in großen Teilen Kontinuumselemente
(Level 1) eingesetzt werden können. Verglichen mit dem Feinskalenproblem können dann
viele Freiheitsgrade eingespart werden. Eine effiziente Berechnung großer Strukturen ist
somit möglich, ohne dass zur Abbildung von Phänomenen auf der Ebene der Mikrostruk-
tur die gesamte Mikrostruktur aufgelöst werden muss.
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Abstract

The present work focusses on the development of a method that enables simulation of
fragmentation of cohesive frictional materials using the discrete element method without
fully resolving the microstructure. This requires modelling of phenomena on different
geometric scales. In order to link these scales in a single simulation, coupling of the
finite element method (FEM) and the discrete element method (DEM) is suggested
which combines the efficiency of the FEM with the accuracy of the DEM. The proposed
concept transfers ideas from the quasicontinuum method in the field of atomistics to
problems in structural mechanics of cohesive frictional materials. Before describing the
method and analysing the results of some numerical examples, different strategies for
material modelling are discussed.

On different scales, materials show a different structure. Depending on the scale that
the material is looked upon, different methods are applied for modelling. On the mac-
roscopic scale, most materials can be considered continuous. When zooming in, many
materials have a discrete microstructure. One example is concrete, where grains, which
are also called aggregates, reside in a matrix of cement. On a very fine scale, the atomic
scale, all materials are discrete. In order to accurately predict the behaviour of discrete
materials until failure, mechanical models are required that are capable of representing
the complex processes on the level of the discrete microstructure. Two appropriate meth-
ods are presented in this work: the discrete element method (Cundall und Strack

1979), which is often used for simulating granular or cohesive frictional materials, and the
molecular dynamics (Alder und Wainwright (1957) and Alder und Wainwright

(1959)) for simulations on the atomic scale. The large numerical effort limits the size of
computable structures and therefore is a disadvantage of these methods.

On the macroscopic level, methods based on continuum mechanics descriptions like
the finite element method (FEM) are efficient and reliable as long as the solution is
relatively smooth. A precondition for the application of continuum methods is scale sep-
aration. Scale separation means that the dimensions of the global structure are much
larger than the dimensions of the microstructure so that homogenisation methods can
be applied. Localisation phenomena of the microstructure can only be represented in
an average sense and not as detailed as with discrete methods. In addition to the fi-
nite element method (Turner u. a. (1956), Argyris (1960) and Zienkiewicz und

Cheung (1967)), two other continuum methods are introduced: the smoothed particle
hydrodynamics (Lucy (1977) und Gingold und Monaghan (1977)) and the material
point method (Sulsky u. a. 1994).

To optimise accuracy and computational efficiency, an obvious idea is to adaptively
combine discrete and continuous methods. Local phenomena like crack initiation and
evolution require resolution with a discrete model. Therefore, a discrete method is used
in areas where localisation appears. In regions where the solution is relatively smooth, a
continuum method is sufficiently accurate. This allows for the simulation of large struc-
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tures for which computations using a fully resolved microstructure exceed the available
amount of memory. Coupling the two methods is especially efficient if the regions in
which the microstructure needs to be fully resolved are relatively small and identified
within an adaptive procedure. Various methods following this strategy may be found
in previous publications. Three different concepts for coupling discrete and continuous
methods are presented in this dissertation: The bridging domain method (Belytsch-

ko und Xiao 2003), the bridging scale method (Wagner und Liu 2003) and the
quasicontinuum method (Tadmor u. a. 1996), all of which originate in the field of
atomistics.

Based on the quasicontinuum method, a mesh and model adaptive method is developed
in order to address issues in structural mechanics. Physical particles build the material
of the examined structures on a small scale. Small and large scale of the considered
materials differ by only one or two orders of magnitude, but not more. The compu-
tations should be started with a coarse finite element discretisation. The transition to
the fully resolved discrete model should develop adaptively in the respective areas. The
emphasis is not on the development of an advanced discrete element method for certain
applications but rather on the adaptive strategy. Therefore, a simple form of the dis-
crete element method is used to model the discrete fine scale, which is basically a lattice
method. The nodes of a lattice made up of equilateral triangles represent the centres of
round, equally sized and rigid particles. It is assumed this is a good approximation of
the microstructure of a material. Hence, the numerical solution obtained with the lattice
method represents the material behaviour in a realistic way: The finite element method
provides the kinematics of the system and the lattice method drives the constitutive
behaviour.

The finite element mesh with triangular elements is refined adaptively in areas of high
strain gradients. A specific characteristic of the applied mesh refinement procedure is
that new nodes are always placed at the centre of a particle in the microstructure. This
ensures that at the end of mesh refinement the microstructure is fully resolved and each
particle represents a FE node at the same time. Introducing three different element types,
level 1 through level 3, furthermore provides an adaptive transition from the coarse scale
(FEM) model to the fully resolved fine scale (DEM) model. The difference between the
three kinds of elements is the method of computing the stiffness matrix, at which the
microstructure is resolved with different accuracy. In regions with a coarse mesh (level 1)
the material is represented by an equivalent continuum obtained from homogenisation.
Where the mesh is resolved down to the small scale (level 3), the discrete particles
interact according to the small scale model. Level 2 elements serve as transition between
the scales.

Level 2 elements do not fully resolve the microstructure. However, for computation
of the element stiffness matrix, every lattice member inside the element is considered
individually. In case of a homogeneous microstructure in which all members of the
regular lattice have the same material properties, the displacements of particles inside an
element can be obtained from interpolation of the discrete particle movements (Cauchy-
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Born rule) at the FE nodes. With the particle displacements at hand, the potentials
of the lattice members inside the element can be computed in dependence of the nodal
displacements. The sum of all these potentials yields the overall potential of the element.
The second derivative of the overall potential with respect to the nodal displacements
in turn yields the stiffness matrix of the level 2 element.

When applying the Cauchy-Born rule in case of a heterogeneous distribution of mate-
rial properties among the trusses of the microstructure, the trusses within an element
are not in equilibrium. In this case, a different strategy is used. The stiffness matrix
is computed from eigenvalues and eigenvectors. The eigenvectors represent a deforma-
tion state and the eigenvalues represent the stiffness of the element in the respective
state. For determination of the eigenvectors, a homogeneous material law is assumed.
The eigenvectors hence correspond to the eigenvectors of the stiffness matrix of a lev-
el 1 element. In order to obtain the six eigenvalues, a subproblem on the level of the
microstructure is solved for each eigenmode. The eigenvectors are used as displacement
boundary conditions for each state. Requiring equivalence of the energies in the fine
scale and the coarse scale model provides an equation for computing the eigenvalue of
the level 2 element in the applied eigenmode. Since the microstructures of all level 2
elements are independent from each other, the stiffness matrices of the level 2 elements
can be computed in parallel.

Applicability of the overall concept is demonstrated on four examples. All four exam-
ples feature a rectangular structure with a rhombus shaped hole in the centre which
is stretched horizontally. In two of these examples, all lattice members share the same
material properties (homogeneous case). In the remaining two examples, the material
properties are distributed heterogeneously. In one of the two examples per case, a linear
elastic material law is used for the lattice members, and in the second example, individual
members can damage according to a uniaxial linear softening law. For building the
heterogeneous model, an idealised section of concrete, built from round aggregates of
different size, is projected on the abovementioned regular triangular lattice. The model
becomes heterogeneous due to the fact that the lattice members are assigned different
material properties, depending on their position (inside an aggregate, inside the matrix
or building the interface). For linear elastic lattice members, stiffness is varied. In case
of linear softening, strength is varied.

The linear elastic examples show that the adaptive procedure performs well and that
the results of the adaptive and the fine scale simulations are in good agreement. In
the homogeneous case, adaptive simulation uses many degrees of freedom less than
the reference solution with the fully resolved microstructure. However, during adaptive
computation, several steps are necessary for refining the mesh. Nevertheless, the adaptive
simulation is three times faster than the fine scale computation (wall clock time). Due
to the smaller number of degrees of freedom, less memory is required.

In case of a heterogeneous microstructure fine scale computation is faster than adap-
tive computation. Since aggregates are distributed in the whole domain, the complete
microstructure is heterogeneous. The highest deformation gradients develop at the in-
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terface of aggregates and matrix. Hence, the mesh is refined in all these interfaces which
leads to a huge number of degrees of freedom- even using the adaptive procedure. In
combination with several refinement steps, which are required, computation time is ex-
tended. Despite the lack of efficiency, this example demonstrates that the heterogeneous
microstructure is recognised and resolved by the refinement procedure and especially the
level 2 elements. In this dissertation, parallelisation is not implemented for computing
level 2 stiffness matrices.

The materialwise nonlinear examples also show that results obtained with the adaptive
simulation are in good agreement with the numerical reference solution. The adaptive
procedure resolves the heterogeneous microstructure as expected and a developing crack
is directed around the stronger aggregates. In the heterogeneous case computation time
can be reduced by about 59 % with the adaptive simulation compared to the fine scale
computation. A reduction by 89 % is achieved in case of a homogeneous material.

The method developed is especially powerful in case localisation takes only place in a
small region and continuum elements (level 1) can be used in large areas. Compared
to the fine scale problem, many degrees of freedoms can be omitted. An efficient com-
putation of large structures is possible without fully resolving the microstructure for a
representation of phenomena on a microstructural level.
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Abkürzungen und Bezeichnungen

κM
0 Verzerrungsgrenzwert κ0 eines Stabes in der Matrix

κm Grenzwert der Verzerrung für vollständige Schädigung
κA

m Verzerrung κm eines Stabes im Aggregat
κI

m Verzerrung κm eines Stabes im Interface
κM

m Verzerrung κm eines Stabes in der Matrix
λ Eigenwert
λ Lastfaktor
λ erste Lamé-Konstante
μ zweite Lamé-Konstante
ν Querdehnzahl
ξ Koordinaten im Parameterraum
ξP Koordinaten eines Partikels/Punktes P im Parameterraum
π Potential
πS Potential eines Stabes S
ρ Dichte
σ Cauchy’scher Spannungstensor
σ Spannung
σeff effektive Spannung
Φ Kernfunktion (SPH)
ϕA Anteile an Stäben in Aggregaten
ϕI Anteile an Stäben die das Interface bilden
ϕM Anteile an Stäben in der Matrix
Ω Gebiet
Ωe Gebiet eines Finiten Elements
dΩ Teilgebiet
ωS Faktor, der den Anteil zur Steifigkeitsmatrix bestimmt

Weitere Abkürzungen und Bezeichnungen werden beim jeweiligen Auftreten erläutert.
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1
Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Insbesondere in den Ingenieurbereichen, aber auch in der Physik und der Chemie werden
Computersimulationen häufig zur Untersuchung des Deformationsverhaltens von Struk-
turen unter äußerer Belastung eingesetzt. Das globale Strukturverhalten hängt einerseits
von der Geometrie der Struktur ab, andererseits ist es aber auch wesentlich durch das
Material, aus dem die Struktur aufgebaut ist, bestimmt. Auf der Ebene der Mikrostruk-
tur eines Materials hat wiederum der strukturelle Aufbau des Materials einen großen
Einfluss auf das Materialverhalten. Um wichtige Phänomene sowohl auf der Makro- als
auch auf der Mikroskala mit einer Simulation darstellen zu können, ist es wichtig, dass
die verwendeten Modelle dazu in der Lage sind, das tatsächliche Verhalten abzubilden.

Materialien weisen auf verschiedenen Skalen eine unterschiedliche Struktur auf. Deshalb
werden, abhängig von der Skala auf der das Material betrachtet wird, unterschiedliche
Methoden zur Modellierung eingesetzt. Wird das globale Strukturverhalten auf einer
sehr groben Skala untersucht, die der Skala der Mikrostruktur des Materials deutlich
übergeordnet ist, so gilt Skalenseparation. Viele Materialien können dadurch auf der Ma-
kroskala als homogen betrachtet werden. Die Lösung des Problems ist dann in der Regel
relativ glatt und Methoden, die auf Formulierungen der Kontinuumsmechanik basieren,
wie beispielsweise die Finite-Elemente-Methode, ermöglichen eine effiziente Problemlö-
sung. Bei Kontinuumsmethoden entsprechen die Materialeigenschaften gemittelten Wer-
ten, was dazu führt, dass sie nichtlineares, lokalisierendes Materialverhalten nicht ohne
Weiteres abbilden können.

Bei Betrachtung auf einer feinen Skala sind alle Materialien aus Teilchen aufgebaut, den
Atomen. Je näher die globalen Strukturabmessungen an der Skala der Mikrostruktur
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1 Einleitung

liegen, desto wichtiger ist es, Details der Mikrostruktur im Modell zu berücksichtigen.
Hohlräume, Versetzungen im Atomgitter und Fehlstellen führen beispielsweise dazu,
dass das Material seinen homogenen Charakter verliert und nicht länger als kontinuier-
lich betrachtet werden kann. Unter Belastung kann das Material in solchen inhomogenen
Bereichen lokalisieren. Um zuverlässige Prognosen über das Verhalten heterogener Mate-
rialien, bis hin zum Versagen, stellen zu können, werden mechanische Modelle benötigt,
die die komplexen Vorgänge auf der Ebene der diskreten Mikrostruktur erfassen kön-
nen. Auf der Skala von Atomen und Molekülen bietet die Molekulardynamik (Alder

und Wainwright (1957) und Alder und Wainwright (1959)) einen Rahmen für
derartige Simulationen.

Doch auch auf deutlich gröberen Skalen sind einige Materialien zu finden, deren innere
Struktur entweder aus festen Teilchen besteht oder die beim Bruch in feste Teilchen
zerfallen, wie beispielsweise kohäsive Reibungsmaterialien. Ein Beispiel eines solchen
Werkstoffs ist Beton, der aus einer Matrix aus Zement besteht, in die ein Zuschlag aus
Gesteinskörnern unterschiedlicher Größe eingebettet ist, die Aggregate. Zur Simulation
kohäsiver Reibungsmaterialien kann die Diskrete-Elemente-Methode (Cundall und

Strack 1979) verwendet werden, bei der starre und in späteren Erweiterungen auch
deformierbare Partikel miteinander interagieren. Ein Nachteil der diskreten Methoden
ist, dass sie einen hohen numerischen Aufwand erfordern, wodurch die Größe der zu
berechnenden Strukturen begrenzt ist.

Für viele industrielle Anwendungen ist es wünschenswert, Strukturen auf grober Ska-
la zu simulieren, dabei aber nicht auf die Modellierung lokaler Phänomene verzichten
zu müssen. Dazu gehören mechanische Bearbeitungsprozesse, Erdaushub mit entspre-
chendem Materialabtrag oder die Modellierung stark nichtlinearen Verhaltens kohäsiver
Reibungsmaterialien, wie beispielsweise das Bruchverhalten von Betonstrukturen un-
ter Anpralleinwirkung oder bei Sprengungen. Bei diesen Prozessen ist der materielle
Aufbau von Bedeutung, weshalb die Mikrostruktur bei entsprechenden Simulationen
berücksichtigt werden sollte. Wird jedoch die Mikrostruktur im gesamten Gebiet fein
aufgelöst, entstehen sehr große Berechnungsmodelle. Für einen optimalen Kompromiss
aus Präzision und Effizienz ist es daher naheliegend, diskrete und kontinuierliche Metho-
den miteinander zu kombinieren. Dabei wird die Kontinuumsmethode dort eingesetzt,
wo die Lösung relativ glatt ist, und die diskrete Methode in Bereichen, wo lokale Phä-
nomene bedeutsam werden, also beispielsweise ein Riss entsteht, zu dessen Auflösung
ein detailliertes Modell erforderlich ist. Sind die Bereiche, in denen die Mikrostruktur
aufgelöst werden muss, verhältnismäßig klein und werden diese während der Rechnung
adaptiv gefunden, kommen die Vorteile der Methodenkopplung am besten zur Geltung.
In der Literatur gibt es einige Methoden, die den Ansatz, diskrete und kontinuierliche
Modelle miteinander zu koppeln, verfolgen. Sie sind in den Übersichtsartikeln von Cur-

tin und Miller (2003) und Miller und Tadmor (2009) zusammengefasst. Bisher
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1.1 Motivation und Zielsetzung

gibt es solche Kopplungsmethoden hauptsächlich für Simulationen auf der Atomskala,
wie beispielsweise die Bridging-Domain-Methode (Belytschko und Xiao 2003), die
Bridging-Scale-Methode (Wagner und Liu 2003) und die Quasikontinuumsmethode
(Tadmor u. a. 1996).

In der vorliegenden Arbeit soll eine Methode entwickelt werden, die Simulationen des
Bruchverhaltens kohäsiver Reibungsmaterialien mit einer Form der Diskrete-Elemente-
Methode ermöglicht, ohne dass dazu die gesamte Mikrostruktur aufgelöst werden muss.
Sie soll auf Materialien wie Beton anwendbar sein, bei denen die geometrische Skala der
Mikrostruktur nur ein bis zwei Größenordnungen kleiner ist als die der Makrostruktur.
Es gilt daher keine Skalenseparation und einige gängige Mehrskalenmethoden können
nicht angewendet werden. Die Berechnungen sollen mit einer groben Finite-Elemente-
Diskretisierung begonnen werden und der Übergang zum fein aufgelösten diskreten Mo-
dell soll in entsprechenden Bereichen adaptiv stattfinden. Der Fokus dieser Arbeit liegt
nicht darauf, eine hoch entwickelte Diskrete-Elemente-Methode für eine bestimmte An-
wendung zu präsentieren, sondern auf der adaptiven Strategie. Daher wird zur Modellie-
rung auf der diskreten, feinen Skala eine einfache Form der Diskrete-Elemente-Methode
eingesetzt, die im Wesentlichen einer Gittermethode entspricht. Die kohäsiven Verbin-
dungen zwischen den Partikeln werden durch Stäbe repräsentiert, denen ein Schädi-
gungsmodell zugewiesen wird, sodass sie unter axialer Zugbelastung schädigen können.

Für die Kopplung der beiden Methoden wird das Konzept der Quasikontinuumsme-
thode auf Anwendungen in der Strukturmechanik übertragen. Diese Methode enthält
zwei verschiedene Arten der Adaptivität: Einerseits wird das Netz in Bereichen großer
Verzerrungsgradienten adaptiv verfeinert, andererseits wird das Modell, das zur Be-
rechnung eingesetzt wird, diskret oder kontinuierlich, adaptiv ausgewählt. Bei der hier
entwickelten Variante werden zur Realisierung der Modelladaptivität drei verschiedene
Elementtypen (Level 1 bis Level 3) eingeführt, die bei der Berechnung der Elementstei-
figkeitsmatrix die Mikrostruktur mit unterschiedlicher Genauigkeit auflösen. Zu Beginn
wird dies für homogene Materialien, bei denen die Stäbe der Mikrostruktur alle die glei-
chen Materialeigenschaften haben, realisiert und später auf heterogene Materialien aus-
geweitet. Im homogenen Fall können sämtliche Deformationen innerhalb eines Elements
durch affine Transformationen ausgedrückt werden, was bei heterogener Mikrostruktur
nicht möglich ist. Es handelt sich dann um sogenannte nicht-affine Deformationen (engl.
„non-affine deformations“).

Die numerische Umsetzung erfolgt im Finite-Elemente-Programm „NumPro“, dem For-
schungsprogramm am Institut für Baustatik und Baudynamik der Universität Stuttgart.
Die Algorithmen sind in der objektorientierten Programmiersprache C++ sequentiell im-
plementiert.
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1.2 Gliederung

In Kapitel 2 wird zunächst das Thema der Materialmodellierung behandelt. Nachdem
der Zusammenhang von Material und Struktur herausgearbeitet wurde, wird auf ver-
schiedene Methoden zur diskreten und kontinuierlichen Modellierung eingegangen. Es
werden weiterhin einige Aspekte diskutiert, die relevant werden, wenn diskrete Methoden
zur Diskretisierung eingesetzt werden. Die Vorstellung von drei diskret-kontinuierlichen
Kopplungsmethoden schließt das Kapitel. Die kontinuumsmechanischen Grundgleichun-
gen werden in Kapitel 3 eingeführt. Es folgt die Formulierung des quasistatischen Rand-
wertproblems in schwacher Form und die darauf aufbauende Finite-Elemente-Diskreti-
sierung sowie die verwendeten Konstitutivgesetze.

Die Grundlagen der in dieser Arbeit entwickelten netz- und modelladaptiven Methode
werden in Kapitel 4 geschaffen. Es wird auf das verwendete Feinskalenmodell eingegan-
gen und die Art und Weise, wie die Kopplung des diskreten und des kontinuierlichen
Modells umgesetzt wird, erläutert. Die beiden adaptiven Prozesse stellen einen zentralen
Punkt dieser Methode dar und werden hier ausführlich behandelt. Abschließend wird
der Berechnungsablauf geschildert. Die im Hinblick auf die Modelladaptivität eingeführ-
ten drei Elementtypen unterscheiden sich durch die Berechnung der Steifigkeitsmatrix,
durch welche das gewählte Konstitutivgesetz Einzug in die Rechnung erhält. In Kapi-
tel 5 wird die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen der drei Elementtypen für den Fall
eines homogenen Materials hergeleitet und anschließend in Kapitel 6 auf heterogene
Materialien erweitert.

In Kapitel 7 wird anhand von vier Beispielen das Konzept der in den Kapiteln 4 bis 6
entwickelten Methode demonstriert. Für den Fall eines homogenen und eines heteroge-
nen Materials werden jeweils ein Beispiel mit linear elastischem Materialgesetz sowie ein
Beispiel, bei dem Entfestigung im Material vorgesehen ist, gewählt. Eine Zusammenfas-
sung der Arbeit und ein Ausblick auf verschiedene Möglichkeiten zur Weiterentwicklung
folgen in Kapitel 8.
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2
Modellbildung von Materialien mit
Mikrostruktur

Der großen Anzahl unterschiedlicher Materialien werden fortlaufend neue hinzugefügt,
die dahingehend entwickelt werden, bestmöglich an ihren Einsatzbereich angepasst zu
sein. Die Vielzahl an Materialien reicht von den reinen Elementen des Periodensystems,
wozu z. B. auch die reinen Metalle gehören, über in der Natur vorkommende Materiali-
en wie Holz, Lehm, unterschiedliche Gesteinsarten, menschliches und tierisches Gewebe
und weiterverarbeitete Materialien wie metallische Legierungen, Papier bzw. Karton bis
hin zu vollständig synthetisch hergestellten Materialien wie Kunststoffen (Polymeren),
Verbundwerkstoffen, wie z. B. Beton oder Karbonfaserverbundwerkstoffen, intelligenten
Materialien, wie z. B. Formgedächtnislegierungen, usw. Betrachtet man diese Material-
vielfalt, so ist offensichtlich, dass es kein Generalmodell für alle Materialien geben kann.

Dieses Kapitel befasst sich zunächst ganz allgemein damit, wie Material und Struk-
tur miteinander in Verbindung stehen (Abschnitt 2.1), bevor auf die Modellierung ver-
schiedener Materialtypen eingegangen wird. Es kann dabei auf der Betrachtungsska-
la zwischen zwei Arten von Materialien unterschieden werden, den diskreten Materia-
lien und solchen, die als kontinuierlich betrachtet werden können. Für die jeweiligen
Materialtypen gibt es unterschiedliche Modellierungsansätze. Diese unterscheiden sich,
abgesehen von der Art des Materials, auch noch aufgrund der Anwendungsbereiche.
In Abschnitt 2.2 werden zunächst verschiedene diskrete Modelle beschrieben, bevor in
Abschnitt 2.3 auf diverse Kontinuumsmodelle eingegangen wird. Da nicht immer ganz
offensichtlich ist, auf welcher Modellierungsseite man sich gerade befindet, werden in
Abschnitt 2.4 die Unterschiede diskutiert, die sich ergeben, wenn eine Methode als Dis-
kretisierungsmethode eingesetzt wird, oder wenn sie ein diskretes Modell beschreibt.
Abschnitt 2.5 schließt das Kapitel mit einer Auswahl an Methoden, die diskrete und
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2 Modellbildung von Materialien mit Mikrostruktur

kontinuierliche Methoden miteinander koppeln, um die Vorteile der jeweiligen Methode
bestmöglich zu nutzen.

2.1 Material und Struktur

Jedes Material besitzt eine individuelle Mikrostruktur. Für einige ausgewählte Materiali-
en ist diese in Abbildung 2.1 dargestellt. Betrachtet man zum Beispiel die Mikrostruktur
eines Metalls, so wird man ein Gitter aus Atomen finden, welche im Idealfall eine sehr
regelmäßige Anordnung haben. Holz und Papier hingegen sind aus einzelnen Fasern
aufgebaut. Sand ist eine Ansammlung einzelner Sandkörner, welchen wiederum eine Ge-
steinsart zugrunde liegt. Sind die einzelnen Körner etwas größer, so spricht man von
Kies. Ein Querschnitt eines Betons zeigt, dass dieser ebenfalls aus Körnern unterschied-
licher Größe besteht, den Aggregaten bzw. dem Zuschlag, welche in einer Matrix eines
Zementgemisches eingebettet sind. Zement wiederum besteht aus einzelnen feinen Staub-
körnern, diese wiederum aus noch kleineren Elementen, und so kann man jedes Material
bis zur Atomskala und weiter auflösen. Bei manchen Materialien können Zwischenska-
len ausgemacht werden, die das Material in typische Unterstrukturen auflösen, die sich
aber nicht auf der Atomskala befinden, wie z. B. die Aggregate des eben beschriebenen
Betons. Die Mikrostruktur eines Materials oder die eben genannten Strukturen auf ei-
ner Zwischenskala bestimmen wesentlich das globale Verhalten des Materials. Hierbei
sei zum Beispiel an einen Riss durch einen Festkörper gedacht. Der Riss wird dort ent-
stehen, wo das Material am schwächsten ist, wenn der Ort der Rissentstehung nicht
schon allein durch die geometrische Struktur des Körpers selbst bestimmt ist. Und er
wird sich dorthin ausbreiten, wo Schwachstellen im Material vorzufinden sind, wie z. B.
kleine Hohlräume oder geringere Materialfestigkeiten.

Um eine reale Prognose über das Verhalten eines Materials unter gewissen äußeren Ein-
flüssen stellen zu können, muss daher der Aufbau des Materials, also seine Mikrostruktur,
in Betracht gezogen werden. Andererseits ist es so, dass das Verhalten einer Struktur
unter einer bestimmten Last maßgeblich durch das Material, aus dem sie beschaffen ist,
beeinflusst wird. Material und Struktur stehen also im direkten Bezug zueinander und
können nicht ohne einander betrachtet werden.

Es gibt jedoch Situationen, bei denen es nicht so wichtig ist zu wissen, wie genau die
Mikrostruktur aussieht, und es genügt, wenn man einige globale Größen kennt, um
Aussagen für ganze Strukturen zu treffen, wie z. B. das Traglastverhalten oder die Ge-
samtdeformation. Linear elastisches isotropes Materialverhalten ist z. B. allein durch
den Elastizitätsmodul (E-Modul) und die Querdehnzahl charakterisiert. Diese Größen
lassen sich leicht mithilfe von Versuchen ermitteln und machen eine detaillierte Berech-

6



2.1 Material und Struktur

c©Wikimedia Commons (Jan Homann)

c©Wikimedia Commons (Ralf Saalmueller)

a a
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Abbildung 2.1: Von oben links nach unten rechts, die unterschiedliche Mikrostruktur
folgender Materialien: Eisen (bcc-Kristallgitter), Zellstoff eines Papier-
taschentuchs, Kies, Beton.

nung unnötig. Auch komplizierteres Materialverhalten lässt sich mithilfe einiger weniger
Parameter abbilden, ohne jedes einzelne Atom modellieren zu müssen. Dies wären zum
Beispiel plastisches oder viskoses Materialverhalten und Kombinationen daraus. Sollen
jedoch Effekte modelliert werden, bei denen sehr lokale Veränderungen im Material eine
große Auswirkung auf das globale Strukturverhalten haben, und stehen diese Verände-
rungen in direktem Zusammenhang mit der Mikrostruktur des Materials, wie dies z. B.
bei Versagenshergängen der Fall ist, so kommt man nicht umhin, die Mikrostruktur bei
der Modellierung zu berücksichtigen.

In dieser Arbeit stehen Problemstellungen im Vordergrund, bei denen es wichtig ist,
dass die Mikrostruktur des Materials bei der Modellierung berücksichtigt wird, um die
gewünschten Effekte abbilden zu können. Die Mikrostruktur ist dabei die Struktur des
Materials auf einer Skala, die den globalen Strukturabmessungen untergeordnet ist.
In welcher Größenordnung sich diese Skala befindet, hängt unter anderem davon ab,
welches Material betrachtet wird und welche Effekte untersucht werden sollen. Dies
können Effekte auf der Atomskala sein, dann bilden die Atome die Mikrostruktur des
Materials. Es können aber auch Effekte auf einer wesentlich gröberen Skala sein, wie z. B.
der eingangs beschriebene Riss durch einen Beton. Die Anordnung der Aggregate, ihre
Materialeigenschaften und der Verbund zwischen der Zementmatrix und den Aggregaten
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sind in diesem Fall die Elemente, die im Wesentlichen den Rissverlauf durch das Material
bestimmen. Sie bilden somit die Mikrostruktur. Die Mikroskala bezeichnet im Folgenden
die Skala, auf der sich die wie eben definierte Mikrostruktur befindet, und wird auch
Feinskala genannt. Die Skala, auf der sich die globalen Strukturabmessungen befinden,
wird Makro- oder Grobskala genannt.

Um die diskrete Mikrostruktur eines Materials genau abzubilden, wie z.B. die Gitter-
struktur eines Metalls, sind diskrete Modelle am besten geeignet. Sie eignen sich auch
zur Modellierung von Materialien, die diskreter Natur sind, wie z. B. Sand, Kies oder
anderen granularen Medien, wie Holzpellets oder Getreide. Den diskreten Methoden ste-
hen die Kontinuumsmethoden gegenüber, bei denen auf eine exakte Modellierung der
Mikrostruktur bewusst verzichtet wird und die Materialeigenschaften in verschmiertem
Zustand berücksichtigt werden. Beide Modellierungsweisen haben ihre Vor- und Nach-
teile und dienen unterschiedlichen Anwendungen. In den folgenden beiden Abschnitten
werden aus beiden Bereichen Methoden der Modellierung vor- und gegenübergestellt.
Der Schwerpunkt liegt dabei auf Methoden zur Modellierung von Festkörpern. Fluide
sind kein Bestandteil dieser Arbeit und werden außen vor gelassen.

2.2 Diskrete Modelle

Diskrete Modelle beschreiben Materialien, die auf einer bestimmten Größenskala aus
Teilchen aufgebaut sind. Diese Teilchen können entweder Atome oder Moleküle sein oder
aber in irgendeiner Form feste, abgegrenzte Körper auf einer deutlich gröberen Skala als
der Atomskala. Je nach Anwendung gibt es unterschiedliche Methoden, die zur Lösung
eingesetzt werden können. Zu den klassischen Anwendungen diskreter Methoden gehören
die Simulation von

• Gitterdefekten in Metallen auf der Atomskala (Gitterversetzungen, Verunreinigun-
gen durch Substitutionsatome, Korngrenzen usw.),

• Karbonnanoröhren, Graphenen, Fullerenen,

• Polymerketten,

• Materialabtrag z. B. in der Metallverarbeitung,

• Durchmischungsvorgängen von granularen Materialien in Mischtrommeln,

• Befüll- und Entladungsvorgängen von Silos,

• Transportvorgängen granularer Materialien (auf Förderbändern oder in LKWs),

• Bruchverhalten z. B. von Hochsicherheitsglas beim Beschuss,
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• Erdrutsch oder Gerölllawinen.

Da diskrete Modelle, wie ihr Name schon sagt, diskret sind, ist für die numerische Si-
mulation solcher Systeme keine räumliche Diskretisierung notwendig. Dies setzt jedoch
voraus, dass die Teilchen in der Simulation physikalisch existenten Einheiten entspre-
chen, wovon zunächst bei allen in Abschnitt 2.2 beschriebenen Methoden ausgegangen
wird. Auf hiervon abweichende Modellierungsstrategien wird in Abschnitt 2.4 eingegan-
gen. Unter der Voraussetzung, dass die Teilchen physikalisch sind, können mit diskre-
ten Methoden Simulationen durchgeführt werden, deren Ergebnisse weitestgehend der
Realität entsprechen. Schwachstellen im Material können z. B. an der richtigen Stelle
im Material abgebildet werden, wodurch sich die modellierte Struktur unter Belastung
realitätsnah verformt, Risse an diesen Schwachstellen entstehen und sich von dort aus-
breiten können. Die Rissbreite bedarf hierbei auch keiner weiteren Interpretation, sie
ist durch die Größe und den Abstand der Teilchen vorgegeben. Insofern diese der re-
ellen Größe entsprechen, ist auch der Riss sehr realitätsnah. Es findet keine räumliche
Diskretisierung in dem Sinn statt, dass der physikalische Raum so unterteilt wird, dass
ein Ergebnis nur noch an diskreten Punkten ausgewertet wird. Der Raum besteht schon
aus diskreten Einheiten. Dennoch findet eine geometrische Annäherung statt, die das
Ergebnis mehr oder weniger stark vom realen Experiment abweichen lässt. Die Form
der Teilchen ist oft so komplex, dass ihre Form angenähert wird. Dies ist insbesondere
bei granularen Materialien der Fall. Aber auch ganze Moleküle werden als kreis- bzw.
kugelförmige Einheiten betrachtet mit angenäherten Eigenschaften.

Zwischen den Teilchen werden Interaktionsgesetze definiert. Durch diese wird bestimmt,
wie die Teilchen Kräfte aufeinander ausüben und sich daraufhin bewegen. Je nachdem,
was modelliert werden soll, gibt es unterschiedliche Modelle für diese Teilcheninterak-
tionen. Die unterschiedlichen Simulationsmethoden haben bestimmte Anwendungsberei-
che, für die sie bevorzugt eingesetzt werden. Je nach Anwendung unterscheiden sich die
eingesetzten Interaktionsmodelle, weshalb auf deren Beschreibung erst in den nachfol-
genden Abschnitten bei der Vorstellung der jeweiligen diskreten Methode etwas detail-
lierter eingegangen wird. Die zu lösenden Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen
der Newton’schen Mechanik, deren starke Form gelöst wird. Bei diskreten Methoden
werden die Gleichgewichtsbedingungen mithilfe von Kräften und Verschiebungen ausge-
drückt und nicht, wie bei den später folgenden Kontinuumsmethoden, durch Spannungen
und Verzerrungen. Es handelt sich bei diskreten Methoden um eine Lagrange’sche Be-
trachtungsweise. Physikalisch interpretiert bedeutet das, dass sich der Beobachter mit
der Materie mitbewegt. Daneben existiert die Euler’sche Betrachtungsweise, bei der ein
Beobachter die Materie von einem bestimmten Punkt aus betrachtet, den er ständig
beibehält.
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Bei den simulierten Prozessen handelt es sich in der Regel um zeitlich veränderliche Pro-
zesse, welche eine zeitliche Diskretisierung erfordern. In den späteren Kapiteln werden
ausschließlich statische oder quasistatische Probleme behandelt, weshalb auf eine Ein-
führung in zeitliche Diskretisierungsverfahren verzichtet wird. Als Literatur zu diesem
Thema sei an dieser Stelle z. B. auf Deuflhard und Bornemann (2008) verwiesen.

Diskrete Methoden ermöglichen sehr detaillierte Simulationen, was deren großer Vor-
teil ist. Sie ermöglichen Einblicke in Prozesse, die man ohne diese Simulationen nicht
hätte. Dennoch haben sie auch einen entscheidenden Nachteil: Dadurch, dass jedes Teil-
chen modelliert wird und jedes Teilchen mehrere Freiheitsgrade besitzt, werden die Glei-
chungssysteme schnell so groß, dass, trotz stets steigender Rechnerleistungen, eine obere
Grenze des rechnerisch noch möglichen schon bei relativ kleinen Systemen erreicht ist.

2.2.1 Molekulardynamik

Numerische Methoden, bei denen die klassischen Bewegungsgleichungen für Mehrkör-
persysteme gelöst werden, und bei denen ein Potential zwischen den einzelnen Parti-
keln bekannt ist, werden zusammengefasst als Molekulardynamik (MD) bezeichnet. Die
Bewegungsgleichungen tauchen dabei entweder in der Lagrange’schen Form auf, also
ausgedrückt mithilfe der generalisierten Koordinaten und der Geschwindigkeiten der
Partikel, oder in der Hamilton’schen Form, wo die Gleichungen mithilfe der generali-
sierten Koordinaten und der Impulse der Partikel formuliert sind. Diese beiden Formen
beschreiben die Differenz der kinetischen und der potentiellen Energie im System und sie
beinhalten die Energieerhaltungsgleichung, die Massenbilanz, die Impulsbilanz und die
Drehimpulsbilanz. Die Herleitung dieser Gleichungen aus den beiden Energieformen ist
beispielsweise bei Liu u. a. (2006) oder Li und Liu (2004) zu finden. Die Partikel, wel-
che einzelne Atome, Moleküle oder sonstige feste Teilchen sein können, werden entweder
als ein System interagierender Materialpunkte beschrieben oder als feste kugelförmige
Körper ohne innere Struktur angenommen. Der interne Status der Atome oder Moleküle
ändert sich somit während der Simulation nicht, sondern es wird vorher dessen Wirkung
nach außen, z. B. mithilfe einer quantenmechanischen Simulation, ermittelt. Die Massen
der Partikel bleiben während der gesamten Simulation konstant. Zwischen den Parti-
keln wirken Kräfte, die aus der potentiellen Energie im System durch Ableitung des
Potentials nach den räumlichen Koordinaten eines Partikels gewonnen werden können.

Im Allgemeinen setzt sich das Potential aus mehreren Teilen zusammen. Ein Anteil des
Potentials repräsentiert die Energie eines äußeren Kraftfeldes, wie z. B. des Gravitations-
feldes. Weitere Anteile sind Potentiale zwischen Partikeln. Paarpotentiale beziehen sich
auf die Interaktion lediglich zweier Partikel. Ebenso gibt es Drei-Körper-Komponenten
usw. In der MD werden in der Regel die äußeren Kraftfelder ignoriert und alle weite-
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ren Mehrkörperinteraktionen in den Zweikörperinteraktionen zusammengefasst, um den
Rechenaufwand zu reduzieren. Gängige Paarpotentiale sind zum Beispiel das Lennard-
Jones-Potential oder das Morse-Potential (z. B. in Li und Liu (2004)). Ein Mehrkörper-
potential für metallische Systeme kann zum Beispiel mit der Embedded-Atom-Methode
(EAM) berechnet werden. Dieses Potential wird im Zusammenhang mit der Quasikon-
tinuumsmethode in Abschnitt 2.5.3 noch einmal erwähnt und daher im Folgenden kurz
beschrieben.

Zur Lösung der Bewegungsgleichungen, welche gewöhnliche Differentialgleichungen der
Zeit sind, wird ein Anfangswertproblem aufgestellt und dieses nach den Verschiebungen
aller Partikel im System gelöst. Dazu wird in der Regel ein explizites Zeitintegrations-
verfahren gewählt, wie beispielsweise das zentrale Differenzenverfahren. Die dynamische
Bewegung der Partikel wird mithilfe von Positions- und Geschwindigkeitsvektoren aus-
gedrückt.

Die ersten Molekulardynamik-Simulationen wurden von Alder und Wainwright

(1957) und Alder und Wainwright (1959) durchgeführt. Seither wird die MD haupt-
sächlich für Berechnungen auf atomistischer Skala angewendet. In den Materialwissen-
schaften dient sie dazu, Vorgänge auf dieser Ebene zu verstehen und neue Materialien zu
entwickeln, deren makroskopische Eigenschaften durch Veränderungen auf der Mikros-
kala mithilfe der MD untersucht und virtuell verändert werden können. Häufig werden
dabei Versetzungen in Metallgittern untersucht, das Verhalten eines Materials an Korn-
grenzen im Material bestimmt oder Nanoindentierung simuliert. Die Methode findet
aber z. B. auch in der Biologie, der Chemie und der Medizin Anwendung. Für detaillier-
tere Beschreibungen der MD sei beispielsweise auf Liu u. a. (2006) oder Li und Liu

(2004) verwiesen.

Embedded-Atom-Methode

Die Embedded-Atom-Methode (EAM) ist eine Methode zur Berechnung von Mehrkör-
perpotentialen speziell für metallische Systeme. Sie wurde 1983 von Daw und Baskes

(1983) und Daw und Baskes (1984) entwickelt. Zusätzlich zu den Potentialen paarwei-
ser Interaktionen berücksichtigt die EAM eine Einbettungsfunktion, welche die Energie
repräsentiert, die benötigt wird, um ein einzelnes Atom in die es umgebende Elektro-
nenwolke mit einer zuvor bekannten Dichte einzufügen. Die gesamte potentielle System-
energie ist somit die Summe aller Einbettungsenergien und aller Energien paarweiser
Wechselwirkungen.

Mithilfe des EAM-Potentials kann z. B. das Verhalten einer metallischen Struktur mit
diversen Gitterfehlern untersucht werden. Gitterfehler können Leerstellen oder Verun-
reinigungen durch sonst im Kristallgitter nicht vorhandene Atome sein, Versetzungen in
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der Gitterstruktur oder Korngrenzen. Es können aber auch kleine Risse in der Kristall-
struktur gehandhabt werden.

2.2.2 Diskrete-Elemente-Methode

Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) von Cundall und Strack (1979) ist eine
Methode zur Berechnung der Bewegung und der Interaktion einer großen Anzahl an
Partikeln und wird hauptsächlich zur Simulation granularer Medien verwendet. Sie hat
Ähnlichkeit mit der Molekulardynamik, unterscheidet sich aber dadurch, dass Rotatio-
nen der Teilchen zugelassen sind, Kontakt von Teilchen auftritt und diese komplizierte
Geometrien haben können.

Materialien werden durch feste, abgegrenzte Körper beschrieben, die diskreten Elemente,
welche auf verschiedene Weise miteinander interagieren und dadurch Kräfte aufeinander
ausüben. Die Partikel können starr oder weich sein, also eine Deformation des Partikels
selbst zulassen oder nicht. Starre Körper machen die Annahme eines Verzerrungsma-
ßes und eines Konstitutivgesetzes für jedes einzelne Partikel überflüssig. Die Partikel
können des Weiteren als brechbar oder unbrechbar angenommen werden, wobei für den
brechbaren Fall ein Bruchkriterium und eine Bruchregel eingeführt werden müssen. Die
Partikelform ist ebenfalls sehr variabel. Von rund bis polygonförmig im zweidimensiona-
len und kugel- bis polyederförmig im dreidimensionalen können die Partikel jede Form
haben. Auch zusammengesetzte Geometrien sind denkbar. Bezogen auf die Partikelwahl
stellen starre unbrechbare runde bzw. kugelförmige Partikel das einfachste und dadurch
gängigste Modell dar. Die Kräfte zwischen den Partikeln werden mithilfe unterschiedli-
cher Modelle approximiert.

Kontakt von Partikeln kann hart oder weich modelliert werden. Bei hartem Kontakt
wird die Undurchdringbarkeit der Körper erfüllt und somit werden die Partikel bei der
ersten Berührung sofort in die entgegengesetzte Richtung beschleunigt. Bei weichem
Kontakt wird eine leichte Überschneidung der Partikel zugelassen. Nimmt die Über-
schneidungsfläche bzw. das Überschneidungsvolumen zu, erhöht sich die Kraft mit der
das Partikel in entgegengesetzter Richtung beschleunigt wird und es schließlich dort-
hin bewegt. Durch Modelle in Tangentialrichtung kann dem System Reibung zwischen
Partikeln hinzugefügt werden. Je komplexer die Partikelgeometrie gewählt wurde, de-
sto schwieriger wird die Kontaktsuche. Bei kreis- oder kugelförmigen Partikeln genügt
die Information über die Radien und den Mittelpunktsabstand, um zu wissen, ob zwei
Partikel in Kontakt sind oder nicht. Kohäsion kann durch Einfügen von Verbindungsele-
menten zwischen Partikeln modelliert werden. Verbindungselemente können z. B. Federn
oder Balkenelemente sein.
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Die hier vorgestellten Modellierungsvarianten sind nur einige von vielen Möglichkeiten.
Luding (1998), Pöschel und Schwager (2005) und Schneider (2012) bieten eine
gute Übersicht zu verschiedenen Modellierungsansätzen. Jede einzelne Komponente des
Gesamtmodells, sei es die Partikelform, deren Anordnung oder die Interaktionsgesetze
zwischen den Partikeln, trägt zum globalen Verhalten des Materials bei und bildet damit
das Konstitutivgesetz.

Die Interaktion von Partikeln, wie oben beschrieben, stellt ein transientes Problem dar,
bei dem sich Gleichgewichtszustände immer dann einstellen, wenn die auf die Partikel
einwirkenden Kräfte ausgeglichen sind. Die zu lösenden Gleichungen sind die Bewe-
gungsgleichungen der Newton’schen Mechanik. Zur Lösung wird ein Anfangswertpro-
blem aufgestellt und mithilfe eines expliziten Lösungsverfahrens gelöst. Jedes diskrete
Element hat im allgemeinen dreidimensionalen Fall je drei Translations- und Rotati-
onsfreiheitsgrade. Die Größe der zu lösenden Gleichungen steigt daher bei steigender
Partikelzahl sehr schnell an. Durch die Rechnerkapazität ist somit die Modellgröße nach
oben begrenzt. Ein weiterer Aspekt, der die DEM zu einer rechenintensiven Methode
macht, diesmal bezogen auf die Rechenzeit, ist die Kontaktsuche. Es sollten Maßnah-
men angewendet werden, durch die verhindert wird, dass der Kontakt eines Partikels
mit allen anderen Partikeln im System überprüft wird. Dies kann z. B. dadurch gesche-
hen, dass die Kontaktsuche nur in geometrisch eingegrenzten Bereichen um ein Partikel
stattfindet.

Die DEM kann sowohl als diskrete Methode, als auch als Diskretisierungsmethode an-
gewendet werden. Dient sie zur Diskretisierung, müssen jedoch einige regularisierende
Maßnahmen getroffen werden, um die Lösung von der gewählten Partikelgröße unab-
hängig zu machen. Dazu mehr in Abschnitt 2.4.

2.2.3 Diskrete Strukturmodelle

Bei der Molekulardynamik und der Diskrete-Elemente-Methode interagieren einzelne
Teilchen miteinander, wie in den letzten beiden Abschnitten beschrieben wurde. Auch
wenn Fluide und deren Modellierung sowie Simulation kein Bestandteil dieser Arbeit
sind, so soll dennoch erwähnt werden, dass diese beiden Methoden besonders zur Si-
mulation von Flüssigkeiten, Gasen und sonstigen „losen“ Materialien, wie granularen
Materialien, geeignet sind. Es gibt jedoch auch einige Festkörper, die aus diskreten,
physikalisch existenten Elementen aufgebaut sind. Im Unterschied zu Fluiden und gra-
nularen Materialien, wo die Teilchen frei im Raum beweglich sind, haben die Teilchen in
Festkörpern fixe Nachbarteilchen, mit denen sie in irgendeiner Form zusammenhängen.
Die Teilchen und ihre Verbindungen bilden somit ein Gitter. Dies ist z. B. bei einigen
kristallinen Strukturen wie den Kohlenstoffnanoröhren (engl. „carbon nanotube“) oder
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Abbildung 2.2: Diskrete Strukturmodelle. Von oben links nach unten rechts: Multihalle
in Mannheim, Sydney Harbour Bridge, Kohlenstoffnanoröhre, Graphen.

Graphenen (Kohlenstoffschichten) der Fall, die in Abbildung 2.2 dargestellt sind, aber
auch die Mikrostruktur von Metallen besteht aus einem Atomgitter. Auf einer gröberen
Skala gibt es im Bauwesen ebenfalls einige Vertreter von Gitterkonstruktionen. Die so-
genannten Gitterschalen, die keine richtige Schale darstellen, sondern ein Fachwerk aus
einzelnen Stäben oder Balken bilden, sind ein Beispiel dafür. Im Grunde sind Fachwer-
ke jeder Art diskrete Strukturmodelle. Eine prominente Gitterschalenkonstruktion ist
das Dach der Multihalle in Mannheim und eine berühmte Fachwerkbrücke die Sydney
Harbour Bridge. Beide Beispiele sind Abbildung 2.2 zu sehen.

Eine besondere Art von Gittern sind die regelmäßigen Gitter, die hauptsächlich in Me-
tallen und kristallinen Strukturen vorkommen, wie z. B. den zuvor schon erwähnten
Kohlenstoffstrukturen. Die Regelmäßigkeit zeichnet sich dadurch aus, dass sich einzelne
Einheiten aus mehreren Teilchen und deren Verbindungen ständig wiederholen und da-
durch die gesamte Gitterstruktur aufbauen. Die Mechanik des Gitters kann vollständig
durch die kleinste das Gitter repräsentierende Einheit ausgedrückt werden. Die mecha-
nischen Gleichungen, die es zu lösen gilt, sind die Newton’schen Bewegungsgleichungen,
wie schon in der MD und der DEM. Der Vorteil der Lösung mithilfe eines Gittermodells
gegenüber der Lösung mithilfe der MD oder DEM, wo jedes einzelne Partikel voll auf-
gelöst ist und alle Interaktionen modelliert werden müssen, liegt in der Wiederholung
der das Gitter repräsentierenden Einheiten. Es können einzelne „Bausteine“ einfach zu-
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sammengefügt werden, wodurch Rechenzeit eingespart werden kann. Liu u. a. (2006)
sei als weiterführende Literatur zum Thema Gittermechanik mit dem Schwerpunkt auf
metallischen und kristallinen Strukturen empfohlen.

2.3 Kontinuumsmodelle

Während Simulationen mit diskreten Methoden eher virtuellen Experimenten gleichen,
wird mit der Kontinuumsmechanik vielmehr die erfahrene Realität beschrieben und kann
daher als phänomenologisch betrachtet werden. Die Kontinuumsmechanik befasst sich
mit dem Verformungsverhalten und beruht auf einer mathematischen Beschreibung von
Spannungen und Verzerrungen. Diese stehen über die konstitutiven Gleichungen und die
Kinematik mit der Gleichgewichtsbedingung in Zusammenhang und beschreiben mit den
Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen ein mechanisches Problem. In dieser
Arbeit werden ausschließlich Probleme der Festkörpermechanik in Betracht gezogen.

Mit Kontinuumsmodellen werden komplexe Prozesse auf einer feinen Skala im Material
in der Regel nicht so detailliert wiedergegeben wie mit diskreten Modellen, sondern ledig-
lich verschmiert dargestellt. Jede Struktur wird als ein kontinuierliches Medium betrach-
tet, dessen Zustand durch bestimmte Feldgrößen beschrieben wird, wie z. B. Temperatur,
Dichte, Verschiebungen, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Spannungen und Verzerrun-
gen. Diese Feldgrößen sind skalar-, vektor- oder tensorwertige Funktionen, die vom Ort
und der Zeit abhängen und von denen Stetigkeit und Differenzierbarkeit erwartet wird.
Physikalisch gesehen entspricht diese Beschreibung der Annäherung einer sehr großen
Anzahl an Atomen bzw. Partikeln durch einige wenige makroskopische Größen. Eine
entscheidende Voraussetzung dafür, dass ein Material als kontinuierlich betrachtet wer-
den kann, ist, dass die Fein- und Grobskala weit auseinander liegen. Dies ist dann der
Fall, wenn ein kleines Teilgebiet dΩ immer noch so groß ist, dass alle darin befindlichen
Partikel im Mittel dieselben Eigenschaften aufweisen wie ein beliebig großes Teilgebiet
oder das ganze Gebiet Ω. Diese Annahme wird Skalenseparation genannt und ist die
Grundlage für Homogenisierungsverfahren.

Wird ein Material als homogen betrachtet, ändert sich qualitativ nichts, wenn dΩ immer
kleiner wird. Wie zuvor schon erwähnt, stößt man jedoch irgendwann bei jedem Mate-
rial an die Grenze dessen, dass man von einem homogenen Material sprechen kann, und
findet eine heterogene Struktur vor. Das Ergebnis ist dann ebenfalls ein durchschnitt-
licher Wert und auf solch einer Skala unphysikalisch. Dimensionseffekte können also
mit Kontinuumsmodellen nicht wiedergegeben werden. Sie eignen sich dafür bestens,
um Phänomene zu untersuchen, die sich auf makroskopischer Ebene abspielen. Die An-
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wendungsbereiche von diskreten Modellen und Kontinuumsmodellen unterscheiden sich
somit deutlich voneinander.

Da die Bewegungsgleichungen in der Regel nicht analytisch zu lösen sind, werden diese
zur Lösung diskretisiert. Am Ende liegt somit keine kontinuierliche Lösung vor, sondern
die Lösung an einigen zuvor bestimmten Punkten. Diesen Punkten werden Freiheitsgra-
de zugewiesen. Während im Rahmen einer klassischen Kontinuumstheorie (Boltzmann-
Kontinuum) jedem materiellen Punkt im dreidimensionalen drei Translationsfreiheits-
grade zugeordnet werden, werden bei der mikropolaren Kontinuumstheorie (Cosserat-
Kontinuum) zusätzlich drei Rotationsfreiheitsgrade berücksichtigt. Für diese Freiheits-
grade werden die Gleichungen gelöst. Durch Interpolation lassen sich die Feldgrößen im
gesamten Gebiet ermitteln. Aufgrund dessen, dass nicht jedes mikroskopische Partikel
aufgelöst wird, werden Simulationen wesentlich größerer Strukturen möglich.

Aus den vielen kontinuumsmechanischen Methoden werden in den nächsten Abschnitten
drei vorgestellt, die Finite-Elemente-Methode, die Smoothed Particle Hydrodynamics
und die Material-Point-Methode. Die Finite-Elemente-Methode wurde ausgewählt, weil
sie in dieser Arbeit verwendet wird und die wahrscheinlich am weitesten verbreitete
Kontinuumsmethode ist. Die anderen beiden Methoden basieren auf einer Formulierung
mit Partikeln, die in dieser Arbeit ebenfalls eine große Rolle spielen, sind aber dennoch
den Kontinuumsmethoden zuzuordnen.

2.3.1 Finite-Elemente-Methode

Grundsätzlich handelt es sich bei der Finite-Elemente-Methode (FEM) um ein nume-
risches Lösungsverfahren für partielle Differentialgleichungen (PDE). Dies können Glei-
chungen der Strukturmechanik oder der Fluidmechanik sein, aber auch z. B. elektrosta-
tische oder elektromagnetische Feldgleichungen. Aufgrund der Vielzahl an Möglichkeiten
und Varianten, die die FEM birgt, wird im Folgenden nur die Grundidee der Metho-
de vorgestellt. Die Variante, die später verwendet wird, wird in Kapitel 3 detaillierter
beschrieben. Für ein weiterführendes Studium sei außerdem auf die bekanntesten ak-
tuellen Lehrbücher von Zienkiewicz u. a. (2006), Belytschko, T. u. a. (2008) und
Hughes (2000) verwiesen.

Die grundlegenden Ideen zur FEM stammen von Argyris (1960) mit der Matrizenfor-
mulierung, Turner u. a. (1956), die die Direkte-Steifigkeits-Methode entwickelten, und
Zienkiewicz, der letzten Endes alle Zutaten zusammenbrachte und erkannte, dass mit
der FEM eine Methode zur Lösung partieller Differentialgleichungen geschaffen wurde.
Das erste Finite-Elemente-Buch schrieben Zienkiewicz und Cheung (1967), dessen
folgende Auflagen (Zienkiewicz u. a. 2006) bis heute die Standardwerke der FEM sind.
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Einer der wesentlichen Aspekte der FEM ist die Unterteilung des betrachteten Gebiets
in Elemente finiter Größe, also nicht in infinitesimal kleine Elemente. Diese Elemente
werden daher finite Elemente genannt und geben der Methode ihren Namen. Den Ele-
mentknoten sind die zuvor erwähnten Freiheitsgrade zugewiesen, für die die Gleichungen
gelöst werden. Zwischen den Knoten wird die Lösung interpoliert. Dazu können Funk-
tionen unterschiedlicher Ordnung herangezogen werden. Funktionen höherer Ordnung
können eine bessere Annäherung der Lösung ergeben. Eine größere Anzahl an entspre-
chend kleineren Elementen einer bestimmten Ordnung sollte zu einem besseren Ergebnis
führen, oder zumindest zum gleichen Ergebnis. Die exakte Lösung stellt eine Funktion
dar, die durch die abschnittsweise definierten Interpolationsfunktionen, die Ansatzfunk-
tionen, angenähert wird. Ist die exakte Lösung im Lösungsansatz enthalten, so wird man
sie auch bekommen.

In der Strukturmechanik ist die FEM die am meisten verbreitete und am weitesten
entwickelte Simulationsmethode. Die zu lösende Gleichung ist die schwache Form des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen. Um sie zu erhalten, werden die Impulsbilanz und
die Spannungsrandbedingungen jeweils mit einer Testfunktion multipliziert und über das
Gebiet integriert. Die Impulsbilanz und die Spannungsrandbedingungen sind somit nicht
mehr punktweise erfüllt, sondern nur im integralen Sinne. Dadurch wird die Impulsbi-
lanz für die meisten Probleme erst lösbar. Zur vollständigen numerischen Beschreibung
des Problems sind außerdem Verschiebungsrandbedingungen, die kinematischen Glei-
chungen und das Materialgesetz notwendig. Die kinematischen Gleichungen setzen die
Verzerrungen mit den Verschiebungen in Beziehung, und das Materialgesetz beschreibt
das Verhältnis zwischen den Spannungen und den Verzerrungen. Die schwache Form des
Prinzips der virtuellen Verschiebungen ist die Gleichung, die zur Lösung diskretisiert
wird, räumlich, und bei zeitlich veränderlichen Problemen auch in der Zeit. Gelöst wird
für die Freiheitsgrade an den Knoten, bei statischen Problemen also die Verschiebungen
und gegebenenfalls die Rotationen. Die oben erwähnten Interpolationsansätze werden
demnach für die Verschiebungen bzw. Rotationen gemacht. Aus den Verschiebungen las-
sen sich Verzerrungen berechnen und daraus wiederum Spannungen. Im Gegensatz zu
den diskreten Methoden sind die Gleichungen der Kontinuumsmethoden in Spannun-
gen und Verzerrungen, als kontinuierliche Größen, formuliert. Da die Spannungen und
Verzerrungen zur numerischen Integration an den Integrationspunkten, meistens den
Gaußpunkten, bekannt sein müssen, werden sie dort ausgewertet.

Bei der FEM kommt sowohl die Lagrange’sche, als auch die Euler’sche Betrachtungs-
weise zum Einsatz.1 Für Probleme aus der Fluidmechanik wird zumeist der Euler’sche
Ansatz gewählt, während für strukturmechanische Problemstellungen die Lagrange’sche

1Weitere Modifikationen, wie beispielsweise die „Arbitrary Lagrangian Eulerian“-Formulierung (ALE)
oder die „Updated Lagrangian“-Formulierung sind auch möglich, nachzulesen z. B. bei Belytschko,

T. u. a. (2008).
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Formulierung verwendet wird. Zur Zeitintegration werden implizite und explizite Ver-
fahren eingesetzt. Welche Methode bevorzugt werden sollte, ist problemabhängig. Hohe
Frequenzen werden am besten mit expliziten Verfahren aufgelöst, erfordern in der Regel
aber kleine Zeitschritte. In anderen Fällen können implizite Verfahren mit einer größeren
Schrittweite schneller zielführend sein.

Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode gibt es einige Ansätze zur Umsetzung bzw.
Berücksichtigung diskreten Materialverhaltens. Einer davon ist die sogenannte Mehr-
skalensimulation, wie beispielsweise die FE2. Galvanetto und Aliabadi (2010) bie-
ten eine Einführung in das Thema der Mehrskalensimulation von Festkörpern. Um die
Mikrostruktur in die Rechnung mit einzubeziehen, wird an jedem Materialpunkt ein
Unterproblem auf deutlich kleinerer Skala gelöst. Ein die Mikrostruktur repräsentieren-
des Volumenelement wird dazu der Belastung am aktuellen Materialpunkt ausgesetzt.
Dies geschieht zum Beispiel, indem der Deformationsgradient an dieser Stelle übergeben
wird. Als Ergebnis des Subproblems werden die gemittelten Spannungen und die Materi-
altangente dem Makroproblem übergeben. In Miehe u. a. (2011) wird dieses Verfahren
beispielsweise auf Medien mit granularer Mikrostruktur angewandt.

Einige andere Ansätze haben zum Ziel, diskrete Risse abbilden zu können. Zum Einen
kann ein Riss mithilfe der Kontinuumsschädigungsmechanik abgebildet werden. Da-
bei wird jedoch lediglich die Steifigkeit eines Elements reduziert. Das Ergebnis ist kein
diskreter Riss, sondern eine lediglich verschmierte Darstellung der Steifigkeitsabnahme
durch einen Riss. Es können alternativ a priori definierte Riss-Elemente eingeführt wer-
den, wobei dann schon vor Beginn der Rechnung festgelegt wird, wo der Riss verläuft,
oder es wird im Falle eines Rissfortschritts neu vernetzt. Ein weiterer Ansatz ist die
erweiterte Finite-Elemente-Methode (X-FEM), bei der Risse mithilfe von Sprungfunk-
tionen abgebildet werden. All diese Ansätze haben gemeinsam, dass sie, insbesondere
bei vielen Rissen, sehr komplex werden.

2.3.2 Smoothed Particle Hydrodynamics

Die Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) ist eine Lagrange’sche netzfreie Methode,
die von Lucy (1977) und Gingold und Monaghan (1977) praktisch zeitgleich entwi-
ckelt wurde. Ursprünglich wurde sie zur Simulation der Interaktion von Sternen in der
Astrophysik entwickelt und dient heute hauptsächlich der Lösung zeitlich veränderlicher
hydrodynamischer Gleichungen. Sie basiert auf der Modellvorstellung, dass ein Fluid
aus einer endlichen Anzahl an diskreten Partikeln besteht, die während der gesamten
Simulation dieselbe Masse haben. Im Gegensatz zu den Partikeln bei den diskreten Me-
thoden haben diese Partikel keinerlei physikalische Bedeutung, sie dienen lediglich als
Diskretisierung eines eigentlich als kontinuierlich angenommenen Mediums. Die Partikel
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Abbildung 2.3: Skizze einer Kernfunktion Φ(r ,h), dargestellt im Zweidimensionalen.
Darin ist ri = ‖ri‖ = ‖x−xi‖ der Abstand des Partikels i zum Zentrum.

werden zufällig im Fluid verteilt und folgen den Newton’schen Bewegungsgleichungen.
Die Anzahl der Partikel bildet die Auflösung des Fluids und beeinflusst somit die Re-
chengenauigkeit der Methode. Wie bei den diskreten Methoden steigt auch hier mit der
Partikelanzahl die erforderliche Rechenleistung.

Der mittlere Abstand der Partikel wird charakteristische Glättungslänge (smoothing
length) h genannt und ist der wichtigste Parameter der Methode. Zur Vermeidung von
Singularitäten, werden lokal kontinuierliche Felder eingeführt, die das kollektive Verhal-
ten des diskreten Systems repräsentieren sollen. Dies ist umgesetzt mithilfe der soge-
nannten Kerne, das sind Funktionen, die als glättende Interpolationsfelder dienen. Als
Kern Φ(x,h) kann jede Funktion dienen, die folgende Kriterien erfüllt (Li und Liu

2004):
∫
R3

Φ(x,h) dΩ = 1

Φ(x,h) → δ(x), h → 0
Φ(x,h) ∈ C k(Rn), k ≥ 1.

(2.1)

Das erste Kriterium entspricht der Eigenschaft der Dirac-Delta-Funktion δ(x), dass das
Integral der Funktion immer Eins ergibt. Das diskrete Gegenstück hierzu wäre die Zerle-
gung der Eins (partition of unity). Das zweite Kriterium bedeutet, dass im Limit, wenn
h gegen Null geht, der Kern der Dirac-Delta-Funktion entspricht. Die letzte Eigenschaft
entspricht der Forderung, dass der Kern mehr als einmal differenzierbar sein soll, was
ihm seine glättende Eigenschaft verleiht. Für unterschiedliche Anwendungen werden
unterschiedliche Kerne benötigt. Typische Funktionen sind z. B. die Gauß’sche Glocken-
kurve, kubische oder quartische Spline-Kurven. Eine solche Funktion ist beispielhaft in
Abbildung 2.3 dargestellt. Welche Funktion geeignet ist, findet man nur durch Testen
und Vergleichen mit Lösungen anderer Simulationsmethoden heraus.
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2 Modellbildung von Materialien mit Mikrostruktur

Sämtliche Zustandsgrößen, wie Temperatur, Druck, Dichte usw., sind an die Partikel
gebunden. Um den integrierten Wert einer Größe A an einem Punkt x im Raum zu
berechnen, wird die Summe über alle N Partikel gebildet, die sich in einer imaginären
Kugel mit dem Radius 2h befinden, deren Zentrum bei x liegt:

A(x) =
N∑

i=1

mi

ρi
A(xi)Φ(x − xi ,h). (2.2)

Jedes Teilchen liefert einen skalarwertigen Anteil dieser Größe A(xi), der mit dem Kern
gewichtet wird. Ableitungen einer Größe beziehen sich nicht auf die Größe selbst, sondern
auf den Kern. Dadurch werden die partiellen Differentialgleichungen zu gewöhnlichen
Differentialgleichungen und somit deren Lösung stark vereinfacht. mi und ρi sind dabei
die Masse und die Dichte des durch das Partikel repräsentierten Volumenelements ΔVi =
mi/ρi . Im Gegensatz zur FEM wird bei der SPH die starke Form diskretisiert. Die
numerische Zeitintegration wird in den meisten Fällen mit einem expliziten Verfahren
durchgeführt.

Die algorithmische Struktur des Verfahrens gilt als sehr einfach, da zur Gleichungslösung
kein Hintergrundnetz benötigt wird. Aufgrund dieser Netzunabhängigkeit ermöglicht die
SPH die Handhabung größerer Verformungen als netzbasierte Methoden. Dies ist bei
der Simulation von Fluiden unabdingbar, ist aber auch zur Festkörpersimulation von
Vorteil. Die Erweiterung auf Probleme der Festkörpermechanik stammt von Libersky

und Petschek (1991). Seitdem wurde die Methode beispielsweise im Zusammenhang
mit der Simulation von Schädigung, Fragmentierung, Rissausbreitung oder Metallum-
formungsprozessen eingesetzt, aber auch zur Simulation von Anprallvorgängen und zur
Schockwellenausbreitung. Bei der SPH kann es zu Schwierigkeiten bei der Anwendung
auf Festkörperprobleme mit Verschiebungsrandbedingungen geben und es können Insta-
bilitäten unter Zugbelastung auftreten.

2.3.3 Material-Point-Methode

Die Material-Point-Methode (MPM) ist eine auf der FEM basierende Partikelmetho-
de. Sie wurde als Erweiterung der Particle-in-cell-Methode (Harlow u. a. 1964), die
aus der Fluiddynamik stammt, für Probleme der Festkörperdynamik von Sulsky u. a.

(1994) entwickelt.

Bei der MPM werden materielle Punktmassen, oder Materialpunkte (material points)
durch ein Euler’sches Hintergrundnetz bewegt. Diese Punktmassen repräsentieren kleine
Untergebiete des deformierbaren Körpers. Es wird ihnen im Ausgangszustand ihr zu re-
präsentierendes Volumen und die entsprechende Masse zugewiesen, welche sich während
der Berechnung nicht ändern. Die Spannungen und sämtliche andere Zustandsvariablen
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2.3 Kontinuumsmodelle

(I)

(II)

(III)

Abbildung 2.4: Sich während der Rechnung ändernder Bezug von Materialpunkten und
Hintergrundnetz bei der Material-Point-Methode. (I) Ausgangskonfigu-
ration. (II) Lagrange’sches Netz zur Lösung der Bewegungsgleichung.
(III) Netz wird nach jedem Schritt in die Ausgangskonfiguration zurück
verformt.

werden nicht wie bei der FEM an den Gaußpunkten ausgewertet und gespeichert, son-
dern an den Materialpunkten. Die Materialeigenschaften werden außerdem ebenfalls an
diesen Punkten gespeichert. Wie in Abbildung 2.4 (I) dargestellt, wird das FE-Netz so
groß gewählt, dass es den Körper in seiner Ausgangskonfiguration abdeckt, sowie alle
Bereiche, in die hinein man während der Berechnung eine Bewegung erwartet.

Das resultierende Gleichungssystem wird, genau wie bei der FEM, durch räumliche und
zeitliche Diskretisierung der schwachen Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen
hergeleitet und ebenso nach den Knotenverschiebungen gelöst. Die zeitliche Integration
findet in der Regel mit einem expliziten Verfahren statt. Im Raum werden zur Lösung
nur Elemente berücksichtigt, die Materialpunkte enthalten, die anderen werden deak-
tiviert (Beuth 2012). Dies kann einige Probleme bringen, wie z. B. unphysikalische
Diskontinuitäten in der Struktur oder im schlimmsten Fall kinematische Systeme. Um
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2 Modellbildung von Materialien mit Mikrostruktur

dies zu vermeiden, können an Stellen wo sonst „leere“ Elemente entstünden masselose
Materialpunkte eingefügt werden.

Die Lösung der Bewegungsgleichung ist Lagrange’scher Art dahingehend, dass, wie in
Abbildung 2.4 (II) zu sehen ist, das FE-Verschiebungsfeld die Bewegung der auf dem
Netz liegenden Materialpunkte beschreibt. Nach jedem Berechnungsschritt wird das Hin-
tergrundnetz wieder in seinen ursprünglichen Zustand gebracht, während sich die Ma-
terialpunkte weiter bewegt haben. Dies ist in in Abbildung 2.4 (III) veranschaulicht.
Deshalb wird die Art des Netzes auch mit der einer Updated-Lagrange-Formulierung
verglichen (Sulsky u. a. 1994). Die Beziehung zwischen Elementen und Materialpunk-
ten ändert sich also kontinuierlich während einer Berechnung. Sämtliche Informationen
werden aus den Knotenwerten interpoliert und an den Materialpunkten gespeichert.
Vor dem nächsten Schritt müssen dann die Werte der Materialpunkte wieder an das in
den Ursprungszustand zurückverformte Netz übergeben werden. Die Randbedingungen
werden im Gegensatz zur FEM auf die Materialpunkte aufgebracht und nicht auf die
Knoten des FE-Netzes.

Durch die Euler’sche Beschreibung des FE-Netzes werden stark verzerrte Netze vermie-
den. Daher ist die MPM gut zur Simulation von Problemen mit großen Verformungen
geeignet. Dadurch, dass alle Informationen, die das Material und den aktuellen Zustand
des Materials betreffen, an den Lagrange’schen Materialpunkten gespeichert sind, gilt
die MPM, verglichen mit anderen rein Euler’schen Modellen, außerdem als einfacher zu
implementieren (Sulsky u. a. 1994), weil die konvektiven Terme wegfallen. Der Aspekt
der Partikelformulierung in der MPM trägt dazu bei, dass Diskontinuitäten besser ab-
gebildet werden können und die Lösung weniger netzabhängig ist. Des Weiteren wird
die Methode gerne bei Durchdringungsproblemen eingesetzt und zur Modellierung von
Mehrphasensystemen. Die MPM ist rechenintensiver als herkömmliche FE-Methoden,
was dem Informationsaustausch zwischen dem FE-Netz und den Materialpunkten und
dem Zurücksetzen des Netzes nach jedem Schritt geschuldet ist.

2.4 Diskretisierung oder diskretes Modell

Aus den vorherigen Abschnitten geht hervor, dass diskrete Modelle am besten zur Simu-
lation diskreter Materialien und Strukturen eingesetzt werden und Kontinuumsmodelle
dann am besten geeignet sind, wenn ein großer Skalenunterschied zwischen der diskreten
Mikrostruktur und der Struktur auf der Makroskala besteht und man nur an der Unter-
suchung von Phänomenen interessiert ist, die sich auf makroskopischer Ebene abspielen.
Wie die bisher besprochenen Methoden hinsichtlich ihrer Anwendung traditionell einge-
teilt werden, ist in Abbildung 2.5 zusammengefasst. Auf der linken Seite befinden sich
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Abbildung 2.5: Einteilung von Simulationsmethoden, ihrer Anwendung und der Art der
Lösung in die Kategorien diskret und kontinuierlich.

die diskreten Methoden und auf der rechten die kontinuierlichen. Diskrete Materialien
können, nachdem ein homogenes Stoffgesetz gefunden wurde, auf einer groben Skala
auch mit kontinuierlichen Methoden berechnet werden. Wie aus Anschnitt 2.3 bekannt,
müssen dazu die Fein- und die Grobskala weit genug auseinander liegen. Ein Ansatz,
Simulationen diskreter Phänomene an Strukturen zu ermöglichen, deren Größe es nicht
zulässt, die Mikrostruktur komplett aufzulösen, sind die sogenannten Kopplungsmetho-
den. Einige solche Methoden werden in Abschnitt 2.5 vorgestellt. Sie verknüpfen diskret
und kontinuierlich modellierte Bereiche, um die Genauigkeit der diskreten Methoden mit
der Effizienz der kontinuierlichen Methoden zu kombinieren. In Abbildung 2.5 werden
sie daher zwischen den diskreten und den kontinuierlichen Methoden eingeordnet.

2.4.1 Diskretisierung mit diskreten Modellen

Eine Kategorisierung in diskrete und kontinuierliche Modelle ist nicht immer eindeutig
möglich. Wie in Abschnitt 2.3.1 schon angesprochen, gibt es, z. B. in der FEM, Ansät-
ze mit denen auch kontinuierliche Modelle in der Lage sind, diskrete Phänomene, wie
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2 Modellbildung von Materialien mit Mikrostruktur

beispielsweise Risse, abzubilden. Diskrete Modelle werden ebenfalls nicht ausschließ-
lich zur Simulation diskreter Materialien verwendet, sondern auch zur Approximation
kontinuierlicher Materialien eingesetzt. Man kann dann von diskreten mechanischen Er-
satzmodellen sprechen, weil sie etwas kontinuierliches durch etwas diskretes ersetzen. Sie
sind also weder kontinuierlich noch diskret und werden daher in Abbildung 2.5 neben
den Kopplungsmethoden eingeordnet.

Bei der „Framework Method“ von Hrennikoff (1941) werden linear elastische Flächen-
tragwerke durch unterschiedliche Fachwerke substituiert. Dies diente zum Zeitpunkt der
Methodenentwicklung der Überwindung von mathematischen Schwierigkeiten bei der
Lösung der Differentialgleichungen der Elastizitätstheorie und kann als einer der ersten
Schritte in Richtung der heutigen Finite-Elemente-Methode betrachtet werden. Mit den
unterschiedlichen Fachwerkstrukturen können global gesehen jeweils andere elastische
Eigenschaften modelliert werden. Es kann z. B. ein auf den zweidimensionalen Raum re-
duziertes Kontinuum im ebenen Spannungszustand mit der Querdehnzahl ν = 1/3 durch
ein regelmäßiges Dreiecksgitter, bei dem der Winkel zwischen allen Stabrichtungen 60◦

beträgt, abgebildet werden. Dasselbe Gitter bildet außerdem ein solches Kontinuum im
ebenen Verzerrungszustand mit der Querdehnzahl ν = 1/4 ab. Einen Überblick über
Gitter, wie sie in diversen Disziplinen zur Simulation von Kontinua angewendet werden,
findet man in Ostoja-Starzewski (2002).

Zur Diskretisierung von Kontinua mit Gittermodellen kommen in der Strukturmechanik
entweder Fachwerksysteme in Frage, bei denen das Gitter aus Normalkraftstäben bzw.
Federn aufgebaut ist, oder aber es setzt sich aus Balkenelementen zusammen. Schlan-

gen und van Mier (1992) setzten Stab- und Balkengittermodelle zur Simulation des
Bruchverhaltens von Beton ein und verglichen das Ergebnis mit Versuchen. Ein Problem
der Gittermodelle ist, dass sie aufgrund ihrer Geometrie eine starke Richtungsabhängig-
keit aufweisen. Ein Riss breitet sich in einem regelmäßigen Gitter immer in bestimmten
Richtungen aus. Richtungen, die durch das Gitter festgelegt sind, geben in der Regel
nicht die physikalische Rissausbreitung des natürlichen Materials wieder.

Anders als z. B. bei der Modellierung von atomistischen Gittern, wo die Stäbe ein Modell
für tatsächlich vorhandene Atombindungen sind, haben diese beim Einsatz zur Diskre-
tisierung von Kontinua keinerlei physikalische Bedeutung, sondern sind lediglich Dis-
kretisierungselemente. Werden diskrete Methoden zur Diskretisierung eingesetzt, gelten
dieselben Regeln wie für Kontinuumsmethoden: Die Lösung sollte bei feiner werdender
Diskretisierung gegen die exakte Lösung konvergieren. Im Falle der Lokalisierung be-
steht jedoch sowohl bei zur Diskretisierung eingesetzten diskreten Methoden als auch bei
Kontinuumsmethoden das Problem der Abhängigkeit von der Auflösung der gewählten
Diskretisierung. Um diese Abhängigkeit zu überwinden, werden sogenannte Regulari-
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sierungsstrategien angewendet. Eine Beschreibung der Problematik sowie verschiedene
Lösungsmöglichkeiten werden im folgenden Abschnitt 2.4.2 kurz beschrieben.

In der Fluidmechanik werden ebenfalls diskrete Methoden als Diskretisierung verwendet.
Bei der Lattice-Boltzmann-Methode wird das kontinuierliche Newton’sche Fluid durch
diskrete Partikel ersetzt, die durch ein Gitter bewegt werden. Anstatt der Navier-Stokes-
Gleichung wird die Boltzmann-Gleichung gelöst, was deutlich einfacher ist. Bei größer
werdender Partikelanzahl konvergiert die Lösung mit der Lattice-Boltzmann-Methode
gegen die der Navier-Stokes-Gleichung.

2.4.2 Regularisierung

Entfestigendes, lokalisierendes Materialverhalten zeichnet sich dadurch aus, dass die Ver-
schiebungen in einem sehr lokalen Bereich konzentriert sind und sich dort eine schmale
Versagenszone im Material ausbildet. Das bedeutet beispielsweise, dass die Verschie-
bungen in diesem Bereich einen großen Gradienten aufweisen oder gar einen Sprung. In
den Bereichen um die Versagenszone herum sind die Deformationen deutlich kleiner und
es kann dort sogar Entlastung des Materials stattfinden. Bildet sich in einem Material
ein Riss aus, so geschieht dies durch Akkumulation von Schädigung in einem Bereich
bis einzelne Verbindungen reißen. Die Verschiebungen haben dann einen Sprung nor-
mal zur Versagensfläche. In Abbildung 2.6 ist dies auf der linken Seite am Beispiel einer
Gletscherspalte veranschaulicht. Tritt die Schädigung tangential zur Versagensfläche ein,
so entstehen Scherbänder. Dies kann beispielsweise zu einem Hangrutsch führen, einer
Gleitschneelawine oder einem Schneebrett, wie in Abbildung 2.6 rechts dargestellt. Aber
auch in Metallen treten diese Lokalisierungsphänomene auf. Dort bilden sich beispiels-
weise Scherbänder, die durch Versetzungen im Metallgitter entstehen und zu plastischen
Verformungen in einem schmalen Band führen.

Da punktweise (lokal) formulierte kontinuumsmechanische Stoffgesetze durch Mitte-
lung des Verhaltens eines Materialausschnitts gewonnen werden, können diese Lokali-
sierungsphänomene in der klassischen Kontinuumsmechanik nur in verschmierter Form
dargestellt werden. Bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung äußert sich dieser Mangel
durch Abhängigkeit der Lösung vom gewählten Netz. Entfestigt das Mateial an einer
Stelle, so ist bei lokal formulierten Kontinuumsmodellen davon ein ganzes Element be-
troffen und die Elementgröße bestimmt die Breite der Versagenszone. Die Ursache des
Problems der Netzabhängigkeit hat de Borst (1986) anhand eines einfachen eindimen-
sionalen Beispiels veranschaulicht. Es wird im Folgenden lediglich kurz auf die Proble-
matik eingegangen und was dagegen getan werden kann. Das vollständige Beispiel ist
bei de Borst (1986) nachzulesen und wird ebenfalls in Kuhl (2000) und Hund (2007)
ausführlich beschrieben.
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Gletscherspalten Schneebrett
c©Wikimedia Commons (Saperaud)
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Abbildung 2.6: Sprung in den Verschiebungen normal zur Versagensfläche (Riss, Glet-
scherspalte) und Sprung in den Verschiebungen tangential zur Versa-
gensfläche (Schneebrett, Gleitschneelawine, Hangrutsch).

In dem Beispiel wird ein eindimensionaler linear entfestigender Zugstab einer bestimm-
ten Länge untersucht. Der Stab ist mit mehreren Elementen derselben Länge diskreti-
siert. Die Anzahl nele der Elemente, in die der Stab unterteilt ist, wird variiert und das
Ergebnis der durch die Schädigung frei gesetzten Bruchenergie Gf für die unterschiedli-
chen Diskretisierungen verglichen. Der Stabquerschnitt und die Materialparameter sind
über die gesamte Länge konstant. Die dissipierte Bruchenergie kann durch die Fläche
unter der Spannungs-Dehnungs-Kurve bestimmt werden. Diese Energie ist von der Riss-
breite und einigen anderen Materialparametern abhängig. Bei der numerischen Lösung
ergibt sich außerdem eine antiproportionale Abhängigkeit der Bruchenergie von der An-
zahl der Elemente, also Gf ∼ 1/nele. Demzufolge geht die dissipierte Energie für eine
unendlich feine Diskretisierung gegen Null, was unphysikalisch ist.

Um Unabhängigkeit von der Diskretisierung zu erreichen, werden sogenannte Regu-
larisierungsstrategien eingesetzt, bei denen das lokale kontinuumsmechanische Modell
entsprechend erweitert wird. Dies kann eine Anreicherung der kinematischen Formulie-
rung sein, wie es z. B. bei der erweiterten Finite-Elemente-Methode (X-FEM) der Fall
ist, oder aber durch die Berücksichtigung einer internen Länge in den konstitutiven Glei-
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chungen geschehen. In Kuhl (2000) werden fünf Methoden vorgestellt, bei denen die
konstitutiven Gleichungen angereichert werden.

Die einfachste Möglichkeit, um eine eindeutige netzunabhängige Lösung zu bekommen,
ist die Einführung eines netzadaptierten Entfestigungsmoduls. Aus der Forderung nach
einer konstanten Bruchenergie kann die Bruchdehnung in Abhängigkeit der Element-
größe und der Rissbreite bestimmt werden. Dadurch wird der Entfestigungsmodul (die
Materialtangente bei fortschreitender Schädigung) abhängig von der Elementgröße und
ist damit Bestandteil der konstitutiven Gleichungen. Diese Einfachheit hat jedoch auch
einen Nachteil: Es funktioniert nur, solange die tatsächliche Rissbreite kleiner ist als die
Elementbreite, da sich die berechnete Lokalisierungszone nur über eine Elementbreite
erstrecken kann. Weitere Möglichkeiten, die in Kuhl (2000) behandelt werden, sind das
gradientenerweiterte Kontinuumsmodell, die Berücksichtigung viskoser Effekte, mikro-
polare Kontinuumstheorien und nichtlokale Integralkontinua. Da dieses Thema jedoch
kein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist, wird darauf nicht weiter eingegangen.

Werden diskrete Methoden zur Diskretisierung eingesetzt, besteht im Grunde dasselbe
Problem. Bei Gittermethoden und bei der Diskrete-Elemente-Methode sind es die Stab-
bzw. Balkenelemente, in denen das Material beim Versagen lokalisiert. Diese Elemente
bilden entweder direkt die Struktur, wie bei Gittermodellen, oder im Fall der DEM
die kohäsiven Verbindungen zwischen den Partikeln. Das globale Materialverhalten ist
definiert durch die konstitutiven Beziehungen der Stab- bzw. Balkenelemente. Soll damit
ein Kontinuum abgebildet werden, bei dem die Versagenszone eine gewisse Breite hat,
dann muss diese in die konstitutiven Gleichungen einfließen bzw. mit der Elementlänge
in Bezug gesetzt werden, sodass auch bei solch einem Modell eine konstante Bruchenergie
erreicht werden kann.

2.5 Diskret-kontinuierliche Kopplungsmethoden

In vielen Disziplinen und Anwendungen numerischer Methoden besteht der Wunsch,
Phänomene, die sich auf der Mikroskala eines Materials abspielen, zu simulieren. Auf
einige Prozesse, bei denen die Mikroskala wichtig ist, wurde zu Beginn des Kapitels
schon verwiesen. Wie deren numerische Umsetzung mithilfe von unterschiedlichen dis-
kreten Methoden bewerkstelligt werden kann, wurde in Abschnitt 2.2 gezeigt. Nun sind
die Strukturen oft so groß, dass es mit den derzeitigen Rechnern unmöglich ist, deren
gesamte Mikrostruktur vollständig aufzulösen und die Simulation mit einer diskreten
Methode durchzuführen. Oft stehen Phänomene im Zentrum des Interesses, bei denen
die für das globale Verhalten wichtigen Effekte der Mikrostruktur nur auf einen kleinen
Ausschnitt der Struktur begrenzt sind. Dies ist beispielsweise bei einem Riss der Fall
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oder bei der Nanoindentierung. In Großteilen des gesamten Gebiets kann die Lösung
als glatt bezeichnet werden. In solchen Fällen liegt es nahe, nur diesen kleinen Teil dis-
kret zu modellieren und den verbleibenden Bereich mit einer Kontinuumsmethode zu
beschreiben.

Dem Wunsch folgend, immer größere Strukturen zu simulieren und dennoch nicht auf die
Einflüsse der Mikrostruktur verzichten zu wollen oder zu können, wurden in den letzten
etwa zwanzig Jahren zahlreiche Methoden entwickelt, die diskrete und kontinuierliche
Methoden miteinander verknüpfen. Die Forschung zu diesem Thema ist nach wie vor
aktuell. Das Ziel ist es, die Genauigkeit eines diskreten Ansatzes mit der Effizienz eines
kontinuierlichen zu kombinieren. Prinzipiell sollen die Ergebnisse einer diskreten Metho-
de mit wesentlich geringerem Rechenaufwand erlangt werden. Es ist daher wichtig, dass
bei einer Mehrskalensimulation immer das Verhältnis der Genauigkeit zum Rechenauf-
wand im Vordergrund steht. Ob eine Mehrskalenmethode sinnvoll ist, ist stark problem-
abhängig. Die ersten und bislang immer noch die meisten Kopplungsansätze findet man
im Bereich der Atomistik. Daher ist bei allen im Folgenden vorgestellten Methoden die
Mikroskala aus Atomen oder Molekülen aufgebaut. In Miller und Tadmor (2009)
werden vierzehn Mehrskalenmethoden miteinander verglichen, die alle atomistische und
kontinuumsmechanische Modelle miteinander koppeln. Weitere Veröffentlichungen mit
übersichtsgebendem Charakter sind beispielsweise Curtin und Miller (2003) und
Fish (2006).

Der zentrale Punkt einer Mehrskalenmethode ist, wie das Problem des Übergangs zwi-
schen dem diskret und dem kontinuierlich modellierten Bereich gelöst ist. Dabei können
generell zwei Arten der Kopplung unterschieden werden: die informationsübertragenden
Mehrskalenmethoden und die Methoden, bei denen die beiden Diskretisierungsarten
simultan vorliegen (engl. „concurrent“).

Bei den informationsübertragenden Mehrskalenmethoden werden Berechnungen auf der
feinen Skala durchgeführt und Größen ermittelt, die dann für Berechnungen mit ei-
nem anderen Verfahren verwendet werden können, das mehr approximativen oder phä-
nomenologischen Charakter hat, wie z. B. die FEM. Zu den Methoden, die diese Art
der Kopplung verwenden, gehören beispielsweise die „Variational Multiscale Method“
(Hughes u. a. 1998) und die Quasikontinuumsmethode (Tadmor u. a. 1996). Die in
Abschnitt 2.3.1 vorgestellte FE2 gehört im Grunde auch dazu, nur dass die feine Skala
dort auch mit der FEM modelliert wird. Methoden, die als „concurrent“ bezeichnet wer-
den, sind unter anderen die Bridging-Domain-Methode (Belytschko und Xiao 2003),
die der Arlequin-Methode (Ben Dhia 1998) sehr ähnelt, welche allerdings nur Kontinu-
umsskalen verknüpft, und die Bridging-Scale-Methode (Wagner und Liu 2003). Bei
diesen Methoden liegen in manchen Bereichen beide Modelle (atomistisch und kontinu-
ierlich) gleichzeitig vor. Im ersten Fall trifft dies auf einen Übergangsbereich zwischen
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dem diskret aufgelösten und dem kontinuumsmechanisch modellierten Bereich zu, bei
der Bridging-Scale-Methode mehr oder weniger auf das gesamte Gebiet. Um die unter-
schiedlichen Kopplungsansätze zu verdeutlichen, werden in den folgenden Abschnitten
die Bridging-Domain-Methode, die Bridging-Scale-Methode und die Quasikontinuums-
methode genauer beschrieben. Zunächst sollen allerdings noch einige Besonderheiten
und Probleme bei Mehrskalensimulationen angesprochen werden.

Miller und Tadmor (2009) unterscheiden zwei grundlegend unterschiedliche Arten,
wie bei diesen Mehrskalenmethoden Gleichgewicht erreicht wird. Der erste Ansatz ist ein
energiebasierter Ansatz, bei dem ein wohl definiertes Energiefunktional für das Problem
aufgestellt wird und die Energie im System minimiert wird. Beim zweiten, kraftbasier-
ten Ansatz werden physikalisch motivierte Kräfte an allen Freiheitsgraden aufgestellt
und dafür gesorgt, dass diese während der Berechnung zu Null werden. Auch wenn es so
scheint, als wären diese beiden Ansätze identisch, so sind die Kräfte, die man beim ener-
giebasierten Ansatz an den Freiheitsgraden durch Ableitung der Gesamtenergie erhält,
nicht dieselben wie die beim kraftbasierten Ansatz. Der Grund dafür sind die sogenann-
ten „ghost-forces“ (Tadmor (1996) und Tadmor u. a. (1996)), die dadurch entste-
hen, dass ein Teil des Gebiets mit einer lokalen Formulierung (Kontinuum) diskretisiert
ist und ein daran angrenzender Bereich einer nichtlokalen Formulierung unterliegt. In
Kombination mit der Tatsache, dass Atome nicht nur mit ihren direkten Nachbarn in-
teragieren, sondern weitreichendere Potentiale haben, enstehen am Übergang des lokal
formulierten Bereichs zum nichtlokal formulierten Ungleichgewichtskäfte. Ein Atom im
lokal formulierten Bereich erfährt eine Kraft aufgrund eines Atoms im nichtlokal for-
mulierten Bereich, aber umgekehrt nicht. Dieses Verhalten ist in Shenoy u. a. (1999)
sehr anschaulich dargestellt. Die Methoden mit dem kraftbasierten Ansatz haben den
Nachteil, dass sie nur sehr langsam und teils zu einem instabilen Gleichgewichtspunkt
konvergieren. Sie sind außerdem nicht energieerhaltend und gelten als numerisch instabil.
Alle hier vorgestellten Methoden verfolgen den energiebasierten Ansatz.

Ein weiteres Problem, das dem Übergang einer feinen zu einer groben Diskretisierung ge-
schuldet ist und bei dynamischen Prozessen auftaucht, ist die Tatsache, dass eine grobe
Diskretisierung keine so hohen Frequenzen auflösen kann wie eine feine Diskretisierung.
Trifft eine Welle aus dem atomistischen Bereich auf die Grenze zum Kontinuum, wer-
den die hochfrequenten Anteile der Welle reflektiert. Dies ist unphysikalisch und sollte
z. B. durch Dämpfungsterme verhindert werden. Ebenfalls bei dynamischen Problemen
könnten zeitliche Übergänge sinnvoll sein. Je feiner die Diskretisierung, desto kleiner die
notwendigen Zeitschritte. Werden diese im gesamten Gebiet umgesetzt, ist die Rechen-
zeit vergleichsweise hoch. Daher könnte eine adaptive Anpassung der Zeitschrittweiten
sinnvoll sein. Hinweise auf Literatur zu diesem Thema findet man z. B. bei Fish (2006).
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Übergangsbereich ΩI
0

Kontinuum ΩC
0

Molekulardynamik ΩMD
0

Atom
FE-Knoten

0 1α

Abbildung 2.7: Kopplung bei der Bridging-Domain-Methode in 1D (nach Xiao und

Belytschko (2004)).

2.5.1 Bridging-Domain-Methode

Die Bridging-Domain-Methode (BDM) von Belytschko und Xiao (2003) koppelt die
Molekulardynamik mit der Finite-Elemente-Methode. Sie hat dieselben Grundzüge wie
die Arlequin-Methode (Ben Dhia 1998), eine allgemeine Methode zur Kopplung un-
terschiedlicher Methoden, basierend auf einem überblendenden Energiefunktional. Das
gesamte Gebiet Ω0 ist bei der BDM in zwei Untergebiete aufgeteilt. Ein Teil ΩC

0 reprä-
sentiert das Kontinuum, diskretisiert mit der FEM, und der andere ist der diskrete Teil
ΩMD

0 , welcher mit der Molekulardynamik modelliert ist. Diese beiden Gebiete sind durch
einen Übergangsbereich ΩI

0 miteinander verbunden, in dem sich die beiden Diskretisie-
rungen überlappen. Die Aufteilung der Gebiete ist in Abbildung 2.7 dargestellt.

Die Kopplung findet über die Energien im System statt. Die Hamilton-Funktion (engl.
„Hamiltonian“) H des gekoppelten Systems wird als Linearkombination der Hamilton-
Funktionen des diskreten und des kontinuierlichen Gebiets, H MD und H C, gebildet

H = (1 − α) H MD + α H C, (2.3)

wobei α die Funktion hat, die Anteile der beiden Gebiete zur Hamilton-Funktion im
gesamten Gebiet wie folgt zu wichten (siehe Abbildung 2.7):

α =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 in ΩC
0 − ΩI

0,

(0, 1) in ΩI
0,

0 in ΩMD
0 − ΩI

0.

(2.4)

Der Einfluss der jeweiligen Diskretisierungsmethode zum gesamten Hamiltonian nimmt
also von 100 %, am Rand des Übergangsgebiets, das mit der betrachteten Methode dis-
kretisiert ist, auf 0 %, am Rand zur anderen Diskretisierungsmethode, linear ab. Um
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Kompatibilität zwischen den beiden Methoden im Übergangsgebiet zu erzwingen, wird
von den Atomen gefordert, dass sie sich mit dem Verschiebungsfeld des Kontinuums be-
wegen. Diese Zusatzbedingung kann z. B. über die Lagrange-Multiplikatoren-Methode
oder die erweiterte (augmented) Lagrange-Methode in der Hamilton-Funktion des Über-
gangsbereichs eingebracht werden. Dies ist eine schwache Kompatibilitäsforderung, bei
der kein direkter Zusammenhang zwischen Atompositionen und FE-Knoten bestehen
muss. Dadurch ist die Generierung des FE-Netzes deutlich einfacher, reduziert jedoch
die Genauigkeit der Methode (Miller und Tadmor 2009).

2.5.2 Bridging-Scale-Methode

Wie bei der Bridging-Domain-Methode, werden auch bei der Bridging-Scale-Methode
(Wagner und Liu 2003) molekulardynamische und kontinuumsmechanische Diskre-
tisierungen miteinander gekoppelt. Die Konzepte beider Methoden gehen jedoch weit
auseinander. Bei der Bridging-Scale-Methode (BSM) gibt es prinzipiell keine getrenn-
ten atomistischen und kontinuumsmechanischen Bereiche. Stattdessen gibt es Verschie-
bungsfelder für die Fein- und Grobskala im ganzen Gebiet aus denen sich das Gesamt-
verschiebungsfeld u folgendermaßen zusammensetzt:

u = ū + u′. (2.5)

Diese Art der Skalenzerlegung wurde auch bei der „Variational Multiscale Method“
von Hughes u. a. (1998) verwendet. ū ist dabei die Lösung der groben Skala, die für
die ganze Struktur berechnet wird und mithilfe von FE-Ansatzfunktionen repräsentiert
werden kann. Die Feinskalenlösung u′ wird in Bereichen, die eine volle Auflösung erfor-
dern, hierarchisch aufaddiert. Sie entspricht dem Teil der Lösung, der nicht durch die
Grobskalen-Ansatzfunktionen wiedergegeben werden kann. In anderen Worten ist sie
die Differenz der Gesamtlösung des Verschiebungsfeldes zur Grobskalenlösung.

Die Freiheitsgrade der Feinskala werden mithilfe einer Laplace-Transformation aus dem
Grobskalengebiet eliminiert. Durch die Laplace-Transformation entstehen Terme, durch
die die beiden Skalen miteinander gekoppelt sind. Durch einige Terme werden beispiels-
weise Randbedingungen auf das Feinskalengebiet repräsentiert. Einer dieser Terme, der
Faltungskern (engl. „time history kernel“), sorgt außerdem dafür, dass kurze Wellenlän-
gen nicht reflektiert werden, wenn diese aus dem MD-Gebiet austreten wollen, sondern
deren Energie dissipiert wird. Im Gegensatz zur Bridging-Domain-Methode ist dies al-
so intrinsisch in der Methode enthalten. Die Fähigkeit der Methode, für die Fein- und
Grobskalensimulation jeweils andere Zeitschrittweiten wählen zu können, gilt außerdem
als ein großer Vorteil.
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2.5.3 Quasikontinuumsmethode

Im Gegensatz zur Bridging-Domain- und zur Bridging-Scale-Methode gehört die Quasi-
kontinuumsmethode (QC-Methode) von Tadmor u. a. (1996) nicht zu den „concurrent“-
Methoden, sondern ist eine informationsübertragende Methode. Die gekoppelten Metho-
den sind jedoch auch bei dieser Methode die Finite-Elemente-Methode und die Moleku-
lardynamik, hier mit dem Potential der Embedded-Atom-Methode. Mit der FEM wird
die Kinematik festgelegt, und die MD definiert das Konstitutivverhalten.

Die grundlegenden Gleichungen werden bei der QC-Methode mit der FEM gelöst. Die
Freiheitsgrade der FE-Knoten sind daher die einzigen im System. Das FE-Netz wird so
über die Atome gelegt, dass sich ein FE-Knoten immer an der Position eines Atoms
befindet. Dadurch können die FE-Knoten auch als repräsentative Atome betrachtet
werden. Atome, die zwischen den FE-Knoten liegen, werden gezwungen, sich mit dem
FE-Verschiebungsfeld mitzubewegen (Cauchy-Born-Regel). Die Verschiebungen dieser
Atome erhält man durch Interpolation der Knotenverschiebungen über die FE-Ansatz-
funktionen. Anders als bei der normalen FEM basiert das Materialgesetz auf den Po-
tentialen zwischen den Atomen, welche von den Verschiebungen der Atome abhängen.
Diese Potentiale werden aufsummiert, um das Gesamtpotential im System zu ermitteln.
Zweimaliges Ableiten des Gesamtpotentials nach den Freiheitsgraden ergibt die Steifig-
keitsmatrix. Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix ist daher der einzige Unterschied zur
Standard-FEM und wird in Bereichen mit nahezu homogener und stark inhomogener
Lösung unterschiedlich umgesetzt.

Da die Deformation des Kontinuums zur Anwendung der Cauchy-Born-Regel homo-
gen sein muss, wird das Finite-Elemente-Netz in Bereichen, in denen die Spannungs-
und Verzerrungsgradienten groß sind, adaptiv verfeinert (Shenoy u. a. 1999). Da die
FE-Knoten so gewählt werden, dass sie immer auf Atomen liegen, ist das feinste Netz er-
reicht, wenn jedes Atom durch einen FE-Knoten repräsentiert wird. In diesem Fall hat
jedes Atom seine eigenen Freiheitsgrade und kann sich ohne kinematische Einschrän-
kungen bewegen. Wo das Netz bis zur Atomskala aufgelöst ist, ist die Berechnung so-
mit dieselbe wie eine rein atomistische. In Bereichen mit relativ grobem Netz hingegen
verhält sich das Material eher wie ein Kontinuum. Beide Methoden sind somit in der
QC-Methode enthalten.

In der Literatur ist eine Vielzahl an Varianten dieser Methode vertreten, auch solche, die
nicht auf Energien, sondern auf Kräften basieren. Miller und Tadmor (2009) bieten
dazu einen Überblick und entsprechende Literaturhinweise. Ein Vorteil der QC-Methode
ist, dass sie durch die automatische Netz- und Modellanpassung einen glatten Übergang
der beiden Diskretisierungsmethoden ermöglicht. Es ist nicht nötig, unterschiedliche
Bereiche für die verschiedenen Diskretisierungsansätze oder gar ein Übergangsgebiet zu
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definieren und im Fall von lokalen Veränderungen während der Berechnung mitzubewe-
gen. Aufgrund dieses Vorteils wurde die Methode in dieser Arbeit als Grundlage für eine
Erweiterung auf Anwendungen in der Strukturmechanik gewählt.
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3
Grundlagen der Kontinuumsmechanik
und der Finite-Elemente-Methode

Dieses Kapitel behandelt die grundlegenden Gleichungen der Kontinuumsmechanik für
quasistatische Probleme und deren Lösung mithilfe der Finite-Elemente-Methode. Die
Gleichungen bilden die Basis zur mathematisch-mechanischen Beschreibung des Ant-
wortverhaltens eines materiellen Körpers unter Einfluss äußerer Kräfte. Die starke Form
des quasistatischen Randwertproblems wird in Abschnitt 3.1 hergeleitet, um in Ab-
schnitt 3.2 in die schwache Form überführt zu werden. Die Gleichungen der schwachen
Form lassen sich mit einem numerischen Näherungsverfahren wie der Finite-Elemente-
Methode (FEM) lösen. Dazu ist eine Diskretisierung des Problems nötig, die in Ab-
schnitt 3.3 eingeführt wird. Für eine iterative Gleichungslösung im nichtlinearen Fall
wird das Newton-Raphson-Verfahren angewendet. Dafür müssen die Gleichungen linea-
risiert werden. Die Linearisierung wird in Abschnitt 3.4 behandelt. Zur Vervollständi-
gung ist die Beschreibung des Materials von wichtiger Bedeutung. Die hier verwendeten
Konstitutivgesetze werden in Abschnitt 3.5 eingeführt. Es werden im ganzen Kapitel
lediglich die in dieser Arbeit verwendeten Gleichungen eingeführt. Da keine zeitabhän-
gigen Probleme betrachtet werden sollen, wird auf Komponenten, die zur Beschreibung
dynamischer Effekte nötig sind, verzichtet.

Für ein vertiefendes Studium hinsichtlich der Kontinuumsmechanik für elastische Proble-
me kann z. B. Marsden und Hughes (1994) herangezogen werden und für den etwas
allgemeineren Fall der nichtlinearen Festkörpermechanik z. B. Holzapfel (2000). Im
Bereich der Finite-Elemente-Methode zählen Zienkiewicz u. a. (2006), Belytschko,

T. u. a. (2008) und Hughes (2000) zu den bekanntesten Lehrbüchern. Des Weiteren
bieten Bischoff u. a. (2006) und Kuhl und Meschke (2002) einen Einstieg in die
Materie.
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3.1 Quasistatisches Randwertproblem

Ein materieller Körper ist ein physikalisches Objekt, beschrieben durch eine (unendliche)
Menge von materiellen Punkten, das einen, zumindest abschnittsweise, kontinuierlichen
Bereich im dreidimensionalen Euklidischen Raum R

3 einnimmt. Dieser Bereich wird als
Gebiet Ω bezeichnet. Die Bewegung eines jeden materiellen Punkts wird durch seinen
Ortsvektor X = [X1 X2 X3]T und dessen Positionsänderung, die im Verschiebungsvektor
u = [u1 u2 u3]T festgehalten ist, beschrieben. Den Komponenten der Orts- und Verschie-
bungsvektoren liegt eine kartesische Basis mit den orthogonalen Einheitsvektoren ei für
i ∈ {1, 2, 3} zugrunde, wodurch die Vektoren durch ihre Komponenten und Basen durch

X = Xi ei und u(X) = ui(X) ei (3.1)

beschrieben werden können. Dabei gilt die Einstein’sche Summenkonvention. Die aktu-
elle Position des betrachteten materiellen Punkts ist durch den Ortsvektor

x(X) = X + u(X) (3.2)

gegeben. Dadurch sind Geometrie und Lage des materiellen Körpers eindeutig bestimmt.
Die Deformation des Körpers wird über dessen Verzerrungen bzw. Dehnungen beschrie-
ben. Bei der während der gesamten Arbeit angewandten geometrisch linearen Theorie,
also bei kleinen Verzerrungen, kann der nichtlineare Term des Verzerrungstensors ver-
nachlässigt werden. Das Verzerrungsmaß ist dann definiert als der symmetrische Anteil
des Verschiebungsgradienten ∇u. Der lineare Verzerrungstensor ε ergibt sich demnach
zu

ε = ∇symu = 1
2 [ui,j + uj,i ] ei ⊗ ej in Ω. (3.3)

Durch den Cauchy’schen Spannungstensor σ wird die mechanische Beanspruchung im
Körper ausgedrückt. Mit dem materialspezifischen Konstitutivgesetz

σ = σ(ε, q) in Ω (3.4)

werden die Verzerrungen, als Funktion der Verschiebungen, mit den Spannungen in Be-
zug gebracht. Außerdem können die Spannungen von der Belastungsgeschichte abhän-
gen. Die Geschichtsvariablen sind hier für den allgemeinen Fall im Vektor q zusammen-
gefasst. Die Beziehung zwischen Spannungen und Verzerrungen besteht ausschließlich
lokal am betrachteten materiellen Punkt. An einer Schnittfläche Γn des materiellen Kör-
pers mit der Normalen n werden die Spannungen t frei. Nach dem Cauchy-Theorem wird
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dieser Spannungsvektor wie folgt berechnet:

t = σ · n auf Γn. (3.5)

Der Spannungstensor erfüllt die lokale Impulsbilanz, welche das Gleichgewicht zwischen
den inneren Kräften und den äußeren Volumenkräften b beschreibt. Aus der Drehimpuls-
bilanz, die hier nicht weiter aufgeführt wird, kann für Boltzmann-Kontinua Symmetrie
des Spannungstensors hergeleitet werden, sodass σ = σT in Ω gilt. Da in dieser Arbeit
ausschließlich quasistatische Probleme behandelt werden, können sämtliche Trägheits-
terme vernachlässigt werden. Somit lautet die lokale Impulsbilanz:

div σ + b = 0 in Ω. (3.6)

Durch Definition von Randbedingungen erhält das punktweise formulierte Randwert-
problem seine Vollständigkeit. Der Gebietsrand Γ wird dazu in disjunkte Untermengen
des Dirichlet-Rands Γu und des Neumann-Rands Γt unterteilt:

Γ = Γu ∪ Γt Γu ∩ Γt = ∅. (3.7)

Im Kontext der Elastomechanik werden auf dem Dirichlet-Rand Verschiebungen ûi vor-
geschrieben und auf dem Neumann-Rand entsprechend Spannungen t̂i . Der Index i be-
zeichnet dabei die räumliche Richtung, in der die jeweilige Randbedingung wirken soll.
An jedem Punkt und in jede Richtung des Randes kann nur entweder eine Dirichlet-
oder eine Neumann-Randbedingung definiert sein:

ui = ûi auf Γu
ti = t̂i auf Γt.

(3.8)

Der Satz an Differentialgleichungen, bestehend aus der Gleichgewichtsbedingung (3.6),
dem Konstitutivgesetz (3.4) und der Kinematik (3.3), zusammen mit den Randbedin-
gungen (3.8), bildet die sogenannte starke Form des quasistatischen Randwertproblems.

3.2 Schwache Form des Randwertproblems

Die Lösung der starken Form des quasistatischen Randwertproblems ist für allgemeine
Problemstellungen in der Regel nicht analytisch möglich. Um die Gleichungen numerisch
zu lösen, werden sie mithilfe der Methode der gewichteten Residuen in die sogenann-
te schwache Form überführt. Dazu werden die Gleichgewichtsbedingung (3.6) und die
Spannungsrandbedingung (3.82) mit einer vektorwertigen Testfunktion multipliziert und
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über das Gebiet Ω bzw. den Spannungsrand Γt integriert:
∫
Ω

δu · [div σ + b] dΩ +
∫
Γt

δu · [t̂ − σ · n] dΓ = 0 ∀ δu. (3.9)

Als Testfunktion wird die virtuelle Verschiebung δu gewählt, welche die energetisch
konjugierte Größe zu den inneren und äußeren Kräften der Impulsbilanz darstellt. Die
Testfunktion kann eine beliebige Funktion sein, die jedoch homogene Verschiebungsrand-
bedingungen erfüllen soll und außerdem glatt genug sein muss, dass die zur Herleitung
der schwachen Form notwendigen Ableitungen definiert sind.

Durch Anwendung des Gauß’schen Integralsatzes nach partieller Integration, Einsetzen
der kinematischen und konstitutiven Gleichungen, (3.3) und (3.4), und unter Vorausset-
zung der Symmetrie des Spannungstensors σ, kann die schwache Form des Randwert-
problems durch

δΠ =
∫
Ω

δε : σ dΩ
︸ ︷︷ ︸

δΠint

−
∫
Ω

δu · b dΩ −
∫
Γt

δu · t̂ dΓ

︸ ︷︷ ︸
−δΠext

= 0 ∀ δu (3.10)

neu formuliert werden. In dieser Form werden die Gleichgewichtsbedingung und die
Spannungsrandbedingung nicht mehr punktweise stark erfüllt, sondern nur noch im in-
tegralen Sinne. Der Vorteil davon ist, dass lokale Fehler zugelassen werden und die
Gleichung somit leichter lösbar wird. Die kinematische Bedingung und das Konstitutiv-
gesetz sind auch in der schwachen Formulierung weiterhin an jedem Punkt stark erfüllt.
Werden die Testfunktionen als virtuelle Verschiebungen interpretiert, die die homogenen
geometrischen Randbedingungen erfüllen, so sind auch die geometrischen Randbedin-
gungen in der schwachen Form punktweise stark erfüllt. Die Wahl der Testfunktionen als
virtuelle Verschiebungen bewirkt außerdem, dass die Summanden in Gleichung (3.10)
der inneren virtuellen Arbeit δΠint und der äußeren virtuellen Arbeit δΠext entsprechen.
Die schwache Form ist dadurch identisch mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebun-
gen, wonach die virtuelle Arbeit δΠ als Differenz der inneren virtuellen Arbeit und der
äußeren virtuellen Arbeit verschwinden muss.

In einer Verschiebungsformulierung, wie sie hier verwendet wird, stellt die Verschie-
bung u die Primärvariable dar, nach der gelöst wird. Die Spannungen können durch das
verwendete Konstitutivgesetz (Abschnitt 3.5) aus den Verzerrungen berechnet werden
und diese wiederum hängen direkt von den Verschiebungen ab. Es kann nun mithilfe ei-
nes Näherungsverfahrens, wie z. B. der Finite-Elemente-Methode, gelöst werden. Ist die
genaue Lösung der schwachen Form bekannt, so entspricht sie der Lösung der starken
Form.
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3.3 Diskretisierung

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur ebene Problemstellungen behandelt, weshalb im
Folgenden alles auf den zweidimensionalen Fall beschränkt ist. Als Diskretisierungs-
methode wird die Finite-Elemente-Methode gewählt. Dabei wird das zu analysierende
Gebiet Ω in nele Teilbereiche Ωe unterteilt, die finiten Elemente:

Ω ≈ Ωh =
nele⋃
e=1

Ωe mit Ωi ∩ Ωj = ∅ für i �= j. (3.11)

Der Operator ⋃ steht für die Assemblierung der einzelnen Elementbeiträge zur jeweils
globalen Größe unter Berücksichtigung der Konnektivität. Mit dem Index h werden
diskrete Größen gekennzeichnet im Vergleich zu den kontinuierlichen. Innerhalb eines
Elements mit nnode Knoten werden sowohl die Geometrie als auch sonstige kontinu-
ierliche Feldgrößen, wie z. B. die Verschiebungen, mithilfe von diskreten Knotenwerten
und dazwischen liegenden Formfunktionen N approximiert. Gemäß des isoparametri-
schen Konzepts werden für die Geometrie und die Feldgrößen dieselben Formfunktionen
gewählt.

Der Ortsvektor eines materiellen Punktes in einem Element ist gegeben durch

x ≈ xh =
nnode∑
I=1

N I xI , (3.12)

wobei xI = [xI
1 xI

2 ]T die Koordinaten des I -ten Elementknotens sind und N I die Form-
funktion ist, die den Wert 1 am Knoten I annimmt und den Wert 0 an allen anderen
Knoten hat. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass hier und im Folgenden eine
kartesische Basis zugrunde gelegt und der Übersichtlichkeit halber von nun an auf eine
Matrixschreibweise übergegangen wird. Spannungen und Verzerrungen werden außer-
dem in Voigt-Notation angegeben. Die Formfunktionen werden für ein Einheitselement
in einem ebenfalls zweidimensionalen Parameterraum mit den Koordinaten ξ = [ξ1 ξ2]T
definiert und sind somit für alle Elemente mit derselben Geometrie (z. B. Dreieck oder
Viereck) und Ansätzen desselben Polynomgrades gleich. Das Bindeglied zwischen dem
Element im Parameterraum und im physikalischen Raum bildet die Jacobi-Matrix J:

J(ξ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ1
∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ2

⎤
⎥⎥⎥⎦ J−1(ξ) = 1

|J(ξ)|

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂x2

∂ξ2
−∂x2

∂ξ1

−∂x1

∂ξ2

∂x1

∂ξ1

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (3.13)

Wie in Abschnitt 3.2 erwähnt, stellen in einer Verschiebungsformulierung die Verschie-
bungen die einzige Feldgröße dar, für die gelöst wird. Es ist daher die einzige Größe,
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik und der Finite-Elemente-Methode

für die, abgesehen von der geometrischen Beschreibung, Ansätze gemacht werden. Die
Formfunktionen N sind dieselben wie für die Geometrie und im Sinne eines Bubnov-
Galerkin-Verfahrens auch dieselben für die virtuellen Verschiebungen:

u ≈ uh =
nele⋃
e=1

Nede δu ≈ δuh =
nele⋃
e=1

Neδde. (3.14)

Dabei sind d die Knotenverschiebungen bzw. δd die virtuellen Knotenverschiebungen,
zwischen denen interpoliert wird. Unter Voraussetzung eines Boltzmann-Kontinuums
hat jeder Knoten im zweidimensionalen zwei Verschiebungsfreiheitsgrade, nämlich in
e1- und e2-Richtung. Der Vektor d hat somit je Element e genau wie die Vektoren δd,
δu und u die Länge 2 · nnode.

Die (virtuellen) Verzerrungen entsprechen dem symmetrischen Anteil des räumlichen
Gradienten der (virtuellen) Verschiebungen. Da die Verschiebungen diskrete Knoten-
werte sind, muss die Ableitung der Formfunktionen gebildet werden. Diese Ableitun-
gen werden im B-Operator zusammengefasst, wobei die Kettenregel angewendet werden
muss, da die Formfunktionen lediglich eine Funktion der Koordinaten des Parameter-
raumes sind. Der B-Operator (engl. „strain-displacement matrix“) stellt die (virtuellen)
Verzerrungen und (virtuellen) Verschiebungen zueinander in Relation:

ε ≈ εh =
nele⋃
e=1

Bede δε ≈ δεh =
nele⋃
e=1

Beδde. (3.15)

Die diskrete schwache Form des quasistatischen Randwertproblems ergibt sich durch
Einsetzen der Ansätze (3.14) und (3.15) in (3.10):

δΠh =
nele⋃
e=1

(δde)T

⎡
⎣ ∫

Ωe

BTσh(d,q) dΩ

︸ ︷︷ ︸
f e
int(de)

−
∫

Ωe

NTb dΩ −
∫
Γe

t

NT t̂ dΓ

︸ ︷︷ ︸
−f e

ext

⎤
⎦ = 0 ∀ δde.

(3.16)

Es wurde dabei schon berücksichtigt, dass die virtuellen Verschiebungen δd keine Funk-
tion der räumlichen Koordinaten sind und demnach vor das Integral gezogen werden
können. Fordert man, dass Gleichung (3.16) für beliebige δd erfüllt wird (Fundamental-
lemma der Variationsrechnung), und führt weiterhin

Fint(D) =
nele⋃
e=1

f e
int(de), Fext =

nele⋃
e=1

f e
ext und D =

nele⋃
e=1

de (3.17)
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3.3 Diskretisierung

ξ1

ξ2

(0/0)
(1/0)

(0/1)

e1

e2

Abbildung 3.1: Dreieckselement mit Koordinaten im Parameterraum.

ein, so ergibt sich nachfolgendes, im Allgemeinen nichtlineares, Gleichungssystem zur
Bestimmung der unbekannten Knotenverschiebungen D des Systems:

R(D) = Fint(D) − Fext = 0. (3.18)

Fint(D) ist darin eine Funktion der Knotenverschiebungen, wohingegen für alle im Rah-
men dieser Arbeit behandelten Problemstellungen davon ausgegangen wird, dass dies
nicht auf die äußeren Kräfte Fext zutrifft. Gleichung (3.18) drückt das Gleichgewicht der
inneren und äußeren Kräfte aus. Auf den Index h wird von nun an verzichtet.

Wird das Prinzip der virtuellen Verschiebungen mithilfe der Finite-Elemente-Methode
und der damit verbundenen Ansätze gelöst, ensteht ein Fehler, wodurch die Lösungen
der starken und schwachen Form nicht mehr identisch sind. Der sich ergebende Fehler
wird Residuum R genannt und sollte Null sein. Bei nichtlinearen Problemen wird die
Belastung schrittweise aufgebracht. In jedem Schritt können dann mehrere Iterationen
nötig sein, um das Residuum bis auf einen zuvor definierten Toleranzwert an Null heran-
zubringen. In der vorliegenden Arbeit wird zur Iteration das Newton-Raphson-Verfahren
verwendet. Dieses Verfahren zeichnet sich bei konsistenter Linearisierung durch quadra-
tische Konvergenz in Lösungsnähe aus.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zur Diskretisierung ausschließlich Dreieckselemente
mit linearen Lagrange’schen Ansätzen verwendet. Die linearen Formfunktionen

N1 = 1 − ξ1 − ξ2 N2 = ξ1 N3 = ξ2 (3.19)

gehören zu einem Einheitselement wie in Bild 3.1 dargestellt. Aufgrund der linearen
Verschiebungsansätze besitzen Dreieckselemente die Eigenschaft konstanter Verzerrun-
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik und der Finite-Elemente-Methode

gen innerhalb eines Elements. Der Deformationsgradient

F = ∂x
∂X

= I + ∂u
∂X

(3.20)

mit der Einheitsmatrix I ist daher ebenfalls konstant im Element. Diese beiden Eigen-
schaften werden später noch hilfreich sein und werden daher hier schon einmal hervor-
gehoben.

3.4 Linearisierung

Das Residuum aus Gleichung (3.18) bezeichnet die Ungleichgewichtskräfte im System
und soll im Laufe der Iterationen, in einem Lastschritt, zu Null werden. Beim Newton-
Raphson-Verfahren wird das Residuum am aktuellen Punkt Di linearisiert und der Null-
punkt der Tangente an diesem Punkt gesucht (Di+1), der dann als neuer Ausgangspunkt
des nächsten Iterationsschritts dient. Dies wird solange wiederholt, bis die Änderung in
einem Iterationsschritt ΔDi+1 und/oder das Residuum einen sehr klein gewählten To-
leranzwert unterschreiten. Zur Linearisierung wird das Residuum in einer Taylorreihe
um die Lösung des Iterationsschritts i entwickelt. Unter Vernachlässigung aller Terme
höherer als erster Ordnung ergibt sich nachfolgendes linearisiertes Residuum:

Lin R(Di+1) = R(Di) + ∂R(D)
∂D

∣∣∣∣∣
Di

ΔDi+1 = 0 mit ΔDi+1 = Di+1 − Di . (3.21)

Der Term ∂R(D)
∂D

∣∣∣
Di

= ∂Fint(D)
∂D

∣∣∣
Di

definiert die globale Tangentensteifigkeit Ki
tan für die

Verschiebungen im i-ten Iterationsschritt. So erhält man zur Lösung des inkrementellen
Verschiebungsvektors ΔDi+1 das linearisierte globale Gleichungssystem

Ki
tan ΔDi+1 = Fext − Fint(Di) = −R(Di) (3.22)

und damit den aktualisierten Verschiebungsvektor Di+1. Die globale Tangentensteifigkeit
und das Residuum setzen sich aus den folgenden Elementbeiträgen zusammen

Ki
tan =

nele⋃
e=1

ke,i
tan =

nele⋃
e=1

∂f e
int(de)
∂de

∣∣∣∣∣
de,i

=
nele⋃
e=1

∫
Ωe

BTCi
tanB dΩ

Ri =
nele⋃
e=1

[
f e,i
int − f e

ext

]
=

nele⋃
e=1

⎡
⎣∫
Ωe

BTσi dΩ − f e
ext

⎤
⎦ ,

(3.23)

wobei Ctan den vierstufigen Materialtensor darstellt, der definiert ist durch die partielle
Ableitung der Spannungen nach den Verzerrungen Ctan = ∂σ/∂ε, jeweils im Schritt i.
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Die Tangentensteifigkeit ist somit abhängig vom gewählten Konstitutivgesetz, welches
über die Spannungen auch den inneren Kraftvektor beeinflusst. Die Spezifizierung des
Spannungstensors und insbesondere auch des Materialtensors wird im nächsten Ab-
schnitt genauer betrachtet.

3.5 Konstitutivgesetze

Um ein möglichst realistisches Antwortverhalten zu erreichen, muss das Werkstoffver-
halten der äußerst vielfältigen Materialien auf unterschiedlichste Art modelliert werden.
Dieses Verhalten wird mit dem Konstitutivgesetz festgelegt, welches die Verknüpfung
der Spannungen und der Verzerrungen als Funktion der Verschiebungen darstellt. Als
gröbste Kategorisierung lassen sich die Materialmodelle in lineare und nichtlineare Ma-
terialmodelle unterteilen. Im linearen Fall ist der Materialtensor unabhängig von den
Verzerrungen, was bei den nichtlinearen Modellen nicht der Fall ist. In den folgenden
beiden Abschnitten werden das linear elastische isotrope Materialmodell und das iso-
trope Elasto-Schädigungsmodell als Beispiele für ein lineares und ein nichtlineares Ma-
terialmodell vorgestellt. Diese beiden Modelle finden ihre Anwendung in den nächsten
Kapiteln dieser Arbeit. Einen Überblick über Materialmodelle für nichtlineare lokalisie-
rende Materialen bietet z. B. Jirásek (2012).

3.5.1 Lineare Elastizität

Mit einem linear elastischen Materialmodell werden reversible, zeitunabhängige Vorgän-
ge modelliert. Der Spannungszustand hängt dann nur vom momentanen Verzerrungszu-
stand ab und nicht von der Belastungsgeschichte. Es ist also

σ = σ(ε). (3.24)

Ist das Material außerdem homogen und sind die Materialeigenschaften richtungsunab-
hängig, so charakterisiert dies ein isotropes Materialmodell. Das isotrope linear elastische
Materialmodell wird mithilfe von zwei Parametern beschrieben. Es gibt dazu mehrere
Darstellungsvarianten. Zum einen kann das Materialmodell mithilfe der sogenannten
Lamé-Konstanten λ und μ dargestellt werden, die wiederum vom Elastizitätsmodul (E-
Modul) E und der Querdehnzahl ν abhängen, oder es kann direkt die Darstellung mit
E und ν gewählt werden. Die zuletzt genannte Darstellungsform wird im Folgenden
verwendet.

Bei linearer Elastizität entspricht der Spannungstensor der Differentiation einer elasti-
schen Potentialfunktion π(ε) bezüglich des Verzerrungstensors, also σ(ε) = ∂π(ε)/∂ε.
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik und der Finite-Elemente-Methode

Das bedeutet, dass der aktuelle Spannungszustand nur vom aktuellen Verzerrungszu-
stand abhängt, nicht aber vom Spannungspfad. Die Materialtangente Ctan entspricht
im elastischen Fall der Sekantensteifigkeit Csec und damit Ctan = Csec = C. Wie aus
Abschnitt 3.4 bekannt, wird der Materialtensor durch partielle Ableitung der Spannun-
gen nach den Verzerrungen erhalten. Es ergeben sich nachfolgende Zusammenhänge in
tensorieller bzw. Index-Schreibweise:

C = ∂σ

∂ε
= ∂π(ε)

∂ε ⊗ ∂ε
= Cijkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el ; σ = C : ε = Cijkl εkl ei ⊗ ej .

(3.25)

Aufgrund der Symmetrie des Spannungs- und des Verzerrungstensors erfüllt der Mate-
rialtensor folgende Symmetrieeigenschaften:

Cijkl = Cjikl = Cjilk = Cijlk . (3.26)

Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird zumeist die Darstellung der Spannungen
und Verzerrungen in Voigt-Notation verwendet, also in Vektorschreibweise. Es werden
somit Spannunngen und Verzerrungen mithilfe des Materialtensors wie folgt verknüpft:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ11
σ22
σ33
σ12
σ13
σ23

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C1111 C1122 C1133 C1112 C1113 C1123
C2211 C2222 C2233 C2212 C2213 C2223
C3311 C3322 C3333 C3312 C3313 C3323
C1211 C1222 C1233 C1212 C1213 C1223
C1311 C1322 C1333 C1312 C1313 C1323
C2311 C2322 C2333 C2312 C2313 C2323

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ε11
ε22
ε33
2ε12
2ε13
2ε23

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (3.27)

Werden auf den zweidimensionalen Raum reduzierte Probleme betrachtet, bei denen
die Elemente in der von den Basisvektoren e1 und e2 aufgespannten Ebene liegen, so
muss zwischen dem ebenen Spannungszustand und dem ebenen Verzerrungszustand un-
terschieden werden. Im Fall des ebenen Spannungszustandes wird angenommen, dass
die Spannungskomponenten σ33 = σ13 = σ23 = 0 sind, wohingegen dasselbe beim
ebenen Verzerrungszustand für die entsprechenden Verzerrungskomponenten gilt, also
ε33 = ε13 = ε23 = 0. Nach einigen Umformungen und weiteren Annahmen zur Erhaltung
der Gültigkeit von Gleichung (3.27) erhält man für die Materialmatrix (C-Matrix) im
ebenen Spannungszustand

C = E
1 − ν2

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 ν 0
ν 1 0
0 0 1 − ν

2

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (3.28)
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Im ebenen Verzerrungszustand hat die C-Matrix die Form

C = E
(1 + ν)(1 − 2ν)

⎡
⎢⎢⎢⎣
1 − ν ν 0

ν 1 − ν 0
0 0 1 − 2ν

2

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (3.29)

Das klassische Hooke’sche Gesetz beschreibt im Eindimensionalen die Spannungs-Deh-
nungs-Beziehung eines Fachwerkstabes bzw. einer Feder

σ = E ε, (3.30)

wobei alles skalare Größen sind. Die Spannung ist also proportional zur Dehnung und
beide Größen stehen im Verhältnis des E-Moduls zueinander.

3.5.2 Isotrope Elasto-Schädigung

Mithilfe der Schädigungsmechanik wird zunehmende Materialdegradation aufgrund des
Zusammenwachsens von Mikrorissen, Mikrohohlräumen oder ähnlicher Defekte unter
Belastung beschrieben. Diese mikrostrukturellen Veränderungen führen auf der Makro-
skala zur Steifigkeitsabnahme des Materials. Das einfachste Schädigungsmodell ist das
isotrope Elasto-Schädigungsmodell mit nur einem Parameter, bei dem angenommen
wird, dass die Schädigung in alle Richtungen gleich fortschreitet bzw. die Steifigkeit
in alle Richtungen gleich abnimmt, unabhängig von der Belastungsrichtung. Da ein iso-
tropes elastisches Material durch die zwei unabhängigen elastischen Materialkonstanten
E-Modul E und Querdehnzahl ν charakterisiert ist, sollte ein allgemeingültiges isotropes
Schädigungsmodell ebenfalls aus zwei voneinander unabhängigen Parametern bestehen.
Bei dem hier beschriebenen Modell wird jedoch angenommen, dass bei eintretender Schä-
digung alle Koeffizienten des Steifigkeitstensors gleichermaßen reduziert werden und die
Querdehnzahl von der Schädigung unbeeinträchtigt bleibt. Somit kommt diese Formu-
lierung mit nur einem Parameter aus.

Der geschädigte Materialtensor bzw. die Sekantensteifigkeit Csec wird durch ein skalares
Vielfaches des ursprünglichen elastischen Materialtensors Cel repräsentiert

Csec = (1 − d)Cel (3.31)

und setzt so die totalen Verzerrungen mit den totalen Spannungen in Verbindung.

σ = Csec ε = (1 − d)Cel ε (3.32)
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Darin beschreibt d die Evolution der Schädigung und wird deshalb auch Schädigungs-
parameter genannt. d hat im ungeschädigten Zustand den Wert 0 und bei vollständi-
ger Schädigung den Wert 1. Der elastische Bereich sowie die Zustände, in denen die
Schädigung zunimmt, sind durch die Belastungsfunktion f bestimmt. Sie hängt vom
Verzerrungstensor ε und dem Parameter κ ab:

f (ε,κ) = ε̃(ε) − κ mit κ(t) = max
τ≤t

ε̃(τ). (3.33)

Die äquivalente Verzerrung ε̃ ist ein skalares Maß des Verzerrungszustandes, wie z. B.
die euklidische Norm des Verzerrungstensors, und κ bezeichnet den Zustand mit den bis
zum Belastungszustand t maximal erreichten Verzerrungen in der Belastungsgeschich-
te. Da der Schädigungsfortschritt von den Verzerrungen abhängt und mit steigender
Verzerrung zunimmt und außerdem davon ausgegangen wird, dass einmal geschädigtes
Material geschädigt bleibt, muss der Schädigungsparameter d ebenfalls eine Funktion
der maximalen Verzerrungen der Belastungsgeschichte κ sein, also

d = g(κ). (3.34)

Zusammengefasst in der Karush-Kuhn-Tucker-Form lauten die Be- und Entlastungsbe-
dingungen

f ≤ 0, κ̇ ≥ 0, κ̇f = 0, (3.35)

worin der ersten Bedingung zu entnehmen ist, dass κ nicht kleiner sein kann als ε̃, die
zweite bedeutet, dass κ niemals kleiner werden kann und zuletzt, dass κ nur dann größer
werden kann, wenn κ und ε̃ gleich sind.

Aus Abschnitt 3.4 ist bekannt, dass die partielle Ableitung der Spannungen nach den
Verzerrungen die Materialtangente liefert. Mit Ausdruck (3.32) für die Spannungen lässt
sich die Materialtangente folgendermaßen bestimmen:

Ctan = ∂σ

∂ε
= ∂(Csec ε)

∂ε
=

∂
(
(1 − d)Cel ε

)
∂ε

= Csec − Cel ε ⊗ ∂g
∂κ

∂κ

∂ε̃

∂ε̃

∂ε
. (3.36)

Dabei ist ∂κ/∂ε̃ = 1 im Fall fortschreitender Schädigung, also wenn κ = ε̃, und 0 in allen
anderen Fällen. In Tabelle 3.1 ist die Materialtangente an unterschiedlichen Punkten des
Spannungs-Dehnungs-Diagramms dargestellt. Die aufgeführten Zusammenhänge können
direkt aus Gleichung (3.36) abgeleitet werden.
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Schädigungs-
parameter

äquivalente
Verzerrung

Materialtangente

ungeschädigt d = 0 Ctan = Cel

fortschreitende
Schädigung 0 < d < 1 ε̃ = κ Ctan = Csec − Cel ε ⊗ ∂g

∂κ

∂κ

∂ε̃

∂ε̃

∂ε

bei Entlastung 0 < d < 1 ε̃ < κ Ctan = Csec

vollständig
geschädigt d = 1 Ctan = 0

Tabelle 3.1: Materialtangente an unterschiedlichen Punkten des Spannungs-Dehnungs-
Diagramms.

Einaxiales Schädigungsmodell mit linearer Entfestigung

Da in dieser Arbeit als schädigende Elemente ausschließlich Stabelemente eingesetzt
werden, welche nur Normalkräfte in axialer Richtung aufnehmen können, wird das iso-
trope Schädigungsmodell nur in einer Dimension, also einaxial, benötigt. Das gewählte
Schädigungsmodell soll lineares Entfestigungsverhalten aufweisen. Im eindimensionalen
Fall kann man sich das Material als ein Faserbündel vorstellen, bei dem die Fasern par-
allel zur Belastungsrichtung, also zur Stablängsachse, ausgerichtet sind. Ursprünglich
verhalten sich all diese Fasern linear elastisch und die Kraft wirkt auf den gesamten
ursprünglichen Querschnitt A0. Bei stetig steigender Verzerrung fangen ab einer Deh-
nung κ0 einzelne Fasern an zu reißen und die Kraft im Stab wirkt nur noch auf den
effektiven Querschnitt A. Unter steigender Belastung werden dies immer mehr Fasern,
bis bei einer Verzerrung κm der gesamte Querschnitt gerissen ist (A = 0) und keine
Kraft mehr übertragen werden kann. Man unterscheidet die nominelle Spannung σ, bei
der die Kraft auf den ursprünglichen Querschnitt A0 wirkt, und die effektive Spannung
σeff , welche den Quotienten aus Kraft und effektiver Querschnittsfläche A bildet. Bei
gleicher Kraft im Stab gilt also σA0 = σeffA und damit

σ = A
A0

σeff = (1 − d)σeff . (3.37)

Der Schädigungsparameter d kann als das Verhältnis des geschädigten Querschnitts
Ad = A0−A zum ursprünglichen Querschnitt A0 betrachtet werden und ist eine Funktion
des maximal erreichten Verzerrungszustandes in der Belastungsgeschichte κ:

d = Ad

A0
= A0 − A

A0
= 1 − A

A0
= g(κ). (3.38)
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Abbildung 3.2: Evolution der Schädigung und Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines
einzelnen Stabes.

Da sich ursprünglich alle Fasern linear elastisch verhalten, wird die effektive Spannung
durch das Hooke’sche Gesetz σeff = E0 ε bestimmt. Eingesetzt in (3.37) erhält man für
die nominelle Spannung

σ = (1 − d)E0 ε. (3.39)

Im eindimensionalen Fall entspricht also die elastische Materialtangente Cel dem E-
Modul des ungeschädigten Materials E0 und die Sekantensteifigkeit Csec kann wie folgt
identifiziert werden:

Esec = (1 − d)E0. (3.40)

Die Dehnung entspricht nun in jeder Faser dem skalaren Wert ε. Damit reduziert sich
der Verzerrungstensor auf ε = ε̃ = ε und die Materialtangente Ctan vereinfacht sich zu

Etan = Esec − E0 ε
∂g
∂κ

∂κ

∂ε
. (3.41)

Die Evolution der Schädigung d = g(κ) bestimmt die Form des Spannungs-Dehnungs-
Diagramms und kann mithilfe eines einaxialen Versuchs ermittelt werden. In dieser
Arbeit wird das in Abbildung 3.2 qualitativ dargestellte linear entfestigende Schädi-
gungsmodell angewendet (Ramm u. a. 2004). Der Schädigungsparameter entspricht der

48



3.5 Konstitutivgesetze

nachfolgenden abschnittsweise definierten Funktion:

d =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 κ ≤ κ0
κm

κ

κ − κ0

κm − κ0
κ0 < κ < κm

1 κ ≥ κm

(3.42)

Es wird davon ausgegangen, dass die Fasern nur unter Zug schädigen, und dass bei ein-
wirkender Druckbelastung die Kraftübertragung über den gesamten Querschnitt statt-
findet. Die Materialtangente soll dann der Tangente des ungeschädigten Materials ent-
sprechen. Für ε < 0 soll also Etan = E0 sein.

Mit der in Abbildung 3.3 dargestellten Routine lassen sich für den aktuellen Schritt bei
der Newton-Raphson-Iteration die in der Belastung bis dahin maximal erreichte Verzer-
rung κit, die Schädigung dit, sowie die Materialtangente Etan und die Materialsekante
Esec bestimmen. Die unterschiedlichen Zweige definieren die entsprechend farblich ge-
kennzeichneten Abschnitte in der Spannungs-Dehnungs-Kurve. Als Eingangsgrößen für
die Routine werden die aktuelle Verzerrung ε und die in der Belastungsgeschichte bis da-
hin maximal erreichte Verzerrung κ benötigt. Am Ende eines jeden Belastungsschritts,
also wenn Konvergenz erreicht ist, müssen die Geschichtsvariablen aktualisiert werden,
um im nächsten Belastungsschritt zur Verfügung zu stehen. Bei diesem Modell betrifft
das die während der Belastungsgeschichte maximal erreichte Verzerrung κ:

κ = κit κit = 0. (3.43)

Die Verzerrung kann während der Iterationen größer werden als sie letztendlich im aus-
konvergierten Zustand ist. Daher muss zwischen dem auskonvergierten κ und dem κit
während der Iteration unterschieden werden. Der Schädigungsparameter d kann in je-
dem Zustand nach Gleichung (3.42) mithilfe von κ berechnet werden.
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κit − κ0
κm − κ0
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Abbildung 3.3: Materialroutine zur Bestimmung der in der Belastungsgeschichte bis zur
aktuellen Iteration maximal erreichten Verzerrung κit eines Stabes, der
Schädigung dit, der Materialtangente Etan und der Materialsekante Esec.
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Netz- und modelladaptive diskretisierte
Partikelmethode

In diesem und den folgenden Kapiteln wird die in dieser Arbeit entwickelte Methode
vorgestellt, mit der ermöglicht werden soll, Berechnungen auf einer sehr groben Skala
durchzuführen und dabei trotzdem Phänomene auf der Mikroskala nicht zu vernachläs-
sigen. Sie soll beispielsweise der effizienten Modellierung sich ausbreitender Risse oder
der Simulation des Bruchverhaltens von Strukturen dienen. Das Besondere dabei ist,
dass die Mikro- und die Makroskala sehr nahe beieinander liegen, sodass keine Skalen-
separation gilt und viele bekannte Mehrskalen- oder Homogenisierungsmethoden nicht
anwendbar sind. Auf der Makroskala, auf der die Struktur als Kontinuum betrachtet
werden kann, soll die Finite-Elemente-Methode zur Lösung eingesetzt werden. Der Zu-
schlag eines Betons oder Sandkörner bilden die diskrete Mikrostruktur, die mit der DEM
modelliert werden soll, jedoch nur in Bereichen, in denen die Auflösung der Mikrostruk-
tur tatsächlich erforderlich ist. Diese Bereiche werden während der Rechnung adaptiv
aufgelöst.

In Abschnitt 2.5 wurden einige Methoden vorgestellt, bei denen ebenfalls kontinuierlich
modellierte Bereiche an diskret modellierte Bereiche gekoppelt sind. Allerdings stehen
bei diesen Methoden insgesamt Strukturen deutlich kleinerer Skala im Fokus, bei denen
die Mikroskala aus Atomen aufgebaut ist. Adaptive Methoden, die diskrete und konti-
nuierliche Modelle verbinden und bei denen die Feinskala mit der DEM modelliert ist,
findet man seltener in der Literatur. Ein Beispiel ist die Arbeit von Labra González

(2012), der die Bridging-Domain-Methode von Belytschko und Xiao (2003) als Ba-
sis dient. Eine Erweiterung der Quasikontinuumsmethode auf Gittermodelle findet man
bei Beex u. a. (2011) und Beex (2012).
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4 Netz- und modelladaptive diskretisierte Partikelmethode

Aus Abschnitt 2.5.3 ist bekannt, dass bei der Quasikontinuumsmethode (Tadmor u. a.

1996) das diskrete und das kontinuierliche Modell während der gesamten Berechnung
parallel existieren, wobei die FEM die Kinematik bestimmt und das Feinskalenmodell
das Konstitutivverhalten steuert. Aufgrund dieser Tatsache hat die QC-Methode den
großen Vorteil, dass sie einen methodischen Rahmen für einen glatten Übergang vom
Kontinuums- zum diskreten Modell liefert. Dieser Übergang findet automatisch statt
und erübrigt die Definition eines Übergangsbereiches, der während einer adaptiven Rech-
nung mitbewegt werden müsste. Dieser Vorteil soll bei der Entwicklung einer adaptiven
Kopplungsmethode von diskreten und kontinuierlichen Modellen für kohäsive Reibungs-
materialien genutzt werden. Daher soll das grundlegende Konzept der QC-Methode auf
Probleme der Strukturmechanik übertragen werden und anschließend auf Materialien
mit heterogener Mikrostruktur erweitert werden.

Zunächst folgt in Abschnitt 4.1 eine allgemeine Beschreibung der Methode, bei der
die Modellierungsgrundlagen und das generelle Vorgehen im Vordergrund stehen. Dazu
gehört die Beschreibung des verwendeten Feinskalenmodells und die Umsetzung der Ad-
aptivität in dieser Methode, wobei zwischen zwei Arten der Adaptivität unterschieden
wird: der Netzadaptivität und der Modelladaptivität. Erstere dient der Verfeinerung des
Netzes. Der Netzverfeinerungsalgorithmus und das Kriterium, welches darüber entschei-
det, ob verfeinert wird, werden in Abschnitt 4.2 vorgestellt. Durch die Modelladaptivität
wird der Übergang zwischen dem kontinuierlichen und dem diskreten Modell geschaffen,
was in Abschnitt 4.3 beschrieben wird. Das Kapitel schließt mit einigen Bemerkungen
zum Berechnungsablauf für den linearen und den nichtlinearen Fall mit dem Schwer-
punkt auf die Einbindung der Adaptivität in die Berechnung.

4.1 Grundlagen

In dieser Arbeit wird das Konzept der Quasikontinuumsmethode von Tadmor u. a.

(1996) auf Probleme der Strukturmechanik übertragen und ausgeweitet. Statt atomis-
tischer Berechnungen wird auf der feinen Skala eine diskrete Repräsentation kohäsiver
Reibungsmaterialien auf der Basis der DEM eingeführt. Dabei bilden die diskreten Ele-
mente physikalische Partikel des Materials auf der feinen Skala ab. Um auf die Entwick-
lung eines methodischen Rahmens fokussieren zu können, wird angenommen, dass der
Raum auf zwei Dimensionen begrenzt ist und die Partikel alle gleich groß, starr und
rund sind sowie nicht rotieren können. Sie sollen außerdem, wie in Abbildung 4.1 darge-
stellt, regelmäßig angeordnet sein und über quadratische Potentiale auf Druck und Zug
miteinander interagieren, also über linear elastische Federn, die zunächst alle die gleiche
Steifigkeit c besitzen. Dies ist ein vereinfachter Fall der Diskrete-Elemente-Methode und
entspricht einer Gittermethode (Hrennikoff 1941). Wenn im Folgenden von der Po-
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L runde Partikel

Feder der Steifigkeit c
(keine Steifigkeit gegen Rotationen
und tangentiale Verschiebungen)

Abbildung 4.1: Regelmäßige Mikrostruktur aus gleich großen, starren und runden Par-
tikeln – Dreiecksgitter aus Federn der Steifigkeit c.

sition eines Partikels die Rede ist, so bezieht sich diese Angabe auf dessen Mittelpunkt
und ist gleichbedeutend mit einem Punkt im Gitter, an dem sich mehrere Gitterstäbe
treffen.

Bei der Quasikontinuumsmethode werden die maßgeblichen Gleichungen mit der FEM
gelöst. Es wird ein geometrisch lineares Umfeld gewählt, d. h. die Gleichgewichtsbedin-
gungen beziehen sich auf die undeformierte Konfiguration und das Verzerrungsmaß ist
ein lineares. Da keine dynamischen Prozesse betrachtet werden, entspricht dies der Lö-
sung eines quasistatischen Randwertproblems wie in Kapitel 3 beschrieben. Die einzigen
Unbekannten im System sind die Knotenverschiebungen.

Die FE-Knoten werden so gewählt, dass sie auf Partikelmittelpunkten liegen, und die
Verschiebungen der dazwischen liegenden Partikel ergibt sich durch Interpolation der
Knotenverschiebungen mithilfe der FE-Ansatzfunktionen. Die FE-Lösung schreibt somit
die Kinematik im System vor. Die konstitutiven Gleichungen beruhen auf den Potentia-
len zwischen den Partikeln, also dem Feinskalenmodell. Dies sind hier die Federpoten-
tiale, welche wiederum von den Partikelverschiebungen abhängen. Durch zweimaliges
Ableiten des Gesamtpotentials π, also der Summe der einzelnen Federpotentiale, nach
den Knotenfreiheitsgraden, hier den Knotenverschiebungen D, erhält man die globale
Steifigkeitsmatrix K

Kij = ∂2π

∂Di∂Dj
. (4.1)

Diese geht in die FE-Rechnung ein, womit sich der Kreis schließt. In Abbildung 4.2 ist
diese Vorgehensweise schematisch zusammengefasst.

Wie einleitend erwähnt, soll die Methode netz- und modelladaptiv sein. Die Netzad-
aptivität ist ein allgemein bekanntes Konzept, wonach die Elementgröße während der
Berechnung dahingehend angepasst wird, dass in Bereichen mit großen Spannungs- und
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Kij =
∂2π

∂Di∂Dj

Steifigkeitsmatrix

Level 1, 2 und 3

adaptive
Netzverfeinerung

Kinematik: u(x) = N(x)D
FEM

Gleichgew.: KD = Fext

u(xP) = N(xP)D
Partikelverschiebung

Energie / Material
DEM

π =
nspring∑

k=1
πk

Abbildung 4.2: Zusammenhang zwischen der FE-Kinematik und dem Konstitutivgesetz
des diskreten Materials.

Verzerrungsgradienten das Netz feiner ist als in Bereichen mit glatter Lösung. Bei einem
fortschreitenden Riss beispielsweise muss das Netz an der Rissspitze sehr fein sein, sodass
die Mikrostruktur gut aufgelöst ist. Ist der Riss jedoch weiter fortgeschritten, bleiben
die Spannungen und Verzerrungen rechts und links des entstandenen Risses praktisch
konstant, und so kann das Netz dort wieder vergröbert werden. Die Adaption kann also
sowohl eine Verfeinerung des Netzes bedeuten als auch eine Vergröberung. Diese Arbeit
befasst sich jedoch nur mit der Verfeinerung. Das dazu angewandte Verfahren wird in
Abschnitt 4.2 vorgestellt.

Zusätzlich soll diese Methode modelladaptiv sein, also einen adaptiven Übergang von
der groben Skala (FEM) zur vollständig aufgelösten feinen Skala (DEM) ermöglichen.
Dazu werden drei unterschiedliche Elementarten eingeführt, Level 1 bis Level 3. Die
Steifigkeitsmatrix der drei Elemente wird auf verschiedene Art berechnet, wobei die Mi-
krostruktur mit unterschiedlicher Genauigkeit aufgelöst wird. In Bereichen mit einem
groben Netz (Level 1) wird das Material durch ein äquivalentes Kontinuum repräsentiert,
dessen Stoffgesetz durch Homogenisierung bestimmt werden kann. Dort, wo das Netz
voll aufgelöst ist (Level 3), interagieren die Partikel so, wie es das entsprechende Feins-
kalenmodell vorgibt. Die Level 2-Elemente bilden den Skalenübergang. Die Kriterien der
Modelladaptivität werden in Abschnitt 4.3 behandelt.

Im homogenen Fall, bei dem alle Partikel dieselben Eigenschaften haben, und somit
auch die dazwischen liegenden Federn, werden die im Element liegenden Partikel analog
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4.2 Adaptive Netzverfeinerung

des FE-Verschiebungsfeldes bewegt (Cauchy-Born-Regel). Sind die Partikeleigenschaften
heterogen verteilt, haben also die Federn zwischen den Partikeln z. B. unterschiedliche
Steifigkeiten oder Festigkeiten, wird ein Unterproblem gelöst. Die Kinematik des fini-
ten Elements liefert die Randbedingungen dazu. In beiden Fällen kann man von einer
Partikelmethode sprechen, die auf dem Level der Kinematik mit der Finite-Elemente-
Methode diskretisiert ist, also von einer diskretisierten Partikelmethode. Der homogene
Fall wird in Kapitel 5 gesondert behandelt und der heterogene in Kapitel 6.

Wie bei der originalen QC-Methode werden Dreieckselemente mit linearen Formfunktio-
nen zur Diskretisierung benutzt (Abschnitt 3.3). Diese haben den Vorteil, dass der Defor-
mationsgradient innerhalb eines Elements konstant ist und daher das Verschiebungsfeld
der Partikel innerhalb eines Elements homogen ist. Dadurch wird es einfacher, die Stei-
figkeitsmatrix zu bestimmen. Ein konstanter Deformationsgradient ist des Weiteren für
das Kriterium zur adaptiven Netzverfeinerung vorteilhaft, siehe Abschnitt 4.2.1.

Zur Simulation des Bruchs einzelner Verbindungen zwischen Partikeln auf der feinen Ska-
la wird das einaxiale Schädigungsmodell mit linearer Entfestigung aus Abschnitt 3.5.2
eingesetzt. Die Schädigung einzelner Verbindungen auf der feinen Skala kann in Summe
zu makroskopischen Rissen führen. Wenn eine große Anzahl an Verbindungen vollständig
geschädigt ist, können sich ganze Teile der Struktur lösen oder Risse in manchen Be-
reichen wieder schließen. Kontaktgesetze, Trägheitseffekte (Dynamik) und geometrisch
nichtlineare Phänomene müssen dann bei der Berechnung berücksichtigt werden. Wie
schon erwähnt, werden in dieser Arbeit nur quasistatische Berechnungen durchgeführt.
Wenn Teile der Struktur kinematisch werden, wird die Rechnung abgebrochen.

Es wird in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass ein Material existiert, dessen Mi-
krostruktur aus kreisrunden gleich großen Partikeln aufgebaut ist, die mit linear elasti-
schen Federn oder Stäben verbunden sind, und die ab einer Grenzdehnung κ0 anfangen
zu schädigen. Bei diesem idealisierten Material stellen die Partikel die kleinste physi-
kalische Einheit der Mikrostruktur dar. Daher werden Lokalisierungsphänomene, wie
entstehende Scherbänder oder Risse, für dieses Material automatisch mit der richtigen
Breite abgebildet und dabei die Energie entsprechend dissipiert. Die Anwendung von
Regularisierungsstrategien, wie aus Abschnitt 2.4.2 bekannt, ist daher unnötig.

4.2 Adaptive Netzverfeinerung

Um sicherzustellen, dass das Finite-Elemente-Netz fein genug ist, um die algebraischen
Gleichungen des kontinuierlichen Ersatzproblems mit der erforderlichen Genauigkeit zu
lösen, wird das Netz innerhalb einer adaptiven Prozedur verfeinert. Sind in einem Be-
reich alle Partikelmittelpunkte gleichzeitig FE-Knoten, ist das feinste Netz erreicht und
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die Berechnung entspricht in diesem Bereich exakt der Berechnung mit dem Gittermo-
dell. Es ist daher wichtig, dass neue Knoten während des Verfeinerungsprozesses immer
auf Partikelpositionen liegen. Aus diesem Grund kann kein gängiger Verfeinerungsalgo-
rithmus direkt benutzt werden. Der hier verwendete Algorithmus wird in Abschnitt 4.2.2
vorgestellt. Zur Identifikation der Elemente, die verfeinert werden sollen, wird der Diskre-
tisierungsfehler ermittelt. Überschreitet dieser einen Grenzwert, so ist dies das Kriterium
dafür, dass das Element verfeinert werden muss.

4.2.1 Kriterium zur Netzverfeinerung

Die Netzverfeinerung wird mithilfe eines einfachen Fehlerindikators durchgeführt, ähn-
lich dem von Zienkiewicz und Zhu (1987), basierend auf dem Prinzip des „Supercon-
vergent Patch Recovery“ (Zienkiewicz und Zhu (1992), Zienkiewicz u. a. (2006)).
Zur Ermittlung des Fehlers wäre es am besten, das Ergebnis der Finite-Elemente-
Rechnung mit der exakten Lösung zu vergleichen. Da die exakte Lösung jedoch in der Re-
gel unbekannt ist, müssen alternative, genäherte Referenzwerte ermittelt werden. Grund-
lage des „Superconvergent Patch Recovery“ (SPR) ist, dass es in einem Element super-
konvergente Punkte gibt, also Punkte an denen die Lösung um eine Ordnung schneller
konvergiert, als an anderen Stellen. Die Lösung an diesen Punkten wird herangezogen,
um eine insgesamt bessere Lösung anzunähern. Die Abweichung der tatsächlichen FE-
Lösung zu dieser angenäherten besseren Lösung ist ein Indikator für einen Fehler bei der
Diskretisierung und wird im Folgenden schlicht Diskretisierungsfehler genannt. Exakt
dieselbe angenäherte Lösung wie mit SPR kann bei rechteckigen Elementen durch Mit-
telwertbildung der an die Knoten extrapolierten Gaußpunktwerte ermittelt werden. Bei
Dreieckselementen sind die „optimalen“ Punkte jedoch nur annähernd superkonvergent
(Zienkiewicz u. a. 2006) und die Mittelung der extrapolierten Knotenwerte ist somit
auch weniger gut, jedoch stets besser als die normale FE-Lösung. Das hier vorgestellte
Kriterium beruht auf der Mittelung der extrapolierten Knotenwerte.

Der Einfachheit halber wird ein Kriterium für den Diskretisierungsfehler εe im Element e
basierend auf den Deformationsgradienten (3.20) des Elements und der umliegenden
Elemente aus Shenoy u. a. (1999) übernommen:1

εe =

⎡
⎢⎣ 1

Ωe

∫
Ωe

(F̄ − Fe)T (F̄ − Fe) dΩ

⎤
⎥⎦

1
2

. (4.2)

1Dasselbe Kriterium ergibt sich, wenn statt des Deformationsgradienten der Verschiebungsgradient
H = ∂u/∂X verwendet wird, da H̄ − He = F̄ − I − (Fe − I) = F̄ − Fe.
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Abbildung 4.3: Ermittlung des geglätteten Deformationsgradienten F̄ (für Element 13).

Darin ist Fe die Finite-Elemente-Lösung für den Deformationsgradienten im Element e,
und F̄ repräsentiert eine geglättete Lösung (L2-Projektion) der Finite-Elemente-Lösung
für F. In einfachen Worten ausgedrückt, basiert dieses Kriterium auf der Idee, dass die
FE-Lösung dann gut ist, wenn sich der Deformationsgradient Fe des betrachteten Ele-
ments e von einem über die benachbarten Elemente gemittelten Deformationsgradienten
F̄ nur unwesentlich unterscheidet. Die Berechnung von F̄ nach

F̄(ξ1,ξ2) = N(ξ1,ξ2)f =
3∑

i=1
[Ni(ξ1,ξ2)fi ] , (4.3)

wird in Abbildung 4.3 an einem Beispiel veranschaulicht. Ni sind die linearen Formfunk-
tionen des Dreieckselements und fi die Knotenwerte des projizierten Deformationsgra-
dienten F̄. Da der Deformationsgradient innerhalb eines Elements konstant ist, können
die Knotenwerte fi durch einfache Mittelung aller Deformationsgradienten der m am
Knoten i angrenzenden Elemente j ermittelt werden

fi = 1
m

m∑
j=1

Fj(ξP
1 ,ξP

2 ). (4.4)

Der Deformationsgradient Fj kann dabei an irgendeinem Punkt P im Element j mit den
Koordinaten ξP ausgewertet werden, beispielsweise dem Gaußpunkt mit ξP

1 = ξP
2 = 1/3.

Das Integral in Gleichung (4.2), worin quadratische Terme von ξ1 und ξ2 vorliegen, kann
mithilfe von drei Gaußpunkten

[
(1

6 ,1
6), (2

3 , 1
6), (1

6 ,2
3)

]
numerisch exakt berechnet werden.

Wenn der Diskretisierungsfehler εe einen gewissen Grenzwert ε̂ in einem Element über-
schreitet, also wenn εe > ε̂, wird dieses Element verfeinert. Die Berechnung des Grenz-
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Abbildung 4.4: Verfeinerung von Dreieck EFG nach Algorithmus 2 (lokal) aus Rivara

(1984).

werts ε̂ erfolgt wie in Zienkiewicz und Zhu (1987) vorgeschlagen nach

ε̂ = η̄ ·
√√√√∑nele

e=1 ‖F̄ − I‖2
e

nele
, (4.5)

wobei nele der Anzahl der Elemente entspricht, η̄ der frei wählbare maximal zulässige
Fehler ist und F̄ − I = H̄ der Tensor des durchschnittlichen Verschiebungsgradienten.
Der Verschiebungsgradient H̄ wird dem Deformationsgradienten F̄ vorgezogen, weil der
Grenzwert dadurch problemunabhängig ist.

4.2.2 Verfeinerungsalgorithmus

Zur Netzverfeinerung wird die lokale Form des Algorithmus 2 aus Rivara (1984) ver-
wendet. Bei diesem Algorithmus werden zu verfeinernde Elemente so geteilt, dass in der
Mitte der längsten Seite ein neuer Knoten eingefügt und mit dem Knoten der gegen-
überliegenden Ecke verbunden wird. Dadurch wird immer der größte Winkel im Dreieck
halbiert und sehr spitzwinklige Dreiecke werden vermieden. Durch das Teilen eines Ele-
ments an einer Seite und das Einbringen eines neuen Knotens an dieser Stelle entstehen
hängende Knoten, sodass das FE-Netz inkompatibel wird. Um diese Inkompatibilitäten
zu beseitigen, wird das Nachbarelement, das diese inkompatible Seite teilt, ebenfalls an
seiner längsten Seite halbiert und anschließend der neue Knoten mit dem Knoten der
inkompatiblen Seite verbunden. Dadurch werden die ursprünglichen Inkompatibilitä-
ten entfernt. Es können jedoch dabei neue Inkompatibilitäten entstehen, weshalb dieser
Vorgang so lange wiederholt wird, bis alle Dreiecke konform sind.

Zur Verdeutlichung dieses Vorgehens soll das Beispiel in Abbildung 4.4 dienen. In diesem
Netz aus Dreieckselementen soll das Dreieck EFG verfeinert werden. Dazu wird dessen

58



4.2 Adaptive Netzverfeinerung

a1

a 2

a1

a 2

a1
a 2

a1

a 2

Abbildung 4.5: Netzverfeinerungsalgorithmus – neue Knoten auf Partikelpositionen.

längste Seite EG geteilt wobei Knoten H entsteht. Knoten H und F werden verbunden
(I) und das ursprüngliche Element EFG ist geteilt. Nun hat Dreieck EGB einen hän-
genden Knoten an der Seite EG. Es wird daher Dreieck EGB an seiner längsten Seite
geteilt und es entsteht Knoten I . Durch (II) wird das Element EGB geteilt. Anschlie-
ßend wird Knoten I mit Knoten H verbunden (III). Element EFG ist somit geteilt und
kompatibel mit den Nachbarelementen. Wie Abbildung 4.4 zu entnehmen, ist dabei aber
nun ein weiteres Dreieck mit einer inkompatiblen Seite entstanden, Dreieck BCE , und
das Prozedere muss für dieses Dreieck wiederholt werden. Die inkompatible Seite ist bei
diesem Dreieck gleichzeitig die längste Seite des Dreiecks, sodass nur noch Knoten C
mit Knoten I verbunden werden muss (IV) damit alle Dreiecke konform sind.

Eine Besonderheit des in dieser Arbeit verwendeten Algorithmus ist, dass neue Knoten
immer auf Partikelpositionen des im Hintergrund liegenden regelmäßigen Gitters liegen
müssen. Es genügt daher nicht, einfach nur die längste Seite eines Dreiecks mittig zu tei-
len und dort den neuen Knoten zu platzieren, sondern es muss die Position des nächsten
Partikels zum Seitenmittelpunkt bestimmt werden, siehe Abbildung 4.5. In diesem regel-
mäßigen Gitter existieren maximal vier Optionen für den neuen Knoten. Zwei Partikel
haben dabei häufig analytisch exakt denselben Abstand zum Seitenmittelpunkt. Nume-
risch ergeben sich jedoch kleine Unterschiede durch Rundungsfehler, wodurch immer ein
Knoten eindeutig ausgewählt werden kann.

Die Lage der Partikel, und somit der potentiellen neuen Knoten, ist durch das regelmä-
ßige Raster, in dem die Partikel angeordnet sind, leicht zu ermitteln, ohne dass eine Liste
aller Partikel mit ihren Eigenschaften vorliegen muss. Bei Kristallen spricht man von
einem Bravais-Gitter, in dem das Gitter im dreidimensionalen durch drei linear unab-
hängige Vektoren ai und drei ganzzahlige Faktoren ni , mit i ∈ {1, 2, 3}, aufgespannt ist.
Dasselbe Prinzip lässt sich hier anwenden. Die Position eines Partikels in der Referenz-
konfiguration lässt sich nach Gleichung (4.6) bestimmen, wobei im zweidimensionalen
entsprechend die Summe über i nur von 1 bis 2 reicht.

X(n) =
2∑

i=1
niai (4.6)
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a1

a 2

a1

a 2

Abbildung 4.6: Verfeinerung eines Randelements ohne Erhaltung des Strukturrands.

Abgesehen davon, dass der neue Knoten am besten bei dem Partikel mit dem kleins-
ten Abstand zum Seitenmittelpunkt positioniert wird, dürfen keine Partikelpositionen
doppelt als Knoten vergeben werden. Ist an einer oder mehreren der vier verfügbaren Po-
sitionen schon ein FE-Knoten, so scheidet dieser als Kandidat für einen neuen Knoten
aus. Soll ein Element, das am Rand der Struktur liegt, an diesem Rand geteilt wer-
den, so ist es nach Shan (2009) außerdem sinnvoll ein Partikel, das auf dem Rand liegt,
bevorzugt als neuen Knoten zu wählen, auch wenn ein anderes Partikel näher am Seiten-
mittelpunkt liegt. So kann die Geometrie der Struktur während der Rechnung erhalten
werden. Dies wurde in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht umgesetzt. Wie in Abbil-
dung 4.6 dargestellt, kann es dadurch passieren, dass ein in der adaptiven Rechnung als
gerade erscheinender Rand Einschnitte bekommt. Die Partikel der Mikrostruktur liegen
nicht an allen Rändern auf einer geraden Linie.

Potentielle neue Knoten haben immer den Abstand L zueinander (siehe Abbildung 4.1).
Insbesondere wenn die Elemente schon fast das Minimum ihrer Größe erreicht haben,
kann es passieren, dass ein potentieller neuer Knoten sozusagen auf der falschen Seite
des Elements liegt und das Element sich dadurch selbst durchdringt. Dies gilt es zu ver-
hindern und kann mithilfe der Determinante der Jacobi-Matrix (3.13) überprüft werden.
Durchdringt sich ein Element selbst, so heißt das bei Dreieckselementen, dass die Kno-
ten im Uhrzeigersinn angeordnet sind und äußert sich in einer negativen Determinante
der Jacobi-Matrix. Des Weiteren ist darauf zu achten, dass die drei Knoten eines neuen
Elements nicht auf einer Linie liegen.

Bei der adaptiven Netzverfeinerung müssen wichtige Elementeigenschaften des zu teilen-
den Elements an die neuen Elemente weitergegeben werden. Im materiell nichtlinearen
Fall betrifft dies alle Geschichtsvariablen, bei dem hier verwendeten Schädigungsmodell
also die maximal erreichte Verzerrung in der Belastungsgeschichte κ.
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B

C

D

A

B

C

D

A

Kantenflip

Abbildung 4.7: Kantenflip bei Elementen, deren Umkreis einen Knoten eines Nachbar-
elements enthält.

4.2.3 Delaunay-Triangulation

Als Dreiecksnetz wird eine Delaunay-Triangulation gewählt. Diese Art der Triangula-
tion kann in verschiedenen Bereichen angewendet werden, z. B. zur Optimierung von
Berechnungsnetzen bei der Finite-Elemente-Methode. Eine wesentliche Eigenschaft ist,
dass der kleinste Innenwinkel aller Dreiecke maximiert wird und dadurch besonders
spitzwinklige Dreiecke vermieden werden. Ist das Seitenverhältnis bei finiten Elementen
zu groß, sind die Ansatzräume nicht mehr homogen in allen Richtungen, wodurch die
Struktur künstlich anisotrop werden kann.

Bei einer Delaunay-Triangulation erfüllen alle Dreiecke des Netzes die sogenannte Um-
kreisbedingung. Das bedeutet, dass innerhalb des Umkreises eines Dreiecks keine weite-
ren Elementknoten liegen dürfen. Ob ein Punkt D im Dreieck ABC (siehe Abbildung 4.7)
liegt, kann mithilfe der Umkreisbedingung geprüft werden. Die Determinante der nach-
folgenden Matrix ist nur dann positiv wenn sich der Punkt D innerhalb des Umkreises
des Dreiecks ABC befindet (Wikipedia 2014):

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ax Ay A2
x + A2

y 1
Bx By B2

x + B2
y 1

Cx Cy C 2
x + C 2

y 1
Dx Dy D2

x + D2
y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ax − Dx Ay − Dy (A2

x − D2
x) + (A2

y − D2
y)

Bx − Dx By − Dy (B2
x − D2

x) + (B2
y − D2

y)
Cx − Dx Cy − Dy (C 2

x − D2
x) + (C 2

y − D2
y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (4.7)

A, B und C sind darin die entgegen des Uhrzeigersinns angeordneten Knoten des zu
überprüfenden Dreiecks mit den entsprechenden Koordinaten Ax, Ay, Bx, By, Cx und Cy.
Dx, Dy sind die Koordinaten des Punktes, für den geprüft wird, ob er sich innerhalb oder
außerhalb (Determinante in Gleichung (4.7) ≤ 0) des Dreiecks befindet.

61



4 Netz- und modelladaptive diskretisierte Partikelmethode

Zu Beginn der Rechnung wird für jedes Dreieckselement geprüft, ob dessen Umkreis
einen weiteren Knoten eines benachbarten Elements einschließt. Ist dies der Fall, wird
die gemeinsame Kante dieser beiden Elemente entsprechend Abbildung 4.7 so getauscht
(Kantenflip), dass statt der beiden Knoten, die zunächst die gemeinsame Kante ver-
bindet, die beiden anderen Knoten verbunden werden. Nachdem zu Beginn einmal alle
Elemente überprüft wurden, werden anschließend nur noch die Elemente geprüft, die
sich während eines Berechnungsschrittes verändert haben.

4.3 Modelladaptivität

Die adaptive Netzverfeinerung des vorigen Abschnitts betrifft ausschließlich die Größe
der Elemente. Je mehr Knoten sich in einem Bereich befinden, desto besser die Lösung.
Dies gilt insbesondere auch für reine Kontinuumslösungen. Sowohl bei der Quasikon-
tinuumsmethode als auch bei der hier vorliegenden Erweiterung soll jedoch auch das
Modell, welches zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix benutzt wird, die Genauigkeit in
manchen Bereichen verbessern. Dies geschieht in einem zweiten adaptiven Prozess.

Im Rahmen der adaptiven Problemlösung sind generell drei unterschiedlich zu behan-
delnde Bereiche erkennbar. Dort, wo die Lösung glatt ist und die Diskretisierung grob,
ist ein Kontinuumsmodell ausreichend. In Teilen der Struktur mit konzentriert großen
Verzerrungsgradienten, beispielsweise in der Nähe einer Rissspitze, ist die feine Ska-
la komplett aufgelöst. Alle Partikel entsprechen FE-Knoten und das Feinskalenmodell
wird automatisch verwendet. Dazwischen gibt es einen Bereich, in dem die Elemente
schon zu klein sind und die Lösung nicht mehr glatt genug ist, sodass eine kontinuier-
liche Lösung nicht genau genug ist. Dort sind aber auch nicht alle Partikel aufgelöst,
sodass die Feinskalenmethode nicht verwendet werden kann. Es werden daher Elemente
benötigt, die „sehen“, was sich in der Mikrostruktur abspielt, und die in der Lage sind,
dieses Verhalten näherungsweise wiederzugeben. Zur Handhabung dieser unterschiedli-
chen Bereiche werden die folgenden drei, in Abbildung 4.8 dargestellten, Elementtypen
eingeführt:

• Level 1: Kontinuumsmodell (Materialgesetz z. B. aus Homogenisierung).

• Level 2: Annäherung des diskreten Modells (z. B. Cauchy-Born-Regel oder Lösung
eines Unterproblems).

• Level 3: Vollständig aufgelöstes diskretes Modell.

Die grauen Kreise in Abbildung 4.8 stehen für Partikel, die gleichzeitig FE-Knoten sind,
und die weißen entsprechen den dazwischen liegenden Partikeln. In Abbildung 4.8b,
dem Level 2-Element, sind die Interaktionen aller zum Element gehörenden Partikel
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b)a) c)

zelle
Einheits-

Abbildung 4.8: a) Level 1: Einheitszelle zur Berechnung des homogenen Materialgeset-
zes für ein Kontinuumsmodell. b) Level 2: Federn, die vollständig im
Element liegen (gestrichelt) und zwischen zwei Elementen (gepunktet).
c) Level 3: Vollständig aufgelöste Mikrostruktur in der Mitte.

hervorgehoben. Diese Federn bzw. Stäbe stellen die Mikrostruktur im Element dar und
sind später entscheidend für die Verknüpfung der Grob- und der Feinskala.

Die Kinematik dieser drei Elementtypen ist durch die Knotenverschiebungen bestimmt,
welche das Ergebnis der Lösung des Randwertproblems mithilfe der FEM sind. Die drei
Level unterscheiden sich darin, wie das Konstitutivverhalten der Struktur wiedergegeben
wird, welches über die Steifigkeitsmatrix der Elemente in die FE-Rechnung eingeht. Die
Berechnung der Steifigkeitsmatrix unterscheidet sich demnach für die drei Elementtypen.
Diese unterschiedliche Berechnung wird in Kapitel 5 für den homogenen Fall behandelt,
bei dem alle Gitterstäbe dieselben Materialeigenschaften haben, und in Kapitel 6 für
den heterogenen Fall.

Während sich Level 3 automatisch aus der Netzverfeinerung ergibt, wird, um von Level 1
auf Level 2 zu gelangen, ein Modelladaptivitätskriterium eingeführt, welches Informati-
on über die Glattheit der Lösung geben soll. Wird die Lösung inhomogen, so reicht die
Kontinuumslösung von Level 1 nicht mehr aus und es wird zu Level 2-Elementen über-
gegangen. Hierzu wird ebenfalls ein Kriterium aus Shenoy u. a. (1999) herangezogen

max
k

|λk
a − λk

b | ≤ ελ, (4.8)

worin λk
a und λk

b den k-ten Eigenwerten des rechten Strecktensors U zweier benachbarter
Elemente a und b entsprechen und ελ ein zuvor bestimmter empirischer Grenzwert
ist. Dieses Kriterium soll ein Maß für die Homogenität der Lösung sein, während das
Netzadaptivitätskriterium (4.5) die Genauigkeit der FE-Lösung abschätzt. Bezogen auf
die Netzadaptivität wird ein relativer Fehler betrachtet, wohingegen sich das Kriterium
für die Modelladaptivität eines absoluten Vergleichswerts bedient.

Das Netz- und das Modelladaptivitätskriterium hängen beide von den Deformationen
bzw. den Verzerrungen ab und stehen somit in engem Zusammenhang. Es könnte daher
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4 Netz- und modelladaptive diskretisierte Partikelmethode

sinnvoll sein, zukünftig andere, sich stärker unterscheidende Kriterien in Erwägung zu
ziehen. Der Einfachheit halber werden in dieser Arbeit die beiden Kriterien aus Shenoy

u. a. (1999) übernommen, was, wie sich später zeigen wird, zielführend ist.

4.4 Berechnungsablauf

In dieser Arbeit werden zunächst sowohl geometrisch als auch materiell lineare Pro-
bleme untersucht, was die methodische Entwicklung deutlich erleichtert. Die linearen
Ansätze werden anschließend für materiell nichtlineare Anwendungen erweitert, wobei
die Verbindungen zwischen den Partikeln schädigen können.

Im vollständig linearen Fall wird das lineare Gleichungssystem

KD = Fext (4.9)

gelöst. Der Ablauf der Berechnung ist grundlegend derselbe wie bei einer herkömmli-
chen linearen FE-Rechnung. Durch die Adaptivität ergeben sich jedoch Unterschiede,
die hier kurz hervorgehoben werden sollen. Da nur ein Belastungsschritt gerechnet wird,
der direkt gelöst werden kann, sind keine Iterationen wie bei einer nichtlinearen Rech-
nung notwendig. Im Zuge der Netzverfeinerung ist jedoch nicht zu erwarten, dass schon
nach einem Verfeinerungsschritt das optimale Netz erreicht ist, da die Elemente in je-
dem Schritt lediglich halbiert werden und nur beim Beseitigen von Inkompatibilitäten
im Netz eventuell weiter geteilt werden. Daher wird bei einer linearen Rechnung der
eine Belastungsschritt mehrmals wiederholt, wobei keine Laststeigerung stattfindet. Die
Anzahl an Verfeinerungsschritten muss aus diesem Grund vor der Rechnung festgelegt
werden. Alternativ kann die Berechnung auch automatisch abgebrochen werden, indem
sie so lange fortgeführt wird, bis das Netzverfeinerungskriterium bei keinem Element
mehr erfüllt ist. Wie viele Schritte dazu nötig sind, hängt primär von der Wahl des
maximal zulässigen Fehlers η̄ in Gleichung (4.5) ab.

Der Berechnungsablauf der linearen Rechnung ist in Abbildung 4.9 dargestellt. Bei die-
sem Ablauf wurde zuvor eine bestimmte Anzahl an Verfeinerungsschritten nstep fest-
gelegt. Es fällt auf, dass zunächst das Gleichungssystem einmal gelöst wird, bevor die
Schleife über die nstep − 1 Verfeinerungsschritte einsetzt. Der Grund dafür ist, dass
zur Berechnung des Netzverfeinerungskriteriums (4.2) der Deformationsgradient benö-
tigt wird, zu dessen Berechnung die Knotenverschiebungen unter gegebener Belastung
bekannt sein müssen. Eine weitere Besonderheit der adaptiven Berechnung ist, dass,
nachdem das Netz verfeinert wurde, den neuen Knoten neue Freiheitsgrade zugewiesen
und sämtliche Vektoren und Matrizen neu initialisiert werden müssen.

64



4.4 Berechnungsablauf

Erster Schritt (k = 1)

Initialisierung K und Fext

Lösen von KD = Fext

Assemblierung K und Fext

Netz- und Modelladaption

Verteilung von Freiheitsgraden an neue Knoten

Neuinitialisierung K und Fext

Schleife über Verfeinerungsschritte (k = 2 bis nstep)

Assemblierung K und Fext

Lösen von KD = Fext

Abbildung 4.9: Berechnungsablauf im linearen Fall mit Netzverfeinerung.

Der Ablauf der materiell nichtlinearen Berechnung kann Abbildung 4.10 entnommen
werden. Da die Gleichung R = Fint(D) − Fext = 0 aufgrund der nichtlinearen Ab-
hängigkeit des inneren Kraftvektors von den Verschiebungen nicht direkt gelöst werden
kann, wird diese Gleichung zunächst, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, mit dem Newton-
Raphson-Verfahren linearisiert. Dadurch ergibt sich Gleichung (3.22), die iterativ gelöst
wird. Am Ende jeder Iteration i wird der Verschiebungsvektor D um die Änderung ΔD
der entsprechenden Iteration aktualisiert. Der auskonvergierte Zustand ist erreicht, wenn
die Norm des Residuums einen sehr klein gewählten Toleranzwert εtol unterschreitet.

Der Berechnungsablauf unterscheidet sich praktisch nicht von dem einer Rechnung ohne
Adaptivität, außer dass, wie im linearen Fall, zunächst ein Schritt gerechnet werden
muss, bevor mit der Netzverfeinerung begonnen werden kann. Im Gegensatz zur linearen
Rechnung gibt es nun jedoch keine zusätzliche Schleife über die Verfeinerungsschritte.
Es wird in jedem Lastschritt nur einmal verfeinert und anschließend so lange iteriert, bis
Konvergenz erreicht ist. Nach der Netzverfeinerung müssen auch hier den neuen Knoten
vor der Assemblierung Freiheitsgrade zugewiesen werden und die Vektoren und Matrizen
mit ihrer neuen Größe initialisiert werden.

Handelt es sich um materielle Nichtlinearität, so müssen nach jedem auskonvergierten
Schritt die Geschichtsvariablen, die den aktuellen Zustand des Materials beschreiben,
aktualisiert werden. Bei dem hier verwendeten Schädigungsmodell betrifft dies die in der
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Initialisierung Ki
tan, Fint(Di), Fext(λ) und R(Di)

Berechnung des Lastfaktors λ = k · Δλ

Netz- und Modelladaption

Verteilung von Freiheitsgraden an neue Knoten

Schleife über Lastschritte (k = 2 bis nstep)

k = 1, erster Schritt

Iterationsschleife über i – Konvergenz prüfen: ‖R‖ < εtol

Aktualisierung der Geschichtsvariablen κ

Lösen von Ki
tanΔDi+1 = −R(Di) (Gl. (3.22))

Assemblierung Ki
tan, Fint(Di) und Fext(λ)

Initialisierung Ki
tan, Fint(Di), Fext(λ) und R(Di)

Erhöhen des Lastfaktors λ = k · Δλ

Iterationsschleife über i – Konvergenz prüfen: ‖R‖ < εtol

Aktualisierung der Geschichtsvariablen κ

Lösen von Ki
tanΔDi+1 = −R(Di) (Gl. (3.22))
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N
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Aktualisierung Di+1 = Di + ΔDi+1

Aktualisierung Di+1 = Di + ΔDi+1

Abbildung 4.10: Berechnungsablauf im materiell nichtlinearen Fall mit Netzverfeine-
rung.

Belastungsgeschichte maximal erreichte Verzerrung κ aller Stäbe. Die Materialroutine
wird bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen aufgerufen und taucht daher
in diesem globalen Ablauf nicht auf. Wie das Material genau Einzug in die Berechnung
findet, wird an entsprechender Stelle in den folgenden beiden Kapiteln beschrieben.
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5
Adaptive Auflösung der Mikrostruktur
für homogenes Material

In dieser Arbeit wird zwischen drei Levels von Elementen unterschieden, bei denen die
Mikrostruktur jeweils bis zu einem anderen Grad aufgelöst ist. Level 1 entspricht einem
Kontinuumsmodell, Level 3 einem Feinskalenmodell und Level 2 bildet den Übergang
dazwischen. In allen drei Levels werden die bei der Finite-Elemente-Methode üblichen
Dreieckselemente mit linearen Ansatzfunktionen verwendet. Die Kinematik ist durch
die Verschiebungen der FE-Knoten bestimmt. Der Unterschied der drei Levels bezieht
sich ausschließlich auf das Konstitutivverhalten und spiegelt sich in der Elementsteifig-
keitsmatrix wieder. Über diese stehen das Feinskalenmodell und das Kontinuumsmodell
miteinander in Beziehung.

Im Folgenden wird die Ermittlung der Steifigkeitsmatrix für die drei Levels vorgestellt.
Dazu wird zunächst von einem homogenen Material ausgegangen. Homogen dahinge-
hend, dass alle Stäbe im regelmäßigen Gitter dieselben Materialeigenschaften aufweisen.
Des Weiteren wird darauf eingegangen, wie das linear entfestigende Schädigungsmodell
aus Abschnitt 3.5.2 bei den drei Elementtypen integriert wird.

5.1 Kontinuumsmodell (Level 1)

Level 1-Elemente werden in Bereichen mit glatter Lösung eingesetzt. Diese Bereiche
haben einen gewissen Abstand zur eigentlichen Prozesszone. Es passiert dort also ver-
hältnismäßig wenig und die Lösung mit einem Kontinuumsmodell ist ausreichend genau.
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Abbildung 5.1: Regelmäßiges Dreiecksgitter mit hexagonaler Einheitszelle.

5.1.1 Elementsteifigkeitsmatrix

Die Mikrostruktur aus regelmäßig angeordneten kreisrunden Partikeln derselben Größe,
deren Mittelpunkte über Federn miteinander verbunden sind, wird durch ein regelmäßi-
ges Dreiecksgitter repräsentiert (siehe Abbildung 4.1). In diesem Gitter wiederholt sich
die in Abbildung 5.1 dargestellte hexagonale Einheitszelle periodisch. Um daraus ein
Kontinuumsmodell herzuleiten, wird Äquivalenz der in solch einer Einheitszelle gespei-
cherten Verzerrungsenergie und deren Pendant im Kontinuum gefordert:

πcell = 1
2

6∑
b=1

(cu · u)(b) = 1
2ε : C : ε = πcontinuum. (5.1)

Das Potential der Einheitszelle wird als Summe über die sechs halben Federn, die sich
innerhalb der Einheitszelle befinden, berechnet. Darin ist c(b) die Steifigkeit einer Feder
mit halber Länge (L/2), also der Länge des Teils der Feder, der sich innerhalb der
Einheitszelle befindet. Unter der Annahme, die Steifigkeit c(b) aller Federn sei gleich,
ergibt sich z. B. nach Ostoja-Starzewski (2002) für ein Gitter aus gleichseitigen
Dreiecken mit den drei Gitterrichtungen 0◦, 60◦ und 120◦:

C1111 = C2222 = 9
8
√

3
c C1122 = C2211 = 3

8
√

3
c C1212 = 3

8
√

3
c. (5.2)

In Voigt-Notation ausgedrückt ist dies

C = 3
8
√

3
c

⎡
⎢⎢⎣
3 1 0
1 3 0
0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ . (5.3)

Die Federkonstante wird zu c = EA / (L/2) gewählt, wobei E , A und L, dem Elasti-
zitätsmodul, der Querschnittsfläche und der Länge eines die Feder ersetzenden Stabes
entsprechen.
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5.1 Kontinuumsmodell (Level 1)

Ist die Materialmatrix C ermittelt, kann die Elementsteifigkeitsmatrix k(L1) der Level 1-
Elemente wie die eines herkömmlichen linearen verschiebungsbasierten Dreieckselements
folgendermaßen berechnet werden:

k(L1) =
∫

Ωe

BTCB dΩ. (5.4)

Darin ist B der B-Operator eines Dreieckselements mit linearen Ansatzfunktionen, kurz
eines CST-Elements (engl. „constant strain triangle“).

5.1.2 Materielle Nichtlinearität

Bei Dreieckselementen mit linearen Ansatzfunktionen sind die Verzerrungen innerhalb
eines Elements konstant. In einem regelmäßigen Dreiecksgitter, wie dem hier vorliegen-
den, gibt es drei Richtungen, in denen Stäbe angeordnet sind. In Kombination bedeu-
tet das, dass die Verzerrungen aller Stäbe, die in eine Richtung zeigen, dieselben sind,
vorausgesetzt alle haben die gleichen Materialeigenschaften. Erreicht ein Stab in einer
Richtung die Grenzverzerrung κ0, bei der der Stab anfängt zu schädigen, geschieht dies
bei allen Stäben in derselben Richtung gleichzeitig. Es muss also nur die Verzerrung
eines einzelnen Stabes je Richtung berechnet werden, um die Verzerrung aller Stäbe im
Element zu berechnen und festzustellen, ob Schädigung eingesetzt hat.

Entfestigung einzelner Stäbe kann in Kontinuumselementen generell nicht abgebildet
werden. Wollte man die Schädigung einzelner Gitterrichtungen zumindest verschmiert
abbilden, bräuchte man dazu ein anisotropes Stoffgesetz. Es ist jedoch davon auszugehen,
dass die Elemente, in denen die Stäbe anfangen zu entfestigen, der Prozesszone sehr nahe
liegen. In der Nähe der Prozesszone liegen in der Regel Level 2- und Level 3-Elemente vor,
bei denen die Schädigung einzelner Stäbe im Stoffgesetz enthalten ist. Daher wird bei den
Level 1-Elementen darauf verzichtet, Schädigung zu berücksichtigen. Überschreitet die
Verzerrung eines Stabes in einem Level 1-Element in einer Richtung den Grenzwert κ0,
so wird dieses Element in ein Level 2-Element umgewandelt.

In einer nichtlinearen Berechnung wird zur Gleichungslösung der innere Kraftvektor be-
nötigt (siehe Abschnitt 4.4). Die Anteile aller Elemente werden zum globalen inneren
Kraftvektor Fint assembliert. Wie Gleichung (3.16) zu entnehmen ist, kann der Kraftvek-
tor eines Kontinuumelements, wozu auch die Level 1-Elemente gehören, folgendermaßen
berechnet werden:

f (L1)
int =

∫
Ωe

BTσ dΩ. (5.5)

69



5 Adaptive Auflösung der Mikrostruktur für homogenes Material

Die Spannungen σ ergeben sich aus Gleichung (3.25) und die Verzerrungen, die zur
Berechnung der Spannungen benötigt werden, aus Gleichung (3.15).

5.2 Approximiertes diskretes Modell (Level 2)

Level 2-Elemente werden in Bereichen eingesetzt, die zwischen dem ganz fein aufgelösten
und dem kontinuierlichen Bereich liegen. Sie approximieren die Feinskalenlösung genauer
als die Kontinuumselemente und bilden somit den Übergang der beiden Modelle. Wenn
die Lösung nicht mehr ausreichend glatt ist und somit ein kontinuierliches, elastisches
und isotropes Stoffgesetz, wie das der Level 1-Elemente, nicht mehr gerechtfertigt ist,
wird ein Level 1-Element in ein Level 2-Element umgewandelt. Dies ist dann der Fall,
wenn der Grenzwert ελ in Gleichung (4.8) überschritten wird. Des Weiteren können
Level 2-Elemente die Entfestigung der Stäbe im Element abbilden und werden gebraucht,
sobald in einem Level 1-Element der Grenzwert κ0 der Verzerrungen überschritten wird.
In Level 2 werden mechanische Prozesse innerhalb eines Elements basierend, auf den
Interaktionen aller diskreten Elemente, die es beinhaltet, berechnet.

5.2.1 Elementsteifigkeitsmatrix

Die globale Steifigkeitsmatrix lässt sich nach Gleichung (4.1) durch zweimaliges Ableiten
des Gesamtpotentials aller Stäbe nach den Knotenfreiheitsgraden, hier den Knotenver-
schiebungen, berechnen. Dies lässt sich entsprechend auf die Ermittlung der Element-
steifigkeitsmatrix übertragen, nur dass statt des Gesamtpotentials aller Stäbe im System
lediglich die Summe des Potentials der Stäbe im Element gebildet wird und diese zweimal
nach den sechs Knotenverschiebungen d des Dreieckselements abgeleitet wird.

Zur Berechnung des Potentials eines Stabes, der zwei Partikel (1 und 2) verbindet, wer-
den die Verschiebungen d̃ =

[
d̃(1)T d̃(2)T

]T
dieser beiden Partikel benötigt. Haben alle

Stäbe dieselben Materialeigenschaften, so lassen sich diese Partikelverschiebungen durch
Interpolation der Knotenverschiebungen d mithilfe der Ansatzfunktionen berechnen:1

d̃P(ξP) = N(ξP)d. (5.6)

Dazu werden die Koordinaten der Partikel 1 und 2 innerhalb des Elements ξ(1) und ξ(2)

(im Parameterraum) benötigt. Diese sind in einem regelmäßigen Gitter mithilfe der Vek-
1Diese Herangehensweise ist nur gerechtfertigt, solange alle Stäbe dieselben Materialeigenschaften ha-
ben, da sonst die Stäbe der Mikrostruktur nicht im Gleichgewicht wären. Darauf wird im Zuge der
Erweiterung auf eine heterogene Verteilung der Materialeigenschaften in Kapitel 6 genauer eingegan-
gen, wo aus diesem Grund ein anderer Ansatz zur Bestimmung der Steifigkeitsmatrix gewählt wird.
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Abbildung 5.2: Stab in einem Element mit Knoten- und Partikelverschiebungen.

toren a1 und a2 leicht zu ermitteln. Wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben, definieren diese
beiden Vektoren den Abstand zweier Partikel in den Gitterrichtungen. Da die räumliche
Lage der FE-Knoten bekannt ist und deren Lage mit der Lage von Partikeln zusammen-
fällt, können die Positionen aller anderen Partikel im Element einfach generiert werden.

Das Potential eines Stabes zwischen zwei Partikeln ist das einer Feder πS = 1
2cΔu2

mit der Federsteifigkeit c und der Relativverschiebung der Partikel in axialer Rich-
tung Δu = u2 − u1. Dieses Potential wird nun exemplarisch für den in Abbildung 5.2
dargestellten Stab hergeleitet. Der Stab befindet sich innerhalb des Elements mit den
Knotenfreiheitsgraden d1 bis d6 und verbindet die Partikel 1 und 2 der Mikrostruk-
tur des Elements. Im Parameterraum des Elements haben diese Partikel die Koordina-
ten ξ(1) und ξ(2). Die Verschiebungen der Partikel, zerlegt in x- und y-Richtung, sind
d̃(1) =

[
d̃(1)

1 d̃(1)
2

]T
und d̃(2) =

[
d̃(2)

1 d̃(2)
2

]T
. Der Stab hat die Länge L (ebenfalls zerlegbar

in Lx und Ly), den E-Modul E und die Querschnittsfläche A. Die Relativverschiebung
der Partikel, projiziert auf die Richtung der Stabachse, ergibt sich wie folgt

Δu(d̃) = (d̃(2)
1 − d̃(1)

1 )Lx + (d̃(2)
2 − d̃(1)

2 )Ly

L , (5.7)

wobei die Partikelverschiebungen d̃P wiederum eine Funktion der Partikelposition ξP

im Element und der Knotenverschiebungen d sind (Gleichung (5.6) und (A.1)). Das
Potential eines einzelnen Stabes S im Element ergibt sich mit Gleichung (5.7) zu

πS(d̃) = 1
2cΔu2 = 1

2
EA
L

[
(d̃(2)

1 − d̃(1)
1 )Lx + (d̃(2)

2 − d̃(1)
2 )Ly

]2

L2 . (5.8)
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Partikel auf Elementknoten

Partikel auf Elementrand

Partikel im Element

Partikel außerhalb des Elements

umschreibendes Parallelogramm

Stäbe im Element

Stäbe zwischen Elementen

Stäbe auf dem Elementranda1

a 2
Abbildung 5.3: Sortierung der Partikel und Stäbe hinsichtlich ihrer Lage zum Element

im umschreibenden Parallelogramm.

Durch zweimaliges Ableiten dieses Potentials nach den Knotenverschiebungen d des
Level 2-Elements kann daraus der Beitrag zur Steifigkeitsmatrix eines einzelnen Stabes in
Abhängigkeit der lokalen Koordinaten des Anfangs- und Endpartikels (ξ(1) und ξ(2)) des
Stabes ermittelt werden. Dieser Beitrag eines Stabes k(L2,S) zur Steifigkeitsmatrix k(L2)

des Level 2-Elements kann Gleichung (A.2) entnommen werden.

Anstatt zuerst das Gesamtpotential aller Stäbe im Element zu berechnen und dieses nach
den Knotenverschiebungen abzuleiten, kann auch das Potential eines einzelnen Stabes
nach den Knotenverschiebungen abgeleitet werden. Anschließende Assemblierung der
Einzelbeiträge aller Stäbe des Elements ergibt die Elementsteifigkeitsmatrix

k(L2) =
ntruss⋃
S=1

ωS · k(L2,S). (5.9)

Da, wie aus Abbildung 5.3 ersichtlich, nicht alle Stäbe, die zur Steifigkeitsmatrix eines
Elements beitragen, vollständig innerhalb dieses Elements liegen, wird der Faktor ωS

in Gleichung (5.9) benötigt. Es gibt Stäbe, die über den Elementrand hinaus ragen
und dementsprechend Bestandteil zweier Elemente sind. Würden diese Stäbe mit voller
Steifigkeit in die Steifigkeitsmatrix der beiden benachbarten Elemente eingehen, wäre
das System insgesamt zu steif. Zur Vereinfachung wird in dieser Arbeit angenommen,
dass die Steifigkeit eines Stabes, der zu zwei Elementen gehört, je zur Hälfte in die
Steifigkeitsmatrix der beiden Elemente eingeht. Es wird also ωS = 0,5 gewählt, sobald
ein Stab zu zwei Elementen gehört.

Abgesehen von Stäben zwischen zwei Elementen, die den gemeinsamen Elementrand
kreuzen (rot dargestellt in Abbildung 5.3), gibt es Stäbe, die direkt auf dem Elemen-
trand liegen (blau). Diese gehören dann ebenfalls zu zwei Elementen, wenn das Element
am entsprechenden Rand ein Nachbarelement hat. Der Faktor bei der Assemblierung
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5.2 Approximiertes diskretes Modell (Level 2)

Stabposition Faktor ωS

im Element 1,0
zwischen zwei Elementen 0,5

auf dem Elementrand mit Nachbar 0,5
ohne Nachbar 1,0

Tabelle 5.1: Faktor ωS für den Beitrag zur Elementsteifigkeitsmatrix eines Stabes in
Abhängigkeit dessen Position im Element.

entspricht dann ebenfalls ωS = 0,5 und ist in dem Fall keine Näherung. Ist dort kein
Nachbarelement vorzufinden, gehört der Stab vollständig zu einem Element und der
Faktor ist ωS = 1,0. Die verschiedenen Faktoren abhängig von der Stabposition sind in
Tabelle 5.1 zusammengefasst.

Um die Stabsteifigkeiten mit den richtigen Faktoren assemblieren zu können, muss die
Lage der Stäbe bezogen auf das Element bekannt sein. Aufgrund der Gitterregelmäßig-
keit lässt sich deren Lage bei Bedarf einfach ermitteln, ohne dass explizit Listen mit
diesen Informationen vorliegen müssen. Dazu werden unter Zuhilfenahme der Koordi-
naten im Parameterraum zunächst die Partikel daraufhin sortiert, ob sie

• im Element liegen,

• mit einem Elementknoten zusammenfallen,

• auf dem Elementrand liegen oder

• sich außerhalb des Elements befinden.

Die Stabposition ergibt sich aufgrund der Listen, in welchen sich das Anfangs- und das
Endpartikel eines Stabes jeweils befinden. Zur eindeutigen Bestimmung des Faktors ωS

nach Tabelle 5.1 muss zusätzlich bekannt sein, auf welchen Seiten des Elements sich
Nachbarelemente befinden.

Damit nicht alle Partikel und Stäbe der gesamten Mikrostruktur auf ihre Lage rela-
tiv zum Element überprüft werden müssen, werden nur die Partikel eines das Element
umschreibenden Parallelogramms (Abbildung 5.3) in Betracht gezogen. Das Parallelo-
gramm wird so gewählt, dass die Kanten parallel zu den Vektoren a1 und a2 verlaufen
und durch die drei Elementknoten gehen.

Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Stabes k(L2,S) werden die Verschiebungen
der Partikel 1 und 2 benötigt, also d̃(1) und d̃(2), welche man nach Gleichung (5.6)
durch Interpolation der Knotenverschiebungen erhält. Liegt nun, wie in Abbildung 5.4
dargestellt, Partikel 2 in Element 2, also außerhalb von Element 1 so müssten die Ver-
schiebungen von Partikel 2 durch Interpolation der Knotenverschiebungen von Element 2
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Abbildung 5.4: Die Steifigkeitsmatrix von Stab S wird für Element 1 und 2 gebraucht.
Sie zählt jeweils mit einem Faktor 0,5 zur Elementsteifigkeitsmatrix der
beiden Elemente.

ermittelt werden. Da die Steifigkeitsmatrix von Element 1 ausschließlich von den Ver-
schiebungsfreiheitsgraden von Element 1 abhängen soll, wird in dieser Arbeit angenom-
men, dass auch Partikel 2 sich analog des Verschiebungsfeldes von Element 1 bewegt.
Umgekehrt gilt dies für Partikel 1 bei der Berechnung der Steifigkeitsmatrix von Ele-
ment 2. Dadurch ergeben sich für den Stab S zwei unterschiedliche Steifigkeitsmatrizen

k(L2,S)
(1) ≈ k(L2,S)

(2) ≈ k(L2,S), (5.10)

von denen jedoch angenommen wird, dass sie im Mittel ungefähr der Steifigkeitsmatrix
k(L2,S) entsprechen, die man bekäme, wenn man die Verschiebungen d̃(1) und d̃(2) der
Partikel 1 und 2 entsprechend des Verschiebungsfeldes des Elements berechnete, in dem
sich der jeweilige Partikel befindet.

5.2.2 Materielle Nichtlinearität

Im materiell linearen Fall sind bei homogener Verteilung der Materialeigenschaften der
Stäbe die Ergebnisse mit Level 1- und Level 2-Elementen nahezu identisch. Es gibt le-
diglich kleine Unterschiede durch unterschiedliche Annahmen bei der Berechnung der
Elementsteifigkeitsmatrix. In Level 1 gilt ein homogenisiertes Stoffgesetz, und in Level 2
wird angenommen, dass sich Partikel außerhalb eines Elements, die mit Partikeln inner-
halb des Elements verbunden sind, mit dem Verschiebungsfeld des Elements bewegen.
Erst wenn Schädigung der Stäbe der Mikrostruktur hinzukommt, oder wenn die Stäbe
heterogene Materialeigenschaften haben, gewinnen die Level 2-Elemente an Bedeutung.

Den Stäben wird in dieser Arbeit das einaxiale Schädigungsmodell mit linearer Entfes-
tigung aus Abschnitt 3.5.2 zugewiesen. Setzt in einem Stab Schädigung ein, wird dessen
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5.2 Approximiertes diskretes Modell (Level 2)

Steifigkeit reduziert. Durch die aktuelle Verzerrung ε und die in der Belastungsgeschichte
bis dahin maximal erreichte Verzerrung κ lassen sich entsprechend der Routine in Abbil-
dung 3.3 die in der Belastungsgeschichte bis zur aktuellen Iteration maximal erreichte
Verzerrung κit, die Schädigung dit, die Materialtangente Etan und die Materialsekan-
te Esec bestimmen. Zur Berechnung des Beitrags eines Stabes zur Elementsteifigkeits-
matrix kann die Matrix k(L2,S) aus Gleichung (A.2) benutzt werden, allerdings nun mit
der Materialtangente Etan. Die Materialsekante Esec wird zur Berechnung des inneren
Kraftvektors f (L2,S)

int benötigt. Die Werte von dit, Etan und Esec können sich während der
Iterationen laufend ändern. Am Ende eines jeden Belastungsschritts, also wenn Konver-
genz erreicht ist, muss die Geschichtsvariable κ aller Stäbe entsprechend Gleichung (3.43)
aktualisiert werden, um im nächsten Belastungsschritt zur Verfügung zu stehen.

Wie in Abschnitt 5.1.2 schon erläutert, sind die Stäbe in dem regelmäßigen Gitter in
drei Richtungen angeordnet. Da sich die Verzerrungen aller Stäbe einer Richtung im
Verschiebungsfeld eines linearen Dreieckselements entsprechen, erfahren sie alle dieselbe
Schädigung, vorausgesetzt sie haben alle dieselben Materialeigenschaften. Um zu prüfen,
ob Schädigung eingetreten ist oder wie weit sie fortgeschritten ist, genügt es demnach,
die Verzerrung für einen Stab je Richtung zu berechnen. Die Geschichtsvariable κ muss
daher in jedem Element auch nur einmal für jede dieser drei Richtungen gespeichert
werden. Wird ein Element verfeinert, werden die Elementeigenschaften an die neuen
Elemente weitergegeben.

Der bei einer materiell nichtlinearen Rechnung zur Gleichungslösung benötigte innere
Kraftvektor ist aus Gleichung (3.16) in diskretisierter Form bekannt. Für einen ein-
dimensionalen Stab ist der innere Kraftvektor eine Funktion der Verschiebungen der
Stabenden d̃ =

[
d̃(1)T d̃(2)T

]T
, die in Abbildung 5.2 dargestellt sind

f (L2,S)
int =

∫
Ω

∂ε(d̃)
∂d̃

σ(d̃) dΩ = ∂ε(d̃)
∂d̃

Esecε(d̃)AL. (5.11)

Er repräsentiert exakt die Kraft in einem Stab, der nur an den Enden belastet ist. Die
Verzerrungen für den geometrisch linearen Fall, lassen sich zu

ε(d̃) = Δu(d̃)
L = (d̃(2)

1 − d̃(1)
1 )Lx + (d̃(2)

2 − d̃(1)
2 )Ly

L2 (5.12)

bestimmen, wobei Δu nach Gleichung (5.7) der Längenänderung des Stabes entspricht.
Da sich der Stab im Dreieckselement befindet, hängen die Verschiebungen von den Kno-
tenverschiebungen d (d1 bis d6) und den Positionen der beiden Stabenden (ξ(1) und
ξ(2)) im Parameterraum des Elements ab. Durch Einsetzen von (A.1) in (5.12) erhält
man die Verzerrung eines Stabes in Abhängigkeit der Knotenverschiebungen ε(d) und

75



5 Adaptive Auflösung der Mikrostruktur für homogenes Material

Gleichung (5.11) ändert sich damit zu

f (L2,S)
int = ∂ε(d)

∂d
Esecε(d)AL. (5.13)

Der Beitrag eines Stabes f (L2,S)
int zum inneren Kraftvektor f (L2)

int eines Level 2-Elements in
ausführlicher Form kann Gleichung (A.3) entnommen werden. Die Assemblierung der
Einzelbeiträge aller Stäbe des Elements ergibt den inneren Kraftvektor

f (L2)
int =

ntruss⋃
S=1

ωS · f (L2,S)
int . (5.14)

Der Faktor ωS entspricht dem für die Steifigkeitsmatrix in (5.9).

5.3 Vollständig aufgelöstes diskretes Modell (Level 3)

Am Ende der Modelladaptivität stehen die Level 3-Elemente. Sie repräsentieren die
Mikroskala des Materials. Wenn jeder Partikelmittelpunkt gleichzeitig ein FE-Knoten
ist und sich keine weiteren Partikel mehr im Element befinden, ist das Level 3 erreicht.
Das Ergebnis einer Rechnung, bei der die Mikrostruktur ausschließlich aus Level 3-
Elementen zusammengesetzt ist, entspricht exakt dem Ergebnis einer Rechnung, bei der
das Gitter aus Stabelementen aufgebaut ist. Bei einer materiell nichtlinearen Rechnung,
bei der einzelne Verbindungen zwischen Partikeln reißen können, muss sichergestellt sein,
dass dieses Level erreicht ist, bevor vollständige Schädigung eintritt, da sonst alle Stäbe
derselben Richtung im Element gleichzeitig reißen würden. Dies kann beispielsweise
durch die Wahl des Grenzwertes zur Netzverfeinerung in Gleichung (4.5) beeinflusst
werden.

5.3.1 Elementsteifigkeitsmatrix

Da die Level 3-Elemente grundsätzlich nur verfeinerte, vollständig aufgelöste Level 2-
Elemente sind, entspricht der Beitrag eines einzelnen Stabes zur Elementsteifigkeits-
matrix dem eines Stabes in einem Level 2-Element aus Gleichung (A.2). Es müssen
ebenfalls lediglich die Koordinaten ξ der Knoten im Parameterraum sowie die x- und
y-Komponenten der Länge eines jeden Stabes entsprechend Abbildung 5.5 substituiert
werden. Da es nur drei Stäbe gibt, deren Anfangs- und Endpartikel die Elementkno-
ten sind, und diese im Parameterraum immer dieselben Koordinaten haben, sind bei
Level 3-Elementen nur die x- und y-Komponenten der Stablängen von Element zu Ele-
ment variabel.
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Abbildung 5.5: Level 3-Element mit den Knotenkoordinaten im Parameterraum (hier
für ein beliebig im Raum orientiertes Gitter gezeichnet).

Die Assemblierung der Einzelbeiträge der drei Stäbe des Elements ergibt die Element-
steifigkeitsmatrix

k(L3) =
3⋃

S=1
ωS · k(L3,S). (5.15)

Für den Faktor ωS ist lediglich entscheidend, ob das Element am entsprechenden Rand
ein Nachbarelement hat; dann ist für den Stab auf diesem Rand ωS = 0,5. Liegt ein
Stab auf dem Strukturrand, muss für diesen Stab ωS = 1,0 gewählt werden.

5.3.2 Materielle Nichtlinearität

Wie zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix können auch für die inneren Kraft-
vektoren die Gleichungen der Level 2-Elemente übernommen werden. Durch Einsetzen
der Knotenkoordinaten im Parameterraum und der x- und y-Komponenten der Stablän-
ge in Gleichung (A.3) erhält man die Beiträge der Stäbe f (L3,S)

int zum inneren Kraftvektor
des Elements

f (L3)
int =

3⋃
S=1

ωS · f (L3,S)
int . (5.16)

Die Steifigkeitsmatrix wird im materiell nichtlinearen wie im linearen Fall berechnet,
allerdings mit der Materialtangente Etan statt dem linearen E-Modul E . Zur Berech-
nung des inneren Kraftvektors wird die Materialsekante Esec benötigt. Diese beiden
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Materialeigenschaften können, ausgehend von der aktuellen Verzerrung ε und der in
der Belastungsgeschichte maximal erreichten Verzerrung κ des jeweiligen Stabes, mit
der Materialroutine aus Abbildung 3.3 bestimmt werden. Die Geschichtsvariable κ aller
Stäbe wird, nachdem Konvergenz erreicht wurde, zusammen mit dem Aktualisierung
der Level 2-Elemente, entsprechend Gleichung (3.43) aktualisiert.
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6
Erweiterung auf heterogene
Materialien

Die Grundlagen zur Berechnung einer Struktur, deren Mikrostruktur ein regelmäßiges
Dreiecksgitter darstellt, bei dem anfänglich alle Stäbe dieselben Materialeigenschaften
haben und einzelne Stäbe linear entfestigen können, wurden im letzten Kapitel geschaf-
fen. Durch Einführung der drei Level wird ermöglicht, dass die Mikrostruktur während
der Rechnung nicht überall vollständig aufgelöst werden muss, sondern nur in Berei-
chen mit großen Verzerrungsgradienten. Bei der Ermittlung der Steifigkeitsmatrix von
Level 1- und Level 2-Elementen wurde jedoch für einige Schritte vorausgesetzt, dass
alle Gitterstäbe dieselben Materialeigenschaften haben. Außerdem wurde, insbesondere
bei der Netzverfeinerung, aber auch bei der Berechnung der Steifigkeitsmatrizen, von
der regelmäßigen Geometrie des Gitters Gebrauch gemacht, wobei die Partikelpositio-
nen bei Bedarf generiert werden können. Solch eine homogene Mikrostruktur, die mit
einem regelmäßigen Gitter modelliert werden kann, bei dem alle Gitterstäbe dieselben
Materialeigenschaften haben, ist nur bei perfekten kristallinen Materialien wiederzu-
finden. Kohäsive Reibungsmaterialien oder granulare Materialien, deren Verhalten hier
simuliert werden soll, sind von Natur aus heterogen. Sollen die Steifigkeitsmatrizen bei
heterogenen Materialien nach demselben Verfahren wie in Kapitel 5 berechnet werden,
tauchen dabei einige Schwierigkeiten auf. Es ist daher erforderlich, die bisher beschrie-
bene Methode auf die Anwendung für heterogene Materialien auszuweiten.

Zunächst wird in Abschnitt 6.1 das verwendete Modell zur Repräsentation der hetero-
genen Mikrostruktur beschrieben. In den Abschnitten 6.2 bis 6.4 wird anschließend ein
alternativer Lösungsansatz zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix der unterschiedlichen
Elementtypen vorgestellt. Dabei wird auch auf die Problematik eingegangen, die sich
ergibt, wenn derselbe Ansatz wie in Kapitel 5 verfolgt wird.
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6 Erweiterung auf heterogene Materialien

Abbildung 6.1: Starre, kreisrunde Partikel unterschiedlicher Größe, deren Kohäsion über
Stabelemente abgebildet wird.

6.1 Heterogene Mikrostruktur

Es gibt zu viele unterschiedliche heterogene Materialien, als dass alle mit demselben
Modell abzudecken wären. Bei der Wahl der in dieser Arbeit verwendeten heterogenen
Mikrostruktur diente Beton als gedankliches Modell. Beton besteht aus Aggregaten un-
terschiedlicher Größe, die sich in einer Matrix aus Zement befinden, der die kohäsive
Verbindung zwischen den Aggregaten bildet. Dieser physikalische Aufbau des Materi-
als lässt sich mindestens auf die folgenden zwei, grundlegend unterschiedlichen Arten
modellieren.

Die erste Möglichkeit eines Betonmodells ist, nur die Aggregate ab einer gewissen Größe
als starre Partikel abzubilden, deren kohäsive Verbindung beispielsweise mithilfe von
Stab- oder Balkenelementen repräsentiert wird. Diese Aggregate können, wie in Abbil-
dung 6.1 dargestellt, durch Kreise angenähert sein.

Unter der Voraussetzung, dass die Materialeigenschaften der Stäbe gut gewählt sind,
entsteht ein sehr realitätsnahes, diskretes Betonmodell. Da alle Partikel als starr ange-
nommen werden, ist es mit diesem Modell allerdings nicht möglich, brechende Aggregate
abzubilden, was statistisch gesehen bei den meisten Betonsorten selten auftritt. Hete-
rogenität taucht bei diesem Modell in zweierlei Hinsicht auf: In der Geometrie durch
die unterschiedliche Größe der Aggregate und bei den Materialeigenschaften der Stäbe
zwischen den Aggregaten. Ein homogenes Stoffgesetz für die Level 1-Elemente für die-
ses Modell zu finden, ist jedoch nicht trivial. Des Weiteren bilden die Stäbe bei diesem
Modell oft ein kinematisches System, was eine dynamische Berechnung erfordert.
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Interface (I)

Aggregat (A)

Matrix (M)

Abbildung 6.2: Projektion eines Betonquerschnitts auf ein regelmäßiges Dreiecksgitter
(nach Schlangen und van Mier (1992)).

Abbildung 6.2 zeigt die zweite Variante, die aus Schlangen und van Mier (1992) be-
kannt ist. Dort bleibt das regelmäßige Gitter bestehen. Ein idealisierter Betonquerschnitt
aus einigen kreisrunden, unterschiedlich großen und zufällig verteilten Aggregaten, wird
auf dieses Gitter projiziert. Wie bei dem vorigen Modell werden dabei ebenfalls nur Ag-
gregate ab einer gewissen Größe berücksichtigt. Den Stäben werden, abhängig von ihrer
Position relativ zu Aggregaten und Matrix, verschiedene Materialeigenschaften zugewie-
sen. In der Regel haben bei einem Beton die Aggregate (A) die größte Festigkeit. Am
schwächsten sind die Flächen (bzw. im zweidimensionalen die Linien), die den Über-
gang zwischen den Aggregaten und der Matrix bilden, das sogenannte Interface (I). Die
Festigkeit der Matrix (M) liegt dazwischen. In der numerischen Umsetzung kann dies
beispielsweise einer Variation des E-Moduls (EA, EM, E I) entsprechen, also der Steifig-
keit der Stäbe, und/oder einer unterschiedlichen Verzerrung (κA

0 , κM
0 , κI

0), bei der das
Material anfängt zu entfestigen. Unabhängig davon, welche Größe variiert wird, bezieht
sich die Heterogenität lediglich auf die Materialeigenschaften der Stäbe und nicht wie
zuvor auch auf die Geometrie. Risse können in der gesamten Struktur abgebildet werden,
also auch durch Aggregate hindurch. Die Lösung mit diesem Modell ist jedoch stark von
den Richtungen der Gitterstruktur abhängig und dadurch weniger realitätsnah. Auf-
grund dessen, dass bei dieser Variante der Algorithmus zur Netzadaption beibehalten
werden kann, und somit der Fokus auf der Lösung des Problems bei der Berechnung der
Steifigkeitsmatrizen liegen kann, wird dennoch dieses Modell der Mikrostruktur gewählt.

Das Gitter kann in der Form einer Diskretisierung verwendet werden. In dieser Arbeit
soll jedoch auch hier davon ausgegangen werden, dass ein Material mit einer solchen
Gitterstruktur, bei dem die Partikel bzw. die dazwischen liegenden Stäbe die kleinste
physikalische Einheit abbilden, existiert. Somit werden Lokalisierungsphänomene dieses
an Beton angelehnten Materials richtig abbildet. Regularisierungsstrategien, wie die in
Abschnitt 2.4.2 erwähnten, erübrigen sich dadurch.
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Position der Partikel Lage des Stabes
beide im selben Aggregat Aggregat
beide in unterschiedlichen Aggregaten Interface
beide in der Matrix Matrix
einer im Aggregat, einer in der Matrix Interface

Tabelle 6.1: Zuweisung der Lage eines Gitterstabes aufgrund der Position der beiden
Partikel, die er verbindet.

Zur Erzeugung der Mikrostruktur werden in einer separaten Rechnung Aggregate un-
terschiedlicher Größe zufällig in einem rechteckigen Gebiet verteilt. Die Ausdehnung des
Gebietes in x- und y-Richtung muss zuvor gewählt werden und sollte genauso groß oder
größer als das von der Struktur eingenommene Gebiet sein. Mithilfe der Siebkurve eines
Betons kann festgelegt werden, wie viele Aggregate eines bestimmten Durchmessers ent-
halten sein sollen. Sie haben idealisiert die Form von Kreisen und werden zufällig in dem
zuvor bestimmten Gebiet verteilt. Zunächst werden die größten Aggregate verteilt und
anschließend der Größe nach absteigend die kleineren. Dabei wird darauf geachtet, dass
sich die Aggregate nicht überschneiden. Der Abstand der Mittelpunkte zweier Aggre-
gate wird so gewählt, dass er größer ist als das 1,1-fache der Summe ihrer Radien. Das
Ergebnis dieser Nebenrechnung sind die Koordinaten der Mittelpunkte der Aggregate
und deren entsprechende Radien.

Da in solch einem heterogenen Gitter jeder Stab ein eigenes Material hat und somit auch
eine individuelle Belastungsgeschichte, können nun die Gitterstäbe nicht mehr nur nach
Bedarf generiert werden, sondern müssen während der gesamten Berechnung individuell
vorliegen. Daher wird zusätzlich zur Finite-Elemente-Diskretisierung ein Hintergrund-
gitter angelegt, auf dem die Lage sämtlicher Partikel sowie die Lage und das Material
der dazwischen liegenden Stäbe gespeichert sind. Die Lage der Stäbe, und somit deren
Material, kann, wie in Tabelle 6.1 zusammengefasst, aufgrund der Position der Partikel
festgelegt werden. Daher muss zunächst für jedes Partikel festgestellt werden, ob es sich
innerhalb oder außerhalb eines Aggregats befindet und falls innerhalb, in welchem. Dies
geschieht, indem der Abstand des Mittelpunkts des Partikels zu den Mittelpunkten der
Aggregate mit deren Radien verglichen wird. Ist der Abstand kleiner als der Radius, be-
findet sich das Partikel innerhalb des Aggregats, andernfalls außerhalb.1 Befinden sich
zwei benachbarte Partikel im selben Aggregat, dann befindet sich der dazwischen liegen-
de Stab ebenfalls innerhalb des Aggregats. Befinden sich die Partikel hingegen in zwei
unterschiedlichen Aggregaten, so bildet der Stab dazwischen das Interface. Sind beide
Partikel in der Matrix, befindet sich der Stab ebenfalls in der Matrix. Ist ein Partikel

1Entspricht der Abstand der Mittelpunkte von Aggregat und Partikel exakt dem Radius des Aggregats,
so wird dieses Partikel als in der Matrix liegend betrachtet.
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innerhalb eines Aggregats und das andere in der Matrix, dann liegt erneut ein Interface
vor.

Wie dieses Hintergrundgitter, also die globale Mikrostruktur, in die Berechnung der
jeweiligen Steifigkeitsmatrix auf den unterschiedlichen Levels eingeht, wird in den Ab-
schnitten 6.2 bis 6.4 erläutert.

6.2 Kontinuumsmodell (Level 1)

Voraussetzung dafür, dass ein Material als kontinuierlich betrachtet werden kann, ist die
Skalenseparation (siehe Abschnitt 2.3), dass also die Mikro- und die Makroskala weit
genug auseinander liegen. Ein kleines Teilgebiet dΩ muss immer noch so groß sein, dass
alle darin befindlichen Partikel bzw. andere Teile der Struktur, wie hier die Gitterstäbe,
im Mittel dieselben Eigenschaften aufweisen wie ein beliebiges größeres Teilgebiet oder
das ganze Gebiet Ω. Bei dem regelmäßigen Gitter des letzten Kapitels mit homogen ver-
teilten Materialeigenschaften ist dies schon für die kleine Einheitszelle aus Abbildung 5.1
der Fall. Ist der Werkstoff heterogen, wie beispielsweise Beton, so muss dieser Ausschnitt
deutlich größer gewählt werden. Die kleinste Einheit, die sich im Mittel so verhält wie
ein deutlich größerer Ausschnitt, wird im Zusammenhang mit rechnerischen Homogeni-
sierungsverfahren oder der FE2 als repräsentatives Volumenelement (RVE) bezeichnet.
Verschiedene Definitionen eines RVEs sind in Gitman u. a. (2007) zusammengefasst.
Im Kern stimmen diese Definitionen jedoch alle, wie folgt, überein: Die Größe eines
RVE entspricht der kleinsten Zelle der Mikrostruktur, die die Forderung nach statisti-
scher Homogenität erfüllt. Ein Element, bei dem ein Kontinuum als Stoffgesetz gewählt
werden kann, also ein Level 1-Element, muss somit mindestens die Größe des RVE des
Materials haben. Ist ein Element zu klein, so bietet ein homogenes Stoffgesetz keine
gute Näherung des Werkstoffverhaltens. Das Element wird dann in ein Level 2-Element,
bei dem die Mikrostruktur zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix explizit berücksichtigt
wird, umgewandelt.

Heterogenität kann auf verschiedene Art in das regelmäßige Gitter eingebracht werden.
Aufgrund der Lage eines Stabes kann beispielsweise die Stabsteifigkeit variiert werden,
indem den Stäben ein unterschiedlicher E-Modul (EA, EM und E I) zugewiesen wird. In
diesem Kontext werden in dieser Arbeit allerdings keine Level 1-Elemente zur Diskretisie-
rung verwendet, da die gewählten Beispiele zu klein sind, sodass selbst die Mikrostruktur
der größten Elemente nicht repräsentativ ist. Sie werden nicht größer gewählt, um di-
rekte numerische Simulationen zu ermöglichen, welche als Referenzlösung dienen sollen
und die volle Auflösung der Mikrostruktur erfordern. In Abschnitt 6.2.1 soll dennoch
gezeigt werden, wie die Steifigkeitsmatrix k(L1) dieser Elemente bestimmt werden kann.
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Eine Variation der Festigkeit ergibt sich durch die Wahl verschiedener Werte für die
Verzerrung, bei der ein Stab anfängt zu schädigen (κA

0 , κM
0 und κI

0), was allerdings eine
materiell nichtlineare Berechnung erfordert.

6.2.1 Elementsteifigkeitsmatrix

Bei einer Variation der Steifigkeit werden den Stäben unterschiedliche E-Moduln EA,
EM und E I zugewiesen. Zur Ermittlung eines homogenen Stoffgesetzes aus der Äqui-
valenz der in einer Einheitszelle gespeicherten Verzerrungsenergie und deren Pendant
im Kontinuum entsprechend Abschnitt 5.1.1 genügt es, einen repräsentativen mittleren
E-Modul Em für eine Gitterrichtung zu finden. Da sowohl Beton als auch dieses Mo-
dellmaterial auf der Makroskala als homogene, isotrope Werkstoffe betrachtet werden
können, sind die E-Moduln der anderen beiden Richtungen dieselben.

Zur Ermittlung eines repräsentativen mittleren E-Moduls Em wird eine Reihe von Stäben
in einer Gitterrichtung benötigt, bei der Stäbe aller drei Phasen anteilig so vertreten sind,
dass diese Reihe repräsentativ für alle Reihen und Gitterrichtungen ist. Die Stäbe dieser
Reihe entsprechen in Reihe geschalteten Federn mit einer Gesamtlänge Ltot. Alle Stäbe
innerhalb eines Aggregats aneinander gereiht haben die Länge LA. Für die Stäbe, die
sich in der Matrix befinden, ergibt sich die Länge LM und die, die ein Interface bilden,
haben zusammen die Länge LI. Die Gesamtlänge Ltot entspricht der Summe aus LA, LM
und LI, siehe Abbildung 6.3. Die Anteile aus Aggregat, Matrix und Interface an allen
Stäben dieser Reihe können damit, wie folgt, ermittelt werden:

ϕA = LA

Ltot
, ϕM = LM

Ltot
und ϕI = LI

Ltot
. (6.1)

Die Kraft einer Feder erhält man im Allgemeinen aus F = c · Δu. Zusammen mit
σ = F/A = Emε = Em · Δu/Ltot folgt daraus für die Steifigkeit der Feder c = EmA/Ltot.
Die Steifigkeit einer Feder, die sich durch in Reihe geschaltete Federn ergibt, lässt sich
außerdem durch

1
c = 1

cA + 1
cM + 1

cI (6.2)

berechnen. Unter der Voraussetzung, dass alle Stäbe dieselbe Querschnittsfläche A ha-
ben, ergibt sich durch Einsetzen von (6.1) und der entsprechenden Federsteifigkeiten cA,
cM und cI in (6.2)

1
Em

= ϕA

EA + ϕM

EM + ϕI

E I . (6.3)
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LA LM LI

Ltot

Abbildung 6.3: Anteilige Länge der Stäbe in den Aggregaten, der Matrix und den In-
terfaces.

Dabei wird die Steifigkeit cA der Ersatzfeder aller Stäbe im Aggregat durch cA =
EAA/LA = EAA/(ϕALtot) berechnet und analog die Steifigkeiten cM und cI. Dieses
Vorgehen wurde beispielsweise auch bei Bažant u. a. (1990) und Montero-Chacón

und Medina (2013) zur Berechnung des E-Moduls eines Stabes zwischen zwei Par-
tikeln eingesetzt, wobei der Stab durch unterschiedliche Phasen führt und daher aus
verschiedenen Materialien besteht.

Nach Gleichung (6.3) genügt es, statistisch gemittelte Werte für die Anteile an Stäben
der jeweiligen Phase zu kennen, nämlich ϕA, ϕM und ϕI. Ist der gemittelte E-Modul Em
bekannt, kann die Materialmatrix C wie in Abschnitt 5.1.1 berechnet werden, aller-
dings mit Em statt E . Die Steifigkeitsmatrix k(L1) erhält man anschließend durch Glei-
chung (5.4).

6.2.2 Materielle Nichtlinearität

Wie im homogenen Fall wird auch bei heterogenem Material in Level 1-Elementen keine
Schädigung berücksichtigt. Sobald in einem Level 1-Element ein Stab anfängt zu schädi-
gen, wird das Element in ein Level 2-Element umgewandelt. Dies ist dann der Fall, wenn
in einem Stab die Grenzverzerrung κ0 überschritten wird. Haben die Stäbe alle einen
unterschiedlichen E-Modul, so werden sie unterschiedlich gedehnt und fangen entspre-
chend zu einem anderen Zeitpunkt an zu schädigen. Dieser Zeitpunkt kann mit einem
Level 1-Element nicht festgestellt werden. Daher wird bei einer materiell nichtlinearen
Rechnung ausschließlich die Festigkeit variiert und für alle Stäbe derselbe E-Modul E
angenommen. Das Materialgesetz ist somit bis zu dem Zeitpunkt, an dem Schädigung
einsetzt, identisch mit dem homogener Materialien und alle Stäbe einer Richtung erfah-
ren dieselbe Verzerrung. Die Materialmatrix C kann, wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben,
berechnet werden und damit die Steifigkeitsmatrix k(L1)

tan . Der innere Kraftvektor f (L1)
int

wird nach Gleichung (5.5) berechnet. Ein Element wird in ein Level 2-Element umge-
wandelt, wenn in einer der drei Gitterrichtungen die kleinste Grenzverzerrung aus κA

0 ,
κM

0 und κI
0 überschritten wird.
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c =
EmA
4L

D̂2

Makroskala

D̂1 = 0

4L

c1 c2 c3 c4

D̃2 D̃3 D̃4 D̃5D̃1

L L L L

Mikroskala

Abbildung 6.4: Eindimensionaler Stab aus vier Teilstäben unterschiedlicher Steifigkeit
unter Zugbelastung.

6.3 Approximiertes diskretes Modell (Level 2)

Wie schon zu Beginn des Kapitels vorweggenommen, ergeben sich bei der Berechnung der
Steifigkeitsmatrix von Level 2-Elementen Probleme. Diese treten auf, wenn zur Berech-
nung der Verschiebungen der Partikel im Element auch bei heterogener Verteilung der
Materialeigenschaften die Cauchy-Born-Regel angewendet wird. Das heißt, die Partikel
werden mit dem Verschiebungsfeld des finiten Elements mitbewegt. Die Partikelverschie-
bungen werden demnach durch Interpolation der Verschiebungen der Elementknoten
nach Gleichung (5.6) berechnet. Die linearen Ansätze der Dreieckselemente führen da-
zu, dass alle Stäbe, die in eine Richtung zeigen, gleich stark verzerrt werden. Geschieht
dies bei einem heterogenen Material ebenfalls, so führt es dazu, dass sich die Stabkräfte
der Mikrostruktur nicht im Gleichgewicht befinden.

Dies kann am Beispiel des in Abbildung 6.4 dargestellten eindimensionalen Stabes der
Länge 4L gezeigt werden, dessen linkes Ende unverschieblich gelagert ist (D̂1 = 0)
und auf dessen rechtes Ende eine Verschiebung D̂2 aufgebracht wird. Diese Belastung
führt zu einer über die gesamte Länge des Stabes konstanten Kraft. Der Stab besteht
auf der Mikroskala aus vier Stäben der Länge L, die eine unterschiedliche Steifigkeit
ci (i = 1 bis 4) besitzen. Die Partikelverschiebungen D̃1 bis D̃5 können durch lineare
Interpolation der Knotenverschiebungen D̂1 und D̂2 berechnet werden. Dadurch ergibt
sich für alle Stäbe der Mikrostruktur dieselbe Relativverschiebung Δu = D̃i+1 − D̃i der
Anfangs- und Endpartikel der Stäbe und damit auch dieselbe Verzerrung ε = Δu/L.
Wenn sich die Steifigkeiten ci der Stäbe, wie im heterogenen Fall, unterscheiden, erhält
man mit Fi = ci · Δu für alle Stäbe eine andere Kraft und nicht, wie es richtig wäre,
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D̃2
D̃1

Level 2-Element und
dessen Mikrostruktur

Level 2-Element Mikrostruktur des
Level 2-Elements

d6

d4
d3

d2
d1

d5

D̃4
D̃3

D̃6
D̃5

...
...

Abbildung 6.5: Level 2-Element und dessen Mikrostruktur mit den Verschiebungsfrei-
heitsgraden d und D̃.

eine über alle Stäbe konstante Kraft F . Der durch die aufgezwungenen Verschiebungen
erhaltene Zustand ist somit kein Gleichgewichtszustand.

Unabhängig davon, wie die Heterogenität eingebracht wird, sind bei einem Level 2-
Element mit heterogenem Material die Steifigkeiten der Stäbe unterschiedlich, weil sie
entweder von Beginn an unterschiedlich zugewiesen werden, oder weil die Stäbe zu
unterschiedlichen Zeitpunkten anfangen zu schädigen. Für den Fall einer heterogenen
Mikrostruktur muss daher ein alternativer Weg gefunden werden, um die Steifigkeits-
matrix k(L2) von Level 2-Elementen zu berechnen.

6.3.1 Elementsteifigkeitsmatrix

Da zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix von Level 2-Elementen die im Hintergrund
des Elements liegende Mikrostruktur mit einbezogen werden soll, liegt es nahe, diese
als eigenständiges Unterproblem zu behandeln, das seine Randbedingungen vom Ma-
kroelement übergeben bekommt. Aufgrund der Unabhängigkeit der Mikrostruktur eines
Level 2-Elements von der Mikrostruktur anderer Level 2-Elemente, können die Steifig-
keitsmatrizen der Level 2-Elemente parallel berechnet werden.

In Abbildung 6.5 ist auf der linken Seite beispielhaft ein auf dem Hintergrundgitter2

liegendes Level 2-Element mit seiner Mikrostruktur dargestellt. Dieses Gesamtproblem
lässt sich aufteilen in das Problem auf der Makroebene und das auf der Mikroebene, wie
in der Mitte und rechts in Abbildung 6.5 gezeigt. Auf der Makroebene wird zur globalen
Gleichungslösung das Level 2-Element benötigt, welches einem Dreieckselement mit den
sechs Verschiebungsfreiheitsgraden d entspricht. Die Mikrostruktur des Elements wird

2Im Folgenden bezeichnet das Hintergrundgitter die Mikrostruktur im gesamten Gebiet, während mit
der Bezeichnung „Mikrostruktur“ nur die Mikrostruktur eines Elements gemeint ist.
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eigenständig diskretisiert und stellt das zu lösende Unterproblem dar. Es dient dazu,
die Steifigkeit der Mikrostruktur zu ermitteln, um diese anschließend an das Makro-
element in Form der Steifigkeitsmatrix zurückzugeben. Zur Mikrodiskretisierung eines
Elements gehören alle Stäbe, die sich zumindest teilweise im Element befinden. Diese
Mikrodiskretisierung muss den Elementen während der Rechnung bekannt sein und wird
daher für jedes Level 2-Element neu angelegt. Die Materialeigenschaften der Stäbe sind
am Hintergrundgitter gespeichert und werden diesem entnommen. Ändern sich diese
im Zuge einer materiell nichtlinearen Berechnung, so werden diese Änderungen auch
dem Hintergrundgitter übergeben. So ist sichergestellt, dass die Belastungsgeschichte
der Stäbe bei Veränderung des Netzes nicht verloren geht. Das Element behält seine Mi-
krodiskretisierung solange bei, bis es sich im Zuge der Netzverfeinerung verändert. Der
Zusammenhang zwischen der Mikrostruktur eines Level 2-Elements und dessen Steifig-
keitsmatrix wird über die Eigenwerte und Eigenvektoren des Elements hergestellt. Die
Herleitung dazu wird im Folgenden präsentiert.

Die Steifigkeitsmatrix ist in ihre Eigenwerte λi und (normierten) Eigenvektoren Φi zer-
legbar. i kann dabei jeden Wert zwischen eins und der Anzahl der Freiheitsgrade an-
nehmen. Die Anzahl der Freiheitsgrade entspricht der Anzahl an Zeilen und Spalten
der Steifigkeitsmatrix, in diesem Fall sechs. Die Eigenvektoren geben einen Deformati-
onszustand vor und die Eigenwerte die entsprechende Steifigkeit der Struktur in diesem
Zustand. Im Zweidimensionalen sind dabei immer (mindestens) drei Eigenwerte Null.
Sie gehören zu den drei Starrkörperbewegungen: Einer horizontalen und einer vertikalen
Verschiebung des Elements und seiner Rotation. In den Eigenwerten und Eigenvektoren
sind sämtliche Informationen der Matrix enthalten. Sind sie bekannt, so lässt sich die
Matrix daher durch

k(L2) = SΛS−1 (6.4)

aus ihren Eigenwerten und den normierten Eigenvektoren berechnen (Strang 1986),
hier gezeigt für die Level 2-Steifigkeitsmatrix k(L2). Λ ist dabei eine Diagonalmatrix mit
den Eigenwerten λ1 bis λ6 auf der Hauptdiagonalen. Die sechs normierten Eigenvektoren
Φ1 bis Φ6 bilden die Spalten der Matrix

S =
[
Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6

]
. (6.5)

Ist die Matrix nicht bekannt, so sind dies auch weder ihre Eigenwerte noch ihre Ei-
genvektoren. Um den Weg über die Eigenwerte und Eigenvektoren zur Ermittlung der
Steifigkeitsmatrix dennoch gehen zu können, wird die Annahme getroffen, dass die Ei-
genvektoren der Level 2-Elemente identisch mit den Eigenvektoren entsprechender Le-
vel 1-Elemente sind. Je homogener die Mikrostruktur des Elements tatsächlich ist, desto
besser passt diese Annahme. Das Element wird also zunächst so behandelt wie ein Le-

88



6.3 Approximiertes diskretes Modell (Level 2)

ˆ̃D1 = Φi
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Abbildung 6.6: Mikrodiskretisierung eines Level 2-Elements mit Randbedingungen.

vel 1-Element, als besäße es ein homogenes bzw. homogenisiertes Stoffgesetz. Es wird
die Steifigkeitsmatrix k(L1) wie im vorigen Abschnitt berechnet und daraus die Eigen-
vektoren Φ1 bis Φ6. Die Matrix S ist damit, zumindest als Näherung, bekannt.

Zur Bestimmung der Eigenwerte des Level 2-Elements werden Unterprobleme auf der
Ebene der Mikrostruktur betrachtet. Da es insgesamt sechs Eigenwerte gibt, ist die Lö-
sung von insgesamt sechs Unterproblemen erforderlich. Das Ziel ist es, die Steifigkeit
der Mikrostruktur in den sechs Eigenformen zu ermitteln und als Eigenwerte λi auf das
Makroelement zu übertragen. Der i-te Eigenvektor beschreibt die Deformation des Ma-
kroelements und gleichzeitig den Zustand, der über Randbedingungen an das Stabwerk
der Mikrodiskretisierung übertragen werden muss. Dies geschieht über Verschiebungs-
randbedingungen. Die Verschiebungen der Knoten des Level 2-Elements werden, wie in
Abbildung 6.6 dargestellt, an den direkt unter diesen Knoten liegenden Partikeln als
Verschiebungsrandbedingung aufgebracht. Damit kein kinematisches System entsteht,
werden an allen Knoten der Mikrodiskretisierung, die den Rand der Struktur bilden, die
Verschiebungen ˆ̃Di vorgeschrieben. Diese vorgeschriebenen Verschiebungen werden für
jedes Partikel P zwischen den Knotenverschiebungen Φi interpoliert:

ˆ̃dP,i(ξP) = N(ξP)Φi . (6.6)

Wie im homogenen Fall werden auch hier die außerhalb des Elements liegenden Knoten
vereinfachend mit dem Verschiebungsfeld des Elements bewegt. Werden die Randbedin-
gungen wie oben vorgeschlagen aufgebracht, sind in dem Beispiel aus Abbildung 6.6 die
drei im Element liegenden Knoten die einzigen, deren Verschiebungen unbekannt sind
und für die gelöst werden muss. Wenn die Elemente verhältnismäßig klein sind und in
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der Mikrodiskretisierung nur wenige oder gar keine Knoten ohne Verschiebungsrandbe-
dingungen existieren, ist zu erwarten, dass sich die Struktur steifer verhält als in der
vollständig aufgelösten Referenzlösung.

Da es sich bei den hier aufgebrachten Verschiebungszuständen um keine Zustände han-
delt, die während der Belastungsgeschichte durchlaufen werden, wird sowohl im linear
elastischen als auch im materiell nichtlinearen Fall auf der Mikroebene die lineare Glei-
chung

K̃D̃i︸ ︷︷ ︸
F̃i

int

= F̃i
ext (6.7)

gelöst. Schädigungsfortschritt findet daher in diesen Zuständen nicht statt und wird, wie
in Abschnitt 6.3.2 zu sehen, separat behandelt. K̃ ist die aus den Steifigkeitsmatrizen
aller Stabelemente k̃ assemblierte Steifigkeitsmatrix des Unterproblems:

K̃ =
ntruss⋃
e=1

k̃e mit k̃ = EA
L

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

L2
x LxLy −L2

x −LxLy
LxLy L2

y −LxLy −L2
y

−L2
x −LxLy L2

x LxLy
−LxLy −L2

y LxLy L2
y

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (6.8)

Je nach Position des Stabes, also im Aggregat, in der Matrix oder im Interface, nimmt
der E-Modul E bei einer Variation der Steifigkeit die Werte EA, EM oder E I an. Die
Mikrostruktur wird hier somit exakt abgebildet. Das heißt die Materialeigenschaften der
Stäbe sind dieselben wie im vollständig aufgelösten Modell.

In Abbildung 6.7 sind die sechs Eigenformen eines Elements mit heterogener Mikrostruk-
tur dargestellt. Das Element stammt aus dem Beispiel in Abschnitt 7.2.1 und ist das
Element 52 in Abbildung 7.2. Den Stäben der Mikrostruktur im Aggregat (blau) wurde
die größte Steifigkeit zugewiesen und denen des Interfaces (rot) die kleinste. Die Stei-
figkeit der Stäbe in der Matrix (schwarz) liegt dazwischen. Die auf der rechten Seite
dargestellten Eigenformen (4, 5 und 6) geben die Starrkörperbewegungen wieder. An
den zu den Eigenvektoren 1, 2 und 3 gehörenden Verschiebungsformen ist zu sehen, dass
bei der Lösung der Unterprobleme die heterogene Mikrostruktur berücksichtigt wird.

Um die beiden Ebenen, also das Makroelement und seine Mikrostruktur, miteinander
in Bezug zu setzen, wird gefordert, dass sich die Energien im Feinskalenmodell und im
Grobskalenmodell entsprechen. Somit erhält man folgende Energiegleichung:

1
2(f i

int)TΦi = 1
2(F̃i

int)TD̃i . (6.9)
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Φi
2

Φi
1

Φi
4

Φi
3

Φi
6

Φi
5

λ1 = 777.801,9

Φ1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,13480
0,44026

−0,52431
−0,58377

0,38952
0,14351

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Φ2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,04810
−0,51325
−0,53751

0,44912
0,48941
0,06413

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Φ3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,57768
−0,34779
−0,12356
−0,18898
−0,45412

0,53677

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Φ4 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0,33635
0,19271
0,26902
0,19271
0,24574
0,82452

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Φ5 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,66420
0,50917
0,12638
0,50917
0,14707

−0,05213

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Φ6 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,30250
−0,35411

0,57668
−0,35411

0,56614
−0,06796

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

λ4 = 0

λ5 = 0

λ6 = 0

Stäbe im Aggregat

Stäbe in der Matrix

Stäbe des Interfaces

undeformiertes Element

deformiertes Element

λ2 = 287.386,7

λ3 = 173.752,8

Abbildung 6.7: Die Mikrostruktur von Element 52 (siehe Abbildung 7.2) aus dem Bei-
spiel in Abschnitt 7.2.1 in den sechs Eigenformen (20-fach überhöht).
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f i
int ist darin der innere Kraftvektor des Level 2-Elements. F̃i

int und D̃i sind die Kraft-
und Verschiebungsvektoren der Mikrodiskretisierung des entsprechenden Elements in
der i-ten Eigenform.

Wird der i-te Eigenvektor Φi als Knotenverschiebungen auf das Level 2-Element auf-
gebracht, so kann der Kraftvektor für diesen Verschiebungszustand, wie nachfolgender
Gleichung entnommen werden kann, entweder über die Elementsteifigkeitsmatrix k(L2)

berechnet werden, oder schlicht durch den zugehörigen Eigenwert λi :

k(L2)Φi = λiΦi︸ ︷︷ ︸
f i
int

= f i
ext. (6.10)

Wird Gleichung (6.10) in Gleichung (6.9) eingesetzt, ergibt sich folgende Gleichung3 zur
Berechnung der Eigenwerte λi :

1
2λi(Φi)TΦi = 1

2(F̃i
int)TD̃i ⇒ λi = (F̃i

int)TD̃i

(Φi)TΦi . (6.11)

Können die drei Eigenvektoren, die zu den drei Starrkörperbewegungen gehören und
deren Eigenwerte Null sind, zuvor identifiziert werden, so genügt dreimaliges Lösen von
Gleichung (6.11) für die anderen drei Eigenformen. Die Eigenwerte geben die Steifigkeit
der Mikrostruktur für diese Zustände wieder.

Damit ist die Matrix Λ nun bekannt und Gleichung (6.4) ergibt die Steifigkeitsma-
trix des Level 2-Elements k(L2). In Abbildung 6.8 ist der Ablauf zur Berechnung der
Level 2-Steifigkeitsmatrix im Fall einer heterogenen Mikrostruktur mit linearem Stoff-
gesetz zusammengefasst.

6.3.2 Materielle Nichtlinearität

Wie im linearen wird auch im nichtlinearen Fall die Steifigkeitsmatrix bei Materiali-
en mit heterogener Mikrostruktur aus den Eigenwerten und Eigenvektoren berechnet
und unterscheidet sich damit grundlegend von der Berechnung der Steifigkeitsmatrix
bei homogenen Materialien. Im Unterschied zur in Abschnitt 6.3.1 berechneten Steifig-
keitsmatrix kommt nun hinzu, dass einzelne Stäbe schädigen können. Es reicht nun nicht
mehr aus, den Grad der Schädigung lediglich für die drei Stabrichtungen zu bestimmen.
Da sich die Materialeigenschaften von Stab zu Stab unterscheiden und daher Stäbe
unterschiedlich gedehnt werden können, muss jeder einzelne Stab individuell schädigen
können.

3Da die Eigenvektoren normiert sind, gilt (Φi)TΦi = 1 m2 und Gleichung (6.11) lässt sich vereinfachen
zu λi = (F̃i

int)TD̃i · (1/m2).
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Berechnung der Level 2-Steifigkeitsmatrix k(L2) = SΛS−1

Berechnung von k(L1) analog Abschnitt 5.1.1 mit E = Em (6.3)

Berechnung der 6 normierten Eigenvektoren Φi von k(L1) → Spalten von S (6.5)

Randbedingungen ˆ̃Di aufbringen (6.6)

Assemblierung K̃ und F̃i
ext

Lösen von K̃D̃i = F̃i
ext = F̃i

int

Berechnung des Eigenwerts Λii =
(F̃i

int)T D̃i

(Φi)T Φi

Schleife über die 6 Eigenvektoren (i = 1 bis 6)

M
ikroebene

Abbildung 6.8: Ablauf der Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Level 2-Elements im
Fall einer heterogenen Mikrostruktur und einem linearen Stoffgesetz.

Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Level 2-Elements k(L2)
tan mit heterogener Mi-

krostruktur und schädigenden Stäben und des zur Lösung des linearisierten globalen
Gleichungssystems (3.22) benötigten inneren Kraftvektors f (L2)

int findet in drei Abschnit-
ten statt. Der erste Teil der Berechnung dient der Ermittlung der aktuellen Schädigung
der Stäbe der Mikrostruktur und der Aktualisierung der Geschichtsvariablen κ der Stä-
be. Im zweiten Abschnitt wird die Tangentensteifigkeitsmatrix k(L2)

tan ermittelt und im
letzten Teil der innere Kraftvektor f (L2)

int . Diese drei Abschnitte werden im Folgenden
genauer betrachtet. Abbildung 6.9 veranschaulicht den Berechnungsablauf.

Aktualisierung der Geschichtsvariablen

Um festzustellen, wie weit die Schädigung in den Stäben der Mikrostruktur des Ele-
ments fortgeschritten ist, wird die Mikrostruktur als eigenständiges Berechnungspro-
blem betrachtet und gelöst. Die aktuellen Knotenverschiebungen d des globalen Le-
vel 2-Dreieckselements bilden die Randbedingungen dieses Unterproblems. Sie werden,
zwischen den Knoten interpoliert und auf alle am Rand der Mikrostruktur liegenden
Knoten entsprechend Gleichung (6.6) als Verschiebungsrandbedingungen ˆ̃D aufgebracht.

Die materielle Nichtlinearität erfordert die Lösung eines linearisierten Gleichungssystems
entsprechend Gleichung (3.22)

K̃i
tan ΔD̃i+1 = −R̃(D̃i) = F̃ext − F̃int(D̃i), (6.12)
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Lösen von K̃i
tanΔD̃i+1 = −R̃(D̃i)

Berechnung von k(L1) analog Abschnitt 5.1.1 mit E = Em (6.3)

Berechnung der 6 normierten Eigenvektoren Φi von k(L1) → Spalten von S (6.5)

Randbedingungen ˆ̃Di aufbringen (6.6)

Assemblierung K̃tan (E = Etan) und F̃i
ext

Lösen von K̃tanD̃i = F̃i
ext = F̃i

int

Berechnung des Eigenwerts Λii =
(F̃i

int)T D̃i

(Φi)T Φi

Schleife über die 6 Eigenvektoren (i = 1 bis 6)

M
ikroebene

Iterationsschleife über i – Konvergenz prüfen: ‖R̃‖ < εtol

Aktualisierung der Geschichtsvariablen κ (3.43)

Aktualisierung D̃i+1 = D̃i + ΔD̃i+1
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Berechnung der Tangentensteifigkeitsmatrix k(L2)
tan = SΛS−1

Berechnung des internen Kraftvektors f (L2)
int = k(L2)

sec d

Randbedingungen ˆ̃Di aufbringen (6.6)

Assemblierung K̃sec (E = Esec) und F̃i
ext

Lösen von K̃secD̃i = F̃i
ext = F̃i

int

Berechnung des Eigenwerts Λii =
(F̃i

int)T D̃i

(Φi)T Φi

Schleife über die 6 Eigenvektoren (i = 1 bis 6)
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Berechnung der Sekantenteifigkeitsmatrix k(L2)
sec = SΛS−1

Randbedingungen ˆ̃D auf das Mikroproblem aufbringen

Assemblierung K̃i
tan, F̃int(D̃i), F̃ext und R̃(D̃i)

Abbildung 6.9: Ablauf der Berechnung der Steifigkeitsmatrix und des inneren Kraft-
vektors eines Level-2-Elements im Fall einer heterogenen Mikrostruktur
und eines nichtlinearen Stoffgesetzes.
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6.3 Approximiertes diskretes Modell (Level 2)

jedoch nicht auf globaler Ebene, sondern auf der Ebene der Mikrostruktur des Ele-
ments, für das die Level 2-Steifigkeitsmatrix berechnet werden soll. Die Steifigkeits-
matrix K̃tan erhält man durch Assemblierung der Steifigkeitsmatrizen k̃tan aller Stäbe
der Mikrostruktur und die inneren Kraftvektoren f̃int werden zum inneren Kraftvek-
tor F̃int(D̃) assembliert. Mit der Materialroutine aus Abbildung 3.3 werden der aktuelle
Schädigungsparameter d und die aktuelle Stabsteifigkeit berechnet. Dies beinhaltet so-
wohl die Materialtangente Etan als auch die Materialsekante Esec. Die Materialtangen-
te Etan wird zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix k̃tan eines Stabes im System benötigt
und ersetzt den elastischen E-Modul E in Gleichung (6.8). Die Berechnung der inne-
ren Kraftvektoren f̃int der einzelnen Stäbe findet nach Gleichung (5.11) statt, wozu die
Materialsekante Esec benötigt wird. Die Eingangsgrößen für die Materialroutine sind
die aktuelle Verzerrung ε und die in der Belastungsgeschichte bis dahin maximal er-
reichte Verzerrung κ des jeweiligen Stabes. Damit sind alle Größen, die zur Lösung von
Gleichung (6.12) benötigt werden, bekannt.

Das Ergebnis der Newton-Raphson-Iteration sind die Verschiebungen D̃ der innen lie-
genden Knoten der Mikrostruktur, für die das Stabwerk unter den gegebenen Verschie-
bungsrandbedingungen im Gleichgewicht ist. Sind alle Knotenverschiebungen der Mi-
krostruktur bekannt, so können nach Gleichung (5.12) die Verzerrungen ε(d̃) der Stäbe
und damit deren Schädigungsfortschritt berechnet werden. Bevor mit der Rechnung
fortgefahren werden kann, muss nach Erreichen von Konvergenz die Geschichtsvariable
κ aller Stäbe wie in Gleichung (3.43) aktualisiert werden. Sie wird während der Rech-
nung sowohl in den Elementen der Mikrodiskretisierung gespeichert und aktualisiert
als auch in dem zu Beginn angelegten Hintergrundgitter. Dadurch ist garantiert, dass
die Informationen der Belastungsgeschichte eines Stabes bei Veränderung des Netzes an
neue Elemente richtig übergeben werden können. Gehört ein Stab zu zwei unterschied-
lichen Elementen, so wird an dem Stab des Hintergrundgitters nur die Verzerrung κ

gespeichert, die aus dem Element stammt, dessen Steifigkeitsmatrix zuletzt berechnet
wurde. Aufgrund des Netzverfeinerungskriteriums ist davon auszugehen, dass die in der
Belastungsgeschichte maximal aufgetretenen Verzerrungen κ des Stabes der beiden be-
nachbarten Elemente und somit auch deren Schädigungsfortschritt ähnlich sind. Würden
sich die Verzerrungen stark unterscheiden, würden die Elemente verfeinert.

Berechnung der Tangentensteifigkeitsmatrix k(L2)
tan

Wie im linearen Fall wird die Tangentensteifigkeitsmatrix k(L2)
tan nach Gleichung (6.4) aus

ihren Eigenwerten und Eigenvektoren berechnet. Dazu werden ebenfalls die Eigenvek-
toren der Steifigkeitsmatrix k(L1) übernommen, welche unter der Annahme eines nicht
schädigenden homogenisierten Materials berechnet wird. Zur Berechnung der Eigenwer-
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6 Erweiterung auf heterogene Materialien

te wird auch hier die Mikrostruktur als ein separates Unterproblem behandelt, das für
jede der sechs Eigenformen (i = 1 bis 6) einmal gelöst wird.

Da diese aufgebrachten Verschiebungszustände unabhängig von der Belastungsgeschich-
te sind, schreitet die Schädigung bei der Berechnung der Steifigkeitsmatrix nicht weiter
fort, und es wird in der Schleife über die sechs Eigenformen jeweils ein lineares Glei-
chungssystem gelöst. Die Berechnung von k(L2)

tan ist dadurch fast identisch mit der Berech-
nung in Abschnitt 6.3.1. Der kleine Unterschied ist, dass für den E-Modul der Stäbe die
auskonvergierte Materialtangente Etan aus der Aktualisierung der Geschichtsvariablen
eingesetzt wird. Diese kann sich von Belastungsschritt zu Belastungsschritt ändern.

Berechnung des inneren Kraftvektors f (L2)
int

Auch im Teil zur Berechnung des inneren Kraftvektors f (L2)
int schreitet die Schädigung

nicht weiter fort. Der innere Kraftvektor kann daher durch Lösung eines linearen Glei-
chungssystems entsprechend Gleichung (4.9) bestimmt werden. Da das Residuum stets
Null sein muss, ist der innere gleich dem äußeren Kraftvektor und es gilt:

f (L2)
int = k(L2)

sec d. (6.13)

Zur Berechnung des inneren Kraftvektors muss jedoch, wie Gleichung (5.11) entnom-
men werden kann, die Materialsekante k(L2)

sec benutzt werden. Die Sekantensteifigkeitsma-
trix k(L2)

sec erhält man durch Wiederholung der Berechnung der Tangentensteifigkeitsma-
trix k(L2)

tan . Allerdings wird diesmal bei der Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix auf
Stabebene nach Gleichung (6.8) die Materialsekante Esec statt der Materialtangente Etan
eingesetzt.

Da die Eigenvektoren Φi denen der Berechnung der Tangentensteifigkeitsmatrix ent-
sprechen, brauchen diese nicht erneut berechnet werden.

6.4 Vollständig aufgelöstes diskretes Modell (Level 3)

In Level 3 wird die vollständig aufgelöste Mikrostruktur repräsentiert, bei der es ledig-
lich drei Stäbe gibt, die in den drei Gitterrichtungen angeordnet sind. Das heißt, auch
im homogenen Fall sind schon alle Stäbe individuell in die Berechnung eingegangen.
Sowohl die Steifigkeitsmatrix k(L3)

tan als auch der innere Kraftvektor f (L3)
int werden daher

analog zum homogenen Fall in Abschnitt 5.3 berechnet, mit dem Unterschied, dass die
Stabsteifigkeiten auch schon bei materieller Linearität unterschiedlich sein können und
dem Hintergrundgitter entnommen werden. Der aktuelle Wert der in der Belastungs-
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geschichte maximal erreichten Verzerrung κ wird bei Level 3-Elementen ebenfalls auf
dem Hintergrundgitter gespeichert. An die Level 3-Elemente können Level 2-Elemente
grenzen, die mit dem Level 3-Element einen gemeinsamen Rand haben und daher diese
Information benötigen.

97





7
Numerische Beispiele

Anhand von vier Beispielen soll in diesem Kapitel die netz- und modelladaptive Metho-
de demonstriert werden. Dabei wird insbesondere auf die Vorteile der adaptiven Metho-
de gegenüber einer Feinskalenrechnung eingegangen. Zunächst werden in Abschnitt 7.1
zwei Beispiele betrachtet, bei denen alle Stäbe der Mikrostruktur dieselben Materialei-
genschaften haben. Die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen der drei Elementlevel findet
dabei wie in Kapitel 5 beschrieben statt. Die heterogene Mikrostruktur der folgenden
beiden Beispiele in Abschnitt 7.2 wird analog Kapitel 6 gebildet und die Steifigkeitsma-
trizen entsprechend berechnet. Für den homogenen und den heterogenen Fall werden
jeweils ein linear elastisches und ein materiell nichtlineares Beispiel, bei dem die Stäbe
schädigen können, simuliert. Die Ergebnisse der adaptiven Rechnungen werden jeweils
mit den Ergebnissen von Berechnungen mit vollständig aufgelöstem Gitter verglichen,
also ausschließlich bestehend aus Level 3-Elementen. In Analogie zur Fluidmechanik,
wo feinskalige Turbulenzphänomene durch eine sehr feine Diskretisierung der Navier-
Stokes-Gleichung aufgelöst werden, wird darauf im Folgenden mit dem Begriff „direkte
numerische Simulation“ (DNS) Bezug genommen. Dies stellt die Referenzlösung dar.

7.1 Homogen verteilte Stabsteifigkeiten

Die in Abbildung 7.1 links dargestellte zweidimensionale rechteckige Struktur mit einem
rautenförmigen Loch in der Mitte wird für die Berechnung der folgenden zwei Beispie-
le gewählt. Die vertikal ausgerichteten Seiten werden durch eine horizontale Verschie-
bung ûx belastet. Die somit aufgebrachte horizontale Dehnung verursacht Spannungs-
konzentrationen an den scharfen Ecken der Öffnung. Dadurch ist zu erwarten, dass
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Abbildung 7.1: Strukturabmessungen und Belastung links, Mikrostruktur rechts.

sowohl das Netz als auch das Modell an diesen Stellen stark verfeinert werden, und, im
Fall der materiell nichtlinearen Rechnung, die Stäbe dort an fangen zu schädigen.

Das in Abbildung 7.1 rechts dargestellte regelmäßige Gitter aus Stäben bildet die zugrun-
de liegende Mikrostruktur. Die Stäbe sind unter 0◦, 60◦ und 120◦ gegenüber der Horizon-
talen geneigt. Sie haben alle die Länge L = 10 mm, die Querschnittsfläche A = 70 mm2

und den E-Modul E = 30.000 N/mm2. Abbildung 7.2 zeigt das Berechnungsnetz, das
sowohl für die lineare als auch für die materiell nichtlineare adaptive Rechnung den
Ausgang bildet. Alle Elemente darin gehören zu Level 1.

52

Abbildung 7.2: Ausgangsnetz aus Level 1-Elementen.
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7.1 Homogen verteilte Stabsteifigkeiten

1

2

Level 1
Level 2
Level 3

Abbildung 7.3: Netz nach der Verfeinerung mit Elementen aller drei Level. Zwei Stäbe
im Modell sind markiert.

7.1.1 Linear elastische Berechnungen

Zunächst soll mit einem linearen Beispiel die Funktionalität des Netzverfeinerungsalgo-
rithmus demonstriert werden. Die Verschiebungen aller Knoten des linken und rechten
vertikalen Randes der Struktur werden mit ûx = ±10 mm vorgeschrieben, wodurch die
Struktur horizontal gezogen wird. Um Starrkörperverschiebungen zu vermeiden, werden
die linke und rechte Ecke der Aussparung in vertikaler Richtung gehalten. Die Verfeine-
rungsprozedur wird wiederholt, solange es aufgrund des Kriteriums aus Gleichung (4.2)
Elemente gibt, die verfeinert werden müssen. Zur Berechnung des Grenzwertes nach
Gleichung (4.5) wird η̄ = 0,24 gewählt. Der Grenzwert für die Modelladaption aus
Gleichung (4.8) wird zu ελ = 0,10 gewählt. Der Ablauf der Berechnung wurde in Ab-
schnitt 4.4 beschrieben.

Nach zehn Verfeinerungsschritten konvergiert die Lösung zu dem Netz in Abbildung 7.3
mit 730 Freiheitsgraden. Das Gitter der Referenzlösung hat zum Vergleich 19.580 Frei-
heitsgrade. Das Resultat entspricht den Erwartungen: Die Netzverfeinerung findet kon-
zentriert an den scharfen Ecken der Aussparung statt, dort wo die Verzerrungen einen
großen Gradienten aufweisen. Um die Qualität der adaptiven Annäherung beurteilen
zu können, wird das Ergebnis mit dem einer Rechnung mit vollständig aufgelöster Mi-
krostruktur (DNS) verglichen. Die deformierte Struktur der beiden Berechnungen nach
zehn Lastschritten ist in 10-facher Überhöhung in Abbildung 7.4 zu sehen. Farblich
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uy
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Abbildung 7.4: Vertikalverschiebungen uy (in mm) in der deformierten Konfiguration
(10-fach überhöht). Oben: DNS, unten: adaptive Simulation.

dargestellt sind die Vertikalverschiebungen. Qualitativ sind bei den beiden Ergebnissen
keine signifikanten Unterschiede zu erkennen. Für einen quantitativen Vergleich der ad-
aptiven Rechnung und der DNS werden drei Größen herangezogen. Dies ist einerseits die
Kraft in zwei einzelnen Gitterstäben, wovon sich einer im Bereich der hohen Spannungs-
konzentrationen befindet, F (1)

int , und der andere weit davon entfernt in einem Bereich mit
sehr grobem Netz, F (2)

int . Diese beiden Stäbe sind in Abbildung 7.3 markiert. Zur Ermitt-
lung von F (2)

int werden die Verschiebungen der Stabenden aus den Knotenverschiebungen
des Level 1-Elements interpoliert. Abgesehen von diesen beiden lokalen Größen wird
die vertikale Verschiebung uy der oberen Ecke der Aussparung als eine globale Größe
herangezogen. Aufgrund des unsymmetrischen Netzes im Fall der adaptiven Rechnung
ist ein minimaler Unterschied bei den Verschiebungen der oberen und unteren Ecke der
Aussparung trotz der symmetrischen Strukturgeometrie zu erkennen. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst.
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DNS adaptiv
uy ±4,29 mm ±3,89 mm
F (1)

int 89,3 kN 87,9 kN
F (2)

int 42,1 kN 44,0 kN

Tabelle 7.1: Vergleich der Ergebnisse für uy, Fint,1 und Fint,2 aus der DNS und der ad-
aptiven Simulation.

Die Kräfte der beiden Lösungen stimmen gut überein. Die Abweichung von der Refe-
renzlösung beträgt 4,5 % im Fall von F (2)

int und lediglich 1,6 % für F (1)
int . Die Abweichung,

die sich für die Vertikalverschiebung uy ergibt, ist 9,3 %. Wie üblich bei der FEM, wer-
den die Verschiebungen mit einer gröberen Diskretisierung unterschätzt. Die Ergebnis-
qualität lässt sich durch ein feineres Netz verbessern, hier also durch die Wahl eines
strengeren Grenzwerts bei der Netzverfeinerung. Dies bedeutet jedoch, dass die Größe
des zu lösenden Gleichungssystems wächst und damit die Rechenzeit ansteigt.

Ein direkter Vergleich der Anzahl der Freiheitsgrade der adaptiven Rechnung und der
DNS bringt keine gute Abschätzung für die benötigte Rechenzeit. Während die DNS
in einem Schritt durch Lösung eines großen Gleichungssystems zum Ergebnis kommt,
werden im adaptiven Fall zehn Schritte benötigt, in denen ein jeweils deutlich kleine-
res Gleichungssystem gelöst wird. Betrachtet man die Echtzeit („wall clock time“), die
zur Lösung benötigt wurde, so ist dennoch ein signifikanter Unterschied zu erkennen:
Während die DNS 4,9 s zur Lösung gebraucht hat, dauerte die adaptive Rechnung 1,4 s.
Im Kontext einer nichtlinearen Rechnung wird iterativ gelöst und es sind auch bei der
Feinskalenrechnung mehrere Schritte zur Lösung nötig. Das Ergebnis ist dann besser
vergleichbar. Abgesehen von der Rechenzeit ist jedoch bei der DNS auch die Speicher-
kapazität ein limitierender Faktor, sobald die Probleme größer werden.

Der lineare Fall, bei dem die Materialeigenschaften aller Stäbe gleich sind und es sich da-
durch im Grunde um ein isotropes, homogenes Material handelt, ist ein Fall, bei dem das
eigentliche Potential der Level 2-Elemente noch nicht genutzt wird. Erst dann, wenn das
Material in irgendeiner Form inhomogen wird, oder zumindest, wenn es durch Eintritt
von Schädigung in einer Richtung anisotrop wird, kommen die Vorteile der Level 2-
Elemente zum Vorschein. Würden bei diesem Beispiel ausschließlich Level 1-Elemente
verwendet und nur das Netz verfeinert, aber nicht das Modell, so würde sich das Er-
gebnis nicht wesentlich von dem der modelladaptiven Rechnung unterscheiden. Dennoch
wären die Ergebnisse nicht identisch. Bei den Level 2-Elementen wird die vereinfachende
Annahme getroffen, dass die Stäbe, die zu zwei Elementen gehören, jeweils zur Hälfte
Teil der beiden Elemente sind. Sie werden nicht entsprechend der realen Anteile aufge-
teilt. Dadurch ergibt sich für den homogenen Fall ein eher schlechteres Ergebnis als mit
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einem homogenen Stoffgesetz. Zudem sind die Level 2-Elemente teurer, da zur Berech-
nung der Steifigkeitsmatrix alle Stäbe im Element einzeln aufgerufen werden müssen.
Allerdings können die Level 2-Elemente Effekte am Strukturrand auch im homogenen
Fall besser abbilden, da die Stäbe am Rand mit ihrer vollen Steifigkeit eingehen und
nicht verschmiert wie in Level 1.

7.1.2 Materiell nichtlineare Berechnungen

Als nächstes wird ein materiell nichtlineares Szenario betrachtet, wobei das Modell
schädigen kann. Die Verschiebung wird nun inkrementell in 270 Schritten von Δûx =
±10−3 mm auf alle Knoten des linken und rechten Strukturrandes aufgebracht, sodass
die Struktur horizontal gedehnt wird. Um Starrkörperverschiebungen zu vermeiden, wer-
den nun diese Knoten zusätzlich in vertikaler Richtung gehalten. Würden die Knoten
der beiden Ecken der Aussparung wie beim letzten Beispiel gelagert werden, so entstün-
den dadurch Spannungskonzentrationen an diesen Stellen, die das eigentliche Ergebnis
verfälschten. Das zugrunde liegende Gitter hat dieselbe Geometrie und dieselben Materi-
alparameter wie zuvor bei der linear elastischen Simulation. Für die Schädigung einzelner
Gitterstäbe müssen nun zwei zusätzliche Materialparameter eingeführt werden: Die Ver-
zerrung, bei der ein Stab anfängt zu schädigen, wird zu κ0 = 3,5 · 10−4 gewählt, und die
Verzerrung, bei der ein Stab vollständig versagt, ist κm = 5 · 10−2. Aufgrund der materi-
ellen Nichtlinearität muss nun eine unsymmetrische Systemantwort im Strukturinneren
erwartet werden. Um bei der Feinskalenrechnung die Symmetrie zu brechen, wird einem
Stab an der unteren Ecke der Aussparung eine 10 % geringere Festigkeit zugewiesen als
allen anderen Stäben, also κ0 = 3,15 · 10−4. Der betreffende Stab ist in Abbildung 7.6
rot markiert. Infolge des unsymmetrischen Netzes ist dies bei der adaptiven Rechnung
nicht notwendig.

Zur Berechnung des Grenzwerts der Netzverfeinerung nach Gleichung (4.5) wird η̄ = 0,13
gewählt und für den Grenzwert für die Modelladaption ελ = 0,10. Verglichen mit der
linear elastischen Rechnung fällt die Wahl für η̄ nun auf einen relativ niedrigen Wert.
Dies ist notwendig, um ein ausreichend feines Netz an der Rissspitze zu erhalten. Dafür
wird auf eine zusätzliche Schleife, die solange durchlaufen wird, bis nach dem Verfei-
nerungskriterium aus Gleichung (4.2) keine Elemente mehr verfeinert werden müssen,
verzichtet. Das Netz wird nur einmal je Lastinkrement verfeinert. Der Berechnungs-
ablauf der nichtlinearen Rechnung wurde in Abschnitt 4.4 beschrieben. Am Ende der
Rechnung erhält man das in Abbildung 7.5 dargestellte Netz.

Abbildung 7.6 vergleicht das Referenzergebnis der DNS mit dem Ergebnis der adaptiven
Rechnung nach 270 Schritten. Beide Ergebnisse ähneln sich sehr. Bei der adaptiven
Rechnung tritt die Schädigung jedoch nicht so konzentriert in einer Stabreihe auf wie
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Level 1
Level 2
Level 3

Abbildung 7.5: Netz nach 270 Belastungsschritten mit Elementen aller drei Level.

Stab mit
90 % Festigkeit

d 1,00,0

Abbildung 7.6: Schädigungsfortschritt nach 270 Schritten in der undeformierten Konfi-
guration. Links: DNS, rechts: adaptive Simulation.

bei der Feinskalenrechnung, sondern eher diffus. Dies könnte zu einer Überschätzung der
dissipierten Energie führen oder sogar Einfluss auf die Versagensform haben. Die Ursache
dieses Phänomens ist, dass es bei den Level 2-Elementen, deren Steifigkeitsmatrix unter
Einsatz der Cauchy-Born-Regel berechnet wird, mehr als einen Gitterstab je Richtung
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d 1,00,0

Abbildung 7.7: Schädigungsfortschritt nach 270 Schritten in der deformierten Konfigu-
ration (100-fach überhöht). Links: DNS, rechts: adaptive Simulation.

gibt. Alle diese Stäbe werden gleich gedehnt und fangen deshalb zur selben Zeit an zu
schädigen. Nur Level 3-Elemente besitzen die Fähigkeit, eine konzentrierte Schädigung
wie bei der DNS darzustellen.

Anhand der deformierten Konfiguration in Abbildung 7.7 und den Last-Verschiebungs-
Kurven in Abbildung 7.8 ist zu erkennen, dass die etwas diffuse Schädigung der adaptiven
Rechnung kaum einen Einfluss auf das Gesamtergebnis hat. Die Deformationen und die
Last-Verschiebungs-Kurven der beiden Simulationen sind sehr ähnlich. Auf der horizon-
talen Achse der Last-Verschiebungs-Kurven ist die horizontale Verschiebung abgebildet,
die als Randbedingung auf die Knoten des rechten Strukturrandes aufgebracht wurde.
Die vertikale Achse repräsentiert die Summe aller Reaktionskräfte an diesen Knoten in
horizontaler Richtung.

Am Ende der Rechnung werden bei der adaptiven Simulation 2.428 Freiheitsgrade be-
nutzt. Nachdem bei der adaptiven Prozedur bisher nur Elemente hinzukommen, werden
in allen vorherigen Schritten weniger Freiheitsgrade verwendet. Verglichen mit dem Mo-
dell der DNS mit 19.580 Freiheitsgraden beansprucht die adaptive Rechnung deutlich
weniger Speicherkapazität, wodurch die Effizienz gesteigert wird. Mit einem herkömm-
lichen Arbeitsplatzrechner wurden 8 min 13 s für die DNS benötigt und lediglich 52 s für
die adaptive Simulation.

Es sollte jedoch an dieser Stelle erwähnt werden, dass die Berechnung nur soweit durch-
geführt werden konnte, weil zwischendurch trotz einiger Konvergenzprobleme weiterge-
rechnet wurde. Bei benachbarten Stäben tritt gelegentlich der Fall auf, dass mal der eine
Stab eine leichte Schädigung erfährt und in der nächsten Iteration der benachbarte. So
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Abbildung 7.8: Last-Verschiebungs-Kurven der DNS und der adaptiven Simulation.

werden während der Iterationen praktisch endlos sich ständig wiederholende Zustände
durchlaufen, ohne dass die Rechnung konvergiert. Zu erkennen ist dies unter anderem am
Residuum, bei dem dieselben Werte in derselben Reihenfolge immer wieder auftauchen.
Einerseits ist mit Sicherheit die Regelmäßigkeit und Homogenität der hier gewählten
Mikrostruktur ein Grund für die Konvergenzprobleme, andererseits gibt es für diesen
Fall geeignetere Kontrollarten als die Lastkontrolle. Dies genauer zu untersuchen und
dafür eine Lösung zu finden, steht nicht im Zentrum dieser Arbeit und wurde daher
nicht weiter verfolgt. Eine sich mit dieser Thematik befassende Arbeit ist die ebenfalls
am Institut für Baustatik und Baudynamik entstandene Dissertation von Pohl (2014).

Um ohne längeres Suchen nach einer geeigneten Kontrollroutine die oben beschriebene
Endlosschleife zu unterbrechen, wird in die Iterationen eingegriffen. Von den sich wie-
derholenden Zuständen wird derjenige mit dem kleinsten Residuum als ausreichend kon-
vergierter Zustand akzeptiert und anschließend direkt zum nächsten Belastungsschritt
übergegangen. Es handelt sich dabei immer nur um einzelne Schritte, in denen die Rech-
nung nicht konvergiert. In den folgenden Schritten wird wieder ein Gleichgewichtspfad
getroffen. Dies hat sicherlich Auswirkung auf die Lösung und mag den Unterschied der
beiden Last-Verschiebungs-Kurven an deren Spitze, etwa bei einer Verschiebung zwi-
schen 0,12 mm und 0,17 mm, zur Folge haben. Da dieser Unterschied gering ist, wird
davon ausgegangen, dass der Einfluss dieser Maßnahme ebenfalls gering ist.
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Abbildung 7.9: Strukturabmessungen, Belastung und Verteilung der Aggregate.

7.2 Heterogen verteilte Stabsteifigkeiten

Um Heterogenität in die Struktur zu bringen, wird, wie in Abschnitt 6.1 beschrieben,
ein idealisierter Betonquerschnitt bestehend aus 18 unterschiedlich großen kreisförmigen
Aggregaten auf die Mikrostruktur projiziert. Die Aggregate sind entsprechend Abbil-
dung 7.9 in der Struktur verteilt. Die Koordinaten x und y der Aggregatsmittelpunkte
relativ zur linken unteren Ecke der Struktur und deren Radien r können Tabelle 7.2
entnommen werden. Die zugrunde liegende Mikrostruktur ist dieselbe wie bei den ho-
mogenen Beispielen. Die Stäbe haben alle die Länge L = 10 mm und die Querschnitts-
fläche A = 70 mm2. Je nachdem, ob die Stäbe der Mikrostruktur in einem Aggregat
liegen, sich in der Matrix befinden oder das Interface dazwischen bilden, werden ihnen
entsprechend andere Materialeigenschaften zugewiesen. Im linear elastischen Beispiel
in Abschnitt 7.2.1 werden dazu unterschiedliche E-Moduln verwendet und im materiell
nichtlinearen Beispiel in Abschnitt 7.2.2 wird die Verzerrung κ0, bei der Schädigung
eintritt, variiert.

7.2.1 Linear elastische Berechnungen mit Variation der Steifigkeit

Bei diesem Beispiel wird für die Stäbe, entsprechend ihrer Lage, eine unterschiedliche
Steifigkeit gewählt und dadurch Heterogenität in die Mikrostruktur eingebracht. Den
Stäben innerhalb eines Aggregats wird mit dem E-Modul von EA = 100.000 N/mm2 die
größte Steifigkeit zugewiesen. Für die Stäbe in der Matrix wird EM = 30.000 N/mm2

gewählt und für die, die das Interface bilden, E I = 2.000 N/mm2. Zur Berechnung ei-
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Nr. x y r
1 147,7 355,5 125
2 570,5 234,2 125
3 482,7 543,6 125
4 767,2 466,4 125
5 154,6 648,3 125
6 800,7 135,4 85
7 789,0 718,7 85
8 100,1 106,6 85
9 340,0 118,8 85

Nr. x y r
10 380,5 758,5 85
11 597,4 759,0 85
12 939,8 582,2 50
13 941,2 716,4 50
14 379,2 282,7 50
15 931,4 297,1 50
16 354,8 391,6 50
17 286,3 504,2 50
18 479,8 60,3 50

Tabelle 7.2: x- und y-Koordinaten der Mittelpunkte der Aggregate und deren Radien r .
Alle Angaben in mm.

nes homogenen Stoffgesetzes für die Level 1-Steifigkeitsmatrix K(L1) wird außerdem der
gemittelte E-Modul Em benötigt. Wie in Abschnitt 6.2 schon angesprochen wurde, ist
das Beispiel zu klein, sodass für diesen Fall kein repräsentativer Ausschnitt zur Ermitt-
lung einer Level 1-Steifigkeitsmatrix gefunden werden kann. Daher werden hier keine
Level 1-Elemente zur Diskretisierung verwendet. Das Netz zu Beginn der Rechnung ist
das Netz aus Abbildung 7.2, jedoch mit Level 2-Elementen diskretisiert. Die Level 1-
Steifigkeitsmatrix wird lediglich zur Bestimmung der Eigenvektoren Φ1 bis Φ6 bei der
Berechnung der Level 2-Steifigkeitsmatrix benötigt. Da im isotropen Fall diese Eigen-
vektoren jedoch unabhängig vom absoluten Wert des E-Moduls sind, wird für Em ein
mittlerer E-Modul von Beton von 30.000 N/mm2 angenommen.

Die Struktur wird erneut durch die Verschiebungsrandbedingung ûx = ±10 mm aller
Knoten des rechten und linken vertikalen Randes belastet. Die linke und rechte Ecke
der Aussparung werden zur Vermeidung von Starrkörperverschiebungen in vertikaler
Richtung gehalten. Der Grenzwert zur Modelladaption beträgt ελ = 0,10 und es wird
η̄ = 0,225 zur Berechnung des Grenzwertes für die Netzadaption nach Gleichung (4.5)
gewählt. Der Berechnungsablauf ist derselbe wie bei dem linear elastischen Beispiel
in Abschnitt 7.1.1, außer dass nun die Anzahl an Verfeinerungsschritten von zehn auf
nstep = 14 erhöht wird.

Nach den 14 Verfeinerungsschritten ergibt sich das in Abbildung 7.10 dargestellte Netz
aus Level 2- und Level 3-Elementen. Wie zuvor erwartet werden konnte, wird das Netz
an den Rändern der meisten Aggregate stark verfeinert, sodass die Mikrostruktur am
Interface vollständig aufgelöst wird. Die Aggregate sind steifer als die Matrix und beide
sind steifer als das Interface. Der Verzerrungsgradient ist daher beim Interface am größ-
ten und das Netz wird an diesen Stellen verfeinert. Zu Beginn der adaptiven Rechnung
hat das Netz, so wie es in Abbildung 7.10 zu sehen ist, 84 Freiheitsgrade und am Ende,
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Level 2
Level 3

Abbildung 7.10: Netz nach der Verfeinerung mit Elementen aus Level 2 und Level 3.

6.084 Freiheitsgrade. Das Gitter der Feinskalenrechnung hat 19.580 Freiheitsgrade. Es
wurden demnach 69 % der Freiheitsgrade eingespart.

Die Berechnung wird diesmal jedoch nicht so lange durchgeführt, bis anhand des Netzver-
feinerungskriteriums kein Element mehr verfeinert werden muss. Würde die Berechnung
weiter fortgesetzt, würden wahrscheinlich auch die restlichen Interfaces weiter aufge-
löst. Das ursprüngliche Ziel war jedoch nicht, bis zur Feinskala zu verfeinern, sondern
schon nach wenigen Schritten mit einem verhältnismäßig groben Netz ein gutes Ergebnis
zu bekommen. Deshalb wird die Rechnung nach 14 Schritten abgebrochen und dieses
Ergebnis mit dem der Feinskalenrechnung (DNS) verglichen.

Die vertikalen Verschiebungen uy der Struktur, die sich aus der adaptiven Simulation
und der DNS ergeben, sind farblich in Abbildung 7.11 in der deformierten Konfiguration
(10-fach überhöht) dargestellt. Die Ränder der Aggregate sind darin noch deutlicher zu
erkennen. Bei der adaptiven Rechnung werden sie im mittleren Bereich sehr gut aufge-
löst und die Deformationen werden qualitativ richtig wiedergegeben. Es ist jedoch auch
zu erkennen, dass die Aggregate in den Randbereichen weniger bis gar nicht aufgelöst
werden. Am Farbverlauf der Randbereiche ist zu sehen, dass sich die Deformation der
Randbereiche leicht unterscheidet. Bei der Deformation der Aussparung gibt es eben-
falls leichte Unterschiede, was an den Minimal- und Maximalwerten der Farbskala zu
erkennen ist. Dennoch ist dieses Ergebnis zufriedenstellend. Es wurde gezeigt, dass die
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Abbildung 7.11: Vertikalverschiebungen uy (in mm) in der deformierten Konfiguration
(10-fach überhöht). Oben: DNS, unten: adaptive Simulation.

heterogene Mikrostruktur von den Level 2-Elementen und dem gesamten Verfeinerungs-
prozess wahrgenommen und richtig aufgelöst wird.

Auf einem herkömmlichen Arbeitsplatzrechner wurden für die 14 Schritte der adaptiven
Rechnung 60 s benötigt. Die Feinskalenrechnung war nach 35 s beendet. Damit scheint
die adaptive Rechnung auf den ersten Blick ineffizienter zu sein als die Feinskalenrech-
nung. Wie schon bei dem homogenen linearen Beispiel können diese Werte auch hier nur
schlecht miteinander verglichen werden, da bei einer linearen Rechnung zur Lösung des
Feinskalenproblems lediglich ein Schritt gerechnet werden muss und bei der adaptiven
Rechnung immer mehrere Schritte nötig sind. Die adaptive Rechnung zeigt außerdem
insbesondere dann ihre volle Stärke, wenn die Lokalisierung nur in einem kleinen Be-
reich stattfindet und große Teile grob diskretisiert bleiben können. Das ist bei dem hier
gewählten Beispiel nicht der Fall, sondern es musste fast im ganzen Gebiet verfeinert
werden. Dadurch wird auch diese Diskretisierung verhältnismäßig fein und das in jedem
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Schritt zu lösende Gleichungssystem entsprechend größer. Was die Rechnung beschleu-
nigen kann, hier jedoch nicht implementiert ist, ist die Tatsache, dass die adaptive
Rechnung gut parallelisierbar ist. Jedes einzelne Level 2-Element stellt ein eigenstän-
diges, mehrfach zu lösendes Unterproblem dar. Diese können parallel gelöst werden.
Wenn die Strukturen insgesamt sehr groß werden, sodass eine Berechnung, bei der die
Mikrostruktur vollständig aufgelöst wird, die verfügbare Speicherkapazität übersteigt,
kann eine adaptive Rechnung ein Lösungsweg sein.

7.2.2 Materiell nichtlineare Berechnungen mit Variation der
Festigkeit

Bei diesem Beispiel wird erneut materiell nichtlinear gerechnet, wobei den Stäben das
linear entfestigende Materialgesetz aus Kapitel 3 zugewiesen wird. Anstatt einer Varia-
tion der Steifigkeit bzw. des E-Moduls wird nun die Festigkeit variiert. Dazu wird den
Stäben der Mikrostruktur eine unterschiedliche Verzerrung κ0 zugewiesen, bei der sie
anfangen zu schädigen. Stäbe, die sich innerhalb eines Aggregats befinden, fangen bei ei-
ner Verzerrung von κA

0 = 5,5 ·10−4 an zu schädigen, die in der Matrix bei κM
0 = 3,5 ·10−4

und Stäbe, die das Interface bilden, bei κI
0 = 2,5 · 10−4. Vollständiges Versagen tritt bei

allen Stäben bei einer Verzerrung von κm = 5 · 10−2 ein. Sie haben außerdem alle den E-
Modul E = 30.000 N/mm2. Die Belastung entspricht der des nichtlinearen Beispiels mit
homogener Mikrostruktur aus Abschnitt 7.1.2. Durch inkrementelle Belastung der Kno-
ten des linken und rechten Strukturrandes mit einer Verschiebung von Δûx = ±10−3 mm
wird die Struktur horizontal gedehnt. Zur Vermeidung von Starrkörperverschiebungen
werden diese Knoten zudem in vertikaler Richtung gehalten. Da die Mikrostruktur nun
nicht mehr symmetrisch ist, kann auf das Einführen einer Imperfektion bei der Feinska-
lenrechnung verzichtet werden.

Es werden insgesamt 200 Schritte gerechnet, bei denen das Netz jeweils einmal verfeinert
wird. Zu Beginn der Rechnung entspricht das Netz erneut dem aus Abbildung 7.2. Wird
ausschließlich die Festigkeit variiert, so ist das Material bis zum Beginn der Entfesti-
gung homogen, und es können Level 1-Elemente verwendet werden. Sobald Schädigung
einsetzt, werden die entsprechenden Elemente zu Level 2-Elementen umgewandelt. Mit
η̄ = 0,13 und ελ = 0,10 werden die Grenzwerte zur Netz- und Modelladaption wie in
Abschnitt 7.1.2 gewählt.

Am Ende der Rechnung erhält man das in Abbildung 7.12 dargestellte Netz mit Ele-
menten aus allen drei Leveln. Dieses Netz hat 2.322 Freiheitsgrade. Verglichen mit der
Feinskalenrechnung wurden demnach 88 % der Freiheitsgrade eingespart. Es ist sofort
zu erkennen, dass sich dieses Ergebnis deutlich von dem Ergebnis der Rechnung mit ho-
mogenem Materialgesetz unterscheidet. Während in Abbildung 7.5 ein Riss zu sehen ist,

112



7.2 Heterogen verteilte Stabsteifigkeiten

Level 1
Level 2
Level 3

Abbildung 7.12: Netz nach 200 Belastungsschritten mit Elementen aller drei Level.

der sich von der oberen und unteren Ecke der Aussparung in einer geraden, diagonalen
Linie zu den Rändern hin ausbreitet, scheint der Riss bei der heterogenen Rechnung in
Abbildung 7.12 nun um die Aggregate herumzulaufen. Da die Stäbe der Interfaces bei
der niedrigsten Verzerrung bereits schädigen und die in den Aggregaten erst bei deutlich
größeren Verzerrungen, entspricht dies den Erwartungen.

In Abbildung 7.13 wird das Ergebnis der adaptiven Rechnung dem Ergebnis der Fein-
skalenrechnung gegenübergestellt. In beiden Fällen ist die Schädigung der Stäbe nach
200 Belastungsschritten farbig in der 200-fach überhöhten deformierten Konfiguration
dargestellt. Insbesondere beim Ergebnis der DNS links ist deutlich zu sehen, wie der Riss
an den Aggregaträndern entlang verläuft. Es kann aber auch beobachtet werden, dass
die Versagensform in beiden Fällen eine andere ist. Der Riss, der der oberen Ecke ent-
springt, nimmt in beiden Fällen denselben Weg, wobei die Schädigung bei der adaptiven
Rechnung schon etwas weiter fortgeschritten ist. Im unteren Bereich hingegen beginnt
der Riss zwar an derselben Stelle, geht aber bei der DNS nach Kurzem links ab und
bei der adaptiven Rechnung nach rechts. In diesem Fall ist die Schädigung bei der DNS
weiter fortgeschritten. Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Schädigung der Bereiche
abseits des Hauptrisses von der adaptiven Rechnung nicht wahrgenommen werden. Nach
Abbildung 7.12 sind die meisten Elemente in diesem Bereich noch Level 1-Elemente, die
gar nicht in der Lage sind, Schädigung zu repräsentieren. Da die in der Feinskalenlösung
in Abbildung 7.13 links dargestellten Deformationen der schädigenden Stäbe der Inter-
faces verglichen mit den Deformationen der schädigenden Stäbe des Hauptrisses klein
sind, wird dieser Schädigung weniger Beachtung geschenkt.
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d 1,00,0

Abbildung 7.13: Schädigungsfortschritt nach 200 Schritten in der deformierten Konfigu-
ration (200-fach überhöht). Links: DNS, rechts: adaptive Simulation.

In den Last-Verschiebungs-Kurven in Abbildung 7.14 wird, wie zuvor in Abbildung 7.8,
die Summe der horizontalen Reaktionskräfte an den Knoten des rechten Strukturrandes
über der horizontal aufgebrachten Verschiebungsrandbedingung wiedergegeben. Diesen
Kurven kann entnommen werden, dass sich die Unterschiede der beiden Berechnungen
nach Verlassen des elastischen Bereiches bei Einsatz von Schädigung entwickeln. Das
Maximum der Kurve des adaptiven Beispiels ist größer. Dies lässt darauf schließen, dass
das System insgesamt steifer ist. Einerseits liegt das daran, dass das Netz deutlich gröber
ist, andererseits hat sicherlich auch die fehlende Schädigung abseits des Hauptrisses
darauf einen Einfluss.

Ein Grund für die Abweichungen der beiden Rechnungen im Bereich des Hauptrisses
können Imperfektionen im System sein, die allein durch numerische Rundungsdifferen-
zen zustande kommen können. Ein minimaler Unterschied des Schädigungsfortschritts in
den Stäben kann dazu führen, dass der Riss in die eine oder andere Richtung fortschreitet
und sich eine andere Versagensform einstellt. Ein weiterer, nicht zu vernachlässigender
Grund können die schon in Abschnitt 7.1.2 beschriebenen Konvergenzprobleme sein, die
auch bei diesem nichtlinearen Beispiel auftreten. Es kann vorkommen, dass durch das
vorgenommene Eingreifen in die Rechnung der eigentliche Gleichgewichtspfad verfehlt
und stattdessen ein anderer, benachbarter Gleichgewichtspfad getroffen wird. Dennoch
zeigt dieses Beispiel, dass durch die Level 2-Elemente die heterogene Mikrostruktur
wahrgenommen wird und auch ein fortschreitender Riss durch diese Mikrostruktur rich-
tig wiedergegeben werden kann.
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Abbildung 7.14: Last-Verschiebungs-Kurven der DNS und der adaptiven Simulation.

Die Berechnung des Feinskalenproblems (DNS) hat auf einem normalen Arbeitsplatz-
rechner 7 min 9 s in Anspruch genommen. Die Berechnungszeit der adaptiven Rechnung
liegt mit 2 min 58 s etwa 59 % darunter. Es hat sich gezeigt, dass die Berechnung der
Steifigkeitsmatrizen der Level 2-Elemente durch das erforderliche sechsmalige Lösen ei-
nes Unterproblems je Element zur Bestimmung der Eigenwerte sehr rechenintensiv ist.
Durch Parallelisierung der Lösung der Unterprobleme kann die Rechnung jedoch noch
beschleunigt werden. Die Lösung dieser Unterprobleme benötigt zwar viel Rechenzeit,
verglichen mit der Feinskalenrechnung ist die benötigte Speicherkapazität hingegen ge-
ring. Dies ist ein Vorteil bei der Berechnung von großen Problemen, für die eine Fein-
skalenrechnung nicht mehr möglich ist.
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8
Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung einer Methode, die Simulationen des Bruch-
verhaltens kohäsiver Reibungsmaterialien mit einer Form der Diskrete-Elemente-Metho-
de ermöglicht, ohne dass dazu die gesamte Struktur mit Partikeln aufgelöst sein muss.
Zur Umsetzung wird eine Kopplung der Finite-Elemente-Methode und der Diskrete-
Elemente-Methode vorgeschlagen, bei der die Effizienz der FEM mit der Präzision der
DEM kombiniert wird. Bei den im Fokus stehenden Materialien, wie beispielsweise Be-
ton, liegen die geometrischen Skalen der Mikro- und der Makrostruktur in den loka-
lisierenden Bereichen nur ein bis zwei Größenordnungen auseinander. Daher gilt kei-
ne Skalenseparation und einige gängige Mehrskalenmethoden können nicht angewendet
werden. Das vorgeschlagene Konzept übernimmt Ideen der Quasikontinuumsmethode
und überträgt sie auf Probleme in der Strukturmechanik.

Ausgehend von einem ursprünglich groben FE-Netz wird durch adaptive Netzverfei-
nerung und eine automatische Anpassung des Berechnungsmodells mithilfe von drei
Elementtypen (Level 1 bis Level 3), die die Mikrostruktur mit unterschiedlicher Ge-
nauigkeit repräsentieren, ein glatter Übergang vom Kontinuumsmodell (FEM) zum dis-
kreten Modell (DEM) garantiert. Dieser glatte Übergang entwickelt sich automatisch
und es ist nicht nötig, einen Übergangsbereich zwischen dem kontinuierlichen und dem
diskreten Bereich zu definieren und diesen bei einem adaptiven Prozess mitzubewegen.
Da in Bereichen der Level 2-Elemente die Partikelverschiebungen im Element aus den
Knotenverschiebungen der Elemente berechnet werden, kann diese Strategie als eine
diskretisierte Partikelmethode bezeichnet werden.
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Während sich bei einem homogenen Material die Partikelverschiebungen im Element
einfach durch Interpolation der Knotenverschiebungen des Makroelements berechnen
lassen, musste für heterogene Materialien ein alternativer Weg zur Berechnung der Stei-
figkeitsmatrix von Level 2-Elementen gefunden werden. Es wurde dazu ein Verfahren
entwickelt, bei dem die Steifigkeitsmatrix aus Eigenwerten und Eigenvektoren berech-
net wird. Die Eigenvektoren einer Steifigkeitsmatrix mit homogenisiertem Stoffgesetz
bilden die Verschiebungsrandbedingungen für die Unterprobleme zur Berechnung der
Eigenwerte.

Die Anwendbarkeit dieses Konzepts wurde anhand von vier Beispielen demonstriert,
jeweils zwei Beispiele für ein homogenes und ein heterogenes Material. Bei einem Bei-
spiel wurde den Stäben der Mikrostruktur jeweils ein linear elastisches Materialgesetz
zugewiesen, und beim zweiten konnten einzelne Stäbe nach einem einaxialen Schädi-
gungsmodell linear entfestigen.

Mit den linear elastischen Beispielen konnte gezeigt werden, dass das Ergebnis der adap-
tiven Berechnung sehr nahe am Ergebnis der Feinskalenrechnung liegt. Im homogenen
Fall wurden bei der adaptiven Simulation deutlich weniger Freiheitsgrade benötigt als
bei einer Vergleichsrechnung mit vollständig aufgelöster Mikrostruktur, es sind jedoch ei-
nige Schritte zur Netzverfeinerung erforderlich. Dennoch war in diesem Fall die adaptive
Rechnung dreieinhalb mal schneller als die Feinskalenrechnung (Echtzeit).

Im heterogenen Fall benötigte jedoch die DNS mit 35 s gegenüber der adaptiven Rech-
nung mit 60 s weniger Rechenzeit. Bei diesem Beispiel wurde das Netz während der
adaptiven Prozedur im gesamten Gebiet sehr stark verfeinert, wordurch sich verhält-
nismäßig viele Freiheitsgrade ergeben. In Kombination mit mehreren nötigen Verfeine-
rungsschritten verlängert dies die Berechnungszeit. Des Weiteren hat sich gezeigt, dass
die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen der Level 2-Elemente durch das erforderliche
sechsmalige Lösen eines Unterproblems je Element rechenintensiv ist. Bei diesem Bei-
spiel wurden im ganzen Gebiet nur Level 2- und Level 3-Elemente benutzt und es musste
auf die effizienten Level 1-Elemente verzichtet werden. Es konnte mit diesem Beispiel
jedoch gezeigt werden, dass die heterogene Mikrostruktur von dem gesamten Verfei-
nerungsprozess und insbesondere den Level 2-Elementen wahrgenommen und richtig
aufgelöst wird.

Mit den materiell nichtlinearen Beispielen konnte ebenfalls gezeigt werden, dass die
Ergebnisse der adaptiven Simulation gut mit denen der numerischen Referenzlösung
übereinstimmen. Die Heterogenität der Mikrostruktur wird auch hier durch den Ver-
feinerungsprozess richtig aufgelöst und der entstehende Riss verläuft um die festeren
Aggregate herum. Während im heterogenen Fall mit der adaptiven Rechnung 59 % der
Rechenzeit eingespart werden konnten, so waren dies mit einem homogenen Material so-
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gar 89 %. In beiden Fällen gab es allerdings bei der Berechnung in einigen Lastschritten
Konvergenzprobleme.

Aus den Ergebnissen dieser vier Beispiele lässt sich schließen, dass die Methode dann ihre
volle Stärke zeigen kann, wenn die Lokalisierungsphänomene nur in kleinen Bereichen
auftreten und in großen Teilen Kontinuumselemente (Level 1) eingesetzt werden können.
Verglichen mit dem Feinskalenproblem können viele Freiheitsgrade eingespart werden.
Eine effiziente Berechnung großer Strukturen ist somit möglich, ohne dass zur Abbildung
von Phänomenen auf der Ebene der Mikrostruktur die gesamte Mikrostruktur aufgelöst
werden muss.

8.2 Ausblick

Ein Faktor, der sich im Fall eines heterogenen Materials negativ auf die Geschwindig-
keit der adaptiven Rechnung auswirkt, ist der, dass für jedes Element zur Ermittlung
der Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix ein Unterproblem sechs mal gelöst werden muss.
Ein Unterproblem bezieht sich immer nur auf ein Element. Daher sind die Probleme
voneinander unabhängig und können parallel gelöst werden. Davon wurde bisher kein
Gebrauch gemacht. Eine dahingehende Änderung der Implementierung trägt sicherlich
zur Beschleunigung der Rechnung bei.

Zur Lösung des Unterproblems bei Level 2-Elementen mit heterogener Mikrostruktur
wurden die Verschiebungsrandbedingungen auf alle Knoten, die den Rand der Struktur
bilden, aufgebracht. Dies bedeutet insbesondere bei verhältnismäßig kleinen Elemen-
ten einen starken Zwang hinsichtlich der verbleibenden Deformationsmöglichkeiten und
führt dazu, dass die Struktur steifer reagiert als im diskreten Modell. Wird hingegen nur
eine durchschnittliche Übereinstimmung der Verschiebungen der Randpartikel und der
FE-Knoten gefordert, könnte dies eine weichere Strukturantwort begünstigen, die näher
am diskreten Modell ist. Umgesetzt werden könnte dies beispielsweise mit Lagrange-
Multiplikatoren.

Zur Modellierung realer Materialien, deren Mikrostruktur in der Regel keinem regelmä-
ßigen Dreiecksgitter entspricht, muss die Methode auf eine Anwendung für komplexere
Mikrostrukturen ausgeweitet werden. Ein erster Schritt in diese Richtung wäre, sie für
unregelmäßige Gitter zugänglich zu machen. Dazu ist zunächst eine Änderung des Netz-
verfeinerungsalgorithmus erforderlich. In einem unregelmäßigen Gitter ist es schwieriger,
die möglichen Positionen für einen neuen Knoten zu finden. Bei heterogenen Materialien
wird ein Hintergrundgitter angelegt, auf dem die Informationen über das Material der
Gitterstäbe und deren Position gespeichert sind. Diesem Hintergrundgitter können die
zur Netzverfeinerung benötigten Partikelpositionen entnommen werden. In einem wei-
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8 Zusammenfassung und Ausblick

teren Schritt könnten die Interaktionsgesetze zwischen den Partikeln erweitert werden,
indem beispielsweise komplexere Materialmodelle eingesetzt werden.

Bei der Modellierung von Fragmentierung müssen dynamische Effekte, geometrische
Nichtlinearitäten und Kontakt berücksichtigt werden. Des Weiteren ist es sinnvoll, eine
Anwendung auf dreidimensionale Strukturen zu ermöglichen.
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Anhang

A.1 Beitrag eines Stabes zur Elementsteifigkeitsmatrix

Partikelverschiebungen d̃ in Abhängigkeit der Partikelpositionen im Element ξ und der
Knotenverschiebungen d:
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(A.1) eingesetzt in (5.8) und zweimal abgeleitet nach den Knotenverschiebungen er-
gibt den Beitrag einer Feder k(L2,S) zur Steifigkeitsmatrix eines Level 2-Elements k(L2)
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A.2 Beitrag eines Stabes zum inneren Kraftvektor

(A.1) eingesetzt in (5.12) und das Ergebnis wiederum eingesetzt in (5.13) ergibt den
Beitrag einer Feder f (L2,S)
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In der vorliegenden Arbeit wird zunächst die unterschiedliche Struktur von Materialien auf
verschiedenen Skalen diskutiert. Abhängig von der Skala, auf der ein Material betrachtet
wird, eignen sich unterschiedliche Modellierungsansätze. Zur Modellierung diskreter
Strukturen und Kontinua werden jeweils verschiedene Methoden vorgestellt, sowie einige
Methoden, die diskrete und kontinuierliche Modelle miteinander koppeln.

Den Kern dieser Arbeit bildet die Entwicklung einer netz- und modelladaptiven Methode.
Bei praktisch gleicher Genauigkeit ermöglicht die Methode Simulationen des Bruchverhal-
tens kohäsiver Reibungsmaterialien mit einer Form der Diskrete-Elemente-Methode
(DEM), ohne die gesamte Struktur mit Partikeln aufzulösen. Um der Erfordernis einer Mo-
dellierung von Phänomenen auf unterschiedlichen geometrischen Skalen in einer Simu-
lation gerecht zu werden, wird eine Kopplung der Finite-Elemente-Methode (FEM) und der
DEM vorgeschlagen. Es werden Ideen der Quasikontinuumsmethode (TADMOR U.A., 1996)
übernommen und auf eine Anwendung für Probleme in der Strukturmechanik kohäsiver
Reibungsmaterialien übertragen.

Bei der entwickelten Methode liefert die FEM die Kinematik des Systems und die DEM das
Konstitutivverhalten. Runde, gleich große und regelmäßig angeordnete Partikel, die über
Stäbe miteinander verbunden sind, bilden die Mikrostruktur (in 2D). Es werden drei unter-
schiedliche Elementtypen eingeführt, die die Mikrostruktur mit unterschiedlicher Genauig-
keit auflösen. Im homogenen Fall, bei dem alle Stäbe dieselbe Steifigkeit besitzen, kann
die Cauchy-Born-Regel auf die Mikrostruktur angewendet werden, um die Ersatzsteifigkeit
der Übergangselemente zu bestimmen. Bei einer heterogenen Steifigkeitsverteilung ist
dies jedoch nicht möglich. Für solche Fälle wird eine neue Strategie vorgeschlagen, bei der
für jedes Übergangselement ein lokales Unterproblem gelöst wird.
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