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Zusammenfassung

Zahlreiche natiirliche Materialien wie Sand, Ton, Gestein oder Fels, aber auch kiinstlich
erzeugte Werkstoffe wie beispielsweise Beton gehdren der Klasse der kohiisiven Reibungs-
materialien an. Sie zeichnen sich durch ein ausgeprégt druckabhingiges Materialverhalten
aus, das sich in unterschiedlichen Versagensformen unter zug- und druckdominanter Be-
anspruchung #uflert. Infolgedessen kann die Zug~ und Druckfestigkeit dieser Materialien
gegebenenfalls um mehrere Grofilenordnungen variieren. Im allgemeinen ist das Versa-
gen kohésiver Reibungsmaterialien durch die Ausbildung von lokalen Versagenszonen wie
beispielsweise Mikrorissen, Gleitebenen, Bruchflichen oder Scherbéndern geprigt, die in
Abhiéingigkeit des Belastungszustandes normal oder unter einem bestimmten Versagens-
winkel zur Belastungsrichtung angeordnet sein kénnen. Diese charakteristische lokale Ver-
sagensform hat eine hochgradig anisotrope Materialantwort zufolge.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Entwicklung Finite Element-basierter
numerischer Modelle, die in der Lage sind, die eben genannten charakteristischen Eigen-
schaften kohésiver Reibungsmaterialien moglichst realitéitsgetreu abzubilden. Dazu wer-
den zunichst die klassischen, aus der Literatur bekannten, lokalen isotropen Modelle der
Elasto-Plastizitit und der Elasto-Schidigung miteinander verglichen. Darauf aufbauend
werden die grundlegenden Ideen beider Modellklassen auf die Entwicklung lokaler ani-
sotroper Materialformulierungen im Rabmen des Microplane Konzeptes iibertragen. Auf
diese Weise 148t sich das Antwortverhalten eines materiellen Punktes als Ergebnis der
Raumintegration seines Verhaltens auf allen méglichen Ebenen im Raum interpretieren.
Zunéchst wird dazu ein generalisiertes, thermodynamisch konsistentes Konzept zur Her-
leitung allgemeiner microplane-basierter Konstitutivgesetze bereitgestellt, dessen Wir-
kungsweise dann anhand der Elastizitit, der Elasto-Plastizitit sowie der Elasto-Schadi-
gung illustriert wird.

Insbesondere im postkritischen Bereich zeigen klassische lokale Kontinuumsmodelle die
Tendenz zur Ausbildung lokaler Versagenszonen, deren Breite im Rahmen der numeri-
schen Simulation der Breite eines Finiten Elements entspricht. Aufgrund einer unzurei-
chenden Modellbildung sind klassische Kontinuumsmodelle nicht in der Lage, die phy-
sikalisch vorhandenen Anderungen der Mikrostruktur, die mit der Materialentfestigung
einher gehen, eindeutig abzubilden. Daraus ergibt sich eine Netzabhingigkeit der Losung,
die sich mathematisch auf einen Typwechsel der zugrunde liegenden Differentialgleichun-
gen zurtickfithren 1&8t. In der Literatur werden unterschiedliche Strategien diskutiert, die
durch die Einfiihrung einer die Mikrostruktur charakterisierenden internen Lingenskala
auch im postkritischen Bereich die Gutgestelltheit des Problems gewihrleisten kénnen.
Aufgrund seiner eleganten, Finite Element spezifischen Realisierbarkeit findet im Rahmen
dieser Arbeit das gradientenerweiterte Kontinuum Anwendung. Durch zusétzliche hoher-
wertige Gradienten bestimmter Feldgrofien in den Konstitutivgleichungen kann somit die
Existenz einer finiten Anzahl von Losungen garantiert werden. Insbesondere ist hierzu
eine Verallgemeinerung der in der Literatur vorgestellten Vorgehensweise erforderlich, um
nicht nur die bekannten isotropen, sondern auch die neuen microplane-basierten anisotro-
pen Konstitutivgesetze imn Rahmen eines Gradientenenkontinuums realisieren zu kénnen.
Die unterschiedliche Wirkungsweise der entwickelten Materialmodelle wird abschlieBend
anhand ausgewihlter Beispiele dokumentiert und vergleichend bewertet.



Abstract

Not only the classical geomaterials like sand, clay, stone and rock but also a number of
engineering materials, for example concrete, can be classified as cohesive frictional ma-
terials. Their mechanical behavior is governed by their pronounced pressure-sensitivity
manifesting itself in entirely different failure mechanisms under tensile and compressive
loadings. Consequently, the tensile and compressive strength of these materials can vary
by several orders of magnitude, During their failure process, the formation of highly loca-
lized zones of concentrated straining, such as microcracks, slip planes, macroscopic crack
planes or shear bands, can be observed. In general, this phenomenon of strain localization
induces a highly anisotropic material response.

The development of finite element-based numerical models which take into account the
above mentioned failure characteristics is the basic concern of the present work. To set
the stage, the classical, local isotropic models of elasto—plasticity and elasto-damage are
briefly reviewed. In a second step, the basic features of these models will be transferred
to an anisotropic material characterization embedded in the so-called microplane con-
cept. Within the framework of microplane theory, the response of a material point can be
understood as the volume integral of its behavior on all material planes in space integra-
ted over the solid angle. A general, thermodynamically consistent concept of formulating
microplane-based constitutive laws will be presented. Its basic features are illustrated by
means of the constitutive equations of microplane elasticity, microplane elasto—plasticity
and microplane elasto-damage.

Especially in the post—critical regime, the solution of classical local continuum approa-
ches shows the tendency to form highly localized failure zones. In a numerical simulation,
the width of these failure zones corresponds to the width of a single finite element and
thus tends to zero with an infinite mesh refinement. This disability of classical continuum
approaches to model correctly the material behavior in the softening regime is caused by
the fact, that local continuum models disregard the effects of changes in the microstruc-
ture. From a mathematical point of view, the resulting mesh dependency of the numerical
solution is caused by a change of type of the governing equations. Insufficient bounda-
ry conditions lead to an ill-posed problem, the result of which is primarily determined
by the underlying discretization. In the literature, several strategies have been propo-
sed to remedy this deficiency through the introduction of an internal length scale. By
doing so, microstructural changes can be taken into account. Within the present work,
the microstructural length scale will be introduced in terms of a gradient enhanced conti-
nuum approach. Through the incorporation of higher order gradients in the constitutive
equations, the problem remains well-posed and a finite number of solutions can be guaran-
teed. The existing gradient enhanced damage approaches in the literature are generalized
to capture not only the classical isotropic material models but also the new anisotro-
pic microplane—based material formulation. The performance of the proposed models is
demonstrated and discussed by means of several selected examples.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Das stetig wachsende Interesse an einer moglichst genauen Beschreibung von Béden, Ge-
stein, Fels, Eis, Keramiken und Beton dokumentiert eindrucksvoll, dafi die Modellierung
kohisiver Reibungsmaterialien in der heutigen Zeit noch immer eine Herausforderung fiir
die Forschung darstellt. Die Griinde hierfiir sind vielfiltig. Zum einen sind sie in dem
natiirlichen Bestreben nach einer optimalen Ausnutzung der Tragfahigkeit von Ingenieur-
strukturen zu suchen, die durch Materialersparnis und Gewichtsreduktion wirtschaftliche-
re Formgebungen erméglicht.

Zahlreiche jlingere Forschungsarbeiten sind jedoch nicht mehr allein dem Design optima-
ler Tragwerke gewidmet, vielmehr steht das Design neuer Materialien heute verstirks im
Mittelpunkt der Untersuchungen. In diesem Zusammenhang sind beispielhaft die moder-
nen Hochleistungsbetone und Textilbeton zu nennen, die sich durch gesteigerte Wider-
standsfahigkeit gegen mechanische und chemische Angriffe und weitaus hhere Festigkei-
ten im Vergleich zu herkdmmlichen Betonen auszeichnen. Aufgrund der deutlich abge-
minderten Duktilitdt dieser neuen Materialien riickt neben der klassischen Frage nach der
Tragfahigkeit einer Struktur insbesondere die Frage nach der Abschitzung der Gefahr
eines plotzlichen, sproden Versagens in den Vordergrund. Letztere erfordert zuverlissige
Vorhersagen iiber das Nachversagensverhalten, die einerseits die Materialantwort an sich,
andererseits die gesamte Strukturantwort betreffen. Um Vorhersagen iiber die Entwicklung
der Resttragfihigkeit nach dem Erreichen der Traglast treffen zu kénnen, sind fundierte
Kenntnisse der zugrunde liegenden Versagensvorgénge aufgrund mikromechanischer Be-
trachtungen unverzichtbar. Auf der Mikroebene kann die Entstehung von Mikrodefekten
und das Wachstum von Mikrorissen beobachtet werden, deren Zusammenschlul zu ma-
kroskopisch sichtbaren Zonen lokalisierten Versagens in Form von diskreten Scherbindern
oder Makrorissen fithren kann.

Die Entwicklung moderner Computertechnologien in den vergangenen zwei Jahrzehnten
ermoglicht heute numerische Simulationen mit neuen komplexeren Materialmodellen, die
die eben genannten Effekte beriicksichtigen kénnen. Anhand der Weiterentwicklung expe-
rimenteller Methoden kdnnen die neu entwickelten Modelle validiert und die zugehérigen
Materialparameter identifiziert werden. Die Kombination aus numerischer Simulation und
Experiment-bestérkt ihrerseits wiederum die Entwicklung neuer, leistungsféhigerer Mate-
rialien.
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Kohiisive Reibungsmaterialien gehoren der Klasse der Multiskalen-Materialien an, die
auf der Mikroebene eine ausgeprigt heterogene Struktur aufweisen, wihrend sie auf der
Makroebene als nahezu homogen angesehen werden konnen. Abbildung 1.1 verdeutlicht
diesen Sachverhalt am Beispiel des Betons. Auf der Mikroebene ist das Materialverhalten
durch die Wechselwirkung einzelner Komponenten gepréagt. Beispielsweise stellt im Beton
die Kontaktzone zwischen dem verhiiltnismiBig weichen Zementgestein und den relativ
festen Zuschlagstoffen eine Schwachstelle im Material dar, die zum Ausgangspunkt eines
moglichen makroskopischen Versagens werden kann.

Gemif Abbildung 1.2 zeichnen sich kohisive Reibungsmaterialien durch ein unterschied-
liches Verhalten unter Zug— und Druckbelastung aus, das sich sowohl in extrem unter-
schiedlichen Festigkeiten als auch in unterschiedlichen Versagensformen dufert. Wahrend
unter Zug ein sprddes Verhalten zu beobachten ist, kann der Versagensmode unter Druck-
beanspruchung je nach eingeprigtem Seitendruck vom spréden Druckversagen bis hin
zum klassischen duktilen Schubversagen variieren. Dem Materialversagen ist im allgemei-
nen ein fiir koh#sive Reibungsmaterialien charakteristisches dilatantes Antwortverhalten
iiberlagert.

In nahezu allen Fillen ist eine extrem ausgeprigte Lokalisierung von Deformationen in
schmalen Versagenszonen zu beobachten, die sich in Form von diskreten Rissen oder
Scherbandern darstellt, vergleiche Abbildung 1.3. Diese fiir koh#sive Reibungsmaterialien
typische lokalisierte Versagensform induziert ein anisotropes Materialverhalten, das insbe-
sondere unter nicht-proportionalen Belastungen die Resttragfihigkeit einer Struktur von
entscheidendem Ausmaf beeintrichtigen kann. In diesem Zusammenhang sind auch die
charakteristischen Phinomene der MikrorifischlieBung zu erwéhnen, die bei einer Lastum-
kehr eine scheinbare Heilung des Materials hervorrufen.

Nicht zuletzt zeichnen sich kohisive Reibungsmaterialien durch nichtlokale Effekte wie
beispiclsweise die Mikroriiwechselwirkung aus, so daB das Antwortverhalten eines Punk-
tes stark durch den Zustand seiner Umgebung geprégt ist.

Diskontinuitit - Homogenitat.

Kristallstruktur Kalziumsilicathydrat Partikelgefige Laborskala  Strukturebene
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Abbildung 1.1: Darstellung der unterschiedlichen Skalen am Beispiel des Betons nach {150]
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1.2 Zielsetzung

Aus den dargestellten Ausfithrungen ergibt sich die Forderung nach einem geeigneten zu-
verlissigen numerischen Simulationsverfahren, das in der Lage ist, die genannten charakte-
ristischen Merkmale kohésiver Reibungsmaterialien méglichst realititsgetreu abzubilden.
Die dazu erforderlichen Modelle sollen sich aus Effizienzgriinden auf die Beschreibung der
Meso—- und der Makroskala entsprechend Abbildung 1.1 beschrinken. Aus diesem Grund
empfiehlt sich die Einbettung des Verfahrens in eine Finite Element Formulierung, da
diese im Gegensatz zu diskreten Partikelmodellen die numerische Simulation grofierer In-
genieurstrukturen ermoglicht.

Ausgehend von bekannten isotropen Plastizitéits— und Schidigungsmodellen wird die
Komplexitit der verwendeten Materialmodelle sukzessiv gesteigert. Insbesondere soll ein
generisches Konzept zur Modellierung anisotropen Materialverhaltens entwickelt werden,
das die klassischen isotropen Modelle in natiirlicher Form beinhaltet. Als Grundlage
hierfiir bietet sich das sogenannte Microplane Konzept an. Es basiert auf der Annah-
me, daf sich die Antwort eines Materialpunktes als Funktion der Antworten aller durch
den Punkt verlaufenden Ebenen darstellen 1i8t. Die Konstitutivbeschreibung reduziert
sich damit auf die Charakterisierung des Antwortverhaltens der einzelnen Ebenen und
besitzt somit eine anschauliche physikalische Interpretation.

Darauf aufbauend soll im zweiten Teil der Arbeit die Einbettung der Materialmodelle in
ein erweitertes Kontinuumsmodell erfolgen, das den Anforderungen nach einer eindeu-
tigen, netzunabhéingigen Lisung insbesondere im postkritischen Bereich gerecht werden
kann. Bekanntermaflen sind klassische lokale Kontinuumsmodelle nicht in der Lage, das
heterogene Materialverhalten im entfestigenden Bereich eindeutig abzubilden, da sie kei-
ne interne Linge besitzen, die die Breite der entstehenden Lokalisierungszone begrenzen
kann. Die zugehérigen Gleichungen des beschreibenden Randwertproblems verlieren ihre
urspriinglich elliptischen Eigenschaften und das Problem wird schlecht gestellt. In der
numerischen Simulation duflert sich diese Schlechtgestelltheit in netzabhéngigen Lésun-

Sprodes Zugversagen von Beton Duktiles Druckversagen von Beton
Ozug [N/mm?] Opruck [N/mm?]
f, fc 7 = 10f,
3NN
(RS EREAE)
Ko » €Zug [-] €pryck [~

Abbildung 1.2: Unterschiedliches Zug— Druckverhalten am Beispiel des Betons
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gen, die bei zunehmender Netzverfeinerung gegen die Ausbildung von Versagenszonen
der Breite Null ohne Energiedissipation konvergieren. Da derartige Losungen vollkom-
men unphysikalisch erscheinen, soll im Rahmen dieser Arbeit ein gradientenerweitertes,
nichtlokales Kontinuumsmodell bereitgestellt werden, das durch die zusétzliche Beriick-
sichtigung einer internen Léingenskala die Begrenzung der Lokalisieruingszone erméglicht.
Der Identifikation der Materialparameter der entwickelten Modelle soll eine besondere Be-
deutung beigemessen werden. Finerseits gilt es, die Materialparameter des hier verwen-
deten microplane-basierten anisotropen Materialmodells physikalisch zu interpretieren.
Andererseits wird es erforderlich, den internen Lingenparameter des Gradientenkonti-
nuums zu bestimmen. Dies 188t sich jedoch nur mittels inverser Modellierungsstrategi-
en durchfithren. Insbesondere kann der interne Lingenparameter nicht mehr allein mit
herkdmmlichen homogenen Zug- und Druckversuchen ermittelt werden. Seine Bestim-
mung erfordert erweiterte Techniken wie beispiclsweise optische FeldmeBmethoden, die
sich mit Hilfe von Optimierungsverfahren im Rahmen der Finite Element Methode aus-
werten lassen.

Nicht immer ist eine extrem detailierte Modellbildung erforderlich, hiufig liefern wirt-
schaftlichere, einfache Modellierungsstrategien bereits hinreichend genaue Ergebnisse. Ge-
gebenenfalls sind jedoch komplexere Materialmodelle unverzichtbar, um bestimmte cha-
rakteristische Effekte erfassen zu kdnnen. Aus diesem Grund sollen abschliefiend die ver-
schiedenen Modellklassen unterschiedlicher Komplexitét miteinander verglichen werden.
Insbesondere wird es das Ziel sein, die Giiltigkeitsbereiche der vorgestellten Verfahren
gégeneinander abzugrenzen und die unterschiedlichen Modelle hinsichtlich ihres Einsatz-
bereiches zu bewerten.

Abbildung 1.3: Mikroriibilding in Beton



1.3, GLIEDERKUNG
1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt. Zunéchst wird in Kapitel 2 eine Zusammen-
fassung des beschreibenden Randwertproblems der geometrisch linearen Theorie im Rah-
men eines lokalen Kontinuumsmodells bereitgestellt. Die numerische Lésung des Rand-
wertproblems erfolgt mit Hilfe der Finite Flement Methode. Die dazu erforderliche schwa-~
che Form sowie deren Diskretisierung und Linearisierung werden kurz skizziert.

In Kapitel 3 werden die klassischen Konstitutivgesetze der lokalen, isotropen Elasto—
Plastizitdt und Elasto-Schidigung vorgestellt. Zunéichst wird der Anwendungsbereich
beider Modellklassen definiert. Aufbauend auf der Herleitung der konstitutiven Geset-
ze im Rahmen der Thermodynamik irreversibler Prozesse erfolgt dann eine Diskussion
spezieller assoziierter und nicht—assoziierter Modelle.

Wiihrend in Kapitel 3 ausschlieflich isotrope Konstitutivgesetze diskutiert wurden, soll
in Kapitel 4 ein grundlegendes Konzept zur Modellierung anisotropen Materialverhaltens
vorgestellt werden. Insbesondere wird ein allgemeines Schema zur thermodynamisch kon-
sistenten Herleitung beliebiger anisotroper Konstitutivgesetze im Rahmen des Microplane
Konzeptes aufgezeigt, dessen Wirkungsweise anhand der rheologischen Modelle der Ela-
stizitét, der Elasto-Plastizitdt und der Elasto-Schidigung illustriert werden soll.
Kapitel 5 ist dem Versagensphinomen der Lokalisierung gewidmet. Aufbauend auf einer
Gegeniiberstellung der klassischen Versagenskriterien fiir den Verlust von Eindeutigkeit,
Stabilitat und Elliptizitdt wird die Lokalisierungsbedingung, die den Verlust der ellipti-
schen Eigenschaften des zugehorigen Randwertproblems kennzeichnet, exemplarisch an-
hand des Modellproblems des einaxialen Zuges ausgewertet. Die mit dem Verlust von
Elliptizitét verbundene Netzabhingigkeit der numerischen Losung wird mit Hilfe des ein-
dimensionalen Zugproblems veranschaulicht. Abschlieflend erfolgt eine kurze Diskussion
unterschiedlicher Erweiterungsstrategien, die durch eine verbesserte Modellbildung den
Verlust der elliptischen Eigenschaften verhindern und somit die Guigestelltheit des Pro-
blems bewahren konnen.

Die Beriicksichtigung hoherwertiger raumlicher Gradienten stellt eine elegante nichtlokale
Erweiterungsstrategie dar, die in Kapitel 6 erldutert werden soll. Nach einer kurzen Bereit-
stellung der erweiterten Finite Element Formulierung werden sowohl ein isotropes als auch
ein anisotropes gradientenerweitertes Schidigungsmodell vorgestellt. Die regularisierende
Wirkung gradientenerweiterter Kontinuumsmodelle wird anhand ausgewéihlter Beispicle
veranschaulicht. Durch die Gradientenerweiterung werden zusitzliche Materialparameter
erforderlich, deren Werte sich, wie gezeigt wird, mit Hilfe von Optimierungsverfahren im
Rahmen einer inversen Modellierung identifizieren lassen.

Das Microplane Konzept, das die allgemeine Basis dieser Arbeit darstellt, 148t sich als
Bindeglied zwischen der Mikroebene und der Makroebene interpretieren. Wihrend Kapi-
tel 7 der engen Verwandtschaft des Microplane Modells mit diskreten Partikelmodellen
gewidmet ist, soll in Kapitel 8 ein Vergleich mit makroskopisch phinomenologischen Ma~
terialmodellen diskutiert werden. Dieser kann insbesondere hilfreich sein, um eine syste-
matische Anpassung der Eingangsparameter des Microplane Modells an makroskopisch
mefibare Materialkenngrofien zu ermoglichen. Abschlieflend erfolgt in Kapitel 9 eine zu-
sammenfassende Bewertung der unterschiedlichen vorgestellten Simulationsstrategien.

(2
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Kapitel 2

Formulierung des Randwertproblems

Zur Einfihrung in die Thematik sollen in diesem Kapitel die grundlegenden Gleichun-
gen der geometrisch linearen Kontinuumsmechantk sowie thre numerische Umsetzung im
Rahmen der Finite Element Methode skizziert werden. Dazu werden zundchst die das me-
chanische Randwertproblem charokterisierenden Grundgleichungen und Randbedingungen
erliutert. Ausgehend von der zugehérigen schwachen Form wird die riumliche Diskreti-
sierung mittels der Methode der Finiten Elemente durchgefihrt. Die anschliefende Li-
nearisierung des entstehenden Gleichungssystems liefert den Ausgangspunkt inkrementell
iterativer Verfohren zur Lisung des im allgemeinen nichtlinearen Problems.

2.1 Allgemeines

Das mechanische Verhalten von Ingenieurstrukturen ist in der Regel hochgradig komplex,
so dafl es h#ufig nahezu unméglich ist, geschlossene analytische Ldsungen anzugeben.
In diesem Kapitel soll die Methode der Finiten Elemerite als klassischer Vertreter der
numerischen Verfahren vorgestellt werden, um das mechanische Antwortverhalten von
Strukturen computergestiitzt zu modellieren. Die Finite Element Methode stellt in der
heutigen Zeit ein fiir den Ingenieur unverzichtbares Werkzeug zur Simulation komple-
xer strukturmechanischer Vorginge dar. Durch den stetig wachsenden Einsatz moderner
Computertechnologien wurde die Entwicklung der Methode seit Ende der 60er Jahre stark
vorangetrieben. Die grundlegenden Ideen der Finite Element Methode gehen auf ARGY-
RIS [5], CLOUGH [57] und auch ZIENKIEWICZ {226] zuriick. Heute findet man zahlreiche
Lehrbiicher der Methode, zu den wohl bekanntesten zihlen diejenigen von ZIENKIEWICZ
& TavYLOR [228], HUGHES [93] und BATHE [9]. Mathematisch orientierte Ausfiihrungen
lassen sich beispielsweise STRANG & F1x [203] oder BRAESS {41} entnehmen.

Das Randwertproblem der klassischen Kontinuumsmechanik setzt sich aus der lokalen
Form der Impuisbilanz, der kinematischen Bestimmungsgleichung sowie einem Konstitu-
tivgesetz zusammen und wird durch geeignete Verschiebungs— oder Spannungsrandbedin-
gungen komplettiert. Auf eine ausfiihrliche Herleitung der mechanischen Grundgleichun-
gen wird an dieser Stelle verzichtet, detailierte Ausfiihrungen finden sich beispielsweise
in TRUESDELL & TOUPIN [216], TRUESDELL & NOLL [215], GREEN & ZERNA [84],
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MALVERN [140], MARSDEN & HUGHES [143] sowie auch STEIN & BARTHOLD {194]. Fiir
komplizierte Geometrien und Belastungen oder auch fiir ein komplexes Materialverhalten
158t sich der Satz der beschreibenden Gleichungen héufig nur noch numerisch 15sen, als
Werkzeug dient die Finite Element Methode. Der Grundgedanke dieser Methode basiert
auf der Zerlegung der zu untersuchenden Struktur in eine finite Anzahl von Elementen, de-
ren Verhalten im Rahmen der hier vorgesteliten, weitverbreiteten Verschiebungsmethode
durch die diskreten Verschiebungen an den Knoten dieser Elemente charakterisiert ist. Der
Zusammenbau aller Elemente liefert unter Einhaltung kinematischer Kompatibilitdtsbe-
dingungen ein globales Gleichungssystem mit den Knotenverschiebungen als Unbekannte.
Die fiir den Ingenieur relevanten Grofien, wie beispielsweise die Verzerrungen oder die
Spannungen, lassen sich anschlieBend in einer Nachlaufrechnung bestimmen.

Fiir den hier betrachteten Fall nimmt, das globale Gleichungssystem aufgrund des nichtli-
nearen Materialverhaltens eine nichtlineare Struktur an, so dafi zur Losung inkrementell
iterative Verfahren zum Einsatz kommen. Dazu wird die duflere Belastung schrittwei-
se aufgebracht und zu jedem Schritt wird iterativ der zugehérige Gleichgewichtspunkt
bestimmt. Besonders verbreitet ist in diesern Zusammenhang das NEWTON-RAPHSON
Verfahren, das die konsistente Linearisierung der beschreibenden Gleichungen erfordert,
um so in der Nihe der Losung quadratische Konvergenz garantieren zu konnen.

Im folgenden sind die einzelnen Schritte der Herleitung einer Finite Element Formulie-
rung kurz zusammengestellt. Die nachfolgenden Ausfiihrungen beschranken sich auf geo-
metrisch lineare, quasi—statische Problemstellungen. Weiterhin soll ausschlieflich ein ra-
tenunabhdngiges Materialverhalten betrachtet werden. Im Gegensatz zu dem in Kapitel 6
vorgestellten Gradientenkontinuum wird hier ein klassisches lokales Kontinuumsmodell
zugrunde gelegt.

2.2 Randwertproblem der Kontinuumsmechanik

Im folgenden definiere B C IR™™ die Konfiguration, die von dem zu beschreibenden
Koérper mit den Plazierungen & : B — IR"™ eingenommen wird. Es sollen nachfolgend
ausschlieBlich quasi-statische Probleme betrachtet werden, so daf @ # ®(¢). Die Defor-
matiorien des Korpers seien durch das vektorwertige Verschiebungsfeld w : B — IR™#m
charakterisiert. Unter der Annahme einer linearen Kinematik in Verbindung mit kleinen
Verzerrungen 1Bt sich das Tensorfeld der Verzerrungen € : B — IR™#m*"™im alg symme-
trischer Anteil des Verschiebungsgradienten

e=V"% in B (2.1)

darstellen. Das Tensorfeld der Spannungen o : B ~+ IR™m*™im erfijlle die lokale Form
der Impulsbilanz im Gebiet B,

dive+pb=0 in B (2.2)

wobei b : B — IR™#m das Vektorfeld der Volumenkrifte pro Dichteeinheit p symboli-
siert. Aufgrund der Drehimpulsbilanz ist das Spannungsfeld des klassischen BOLTZMANN
Kontinuums symmetrisch, so daf gilt o = o7 in B. Bei einer Beschrinkung auf ratenun-
abhingige Materialien lassen sich die Spannungen o durch die konstitutiven Gleichungen

o =o(eq) in B (2.3)
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als Funktion der Verzerrungen e und eines Satzes von internen Variablen, die im folgenden
in dem Vektor g zusammengefafit werden sollen, beschreiben. Der Rand 0B des Kérpers
B sei in disjunkte Untermengen 88 = 8B, U 8B; mit 88, N 8B, = } unterteilt, auf denen
entweder mit u? Randbedingungen vom DIRICHLET Typ oder mit ¢? Randbedingungen
vom NEUMANN Typ vorgeschrieben sind, vergleiche Abbildung 2.1.

u? - u =0 auf 0B,

(2.4)
tY — on =0 auf B,

2.3 Schwache Form des Randwertproblems

Die Integration der Impulsbilanz (2.2) iiber das Gebiet B und der NEUMANN Randbe-
dingungen (2.4.2) iiber den Gebietsrand 0B fiihrt nach einer skalaren Multiplikation mit
der vektorwertigen Testfunktion du : B — IR™, die den DIRICHLET Randbedingungen
(2.4.1) geniigen soll, auf folgende Darstellung.

/6u-[diva+pb]dv+/ du-[tP—o-n]dAd=0 V ju (2.5)
B on

Interpretiert man die Testfunktion du als virtuelle Verschiebung, so 148t sich die Herlei-
tung analog mittels des Prinzips der virtuellen Arbeit motivieren. Mit Hilfe der partiellen
Integration 148¢ sich die obige Gleichung unter Anwendung des GAUSS’schen Integralsat-
zes wie folgt vereinfachen.

/5Vu:ade-/5u~pde+ (5u-[a"n]dA+/ Su-[¥ —o-n|dd V du
B JB a8

% (2.6)
Einsetzen der kinematischen Beziehung (2.1) unter Berticksichtigung der Drehimpulsbi-
lanz, der konstitutiven Gleichungen (2.3) und der DIRICHLET Randbedingungen (2.4.1),
die im Gegensatz zu der Gleichgewichtsbeziehung (2.2) und den NEUMANN Randbedin-
gungen (2.4.2) in starker Form erfiillt werden sollen, fiihrt auf die folgende schwache Form
der Gleichgewichtsbeziechung.

/6e:a(e,q)dV:/6u~pde+ du-tdA YV du 2.7
B JB

B,

Schwache Form des Gleichgewichts

Physikalischer Raum R"n Isoparametrischer Raum (5

Abbildung 2.1: Diskretisiertes Gebiet B und isoparametrische Abbildung
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Hierbei reprasentiert der linke Teil der Gleichung die innere virtuelle Arbeit OWins, wihrend
die rechte Gleichungsseite die externe virtuelle Arbeit §W,,,; darstellt. Dementsprechend
1a8¢ sich die Gleichgewichtsbezichung (2.7) vereinfacht in der folgenden Form angeben,

Wit — W =0V bu (2.8)

wobei die interne und externe virtuelle Arbeit die folgende Form annehmen.

Wiy = /56 co(e,q) dV
5 (2.9)

Wt 1= /(5u-pde+/ Su -7 dA
B OBy

2.4 Diskretisierung

Die Diskretisierung des Gebietes B erfordert seine Zerlegung in n.y,, Finite Elemente
B = g Be, die im folgenden durch jeweils n,,q Knoten charakterisiert seien, ver-
gleiche Abbildung 2.1. Der Verschiebungsverlauf w innerhalb eines Elementes 148t sich
dementsprechend durch das Produkt aus Ansatzfunktionen N'(€) und diskreten Kno-
tenfreiheitsgraden d; aufsummiert iber alle n,.4 Elementknoten approximieren, wobei ¢
die natiirlichen Koordinaten der isoparametrischen Abbildung symbolisiert. Eine analoge
Diskretisierung gelte fiir die virtuellen Verschiebungen du.

Mnod Nenod

U = ZNI d[ € .= Z d[®VINI
o o - (210)
Sui= Y N'éd,  de:= Y 5d;® VN
I=1 I=1

Entsprechend ergibt sich der Gradient des Verschiebungsfeldes aus den aufsummierten
dyadischen Produkten der Knotenfreiheitsgrade mit den raumlichen Gradienten der An-
satzfunksionen V,N. Diese Gradienten der Ansatzfunktionen beziiglich der globalen Ko-
ordinaten @ lassen sich durch Anwendung der Kettenregel als Produkte aus der Inversen
der JAcoBI Matrix J mit den partiellen Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den
isoparametrischen Koordinaten VN T angeben, siche Abbildung 2.1.

V. NI =T VN it J:=Vea (2.11)

Unter der Voraussetzung der Kompatibilitdtsbedingung ergibt sich die elementbezogene
Version der Gleichgewichtsbeziehung (2.8) als Differenz der diskretisierten, elementspezi-
fischen internen und externen virtuellen Arbeitsausdriicke §W¢,, und §W¢

ext?
SWey = 0Wey =0V dd; (2.12)

wobei sich letztere als skalares Produkt der Variation der Elementfreiheitsgrade mit den
internen und externen Elementlasten darstellen lassen.

Tnod

SWey =Y odr- fh,  mit I, = VN - o(e,q) dV
ook o (2.13)
6W:xt = =

> odr- £,  mit o Npbdv+ | N t#dd
I=1 J Be aBs
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Geméfl dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ist die Aussage (2.12) dem Gleich-
gewicht der internen und externen Knotenkrifte £1, und £1, in allen n,,q Flementknoten
eines Elementes e dquivalent.

z(nt - émt =0 vV I= 1,5 oa (214)

2.5 Linearisierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird vorwiegend ein nichtlineares Materialverhalten untersucht,
bei dem sich der Spannungstensor als Funktion der Verzerrungen und eines Satzes von
internen Variablen darstellen 148t. Dieser Zusammenhang ist im allgemeinen hochgradig
nichtlinear, so daff die Losung der entstehenden Gleichungen, wie allgemein iiblich, in-
krementell iterativ im Rahmen eines NEWTON-RAPHSON Verfahrens bestimmt werden
soll. Dazu ist eine TAYLOR Reihenentwicklung der Gleichgewichtsbeziehung (2.14) um die
gendherte Losung zum Iterationsschritt n erforderlich. Diese liefert

I el I el n-1 o 6fmt - 8.fczl " o 2 —
[ 1= e Ad +0 (> A 0 (2.15)
int ext| ™ int ext Gd; Od J ] = .
J=1 ‘

J=1

wobel Ady = dj — d;-”'l die Differenz der diskreten Knotenfreiheitsgrade zum Iterations-
schritt n und n—1 darstellt. Im folgenden sollen von Gleichung (2.15) lediglich die Terme
bis zur linearen Ordnung in Ad,; beriicksichtigt werden. Unter der Annahme deforma-
tionsunabhéngiger duflerer Lasten, so dal fl, = const ergeben sich die entsprechenden
partiellen Ableitungen der Lastvektoren beziiglich der Knotenfreiheitsgrade wie folgt,.

od

Hierin bezeichnet €, den vierstufigen Materialtangententensor, der sich mittels der parti-
ellen Ableitung des Spannungstensors beziiglich des Verzerrungstensors €4y, 1= 00 /€|"~ !
definieren lift. Die linearisierte Gleichgewichtsbeziehung aus Gleichung (2.15) kann in
dem folgenden elementspezifischen Gleichungssystem zusammengefaBt werden, dessen Li-
sung die inkrementelle Anderung des Vektors der Elementfreiheitsgrade Ad := [Ady]
liefert.

Of i VN E4gp - VN AV und {af ot _o (2.16)
XTI

k-Ad=f,; -] (2.17)

int

Elementspezifisches linearisiertes Gleichungssystem

Die Elementsteifigkeitsmatrix k sowie der externe und interne Elementlastvektor £, und
£ ergeben sich hierbei wie folgt.

k = [kY ] omit kY YN Ein - VN7 dV
e

€ = [Fl, ] mit L / NipbdV + | N dA (2.18)
B¢

= (A mit = [ Oty
S
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Die Integralterme lassen sich mittels geeigneter Quadraturverfahren, beispielsweise mit
Hilfe der GAUSS’schen Integration, durch diskrete Auswertung an bestimmten Integra-
tionspunkten numerisch bestimmen, vergleiche ZIENKIEWICZ & TAYLOR (228], HUGHES
93] oder BaTHE [9]. Die Summe der individuellen virtuellen Arbeitsanteile aller Elemente
entspricht den virtuellen Arbeiten des Gesamtsystems entsprechend Gleichung (2.8) mit
Wiy = Sorem SWE, sowie 0Wep = 3,27 6W,,,. Dementsprechend liefert der Zusam-
menbau aller e = 1, .., Ny, Elemente

Netm Nelm Nelm Thetm

K:=Jk AD:=[JAd" Fu:= U, F'=Ur" (219
es=1 e=1 e=1

e=1

das inkrementelle globale Gleichungssystem der folgenden Form,

K- AD = Fq — F! (2.20)

int

Strukturspezifisches linearisiertes Gleichungssystem

wobei K und AD jeweils die globale Tangentensteifigkeitsmatrix und das Inkrement des
globalen Freiheitsgradvektors darstellen. Entsprechend beschreiben F** und F** die glo-
balen Lastvektoren der externen und internen Systemlasten.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ausschlieBlich ein materiell nichtlineares Verhalten unter-
sucht werden. Es ist dazu erforderlich, die Definition des Spannungstensors o = o'(€, q),
dessen Wahl sich insbesondere auf den Vektor der internen Krafte fl.! auswirks, in ent-
sprechender Form zu spezifizieren. Die Spezifizierung des Spannungstensors beeinflufit
durch den Materialtangententensor €y, ebenfalls die tangentiale Steifigkeitsmatrix k.
Da die betreffenden Integralterme zur Bestimmung der internen Elementkréfte sowie der
Elementsteifigkeitsmatrix entsprechend Gleichung (2.18) im folgenden numerisch ausge-
wertet, werden sollen, erfolgt sowohl die Ermittlung des Spannungstensors o als auch die
Bestimmung der Materialtangente Ein lediglich lokal auf der Ebene der Integrations-
punkte. Die zu diesem Zweck erforderliche Spezifizierung der Materialbeschreibung soll
in den folgenden Kapiteln ausfiihirlich dargestellt werden. Die numerische Umsetzung der
beschriebenen Modelle erfolgte im Rahmen des Finite Element Programms CARAT, siehe
STEGMULLER, BLETZINGER & KiMmIcH [193].



Kapitel 3

Klassische konstitutive (GGesetze

3.1 Allgemeines

Dieses Kapitel dient einer Einfihrung in die Materialmodellierung im Rahmen der Ther-
modynamik irreversibler Prozesse. Exemplarisch werden die klassischen konstitutiven Ge-
setze der isotropen Elasto—Plastizitit und der isotropen Elasto—Schidigung gegeniiber ge-
stellt. Nach einer physikalischen Motivation des phinomenologischen Plastizitdts— baw.
Schidigungsmodells wird die Herleitung des jeweiligen beschreibenden Gleichungssatzes
skizziert. Abschliefend erfolgt eine kurze Diskussion der speziellen Wahl der dquivalen-
ten Spannung bzw. Verzerrung fir ausgewdhlte klassische Materialgesetze. Die in die-
sem Kapitel bereitgestellten isotropen konstitutiven Gesetze bilden damit die Basis einer
microplane-basierten anisotropen Materialformulierung, die in Kapitel 4 hergeleitet wer-
den soll.

Dieses Kapitel ist der Charakterisierung inelastischen Materialverhaltens gewidmet. Ab-
bildung 3.1 zeigt schematisch den Spannungs—Dehnungsverlauf eines Materials, das iiber
die FElastizititsgrenze hinaus zyklisch beansprucht wurde. Im allgemeinen sind hierbei
sowohl irreversible plastische Verzerrungen als auch eine Degradation der elastischen Ei-
genschaften zu beobachten. Ein solches Verhalten kann im Rahmen der Thermodynamik
irreversibler Prozesse durch die Einfilhrung interner Variablen charakterisiert werden,
vergleiche TRUESDELL & TOUPIN {216}, TRUESDELL & NoLL [215], COLEMAN & NOLL
[59] und COLEMAN & GURTIN [58]. Das in Abbildung 3.1 dargestellte Antwortverhalten
148t sich insbesondere durch eine Kombination aus der Plastizititstheorie und der Konti-
nuumsschidigungsmechanik modellieren. Im Rahmen dieser Arbeit soll vereinfachend da-
von ausgegangen werden, daf} einer dieser beiden Mechanismen als vernachldssigbar klein
gegeniiber dem anderen, dominanten Mechanismus angesehen werden kann. Dementspre-
chend wird zuniichst die reine Plastizititstheorie und anschliefend die reine Kontinu-
umsschidigungsmechanik vorgestellt.

Die Herleitung der beiden Materialmodelle, die sich hier auf kleine Verzerrungen be-
schrianken sollen, erfolgt im Rahmen einer allgemeinen Vorgehensweise. Diese basiert auf
der Spezifizierung einer freien Energiefunktion ¥ als Funktion der Verzerrungen € und
eines Satzes von internen Variablen q. Die Auswertung des zweiten Hauptsatzes der Ther-
modynamik in Form der CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung liefert die konjugierten Grofien

13
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zu den Argumenten dieser freien Energiefunktion. Der elastische Bereich des jeweiligen
Materialmodells wird durch die Flie— bzw. Schidigungsfunktion @ charakterisiert. Im
Rahmen der Plastizitédtstheorie ist diese FlieBfunktion {iblicherweise spannungsbasiert for-
muliert und 148t sich als Differenz aus einer fiir das Materialverhalten charakteristischen
dquivalenten Spannung oder Vergleichsspannung und der jeweiligen Fliespannung an-
geben, vergleiche Abschnitt 3.2. Im Gegensatz dazu nimmt die in Abschnitt 3.3 vorge-
stellte Schiadigungsfunktion eine verzerrungsbasierte Form an und kann dementsprechend
als Differenz aus einer von der dquivalenten Verzerrung abhingigen Funktion und dem
Schadigungsparameter selbst angegeben werden. Selbstverstindlich sind auch verzerrungs-
basierte Plastizititsformulierungen bzw. spannungsbasierte Schidigungsmodelle denkbar,
siehe beispielsweise StMO & JU [190], LEMAITRE & CHABOCHE [126] oder SUANNO [205].
Diese sollen jedoch hier nicht weiter behandelt werden.

Die Auswertung der zugehdrigen Dissipationsungleichung liefert unter Einhaltung der
Fliefi— bzw. Schidigungsfunktion als Nebenbedingung die Evolutionsgleichungen der je-
weiligen internen Variablen sowie die KUBN-TUCKER Bedingungen, die als Be— und Ent-
lastungsvorschriften dienen. Wihrend die Losung der Evolutionsgleichungen der Plasti-
zitdtstheorie in der Regel ein Zeitintegrationsverfahren erfordert, kann die Evolutions-
gleichung der Kontinuumsschidigungsmechanik fiir den hier vorgestellten spezicllen Fall
explizit gelost und in direkter Darstellung angegeben werden.

Die physikalische Motivation, die geschichtliche Entwicklung der jeweiligen Materialmo-
delle sowie die Herleitung der zugehorigen konstitutiven Gesetze soll im folgenden zunichst
anhand der klassischen Plastizitdtstheorie und anschlieend anhand der Kontinuumsschadi-
gungsmechanik dargestellt werden. Dabei sind die vorgestellten Modelle zunichst auf
isotrope Materialien beschrinkt. Weiterhin sollen ausschlieflich lokale Materialmodelle
betrachtet werden, fiir die sich die Spannungsantwort eines materiellen Punktes stets al-
lein aus der Geschichte dieses Punktes selbst bestimmen 148t. Diese werden im Sinne
von NOLL als ‘simple materials’ bezeichnet, vergleiche TRUESDELL & NoLL [215]. Eine
Erweiterung auf anisotrope, nichtlokale Materialmodelle erfolgt in Kapitel 4 bzw. 6.

Iva
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung inelastischen Materialverhaltens
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3.2 Plastizitdtstheorie

Die Plastizititstheorie dient der phinomenologischen Beschreibung der Entstehung irre-
versibler Verzerrungen. Dabei ist die makroskopisch phinomenologische Charakterisierung
stark an das Materialverhalten auf der Mikroskala angelehnt. Die plastischen Verformun-
gen der Mikrostruktur, die primar durch schubdominante Beanspruchungen hervorgerufen
werden, sind im wesentlichen durch das Abgleiten mikroskopischer Elemente, wie bei-
spiclsweise der Atome eines Kristallgitters, entlang materialspezifischer ausgezeichneter
Gleitebenen gekennzeichnet. Die reine Plastizititstheorie ist hierbei lediglich in der Lage,
die Entwicklung der aufgrund des Gleitvorganges entstehenden irreversibler Verzerrungen
zu charakterisieren. Dabei bleiben die elastischen Materialeigenschaften im Modell unbe-
einflut, so daf das Spannungs-Dehnungs Verhiltnis bei Ent— und Wiederbelastung stets
dem urspriinglichen Ausgangsverhiltnis entspricht.

Abbildung 3.2 zeigt das mikromechanische Modell der Plastizitit. Im unbelasteten Aus-
gangszustand erkennt man die regelmiflig angeordneté Struktur von Mikroelementen. In
der klassischen Metallplastizitit stellen diese Elemente die einzelnen Atome eines Kri-
stallgitters dar, wahrend man sich die Mikroelemente im Rahmen der Plastizititstheorie
kohésiver Reibungsmaterialien beispielsweise als diskrete Sandkdrner vorstellen kann. Bis
zu einer bestimmten kritischen Grenzlast, die durch die FlieBspannung gekennzeichnet
ist, bleibt die Anordnung der Struktur unversindert. Die auftretenden Verformungen sind
ausschlielich durch die Anderung der Abstinde der einzelnen Elemente zueinander ge-
kennzeichnet und somit rein elastisch. Bei einer Beanspruchung jenseits der FlieBgrenze
hingegen beginnen einzelne Schichten von Mikroelementen aneinander abzugleiten. Wie
in Abbildung 3.2 skizziert, erfolgt dieser Gleitvorgang bevorzugt entlang ausgezeichne-
ter Ebenen, die durch die dichteste Packung von Mikroelementen charakterisiert sind.
Wiéhrend die mit dem Gleiten verbundene Gestaltsinderung in metallischen Materialien
nahezu isochor verlduft, ist der Gleitvorgang in Geomaterialien aufgrund einer Auflocke-
rung des Korngefiiges mit einer Volumendilatation verbunden. Bei metallischen Mate-
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Abbildung 3.2: Mikromechanisches Modell der Elasto-Plastizitit
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rialien fithrt der plastische Fliefivorgang auf ein makroskopisch verfestigendes Verhalten,
das sich mittels der gegenseitigen Behinderungen einzelnder Versetzungen erkliren 1i8t.
In Abbildung 3.2 hingegen ist ein entfestigendes Verhalten skizziert, wie es bei Geoma-
terialien, bedingt durch eine Auflockerung des Korngefiiges, beobachtet werden kann. In
beiden Fallen ist die Deformationsfigur durch irreversible Verformungen, verbunden mit
einer Anderung der Positionen einzelner Mikroelemente, geprigt. Bei einer Entlastung,
deren Pfad parallel zum Erstbelastungspfad erfolgt, verbleiben plastische Dehnungen.
Im Gegensatz zur Kontinuumsschidigungsmechanik, die ein relativ junges Forschungsge-
biet darstellt, sind die Anfinge der heutigen Plastizitdtstheorie bereits mehr als ein Jahr-
hundert alt. Die wohl #&lteste Charakterisierung des plastischen Materialverhaltens geht
auf TRESCA [213] zuriick, der anhand zahlreicher Versuchsreihen an metallischen Werk-
stoffen die Analogie des inkompressiblen plastischen FlieBens von Festkorpern zum Verfor-
mungsverhalten von Fluiden aufzeigen konnte. Erstmals wurden diese Beobachtungen von
LEvy [127] in einem allgemeinen Gleichungssatz fiir dreidimensionale Kontinua formu-
liert. Die ersten Fliefformulierungen von TRESCA [214] und MOHR [155], die als Grundlage
der heutigen Plastizititstheorie verstanden werden kénnen, sind durch die fiir das Fliefen
verantwortliche Hauptschubspannung als Differenz der ersten und dritten Hauptspannung
gekennzeichnet. Die klassische VON MIsEs Plastizitit [153] hingegen, die zu Beginn dieses
Jahrhunderts entwickelt wurde, beriicksichtigt zusitzlich die zweite Hauptspannung. So
entsteht eine FlieBformulierung, die iiblicherweise auch als Jo—Plastizitét bezeichnet wird,
da ihre Vergleichsspannung der zweiten Invarianten des Spannungsdeviators entspricht.
Den Plastizititsformulierungen nach TRESCA [214] und voN Misgs [153] liegt die An-
nahme zugrunde, daf das plastische Flieflen einen rein isochoren Vorgang darstellt. Fiir
metallische Materialien, die durch ein reines Schubversagen gekennzeichnet sind, ist diese
Annahme durchaus gerechtfertigt. Anders ist jedoch das plastische Verhalten von Geo-
materialien stark von dem hydrostatischen Druck gepragt. Es kann durch Fliefifunktionen
charakterisiert werden, die zusitzlich zum Einflufl der Schubspannungsterme die erste In-
variante des Spannungstensors beriicksichtigen, wie etwa die klassische MOHR-COULOMB
[155] Formulierung sowie die speziell fiir Geomaterialien entwickelte DRUCKER-PRAGER
[67] Plastizitiit. Erweiterte Plastizitdtsmodelle beinhalten zusétzlich die dritte Invariante
des Spannungsdeviators, um das unterschiedliche Kompressions- und Extensionsverhalten
abbilden zu kinnen, vergleiche EHLERS [71] oder WiLLaM, HANSEN & KANG [225].
Mitte der 20er Jahre gelang HENCKY [86] die erste geschlossene Beschreibung des pla-
stischen Materialverhaltens mittels einer Theorie, die heute allgemein unter dem Begriff
Deformationstheorie gelsufig ist. Im Gegensatz zu der nicht immer eindeutigen Deforma-
tionstheorie, die lediglich einen Zusammenhang zwischen den totalen Spannungen und
Verzerrungen definiert, liefert die kurze Zeit darauf von PRANDTL und REUSS vorgestell-
te Fliefitheorie selbst fiir zyklische Belastungen stets eine eindeutige Losung, vergleiche
REUsS [179]. Aus diesem Grund basieren die heutigen Plastizitétsformulierungen nahezu
ausschlieBlich auf der letztgenannten Theorie, die durch die geschichtsabhéngige Charak-
terisierung der Bezichung zwischen Spannungs— und Verzerrungsraten gekennzeichnet ist.
Da die Plastizititstheorie, verglichen mit der Kontinuumsschidigungsmechanik, ein all-
gemein akzeptiertes, weitverbreitetes Werkzeug zur Beschreibung inelastischen Material-
verhaltens darstellt, soll an dieser Stelle auf detailiertere Ausfithrungen verzichtet werden.
Zur susfiihrlichen Beschreibung der Theorie sei auf die klassischen Werke von NADAI [160]
und HILL [88] sowie modernere Zusammenstellungen von MANDEL [142], LEMAITRE &
CHABOCHE [126], LUBLINER [132], MIEHE [147] sowie SIMO & HUGHES [189] verwiesen.
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3.2.1 Isotrope Elasto—Plastizitit

Im folgenden Abschnitt wird kurz die Herleitung der Grundgleichungen der isotropen
Elasto-Plastizitdt skizziert. Unter der hier postulierten Annahme kleiner Verzerrungen
148t sich der Verzerrungstensor €, der dem symmetrischen Anteil des Verschiebungsgra-
dienten entspricht, additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil € und €
zerlegen.

e=¢? e (3.1
Die freie HELMHOLTZ Energic ¥ kann als Funktion der Gesamtverzerrungen sowie der
internen Variablen q = {€, x} angegeben werden. Diese setzen sich aus den plastischen
Verzerrungen €”' und einer das isotrope Verfestigungsverhalten charakterisierenden Gréfe
# zusammen. Damit kann die freie Energiefunktion wie folgt spezifiziert werden,

W:w@wﬁpﬂwpfm+ﬁnmmk (3.2)

wobei W die gespeicherte Energie bezeichnet, die sich aus der zweifachen Verjiingung des
vierstufigen Elastizitdtstensors £% mit den elastischen Verzerrungen ergibt.

W=W(e—e') = % [e— €] €7 [e— €] (3.3)

Der zweite Summand in (3.2) charakterisiert das Verfestigungsverhalten als Funktion der
Fliespannung ¢. Die CLausius-DuUHEM Ungleichung,

D=P-¥>0 mit P=o:é (3.4)

die aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik hervorgeht, liefert eine Restriktion
fiir die konstitutiven Gleichungen. Sie besagt, da die Dissipation D, die Differenz aus
Spannungsleistung P und Evolution der freien Energie ¥, zu keiner Zeit des Prozesses
negativ sein darf. Die Auswertung der isothermen Version der CLAUSIUS-DUHEM Unglei-
chung nach COLEMAN & NOLL [59] bzw. COLEMAN & GURTIN [58] liefert die Definition
des Spannungstensors o als konjugierte Grifie zu den elastischen Verzerrungen,

o B
C= 5 E% [e — epl] (3.5)
sowie die verbleibende Dissipationsungleichung.
D=c:é-¢i>0 (3.6)

Es ist iiblich, die Fliefunktion ® als spannungsbasiertes Versagenskriterium charakteri-
siert durch die Differenz der Vergleichsspannung ¢(e) und der FlieBspannung ¢(x)

o2
YT e

anzugeben, wobei v den Normalentensor auf die FlieBfliche im Spannungsraum darstellt.
Mit Hilfe des Postulats der mazimalen Dissipation 148t sich die Dissipationsungleichung
(3.6) in ein mathematisches Optimierungsproblem mit der FlieBfunktion (3.7) als Neben-
bedingung iiberfiihren, vergleiche LUENBERGER [133]. Der hierzu erforderliche LAGRAN-
GE’sche Multiplikator 4 wird als plastischer Multiplikator bezeichnet. Die Stationaritiit
des zugehorigen Sattelpunktproblems

L=-D+40=—a:&+¢i+% [p(o)~ d(k)] — stat (3.8)

©=®0(0,¢) = (o) —$(k) <0 mit (3.7)
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liefert mit dem plastischen Potential &* = & sowohl die Evolutionsgleichungen der plasti-
schen Verzerrungen und der Verfestigungsvariablen,

oL - . . ) . odP*
= —&" +ypu =20 - & =4p mit n=
do do (39)
oc _ k=3 =0 - Kk =1
9 = yo= =5
als auch die Be— und Entlastungsvorschriften in Form der KUHN-TUCKER Bedingungen
<0 420 by=0 (3.10)
und die Konsistenzbedingung. ‘
Py=0 (3.11)

Deren Auswertung fiihrt unmittelbar auf die Evolutionsgleichung des plastischen Multi-
plikators ¥,
1
f'y:TV:E”l:é mit h=H4+v:E%:p (3.12)
L
wobei H den isotropen Verfestigungsmodul bezeichnet. Dieser 148t sich mit Hilfe der
Evolutionsgleichung der Flielspannung definieren.
. )
=HA it H=— 3.13
) £ mi B (3.13)

Der vierstufige elasto-plastische Tangentenoperator £, der die Beziehung zwischen

Spannungs- und Verzerrungsraten charakterisiert, so dafi o = &% : & nimmt damit
die folgende Form an.

1
EP =€~ 7 £ pov: £ (3.14)

Aufgrund der Herleitung iiber das Postulat der magzimalen Dissipation entspricht die Flief}-
richtung p in diesem Fall gerade der Normalen auf die FlieBfliche v, weshalb eine der-
artige FlieBregel auch als Normalenregel bzw. die zugehorige Plastizitatsformulierung als
assozitert bezeichnet wird. Es ist offensichtlich, dafl eine solche assoziierte Plastizitdts-
formulierung, die die Konvezitit der Fliefifliche impliziert, fiir v = p auf symmetrische
elasto—plastische Tangentenoperatoren fiihrt, vergleiche Tabelle 3.1.

Freie Energie T = U(ee k)=1/2et: €4 e+ [Fo(x) di
Spannungen o = 00 /0 \ o= E%:[é— &
Fliespannung ¢ =0V /dk b= Hk
Flieffunktion ® =y(o)—dk) < 0

Evolutionsgleichungen & =400 /[ do ko=
KuaN—-TUCKER Bedingungen v > 0 ® <0 Yo =0
Konsistenzbedingung 4d=0

Tangentenmoduli EFX =0T [ per = EV_1/h EF pv: EY

Tabelle 3.1: Isotrope Elasto—Plastizitit - Konstitutive Gleichungen
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3.2.2 Charakterisierung unterschiedlicher Plastizititsmodelle

Im vorigen Abschnitt wurde die thermodynamische Herleitung eines isotropen Plasti-
zitdtsmodells skizziert. Es ist leicht ersichtlich, daf§ die Spezifizierung eines Plastizitits-
modells stark von der Wahl der dquivalenten Spannung (o) beeinfluft wird. Im fol-
genden sollen daher kurz einige der bekanntesten Vergleichsspannungsmodelle und die
daraus resultierenden Plastizitdtsformulierungen erldutert werden. Die Wahl der &qui-
valenten Spannung definiert die Normale v auf die Flieffliche im Spannungsraum. In
Abschnitt 3.2.1 wurde postuliert, dafi die zugehorige Fliefirichtung g¢ dieser Normalen-
richtung entspricht. Eine alternative Wahl der Fliefrichtung, die auf eine nicht-assoziierte
Plastizitiitsformulierung fithrt, wird im zweiten Teil dieses Abschnitts diskutiert.

Aquivalente Spannung

Waihrend sich fiir metallische Werkstoffe mit nahezu identischen Druck~ und Zugfestigkei-
ten druckunabhiingige FlieBformulierungen wie beispielsweise die Plastizitdtstheorie nach
TRESCA [214] oder die VON Mises Plastizitit [153] anbieten, eigenen sich fiir dilatante
Geomaterialien druckabhingige Definitionen der Vergleichsspannung, entsprechend dem
Plastizitétsmodell von MOHR~COULOMB [155] oder DRUCKER-PRAGER [67]. Die unter-
schiedlichen Vergleichsspannungen der einzelnen Modelle sind in Tabelle 3.2 gegeniiber
gestellt.

p = (o)
TRESCA[214] p=lor— o] /2 Vo orrr=123 140D
MoHR—COULOMB {155] p=[or—onl/2+alor+on)/2 Y rr=123 1200
voN Misgs [153)] p=1+/T
DRUCKER-PRAGER [67] @ =+/T+al

Tabelle 3.2: Unterschiedliche Definitionen der dquivalenten Spannung

Abbildung 3.3 zeigt die resultierenden FlieSfunktionen des MOHR~COULOMB sowie des
DRUCKER-PRAGER Modells in der Deviatorebene, der sogenannten II-Ebene, sowie im
Invariantenraum. Wiahrend das MoHR-CoOULOMB Kriterium als klassischer Vertreter der
Mehrfliichen-Plastizitit eine sechsseitige Pyramide darstellt, nimmt das DRUCKER-PRA-
GER Modell eine Kegelform an. Die Fliefffunktionen nach TRESCA und VON MISES erge-
ben sich jeweils als vom hydrostatischen Druck unabhéngige Spezialfille mit o = 0. Da
fiir zweidimensionale Formulierungen nur zwei Hauptspannungen o; und oj; existieren,
sind das MOHR-CoULOMB und das DRUCKER-PRAGER Modell in diesem Fall identisch,
gleiches gilt fiir das TRESCA und vON MISES Kriterium.

Assoziierte und nicht-assoziierte Plastizitdtsmodelle

Fiir metallische Materialien entspricht die Normalenrichtung auf die FlieBfliche in erster
Niherung der Richtung des plastischen Flieflens, » || p. Die resultierende Plastizitatsfor-
muierung ist konform mit dem Postulat der maximalen Dissipation und wird als assoziiert
bezeichnet, vergleiche Abschnitt 3.2.1. Fiir dilatante Geomaterialien hingegen wiirde eine
derartige Normalenregel zur Bestimmung der FlieBrichtung die volumetrischen Verzer-
rungen extrem iiberschiitzen. Es ist in diesem Zusammenhang iiblich, die Fliefrichtung
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als Normale auf ein unabhingig von der FlieBfunktion @ zu spezifizierendes plastisches
Potential ®* zu definieren, vergleiche beispielsweise DRUCKER & PRAGER [67]. Damit ist
die Normalenrichtung auf die Fliefliche nicht mehr identisch der Fliefirichtung » |} u, so
daB die zugehérige Fliefformulierung als nicht-assoziiert bezeichnet wird. Die zugehdrigen
Grundgleichungen, die nun nicht mehr dem Postulat der maximalen Dissipation geniigen,
fithren auf unsymmetrische Tangentenoperatoren. Dies wirkt sich insbesondere auf das
Materialversagen aus, das, wie in Kapitel 5 gezeigt wird, fiir nicht-assoziierte Modelle
frither eintreten kann, als fiir assoziierte Plastizitatsformluierungen. )

$, o v m
vON MisEs {153 b =hh-¢ v =0 ]2/ ]3] !

v
assoziiert =/, —¢ w= o 12/ ] "
DRUCKER-PRAGER [67] | & =L +al—¢ |v=0"/2/T]+al |

' v
assozliert & =/ h+alh—¢ = o /[2\/ ]3] + ol H
DRUCKER-PRAGER [67] |® =VE+ali—¢ |v=0c®/2/]]+al

H (R * ‘ ] * dev * v wu’
nicht—assozilert O =L +a'l) ¢ | p=0o%/2y ] +a’l

Tabelle 3.3: Assoziierte und nicht-assoziierte Plastizitdtsmodelle

In Tabelle 3.3 sind beispielhaft die Flieffunktion und das plastische Potential sowie die zu-
gehorigen Normalentensoren fiir die vON MisEs und die DRUCKER-PRAGER Plastizitét
gegeniiber gestellt, Wihrend die ersten beiden Tabellenzeilen cine assozilerte Fliefformu-
lierung mit v || g charakterisieren, stellt die letzte Zeile eine fiir Geomaterialien typische
nicht-assoziierte Fliefformulierung mit » |f p dar, wie sie in Kapitel 8 ausfiihrlich unter-
sucht wird. :

DRUCKER-PRAGER ¢ > 0 MoHR-CouLomB a > 0
vONMises a =0 TrESCA @ = 0

Inr

Abbildung 3.3: Unterschiedliche FlieBflichen
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3.3 Kontinuumsschidigungsmechanik

Im Gegensatz zur Plastizititstheorie ist die Kontinuumsschidigungsmechanik der phino-
menologischen Beschreibung der mit der Deterioration eines Materials verbundenen Me-
chanismen gewidmet. Das zugrunde liegende Versagensverhalten findet auf unterschiedli-
chen Skalen statt, beginnend mit der Akkumulation von Mikrospannungen in der Nihe
von Mikrodefekten und inneren Grenzschichten sowie dem Versagen atomarer Verbindun-
gen auf der Mikroskala. Eine natiirliche Konsequenz dieser mikroskopischen Defekte ist
die Bildung von Mikrorissen und Mikroporen auf der Mesoskala sowie, bei weiterer Bela-
stung, deren Wachstum und Zusammenschluff zu makroskopisch sichtbaren Rifimustern.
Wihrend sich die Versagensvorginge auf der Mikro- und Mesoskala mit Hilfe der Schidi-
gungstheorie im Rahmen der Mechanik kontinuierlich deformierbarer Kérper beschreiben
lassen, fallen die diskontinuierlichen Versagensmechanismen auf der Makroskala eher in
das Gebiet der Bruchmechanik.

So beschrinkt sich die Kontinuumsschiidigungsmechanik auf die Beschreibung der Schidi-
gungsvorgange auf der atomaren Ebene bis hin zur Rifiinitilerung. Auf Atomebene beginnt
das Versagen mit der Reduktion der Anzahl der atomistischen Verbindungen. Da diese
hauptséchlich die elastischen Eigenschaften des Materials beeinflussen, kann die Schidi-
gung im wesentlichen als die Degradation der elastischen Materialeigenschaften verstan-
den werden, so dafl mit einer reinen Elasto-Schidigung keine irreversiblen Dehnungen
verbunden sind. In der Realitét findet man hiufig Kombinationen aus der Abminderung
der elastischen Eigenschaften sowie auftretenden irreversiblen Verzerrungen, die durch
eine Kopplung von Kontinuumsschidigungsmechanik und Plastizititstheorie beschrieben
werden konnen. Fiir betonartige Materialien kann jedoch insbesondere im Zugbereich der
Schadigungsmechanismus als dominant gegeniiber dem Plastizitiitsversagen angenommen
werden, da das Versagensverhalten eher von quasi-sproder Natur ist. Dieses quasi-sprode
Verhalten fithrt auf stark lokalisierte Versagensformen und ist infolgedessen mit hohen
réumlichen Gradienten der Schidigungsgrofen verbunden.

Abbildung 3.4: Mikromechanisches Modell der Elasto-Schidigung
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Seit der Einfithrung des skalaren Schidigungskonzeptes Ende der 50er Jahre ist das Inter-
esse an dem Gebiet der Kontinuumsschidigungsmechanik als Werkzeug zur phinomeno-
logischen Beschreibung der Degradation mechanischer Eigenschaften stetig angewachsen.
Der Begriff der Schiidigungsmechanik wird heute unmittelbar mit KAcHANOV [102] in Ver-
bindung gebracht, der erstmals eine skalare Gréfe zur phdnomenologischen Beschreibung
der Deterioration der Materialeigenschaften eingefiihrt hat. Allerdings wihlte KACHANOV
als Beschreibungsgrofe die Kontinuitit des Materials ¥ := [Ag — Ay /4o mit 1 > W > 0,
wobei Ay die geschiidigte Fliche und Ay die urspriinglich ungeschidigte Ausgangsflache
darstellt. Kurz darauf gelang RABOTNOV [176] die Formulierung des “Konzeptes der ef-
fektiven Spannungen”, das einen Bezug zwischen den nominalen Spannungen und den im
geschiidigten Material herrschenden effektiven Spannungen herstellt. Danach blieben diese
grundlegenden Ideen, die heute die Basis der Kontinuumsschédigungsmechanik darstellen,
iiber ldngere Zeit hinweg weitestgehend unbeachtet.

Erst zu Beginn der 70er Jahre wurde das Interesse an der phinomenologischen Beschrei-
bung von Schidigung wieder neu geweckt. Anstelle der Kontinuitdt wurde die Schadi-
gungsvariable d := 1 — U eingefithrt, und der Begriff der skalaren Schidigung konnte
als effektive Fldchendichte von Mikrodefekten d := A,/A, verstanden werden. Abbil-
dung 3.4 illustriert das mikromechanische Modell der Schidigung mit Hilfe der parallelen
Anordnung einer unendlichen Anzahl von Fasern, vergleiche KrAICINOVIC [106]. Im Aus-
gangszustand ist die geschadigte Fliache identisch Null, es ist also dementsprechend keine
Schidigung vorhanden d = 0. Zunehmende Belastung fiihrt auf sukzessives Versagen ein-
zelner Fasern und ist mit einem Abfall der Spannungs-Dehnungskurve verbunden. Die
effektive Flichendichte der gebrochenen Fasern wichst, so auch der Schadigungsparame-
ter, es gilt 0 < d < 1 sowie d > 0. Unter Entlastung kehrt die Spannungs—Dehnungskurve
wieder zum Ursprung zuriick, es sind weder irreversible Verzerrungen noch eine zusitzli-
che Schidigungsakkumulation zu beobachten, so dafi d=0.

Mittels dieser anschaulichen Interpretation gelang es vor allem LEMAITRE [123],(124],
KraJciNovIc [105], KACHANOV [103] und CHABOCHE [53], das Konzept der isotropen
Kontinuumsschidigungsmechanik im Rahmen der Thermodynamik irreversibler Prozes-
se aufzubereiten, wobei die skalare Schidigungsgrofie d als interne Variable eingefiihrt
wurde. Um den unterschiedlichen Versagensphinomenen Rechenschaft zu tragen, wurden
zahlreiche differenzierte Schidigungsmodelle fiir duktile Schidigung, Kriechschidigung,
Ermiidungsschidigung sowie viskose Schidigung formuliert und seit Ende der 80er Jahre
in umfangreichen Ubersichtsbiichern versffentlicht, siehe LEMAITRE & CHABOCHE [126],
KAcHANOV [103], KrAJCINOVIC & LEMAITRE [108], LEMAITRE [125] sowie KRAJCI-
NOVIC [106]. Eine weitere Vereinfachung konnte die Kontinuumschadigungsmechanik mit
den Beitriigen von SiMo & Ju [190] und Ju [99] erfahren, die eine Methode vorstellten,
die es erméglichte, die Evolutionsgleichung der Schadigungsvariablen durch eine ratenfreie
explizite Gleichung zu ersetzen. So konnte die algorithmische Effizienz der numerischen
Umsetzung bemerkenswert verbessert werden. Eine sehr gute zusammenfassende Klassi-
fizierung unterschiedlicher isotroper Schédigungsmodelle bictet die Ubersichtsversffentli-
chung von CAROL, Rizz1 & WiLLAM [50].

Es ist abschliefend zu erwihnen, dafl unter Zuhilfenahme einer einzigen Schidigungsvaria-
blen lediglich eine bestimmte Klasse der isotropen Schidigung abgebildet werden kann,
da der skalarwertigen Schidigung die Annahme einer unveréinderlichen PoOI1ssoN Zahl
zugrunde liegt. Im allgemeinen Fall der isotropen Schidigung miifiten also zwei Schidi-
gungsvariablen eingefiihrt werden, um die beiden Elastizitdtskonstanten unabhéngig von-
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einander abmindern zu kénnen, vergleiche Ju [100].

Die isotrope Schadigungstheorie zeichnet sich vor allem durch ihre Einfachheit, ihre extrem
hohe Effizienz und relativ gute Genauigkeit fiir die meisten praktischen Anwendungen, die
proportionalen Belastungszustinden unterliegen, aus. Jedoch konnte experimentell, insbe-
sondere in quasi-spréden Materialien wie Beton, ein stark richtungsabhingiger Charakter
der Schidigung beobachtet werden. Auf der Mikroebene dufert sich diese Richtungs-
abhéngigkeit durch Ausbildung von Mikrorissen, die nahezu orthogonal zur Richtung der
maximalen Hauptspannung angeordnet sind. Die Annahme von gleichmiflig verteilten,
kugelfésrmigen Mikroporen, die der isotropen Schidigung zugrunde liegt, wird offensicht-
lich verletzt, so dafl eine anisotrope Materialbeschreibung erforderlich wird. Die einfach-
sten Modelle der anisotropen Schidigung basieren auf der Einfithrung einer vektorwer-
tigen Schidigungsvariablen, vergleiche KraJCINOVIC & FONESKA [107). Sie kénnen als
natiirliche Erweiterung der Interpretation von Schidigung als effektive Flichendichte von
Mikrodefekten verstanden werden. Der Schidigungsvektor d 148t sich als Produkt der fiir
eine Materialebene charakteristischen Schidigung d,, mit der Ebenennormalen n bestim-
men, so daf gilt d = d, n. Ein wesentlicher Vorteil dieses Modells, das spiter mit dem
Microplane Modell auf die Beriicksichtigung mehrerer charakteristischer Materialebenen
erweitert wurde, ist zweifelsohne seine anschauliche physikalische Interpretationsméglich-
keit.

Von MURAKAMI [159] wurde ein zweistufiger Schidigungstensor eingefiihrt, der die Dich-
te von Mikrodefekten in den Flichen orthogonal zu den Hauptspannungsrichtungen be-
schreiben konnte. Eine Erweiterung des Modells im Rahmen der geometrisch nichtlinearen
Theorie wurde von STEINMANN & CAROL [199] vorgestellt. Dieses Modell, das lediglich
drei Schddigungsparameter benétigt, ist aufgrund seiner Einfachheit sehr beliebt, jedoch
ist es auf eine bestimmte Klasse orthotropen Materialverhaltens beschrinkt. Weiterhin
erfordert es die nachtrigliche Symmetrisierung des Spannungstensors, da die Symmetrie-
erhaltung der Spannungen in einem zweistufigen Schéiidigungsmodell nicht notwendiger-
weise gewihrleistet ist. Der von MURAKAMI beschriebene zweistufige Schidigungstensor
wurde von CORDEBOIS & SIDOROFF [61] aufgegriffen, um mit seiner Hilfe einen Schadi-
gungstensor vierter Stufe einzufiihren, vergleiche auch JIRASEK [97] sowie CAROL, RizzI
& WiLLaM [51]. In einer noch allgemeineren Form wurden sogar achtstufige Schidigungs-
tensoren definiert. In der Regel bleibt jedoch zu bemerken, daf die Interpretierbarkeit
und die physikalische Bedeutung der einzelnen Tensorkomponenten fiir hoherwertige Ten-
soren immer schwieriger wird. Héufig werden deshalb analytische Losungen aus mikro-
mechanischen Untersuchungen wie beispielsweise fiir ein Feld paralleler Mikrorisse oder
gleichmifBig verteilter Mikroporen zur Motivation htherwertiger Schidigungstensoren her-
angezogen. Ein solches Vorgehen ist ausfiihrlich in den Vertffentlichungen von CHABOCHE
[52, Ju [101], LuBARDA & KRAJCINOVIC [131], BRUHNS & SCHIESSE [44] sowie in den
Ubersichtsbiichern von NEMAT-NAssER & Horl [161] und KRAICINOVIC [106] beschrie-
ben.

Die Entwicklung der Modellbildung einer anisotropen Schidigung kann demnach, im Ge-
gensatz zur isotropen Schidigung, noch immer nicht als beendet angesehen werden. Ob-
wohl die Beschreibung der anisotropen Schidigung im Rahmen der Thermodynamik ir-
reversibler Prozesse seit Mitte der 80er Jahre als so gut wie abgeschlossen gilt, mangelt
es heute noch immer an einer einheitlichen Notation sowie einer allgemein akzeptierten
Theorie zur Interpretation der zur Schidigungsmodellierung notwenigen Gréfen.
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3.3.1 Modelle der Degradation

Effektive Spannungen —~ Verzerrungsiquivalenz

Das “Konzept der effekiiven Spannungen” wurde erstmals zu Beginn der 60er Jahre von
RaBoTNOV [176] formuliert. Es besagt, daf die effektiven Spannungen & als die nomi-
nalen Spannungen o bezogen auf die infolge der Schidigung abgeminderte Querschnitts-
fliche verstanden werden konnen. Im verallgemeinerten Fall der anisotropen Schidigung
stellt sich die damit verbundene Abbildung des physikalischen Raums in den effektiven
Spannungsraum durch den vierstufigen Tensor [z - D]_l dar, der den aktuellen Schédi-
gungszustand mittels der Differenz des vierstufigen Einheitstensors Z und des vierstufigen
Schidigungstensors D charakterisiert.

§:=[I-D]" o (3.15)

Fiir den Sonderfall der isotropen Schidigung 148t sich der vierstufige Schidigungstensor
als der mit der skalarwertigen Schidigungsdichte d gewichtete Einheitstensor darstellen
D = d I, so daB sich die allgemeine Definition der cffektiven Spannungen wie folgt

vereinfachen 1aft. L
0= "0 3.16

o4 (3.16)
Desweiteren konnen infolge der von LEMATTRE [123], [126] postulierten “Hypothese der
Verzerrungsdquivalenz” die Verzerrungen assoziiert mit dem aktuellen Schidigungszu-
stand unter den nominalen Spannungen als fquivalent zu den Verzerrungen eines un-

geschiidigten Materials unter den effektiven Spannungen aufgefaBt werden.
e=El g =€ 6 (3.17)

Durch Einsetzen der Definition der effektiven Spannungen erhélt man unmittelbar die De-
finition des vierstufigen Materialtensors der Elasto-Schidigung € ed 3]s Abbildung des ela-
stischen Materialtensors £¢ vom effektiven Spannungsraum in den physikalischen Raum.

£ =[T-D]: &4 (3.18)
Im isotropen Fall 1ift sich die Darstellung wie folgt vereinfachen.
g =1 —d] &4 (3.19)

Das “Konzept der effektiven Spannungen in Verbindung mit der “Hypothese der Ver-
zerrungsdquivalenz ist in Abbildung 3.5 unten links dargestellt. Es findet insbesondere
bei der Formulierung von verzerrungsbasierten Materiaimodellen Anwendung, die auf der
Annahme beruhen, daB die Evolution der Schidigung in direkter Abhingigkeit von der
Geschichte der totalen Verzerrungen beschreibbar ist. Verzerrungsbasierte Modelle sind
besonders zur Modellierung von gesteinartigen Materialien, wie beispielsweise von Beton,
geeignet. Im Gegensatz zu spannungsbasierten Modellen sind sie in der Lage, die sogenann-
ten “splitting modes”, ein fiir Beton charakteristisches Druckversagen durch Rifibildung
parallel zur Belastungsrichtung, abzubilden. Ein weiterer Vorteil der verzerrungsbasierten
Modelle ist ihre bemerkenswert einfache algorithmische Umsetzung im Vergleich zu span-
nungsbasierten Modellen. ‘
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Effektive Verzerrungen — Spannungsiquivalenz

Eine duale Formulierung basiert auf der Einfithrung des “Konzeptes der effektiven Ver-
zerrungen”, das durch die Abbildung des physikalischen Raums in den effektiven Ver-
zerrungsraum mittels des vierstufigen Tensors [Z — D] charakterisiert ist. Die effektiven
Verzerrungen € ergeben sich fiir den anisotropen Fall dementsprechend zu

é=[T-D]:e (3.20)

bzw. fiir den Sonderfall der isotropen Schidigung als die um den Faktor [1 — d] abgemin-
derten nominalen Verzerrungen e.

é:=[1-d e (3.21)

Das Konzept der effektiven Verzerrungen steht in unmittelbarem Zusammenhang mit
der “Hypothese der Spannungsdquivalenz”, nach der die Spannungen assoziiert mit einem
bestimmten Schidigungszustand unter den nominalen Verzerrungen als dquivalent zu den
Spannungen des ungeschiidigten Materials unter den effektiven Verzerrungen verstanden
werden kénnen.
o=E% =€ ¢ (3.22)
Analog zur vorhergehenden Betrachtungsweise geht aus der Hypothese der Spannungséqui-
valenz die Definition des konstitutiven Tensors der Elasto—-Schidigung fiir den allgemeinen
anisotropen Fall
gt .= g% [T - D] (3.23)
bzw. fiir den Sonderfall der isotropen Schidigung hervor.
£ = £% [1—d (3.24)

Das “Konzept der effektiven Verzerrungen” in Verbindung mit der “Hypothese der Span-
nungsdquivalenz”, wie in Abbildung 3.5 oben rechts dargestellt, wird vorwiegend im

physikalischer Raum effektiver Verzerrungsraum
e=(1-de
|
I
— -
0 «—— 1 ——pt-€—> O G «—— 1 —paep 0
effektiver Spannungsraum effektiver Spannungs— Verzerrungsraum

6=0/1—-d &=/I-de
S -

0 41— pees 0

Abbildung 3.5: Effektive Spannungen und effektive Verzerrungen
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Zusammenhang mit spannungsbasierten Materialmodellen eingesetzt. Insbesondere die
Bruchkriterien der Bruchmechanik sind typische Vertreter solcher spannungsbasierter Ver-
sagenskriterien.

Effektive Spannungen und effektive Verzerrungen — Energieliquivalenz

Wihrend die Tensoren der konstitutiven Moduli der isotropen Schédigung in beiden For-
mulierungen eine identische Form annehmen, vergleiche (3.19) und (3.24), erhilt man fiir
die anisotrope Schiidigung im allgemeinen unterschiedliche Materialtensoren, vergleiche
{3.18) und (3.23). Insbesondere fallt auf, daf die Materialtensoren der anisotropen Schidi-
gung nur fiir bestimmte Klassen von Schidigungstensoren D eine symmetrische Form an-
nehmen. Schidigungstensoren, die auf einer mikromechanischen Herleitung, beispielsweise
aus der analytischen Losung eines Feldes paralleler Mikrorisse resultieren, erfiillen diese
Symmetrieanforderungen a priori, vergleiche LEMAITRE & CHABOCHE [126]. Alternativ
zu den Darstellungen im effektiven Spannungsraum und im effektiven Verzerrungsraum,
fiir die die Symmetrie des Materialtensors nicht in allgemeiner Form gewihrleistet ist,
wurde von CORDEBOIS & SIDOROFF [61] das “Konzept der effektiven Spannungen und
Verzerrungen” vorgeschlagen, vergleiche auch JIRASEK [97]. Die effektiven Spannungen
und Verzerrungen ergeben sich demnach folgendermafen,

F:=[L-A":60 und &E=[T-A]:e (3.25)
bzw. fiir den isotropen Sonderfall analog wie folgt.

1

m o und e:=[l—-Ale (3.26)

o=
In Verbindung mit diesem Konzept gilt die “Hypothese der Energiedquivalenz”, nach der
die Dichte der im geschiidigten Material gespeicherten Energie unter den nominalen Ver-
zerrungen fquivalent zu der Energiedichte des ungeschidigten Materials unter den effek-
tiven Verzerrungen verstanden werden kann, vergleiche Abbildung 3.5 unten rechts.

U=1/2e:E%:e=1/2¢:E":& (3.27)
Daraus folgt unmittelbar die Definition des Materialtensors fiir den anisotropen Fall.
g4 =T - A" 4. [T — A (3.28)

Im Gegensatz zu den beiden vorhergehenden Formulierungen ist fiir diese dritte Darstel-
lung der komstitutive Tensor der anisotropen Elasto-Schidigung aufgrund seiner Kon-
struktionsvorschrift immer symmetrisch. Fiir den isotropen Fall ergibt sich analog

£ti= 1 - Al £ L~ A (3.29)

so daB das Quadrat der skalaren Schidigungsgrofie {1 — A] unmittelbar als der Schadi-
gungsoperator [1 — d] der beiden vorhergehenden Herleitungen interpretiert werden kann,
[1—A) := [1-d]. In gleicher Form gilt die “Hypothese der Aquivalenz der komple-
mentdren Energie”, die auf eine analoge Darstellung der Materialtensoren fiihrt, vergleiche
CoRDEBOIS & SIDOROFF [61].
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3.3.2 Isotrope Elasto—Schidigung

Im folgenden soll eine isotrope Schidigungsformulierung basierend auf dem “K onzept der
effektiven Spannungen” in Verbindung mit der “Hypothese der Verzerrungsiquivalenz”
vorgestellt werden. In der einfachsten Form laft sich die isotrope Schadigung durch nur
eine Schidigungsvariable d darstellen, so daf der Vektor der internen Variablen q die
folgende Form annimmt, q = {d}. So 148t sich die freie HELMHOLTZ Energie als Funktion
der Verzerrungen € sowie der Schidigungsvariablen d als ¥ = W (¢, d) darstellen. Die freie
Energie kann dementsprechend als die mit {1 — d] gewichtete gespeicherte Energie W des
ungeschidigten Kontinuums verstanden werden.

U= Ule,d) = [1 - d| W(e) (3.30)

Die gespeicherten Energie lifit sich dabei als Funktion des Verzerrungstensors € und des
vierstufigen Elastizititstensors £¢ angeben.

W= W(e) = % e €9 (3.31)

Fiir den hier betrachteten isothermen Fall 148t sich der zweite Hanptsatz der Thermody-
namik wie folgt in Form der CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung darstellen.

D=P-¥>0 mit P=o:é (3.32)

Durch Einsetzen der Evolution der freien Energie aus (3.30) in Gleichung (3.32) 1Bt sich
die CLAuUs1US-DUHEM Ungleichung in der entsprechenden Form nach COLEMAN & NOLL
[59], vergleiche auch COLEMAN & GURTIN [58], auswerten und liefert unmittelbar die
Definition der Spannungen als thermodynamisch konjugierte Gréfie zu den Verzerrungen,

sowie die Energiefreisetzungsrate Y als thermodynamisch konjugierte Gréfie zu der Schidi-
gungsvariablen.

1—-d&: e (3.33)

or 1
y=-L gt eaw 3.34
8d "2 " € (3:54)
Die Dissipationsungleichung in Verbindung mit dem Postulat der mazimalen Dissipation
D=Yd>0 (3.35)

bildet in Kombination mit einer zu spezifizierenden Schidigungsfunktion ®, die sich bei-
spielsweise als Differenz aus ciner Funktion ¢ in Abhéngigkeit der dquivalenten Verzerrung
n und des Schidigungsparameters d formulieren l:i8t,

e d)=¢(m-d<0  mit  n=1/e) (3.36)

ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingung. Im Sinne von SiMo & Ju [190] handelt es
sich bei der Schidigungsfunktion (3.36) um ein verzerrungsbasiertes Versagenskriterium,
bei dem sich die dquivalente Verzerrung 7 beispiclsweise als Funktion der Energiefreiset-
zungsrate Y darstellen 148t, so daB = Y. Dann 148t sich das resultierende Optimie-
rungsproblem, den Standardverfahren der Optimierung folgend, in ein Sattelpunktpro-
blem {iberfiihren, vergleiche LUENBERGER [133]. Die Losung der zugehdrigen LAGRANGE
Funktion

L=-D+i®=-Yd+k[p(Y)—d — stat (3.37)
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liefert die Evolutionsgleichungen des Schédigungsparameters d als Funktion des LAGRAN-
GE’'schen Multiplikators &
. O

ar ... 06 .
5)7~~d+/£5?—0 — d—figi; (3.38)

sowie die KUHN-TUCKER Be- und Entlastungsbedingungen in der gewohnten Form.
d<0 k>0 br=0 (3.39)
Die Auswertung der Konsistenzbedingung
b i=0 (3.40)

nach SiMo & Ju [190] unter der Voraussetzung einer monoton steigenden Funktion ¢(e)
fithrt auf die Evolutionsgleichung des Geschichtsparameters .

k=n>0 (3.41)

Analog 148t sich der Geschichtsparameter auch in expliziter Form als .der in der Be-
lastungsgeschichte [—oo; ] maximal erreichte Wert der dquivalenten Verzerrung 7, hier
identisch zur Energiefreisetzungsrate ¥, angeben, so dafi der Schidigungsparameter die
folgende direkte Darstellungsform annimmt.

d=¢(k) mit k= max (n(t),s) (3.42)
—oo<tlT
Hierin beschreibt xo analog zur FlieBspannung in der Plastizititstheorie einen verzer-
rungsbasierten Schidigungsschwellwert. Den Zusaminenhang zwischen dem Spannungs-
und dem Verzerrungstensor o = £, : € liefert der vierstufige Sekantentensor der isotro-
pen Elasto-Schadigung £

sec’

£4 =1~ dE! (3.43)

sec

Die Beziehung zwischen Spannungs- und Verzerrungsraten ¢ = £ed . ¢ fiihrt auf die Defi-
nition des vierstufigen Tensors der Tangentenmoduli der Elasto-5chédigung, der sich wie

folgt, aus einer Rang-Eins Modifikation des Sekantentensors ergibt.

1
£, =E— - MOV (3.44)
3 T g

Im Fall des hier zugrunde gelegten “Konzeptes der effektiven Spannungen” ergibt sich der
zweistufige Tensor p wie folgt,

o

viakd (3.45)

po=E%¢e=
wihrend v, die Normale auf die Schiidigungsfliche im Verzerrungsraum, die folgende Form
annimmt,

8k Ok On
I o 3.46
YT Be on Oe (3.46)
und 1/ H := 8¢ /0k. Zur Ubersicht sind die konstitutiven Gleichungen der skalaren
isotropen Elasto-Schéidigung noch einmal in der Tabelle 3.4 zusammengefafit.
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Freie Energie U = UT(ed)=1/2[1-de: E%:¢
Spannungen o = 0¥ /0 = [1-d E%: ¢
Energiefreisetzungsrate Y =-0V/dd =1/2 e: £%:¢
Schidigungsfunktion P = d(n-d< 0
KUaN-TUCKER Bedingungen 4 > 0 <0 £Ed =0
Konsistenzbedingung kD= 0
Schidigungsevolution d = ¢(r) £ = max (n(t), Ko)

—oo<i<T
Tangentenmoduli £ = 82V /9e* = [1-d g4 — —;T nev

Tabelle 3.4: Isotrope Elasto-Schidigung - Konstitutive Gleichungen

3.3.3 Charakterisierung unterschiedlicher Schiidigungsmodelle

Im vorhergehenden Abschnitt wurde die Herleitung der Grundgleichungen der isotropen
Elasto-Schidigung skizziert. Die Spezifizierung eines gecigneten Schiidigungsmodells ist
analog zur Elasto-Plastizitit entscheidend durch die Wahl der dquivalenten Verzerrung
n(€) geprégt. Da der Tensor p im Gegensatz zur Elasto-Plastizitit fiir alle isotropen
Schiidigungsmodelle, die auf dem Konzept der effektiven Spannungen basieren, genau den
effektiven Spannungen entspricht, bestimmt die Wahl der dquivalenten Verzerrung durch
den resultierenden Normalentensor v direkt die Assoziiertheit der Formulierung und somit
auch die Symmetrie des Tangentenoperators. Nachfolgend sollen kurz einige der bekann-
testen Schidigungsformulierungen beschrieben werden.

Smmo-Ju

L€
A U

n=nE:&:¢

MAZARS~PITAUDIER - CABOT

n =7 (ep€pey)

n =17 (I,Jy)

Abbildung 3.6: Unterschiedliche Schiidigungsflichen
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Aquivalente Verzerrung, Assoziierte und nicht—assoziierte Schidigungsmodelle

In der in Abschnitt 3.3.2 gewihlten Darstellung der assoziterten Schiadigungformulierung,
die als unmittelbare Konsequenz aus dem Postulat der maximalen Dissipation hervorgeht,
erhilt man einen symmetrischen Tangententensor. Die Symmetrie wird im wesentlichen
durch die Wahl der #quivalenten Verzerrung 7 in der Schidigungsfunktion (3.36) be-
stimmt, die im vorigen Abschnitt identisch der Energiefreisetzungsrate gewahlt wurde.
Abbildung 3.6, links, zeigt die resultierende Versagensfliche fiir den ebenen Spannungs-
zustand mit einer PoissoN Zahl von v = 0.2, dargestellt im Hauptverzerrungsraum.
Dieser Klasse von assoziierten Schidigungsmodellen entsprechen beispielsweise auch das
Schidigungsmodell von SimMo & Ju [190], bei dem die dquivalente Verzerrung gerade der
Waurzel der zweifachen Energiefreisetzungsrate entspricht, sowie das Modell von Ju [99]
mit der Wahl der dquivalenten Verzerrung als Quadratwurzel der Energicfreisetzungsrate,
vergleiche Tabelle 3.5. Fiir alle diese Modelle, fiir die sich die Normale auf die Schadi-
gungsfliche als Vielfaches der effektiven Spannung darstellen afit, gilt dementsprechend
v || . Im Sinne von CarOL, R1zz1 & WILLAM [50] kénnen deshalb alle isotropen Schidi-
gungsmodelle basierend auf dem Konzept der effektiven Spannungen, deren dquivalente
Verzerrung sich als Funktion der Energiefreisetzungsrate darstellen 188t, als assoziiert im
Schiidigungsraum, im Verzerrungsraum und im Steifigkeitsraum aufgefafit werden.

n=ne) v Iz ]
Thermodynamik n= 1/2¢: E% 1 ¢ v=0
SmMo & Ju [190] n= Ve &4 € v=3a/n p=&lv
Ju [99] 7= V1/2e: E4 € v=6a/2y '
LEMAITRE [124] n= VE € v=c¢
MAZARS [145] n= Ve < e >? v=0n p=5lv
DE VREE [220] n= kol + VEEIF + byJy v =0mn

Tabelle 3.5: Assoziierte und nicht-assoziierte Schidigungsmodelle

Demgegeniiber steht eine Reihe von Schidigungsmodellen, bei denen sich die dquivalente
Verzerrung nur als eine reine Funktion des Verzerrungstensors angeben lifit, wie beispiels-
weise das Modell nach LEMAITRE. [124], [126] formuliert in der Norm des Verzerrungs-
tensors, vergleiche SiMo & Ju [190]. Insbesondere bei der Modellierung von Beton finden
derartige nicht—assoziterte Schidigungsmodelle Anwendung, wie beispielsweise das Be-
tonmodell nach MAZARS & P1JAUDIER-CABOT [145] charakterisiert durch die positiven
Hauptverzerrungen, vergleiche Abbildung 3.6, Mitte. Ein weiteres Modell dieser Kategorie
ist das VON MISES basierte Schidigungsmodell von DE VREE, BREKELMANS & VAN GILS
[220], formuliert in der ersten Invarianten des Verzerrungstensors sowie der zweiten Inva-
rianten des Verzerrungsdeviators. Aufgrund der Einfithrung eines Wichtungsparameters,
der das Verhiltnis von Betondruckfestigkeit zur Zugfestigkeit des Betons widerspiegelt,
ist das letztgenannte Modell sehr gut geeignet, um das unterschiedliche Druck- und Zug-
verhalten von Beton entsprechend der Versagensfliche von KUPFER & GERSTLE [120]
abzubilden, vergleiche Abbildung 3.6, rechts. Alle diese Modelle, bei denen sich die dqui-
valente Verzerrung nicht direkt als Funktion der Energiefreisetzungsrate darstellen 14f}t,
gelten im Sinne von CAROL, Rizzt & WILLAM [50] als nichi-assozitert, denn es gilt v |f p.



Kapitel 4

Microplane Theorie

Ziel dieses Kapitels ist die Einfihrung in das Konzept der Microplane Theorie sowie die
Gegenitiberstellung unterschiedlicher microplane-basierter Materialmodelle. Zundgchst soll
daher ein generelles Konzept bereitgestellt werden, das euf der Wahl einer mikroskopi-
schen freien Energiefunktion basiert und eine allgemeingiltige thermodynamisch konsi-
stente Herleitung beliebiger konstitutiver Gesetze ermdglicht. Die numerische Umsetzung
des allgemeinen Konzeptes im Rahmen der Microplane Theorie wird kurz erldutert. Da-
nach wird das generische Konzept auf die bekannten rheologischen Modelle der Flastizitit,
der Elasto-Plastizitdt sowie der Elasto-Schidigung angewandt. Die Wirkungsweise der un-
terschiedlichen rheologischen Modelle wird anhand einfacher Modellprobleme illustriert.

4.1 Allgemeines

Eine breite Klasse von Materialien, die im elastischen Bereich niherungsweise als isotrop
angenommen werden konnen, weist im inelastischen Bereich ein ausgeprigtes anisotro-
pes Verhalten auf. Insbesondere durch die Entstehung von Mikrorissen oder plastischen
Zonen wird ein stark richtungsabhéngiges Verhalten induziert, dem in der Modellbildung
Rechnung getragen werden sollte. Dies kann, wie bereits in Kapitel 3.3 diskutiert, im
Rahmen der Kontinuumsschidigungsmechanik mittels mehrstufiger Schadigungstensoren
oder direkt durch eine Modifikation der Steifigkeits- oder Nachgiebigkeitsmatrix gesche-
hen. Jedoch gestaltet es sich hdufig problematisch, geeignete Evolutionsgleichungen fiir
mehrstufige Tensoren zu formulieren und die zugehérigen Parameter zu interpretieren so-
wie thre Werte experimentell zu identifizieren.

Eine elegante Motivation zur Herleitung anisotroper Stoffgesetze liefert die Microplane
Theorie, die das makroskopisch dreidimensionale Verhalten auf eine Materialbeschreibung
auf charakteristischen Ebenen reduziert. Durch Auswertung der vereinfachten Material-
gesetze auf allen moglichen Ebenen im Raum ergibt sich eine makroskopisch anisotrope
Materialbeschreibung mit einer natiirlichen Interpretierbarkeit der zugehorigen Material-
parameter. In der Praxis werden die Stoffgesetze der Mikroebenen im allgemeinen nur fiir
eine diskrete Anzah! von Richtungen ausgewertet, so da$§ je nach Anzahl der beriicksich-
tigten Richtungen eine beliebig genaue Approximation erreicht werden kann. Der grund-
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legende Ansatz des Microplane Konzeptes ist hierbei keineswegs neu. Die Materialcha-
rakterisierung auf einzelnen Materialebenen wurde bereits zu Beginn dieses Jahrhunderts
von MOHR [155] vorgeschlagen:

“Wir bezeichnen mit A einen Punkt des Korpers, dessen Zustand inbetracht gezogen wer-
den soll, und denken uns zu diesem Zweck eine unendlich kleine Kugel vom Mittelpunkte
A aus dem Korper herausgeschnitten. Die Gesamtheit der Spannungen aller Oberflichen-
elemente dieser Kugel, die in unendlicher Vergrifierung in Fig. 1 abgebildet ist, bildet den
Spannungszustand des Korperpunktes 4.7 :

Fig. 1

Flache r

Abbildung 4.1: Grundlegende Idee des Microplane Konzeptes nach MOHR [155]

Gegen Ende der 30er Jahre wurde diese Idee, die in Abbildung 4.1 skizziert ist, von TAY-
LOR [209] auf die Modellierung des plastischen Fliefens kristalliner Materialien angewandt
und von BATDORF & BUDIANSKY [8] ein Jahrzehnt spéter erstmals im Rahmen der Kri-
stallplastizitit umgesetzt. Nach einer ausgeprégten Weitereritwicklung der Theorie in den
80er und 90er Jahren, stellt die Gleitebenentheorie heute cin allgemein akzeptiertes Werk-
zeug zur Modellierung metallischer Materialien dar, siehe beispielsweise MIEHE [148],
MIEHE, SCHRODER & SCHOTTE [149] oder auch SAWISCHLEWSKI, STEINMANN & STEIN
[186] und STEINMANN, KUHL & STEIN [200]. Dies ist nicht zuletzt darin begriindet, daf
die diskreten Auswertungsrichtungen fiir kristalline Materialien bereits intrinsisch durch
die Struktur des Kristallgitters vorgegeben sind. So besitzt beispielsweise ein flichenzen-
triertes Binkristall vier ausgeprigte Gleitebenen mit jeweils drei Gleitrichtungen, siehe
Abbildung 4.2.

Ende der 70er Jahre wurde das Konzept der Materialbeschreibung auf ausgezeichneten
weichen Materialebenen von ZIENKIEWICZ & PANDE [227] auf die Modellierung gesteinar-
tiger Geomaterialien angewandt, allerdings weiterhin im Rahmen einer Plastizitdtsformu-
lierung. Frst Mitte der 80er Jahre gelang es BAZANT & GAMBAROVA [15] und BAZANT

Abbildung 4.2: Kristaligitter eines flichenzentrierten Einkristalls
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& Om (18], die Ideen von TAYLOR auf die Modellierung von sprédem Materialverhalten
im Rahmen einer Schidigungsformulierung zu iibertragen. Die Bezeichnung Microplane
Model wurde eingefiihrt, um die Allgemeingiiltigkeit des Konzeptes zu verdeutlichen. In
Analogie zu kristallinen Materialien mit ausgezeichneten Gleitebenen ging man davon
aus, dafl auch Beton ausgezeichnete Ebenen in Form von Grenzschichten zwischen festen
Zuschlagstoffen und weichem Matrixmaterial aufweisen solle, entlang denen bevorzugt
Mikroribildung stattfindet, vergleiche Abbildung 4.3.

Im Gegensatz zu den Modellen der Gleitebenentheorie, die sich auf eine statische Projekti-
on ( “static constraint”) griinden, basieren die Microplane Modelle ausschlielich auf einer
kinematischen Projektion ( “kinematic constraint”), bei der sich die Verzerrungskompo-
nenten einer Ebene aus der Projektion des makroskopischen Verzerrungstensors ergeben,
vergleiche Abbildung 4.4. Wihrend die statische Projektion hiufig mit den Homogeni-
sierungstechniken nach REUSS {178] in Verbindung gebracht wird, steht die kinematische
Projektion in engem Zusammenhang mit den VoigT’schen Homogenisierungsverfahren
entsprechend {218], vergleiche auch SCHRODER [188].

In den ersten Microplane Modellen wurde zunéchst nur die Normalkomponente der Ver-
zerrungen bei der Formulierung der konstitutiven Gesetze beriicksichtigt. Jedoch zeigte
sich bald, daf8 diese vereinfachte Modellbildung, insbesondere fiir Beton, im Bereich des
reinen hydrostatischen Drucks erhebliche Mingel aufwies. Weiterhin war der Wertebe-
reich der Po1ssoN-Zahl fiir das urspriingliche Modell auf —1 < » < 0.25 begrenzt. So
wurde von BAZANT & PRAT [25] bald darauf eine erweiterte Version vorgestellt, die es
erméglichte, das volumetrische sowie das deviatorische Verhalten normal und tangential
zur Mikroebene getrennt zu beschreiben.

Das Modell von BAZANT & PRrAT [25] bildete die Grundlage fiir zahlreiche weiterfiihrende
und erginzende Arbeiten. So gelang es CAROL, PRAT & BAZANT [49] eine vollstindig
explizite Version des Modells zu formulieren, sowie die konstitutiven Gleichungen der
Microplane Schiidigung in ein Modell der Kontinuumsschiadigungsmechanik mit vierstu-
figem Schidigungstensor zu iiberfithren, siche CAROL, BAZANT & PRAT [47]. Eine erste
nichtlokale Version des Modells, die netzunabhéingige Ergebnisse auch im postkritischen
Bereich garantieren sollte, wurde von BAZANT & OZBOLT [20] vorgestellt. OZBOLT und
BAZANT [167] gelang es, das nichtlokale Verhalten mit Hilfe des Konzeptes der Mikro-
riflwechselwirkung physikalisch zu interpretieren. Das nichtlokale Integralmodell lieferte
insbesondere fiir triaxiale zyklische Belastungen sehr gute Ubereinstimmung roit Versuch-
sergebnissen, vergleiche OZBOLT & BAZANT [166] und BaZanT & OZBoLt [21]. Eine
alternative nichtlokale Version des Microplane Modells im Rahmen eines Gradientenkon-
tinuums wurde von KUHL, RAMM und DE BORST {118] vorgeschlagen.

Abbildung 4.3: Modellierung von Rifibildung in Beton mit dem Microplane Modell
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Ein Defizit des Basismodells wurde von JIRASEK [96] aufgezeigt, der eine unbegriindete
laterale Ausdehnung unter einaxialem Zug feststellen konnte. Dieser Modellfehler konn-
te durch die Einfiihrung des “stress-strain boundary”-Konzeptes behoben werden, siche
BAZANT, JIRASEK, XIANG & PRAT [16] sowie BAZANT, XIANG & PRAT [26]. Unter
Beriicksichtigung der zusitzlichen Modifikationen konnten mit Hilfe des Microplane Mo-
dells exzellente Ergebnisse bei der Modellierung versagensinduzierter Anisotropie in Beton
erzielt werden, siehe BAZANT, OZBOLT & ELIGEHAUSEN [22], OZBoLT [164] [165] sowie
BAZANT & PLaNAs [24]. Mit Hilfe einer konsistenten Linearisierung der konstitutiven
Gleichungen des Microplane Modells, siche KUHL & RaMM [114], konnten sowohl effekti-
ve Algorithmen eingesetzt, als auch Lokalisierungsanalysen zur Bestimmung der kritischen
Versagensrichtungen durchgeftihrt werden. Weiterhin wurde von "TIKHOMIROV & STEIN
[211] gezeigt, daf sich die Ideen des Microplane Konzeptes auf natiirliche Weise auf die
Modellierung des Verbundverhaltens von Stahlbeton libertragen lassen.

Alle bisher beschriebenen Microplane Modelle basieren im wesentlichen auf der Arbeit
von BAZANT & PRAT [25]. Aufgrund einer Kombination von kinematischer Projektion
und Homogenisierung iiber die Aquivalenz der virtuellen Arbeiten filhren diese gegebe-
nenfalls auf unsymmetrische Materialtensoren. Weiterhin ist fiir die bisherigen Microplane
Modelle die Einhaltung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik nicht notwendiger-
weise gewihrleistet, so daff bestimmte Kombinationen von Lastzyklen denkbar sind, unter
denen in einem System kiinstlich Energie generiert werden kdnnte. So wurde insbesonde-
re in den vergangenen Jahren an der Formulierung eines thermodynamisch konsistenten
microplane-basierten Modells gearbeitet, siehe CAROL, JIRASEK & BAZANT [48] sowie
KUHL, CAROL & STEINMANN [112]. Diese Vorgehensweise soll im vorliegenden Kapi-
tel kurz erldutert werden. Sie erméglicht die Anwendung des Microplane Konzeptes auf
beliebige rheologische Modelle. Wahrend sich diese Arbeit auf Microplane Modelle der
reinen Elasto--Plastizitit und Elasto—Schiadigung beschréinkt, existieren bereits jiingere
Forschungsarbeiten, die eine Kombination von Plastizitdt und Schidigung erlauben, ver-
gleiche KUHL & RaMM [116].

Kinematische Projektion Statische Projektion
Projektion Projektion
(———*" € } ( g

€€ € | 01,0p,07p

_ Mircoplane
Stoffgesetze

Microplane .
Stoffgesetze

EV,ED,ET
e J—

Homogenisierung ) Homogenisierung

Abbildung 4.4: Kinematische und statische Projektion
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4.2 Thermodynamisch konsistente Herleitung
microplane—basierter konstitutiver Gesetze

Im folgenden Teilabschnitt soll zunéichst ein allgemeines Konzept zur thermodynamisch
konsistenten Herleitung microplane-basierter Stoffgesetze vorgestellt werden. Um Ver-
wechselungen zu vermeiden, sollen im folgenden alle Komponenten der Mikroebene als
mikroskopische Grofien bezeichnet werden, obwohl es sich hierbei nicht tatsichlich um
eine mikroskopische Formulierung handelt. Dabei soll der aus dem Englischen entlichene
Begriff “Microplane” hier beibehalten werden, da er sich auch in der deutschsprachigen
Literatur entsprechend etabliert hat.

4.2.1 Kinematische und statische Projektion

Die meisten Microplane Formulierungen basieren auf einer kinematischen Projektion ( “ki-
nematic constraint”), bei der sich die volumetrische und die deviatorische Verzerrungs-
komponente €y und e, sowie der tangentiale Verzerrungsvektor ey einer Ebene durch die
Projektion des Verzerrungstensors € mit den zwei- bzw. dreistufigen Projektionstensoren
V', D und T bestimmen lassen.

ey =V e ep=D € er =T € (4.1)

Die Verzerrungskomponenten der Ebene lassen sich wie folgt im Verzerrungsvektor &,
zusammenfassen, der sich aus der Normalprojektion des Verzerrungstensors e auf die
Ebene ergibt, vergleiche Abbildung 4.5.

te=e-n=[ey+ep|n+er (4.2)

Im Gegensatz dazu lassen sich bei der statischen Projektion ( “static constraint”), die fiir
die Modelle der Kristallplastizitit charakteristisch ist, die volumetrische und die devia-
torische Spannungskomponente &y und p sowie der tangentialen Spannungsvektor &
einer Ebene als Projektion des makroskopischen Spannungstensors o darstellen,

sy=V: .o dp=D:0o or=T:0 (4.3)

und der Spannungsvektor £, ergibt sich entsprechend dem CAUCHY Theorem als Normal-
projektion des Spannungstensors.

t,=0 - n={oy+dp|n+aor (4.4)

Abbildung 4.5: Verzerrungs- und Spannungskomponenten auf einer Mikroebene
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Hierbei stellen V', D und T den volumetrischen, den deviatorischen und den tangentialen
Projektionstensor dar. Sie lassen sich direkt als Funktionen der Ebenennormalen n sowie
des Einheitsténsors zweiter Stufe 1 und des symmetrisierten Einheitstensors vierter Stufe
I°Y™ angeben, vergleiche (A.4) sowie (A.8).

v = 11

D = non—;1 (4.5)
T = n- IV -n@ndn

Dabei ist T' ein dreistufiger Tensor, dessen Vormultiplikation eines zweistufigen Tensors
einen Vektor in der durch die Normale n charakterisicrten Ebene liefert. Die Nachmultipli-
kation eines Vektors v in der Ebene mit dem Projektionstensor T liefert dementsprechend
einen symmetrischen zweistufigen Tensor.

v T=lo@n"" +[v-n] n®n=[ven"" (4.6)

Mit Hilfe der folgenden Integrationsregeln iiber den Raumwinkel 2, vergleiche BAZANT
& Ou [18] sowie LUBARDA & KRaJCINOVIC [131],

Jo = %E 3
fa nen a = & 1 (4.7)

3
fn neneOnen d) = Q{L [Ivol + ?_)I(lev]

und der volumetrisch-deviatorischen Zerlegung des vierstufigen Einheitstensors gemif
(A.9) lassen sich die Integrale der vierstufigen Produkte der Projektionstensoren V', D
und T wie folgt analytisch bestimmen, wobei T7 die Transponierte gemaf§ (A.5) bezeich-
net.

i

LV & V d oo
L[ D ® D dQ = 1T 0
%fﬂ TT T d) = %Ideu

Dabei kann der Raumwinkel © als Kombination des normierten sphirischen Koordinaten-
tripels [r,wy,w;| der Einheitskugel mit r =1, 0 < w; < 7 und 0 < wy < 2 m verstanden
werden. Es sei darauf hingewiesen, daf§ nur in bestimmten Sonderfillen der Elastizitit die
statische und die kinematische Projektion gleichzeitig giiltig sind. Die hier betrachteten
Gesetze basieren ausschlieBlich auf der kinematischen Projektion, vergleiche Abbildung
4.6, so daB die mit Hilfe der konstitutiven Gleichungen bestimmten Microplane Spannun-
gen oy, op und o im allgemeinen nicht mit den Spannungskomponenten &y, 6p und
o der statischen Projektion iibereinstimmen.

4.2.2 Thermodynamisch konsistente konstitutive Gesetze

Die bisherigen Microplane Modelle, die sich im wesentlichen auf der Version von BAZANT
& PRAT [25] griinden, weisen zwei entscheidende Nachteile auf. Da die konstitutiven Ge-
setze nicht auf der Annahme der Existenz eines Potentials basieren, sondern eher phino-
menologisch motiviert sind, ist die Einhaltung des zweitens Hauptsatzes der Thermo-
dynamik, der mit einer nicht~negativen Dissipation verbunden ist, fir die existierenden
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Modelle nicht notwendigerweise gewéhrleistet. Eine weitere Konsequenz dieser phiino-
menologischen Herleitung ist die unbegriindete Unsymmetrie der Materialtangente. Im
folgenden soll eine thermodynamisch konsistente Herleitung anisotroper Materialformu-
lierungen vorgestellt werden, die einen allgemeinen Rahmen zur Entwicklung microplane-
basierter Stoffgesetze bildet, vergleiche KUHL, CAROL & STEINMANN [112]. Dieses univer-
selle Konzept ist, wie anschlieend gezeigt werden soll, auf beliebige Klassen rheologischen
Verhaltens anwendbar. Die makroskopische CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung isothermer
Prozesse

pmac _ pmac __ \i/mac >0 (49)

stellt den Ausgangspunkt fiir die Entwicklung thermodynamisch konsistenter Material-
formulierungen dar. Sie besagt, daff die Dissipation, die Differenz aus Spannungsleistung
pmec = g : € und Evolution der freien Energie ¥™?¢ nie negativ sein darf. Hierbei
bezeichnen alle Gréfen, die durch den Index ()™ gekennzeichnet sind, makroskopische
Grofien, wohingegen der im folgenden verwendete Index (o)™ Grofien auf der Mikroebene
charakterisiert. Unter der folgenden fundamentalen Annahme

gmae . 3 / GmieqQ) (4.10)
ar Jq

7

Mikro-Makro Beziehung der freien Energie

nach CAROL, JIRASEK & BAZANT [48] 148t sich eine integrale Beziehung zwischen der ma-
kroskopischen freien HELMHOLTZ Energie ¥™* und den freien Energien der Mikroebenen
U™ angeben. Letztere konnen als Funktionen der Verzerrungskomponenten der Mikro-
ebene €y, ep und ep sowie einer beliebigen Anzahl von internen Variablen beschrieben
werden, die sich in dem Vektor q zusammenfassen lassen.

ymie — \I’mic(év, €p, €T, q) (411)
Projektion
Verzerrungen — makroskopisch Verzerrungen — mikroskopisch
. Stoffgesetze
Homogenisierung
Spannungen — makroskopisch Spannungen — mikroskopisch

Abbildung 4.6: Microplane Theorie basierend auf dem “kinematic constraint”



38 KAPITEL 4. MICROPLANE THEORIE

Mit Hilfe der kinematischen Projektionsbeziehung (4.1) 148t sich die Evolutionsgleichung
der mikroskopischen freien Energie wie folgt angeben,

¥me = [Voy + Dop +T" -op] : € — 2 (4.12)

wobei oy, op und oy als konstitutive mikroskopische Spannungen verstanden werden
konnen. ) ) )

8\I,mlc a\Iszc B a\IIWL’LC
v = aﬁv b= (9€D ar = aé'p
In der Regel stimmen diese konstitutiven Spannungen jedoch nicht mit den Spannungs-
komponenten des Gleichgewichts der statischen Projektion aus Gleichung (4.3) iiberein.
Weiterhin definiert D™¢ die mikroskopische Dissipation,

B Qg{mic .
oq

wobei x das Skalarprodukt der Ordnung g symbolisiert. Durch Anwendung der Integralbe-
ziehung (4.10) auf die Evolutionsgleichung der mikroskopischen freien Energie nach (4.12)
ergibt sich unmittelbar die Bestimmungsgleichung der makroskopischen freien HELM-
HOLTZ Energie.

(4.13)

D = (4.14)

mac - / Voy +Dop+T" - or dQ: &~ 3 / D™ 40 (4.15)
4 Jq 4ar Jq

Die Auswertung der makroskopischen CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung (4.9) nach CoLg-
MAN & NoLL [59] bzw. COLEMAN & GURTIN [58] liefert die Definition der makroskopi-
schen Spannungen als Funktion der mikroskopischen Spannungskomponenten

U:_a.g I:E-/V()'Vﬁ-DUD-l—TT'O’T dQd (416)
e A Jo

Mikro-Makro Beziehung der Spannungen

sowie die makroskopische Dissipationsungleichung in der nachfolgenden integralen Dar-
stellungsform.

prac = 2. / D 40 > 0, (4.17)
4r Jo

s

Mikro-Makro Beziehung der Dissipation’

Die makroskopische Dissipationsungleichung stellt eine Restriktion fiir die Bestimmungs-
gleichungen der internen Variablen ¢ dar. Die verschirfte Forderung, dafl die mikroskopi-
sche Dissipation jeder einzelnen Ebene nicht-negativ sei,

D™ > (4.18)

kann damit als eine hinreichende Bedingung zur Erfiillung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik entsprechend Gleichung (4.17) verstanden werden. So 148t sich Gleichung
(4.12) als mikroskopische Version der CLAUsIUS-DUHEM Ungleichung

prmic — pmic _jmie > 0 mit P™ = gy éy + apép + O - ér. (4.19)
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interpretieren, wobet P™¢ eine mikroskopische Spannungsleistung beschreibt, die eben-
falls iiber einen integralen Zusammenhang mit der makroskopischen Spannungsleistung
in Bezug gesetzt werden kann.

3 .
pmec = / PO (4.20)
4 Q

T

Mikro-Makro Beziehung der Spannungsleistung

Die Beziehung zwischen den makroskopischen Spannungs- und Verzerrungsraten & =
E1on ¢ € definiert mit Hilfe von Gleichung (4.16) den vierstufigen Tangententensor &,y

d d d
Etan = ~— / Ve —-—U" +De 2 7. 2 4q (4.21)
de de “de

Mikro-Makro Beziehung der Tangentenmoduli

Die folgenden Beispiele zeigen, daf der Tangententensor eine symmetrische Form an-
nimmt, da die vorgestellte Herleitung im Gegensatz zu allen bisherigen Microplane For-
mulierungen auf der Einfithrung eines Potentials basiert. Abschlieflend sei noch einmal
darauf hingewiesen, da88 sich der makroskopische Spannungstensor sowohl aus der inte-
gralen Beziehung der iiber Gleichung (4.13) definierten konstitutiven Spannungen oy, op
und oy als auch aus der Vollwinkelintegration der Spannungskomponenten des Gleichge-
wichts (4.3) &v, &p und &r darstellen laft.

a=E—/VUV+DUD+TT~0'TdQ:i/V6v+D51)+TT'5’TdQ (4.22)
%3 I} 47 Q

Dies bedeutet jedoch nicht notwendigerweise, da$ die entsprechenden Spannungskompo-
nenten der Mikroebene gleiche Werte annehmen miissen.

Oy 76 oy Jp 9!: ap or 79 o7 (423)

Wie aus dem CAucHY Theorem bekannt ist, 1it sich der zweistufige Spannungstensor
nicht eindeutig in mehr als drei Raumrichtungen zerlegen. Folglich stellen die durch den
Satz der konstitutiven Gleichungen definierten mikroskopischen Spannungskomponenten
nur eine von unendlich vielen Kombinationen von zulissigen mikroskopischen Spannungen
dar. Die spezielle Wahl der Spannungskomponenten auf der Grundlage der jeweiligen
freien Energiefunktion der Mikroebene ist jedoch gerechtfertigt, da sie die Einhaltung der
makroskopischen CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung garantiert.

4.2.3 Diskretisierung — Numerische Integration

Nur in bestimmten Sonderfillen, wie beispielsweise bei rein isotropem Materialverhalten,
lassen sich die Integralausdriicke aus Abschnitt 4.2.2 analytisch berechnen, wie am Beispiel
der isotropen Elastizitdt im Abschnitt 4.3 gezeigt wird. Fiir den allgemeinen Fall hingegen
ist eine analytische Integralauswertung nahezu unméglich. Aus diesem Grund wird dazu
ibergegangen, die Integralausdriicke der konstitutiven Gleichungen numerisch mit einem
Quadraturverfahren zu ermitteln. Dazu werden die Integralterme durch Summation der



40 KAPITEL 4. MICROPLANE THEORIE

gewichteten diskreten Auswertungen des Integranden an einer bestimmten Anzahl .,
von Integrationspunkten I approximiert, vergleiche BAZANT & OH [18].

Nemp

/(.) A~ (o) w'! (4.24)
Q

I=1

Hierbei bezeichnet w! den Wichtungskoeffizienten des I-ten Integrationspunktes. Die ma-
kroskopischen Spannungen (4.16) lassen sich demnach wie folgt approximieren,

Tmp . - X
a\I,m'u, I opmic I o oyymic I
o~ v/ + D’ +1" w! 4.25
; [ O¢el, Oel, Oel, (4.25)
wihrend die numerische Auswertung des vierstufigen Tensors der makroskopischen Tan-
gentenmoduli (4.21) dementsprechend die folgende Form annimm.

Temp

dol oLy dol :
En™ Y. [V’® —% +D'® %ﬁ— +T7 Eé’;l} w! (4.26)
[=1

Die Anzahl der Integrationspunkte bestimmt die Genauigkeitsordnung der Approxima-
tion. Jedoch ist es wichtig, cinen akzeptablen Kompromiff zwischen Maximierung der
Genauigkeit und Begrenzung des numerischen Aufwands zu finden. Abbildung 4.7 zeigt
exemplarisch die numerische Integration mit 20, 32, 42 und 122 Integrationspunkten bzw.
Mikroebenen. Die jeweils resultierenden Polyeder, die sich aus den zugehdrigen Mikroebe-
nen zusammensetzen, kénnen als numerische Approximation einer Einheitskugel interpre-
tiert werden.

Untersuchungen von BAZANT & OH [18], [19] zufolge liefert eine Integration mit nm, = 42
Integrationspunkten bzw. eine Auswertung der Microplane Stoffgesetze auf 42 Ebenen, die
in Abbildung 4.7.3 dargestellt ist, fiir die meisten Fille eine hinreichend genaue Approxi-
mation. Bei einer entsprechenden Wahl der Integrationspunkte und Wichtungskoeffizien-
ten gemif Anhang B kénnen Polynome bis zur neunten Ordnung exakt integriert werden,
vergleiche BAZANT & O [18]. Im folgenden wird daher ausschlieflich eine numerische
Integration mit 42 Mikroebenen verwendet. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaf-
ten ist es jedoch ausreichend, nur eine Halbkugel zu betrachten, die sich in diesem Fall
mit 7y, = 21 Mikroebenen approximieren 1aft.

Abbildung 4.7: Numerische Integration mit 20, 32, 42 und 122 Integrationspunkten
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4.3 Microplane Elastizitit

Unter der Annahme eines rein elastischen Materialverhaltens werden keine zusitzlichen
internen Variablen auf der Mikroebene benétigt. Die mikroskopische freie Energie ist
damit lediglich eine Funktion der Verzerrungskomponenten W™ = U™e(ey e, €p). Sie
188t sich als Summe der gespeicherten Energieanteile Wy, Wp und Wy angeben,

\Ifmic = Wv(év) + WD (E])) + WT(ET) (427)

wobei sich die gespeicherten Energicanteile der volumetrischen, deviatorischen und tan-
gentialen Komponenten wie folgt darstellen lassen.

1 1
W = = F\/ EV €y WD = *2~ €p gﬂ €D WT ep £ (428)

l\DIH

Hierbei bezeichnen £F, £ff und £% die elastischen Moduli der Mikroebene. Die mikrosko-
pischen Spannungskomponenten oy, op und op ergeben sich gemif Abschnitt 4.2.2 als
Produkt der jeweiligen elastischen Moduli und der Verzerrungskomponenten.

aqlmzc a\I,mzc 8\1',7111(
aﬁv (‘:V €y Op = —‘a—z;— “"D [35) or = (967' = ST €r (429)

gy ==

Der makroskopische Spannungstensor 148t sich dementsprechend wie folgt angeben.

3 .
o= VE ev+DERep+TT EF - er d (4.30)
Die Beziehung zwischen dem makroskopischen Spannungs- und Verzerrungstensor o =
£ : € liefert den vierstufigen elastischen Materialtensor £ als Funktion der elastischen
Moduli der Mikroebene £¢, £¢ und £¢.

3

el _ 2.
€ 4

VOV HEIDOD+T - £4-TdQ (4.31)
Q

Unter der zusitzlichen Annahme eines isotropen Verhaltens auf der Mikroebene bleiben
die tangentialen Spannungen stets parallel zu den tangentialen Verzerrungen er |} or, so
daf} sich der Tensor der tangentialen Moduli vereinfacht als der mit dem skalarwertigen
tangentialen Elastizititsmodul £F gewichtete Einheitstensor beschreiben lifit £¢ = £2 1
Die Gleichung (4.31) 148t sich dementsprechend wie folgt vereinfachen.

£l =g = 3 /V@Vdsngpl 3 /D®DdQ+£f.’~§~/TT~TdQ (4.32)
4r Jq 4ir Jq

Eine analytische Integration der vierstufigen Produkte der Projektionstensoren gemif den
Gleichungen (4.8) ergibt die nachfolgende vereinfachte Darstellung des Elastizitéitstensors.

2 3
! _ gel vol ol d L d
&° ‘8‘0’IUO+5551-€1]+§£§’IEH (4.33)
Durch einen Koeflizientenvergleich mit dem Flastizitéitstensor des HOOKE’schen Gesetzes

El=3 KT +2G T (4.34)
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ergeben sich unmittelbar die Bestimmungsgleichungen fiir die elastischen Moduli der
Mikroebene als Funktionen des Kompressionsmoduls K und des Schubmoduls G.

‘ 2
Ed= 3K ~sg+§5“:20 (4.35)
5 5 v ;

Mikro-Makro Beziehung der konstitutiven Moduli

Diese Relationen zwischen den mikroskopischen und makroskopischen Elastizitatskonstan-
ten wurden erstmals von BAZANT & PRAT [25] angegeben. Aufgrund der Betrachtung
von drei separaten Anteilen auf der Mikroebene kann entweder der deviatorische oder der
tangentiale Modul in Gleichung (4.35.2) frei gewiihlt werden. Fiir das microplane-ghnliche
Modell von FICHANT, .A BORDERIE und PIJAUDIER-CABOT [76], [77], das lediglich vo-
lumetrische und tangentiale Komponenten 1)eriicl<sichtigt gilt dementsprechend £§ =
und £¢ = 10/3 G. Fiir die Sonderfille £& = £ und £F = 0 ergeben sich die einzigen
Modelle, fiir die die konstitutiven Spannungskomponenten aus Gleichung (4.29) identisch
mit den Spannungskomponenten des Gleichgewichts (4.3) sind, so daff oy = 6y, op = dp
und o = Fr.

4.4 Microplane Elasto-Plastizitit

Im folgenden Abschnitt soll das Microplane Konzept auf ein Modell angewendet werden,
bei dem das plastische Flieflen-den wesentlichen dissipativen Mechanismus darstellt. Unter
der Annahme kleiner Verzerrungen a8t sich der makroskopische Spannungstensor gemsf
Gleichung (3.1) additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegen, so daf§
€ = € + €. Ebenso lassen sich die volumetrischen, deviatorischen und tangentialen Ver-
zerrungsanteile der Mikroebenen als die Summe der jeweiligen elastischen und plastischen
Koniponenten darstellen.

v =€+ ep =€ + ey ep = €} + € (4.36)
Vereinfachend soll hier nur der Einfluf§ der isotropen Verfestigung beriicksichtigt werden,
so daf sich der Vektor der internen Variablen aus den jeweiligen plastlschen Verzerrungs—
anteilen sowie der Verfestigungsvaiiablen x zusammensetzt zu q = {ev,eD, eT7 k}. Die
mikroskopische freie Energie W™e = ymic (Ev,ép,ﬁp,fvl,EDI, eT, k) kann dann wie folgt
spezifiziert werden,

U™ = Wy (e — 8) + Wpep — én) + We(ep — é) + /0 "(b(n)d.‘% (4.37)

wobei die Anteile der gespeicherten Energie Wy, Wp und Wy lediglich Funktionen der
elastischen Verzerrungskomponenten sind. In Anlehnung an die Auswertung in Abschnitt
4.2.2 ergeben sich die Spannungskomponenten der Mikroebene als konjugierte Grofien zu
den jeweiligen elastischen Verzerrungskomponenten, bzw. als Produkt aus den elastischen
Moduli der Mikroebene und den elastischen Verzerrungsanteilen.

6\I,mzc 8\I,mic

=& ¢l op = ae =&Y ¢ or = 9ed =E4. e (4.38)

8\I/mic
Dest

oy =
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Wiehlt man die elastischen Moduli £, €5 und &£f entsprechend Gleichung (4.35), so
entspricht das Modell im elastischen Teilbereich fiir e = 0, éh =0 und e = 0 dem
HookE’schen Stoffgesetz. Die Dissipationsungleichung

D™ =0y & topPdop- -k >0 (4.39)

und die FlieBfunktion ®, die sich aus der Differenz der Vergleichsspannung ¢ und der
Flieflspannung ¢ ergibt,

® = p(ov,0p,07) — P(x) <0 (4.40)
mit . 0% 2
vy = aav vp = 80'[) Vp == 'a—;; (441)

bilden unter der Annahme des Postulats der mazimalen Dissipation ein Optimierungspro-
blem mit Nebenbedingung. Dessen Losung liefert mit ®* = & die folgenden Evolutions-
gleichungen fiir die plastischen Verzerrungskomponenten und die Verfestigungsvariable

& =5 py & =4 pp & =4 pr R=4 (442)
it
" 0" 0P* 0* w3
= ip == = .
a4 80'\/ #o a(J‘D pr aO'T
sowie die KUHN-~-TUCKER Be- und Entlastungsbedingungen in der bekannten Form.
d<0 4> 0 dy=0 (4.44)
Durch Auswertung der Konsistenzbedingung
dy=0 (4.45)
kann die Definitionsgleichung des plastischen Multiplikators 7 angegeben werden,
1
Ay:z[;/V£3V+1/D£;)‘D+VT-£ET1-T]:e (4.46)
wobei
h:=uwy ff/l Hyv +vp SeDl up + vy 8;5 cur+ H (4.47)

gilt. Hierin beschreibt H den isotropen Verfestigungsmodul, der sich durch die Evolu-
tionsgleichung der Flielspannung definieren 148t.

= I 5 it = — 4. 8
¢=Hk mit H B (4.48)
Der vierstufige Tensor der elasto-plastischen Tangentenmoduli &7, liefert den Zusam-

menhang zwischen der makroskopischen Spannungs- und Verzerrungsrate & = €7 : €

und 148t sich in der folgenden Form angeben.

. 3 1 o
stgnzgeuz;/ Al VE v+ DEL up + TV 2L pup |
JQ
® WwEE VS Dyvr - EL-T  d9.

(4.49)

Durch die Einfiihrung cines Potentials sowie die Annahme einer assoziierten Fliefregel mit
®* = @, sodaB uy = v, ptp = vp und pp = vy, nimmt die elasto-plastische Materialtan-
gente eine symmetrische Form an. Die konstitutiven Gleichungen der microplane-basierten
Elasto-Plastizitdt sind in Tabelle 4.1 zusammengestellt.
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Freie Energie g o e (i) = 2 / e Q)
i Jq

mikroskopisch ymie = Wv(e"’}) + Wp(ed)+Wr(ed) + [y ¢ di
Spannungen o = o (oy,0p,00) = 137; ; ovV +opD+ oy TdQ

volumetrisch oy = U™ [ dey =& ¢

deviatorisch op = UM [ ey = EY €

tangential or = 00U [ dep = EY - €d
Fiieﬁspannung

mikroskopisch ¢ = OU™e [ ok b=Hk
Flieffunktion

mikroskopisch ¢ =9 (Uv,(ﬁ), or) —¢ (k) <0

KUuN~-TUCKER Bedingungen

mikroskopisch ¥ >0 $<0 4P =0 =0
Evolution der Verfestigungsvariablen

mikroskopisch [ =7y

Plastische Verzerrungen

volumetrisch & = 0% [ dov
deviatorisch &= 409 [ dop
tangential é’}l = 4 0%* |/ dor

Tabelle 4.1: Microplane Elasto-Plastizitit - Konstitutive Gleichungen
4.5 Microplane Elasto-Schidigung

4.5.1 Formulierung mit drei Schidigungsvariablen

Das Microplane Modell in der urspriinglichen Version nach BAZANT & PRAT [25] ba-
siert auf einer Schidigungsformulierung mit getrennter Beriicksichtigung des volumetri-
schen, des deviatorischen und des tangentialen Schidigungsanteils. Dabei konnen die un-
terschiedlichen Schidigungsparameter als effektive Dichte der Mikrorisse und Mikropo-
ren einer Mikroebene interpretiert werden, vergleiche LEMAITRE [125]. Der volumetri-
sche und der deviatorische Schidigungsanteil dy und dp beschreiben dabei die Schadi-
gung normal zur Ebene, wohingegen dr die Schidigung in der Ebene wiedergibt. Der
Vektor der internen Variablen enthalt demnach die drei Schidigungsparameter dy, dp
und dp, so daB g = {dv,dp,dr}. Die mikroskopische freie Energie 148t sich also als
Funktion der Verzerrungskomponenten und der Schidigungsparameter angeben, ymie =
U™ (¢y, ep, €r, dv, dp, dy), und kann in der folgenden Form spezifiziert werden.

gmie = [1 —dy] Wy(ev) +[L — dp] Wp(ep) + (1 — dr] Wr(er) (4.50)

Wiederum erhilt man durch Auswertung der mikroskopischen CLAUSIUS-DUHEM Unglei-
chung die Definition der Spannungskomponenten der Mikroebene als konjugierte Groflen
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zu den jeweiligen Verzerrungskomponenten. Sie ergeben sich als die gewichteten nomina-
len Spannungskomponenten, bzw. aus dem Produkt der modifizierten elastischen Moduli
£, £2 und € mit den zugehorigen Verzerrungskomponenten.

a\I,mic
oy == P = g‘c}(l €y g‘e/d = [1—dv] g‘e/l
dev
6\I,mic
op = S— = & o £ = [1—dp] £ (4.51)
€p
6\I,mic
UT = el 8,‘;51.5T 8;5’ = [lmd'j‘] 8%1-
8eT

Bei einer Wahl der elastischen Moduli £f, £¢ und Ef entsprechend Gleichung (4.35)
liefert das Modell fiir dy = dp = dpr = 0 das HoOkE’sche Gesetz eines linear sla-
stischen Werkstoffes. Die weitere Auswertung der mikroskopischen CLAUSIUS-DUHEM
Ungleichung nach COLEMAN & NoLL {59] fiihrt auf die Definition der mikroskopischen
Energiefreisetzungsraten Yy, Yp und Yr als thermodynamisch konjugierte Gréfien zu den
Schédigungsvariablen dy, dp und dp.

oymic Hymic Hymic
Yy = ———— =Wy Yp = =W Ypi= - =Wy 4.52
v ady ¥ D B D T iy T (4.52)
Die mikroskopische Dissipationsungleichung
D™ = Yy dy + Yp dp + Yy dp 2 0 (4.53)

in Kombination mit dem Postulat der mazimalen Dissipation sowie drei unabhangig for-
mulierte Schidigungsbedingungen als Differenz einer Funktion ¢ der Energiefreisetzungs-
raten Y und den Schiadigungsparametern d

Oy (Yv,dv) = ¢v(¥y) ~ dv <0
®p (Yp,dp) = ¢p(Yp) — dp <0 (4.54)
Or (Yr,dp) = ¢r(Yr) — dr <0

fiihren wiedernm auf ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen.
L= D+ ky Oy + kp Pp + kr O — stat (455)

Hierbei stellen die &v, kp und &r die jeweiligen LAGRANGE Multiplikatoren dar. Die
Losung des Optimierungsproblems

L: = - YV dv + K;V {¢V(YV) —_ dv]
- Ypdp + &plép(Yp)—dp] (4.56)
- Yr dT + Kr [¢T(YT) - dT] — stat

liefert die Evolutionsgleichungen fiir die Schiadigungsvariablen

_ .. D . Ogr
dy = by g dp = mpg% dr = HT% (4.57)
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sowie die KUHN - TUCKER Be- und Entlastungsbedingungen.

3y < ky > 0 By fy = 0
op < kp >0 bpkp =0 (458)
Pr < kr > 0 P kp = 0

Weiterhin lassen sich individuellen Konsistenzbedigungen wie folgt angeben.
by fy =0 dp fop =0 bp ky =0 (4.59)

Die Auswertung der Konsistenzbedingungen nach SiMo & Ju {190] liefert die folgende
vereinfachte Darstellung der Evolutionsgleichungen.

fy =Yy >0 kp=Yp 20 kr=Yr >0 (4.60)

Alternativ lassen sich die Geschichtsparameter s als die in der Belastungsgeschichte
[~00; 7] jeweils maxima) errcichten Werte der Energiefreisetzungsrate angeben,

ky = max (Vv (t), k%) Kp = max (Y])(t)7 £%) kp = max (Yp(t),k3)  (4.61)

—oo<tlT N —oo<i<LT

wobei k¥, &% und % die individuellen Schwellwerte des Schiadigungswachstums darstel-
len. Damit gehen die Evolutionsgleichungen der Schidigungsparameter (4.57) unmittelbar
in direkte Definitionen der Schidigungsparameter als Funktion der Geschichtsparameter
iiber. :
dy = dyv(kv) dp = ¢p(kp) dr = dr(sr) (4.62)

Die Auswertung der makroskopischen CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung liefert entspre-
chend Abschnitt 4.2.2 die Definition des Spannungstensors,

a\I} mac e
7= =E% ¢ (4.63)
des vierstufigen Tensors der Sekantenmoduli
3 7
sggc:%—/g VeV+EY DD+ T EF-TdQ (4.64)
Q
sowie die Beziehung zwischen Spannungsraten und Verzerrungsraten
. do d -
o':ae—:ezé'tffn:e (4.65)

durch den vierstufigen Tensor der Tangentenmoduli der Elasto-Schidigung.

ed __ ged Ody ‘7%/ d¢p  ah O¢r T I ®or
Ein=Co Ty | = VOV o i P P8P G L T
(4.66)

Im Gegensatz zu den urspriinglichen Microplane Modellen basierend auf der Version von
BAZANT & Prat [25] fillt auf, daff die Tensoren der Sekanten- sowie der Tangenten-
moduli in dieser Formulierung aufgrund des Potentialcharakters des Modells sowie eines

assoziierten Schidigungsverhaltens eine symmetrische Form annehmen.
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Im Gegensatz zu den urspriinglichen Microplane Modellen ist, die Einhaltung der makro-
skopischen Dissipationsungleichung D™ > 0 in dieser Formulierung in der starken Form
gewihrleistet, da die Erfiillung der mikroskopischen Dissipationsungleichung D™¢ > 0
durch Gleichung (4.53) direkt gefordert wurde. Zur Ubersicht sind die Gleichungen der
Microplane Elasto-Schidigung mit drei unabhiingigen Schidigungsparametern in der Ta-

belle 4.2 nochmals zusammengefafit.

Freie Energie

volumetrisch  WC = WP (ey, dy, ky)

deviatorisch W = WR%(ep, dpy, kp)

tangential Umie = Wi (e, dy, ky)
Spannungen o =09/ de

— 8lllmic / 66V
— a\pmic / 86[)
= 0\11"”'“ / aéT

volumetrisch oy

deviatorisch  op

tangential or
Energiefreisetzungsraten
—0U™ie [ idy,
—8um™e [ ddp,
= —g¥™e [ ddp

il

volumetrisch Yy,

i

deviatorisch  Yp

tangential Yr
Schidigungsfunktionen

volumetrisch &y = ¢y (Yy) — dy
= ¢p(Yp) — dp
= ¢p(Yr) — dr
Kurn-TUckER Bedingungen

deviatorisch  ®p

tangential [ors

volumetrisch ¢y <0 ky >0
deviatorisch  $p <0 kp >0
tangential oy <0 kr >0

Schédigungsevolution

i

&y By | BYy
kp O¢p [ OYp
== l.CT 8¢T / aYT

volumetrisch  dy

Il

deviatorisch  d D

tangential dr

3 7 , ) .
\Ijmac = \Pmac(\pvy \I’D, \I/T) — a_’,‘r_/ q,q/nw + \Ily)nc + \Pzﬂzc dQ

Q
== [1 i (lv] WV
= [l - d[)] WD
= {1 - dTJ WT

5
= w/ Voy + Dop +TT - ordS)
47T 0

= [1 - dv] g‘ell €y
1-— d])] 51%[ €p

=
:[1—dT] g%l'ﬁ'p

fy By =0 fky Dy=0

bp®p =0  fp dp=0

RT(I)TZO ."ﬁT(bT:O

Tabelle 4.2: Microplane Elasto-Schidigung - Konstitutive Gleichungen
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4.5.2 Formulierung mit einer Schidigungsvariablen

Die urspriinglichen Microplane Modelle basieren auf der Annahme einer nahezu vollstéindi-
gen Entkopplung des volumetrischen, deviatorischen und tangentialen Verhaltens. Le-
diglich die tangentialen Gesetze wurden teilweise in Abhéngigkeit der volumetrischen
Spannungen oder, um eine explizite Formulierung zu gewinnen, in Abhéngigkeit der vo-
lumetrischen Verzerrungen angegeben, vergleiche BAZANT & PRAT [25] CAROL, PRAT
& BAZANT [49]. Dies war insbesondere notwendig, um der volumetrischen Abhéngigkeit
des Reibungseinflusses bei der Modellierung von Beton Rechnung zu tragen. Im folgenden
Abschnitt soll eine Microplane Formulierung diskutiert werden, die auf der Einfilhrung
einer einzigen Schidigungsvariablen pro Mikroebene beruht, so dafi die volumetrischen,
deviatorischen und tangentialen elastischen Moduli der Ebene gleichermaflen abgemindert
werden. Obwohl die Herleitung hier wieder im Rahmen des in Abschnitt 4.2.2 bereitgestell-
ten, generalisierten Schemas erfolgt, fithrt die Formulierung auf eine dhnliche Darstellung
wie das jiingst von JIRASEK [98], [97] vorgeschlagene Verfahren basierend auf der Annah-
me der Energiedquivalenz.

Es wird im folgenden also nur éine Schidigungsvariable 4 eingefiihrt, so daf gilt g = {d}.
Dementsprechend ergibt sich die mikroskopische freie Energie als Funktion der Verzer-
rungskomponenten sowie der internen Variablen, ¢ = I™(c, ep ep,d), und kann in
der folgenden Form spezifiziert werden.

Pmic o [1 —_ d} [W\/(Ev) - WD(ED) + VV’T’(e’I')] (467)

Im Gegensatz zum Abschnitt 4.5.1 ergeben sich nun alle Spannungskomponenten als in
gleichem MaBe abgeminderte nominale Spannungen, bzw. aus dem Produkt der mit [1 — d]
abgeminderten Elastizitdtmoduli und den jeweiligen Verzerrungskomponenten.

[ymic
oy = 8; = &g ey g¢ = [1-d) &
(3%
op = X &g ep g = [1-d &g (468
86[)
\IJmic
or = 9 = &4 e £¥ = [1-d &
36']*

Die mikroskopische Energiefreisetzungsrate ergibt sich als Summe der gespeicherten Ener-
gieanteile Wy, Wp und Wp.
ow mic

Y = *5—2 =Wy +Wp+Wr (469)

Es ist nun lediglich die Spezifikation einer Schidigungsfunktion & als Differenz der dqui-
valenten Energiefreisetzungsrate ¢ und des Schidigungsparameters d erforderlich.

d=p(Y)—d<0 ~ (4.70)

Die Losung des zugehérigen Optimierungsproblems aus der Dissipationsungleichung mit
der Schidigungsfunktion als Nebenbedingung fiihrt in der bekannten Art und Weise auf
die Evolutionsgleichungen fiir die internen Variablen, die KUHN - TUCKER Gleichun-
gen und die Konsistenzbedingung. Deren Auswertung nach SiMo & Ju [190] liefert die
folgende direkte Bestimmungsgleichung fiir die Schidigungsvariable.

d = ¢(k) mit k= vggt)iT(Y(t), &%) (4.71)
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Der makroskopische Spannungstensor 148t sich mit Hilfe der folgenden Sekantenbeziehung
o = E%, : € bestimmen, wobei sich der vierstufige Sekantentensor der Elasto-Schidigung

wie folgt darstellen 148t.

ef 3 [ £ (4
£ed — E./ﬂ[l ~d[EfV RV +EIDRD+TT - £%-T) dQ (4.72)

Dementsprechend liefert die Bezichung zwischen den makroskopischen Spannungs- und
Verzerrungsraten ¢ = £¢¢, : & den vierstufigen Tensor der Tangentenmoduli der Elasto-

tan
Schidigung.
q 174 D T 1 .
gt =gt 2[00 Vov+Dop + T -0r]  [ovV oD tor 1) (4.73)

4 o Ok 1-d 1-d

Da analog zu Abschnitt 4.4 nur eine Versagensfunktion eingefiihrt wurde, weist die Mate-
rialtangente der Elasto-Schidigung aus Gleichung (4.73) eine bemerkenswert Zhnliche
Struktur auf, wie die Materialtangente der Elasto-Plastizitdt entsprechend Gleichung
(4.49).

4.5.3 Formulierung mit Mikrorifischliefung

Das urspriingliche Microplane Modell von BAZANT & PRAT [25] sowie alle darauf aufbau-
enden Modelle basieren auf einer separaten Spezifizierung des Materialverhaltens unter
Zug- und Druckbeanspruchung. Durch die Einfilhrung zweier unabhingiger Sitze von
internen Variablen konnen dann in anschaulicher Form sowohl die Effekte der Mikro-
rifischlieBung als auch das zug-druck-unsymmetrische Verhalten, das charakteristisch fiir
zahlreiche gesteinartige Materialien ist, abgebildet werden. Die mit tensoriellen Mikro-
rifischlieBungsmodellen verbundenen Probleme der Definition von positiven und negati-
ven Verzerrungsmaflien und die daraus resultierende kiinstliche Energicerzeugung bzw.
-vernichtung werden im Rahmen des Microplane Konzeptes in natiirlicher Art und Wei-
se gelost, da die relevanten Verzerrungsgroflen in skalarer Form vorliegen. Aus diesem
Grund ist das Microplane Modell zur Modellierung gesteinartiger Materialien, wie bei-
spielsweise Beton, ausgezeichnet geeignet. Im Gegensatz zu den volumetrischen und de-
viatorischen Materialgesetzen auf der Mikroebene kénnen die tangentialen Spannungs-
Dehnungskurven als vorzeichenunabhiingig angenommen werden. Weiterhin werden Rif3-
schlieBungseffekte in tangentialer Richtung vernachlissigt, so daf} zur Beschreibung des
tangentialen Verhaltens nur ein Variablensatz erforderlich ist, ¢ = {d¥,dy, d3, dp, dr}.
Die mikroskopische freie Energie ¥™¢ = U™< (cy ep, er, dy, dy, d}y, dpy, dr) 188t sich in
der folgenden Form spezifizieren,

¥me = Hiey) [L=db ] Wyler) + H(-e) [1~dy ] Wo(er)
+ Hep) [1 —d}] Wplep) + H(~€p) [1 —dp] Wp(ep) (4.74)
+ [l —dr | Wr(er)

wobei H(e) die HEAVISIDE Funktion gemif (A.18) darstellt. Die Auswertung der mikro-
skopischen CLAUSIUS-DUHEM Ungleichung liefert in gewohnter Form die mikroskopischen
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Spannungskomponenten

B\I,mic
ovimp—=Ef e &= [Hiey) [L - di] + Hl=ev) [1 - dy])E7
8\I/mic .
opi= g = &gt ep  Egh=[H(ep) [1 - df) + H(—ep) [1 — dp)]Eg  (4T9)
6\Ilm’“/ € e 1 €
T Ber - er Efi= (L -dr] £F

sowie die Energiefreisetzungsraten als konjugierten Gréfien zu den Schidigungsvariablen.

Hpmic B Hmie
Y= B = Hev) Wy Yy = - ad;, = H(—ey) Wy
B\I,mic a\I,mic
V=~ =H{ep) W Y5 = o = H(—ep) W, (4.76)
D Bd} (o) W b ady, (=e0) Wo
6\1/71”',(:
Vpoim —p = Wy

Die Lésung des Optimierungsproblems aus der Dissipationsungleichung

D = Y dE + Yy dp + YR dE 4 Yy dp A+ Yedr 2 0 (4.77)

in Verbindung mit dem Postulat der maximalen Dissipation unter der Einhaltung der fiinf
unabhingigen Schidigungsfunktionen als Nebenbedingungen

F = ¢y(Yy) —dy <0 Dy = dy(Yy) —dy <0
&} = oH(YE) ~df <0 ;= dp(Yy) —dp <0 (4.78)
r = dr(Ve) —dp <0

liefert, die Evolutionsgleichungen fiir die Schadigungsparameter als Funktionen der La-
GRANGE’schen Multiplikatoren &.

- . 0¢7 " . 0y

+ ot YV = & ____Z_

dy = ki avF dy Ay o

: . 09} i G

i = i 2 G-l 6w
. o

dT = K?Tm

Weiterhin gelten die KUHN - TUCKER Be- und Entlastungsbedingungen sowie die Kon-
sistenzbedingungen,

+

a5 <0 K> 0 oL &L =0 dF A =0
d; <0 ko= 0 k=0 d7 ky =0
o, <0 K >0 dh kL =0 o5 i, =0 (4.80)
d; <0 kp >0 dpkp =0 &, kp =0
br <0 kr > 0 Or iy =0 dr fr 0
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deren Auswertung in Analogie zum vorigen Abschnitt die folgenden expliziten Bestim-
mungsgleichungen fiir die Schidigungsparameter definiert.

dy=¢y (ky)  mit k= max (YF(t)s]")
dy =dy (ry)  mit  my = max (¥y(t) k")
dp=¢p (k) mit  xf= max (Vi(t),x}°) (4.81)
dp=9p (k) mit sy = max (¥;(t),55")
dr =¢r (kr) mit  kp = ygl?t}iT(Yr(t), K% )

Der Sekantentensor der Elasto-Schidigung liefert die Beziehung zwischen den makrosko-
pischen Spannungen und Verzerrungen o = £ : € und it sich analog zum Abschnitt
4.5.1 angeben.

3 f "
8§fc=1;/85dV®V+£§dD®D+T‘-£§£l~TdQ (4.82)
Q

Die Bezichung zwischen den makroskopischen Spannungs- und Verzerrungsraten ist iiber
den vierstufigen Tensor der Tangentenmoduli definiert & = €% : ¢, der sich in der

folgenden Form darstellen lafit, vergleiche KuHL & Ramm [114].

3 [ 9y o} ¢y oy

ed - ed _ 2 V V —_—V
Elan = Esec ar Jo Ok (1 —df)? eV Oky [1—dy)? eV
8¢;§ a?‘) 0y U%)
DD pDRD+ 22D DD (4.83)
Yoo ap P T, i P®
L Wrgr or@0r g

8K,T [l - dTP '

Abbildung 4.8 zeigt beispielhaft den moglichen Verlauf der unabhingig voneinander withi-
baren Konstitutivgesetze der Mikroebenen im Zug— und Druckbereich, vergleiche BAZANT
& PRraAT [25]. Insbesondere fiir kohisive Reibungsmaterialien, die ein extrem unterschied-
liches Zug—Druckverhalten aufweisen, ist ein solches Modell aus diesem Grund besonders
geeignet.

4% 9p or
€y €p

€r

Abbildung 4.8: Spannungs-Dehnungskurven auf der Mikroebene
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4.6 Beispiele — Texturentwicklung

Ein wesentlicher Vorteil des Microplane Modells gegeniiber anderen anisotropen Mate-
rialmodellen legt in der anschaulichen Darstellbarkeit der Ergebnisse, insbesondere im
Hinblick auf die Evolution der sich aushildenden Texturen. Im folgenden soll die Aus-
prigung von Anisotropie éxemplarisch anhand der Modeliprobleme des einaxialen Zuges
sowie der einfachen Scherung analysiert werden. Dazu wird ein 1 mm?® grofier Wiirfel im
ebenen Verzerrungszustand untersucht.

4.6.1 Microplane Elastizitét

Die nachfolgenden Berechnungen basieren auf der in Abschuitt 4.3 vorgestellten Wahl der
elastischen Microplanemoduli als Funktionen der makroskopischen Elastizitdtskonstanten
K=16666.7 N/mm? und G=12500 N/mm?, entsprechend einem Elastizitdtsmodul von
E = 30000N/mm? und ciner POTSSON Zahl von »=0.2. Bei einer gleichen Gewichtung des
deviatorischen und tangentialen Anteils nehmen die zugehérigen elastischen Microplane
Moduli die Werte £¢ = 50000 N/mm?, £§ = 25000 N/mm? und £ = 25000 N/mm? an.
Abbildung 4.9 zeigt die resultierende Verteilung der gespeicherten Energienanteile Wy,
Wp und W entsprechend Gleichung (4.28) fiir die Modellprobleme des einaxialen Zuges
sowie der einfachen Scherung. Die gezeigten Encrgieanteile entsprechen einer aufgebrach-
ten Verschiebung » von u = 0.004 mm. Es ist deutlich erkennbar, daf die volumetrischen
Verzerrungen eine isotrope Verteilung annehmen, wihrend die gespeicherten Energieantei-
le basierend auf den deviatorischen und tangentialen Verzerrungskomponenten richtungs-
abhingige Grofen darstellen. Bemerkenswerterweise erreicht die gespeicherte Energie der
volumetrischen Verzerrungen unter einaxialem Zug unter allen Energiekomponenten den
maximalen Wert. Wie erwartet wird der Energieanteil der deviatorischen Verzerrungen in
Lastrichtung maximal, wihrend die tangentialen Verzerrungen insbesondere unter einem
Winkel von 45° die grofiten Energieanteile liefern.

W [N/mmZ]

Abbildung 4.9: Gespeicherte Energieanteile Wy, Wp und Wy
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Im Gegensatz zum einaxialen Zug ist der Lastfall der einfachen Scherung rein isochor,
so dafl die volumetrische gespeicherte Energie zu Null wird. Die deviatorischen Kompo-
nenten nehmen unter einem Winkel von 45° zur Lastrichtung maximale Werte an. Die
tangentialen Verzerrungen hingegen weisen in den Ebenen, deren Normalen parallel sowie
orthogonal zur Belastungsrichtung angeordnet sind, Maximalwerte auf.

4.6.2 Microplane Elasto—Plastizitit

Im nidchsten Beispiel wird das plastische Verhalten in Anlehnung an das in Abschnitt 4.4
vorgestellte microplane-basierte Plastizitdtsmodell untersucht. Die makroskopischen Ela-
stizitdtskonstanten werden entsprechend Abschnitt 4.6.1 gewidhlt. Vercinfachend ist hier
der deviatorische Elastizititsmodul zu £g = 0 N/mm? angenommen, so da$ der tangen-
tiale Modul einen Wert von £ = 41667 N/mm® annimmt. Die fiquivalente Spannung ¢

F[kN] einaxialer Zug F[kN] einfache Scherung
8.0 7 2.0
6.0 7] 1.5
4.0 7 1.0
2.0 7 0.5
0.0 0.0

T

0.00 0.01 0.02 0.03 u[mm]

Abbildung 4.10: Last—Verschiebungskurven und Plastischer Multiplikator ¥
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wird vereinfachend zu
eloy,op,or) = ||0'TH

gewihlt, wobei mit || o || die Lo-Norm gemiB (A.7) bezeichnet sei. Dies entspricht ei-
ner rein deviatorischen Fliefibedingung, wie sie fiir die klassische vON MISES Plastizitiit
entsprechend Tabelle 3.3 charakteristisch ist. Es wird ein linear entfestigendes Material-
verhalten angenommen. Die Fliespannung kann dementsprechend mit Hilfe der folgenden
Funktion, die ein lineares Entfestigungsverhalten charakterisiert, beschrieben werden.

¢(k) =0y + Hr

Der Anfangswert der Fliefispannung wurde zu oy = 50 N/mm? gewihlt, wihrend der
Entfestigungsmodul zu H = E/15 = 2000 N/mm? angenommen wurde. Bemerkenswer-
terweise zeigen die Last—Verschiebungskurven, die in Abbildung 4.10 gegeniiber gestellt
sind, trotz der Wahl eines bilinearen Verhaltens auf den einzelnen Ebenen eine deutli-
che Ausrundung im Bereich des kritischen Punktes. Diese Abweichung von dem auf der
Ebene vorgeschriebenen bilinearen Spannungs-Dehnungsverlauf ist auf den sukzessiven
Ubergang einzelner Ebenen in den plastischen Bereich zuriickzufiihren. Haben schlieBlich
alle Ebenen zu flieen begonnen, so wird in der dargestellten Last-Verschiebungskurve
das lineare Entfestigungsverhalten der Ebenen abgebildet.

In Abbildung 4.10 ist die Evolution des plastischen Multiplikators ¥ zu den in den Last-
Verschiebungskurven markierten Belastungsstadien gezeigt. Es ist eine deutliche Tendenz
zur Texturbildung erkennbar. Maximalwerte des plastischen Multiplikators werden fiir
den einaxialen Zug unter einem Winkel von 45° zur Lastrichtung eingenommen, wihrend
bei der einfachen Scherung maximale Werte auf den Ebenen parallel und orthogonal zur
Belastungsrichtung auftreten.

4.6.3 Microplane Elasto—Schidigung

Die Ergebnisse, die auf der in Tabelle 4.2 zusammengefafiten Schidigungsformulierung mit
drel unabhingigen Schidigungsparametern basieren, sind in Abbildung 4.11 gegeniiber
gestellt. Die zugrunde gelegten elastischen Materialparameter wurden entsprechend dem
vorigen Abschnitt gewihlt, wihrend fiir die Schidigungsparameter die folgende exponen-
tielle Evolutionsgleichung ohne Schidigungsschwellwert angenommen wurde.

(k)= 1~ exp[—[x/a]f]

Dementsprechend wird die Spezifizierung zweier zusitzlicher Materialparameter fiir jede
Komponente erforderlich, die jeweils zu ay = 0.009, py = 0.5, ap = 0.0125, pp = 0.4,
ar = 0.032 und pr = 0.5 gew#hlt wurden. Gemiafi dem in Abschnitt 4.5.1 beschriebenen
Schidigungsmodell entsprechen die Variablen xy, xp und xr dem jeweiligen Maximal-
wert des zugehorigen gespeicherten Energieanteils Wy, Wp und Wy. Damit stellen die in
Abbildung 4.9 fiir den elastischen Fall skizzierten Energieanteile die treibenden Gréfien
des Schidigungsprozesses dar.

Abbildung 4.11 zeigt die resultierenden Last—Verschiebungskurven fiir die Modellproble-
me des einaxialen Zuges und der einfachen Scherung. Die Schidigungsparameter dp und
dr zu den markierten Stadien der Belastungsgeschichte sind ebenfalls in Abbildung 4.11
gezeigt. Sie spiegeln die ausgepriigte Texturevolution wider. Diese wird entscheidend durch
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F[kN] einaxialer Zug F[kN] einfache Scherung
2.0 P 1.00
D=
1.5 1 0.75
—>
1.0 1 0.50
0.5 7 0.25
0.00

0.00 001 002 003 u[mm]

Abbildung 4.11: Last—Verschiebungskurven und Schédigung dj, und dr
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die Wahl der Schidigungsgesetze gepriagt. Wihrend unter Zugbeanspruchung die deviato-
rische Schidigung in Lastrichtung maximal ist, nimmt die tangentiale Schidigung unter
einem Winkel von 45° zur Lastrichtung die grofiten Werte an. Die Schidigungsverteilung
der deviatorischen und tangentiale Komponenten weist nahezu eine inverse Anordnung
auf, so daf§ Ebenen mit minimaler deviatorischer Schidigung eine maximale tangentiale
Schidigung erfahren. Gleiches gilt fiir die einfache Scherung, unter der die deviatorischen
Schidigungsanteile unter einem Winkel von 45° maximal werden, wihrend die tangentiale
Schidigung auf den Ebenen, deren Normale parallel und orthogonal zur Lastrichtung an-
geordnet ist, maximale Werte aufweist. Die in Abbildung 4.11 gezeigten Verteilungen der
tangentialen Schidigung dhneln stark den Verteilungen des plastischen Multiplikators aus
Abbildung 4.10, da fiir das im vorigen Abschnitt gezeigte Beispiel ebenfalls die tangentiale
Spannungskomponente die treibende Grofe des plastischen FlieBens darstellt.

Die Beispiele dieses Abschnittes haben gezeigt, dafl das Microplane Konzept als allge-
meingiiltige Grundlage zur Modellierung eines anisotropen Materialverhaltens eingesetzt
werden kann. Einzelne Versagensphinomene auf der Mikroskala lassen sich detailiert ab-
bilden. Desweiteren bietet die numerische Simulation anschauliche Erklarunger der Wech-
selwirkungen einzelner Versagensvorginge. Insbesondere fiir spréde, kohdsive Reibungs-
materialien erscheint das Microplane Konzept daher hervorragend geeignet. Eine entkop-
pelte Betrachtung der einzelnen Versagensformen, wie sie fiir die urspriinglichen Modelle
durch die Einfiihrung unterschiedlicher Schadigungsfunktionen auf der Ebene postuliert
wurde, scheint dem Modell zu viele Freiheiten zu ermoglichen. Diese miissen durch geeig-
nete Parameterwahl wieder eingeschriinkt werden, um ein glattes makroskopisches Ant-
wortverhalten gewihrleisten zu konnen. Insbesondere konnten bei Untersuchungen des
Schidigungsmodells mit drei unabhingig formulierten Schadigungsfunktionen Be- und
Entlastungsvorgiinge einzelner Komponenten beobachtet werden, deren Ursache sich auf
einer Mehrdeutigkeit der deviatorisch-tangentialen Projektion griindet. Formulierungen,
die auf der Einfilhrung einer einzigen Versagensfunktion pro Ebene basieren und damit
automatisch eine konstitutive Kopplung des Normal- und Tangentialverhaltens bertick-
sichtigen, kénnen jedoch als eine attraktive, numerisch stabile Alternative verstanden
werden.



Kapitel 5

Lokalisierung

Das folgende Kapitel ist dem Versagensphinomen der Lokalisierung gewidmet. Aufbauvend
auf einer kurzen Einfihrung werden die klassischen Kriterien des Verlustes der Eindeutig-
keit, der Stabilitit, der Elliptizitat sowie der starken Elliptizitat diskutiert. Das Lokalisie-
rungskriterium, das fir quasi-statische Probleme den Verlust der Elliptizitit kennzeichnet,
wird anschlieflend beispielhaft fir die konstitutiven Modelle der Elasto-Plastizitit sowie
der Elasto-Schddigung erliutert. Dabei wird insbesondere eine geometrische Interpretati-
on des Lokaliserungskriteriums, -das sich in den Mohr’schen Koordinaten in Form einer
Ellipse darstellen 1GBt, veranschaulicht. Anhand des Modellproblems des Zugstabes wird
die mit der Lokalisierung einhergehende Netzabhingigkeit der Losung illustriert. Abschlie-
Bend erfolgt eine Diskussion erweiterter Modelle, die auch im postkritischen Bereich eine
eindeutige, netzunabhdngige Lisung garantieren.

5.1 Allgemeines

Unter dem Begriff Lokalisierung versteht man die Ausbildung schmaler Versagenszonen
mit einer hohen Konzentration von Deformationen, wihrend der Rest der Struktur mogli-
cherweise sogar eine Entlastung erfahren kann. Dieser Versagensvorgang beginnt mit der
Entstehung von Mikrorissen und Mikroporen, deren Akkumulation bei fortschreitender
Belastung zur Ausprigung von Zonen stark lokalisierter Verzerrungen fiihrt. Diese stellen
zu einem spiteren Zeitpunkt den Ausgangspunkt fiir ein mogliches diskretes Versagen
dar. Eine eindrucksvolle Sammlung von Aufnahmen lokalisierter Versagensformen fin-
det sich in NADAT [160]. Hier sind sowohl die klassischen Lokalisierungsphéinomene in
metallischen Materialien wie beispielsweise Eisen, Stahl und Kupfer als auch lokalisier-
te Versagensformen von Geomaterialien wie Marmor, Sand und Gestein abgebildet und
in anschaulicher Form erliutert. Das wohl bekannteste Phinomen lokalisierten Versagens
stellen die LUDERS-Binder in duktilen metallischen Materialien dar, aber auch das klassi-
sche Grundbruchphénomen der Bodenmechanik sowie die Akkumulation von Schidigung
in spréden Materialien wie Beton kdnnen als lokalisierte Versagensformen verstanden wer-
den. Traditionell unterscheidet man das fiir sprode Materialien charakteristische kohdsive
Versagen, das mit einem trennbruchartigen Materialversagen verbunden ist und das fiir
duktile Materialien typische Reibungsversagen, das einem Abgleiten entlang schwiicherer

57
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Materialebenen entspricht. Beide Versagensarten kénnen als Bifurkation einer urspriing-
lich homogenen Strukturantwort hin zu einer hochgradig konzentrierten Versagensform
verstanden werden. Die Bandbreite der Lokalisierungszone in Metallen ist hierbei ty-
‘pischerweise kleiner als ein Millimeter, wohingegen die Zone lokalisierten Versagens in
gekliifteten Gebirgsmassen hiufig bis zu mehreren Metern breit sein kann.

Obwohl die klassischen Instabilititsphanomene aufgrund von Materialversagen seit lan-
ger Zeit bekannt sind, ist das Interesse an einer mathematisch korrekten Beschreibung
von lokalisierten Versagensformen in den vergangenen Jahren zunehmend gestiegen. Eine
der ersten theoretischen Arbeiten dieser Thematik, die sich mit der Wellenausbreitung in
elastischen Medien befafit, wurde bereits zu Beginn dieses Jahrhunderts von HADAMARD
[85] verdffentlicht. Seine grundlegenden Ideen wurden von THOMAS [210], HILL [90] und
MANDEL [141] Anfang der 60er Jahre aufgegriffen und auf elasto-plastisches Material-
verhalten ibertragen. Zu Beginn wurden nahezu ausschlieflich Lokalisierungsvorginge
in metallischen Materialien wie beispielsweise die Phinomene der Scherbandbildung und
Einschniirungsphdnomene untersucht. Inshesondere aufgrund der fiir Metalle giiltigen As-
soziiertheit der plastischen FlieBregel und der damit verbundenen Symmetrie der Materi-
altangente waren die Zusammenh#inge zwischen der Lokalisierungsbedingung und den von
HiLL [89] vorgestellten Begriffen von Eindeutigkeit und Stabilitit zunichst unklar. Ende
der 70er Jahre gelang dann jedoch RUDNICKI & RICE [185], MAIER & HUECKEL [139)]
sowie RANIECKI & BRUHNS [177] eine klare Differenzierung der oben genannten Kriterien
fiir den Fall einer nicht-assoziierten Plastizititsformulierung. Die Materialtangente der fiir
Geomaterialien charakteristischen nicht-assoziierten FlieBgesetze nimmt in der Regel eine
unsymmetrische Form an, so daf einige der Versagenskriterien bereits vor dem Erreichen
des Maximums der Spannungs-Dehnungskurve eintreten kénnen. Die damit verbundenen
destabilisierenden Effekte fiir unterschiedliche Fliefiregeln von Metallen, Einkristallen und
Geomaterialien wurden von RICE [181] in einer umfangreichen Ubersichtsversffentichung
untersucht. Insbesondere die von RICE [181] analysierten, kritischen Verfestigungsmodu-
li, die fiir nicht—assoziierte FlieBgesetze im allgemeinen auch positive Werte annehmen
konnen, verdeutlichen die destabilisierende Wirkung nicht-assoziierter Plastizititsph#no-
mene.

Bis Mitte der 80er Jahre wurden numerische Untersuchungen von materiellen Instabi-
litdten und den daraus resultierenden Lokalisierungsphinomenen nahezu ausschlieflich im
Rahmen klassischer Kontinuumsmodelle durchgefithrt. Im postkritischen Bereich konnte
jedoch eine Abhéngigkeit der klassischen Kontinuumslésung von der gew#hlten Diskreti-
sierung beobachtet werden, wie sie beispielsweise von DE BORST [30] dokumentiert wurde.
Die Netzabhangigkeit der Losung konnte nicht mehr allein durch den Verlust von Stabilitét
erklirt werden. Vielmehr wurden der mogliche Typwechsel der Differentialgleichung und
die damit verbundene Unzuldnglichkeit der urspriinglich ausreichenden Randbedingun-
gen als Ursache fiir die Diskretisierungssensitivitit der Lésung angesehen. Das Eintreten
der Lokalisierungsbedingung signalisiert den méglichen Verlust der elliptischen Eigen-
schaften der beschreibenden Differentialgleichungen eines quasi-statischen Problems. Die
Gutgestelltheit des Randwertproblems, die mit einer finiten Anzahl linear unabhingiger
Losungen verbunden ist, geht damit verloren. Dementsprechend ist bei den Bewegungsglei-
chungen der Dynamik ein Typwechsel vom hyperbolischen zum elliptischen Typ moglich,
so daf} die urspriinglich ausreichenden Anfangs- und Randbedingungen unzureichend wer-
den und auf schlecht gestellte Probleme fiihren, siche HILL [90] oder SLuvs [191].
Anderungen der Mikrostruktur, die durch klassische Kontinuumsmodelle nicht ausrei-
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chend erfafit werden, kénnen als Ursache fiir den Verlust von Elliptizitit bzw. Hyper-
bolizitidt verstanden werden. Insbesondere bei Simulationen von Strukturen, deren Ab-
messungen nicht hinreichend groff gegeniiber einer fiir die Mikroskala charakteristischen
Léinge sind, kénnen diese Effekte der Mikroebene in der Beschreibung nicht ohne weite-
res vernachléssigt werden, vergleiche MUHLHAUS [156]. Durch die Beriicksichtigung einer
internen Lénge in den konstitutiven Gleichungen lift sich der Typwechsel der Differen-
tialgleichung vermeiden. Unterschiedliche Mafinahmen, wie sie in den zusammenfassenden
Biichern von MUHLHAUS [156] sowie DE BORST & VAN DER GIESSEN [36] gegeniiber ge-
stellt sind, kénnen getroffen werden, um diese zusétzlichen Informationen der Mikroebene
zu beriicksichtigen, so dafl die Gutgestelltheit des Problems auch im postkritischen Be-
reich weiterhin gewahrleistet bleibt.

Die charakteristischen Eigenschaften, die mit dem Verlust von Elliptizitit aufgrund plasti-
schen Materialverhaltens verbunden sind, wurden in der Vergangenheit bereits ausfiihrlich
untersucht. In OTTOSEN & RUNESSON [163] findet sich beispielsweise eine Zusammenstel-
lung der analytischen Lésungen der Elliptizititsbedingung fiir zahlreiche unterschiedliche
Plastizitidtsmodelle. Detailierte Ausfithrungen zur Lokalisierungsanalyse im Rahmen der
geometrisch nichtlinearen Theorie finden sich bei STEINMANN, LARSSON & RUNESSON
[201]. Die geometrische Interpretation des Verlustes von Elliptizitit wurde von BENAL-
LAL [27], BENALLAL & CowM1 [29], IORDACHE & WiLLaMm [94], [95] sowie KunL, RAMM
& WiLLaM [119] diskutiert. Die in diesem Zusammenhang aus der Plastizitétstheorie
bekannten Auswertungstechniken koénnen nahezu ohne Modifikationen auf die Kontinu-
umsschidigungsmechanik tibertragen werden. Entsprechende Untersuchungen fiir isotro-
pes Schidigungsverhalten findet man bei beispielsweise in LEMAITRE {123] sowie Rizzi,
Caror & WiLLAM [183]. Lokalisierungsuntersuchungen anhand anisotroper Schidigungs-
modelle fiir Beton wurden von ORTIZ [162] durchgefiihrt. Es sei abschliefend bemerkt,
dafl der Verlust von Elliptizitit nur eine von drei méglichen Ursachen fiir die eventuelle
Schlechtgestelltheit des Problems darstellt, vergleiche BENALLAL, BILLARDON & GEY-
MONAT [28] sowie DE BORST & VAN DER GIESSEN [36].

5.2 Diskussion unterschiedlicher Versagenskriterien

Im folgende Abschnitt sollen vier unterschiedliche Kriterien vorgestellt werden, die als
Indikatoren im Rahmen einer Versagensanalyse eingesetzt werden kinnen, siehe beispiels-
weise DE BORST, SLUYS, MUHLHAUS und PAMIN [40], OTTOSEN & RUNESSON [163] sowie
WiLLAM [224]. Die beiden zunéichst beschriebenen Kriterien, der Verlust von Eindeutigkeit
und der Verlust von Stabilitdt, konnen als Kriterien fiir diffuse Versagensformen verstan-
den werden, bei denen die Kontinuitéit der Feldgrofien innerhalb eines Korpers erhalten
bleibt. Abbildung 5.1 zeigt das zugehorige kontinuierliche Versagen eines Probekérpers
unter Druckbeanspruchung. Der Verlust von Eindeutigkeit sowie der Verlust von Stabi-
litdt konnen sowohl auf der Materialebene als auch auf Strukturebene untersucht wer-
den. Beide Kriterien konnen also entsprechend ihrer Formulierung als Indikatoren sowohl
fiir lokales als auch globales Versagen dienen. Die hier verwendeten Begriffe von Stabi-
litét und Eindeutigkeit stehen in engem Zusammenhang mit dem Stabilitdtsbegriff nach
LyApPUNOV [134], der zur Untersuchung geometrischer Instabilititen verwendet wird. Die
LyAPUNOV-Stabilitit, die eine begrenzt kleine Anderung der Lisung bei kleiner Stérung
der Eingangsgrofie charakterisiert, ist jedoch nur fiir den elastischen Fall direkt mit den
hier betrachteten Begriffen vergleichbar.
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Im Gegensatz zu den beiden erstgenannten Kriterien stellen der Verlust von Elliptizitit
sowie der Verlust von starker Elliptizitdt ausschlieBlich lokale Versagenskriterien dar. Sie
gelten als Indikatoren fiir diskontinuierliche Versagensformen. Diese zeichnen sich durch
die Ausprigung von Spriingen bestimmter Feldgrofien entlang singuliirer Flichen aus.
Gemifl Abbildung 5.1 nach WILLAM [224] unterscheidet man zwischen schwachen Diskon-
tinuititen, fiir die zwar die Kontinuitdt des Geschwindigkeitsfeldes erhalten bleibt, jedoch
eine Diskontinuitit in der Rate der Verzerrungen auftritt (Abbildung 5.1.2) und starken
Diskontinuititen, fiir die sowohl das Geschwindigkeitsfeld als auch die Rate der Verzerrun-
gen einen diskontinuierlichen Verlauf entlang der singuliren Fliche annehmen (Abbildung
5.1.3). Wihrend schwache Diskontinuitéiten lokalisierte Versagensformen hervorrufen, sind
starke Diskontinuitidten im allgemeinen mit diskreten Versagensphénomenen verbunden.
Im Rahmen dieser Arbeit sollen ausschlieBlich lokalisierte Versagensformen aufgrund von
schwachen Singularititen behandelt werden. Fiir symmetrische Tangententensoren, wie
sie fiir agsoziierte Materialmodelle iiblich sind, fallen alle vier Versagenskriterien mit dem
Maximum der Spannungs-Dehnungskurve zusammen. Fiir unsymmetrische Tangenten-
operatoren hingegen ergeben sich Unterschiede hinsichtlich des Zeitpunktes des Einsetzens
der jeweiligen Versagensform. Diese Unterschiede sollen nachfolgend diskutiert werden.

5.2.1 Eindeutigkeit

Solange die in einem Materiepunkt herrschenden Spannungen unter zunehmender De-
formation monoton anwachsen, ist eine eindeutige Zuordnung von Spannungen und Ver-
zerrungen moglich. Die Materialantwort kann dementsprechend als eindeutig bezeichnet
werden, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist.

>0 (5.1}

Bei einer Beschrinkung auf inkrementell lineare Materialien mit & = £y, : € gilt analog
die folgende Beziehung.

Eion 1 €>0 (5.2)
diffuses Versagen lokalisiertes Versagen diskretes Versagen
o ; ,%+ =

B B ==
Kontinuitit schwache Diskontinuitiit starke Diskontinuifit
at= @&~ nt= u- wt# o4
Vi t= Vua~ Vat= Vg~ Vit Vi~

Abbildung 5.1: Unterschiedliche Versagensformen
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Der lokale Verlust von Eindeutigkeit unter Spannungskontrolle tritt ein, sobald der kriti-
sche Punkt erreicht ist, an dem das Wachstum des Spannungstensors im Materialpunkt
gerade zu Null wird, & = 0 ( “limit point condition”). Diese Bedingung entspricht dem
Singuldrwerden der Materialtangente.

det Eygn =0 (5.3)

Verlust von Eindeutigkeit — lokal

Im globalen Sinne kann die inkrementelle Losung des zugehdrigen Randwertproblems
als eindeutig verstanden werden, solange in jedem Punkt der Struktur eine eindeutige
Zuordnung von Spannungs- und Verzerrungsraten méoglich ist. Es diirfen also keine zwei
unterschiedlichen Spannungsraten ¢ existieren, die die globale Gleichgewichtsbeziehung
in ihrer Ratendarstellung diver -+ p b = 0 fiir vorgegebene Randbedingungen gleichzeitig
erfiillen. Sei die Differenz zweier moglicher Spannungsraten zu Ad gegeben, so erhilt man
durch Subtraktion der Auswertung der Gleichgewichtsbeziehung in den zwei zugehorigen
Punkten die folgende Bedingung.

divAé =0 (5.4)
Die schwache Form der Gleichung (5.4) erhélt man durch Integration iiber das Gebiet
und Wichtung mit einer Wichtungsfunktion, die hier als Variation der Differenz zweier
Verschiebungsraten dAw interpretiert werden soll. Nach anschlieender Anwendung des
Gauss’schen Integralsatzes

/ SAE: Ag dV =0 (5.5)
JB

folgt unter der Annahme eines inkrementell linearen Materialverhaltens unmittelbar die
nachfolgende Formulierung.

/ SAE: Eygn s AédV =0 (5.6)
B

Die Diskretisierung der integralen Eindeutigkeitsbeziehung mit §Aé = > o SAd;®VN!
und Aé = ) 7 Ad; ® VN fithrt nach dem Zusammenbau der Elementvektoren und
—~matrizen auf das folgende globale Gleichungssystem,

K-AD=0 (5.7)

das fiir alle kinematisch zuléissigen 6Ad gelten soll. Hierbei stellt AD = Uoetm Ade mit
Ad = [Ady] das Inkrement der Evolution des Vektors der globalen Freiheitsgrade dar,
withrend K = [ ;27 k® mit k = [f,, VNI &, - VN’ dV] die im allgemeinen Fall un-
symmetrische Tangentenmatrix der Struktur beschreibt. Die nicht-triviale Lésung von
Gleichung (5.7)

det K =0 (5.8)

Verlust von Eindeutigkeit — global

die dem Singuldrwerden der Tangentenmatrix entspricht, kann somit als Bedingung fiir
den globalen Verlust von Eindeutigkeit verstanden werden.
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5.2.2 Stabilitit

Ein strengeres Kriterium als die Eindeutigkeitsanforderung stellt die Stabilit4tsbedingung
nach HivL (89] dar, nach der ein Material als stabil angesehen werden kann, solange der
Arbeitsbegriff zweiter Ordnung, das Skalarprodukt aus Spannungs- und Verzerrungsraten,
einen positiven Wert annimmt, vergleiche auch MAIER & HUECKEL [139].

1
dZW:Eé:d>0 (5.9)
Fiir inkrementell lineare Materialien 148t sich diese Beziehung wie folgt umschreiben.
€: €y €>0 (5.10)

Bemerkenswerterweise wird fiir die Stabilit4tsbedingung im Gegensatz zur Eindeutigkeits-
bedingung (5.3) nur der symmetrische Anteil des Tangententensors aktiviert,

€ ERTE>0  mit  EN == [Ewn+ EL,] (5.11)

tan

DO =

so dafl sich der lokale Verlust von Stabilitit als Singuldrwerden des symmetrisierten Tan-
gententensors E7v, darstellen 1ift.

det £5™ = 0 (5.12)

Verlust von Stabilitit - lokal

Die durch Gleichung (5.12) charakterisierte materielle Instabilitit kann sich auf die Struk-
turebene {ibertragen und kann selbst bei Abwesenheit geometrisch destabilisierender Ter-
me zum Ausldser einer strukturellen Instabilitit werden. Man bezeichnet das Struktur-
verhalten als stabil, wenn kleine Stérungen des Gleichgewichtszustandes nur beschrinkt
kleine Anderungen des Antwortverhaltens hervorrufen. Die mathematische Bedingung fiir
globale Stabilitit entspricht der Erfillung der lokalen Stabilitidtsbedingung (5.9) im inte-
gralen Sinne.

/é:z‘rdV>0 (5.13)
B
Diese Bedingung mu$ fiir beliebige, kinematisch zulsissige Verzerrungsraten erfiillt sein.

Fiir inkrementell lineares Materialverhalten 148t sich die integrale Stabilititsbedingung
wie folgt darstellen,

/e:smn:edv>o (5.14)
B

Mit Hilfe der Diskretisierung der Verzerrungsraten zu & = 3 po¢ d; ® VN! geht die
diskretisierte Form von Gleichung (5.14) in die folgende globale Bezichung iiber,

D-K:D>0 (5.15)

wobei D = | J d° mit d == [d;] die Evolution des globalen Freiheitsgradvektors und K =
el k¢ mit k = [ [, VN7 - £y - VN7 dV] die Tangentensteifigkeitsmatrix darstellt. Es
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ist offenkundig, daf§ wiederum nur der symmetrische Anteil der Steifigkeitsmatrix in der
Stabilitdtsbedingung beriicksichtigt wird,

D-K".D>0 mit K= % (K +K'] (5.16)

so daf} der globale Verlust von Stabilitit durch das Singulirwerden des symmetrischen
Anteils der Steifigkeitsmatrix

det K™ = 0 (5.17)

Verlust von Stabilitdt ~ global

gekennzeichnet ist. Fiir den Sonderfall eines symmetrischen Materialtensors bzw. Tan-
gententensors fallen die lokalen Kriterien (5.3) und (5.12) bzw. die globalen Kriterien
(5.8) und (5.17) zusammen. Im allgemeinen Fall eines unsymmetrischen Materialten-
sors bzw. einer unsymimnetrischen Steifigkeitsmatrix liefern die BROMWIcH Schranken eine
Abschétzung

)‘min (Ef;'m S R)\min (gmn ) S )\maa; (5?{?)
<

)\min (Ksym) R/\mm (K ) S )\maz (Ksym)

des fiir das Versagen verantwortlichen kleinsten reellwertigen Eigenwertes Ry, sie-
he BROMWICH [43]. Dieser ist fiir den symmetrischen Materialtensor £;v, bzw. fiir die
symmetrische Steifigkeitsmatrix K*¥™ kleiner oder gleich dem reellwertigen kleinsten Ei-
genwert der Tensoren £y, bzw. K selbst. Dementsprechend stellen die Kriterien (5.12)
und (5.17) fiir den Verlust von Stabilitit stirkere Kriterien als die Bedingungen (5.3) und

(5.8) fiir den Verlust von Eindeutigkeit dar.

(5.18)

5.2.3 Elliptizitit

Fiir den quasi-statischen Fall sind die Differentialgleichungen des zugrunde liegenden
Randwertproblems zunéchst elliptisch. Die Lokalisierungsbedingung, deren Herleitung im
folgenden kurz skizziert werden soll, stellt in diesem Fall ein Kriterium fiir einen méglichen
Wechsel der verantwortlichen Differentialgleichung vom elliptischen zum hyperbolischen
Typ dar. Der Verlust von Elliptizitét ist durch die Entstehung einer schwachen Diskonti-
nuitit geprégt, die sich durch einen Sprung in der Rate des Verschiebungsgradienten bei
kontinuierlicher Verschiebungsrate auszeichnet.

| %) = w'- @ = 0

[[Vi]] = Vat—va~ £ 0 (5-19)

Der Sprung in einer Feldgrofie [| e || = (o)* — (o)~ 1i6t sich als Differenz des positivseitigen
und des negativseitigen Wertes der Feldgrofie angeben. Mit Hilfe der MAXWELL’schen
Kompatibilitidtsbedingung kann ein solcher Sprung in der allgemeinen Form als dyadisches
Produkt des Sprungvektors m und der Normalen auf die Diskontinuitét n, gewichtet mit
der Amplitude &, dargestellt werden, vergleiche MAXWELL [144]. So 148t sich der Sprung in
der Rate des Verschiebungsgradienten als Rang-FEins Tensor der folgenden Form angeben.

IVi|=émen - [dl=¢[men]™™ (5.20)



vz INALT LI O LAJINALLOLIIIVU NG

Gleichgewicht entlang der Diskontinuitit entsprechend dem CAUCHY Lemma
[#] ="~ =0 (5.21)

liefert in Verbindung mit der Definition des Spannungsvektors gemsf dem CAvucHy Theo-
rem
t=n o (5.22)

fiir inkrementell lineare Materialien die folgende Beziehung.
[1#] = n [61) = m (1€ &l] = 0 (5.23)

Unter der Annahme eines kontinuierlichen Verlaufes des Tangententensors nach HiLL [89]
sowie RANIECKI & BRUHNS [177] ( “linear comparison solid”),

(€ anl] = £, ~ E0n =0 (5.24)
folgt aus (5.23) unmittelbar die Lokalisierungsbedingung,
EM-Eyn-n|-m=0 (5.25)

die als Indikator einer kontinuierlichen Bifurkation verstanden werden kann. Nach RICE
& RUDNICKI [182] kann eine diskontinuierliche Bifurkation mit [|E:4y|] # O nie vor der
kontinuierlichen Bifurkation mit [|€;4.]] = O eintreten, so dafl die Annahme eines linearen
Vergleichskorpers stets die kritische Bedingung fiir mégliche Verzweigungspunkte liefert,
vergleiche auch OTTOSEN & RUNESSON [163]. Die nicht-triviale Lésung von Gleichung
(5.25) fiir £ 0 wird haufig auch in der folgenden Form als Eigenwertproblem angegeben.

gm) m=0 mit gn)=n-Eu'n (5.26)

Da die Lokalisierungsbedingung urspriinglich fiir Wellenausbreitungsphinomene hergelei-
tet wurde, vergleiche auch HiLL [90], wird der zweistufige Tensor q, der sich aus der
doppelten Verjiingung des Materialtangententensors €,,,, mit der Normalen auf die Dis-
kontinuitdt n ergibt, hdufig auch als akustischer Tensor bezeichnet. Die Lokalisierungs-
bedingung, die im quasi-statischen Fall den Verlust von Elliptizitit kennzeichnet, kann
dementsprechend als Singuldrwerden dieses akustischen Tensors verstanden werden.

detg=0 (5.27)

Verlust von Elliptizitit

Im Rahmen der Analyse von Wellenausbreitungsphinomenen nimmt die Gleichung (5.26)
die folgende Form an,
gin) - m=pcm (5.28)

wobei p die Massendichte und ¢ die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit beschreibt. Letz-
tere ist proportional zu den Eigenwerten des akustischen Tensors, so daff die Singularitit
von q auch als Ausbildung einer stationdren Welle mit der Wellengeschwindigkeit ¢ = 0
verstanden werden kann. Aus dem zugehorigen Eigenwertproblem (5.26) lassen sich nicht
nur das Eintreten des Verlustes von Elliptizitit sondern auch die Lage der entstehen-
den Diskontinuitét sowie der zugehorige Versagensmode bestimmen. Diejenige Normale
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n# aller moglichen Normalenvektoren im Raum n € Q, fiir die die Determinante des
akustischen Tensors einen minimalen Wert annimmt, bestimmt die Orientierung der Dis-
kontinuitat.

n = arg (%é% [ det g (n) ]) (5.29)

Der zugehorige Sprungvektor m 148t sich fiir gegebene n®% aus dem Eigenproblem (5.26)
berechnen. Seine Lage relativ zur Normalen n definiert den zugrunde liegenden Versa-
gensmode. So ergibt sich fiir n || m ein reines Mode I Versagen, das einer Separation der
links- und rechtsseitigen Gebiete entspricht. Diese Versagensform ist charakteristisch fiir
die Ausbildung von Zugrissen in sproden Materialien. Fiir n L m tritt ein Mode II Ver-
sagen ein, das ein Abgleiten der beiden Teilgebiete entlang der Diskontinuitit beschreibt,
vergleiche Abbildung 5.2. In der Realitét findet man haufig ein Zusammenwirken beider
Versagensformen, das zu einem gemischten Versagensmode fiihrt.

5.2.4 Starke Elliptizitit

Analog zum Abschnitt 5.2.2 148t sich rein formal wiederum ein stirkeres Kriterium fiir
den Verlust von Elliptizitdt angeben. Ist bereits der symmetrische Anteil des akustischen
Tensors singulér,

det g™ =0 (5.30)

Verlust von starker Elliptizitit

so spricht man von dem Verlust von starker Elliptizitdt. Mit Hilfe der Definition des
akustischen Tensors gilt entsprechend

det [n-EXT n}=0 (5.31)
Mode I Mode IT Mode IIX
Zugversagen Schubversagen Schubversagen
( orthogonal zur Ebene ) (in der Ebene ) (aus der Ebene heraus )

m

n|m nim

Abbildung 5.2: Unterschiedliche Versagensmoden
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so daf} sofort erkennbar wird, daf ein Verlust von starker Elliptizitit nur dann eintreten
kann, wenn bereits die lokale Stabilitdtsbedingung von Gleichung (5.12) verletzt worden
ist, vergleiche auch OTTOSEN & RUNESSON [163]. Aufgrund der BRoMwiIcH Schranken

/\min (qsym) S ,R'Amm (Q) S /\maz (qsym) (532)

148t sich wiederum zeigen, daB das Kriterium (5.30) fiir unsymmetrische akustische Ten-
soren bereits yor dem Kriterium (5.27) erfiillt sein wird, wobei fiir symmetrische Tensoren
q jedoch beide Elliptizitatskriterien identisch sind. Es sei nochmals bemerkt, daf sowohl
die Elliptizitdt als auch die starke Elliptizitit lokale Eigenschaften darstellen. Sobald
diese an einem beliebigen Punkt in der Struktur verletzt werden, kénnen die Resultate
der numerischen Simulation als unbrauchbar verstanden werden, da die Ergebnisse nun
in Abhéngigkeit von der gewéhlten Diskretisierung vollkommen unterschiedliche Formen
annehmen konnen. Die Auswertung der Lokalisierungsbedingung, die den lokalen Verlust
von Elliptizitét signalisiert, soll nun am Beispiel der Elasto—Plastizitiit sowie der Elasto—
Schidigung illustriert werden.

5.3 Lokalisierungsbedingung der Elasto—Plastizitit

Im folgenden Abschnitt soll die Lokalisierungsbedingung (5.27) fiir die isotrope Elasto—
Plastizitdt analysiert werden. Vergleichend werden drei unterschiedliche Methoden zur
Auswertung der Lokalisierungsbedingung diskutiert. Zunichst erfolgt eine analytische
Losung, die dann einer numerischen Auswertung gegeniiber gestellt wird. AbschlieBend
wird eine geometrische Darstellung der Lokalisierungsbedingung im MoHR’schen Span-
nungsraum vorgestellt. In der klassischen Elasto-Plastizitit nimmt der Tangentenoperator
im allgemeinen die folgeride Form an,

EF = £ - %56‘ p®v:EY (5.33)
wobei gilt h = H + v : £% : p. In diesem Ahschnitt soll exemplarisch das Modellpro-
blem der klassischen assoziierten vON MISES Plastizitdt mit der dquivalenten Spannung
(o) = I, mit J, = 1/20% ; 0% yntersucht werden. Damit ergeben sich die Norma-
lentensoren v und p auf die FlieBflache und das plastische Potential sowie die zugehdrigen
Vektoren e, und e, wie folgt.

i dev 1 E 1 i
ey —N und e, = v:E% -n = dev |
R trvavh (5.34)
1 E 1
M= = o,dev und e, =n: g"l‘ R o.dev ‘n
2V 1+v 2V

Insbesondere soll hier zur Illustration der Lastfall des einaxialen Zuges mit
(TI:U* CTU:O 0'11[20 . (535)

betrachtet werden, fiir den sich die erste Invariante des Spannungstensors J; = ¢* und die
zweite Invariante des Spannungsdeviators J, = 1/3 0*2 ergeben.
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5.3.1 Analytische Losung der Lokalisierungsbedingung

Der akustische Tensor der Elasto-Plastizitit resultiert aus der zweifachen Kontraktion
des elasto-plastischen Tangentenoperators (5.33) mit dem zunichst noch unbekannten
Normalenvektor auf die Diskontinuitit.

ep

qP=n-EF n (5.36)

Der elasto-plastische Akustiktensor ergibt sich unmittelbar aus der nachfolgenden Rang—
Eins Modifikation des elastischen Lokalisierungstensors ¢ = n - £% . n,

1
g% =q°% — 7 e ®e, mit e,:=n-: u und e, :=v:E%.n (6.37)

Akustischer Tensor der Elasto-Plastizitit

und 148t sich wie folgt mit dem inversen elastischen akustischen Tensor vorkonditionieren.

1
qel~1 P =1 n qﬂl‘l ‘e, ®e, (5.38)

Anstelle der klassischen Lokalisierungsbedingung (5.26) mit det ¢* = 0 wird auf Vor-
schlag von OTTOSEN & RUNESSON [163] das folgende verallgemeinerte rechte Eigenwert-
problem fiir den Term der linken Seite gelost.

[ ¢*] m=2m (5.39)

Seine Losung fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem vom Rang eins it zwei abhingi-
gen Gleichungen, so dal A\; = Ay = 1 éinen zweifachen konstanten Eigenwert darstellt.
Der dritte fiir die Lokalisierungsbedingung entscheidende Eigenwert 146t sich unter Aus-
nutzung der Invarianz der Spur des vorkonditionierten elasto-plastischen Akustiktensors
[@#1q*P]: 1 = A+Ag+Ag = 2+); bestimmen, so daf§ A3 = [ g% ~1-¢°?] : 1—~2folgt. Die
Lokalisierungsbedingung, die dem Singulirwerden des zweistufigen Tensors [qd‘1 »qe”]
und entsprechend dem zu Null werden des kleinsten Eigenwertes A; entspricht, nimmt
damit die folgende Form an, vergleiche auch (A.20).

1
det[q 7" q¥] =N =1~ 1 e, q" " e, =0 (5.40)

Daraus folgt mit Dg? unmittelbar ein skalarwertiges Mafl fiir die Lokalisierungsintegritét

-1
- €, - qe eu

el —1 e € : €

(5.41)

Integritdt der Lokalisierung der Elasto-Plastizitit

sowie der kritische Verfestigungsmodul H i aus dem maximalen Verfestigungsmodul un-
ter allen moglichen kritischen Moduli H*# fiir alle Raumrichtungen n € .

Het — rﬁg’:}{ﬁcnt(n) mit et = e, qel -1, e, ~Vv: gel u (542)
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Kritischer Verfestigungsmodul der Elasto-Plastizitit

Fiir Verfestigungsmoduli H mit H > H°™* ist dementsprechend kein lokalisiertes Versagen
méglich. Ist der Verfestigungsmodul jedoch kleiner als der kritische Verfestigungsmodul
H < H*% so0 kann unter der kritischen Richtung n®%

crit __ a ; ) el -1 _ep .
n arg <ﬁé?z det [g q (n)]) (5.43)

eine lokalisierte Versagensform beobachtet werden. Fiir das betrachtete Modellproblem er-
gibt sich der kritische Verfestigungsmodul H** aus der Losung des Optimierungsproblems
entsprechend Gleichung (5.42) zu H** = —1/12 E, so daf sich die kritische Richtung n?
unter einem Winkel #°% von tan? 0% = [2 — »] /[ + v] einstellt, vergleiche OTTOSEN &
RUNESSON [163].

5.3.2 Numerische Lésung der Lokalisierlingsbedingung

Insbesondere fiir komplexe Plastizitdtsbeschreibungen, deren akustischer Tensor sich nicht
als Rang-Eins Modifikation des elastischen Akustiktensors darstellen 148t, ist es nicht
moglich, geschlossene analytische Losungen anzugeben. Desweiteren ist es hdufig unméglich,
das Minimierungsproblem (5.43) in analytischer Form zu lésen, so daff eine numerische
Auswertung der Lokalisierungsbedingung erforderlich wird. Dazu wird die Determinante
des akustischen Tensors der Elasto-Plastizitit fiir alle Raumrichtungen n € Q ausgewer-
tet. Ublich ist in diesem Zusammenhang die Darstellung seiner normierten Determinante,
aufgetragen iiber alle Raumwinkel 0 < § < 27, wie sie in Abbildung 5.3 fiir das Modell-
problem der vON MisEs Plastizitédt unter einaxialem Zug fiir unterschiedliche PoIsson
Zahlen skizziert ist. Die Minima der dargestellten Kurven kennzeichnen die kritischen
Richtungen #°%.

5.3.3 Geometrische Interpretation der Lokalisierungsbedingung
Die Lokalisiernngsbedingung der Elasto-Plastizitit entsprechend Gleichung (5.40)

H4v:E: p=e, ¢ " e, (5.44)

158t sich anschaulich im MOHR’schen Spannungsraum darstellen, vergleiche BENALLAL
[27], BENALLAL & Coui [29] und IORDACHE & WILLAM [94], [95]. Hierbei bezeichnet £¢
den elastischen Materialtensor, wihrend g% mit g% = n-£%.n den elastischen akustischen
Tensor darstellt, dessen Inverse sich mit Hilfe der SHERMAN-MORRISON Formel (A.19)
explizit angeben 148t.

E Ev

el — SYm

£ vy T Y poncwm et
B E

el — 1 SN 5.45
a I+ T sy " (5.45)

- 2[1+ v 14w

el 1

e L U 1 —_ -

[a"] E Ef{l -] nen

Die¢ Normalentensoren v und g auf die Fliefliche und das plastische Potential, sowie
die zugehdrigen Vektoren e, und e, in Gleichung (5.44) charakterisieren die spezifische
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Plastizitdtsformulierung. Fiir das Modellproblem der assoziierten voN MISES Plastizitit
koénnen sie Gleichung (5.34) entnommen werden. Mit Hilfe der nachfolgenden Transfor-
mation in die MOHR’schen Koordinaten oy und o7, vergleiche MOHR [154],

oN = n-o-n
, (5.46)

ot [o-n] [o-n]-d}

i

geht die Lokalisierungsbedingung aus Gleichung (5.44) in die folgende Darstellung iiber,

/| (5.47)

Lokalisierungsellipse im MOHR’schen Spannungsraum

die eine Ellipsenschar im MOHR schen Spannungsraum beschreibt. Fiir das gewihlte Mo-
dellproblem der assoziierten vON MIsES Plastizitit ergeben sich der Ellipsenmittelpunkt
o9 sowie die oy~ und op—-Achsenabschnitte A und B wie folgt.

1

UO’_"gIl A2:2[1—V]B2

s [ 2[1+Y]
T B_[ME H+1{J,  (5.48)

Es ist unmittelbar ersichtlich, daf§ die Ellipsen symmetrisch zur oy~Achse angeordnet
sind. Thre Verschiebung in oy—Richtung ist proportional zum jeweiligen hydrostatischen
Druck. Punkte innerhalb der Ellipse beschreiben den Zustand det ¢®? > 0 wihrend aufler-
halb liegende Punkte durch det ¢ < 0 charakterisiert sind. Fiir Punkte auf der Ellipse
gilt dementsprechend die Lokalisierungsbedingung det ¢ = 0. Die Beriihrpunkte der
kritischen Ellipse mit dem MOHR’schen Spannungskreis

fon —oc) + ok =1? (5.49)

Monr’scher Spannungskreis
mit dem Mittelpunkt o und dem Radius r

oy +ornr Or — o1
e und po=

5 5 (5.50)

ac
definieren sowohl die GroBe der kritischen Ellipse in Form des Verfestigungsmoduls H®®,
als auch den kritischen Winkel 8%, Abbildung 5.3 zeigt exemplarisch die kritischen Loka~
lisierungsellipsen und die zugehorigen MOHR'schen Spannungskreise fiir den Lastfall des
einaxialen Zugs entsprechend Gleichung (5.35).
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260111
= 0.0 det qep
- —  detg?
4 or o7 1
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Abbildung 5.3: Lokalisierungsanalyse der Elasto-Plastizitdt — Einaxialer Zug
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5.4 Lokalisierungsbedingung der Elasto—Schidigung

Im folgenden Abschnitt sollen die analytische, die numerische und die geometrische Aus-
wertung der Lokalisierungsbedingung (5.27) fiir die isotrope Kontinuumsschidigungsme-
chanik vorgestellt werden. Der zugehérige Tangentenoperator nimmt dabei die folgende
Form an,

ed l
El =1 -d €Y~ FHOV (5.51)

wobei 1/H := 0¢/0k in Analogie zur Plastizitiit eine die Entfestigung charakterisierende
Grofle darstellt. Die Betrachtung soll auf eine assoziierte isotrope Schidigungsformulie-
rung, entsprechend Abschnitt 3.3.3, mit einer dquivalenten Verzerrung von ¢(e) = Y
beschrinkt werden, so daf die Normalentensoren » und p und die zugehorigen Vektoren
e, und e, die folgende Form annechmen.

I E
v=E"%€ und e, =v-mn = Bv Ly n + €n
1+v)[1-2y 14+v (5.52)
Evi E '

= £, d = = .
» ¢ e en=mnop [1—|—1/][1—21/]n+1-|-1/6n
Die drei unterschiedlichen Verfahren werden anhand des homogenen einaxialen Zugpro-
blems im ebenen Verzerrungszustand untersucht, fiir das sich die Hauptverzerrungen di-
rekt zu
=€ eg=0 egup=-—[v]/[l -V (5.53)

angeben lassen, so daf sich die erste Invariante zu Iy = [1 — 2v] /[l — v]€e* ergibt.

5.4.1 Analytische Lésung der Lokalisierungsbedingung

Der akustische Tensor der isotropen Elasto-Schiidigung ergibt sich aus der zweifachen
Verjiingung des Tangententensors (5.51) mit dem zunichst noch unbekannten Normalen-
vektor auf die Diskontinuitéit.

“=n-EL n (5.54)

Er Lift sich als Rang-Eins Modifikation des mit {1 — d] gewichteten elastischen Lokalisie-
rungstensors g% = n - £% - n darstellen.

1
qed:{1~d]q“’~ﬁeu®ey mit e,:=n-p und e,:=v-n (5.55)

Akustischer Tensor der Elasto-Schidigung

Zunichst erfolgt, wie auch im vorigen Abschnitt, die Vorkonditioniering des akustischen
Tensors (5.55) mit dem inversen elastischen Akustiktensor.
1
g =1-d1~ i e ®e, (5.56)

Erneut wird auf Vorschlag von OTTOSEN & RUNESSON [163] zur Auswertung der klas-
sischen Lokalisierungsbedingung anstelle von Gleichung (5.26) mit det ¢** = 0 das allge-
meine rechte Eigenwertproblem

[¢¢ " ¢*] m=2m (5.57)
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untersucht. Mit der gleichen Argumentation wie im vorigen Abschnitt folgt aus der Inva-
rianz der Spur des zweistufigen Tensors [qel‘1 . qed], vergleiche auch (A.20), die folgende
Bestimmungsgleichung

1 1 el —1
1—dau®?
fiir die skalarwertige Lokalisierungsintegritit der Elasto-Schidigung

det [qel-l . qed] =Xg=1- ce, = 0 (558)

el —1 edl d . q_ € q €,
)‘min [qé . qf' } =1 — D; mit D; = "ﬁt-d]l—{ (559)
Integritét der Lokalisierung der Elasto-Schidigung
sowie den kritischen Verfestigungsmodul H<#,
; i — 1
Hcmt — . Hcrlt it Hcmt — . el —1 | 5.
max (n) mi =T le,-q €] (5.60)

Kritischer Verfestigungsmodul der Elasto-Schidigung

Entsprechend Gleichung (5.60) hiingen die kritischen Verfestigungsmoduli unmittelbar
von der Wahl des entsprechenden Schédigungsmodells ab. Die zugehorigen kritischen
Richtungen n*, die die Lage der Diskontinuitiit charakterisieren, ergeben sich dann
wie folgt.

crit __ : - el -1 _ed
n“" = arg (%}ég det [g q (n)]) (5.61)

Bemerkenswerterweise erhilt man fiir den kritischen Verfestigungsmodul H* bis auf den
skalaren Vorfaktor [1 — d] und den zusétzlichen Summanden —v : £% : p die gleiche Dar-
stellung, wie sie im vorigen Abschnitt fiir die Elasto—Plastizitiit hergeleitet wurde. Da
diese beiden Griflen keinen weiteren Einfluff auf die Minimierung beziiglich der kritischen
Richtung n nehmen, gelten die von OTTOSEN & RUNESSON [163] vorgestellten analyti-
schen Losungen zur Bestimmung der kritischen Richtungen bezogen auf die Hauptachsen
allgemeiner Spannungszustinde.

PoissoN Zahl kritischer Winkel Versagensmode
v =100 6erit = 00.000° Mode I
v=202 6ot = 26.565" Mixed Mode
v=20.5 6t = 45.000° Mixed Mode

Tabelle 5.1: Elasto-Schidigung — Kritische Winkel 7% und Versagensmoden

Fiir die hier betrachtete assoziierte Schidigungsformulierung 148t sich der kritische Winkel
6 zwischen der Belastungsrichtung und der Normalen auf die Diskontinuitéit beispiels-
weise als Funktion der ersten und dritten Hauptverzerrung angeben, tan? 8% = —e; 77 /ey,
so daf fiir das betrachtete Modellproblem des einaxialen Zuges im ebenen Verzerrungs-
zustand der kritische Winkel #% unmittelbar ‘als Funktion der PoissoN Zahl angeben
werden kann, tan? 0 = v/ {1 ~ 1}, vergleiche Rizzi, CAROL & WILLAM [183]. Entspre-
chend ergeben sich flir unterschiedliche Po1ssoN Zahlen die in Tabelle 5.1 aufgefiihrten
kritischen Winkel und die zugehérigen Versagensformen.
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5.4.2 Numerische Losung der Lokalisierungsbedingung

Im allgemeinen Fall kann das Minimierungsproblem (5.61) natiirlich auch numerisch aus-
gewertet werden. Abbildung 5.4 zeigt die normierte Determinante des akustischen Tensors
der Elasto-Schidigung fiir einaxialen Zug, aufgetragen iiber alle Raumwinkel 0 < 6 < 2,
fiir unterschiedliche POISSON Zahlen. Wie auch im vorigen Abschnitt kennzeichnen die
Minima der abgebildeten Kurven die kritischen Richtungen 6%,

5.4.3 Geometrische Interpretation der Lokalisierungsbedingung

Eine geometrische Veranschaulichung gewinnt die Lokalisierungsbedingung durch eine
graphische Darstellung im MoOHR’schen Verzerrungsraum, vergleiche Rizzl, CAROL &
WiLLAM [183]. Dazu wird in die Lokalisierungsbedingung aus Gleichung (5.58)

l-dlH=e, ¢ e, (5.62)

die Definition des inversen elastischen Akustiktensors entsprechend Gleichung (5.45) ein-
gesetzt. Die aus den Normalentensoren v und p resultierenden Vektoren e, und e, hiingen
von der Wahl des speziellen Schidigungsgesetzes ab und kénnen fiir den Fall der assozi-
ierten, thermodynamisch konsistenten Schidigung Gleichung (5.52) entnommen werden.
Durch die Transformation in die MoHR’schen Koordinaten ey und ep mit

ey = n-en
. 5.63
& = le-m] [e-n]—é (5.63)
188t sich die Gleichung (5.62) in der folgenden Form darstellen,
— 2 2,
[ex ~eol” & _ (5.64)

A? B2

Lokalisierungsellipse im MOHR’schen Verzerrungsraum

die eine Ellipsenschar im MOHR’schen Verzerrungsraum beschreibt. Das Modellproblem
der assoziierten Schiidigung liefert die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir den Ellip-
senmittelpunkt g sowie die ey~ und e¢p-Achsenabschnitte 4 und B.

1+v

€ = vl A2=2[1—V] B2 =

2
, ={1~d
1-2v 12 B [ ]

H (5.65)

Die Ellipse fiir die aktuellen Werte von d und H, die der zugehérigen Lokalisierungsbedin-
gung det g°¢ = 0 entspricht, ist ebenso wie die Ellipse der Elasto-Plastizitit symmetrisch
zur Normalen—Achse. Thre Verschiebung in ey~Richtung ist proportional zum volumetri-
schen Anteil des Verzerrungstensors. Fiir Punkte innerhalb der Ellipse gilt det g% > 0,
fiir auBerhalb liegende Punkte entsprechend det q°* < 0. Solange der grofite MOHR’sche
Verzerrungskreis innerhalb der Ellipse liegt, ist also kein lokalisiertes Versagen mdglich.
Beim Einsetzen von Lokalisierung beriihrt der grofite MoHR Kreis, der sich durch die
Gleichung
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det g%
det ¢°

0.75 1
- 0.50
0.25 ‘
0.00 { — e.im P
0 n/2 n 32m 2x0

n 32n 2n0

Abbildung 5.4: Lokalisierungsanalyse der Elasto-Schidigung — Einaxialer Zug
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[en — eo)* + €& = 12 (5.66)

MoHR'scher Verzerrungskreis

beschreiben lifit, die Lokalisierungsellipse. In Analogie zum vorigen Abschnitt bezeichnen
hierbei ¢¢ und r mit

_Erteqqr

€] — €111
€g = ———— und P s
2

5 (5.67)

den Mittelpunkt und den Radius des durch den aktuellen Verzerrungszustand gekenn-
zeichneten MOHR’schen Kreises. Gleichsetzen von (5.64) und (5.66) liefert eine quadrati-
sche Gleichung in der Normalkomponente der Verzerrungen. Die doppelte Nullstelle dex
entstehenden Gleichung definiert sowohl den kritischen Verfestigungsmodul als anch die
Normalkoordinate des Berithrpunktes, die sich in diesem Fall zu ey = ¢; + verr + €y
ergibt. Der zugehorige kritische Winkel 6% kann durch Ausnutzung trigonometrischer
Beziehungen in der folgenden Form angegeben werden,

ler — 6111]2 ~ ler + e + 21/611]2

t&l’l2 gcrit -
™ [2¢; + 2verr)

(5.68)

vergleiche Rizz1, CAROL & WILLAM [183]. Die graphische Darstellung der Lokalisierungs-
ellipsen und der zugehdrigen MOHR’schen Verzerrungskreise fiir den Lastfall des einaxialen
Zuges ist fiir unterschiedliche POIsSON Zahlen in Abbildung 5.4 skizziert.
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5.5 Netzabhingige Losung — Modellproblem Zugstab

Die Abhéngigkeit der Losung von der gewdhlten Diskretisierung soll anhand eines an-
schaulichen, eindimensionalen Beispiels verdeutlicht werden. Dazu wird ein mit m Ele-
menten diskretisierter Zugstab betrachtet, vergleiche DE BorsT [30]. Untersucht wird
die globale Strukturantwort, die durch die Spannung o sowie die {iber die Stablinge ge-
mittelte Verzerrung ¢ charakterisiert ist. Die durchschnittliche Verzerrung € laBt sich aus
der Lingendnderung des gesamten Stabes bezogen auf seine Ausgangslinge bestimmen.
Exemplarisch soll ein elasto-schidigendes Materialverhalten mit linearer Entfestigung zu-
grunde gelegt werden, fiir das die Schadigungsvariable d in Abhdngigkeit des Schwellwertes
der Schidigungsdehnung «q und der maximal erreichbaren Dehnung «, die folgende Form
annimmt.

g b [e — ko)

= 0 < €< K 5.69
P p— V ky<e<k (5.69)

Entsprechend Abbildung 5.5 besitzt das Material dann im entfestigenden Bereich die
negative Steigung (—nFE), wobei sich der Wichtungsfaktor des Elastizitatmoduls wie folgt
angeben 148t.

. (5.70)

Ky — Ko

Unter der Annahme eines homogenen Korpers mit identischen Materialeigenschaften und
gleicher Querschnittsfliche in allen m Elementen wird der gesamte Stab gleichermafien
gedehnt und die Strukturantwort ist identisch der durch das Materialgesetz vorgegebe-
nen Antwort eines Materialpunktes, vergleiche Abbildung 5.5. Die durchschnittliche Ver-
zerrung €™ ergibt sich im Fall einer homogenen Strukturantwort aus der Summe der
elastischen und inelastischen Verzerrungen mit € := ¢/F und € := (1 —~ o/ [Ekgl} £y zu

~hom g g
3 = = el T 5.71
3 7+ {1 E'K,J K (5.71)

4

Abbildung 5.5: Modellproblem Zugstab
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so daf sich die Tangente /2™ an die globale Spannungs-Dehnungskurve wie folgt darstel-
len 148t.
dé hom

do

Die durch den Schidigungsvorgang freigesetzte Energie G, kann als die Fliche unter der
Spannungs-Verschiebungskurve Gy = [o du interpretiert werden, vergleiche HILLER-
BORG, MODEER & PETERSON [91]. Fiir das hier betrachtete Modellproblem ergibt sich
unter der Annahme eines Risses der Breite w mit konstanter Verzerrungsverteilung iiber
die Rifbandbreite, so dafl u, = , w, die Bruchenergie der homogenen Losung in der
folgenden Form.

tan

—1
(c;h,om — [ ] = —nE (572)

1
G?"m = /0 du = 5 Exo kyw (5.73)

In der Simulation kénnen jedoch numerische Ungenauigkeiten, wie beispielsweise Run-
dungsfehler, geringe Abweichungen von dem angenommenen, homogenen Verhalten her-
vorrufen, die sich insbesondere im postkritischen Bereich extrem stark auswirken konnen.
Bereits kleine Inhomogenitaten fiihren dann zu einem Wechsel vom homogenen Losungs-
pfad hin zu einer ungiinstigeren Losung, fiir die nur ein Teil des Stabes eine Schidigung
erfahrt. Die kritische Losung ist diejenige, fiir die die geringste Menge an Energie dissi-
piert wird. Sie stellt sich ein, indem die Schéidigungsakkumulation nur in einem einzigen
Element stattfindet, wihrend alle anderen Elemente eine elastische Entlastung erfahren.
Fiir diesen Fall ergeben sich die gemittelten Verzerrungen ™" in der folgenden Form.

—tnh g g Koy
== l——1 — 5.74
¢ E+[ Emo}m (6.74)

Der Tangentenoperator £{7" eines elasto-schidigenden Materials mit linearer Entfestigung

148t sich dementsprechend zu

= hm—n-1 (573)

do

angeben. Die dissipierte Energie G ergibt sich wiederum aus der Fliche unterhalb der
zugehorigen Spannungs-Verschiebungskurve.

ginh _ {de‘ i”/‘] - nmE

; 1
Gzc"h = "2‘7; EK,() Ko W (576)

Offensichtlich sind sowohl die gemittelten Verzerrungen als aiich der Tangentenoperator
und die freigesetzte Energie des inhomogenen Problems Funktionen der gewéhlten Ele-
mentanzahl m. Eine Diskretisierung mit einem einzigen Element liefert als untere Grenze
die homogene Losung.

e =E R GPl=GP (67D

Fiir eine zunechmend feinere Diskretisierung scheint die Sprodheit des Materials zuzuneh-
men. Fiir m > 1+1/n kann dementsprechend sogar ein “Snapback”-Verhalten beobachtet
werden, vergleiche Abbildung 5.5. Wiichst die Elementanzahl gegen unendlich, so erh#lt
man als obere Grenze die elastische Materialantwort mit den elastischen gemittelten Ver-
zerrungen

inh 1 o g k| o

lim & = lim [E + [1 - —] —} =% (5.78)

m~300 m—s00 Erg| m
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und der elastischen Materialtangente.

. inh 1 mE o
B N P VR (579)
Die dissipierte Energie G5 geht fiir eine unendlich feine Diskretisierung gegen Null, ver-
gleiche auch BAZANT & BELYTSCHKO [14].

lim G’}"h = lim

m—r00 M=

Erg sqw] .

Diese Losung, die ein Versagen in einer Zone der Breite Null ohne Energiedissipation vor-
hersagt, ist physikalisch vollkommen unbegriindet. Im Abschnitt 5.6 sollen unterschied-
liche Methoden diskutiert werden, die durch die Beriicksichtigung zusitzlicher Terme in
den konstitutiven Gleichungen eine Losung mit finiter Energiedissipation gewéhrleisten.

5.6 Erweiterte Modelle

Ziel des folgenden Kapitels ist die Diskussion unterschiedlicher Verfahren, die selbst im
postkritischen Bereich die Existenz einer finiten Anzahl von Losungen des Randwert-
problems garantieren. Dazu werden die finf gebriuchlichsten Methoden vorgestellt, die
durch Beriicksichtigung zusitzlicher Terme in den konstitutiven Gleichungen eine netzu-
nabhingige Losung ermdglichen. Wihrend die erstgenannte Methode ausschliefilich eine
finite Energiedissipation sicherstellen kann, sind die folgenden vier Strategien zusitzlich
in der Lage, eine Lokalisierungszone von finiter Breite abzubilden. In der Literatur werden
derartige Erweiterungen hiufig als Regularisierungsstrategien bezeichnet. Diese Wortwahl
erscheint etwas ungliicklich, da es nicht das alleinige Ziel dieser Methoden sein kann,
die mathematischen Gleichungen zu regularisieren. Vielmehr ist es erforderlich, die Ur-
sache der Schlechtgestelltheit des Problems zu beheben, die in einer unzureichenden Be-
schreibung der heterogenen Mikrostruktur zu suchen ist, vergleiche Abbildung 5.6. Daher

s
A y /
Inhomogenitat
Materialentfestigung:
MikroriBinteraktion - \
Interne Lange

em e
o . T , o " ",
§  gsingulair £ < Uneindeutigkeit #
Typwechsel der Dgl Netzabhangigkeit
Wellenausbreitung | dissipierte Energie=0
Randbedingungen 488 [ okalisierungs—
-unzureichend begrenzer

Abbildung 5.6: Versagensphinomen Lokalisierung
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werden die unterschiedlichen Erweiterungsstrategien insbesondere unter dem Aspeks ihrer
physikalischen Motivation und der damit verbundenen unterschiedlichen Beriicksichtigung
der internen Léngenskala diskutiert. Die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren, be-
sonders im Hinblick auf ihre numerische Umsetzung, werden gegeniibergestellt.

5.6.1 Netzadaptierter Entfestigungsmodul

Ein anschauliches und ausgesprochen einfaches Verfahren zur eindeutigen netzunabhiingi-
gen Losung entfestigender Probleme im Rahmen klassischer Kontinuumsmodelle wurde
zu Beginn der 80er Jahre von PIETRUSZCZAK & MROZ [174], BAZANT & OH [17] sowie
WiLLAM [223] vorgeschlagen. Das Grundkonzept der Methode ist in unterschiedlichen
Variationen allgemein unter den Begriffen Rilbandmethode, Methode der verschmierten
Riffbildung oder Methode des netzadaptierten Entfestigungsmoduls bekannt und steht
in engem Zusammenhang mit den Methoden der Bruchmechanik. Interpretiert man die
Flidche unterhalb der Spannungs—Verschiebungskurve, wie bereits im Abschnitt 5.5 ange-
deutet, als erforderliche Energie zur Erzeugung eines Risses der Einheitsfliche, so kann
diese Bruchenergie G} als konstanter materialspesifischer Parameter verstanden werden,

P= / odu= w/ o de = const (5.81)

vergleiche HILLERBORG, MODEER & PETERSON [91]. Unter der Annahme der Lokalisie-
rung der Verzerrungen in einer Zone der Breite eines Elementes kann die Riflbandbreite w
somit als Quotient aus der Strukturabmessung und der Elementanzahl beschrieben wer-
den, so dafB fiir das in Abschnitt 5.5 betrachtete Modellproblem w = L/m gilt. Hierbei
stellt L die Linge des betrachteten Stabes dar. Entsprechend 148t sich nun die maximale
Verzerrung k, als Funktion der Elementanzahl m angeben.

nE = const

Abbildung 5.7: Modellproblem Zugstab — Netzangepafiter Entfestigungsmodul
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2G}m

"= Bl

(5.82)

Regularisierung des Entfestigungsmoduls

Als natiirliche Konsequenz der Einfithrung: eines netzangepafBiten Entfestigungsmoduls

nehmen sowohl die gemittelten Verzerrungen &
—inh g o 2G}
==+ 1= = 5.83
T =Et [ EK,J FroL (5.83)

als auch die Tangente £ des betrachteten Modellproblems

dginh -1 1 2G*
nh | 25 Bl L
Etan = [ o } { i L] (5.84)

eine elementanzahl-unabhingige, objektive Darstellung an. Die regularisierende Wirkung
der Einfilhrung eines netzabhéngigen Entfestigungsmoduls fiir das Modellproblem des
in Abschnitt 5.5 betrachteten Zugstabes ist in Abbildung 5.7 fiir eine Diskretisierung
mit drei, fiinf und neun Elementen schematisch skizziert. Offensichtlich ist die Lokalisie-
rungszone auf die Breite eines Elementes beschrénkt. Ein in ein Element eingebettetes
Lokalisierungsband der Flache Apyng < Aetem kann in analoger Form durch Wichtung des
Entfestigungsparameters mit der von der Lokalisierungszone anteilmé#Big eingenommenen
Elementfliche Apgna/Aciem beschrieben werden, vergleiche PIETRUSZCZAK & MROz [174].
Jedoch sei nochmals bemerkt, daf} die Methode des netzadaptierten Entfestigungsmoduls
auf die Modellierung schmaler Lokalisierungszonen beschrankt ist. Die Rilbandbreite darf
nie grofler als die Elementgrofie sein, da sich die berechnete Lokalisierungszone immer
nur iiber eine Elementbreite erstrecken kann. Diese Einschrankung kann insbesondere bei
mehrdimensionalen Simulationen sowie beim Einsatz hoherwertiger Elemente Probleme
bereiten und auf netzausrichtungsabhingige Losungen fiihren.

5.6.2 Beriicksichtigung viskoser Effekte

Zahlreichen Versuchsergebnissen zufolge ist das Antwortverhalten vieler Werkstoffe ex-
trem von der Belastungsgeschwindigkeit abhingig. Unter zunehmender Belastungsrate
steigt die Materialfestigkeit an, die Schidigungsakkumulation sinkt. Gleiches gilt bei Be-
lastungsraten von ¢ > 0.1/s auch fiir betonartige Materialien, vergleiche auch vAN MIER
[150]. Diese Beobachtung motiviert die Beriicksichtigung viskoser Terme in den konstitu-
tiven Gleichungen, wie sie von PERZYNA [173] vorgeschlagen wurde, siehe beispielsweise
auch SLUYs [191] oder WANG [222]. Entsprechend der Viskoplastizitit vom PERZYNA
Typ wird auch bei der Viskoschiddigung die Konsistenzbedingung ® 4 = 0 durch eine
konstitutive Evolutionsgleichung fiir den Schadigungsmultiplikator 4 ersetzt, verglelche
DuBE, PIIAUDIER—CABOT & LA BORDERIE {68],

— % [<‘1)(Yv ¢(K))>:|n 1= cel n (5.85)

Ko

Interne Lénge bei Viskoschidigung
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wodurch die Existenz von Zustdnden auflerhalb der Fliefliche erméglicht wird. Im Ge-
gensatz zu dem dimensionslosen Parameter n besitzt der Viskositétsparameter n die Ein-
heit einer Zeitgrofe, so dal durch die Beriicksichtigung viskoser Effekte automatisch eine
Zeitskala eingefiihrt wird. Durch Multiplikation mit der elastischen Wellenausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ 158t sich diese Zeitgrofe in Bezug zu einer internen Lénge ! setzen.
Damit behélt das transiente Problem selbst im postkritischen Bereich seine Hyperbolizitit
bei, siehe beispielsweise DE BORST, SLUYS, MUHLHAUS & PAMIN [40]. Ein wesentlicher
Vorteil viskoser Regularisierungsstrategien ist, da die mit ihnen verbundenen Anderun-
gen im Rahmen von Finite Element Codes von minimaler Natur sind. Allerdings bleibt
zu bemerken, dafl diese Methode ausschlieflich bei ausgeprigt viskosen Effekten, die sich
hiufig nur bei extrem hohen Belastungsgeschwindigkeiten auswirken, wirklich einen re-
gularisierenden Einfluff ausiibt. Daher wird die viskose Erweiterung insbesondere bei der
Modellierung von Stofiproblemen unter hohen Geschwindigkeiten empfohlen, sonst sollte
sie jedoch eher vermieden werden.

5.6.3 Mikropolare Kontinuumstheorien

Die wohl alteste Methode zur Berticksichtigung einer internen Liéngenskala wurde bereits
zu Beginn dieses Jahrhunderts von den Briidern COSSERAT & COSSERAT [62] im Rahmen
mikropolarer Kontinua vorgestellt. Anfang der 90er Jahre gewann das Konzept aus zwei-
erlei Griinden erneut an Bedeutung. Einerseits ermoglichte die erhthte Rechenkapazitit
moderner Computer die Handhabung der aufgrund der zusitzlichen Rotationsfreiheits-
grade komplexeren Gleichungssysteme. Andererseits konnte die COSSERAT Formulierung
durch ihre regularisierende Wirkung bei der Berechnung materieller Instabilitéten iber-
zeugen, siehe beispielsweise DE BORST [31], STEINMANN [195] und STEINMANN & WIL-
LAM [202]. Die Methode wird heute vornehmlich zur Modellierung von kohisionslosen
Geomaterialien eingesetzt, deren Rotation einzelner Partikel eine physikalische Motivati-
on fiir die mikropolare Kontinuumserweiterung liefert, siehe auch EHLERS & VOLK [72]
bzw. VoLx [219]. Die Kinematik des COSSERAT Kontinuums zeichnet sich durch die
Einfiihrung zusitzlicher Rotationsfreiheitsgrade w : B — IR™™ aus, die unabhingig von
dem durch u : B — R™#™ charakterisierten Verschiebungsfeld angesetzt werden, verglei-
che Abbildung 5.8. Folglich setzt sich der nun unsymmetrische Verzerrungstensor € aus
dem Verschiebungsgradienten und dem skalaren Produkt der mikropolaren Rotationen mif
dem dreistufigen Permutationstensor e zusammen. Zusétzlich ergibt sich der mikropolare
Kriimmungstensor x als der Gradienten des unabhéngigen, mikropolaren Rotationsfeldes.

e=Vu—e-w Kk =Vw (5.86)

Die Bilanzgleichungen mirkopolarer Kontinua lassen sich durch die bekannten Spannungen
o und die zusitzlich beriicksichtigten Momentenspannungen g charakterisieren, siehe
Abbildung 5.8. Aus der Darstellung der Impuls- und Drehimpulsbilanz

dive =0 divp+e:o=0 (5.87)
ist unmittelbar ersichtlich, dafl der Spannungstensor nur fiir divergenzfreie Momenten-

spannungen seine Symmetrie erhilt, wihrend er im allgemeinen Fall eine unsymmetrische
Form annimmt, o # o”. Das auf COSSERAT Kontinua verallgemeinerte HOOKE'sche
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Gesetz kann aus der freien Energiefunktion

1 1
\P(e,n)zie:gzl:e+§n:£ﬁf:m (5.88)
gewonnen werden, so daf} sich die unsymmetrischen Spannungen sowie die Momentenspan-
nungen als thermodynamisch konjugierte Gréfle zu den unsymmetrischen Verzerrungen
und den mikropolaren Kriimmungen darstellen lassen.

1 o
:%g:b'zl:e u:g—nzgﬁf:n (5.89)

o
Der vierstufige Elastizitéitstensor der Verschiebungsgrofen £ kann in allgemeiner Form
als Funktion der LAME Parameter A, und pu, sowie des COSSERAT spezifischen Schub-
moduls p¢, der die Beziehung zwischen den schiefsymmetrischen Spannungs— und Verzer-
rungskomponenten definiert, angegeben werden.

£ =21 @1 + 2, TV™ 4 2T (5.90)

Die Definition des Materialtensors der Rotationsgrofen £ beriicksichtigt in analoger
Form drei zusétzliche Materialparameter.

E4 = A1 ® 1+ 2, TV™ 4 2ue ToHv (5.91)

Im zweidimensionalen Fall reduziert sich die Anzahl der Materialparameter aufgrund von
Ap = 0 und g = pf, auf vier. Aus Dimensionsgriinden ist es iiblich, den verbleibenden
Rotationsschubmodul in der Form

P = 1210 (5.92)

Interne Linge im CosSERAT-Kontinuum

darzustellen, so dafl mit dem Proportionalitéitsfaktor {2 automatisch das Quadrat einer in-
ternen Lingen in der COSSERAT Theorie beriicksichtigt wird. Im Gegensatz zur Methode
des netzangepaften Entfestigungsmoduls charakterisiert der zusétzliche Materialparame-
ter ! nicht nur die Form der Versagenskurve, sondern auch tatsiichlich die Breite der
Lokalisierungszone, die sich fiir Simulationen mit dem COSSERAT Modell iiber mehrere
Elementbreiten erstrecken kann.

o U
o ¥:
yy_i_’ Oyx
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Abbildung 5.8: Kinematik und Statik des mikropolaren Kontinuums
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Die Erweiterung auf mikropolare Kontinuumstheorien betrifft im Gegensatz zu den nicht-
lokalen Kontinuumserweiterungen sowohl die kinematische als auch die konstitutive Ebe-
ne. Die damit verbundenen Anderungen kénnen sich also bereits im elastischen Bereich
auswirken. Jedoch werden die Unterschiede gegeniiber klassischen Kontinuumstheorien
nur aktiviert, wenn die zusétzlichen Rotationsfreiheitsgrade tatsichlich von der Belastung
angeregt werden. Daher gewéhrleistet das COSSERAT Kontinuum zwar bei schubdominan-
tem Mode 1I Versagen den Erhalt der elliptischen Eigenschaften, wohingegen der regulari-
sierende Effekt des COSSERAT Kontinuums bei kohédsionsdominanten Mode I Versagens-
formen haufig zu gering ist, um den Typwechsel der beschreibenden Differentialgleichung
zu vermeiden. In diesem Zusammenhang wurde kiirzlich eine geometrische Interpreta-
tion der Lokalisierungsbedingung vorgestellt, die das Mode I Versagen im MoOHR’schen
Spannungsraum graphisch veranschaulicht, sieche IORDACHE & WiLLAM [94].

5.6.4 Nichtlokale Integralkontinua

Klassische Kontinuumstheorien basieren auf der grundlegenden Annahme, daf die Span-
nungsantwort eines Punktes x lediglich durch die Geschichte des Punktes selbst be-
stimmt sel. Die Giiltigkeit dieser Annahme wurde Ende der 60er Jahre unter anderem
von KRONER [109] sowie ERINGEN & EDELEN [75] hinterfragt. Alternativ wurde ein
nichtlokales Kontinuumsmodell vorgeschlagen, bei dem die Antwort eines Punktes sowohl
von dem Punkt selbst, als auch von der Geschichte aller Punkte in einer gewissen Nachbar-
schaft (z +£) beeinfluft wird. Das zunéchst auf elastisches Materialverhalten beschrinkte
Modell wurde in den 80er Jahren erstmals im Rahmen der Finite Element Methode mit-
tels iiberlappender Makroelemente umgesetzt, siehe BAZANT [11]. Die grundlegende Idee
nichtlokaler Kontinuumsmodelle wurde von PLIAUDIER-CABOT & BAZANT [175] sowie
BAZANT & P1iAUDIER-CABOT [23] aufgegriffen und auf inelastisches Materialverhalten
im Rahmen der Kontinuumsschidigungsmechanik angewandt.

Aufgrund seiner regularisierenden Wirkung bei der Berechnung materieller Instabilitédten
ist das nichtlokale Kontinuum noch immer sehr beliebt, vergleiche GANGHOFFER, SLUYS
& DE BORST [80]. Anstatt jedoch, wie urspriinglich vorgeschlagen, alle Gréfen der kon-
stitutiven Gleichungen nichtlokal vorzuhalten, wird heute vereinfachend hiufig nur noch
eine einzige die Entfestigung charakterisierende Groéfie in den konstitutiven Gleichungen
nichtlokal beriicksichtigt, siehe PIJAUDIER-CABOT & BAZANT [175], BRINKGREVE [42]
oder SCHANZ [187]. Diese nichtlokale Grifle (8), im Fall der Schidigungsmechanik in der
Regel die dquivalente Verzerrung 7, die interne Variable & oder der Schidigungspara-
meter d, 158t sich dann aus der gewichteten raumlichen Mittelwertbildung ihrer lokalen
Gegenstiicke (o) iiber ein bestimmtes Volumen V, := [, g(§) dV definieren.

<3>(m>=—Vl; / 9(&) (@+€)dv  mit (€)= g(&,]) (5.93)

Interne Linge im Integralkontinuum

Héufig wird als Wichtungsfunktion g(¢) die GAuss’sche Verteilungsfunktion

9(8) = exp[—;f;} (5.94)
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gewihlt, die den abklingenden Einfluf mit wachsender Entfernung £ widerspiegelt. Die
GréBe 1, die den EinfluBradius der nichtlokalen Terme definiert, entspricht einer fiir die
Mikrostruktur charakteristischen internen Linge, ‘die die Breite der Lokalisierungszone
der Simulation beeinfluft. Eine anschauliche physikalische Interpretation gewinnen nicht-
lokale Schidigungsmodelle insbesondere bei der Simulation von quasisproden Materialien
wie Beton, dessen Verhalten auf der Mikroebene stark von nichtlokalen Effekten wie bei-
spielsweise der Mikrorifiwechselwirkung geprigt ist, vergleiche BAZANT [12]. Durch die
mikromechanische Betrachtung eines quasi-periodischen Feldes von Mikrorissen a8t sich
eine EinfluBmatrix A(z, £) bestimmen, die die Einflufikoeffizienten der einzelnen Nachbar-
schaftspunkte & auf den Punkt @ enthalt. So 148t sich die Integralbezichung aus Gleichung
(5.93) wie folgt numerisch approximieren,

nip

(&) (@) =D A=, &) (o) (€)' (5.95)

siehe auch BAZANT {13] sowie OZBOLT & BAZANT [167]. In der Kontinuumsschadigungs-
mechanik ist das nichtlokale Integralkontinuum weit verbreitet. Die nichtlokale Grofie (8)
wird in den konstitutiven Gleichungen durch die Schiidigungsfunktion berticksichtigt, die
sich wie damit folgt darstellen 148t.

©=¢(7) —d<0 (5.96)
Als natiirliche Konsequenz ergibt sich der Schidigungsparameter d als Funktion einer
nichtlokalen internen Variablen d = ¢(&), wihrend die restlichen Gleichungen des kon-
stitutiven Gleichungssatzes entsprechend Tabelle 3.4 vollkommen unverdndert bleiben.
Wie aus dieser Formulierung ersichtlich ist, verzichten nichtlokale Integralkontinua im
Gegensatz zum COSSERAT Kontinuum auf die Einfithrung zusétzlicher Freiheitsgrade.
Anderungen gegeniiber klassischen Kontinuumsmodellen finden lediglich auf der konsti-
tutiven Ebene statt und erfordern daher nur begrenzte Anderungen in Finite Element
Programmen. Der Einsatz nichtlokaler Integralmodelle erfordert stattdessen eine zusétz-
liche Iteration zur Bestimmung integraler Grofien, die jedoch in der Praxis haufig durch
einen einzigen Iterationsschritt angenshert wird.
Die in Gleichung (5.93) erhobene Anforderung an die Wichtungsfunktion hat ungleiche
Wichtungskoeffizientenpaare in der Nihe von Gebietsrindern zur Folge, da das zugehdrige
Volumen weit aufen liegender Punkte kleiner und somit die jeweiligen Wichtungskoeffizi-
enten grofer sind als bei Punkten, deren gesamter Einflulbereich i Gebietsinneren liegt.
Eine weitere Ursache fiir ungleiche Wichtungskoeffizientenpaare liegt in dem unterschiedli-
chen Einsetzen des inelastischen Materialverhaltens und den damit verbundenen ungleich
groBen Einfluwerten. Dies entspricht im iibertragenen Sinn einer Verletzung des Satzes
von BETTI-MAXWELL und fiihrt im allgemeinen auf unsymmetrische Systemmatrizen.
Ein weiterer, oft genannter Nachteil nichtlokaler Integralkontinua ist ihre Finite Element
untypische Erzeugung von durch Einflubereichen charakterisierten Makroelementen, die
eine konsistente Linearisierung sowie eine parallele Umsetzung der Methode erschweren.

5.6.5 Gradientenerweiterte Kontinuumsmodelle

Die numerische Umsetzung des in Abschnitt 5.6.4 beschriebenen nichtlokalen Integral-
kontinuums im Rahmen eines Finite Element Programmes erfordert eine rdumliche Mit-
telwertbildung iiber mehrere benachbarte Elemente. Diese Methodik widerspricht jedoch
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dem lokalen Charakter der Finite Element Technik. Einen alternativen Zugang bieten
nichtlokale Kontinuumsmodelle, die mit rdumlichen Gradienten bestimmter Feldgréfien
angereichert sind. Fiir kristalline Materialien lassen sich diese zus#tzlichen Gradienten-
terme mit Hilfe der plastischen Versetzungsdichte motivieren, vergleiche AIFANTIS [1],
[2]. Alternativ kann die Beriicksichtigung héherwertiger Gradienten auch direkt aus der
nichtlokalen Integralgleichung (5.93) des vorigen Abschnitts motiviert werden. Fiir den
eindimensionalen Fall mit | < L 148t sich zeigen, da§ die Definition einer nichtlokalen
skalaren Feldgrofe (8)

@0 = [ e[| @ ro a (5.97)

gleichermaflen auch durch eine partielle Differentialgleichung beschrieben werden kann.
Dazu wird die Funktion (e)(z -+ £) in einer TAYLOR Reihe um £ = 0 entwickelt

(o)(z+6) = (+)(2) +EV () (@) + € V() (0)+ 5 ETV)(0)+ 1€V (0)(2)+ ... (5.98)
und in Gleichung (5.97) eingesetzt.

B +o00 42 g2 g2

DW= [ @aew |55| ¢ Ve | S| THe@en | 5|
& &

bY@ ew |G g Ve @ e | S
(5.99)

Unter der Annahme eines isotropen Materialverhaltens verschwinden die ungeraden Terme
bei der Integration, die letztendlich auf die folgende partielle Differentialgleichung fiihrt.

()(a) = (@) + 57 V(&)(&) + g V()(@) + . (5.100)

Es hat sich als ausreichend erwiesen, lediglich die Terme bis zum zweiten Gradienten der
FeldgroBe (o) zu beriicksichtigen,

(e)(z) = ()(z) + ¢ V(o)(z) mit c=c(l? (5.101)

Interne Linge im Gradientenkontinuum

vergleiche beispielsweise DE BORST & MUHLHAUS [37] sowie PAMIN [168], erweiterte
Formulierungen sind jedoch denkbar. Offensichtlich ist der Wichtungsfaktor ¢ des Gra-
diententerms vom Quadrat des iiber die Wichtungsfunktion definierten Einflufiradius !
abhiéngig, so dafl eine interne Léingenskala in der Formulierung enthalten ist. Wie im
nachfolgenden Kapitel noch ausfiihrlich beschrieben wird, ist es {iblich, die partielle Diffe-
rentialgleichung (5.101) als zusétzliche EULER Gleichung zu berticksichtigen und diese mit
Hilfe der Finite Element Methode zu 16sen. Dazu ist es im allgemeinen erforderlich, die
nichtlokale Feldgrofie (8) als zusétzlichen Freiheitsgrad in die Formulierung einzubringen.
Trotz des damit verbundenen Mehraufwandes ist das Gradientenkontinuum heute stark
verbreitet, da die einzelnen Feldgrofien entsprechend dem Charakter der Finite Element
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Methode lokal vorliegen. Eine konsistente Linearisierung der zugehérigen Gleichungen
ist daher ausgesprochen einfach, so daf sich das Gradientenkontinuum insbesondere bei
Problemen mit einer grofien Anzahl von Systemfreiheitsgraden besonders empfiehlt. Von
allen in diesemt Kapitel diskutierten Regularisierungsmethoden wurde fiir die in dieser
Arbeit behandelten Problemstellungen das gradientenerweiterte Kontinuumsmodell als
geeigneteste Strategic angesehen. Es soll daher im folgenden Kapitel ausfiihrlich erldutert
werden.



Kapitel 6

Gradientenerweiterte Kontinua

Dieses Kapitel dient der Einfiihrung in die Theorie gradientenerweiterter Kontinuums-
modelle. Dazu wird nach einer kurzen Diskussion der bestehenden Verfahren zundchst die
Definition hiherwertiger Gradienten bestimmier Feldgrofien erldutert. Im Gegensalz zu
der in Kapitel 2 beschricbenen verschiebungsbasierten Finite Element Formulierung erfor-
dert die Finite Element Berechnung gradientenerweiterter Modelle die Einfihrung zusdtz-
licher Knotenfreiheitsgrade. Diese dienen der Bertcksichtigung des nichtlokalen Einflus-
ses. Aus diesem Grund soll die Herleitung einer gradientenerweiterten Finite Element
Formulierung ausfiihrlich dargestellt werden. Anschliefend wird die Bericksichtigung der
zusétzlichen Gradiententerme in den konstitutiven Gleichungen der isotropen und der
microplane—basierten Schdadigung skizziert. Finige ausgewdhlte Beispicle illustrieren die
reqularisierende Wirkung der Gradientenerweiterung. Abschlieflend erfolgt die Bereitstel-
lung eines numerischen Optimierungsverfahrens, mit dessen Hilfe die Parameteridentifi-
kation des internen Lingenparameters ermdglicht wird.

6.1 Allgemeines

Die grundlegenden Arbeiten von TOUPIN [212] und MINDLIN [152] zu Beginn der 60er
Jahre stellen die Basis der heutigen gradientenerweiterten Kontinuumsmodelle dar. In
den urspriinglichen Theorien, die lediglich der Beschreibung eines elastischen Material-
verhaltens dienen, werden hoherwertige Gradienten der Verzerrungen in der freien Ener-
giefunktion beriicksichtigt. Dieser Zugang fiihrt systematisch anf die Einfilhrung hoher-
wertiger konjugierter Spannungsgrofien. Im Gegensatz dazu basieren die heute gemein-
hin {iblichen Gradientenmodelle auf der Beriicksichtigung héherwertiger Gradienten aus-
gewdhlter, moglichst skalarwertiger Gréflen, die sich ausschliefilich in der FlieBfunktion
bemerkbar machen. Als natiirliche Konsequenz ist die klassische Elastizitdtstheorie da-
mit automatisch in der Formulierung enthalten, da die zusétzlichen Gradienten allein der
Charakterisierung des inelastischen Materialverhaltens dienen.

Erstmals wurde eine derartige Beschreibung von AIFANTIS [1] vorgeschlagen, der im Rah-
men der Plastizititstheorie eine Gradientenerweiterung des Verfestigungsterms durch mi-
kromechanisch motivierte Versetzungsmodelle begriinden konnte, vergleiche auch AIFAN-
71 [2]. Eine Einbettung der Theorie in eine entsprechende Variationsformulierung gelang
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MUHLHAUS & AIFANTIS [157] fiir Materialien mit druckunabhéngigem Verhalten, sowie
VARDOULAKIS & AIFANTIS [217] fiir dilatante Geomaterialien. Die numerische Umset-
zung im Rahmen der Finite Element Methode, die sich durch die Erfiillung der Konsi-
stenzbedingung in schwacher Form und die damit verbundene Einfiihrung des plastischen
Multiplikators als unabhingige Feldgrofie auszeichnet, folgte kurz daranf. Wahrend von
MUHLHAUS & AIFANTIS [157] sowohl fiir das Verschiebungsfeld, als auch fiir das Feld des
plastischen Multiplikators C"—kontinuierliche Ansitze gewihlt wurden, werden von DE
BoRST & MUHLHAUS [37], PAMIN [168], und DE BORST & PAMIN [38] C'-kontinuierliche
Ansitze fiir den plastischen Multiplikator vorgeschlagen. Alternativ wird die Einfiihrung
des Gradienten des plastischen Multiplikators als zusiitzliche FeldgréBe diskutiert. Eine
dynamische Erweiterung der daraus resulticrenden Formulierungen wurde von SLUYS,
DE BORST & MUHLHAUS [192] vorgestellt. In STEINMANN [196], [197] findet sich bei-
spielsweise eine anschauliche Interpretation der héherwertigen Gradienten im Rahmen
der klassischen Versetzungstheorie.

Aufgrund der physikalisch nur schwer erfaibaren Bedeutung der erforderlichen Randbe-
dingungen fiir die zusitzliche Feldgrofie stehen Gradientenmodelle durchaus nicht unbe-
rechtigt im Mittelpunks der Kritik. Insbesondere die Erfassung des verdnderlichen internen
Randes zwischen dem elastischen und plastischen Bereich bereitet numerische Probleme.
Von LASRY & BELYTSCHKO [122] sowie MUHLHAUS & AIFANTIS [157] wurde daher die
Wahl einer homogenen natiirlichen Randbedingung fiir die zusitzliche Feldgréfie vorge-
schlagen. Erst jiingst wurde in diesem Zusammenhang von SVEDBERG & RUNESSON
[207] die thermodynamisch konsistente Herleitung eines Gradientenplastizititsmodells
vorgestellt. Im Gegensatz zu den bisherigen Modellen ergeben sich damit die entspre-
chenden Randbedingungen als natiirliche Konsequenz aus thermodynamischen Restriktio-
nen zu nicht—homogenen NEUMANN Randbedingungen, vergleiche auch SVEDBERG [206].
Wihrend die meisten bisherigen Modelle auf der Beriicksichtigung des zweiten Gradien-
ten des plastischen Multiplikators zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens beruhen,
wurde kiirzlich von FLECK & HUTCHINSON [78] ein alternatives Modell vorgestellt. In
Analogie zu den elastischen Modellen von TOUPIN {212] und MINDLIN [152] findet in die-
semm Modell der zweite Gradient der Verzerrungen in der freien Energiefunktion Beriick-
sichtigung.

Obwohl die Anfinge der Gradientenplastizitit bereits in den 80er Jahren zu finden sind,
wurden nichtlokale Schadigungsformulierungen zunéchst nahezu ausschlieflich im Rah-
men von Integralkontinuumsmodellen umgesetast. Dies ist nicht zuletzt auf eine mangeln-
de physikalische Motivation der Gradientenerweiterung von Schidigungsmodellen zuriick-
zufiihren, der im Rahmen der Metallplastizitit eine direkte mikromechanische Interpre-
tation zugewiesen werden kann. Das in jiingster Zeit stetig anwachsende Interesse an
gradientenerweiterten Schidigungsbeschreibungen ist insbesondere auf die grundlegenden
Ideen von PEERLINGS [169] zuriickzufithren. Das von ihm entwickelte Modell zeichnet
sich durch die Beriicksichtigung des zweiten Gradienten der fquivalenten Verzerrung in
der Schidigungsfunktion aus. Da bei den geldufigen Schidigungsmodellen die Schédi-
gungsevolution direkt ausgewertet werden kann, wird anstelle der Konsistenzbedingung
die gradientenbasierte Definitionsgleichung der nichtlokalen Verzerrungen als zusitzliche
EuLER Gleichung beriicksichtigt. Besonders aufgrund der Moglichkeit einer impliziten
Einfiihrung dieser nichtlokalen dquivalenten Verzerrung wurde eine numerisch attraktive
Methode geschaffen, die lediglich C°~kontinuierliche Interpolationen der zusétzlichen Feld-
grofe erfordert, siche PEERLINGS, DE BORST, BREKELMANS & DE VREE [171], PEER-
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LINGS, DE BORST, BREKELMANS, DE VREE & SPEE [172] sowie PEERLINGS, DE BORST,
BREKELMANS & GEERS [170]. Eine zusitzliche Erweiterung auf eine verzerrungsbasierte
transiente Gradientenschidigung wurde von GEERS [81] diskutiert. Zur Vermeidung einer
kiinstlichen Aufweitung der Schiidigungszone orthogonal zur Versagensrichtung wurde
die Einfiihrung einer variablen Gradientenaktivitdt in Abhingigkeit des aktuellen Be-
lastungszustandes vorgeschlagen, vergleiche auch GEERS, DE BORST, BREKELMANS &
PEERLINGS [82]. Erst kiirzlich gelang STEINMANN [198] die Erweiterung des PEERLINGS-
Modells auf finite Deformationen.

Eine Alternative zu den von PEERLINGS [169] entwickelten Formulierungen stellen Schidi-
gungsmodelle mit einer Beriicksichtigung hoherer Gradienten des Geschichtsparameters
dar, vergleiche DE BORST, BENALLAL & HEERES [34]. Thermodynamisch konsistente
Gradientenschédigungsmodelle nach FREMOND & NEDJAR [79] beriicksichtigen stattdes-
sen den rdumlichen Gradienten des Schidigungsparameters selbst, siche auch MUHLHAUS,
DE BORST, SLUYS & PAMIN [158] sowie Comr [60]. Wihrend fiir die meisten Simulatio-
nen eine isotrope Schidigungsformulierung ausreichend ist, kann sich insbesondere unter
nicht—proportionaler Belastung ein stark anisotropes Schidigungsbild einstellen. In die-
sem Zusammenhang wurde kiirzlich von KunL, RAMM & DE BORST [111], [117], [118] ein
microplane—basiertes anisotropes Schidigungsmodell vorgeschlagen, in dem der gesamte
Verzerrungstensor als nichtlokale Grofle in der Schidigungsbeschreibung Beriicksichtigung
findet, vergleiche auch KUHL & RaMM [115]. Von DE BORrsT, GEERS, KUHL & PEER-
LINGS [35] bzw. DE BORST [36] wurde ein Vergleich der resultierenden Formulierung mit
entsprechenden gradientenerweiterten “rotating crack” und “fixed crack” Modellen dis-
kutiert.

Insbesondere der Kombination von gradientenerweiterten Schidigungs— und Plastizitéts-
theorien wurde in jiingster Zeit ein konzentriertes Interesse gewidmet. SVEDBERG & RU-
NESSON [207], [208] schlagen in diesem Zusammenhang die Kopplung eines gradiente-
nerweiterten Plastizitdtsmodells mit einem lokalen Schidigungsmodell vor. Im Gegensatz
dazu wird von DE BORST [33] sowie DE BORST, PAMIN & GEERS [39] die Kombination ei-
nes gradientenerweiterten Schidigungsmodells mit einer lokalen Plastizitdtsformulierung
als numerisch eleganter sowie physikalisch plausibler bewertet.

Im folgenden Abschnitt soll zunfichst die Beriicksichtigung héherwertiger Gradienten im
Rahmen der Kontinuumsschidigungsmechanik vorgestellt werden. Anschlieflend wird die
numerische Umsetzung mittels der Finite Element Methode diskutiert. Die beschriebe-
ne Formulierung basiert auf den grundlegenden Ideen von PEERLINGS [169] und stellt
eine Erweiterung der Methode auf anisotrope Schiddigungsmodelle dar. Diese Erweite-
rung beinhaltet die urspriingliche, isotrope Formulierung in natiirlicher Form. Anhand
der isotropen Schidigung sowie der microplane-basierten anisotropen Schidigung wird die
Beriicksichtigung htherwertiger Gradienten der Verzerrungen in den konstitutiven Glei-
chungen erldutert. Die regularisierende Wirkungsweise der Gradientenerweiterung wird
mit Hilfe von ausgewihlten Beispielen veranschaulicht. Abschliefend wird ein Optimie-
rungsverfahren skizziert, das es erméglicht, den aufgrund der Gradientenerweiterung ein-
zufithrenden Parameter der internen Linge numerisch zu bestimmen. Die Wirkungsweise
dieses Verfahrens wird beispielhaft illustriert.
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6.2 Beriicksichtigung héherer Gradienten

Die ezplizite, eindimensionale Gradientengleichung (5.101), die in Kapitel 5.6.5 aus der
nichtlokalen Integralgleichung motiviert wurde, bildet die Grundlage der nachfolgenden
allgemeinen dreidimensionalen Definition einer nichtlokalen Gréfe.

(8) = (o) + c div V(o) + O ([div V]* (o)) (6.1)

Explizite Definition einer nichtlokalen Grofie

Eine alternative Formulierung entsteht durch erneute Bildung der Divergenz des Gradi-
enten von (6.1) und skalare Multiplikation mit dem Wichtungskoeffizienten c.

¢ div V(o) = cdiv V(o) + ¢ [div V]* (o) + O ([div V]* (s)) (6.2)

Wird die Gleichung (6.1) von Gleichung (6.2) subtrahiert, so ergibt sich die nachfolgende
implizite Definitionsgleichung der nichtlokalen Grofie (e).

(o) = (o) — ¢ div V(o) + O ( [div V]* (e} ) (6.3)

Tmplizite Definition einer nichtlokalen Grofie

Sie beriicksichtigt ebenfalls Glieder bis zum quadratischen Term. Sowohl die explizite
Bestimmungsgleichung (6.1) als auch die implizite Definition (6.3) kénnen als Grundla-
ge fiir eine gradientenerweiterte Kontinuumsformulierung verstanden werden. Dabei wird
die jeweilige Definitionsgleichung als zusitzliche EULER Gleichung in der Formulierung
beriicksichtigt und in schwacher Form erfiillt. Die Beschreibung geht dementsprechend in
eine Zweifeld-Formulierung iiber, bei der sowohl das Verschiebungsfeld w(a) als auch die
nichtlokale FeldgréBe (e)(z) als priméire Unbekannte eingefiihrt werden.

Die Unterschiede zwischen der expliziten und impliziten Definition der nichtlokalen Grifle
sind ausfiihrlich in PEERLINGS [169] diskutiert. Insbesondere erweist sich die implizite
Definition als numerisch wesentlich eleganter, da fiir das zusétzliche nichtlokale Verzer-
rungsfeld lediglich C%—kontinuierliche Ansatzfunktionen erforderlich sind. Fiir klassische
Gradientenmodelle mit expliziter Definition ist hingegen eine C*'-kontinuierliche Interpo-
lation der nichtlokalen Grofie notwendig, vergleiche PEERLINGS [169] bzw. PEERLINGS,
DE BORST, BREKELMANS, DE VREE & SPEE [172], bzw. fiir eine analoge Diskussion im
Rahmen der Gradientenplastizitit PAMIN [168] sowie DE BORST & PAMIN {38].
Desweiteren unterscheiden sich die explizite und die implizite Formulierung in der Art
threr Approximation. Wihrend die explizite Gradientengleichung nur scheinbar nicht-
lokal ist, da sie lediglich den zweiten Gradienten der lokalen Grofile beinhaltet, werden
bei impliziten Modellen zusitzlich hoherwertige Gradienten der lokalen Grofie implizit
beriicksichtigt. Aus diesem Grund kénnen die impliziten Gradientenformulierungen als
wirklich nichtlokal verstanden werden. Dementsprechend gleichen ihre Stmulationsergeb-
nisse denen nichtlokaler Integralmodelle, wihrend die expliziten Gradientenmodelle ein
grundsétzlich anderes Verhalten widerspiegeln, vergleiche PEERLINGS [169]. Im Rahmen
dieser Arbeit wurde daher ausschlieilich die implizite Gradientengleichung (6.3) verwen-
det.
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Modellproblem zusétzliche nichtlokale Grifle Definitionsgleichung

eindimensional Verzerrung (3) =¢ (z) e=€—div[ic Veé]
skalarwertig dquivalente Verzerrung (8) =7 (x) n=f-div|[e V]
tensoriell Verzerrungstensor (3) =€ (x) e=eg—div[C:Ve]

Tabelle 6.1: Einfithrung nichtlokaler Gréfien

Tabelle 6.1 zeigt die Anwendung der impliziten Definitionsgleichung (6.3) zur Einfiihrung
unterschiedlicher nichtlokaler Gréfen. Withrend die Gradientengleichung fiir den in Ka-
pitel 5.6.5 skizzierten eindimensionalen Fall entsprechend der ersten Tabellenzeile auf die
skalarwertige Verzerrung e anzuwenden ist und somit eine zusitzliche Feldgroéfie € von
skalarwertiger Natur berficksichtigt werden muff, muf} die Gradientengleichung im all-
gemeinen dreidimensionalen Fall, wie in der dritten Tabellenzeile angedeutet, auf den
gesamten Verzerrungstensor € angewendet werden. Da die damit verbundene Einfiihrung
zusétzlicher tensorieller Freiheitsgrade fiir die nichtlokalen Verzerrungen € numerisch sehr
aufwendig ist, wurden bisher in der Literatur ausschliefflich skalarwertige isotrope Gra-
dientenschidigungsmodelle untersucht, bei denen entsprechend der zweiten Tabellenzeile
lediglich die dquivalente Verzerrung 7 als nichtlokale Grofle eingefiihrt wird. Fiir eine
derartige Formulierung ist der Wichtungskoeflizient ¢ im allgemeinen Fall durch einen
zweistufigen Wichtungstensor ¢ zu ersetzen. Bisherige Formulierungen basieren jedoch
ausschlieBlich auf der vereinfachenden Annahme, daff sich dieser Wichtungstensor als der
mit dem Gradientenparameter ¢ gewichtete Einheitstensor darstellen 148t, so dafi ¢ = ¢ 1.
Fiir dreidimensionale, anisotrope Schidigungsformulierungen ist die Anwendung der nicht-
lokalen Definitionsgleichung auf eine tensorwertige Grofle geméaB der dritten Tabellenzeile
jedoch unvermeidlich. Im folgenden soll die Gradientengleichung daher auf das Verzer-
rungsfeld e angewendet werden. Dementsprechend wird der nichtlokale Verzerrungstensor
€ als zusitzliche FeldgrofBle eingefiihrt. Im allgemeinen Fall wird nun die Beriicksichti-
gung eines sechsstufigen Wichtungstensors C erforderlich, aber auch dieser kann unter
entsprechenden Annahmen vereinfachend als C = ¢ Z(® dargestellt werden.

6.3 Finite Element Formulierung

Im folgenden Kapitel soll die Herleitung einer Finite Element Formulierung fiir gradien-
tenerweiterte Kontinua skizziert werden. Die resultierende Zweifeld-Formulierung basiert

Physikalischer Raum R"ém 0
3B, s,
X3

Abbildung 6.1: Diskretisiertes Gebiet B
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auf der impliziten Definition der nichtlokalen Verzerrungen. Analog zum Kapitel 2 gelten
im gesamten Gebiet B die kinematische Beziehung, die lokale Form der Impulsbilanz sowie
ein entsprechendes Konstitutivgesetz. Der Rand des Gebietes 9B sei entsprechend Kapitel
2 in disjunkte Untermengen OB = 8B, U 0By, mit B, N 8B, = 0 unterteilt, auf denen
die zugehdrigen DIRICHLET bzw. NEUMANN Randbedingungen vorgeschrieben seien.

e = VW¥iy in B
dive + pb = 0 in B
o = o(€q) in B (6.4)
u - u = 0 auf 0 B,
tr ~ o n = 0 auf 0 By,

Starke Form & Randbedingungen — Gleichgewicht

In entsprechender Form kann eine Bilanzgleichung fiir das Tensorfeld nichtlokalen Verzer-
rungen basierend auf der impliziten Definitionsgleichung (6.3) mit Giiltigkeit im gesamten
Gebiet B postuliert werden. Dementsprechend ist die Differenz aus der Divergenz des Ten-
sorfeldes 7 : B — IRM4im*%aimX™im ynd den nichtlokalen Verzerrungen & : B — [RMdim Xndim
gerade gleich den negativen lokalen Verzerrungen e. Der dreistufige Tensor 7 kann hierbei
gemif dem konstitutiven Gesetz + = r ( VE) als Funktion des Gradienten der nichtloka-
len Verzerrungen VE verstanden werden. Fiir das nichtlokale Verzerrungsproblem 148t sich
der Gebietsrand 9B in die disjunkten Untermengen 88 = 0B: U 0By mit 0B: N B, = §
unterteilen, fiir die in entsprechender Form Randbedingungen vom DIRICHLET bzw. NEU-
MANN Typ anzugeben sind, vergleiche Abbildung 6.1.

divr — €& = —€ in B
T = 1 (VE) in B 6.5)
e —~ € = 0 auf 3 B;
t — rn = 0 auf 0 Bz

Starke Form & Randbedingungen - nichtlokale Verzerrungen

6.3.1 Schwache Form des Randwertproblems

Entsprechend Kapitel 2 liefert die Integration der Impulsbilanz (6.4.1) iiber das Gebiet B
und der NEUMANN Randbedingungen (6.4.3) iiber den Gebietsrand 88 nach einer skalaren
Multiplikation mit der vektorwertigen Testfunktion du : B — IR™ die den DIRICHLET
Randbedingungen (6.5.2) geniigen soll, die folgende Beziehung.

/6u~[divcr+pb]dV+/ u- [P —o-n|dd=0 V du (6.6)
B a8

Durch partielle Integration, Anwendung des GAuss’schen Integralsatzes, Einsetzen der
kinematischen Beziehung und Beriicksichtigung der DIRICHLET Randbedingungen (6.4.1)
entsteht unmittelbar die klassische schwache Form der Gleichgewichtsbeziehung, deren
Herleitung bereits ausfiibrlich in Kapitel 2 beschrieben wurde.
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/6e:adV=/5u-pde+/ du-t8 VY Su (6.7)
B B OBew

Schwache Form ~ Gleichgewicht

In analoger Form lassen sich die Definitionsgleichung der nichtlokalen Verzerrungen (6.5.1)
sowie die NEUMANN Randbedingungen des nichtlokalen Verzerrungsproblems (6.5.3) iiber
das Gebiet B bzw. den Gebietsrand 9B integrieren und mit der tensorwertigen Testfunk-
tion d& : B — IR™mMim die den zugehdrigen DIRICHLET Randbedingungen (6.5.2)
geniigen soll, wichten.

/5éz[divr~€+e]dV+/ be:[tE—T1-n]dA=0 V Je (6.8)
B an

Die schwache Form der nichtlokalen Verzerrungsdefinition 148t sich unmittelbar durch
partielle Integration, Anwendung des GAUss’schen Integralsatzes und Beriicksichtigung
der DIRICHLET Randbedingungen gewinnen.

/5Vé§rdv+/6z-:[a—,e}dv,= de:t8 V¥ Je (6.9)
B B

J 8Bt

Schwache Form — nichtlokale Verzerrungen

6.3.2 Diskretisierung

Die raumliche Diskretisierung erfordert die Zerlegung des Gebietes B in ngy,, Finite Ele-
mente, so daBl B = [Jizm B®. Jedes Element B° sei durch ny,.q Verschiebungsknoten
und 7enoq nichtlokale Verzerrungsknoten charakterisiert, wobei die Anzahl der Verschie-
bungsknoten und der nichtlokalen Verzerrungsknoten nicht notwendigerweise identisch
zu wéhlen ist. Entsprechend der klassischen Finite Element Diskretisierung aus Kapitel 2
188t sich der Verschiebungsverlauf « innerhalb eines Elementes durch das Produkt der An-
satzfunktionen N7(¢) mit den diskreten Knotenverschiebungsfreiheitsgraden dl summiert
iiber alle Verschiebungsknoten n,n.q approximieren. Gemifi dem BUBNOV-GALERKIN
Verfahren gelte eine entsprechende Diskretisierung fiir die virtuellen Verschiebungen du.
Die raumlichen Gradienten des Verschiebungsfeldes Vu und des virtuellen Verschiebungs-
feldes 6Vu lassen sich mittels der aufsummierten dyadischen Produkte der Knotenfrei-
heitsgrade d,; bzw. der virtuellen Verschiebungsfreiheitsgrade dd,, ;r mit den rdumlichen
Gradienten der Ansatzfunktionen V,Nj = J~! V:N/ angeben, wobei J := V,z.

Tunod Nunod
wi= Y NI dy; Vui= Y dy® VN,

Moo Mo (6.10)
Su= Y Nlody, §Vui= Y ody ® VN,

I=1 I=1

Die diskretisierte, elementspezifische Gleichgewichtsbeziehung (6.7) kann nun als Differenz
der elementbezogenen internen und externen Arbeit dW¢, , und W, angegeben werden,

Wit = Wyeme =0 Vidys (6.11)
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wobei die elementbezogenen virtuellen Arbeitsausdriicke die folgende Form annehmen.

Tunod
Wi = D 0dus- fuge Wit flm = [ VN[ o dV
=1 B
Tunod
Wy = Y 0duy flw  mit  FLe, = Nlpb av  (6.12)
=t 81
+ NI ¢ dA
a8y,

Entsprechend dem Fundamentallemmma der Variationsrechnung kann die Gleichung (6.11)
auch als Gleichgewicht der internen und externen Knotenkrifte f1 . und fI ., in allen
I =1,..,Munoq Verschiebungsknoten verstanden werden.

. fi,czt =0 VI=1,., Nunod (6.13)

wint

Knotenspezifisches Gleichgewicht

In analoger Form 148t sich der Verlauf des nichtlokalen Verzerrungsfeldes & mittels der Pro-
dukte der Ansatzfunktionen NJ(€) mit den diskreten Knotenverzerrungsfreiheitsgraden
de i aufsummiert iiber alle nichtlokalen Verzerrungsknoten neneq approximieren. Wieder-
um gelte eine entsprechende Diskretisierung fiir das virtuelle nichtlokale Verzerrungsfeld
J€. Analog ergeben sich die Gradienten beider Felder ans Aufsummierung der dyadischen
Produkte der raumlichen Gradienten der Ansatzfunktionen V,N mit den jeweiligen
Knotenfreiheitsgraden, wobei V,NX = J~! V. NI

Nenod Nenod
&= Y Nf dig Vei= Y dex ® ViNf
Aot Aot (6.14)
§e= Y Nfodex  0VE:= Y ddek ® VNS
K=1 K=1

Die diskretisierte, elementspezifische Definitionsgleichung der nichtlokalen Verzerrungen
kann nun als Differenz aus den internen und externen virtuellen Bestimmungsgréfen
SW¢,, und 0W¢,,, angeben werden,

OWeiny = SWe e =0 Y éde i (6.15)

die sich wie folgt darstellen lassen.

Nenod
Wi = 3o £l mit f = [ VNE v
K=1 e
Nenod
+ / NEY" NEdE av
° L=1

Nynod

- / NEY"dl @ VN[ av
© I=1

Nénod
e — e : K — K 4P
6W€,ez't Cans E 6d€,K' E,ext mit gext ' / NE te“ dA
K=1 a8,

(6.16)
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Aus Gleichung (6.15) folgt aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung
die Aquivalenz der internen und externen Knotengréfien fe;n; und Sfeent in allen K =
1, .., Menoq nichtlokalen Verzerrungsknoten.

K Kot =0 VK =1,.,Nm0 (6.17)

gint — J gext

Knotenspezifische nichtlokale Verzerrungsdefinition

6.3.3 Linearisierung

Die bestimmenden Gleichungen (6.13) und (6.17) sind iber die lokalen und nichtloka-
len Verzerrungen miteinander gekoppelt und im allgemeinen hochgradig nichtlinear. Ihre
Losung kann beispielsweise inkrementell iterativ im Rahmen eines NEWTON—RAPHSON
Verfahrens erfolgen. Die dazu erforderliche TAYLOR Reihenentwicklung um die Losung
zum aktuellen Iterationsschritt n fiihrt bei Abbruch nach dem linearen Term auf das
folgende elementspezifische Gleichungssystem.

{ ke o | [ Ad,

fuex o
- ,ext _ u,mlt (618)
kEu k?.?, AdF fZ,ezt fg,z_m

Elementspezifisches linearisiertes Gleichungssystem

Seine Losung liefert die inkrementelle Anderung der Elementfreiheitsgrade Ad,, := [Ad,, /]
und Ad; := [Ad;,]. Hierbei setzt sich die erweiterte Elementmatrix aus den folgenden
vier Submatritzen zusammen.

afL.
K= (K] mit k= Twin [ gnr g gng gy
) 8du"] Be
IL . IL 8f11L,1lnl I ged L
ke = [k ] mit kil =" = VN, - & NF dv
8d§)L e
OfK
Key = [ KE7 ] mit kK7 = it NE T 9N/ 4dv (619)
od, ; Be
KL : KL __ 0 EI,(i"t K L
ke = [k mit kil =—" = VNI - C VN7 dV
€€ €€ ad € €
el e
+ NE T NEaV

Be
Es ist unmittelbar ersichtlich, daff das entstehende Gleichungssystem eine unsymmetrische
Form annimmt, da k,; # k7. Die partielle Ableitung des Spannungstensors beziiglich des
lokalen Verzerrungstensors liefert den vierstufigen Tensor £°¢, der hier dem aus der klas-
sischen Kontinuumstheorie bekannten Sekantentensor entspricht. Die partielle Ableitung
der Spannungen beziiglich der nichtlokalen Verzerrungen definiert entsprechend den vier-
stufigen Tensor Eed, withrend sich der sechsstufige Tensor C aus der partiellen Ableitung

der Spannungsgréfie T nach dem Gradienten der nichilokalen Verzerrungen ergibt.
£ed . o 2. oo _or
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Die Summe der Spannungsableitungen £%¢ und Ee'l, die in Abschnitt 6.4 noch genauer
spezifiziert werden sollen, liefert den klassischen vierstufigen Materialtangententensor der
lokalen Kontinuumsmechanik, die als Sonderfall mit € = 0 in der vorliegenden Element-
formulierung enthalten ist. Weiterhin ergeben sich die in Gleichung (6.18) eingefiihrten
internen und externen Lastvektoren in der folgenden Form.

fu,EZi = [fi,ezt ] mlt’ uext / NJ /)b dV
+ NE t dA
OBy,
N B e P2 R %
; (6.21)
fé';ﬂ“ = [ g,(ezt ] mif g,(aa:t = NEK tf dA
J 0By,

B = [fom ] mit 7= [ UNK et gy
e

Eint

+ | NE[E - eav
Be

Die entstehenden Integralgleichungen konnen mit Hilfe des G Auss’schen Integrationsver-
fahrens durch gewichtete Atuswertung an diskreten Integrationspunkten numerisch appro-
ximiert werden. Der abschliefiende Zusammenban aller e = 1, .., ., Elemente

Nelm kg ke Telm Ade Telm i Telm te,n—
K = U AD - U Fm - u,ezt Fn-—l = 1w,int
{ke ka] U{Adﬂ ' U[f“ } m U[F" !

e=1 ¢, ext E4nt
fiihrt schlieflich auf das inkrementelle globale Gleichungssystem der folgenden Form.

(6.22)

K- AD =F,, — F*;! (6.23)

Strukturspezifisches linearisiertes Gleichungssystem

Hierin beschreiben K und AD jeweils die globale Tangentensteifigkeitsmatrix und das In-
krement des globalen Freiheitsgradvektors, wihrend F.,, und die F;! die externen und
internen Systemlasten darstellen. Es sei nochmals bemerkt, da8 sich die Unsymmetrie der
Elementmatrix natiirlich auf Systemebene wiederfindet, so daB zum Losen des globalen
Gleichungssystems unsymmetrische Gleichungsléser erforderlich werden.

Zur Charakterisierung des betreffenden Materialverhaltens ist nun die Spezifizierung kon-
stitutiver Gesetze erforderlich, die einen Zusammenhang zwischen den Spannungen o und
den Verzerrungen o = o (¢, ...) sowie zwischen der Spannungsgrofie 7 und dem Gradienten
der nichtlokalen Verzerrungen v = 7(VE, ...) definieren. In Abschnitt 6.4 sollen geeignete
konstitutive Gesetze fiir isotrope und anisotrope Gradientenschidigungsformulierungen
erldutert werden. Zunichst erfolgt jedoch eine kurze Diskussion moglicher Interpolations-
ordnungen des Verschiebungsfeldes und des nichtlokalen Verzerrungsfeldes.
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6.3.4 Interpolationsordnung

Abbildung 6.2 zeigt die Ergebnisse der Simulation eines geschidigten Zugstabes fiir unter-
schiedliche Interpolationsordnungen des Verschiebungsfeldes w und des nichtlokalen Ver-
zerrungsfeldes €. Die Resultate aus Abbildung 6.2, links, basieren auf einer Modellierung
durch vierknotige Elemente mit einer bilinearen Interpolation des Verschiebungsfeldes und
des nichtlokalen Verzerrungsfeldes. Diese Elemente, fiir die hier eine 2x2 GAUss-Punks
Integration verwendet wurde, sollen im folgenden als Q1Q1-Elemente bezeichnet werden.
Aus ihrer linearen Interpolation beider Felder resultieren ein konstantes lokales Verzer-
rungsfeld € sowie ein lineares Schidigungsfeld d und somit eine lineare Spannungsvertei-
lung. Aufgrund der unausgeglichenen Interpolationsordnungen weist die Spannungsvertei-
lung des Q1Q1~Elementes starke lokale Oszillationen auf, die physikalisch ungerechtfertigt
sind.

Eine geeignete Alternative stellt das Q2Q1-Element aus Abbildung 6.2, rechts, dar, bei
dem ein serendipity-basierter quadratischer Verschiebungsansatz in Kombination mit ei-
ner bilinearen nichtlokalen Verzerrungsinterpolation bei einer 2x2 GAUss-Punkt Integra-
tion verwendet wurde. Dementsprechend verlaufen nun sowohl das lokale Verzerrungsfeld
als auch die Verteilung der Schidigungsvariablen linear und der Spannungsverlauf nimmt
eine anschauliche, physikalisch interpretierbare Form an. Die leichten Spannungsspriinge
an den Elementgrenzen sind auf die relativ grobe Diskretisierung in Kombination mit
C%kontinuierlichen LAGRANGE Polynomen zuriickzufiihren. Sie verschwinden jedoch bei
Netzverfeinerung.

Aufgrund seiner starken lokalen Spannungs—Oszillationen kann das Q1Q1--Element als un-
brauchbar klassifiziert werden, vergleiche auch PEERLINGS [169]. Brauchbare Ergebnisse

Q1Q1 [ux, Uy, €xx, Eyy, Exy] © % x © Q2Q1 - [2x, Uy, €xx, Eyy, Exy]

© @

Spanmung ¢

Abbildung 6.2: Einfluf der Interpolationsordnung



9B RAFITIEL 6. GRADIENTENERWRITERIE KONTINUA

liefern hingegen Elemente, deren Interpolation des Verschiebungsfeldes u eine Ordnung
hsher gewéhlt wird, als die Interpolation des nichtlokalen Verzerrungsfeldes €. Damit sind
die Interpolationsordnungen des lokalen und des nichtlokalen Verzerrungsfeldes identisch.
I folgenden sollen daher ausschlieilich Q2Q1-Elemente in Kombination mit einer 2x2
GAuss-Punkt Integration verwendet werden.

6.4 Konstitutive Gleichungen

6.4.1 Isotrope tensorielle Gradientenschidigung

Die konstitutiven Gleichungen der Gradientenschidigung definieren durch die Spezifizie-
rung des Potentials ¥” einen Zusammenhang zwischen den Spannungen o und den lokalen
Verzerrungen € = V*¥™yu. Weiterhin 148t sich eine Beziehung zwischen dem dreistufigen
Spannungstensor + und dem Gradienten der nichtlokalen Verzerrungen Vé durch die
Einfiihrung eines zweiten Potentials ¥” angeben.

\I/”:\I/“(e,d)zée:[l—d]gelze \I/T:\IJT(Vé)z-;—cVE:VE (6.24)

Sowohl der aufgrund der Schidigung modifizierte Elastizitatstensor, der entsprechend
Kapitel 3.3.2 zu £°¢ = [1 — d] £° gewiihit wurde, als auch der sechsstufige Tensor des in-
ternen Liangeneinflusses C = ¢ Z® stellen in diesem Zusammenhang richtungsunabhéngi-
ge Groflen dar. Die Schiadigung kann dementsprechend durch die skalarwertige Grofie d
beschrieben werden, wihrend sich die Mikrostruktur allein durch den skalarwertigen Gra-
dientenparameter ¢ charakterisieren lafit. Die konjugierten Grofien zu den lokalen Ver-
zerrungen, der Schiadigungsvariablen und dem Gradienten der nichtlokalen Verzerrungen
ergeben sich dementsprechend wie folgt.

:Z—‘f: —%%:%e:gcl:e 'rzg—%:cVé (6.25)
In der Schidigungsfunktion ¢ findet der nichtlokale Charakter der konstitutiven Gleichun-
gen Beriicksichtigung. Sie soll als Differenz einer Funktion ¢ der nichtlokalen dquivalenten
Verzerrung 7 und der Schidigungsvariablen d angenommen werden.

) (6.26)

[

1-d&t:e Y=

(A, d)=¢(M) —d <0  mit F=7(

ot

In dieser Form der Darstellung a8t sich die nichtlokale dquivalente Verzerrung 7 als
Funktion des nichtiokalen Verzerrungstensors € berechnen, wihrend von PEERLINGS [169]
entsprechend der zweiten Zeile von Tabelle 6.1 direkt eine Definitionsgleichung fiir die
skalarwertige, nichtlokale dquivalente Verzerrung 7 verwendet wurde. Das hier vorgestellte,
verallgemeinerte Modell kann sich also in Abhéngigkeit von der Wahl der Adquivalenten
Verzerrung # erheblich von dem Originalmodell von PEERLINGS [169] unterscheiden. Die
KunN-TUCKER Bedingungen und Konsistenzbedingung ergeben sich in der gewohnten
Form. )

£>0 <0 AP =0 kD=0 (6.27)

Ihre Auswertung nach SiMo & Ju [190] fithrt direkt auf die explizite Schidigungsdefini-
tionsgleichung entsprechend Kapitel 3.3.2.

d=¢(k) mit k= max (7(t), ko) (6.28)

—~00<tLT
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In Analogie zur lokalen Schidigung ergibt sich der Geschichtsparameter x als Maximal-
wert des Schiadigungsschwellwertes xo und der nichtlokalen dquivalenten Verzerrung 4.
Der in Kapitel 6.3.3 eingefiihrte Sekantentensor £°¢ und der vierstufige Tensor der Schidi-
gungsinderung &€ Ed, die zur Linearisierung des zugehorigen Randwertproblems erforderlich
werden, nehmen die folgende Form an.

Oo sed OO 1

ged:___:l_d gel e — = .

5e [ | £ 52 7 M ®U (6.29)
Hierbei wurde in Anlehnung an Kapitel 3 von der Abkiirzung 1/ H := 8¢ / 0 sowie den
Definitionen

=7 =0 und D'"a—m—amaﬁ

=13~ T 9 O O

entsprechend Gleichung (3.45) und (3.46) Gebrauch gemacht. In Tabelle 6.2 sind die
konstitutiven Gleichungen der isotropen Gradientenschidigung aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit noch einmal zusammengefafit.

(6.30)

Freie Energie Yo = U (e,d) =1/2e:[1-d|E: e
Nichtlokales Verzerrungspotential U= P7 (Ve) =1/2 cVE: Ve
Spannungen o = 9007 /0e = [L—d]&: €
Energiefreisetzungsrate Y =-0¥7 /0d =1/2 €:E%: ¢
Konjugierte Grofie T = 0V /OVe = c Ve
Schidigungsfunktion ® = g —-d < 7=7(¢€)
KunN-TUcCKER Bedingungen £ > 0 d < P =0
Konsistenzbedingung Ed= 0

Schidigungsevolution d = ¢(r) K = MaX_so<t<r(7(t), Ko)
Sekantentensor E%= Jo [l = [1-d] &4
Schiidigungsinderung E'= o) = —% HR U
Tensor der internen Lénge C = 9r/0Ve = cI®

Tabelle 6.2: Isotrope Gradientenschidigung - Konstitutive Gleichungen

6.4.2 Microplane—basierte tensorielle Gradientenschidigung

In Analogie zu dem in Abschnitt 4.5.1 eingefiihrten Microplane Schidigungsmodell mit
drei Schidigungsvariablen dy,dp und dr basiert die im folgenden diskutierte anisotrope
Gradientenschédigung auf der Annahme der kinematischen Projektion. Diese Annahme
soll nun sowohl fiir den lokalen als auch fiir den nichtlokalen Verzerrungstensor Giiltigkeit
besitzen.

ey = V [ € ep = D ;¢ er =T : € (6.31)
&y =V € ép =D : € ér =T : €
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Wiihrend sich das Potential ¥ aus der Raumwinkelintegration der Microplane Energien
Y™ ergibt,

3
0o — mic .
i | v (6.32)
wobei ‘
P = [1 - dv] Wv(ﬁv) + [1 - dD] WD(ED) + [] — dT] ”/T(GT) (633)

soll das zweite Potential W™ entsprechend dem isotropen Modell direkt auf der Makroebene
formuliert werden.

U7 =07 (Ve) = -';—Vé :C: Ve (6.34)

Damit ergeben sich die Spannungskomponenten,

a\pmic red 4

oy = 86\/ = EV £y b‘(/{ = [1 —dv] 8{/
a\pmic

op = 5— =& e &g = [1—dp) &8 (6.35)
\I,m,i(:'

o = 6667* = gT ~E7 8?151 = [1 *‘(1',1] 851

die Anteile der Energiefreisetzungsrate,

8\11"”0 8\I,mic 8\I/mic
Yy i=——— =W, Ypi=——— = Yy im e = .36
v ady v D ady Wp T Bdr Wr  (6.36)

und der dreistufige Spannungstensor 7
_ o
T OVe

unmittelbar als konjugierte Gréfien zu den Primirvariablen. Die FlieBfunktionen werden
in Anlehnung an das isotrope Modell als Differenzen von den Funktionen der nichtlokalen
Energiefreisetzungsraten Yy, Yp und Y

=C:Ve (6.37)

YV = ED €D YT €r - 551 ET (638)

l\)l»—l
K\DH—-\

1374 5v 3% ?]_)

D=

und den zugehorigen Schidigungsvariablen dy,dp und dr eingefiihrt.

®y Yy, dy) = ¢v(Yy) — dv <0

®p (Yp,dp) := ép(Yp) — dp <0 (6.39)
& (Yr,dr) == ¢pr(¥y) — dr <0

Wiederum ist der Be- und Entlastungsproze durch die KUHN-TUCKER Bedingungen
und die Konsistenzbedingung charakterisiert,

dy < ky 20 Py hy =0 dy Ky =
dp < kp 2 0 Sp kp =0 $p kp =0 (6.40)
®r < kp 20 Or kp =0 br fp =
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deren Auswertung die nachfolgende klassische explizite Darstellung der Schidigungspara-~
meter erméglicht.

dy = ¢y (kv) mit &y = max (Y (t),&))

' —oo<t<T B
dD = ¢D (K,D) mit Kp :-—g?t)ir (YD(t),lﬂ(])) (641)
dr = ¢7 (kr) mit Ry = max (Yr(t), %)

Der Sekantentensor der anisotropen Elasto-Schidigung £% sowie der vierstufige Tensor
der Schidigungsinderung £° nehmen damit die folgende integrale Darstellungsform an,
vergleiche auch KUHL, RAMM & DE BORST [118].

3
gt 2—‘: .o £f Vev+ &  DeD+TT- £ .TdQ
Q
ged oo n 3 Ody (7%/ dép O‘?) T Odr or Q@ op
' =t e VeVt G PP T G g T

(6.42)
6.5 Beispiele

6.5.1 Modellproblem Zugstab

Die regularisierende Wirkung der Gradientenerweiterung soll nachfolgend anhand eines
100mm langen Zugstabes illustriert werden, dessen Elastizititsmodul zu E=20000N/mm?
gewihlt wird. Das Schadigungswachstum wird durch die folgende Gleichung abgebildet,

d=() =1~ "2 [1-a+aexpflr—r]]

die ein exponentielles Entfestigungsverhalten beschreibt. Damit wird das Schadigungs-
wachstum durch den Parameter 8 = 650, den Schidigungsschwellwert kg = 0.0001 sowie

Schédigungsevolution Spannungs— Dehnungskurve
d[-] o [N/mm?]
1.0 2.0,
0.8+ 151
0.6+
1.0
0.4+
02} 05t 4
0.0l1% i ; 1) B — , .
00 1.0 20 3.0 x[%x 00 10 20 30 €%l

Abbildung 6.3: Exponentielle Schadigung
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— Geometrie und Belastung
F
T
b
[ %y = 0.00010 100 mum —_— F
& x, = 0.00009 —

Abbildung 6.4: Modellproblem Zugstab

eine maximal mégliche Degradation von « = 0.96 charakterisiert. Abbildung 6.3 zeigt die
zugehorige Evolution der Schiidigungsvariablen d aufgetragen iiber der internen Variablen
. Das resultierende Spannungs—Dehnungsverhalten fiir ein homogenes, eindimensionales
Problem ist in Abbildung 6.3, rechts, skizziert.

Die Geometrie des untersuchten Modellproblems kann Abbildung 6.4 entnommen werden.
Um eine Lokalisierungszone zu initiieren, wird in der Mitte des Stabes eine 10mm breite
Imperfektion eingefiihrt, fiir die der Schadigungsschwellwert xq um 10 % reduziert wird.
Die Evolution der lokalen Verzerrung ¢ sowie der Schiidigungsvariablen d ist in Abbil-
dung 6.5 skizziert. Die Berechnungen basieren auf einer Wahl des Gradientenparameters
von /¢ = 2mm. Auffillig ist die Konzentration der Verzerrungen in einer immer schmaler
werdenden Versagenszone in Stabmitte. Im Gegensatz dazu wiichst der Einflufibereich der
Schidigung kontinuierlich. Sowohl die Verzerrungen als auch der Schidigungsparameter
nehmen aufgrund der Gradientenerweiterung eine Zone ein, deren Breite grofer ist, als
die Elementbreite der gewéhlten Diskretisierung.

In Abbildung 6.6 sind die Spannungs-Verschiebungskurven und die Schédigungsverteilung
fiir unterschiedlich feine Diskretisierungen gegeniiber gestellt. Aufgrund der Beriicksichti-
gung hoherwertiger Gradienten in der Schiadigungsfunktion zeichnet sich das Antwortver-

Evolution der Verzerrungsverteilung € Evolution der Schiadigungsvariablen d

Abbildung 6.5: Zugstab - Evolution der Verzerrungen und der Schadigung
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Spannungs~—Verschiebungskurve
o [N/mm?]
2.0
1.57
1.07 20 Elemente
40 Elemente
0.5 80 Elemente
160 Elemente

0.0 . . i

0.00 002 004 0.06 ufmm]

Schadigungsvariable d

20 Elemente

40 Elemente

160 Elemente

Abbildung 6.6: Zugstab — Netzunabhingigkeit der Losung

halten der Diskretisierungen mit 20, 40, 80 und 160 Elementen durch nahezu deckungs-
gleiche Spannungs-Verschiebungskurven sowie eine konstante charakteristische Energie-
dissipation aus, die unabhingig von der gewéhlten Diskretisierung ist. Die bemerkenswert
identische Verteilung der Schddigungsvariablen fiir die unterschiedlichen Diskretisierungen
unterstreicht die regularisierende Wirkung der Gradientenerweiterung. Wihrend die gro-
be Diskretisierung mit nur 20 Elementen noch eine leichte Abweichung von den anderen
Ergebnissen liefert, wird mit den drei feineren Diskretisierungen eine nahezu identische

Schadigungsverteilung erreicht.

Spannungs— Verschiebungskurve

¢ [N/mm?]
2.0
1.57
/E = 4dmm
1.0 Je = 3mm
Je = 2mm
0.5 Je = 1mm
0.0 T T T
0.00 002 004 006 u[mm]

Schidigungsvariable d

Abbildung 6.7: Zugstab - Einfluf} der internen Lénge
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Der Einfluf des Gradientenparameters ¢ wird in Abbildung 6.7 verdeutlicht. Dargestellt
sind sowohl die Spannungs—Verschiebungskurven als auch die Schidigungsvertéilungen
einer Diskretisierung mit 80 Elementen fiir unterschiedliche Gradientenparameter /¢ =
Ilmm, /¢ = 2mm, /¢ = 3mm und /¢ = 4mm. Mit wachsendem Gradientenparame-
ter steigt auch die maximal ertragbare Spannung, da die Schidigung iiber eine breitere
Versagenszone verteilt wird und sich somit eine globale Entfestigung erst zu einem etwas
spiteren Zeitpunkt einstellen kann. Als natiirliche Konsequenz ist ein groferer Gradi-
entenparameter dementsprechend mit einer gréferen Energiedissipation verbunden. Die
Verteilung der Schidigungsvariablen iiber die Stablinge demonstriert eindrucksvoll den
Zusammenhang zwischen dem Gradientenparameter und dem Quadrat der internen Lénge
¢ =5 [? fiir dieses eindimensionale Beispiel. Wie aus Abbildung 6.7, rechts, deutlich wird,
wiichst der EinfluBbereich der Schidigung quadratisch mit einer linearen Anderung des
Gradientenparameters. ’

Zusammenfassend 138t sich feststellen, daff das Modellproblem des Zugstabes den regu-
larisierenden Einfiu der Gradientenerweiterung bestiitigen konnte. Fiir hinreichend feine
Vernetzungen kann das Antwortverhalten als nahezu unabhingig von der gewihlten Dis-
kretisierung angesehen werden. Bei Netzverfeinerung konvergiert die dissipierte Energie
gegen einen charakteristischen konstanten Wert, dessen Betrag stark von der Wahl des
Gradientenparameters geprigt ist. s konnte numerisch ein quadratischer Zusammenhang
zwischen der internen Linge und dem Gradientenparameter ¢ verifiziert werden. Die Wahl
des Gradientenparameters wirkt sich somit unmittelbar auf die Breite der Lokalisierungs-
zone aus.

6.5.2 L—férmige Scheibe

AbschlieBend wird eine von LACKNER [121], HUEMER [92] und MENRATH [146] untersuch-
te L—formige Scheibe mit Hilfe des gradientenerweiterten Schidigungsmodells untersucht.

Geometrie und Abmessungen Materialparameter
A Fu
t Elastizitit
S E = 10000 N/mm?
& Vo= 0.2
&
Schédigung
* a = 098
g B = 80
g xy = 0.0004
2
N Gradientenerweiterung
v d=200mm , ¢ = 10 mm?
<+ 250 mm —»<+ 250 mm -+ ebener Spannungszustand

Abbildung 6.8: L-formige Scheibe — Geometrie und Materialparameter
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Die Abmessungen und die zugrunde gelegten Materialdaten des bekannten Benchmark-
problems konnen Abbildung 6.8 entnommen werden. Die Struktur zeichnet sich durch eine
unverschiebliche Lagerung des horizontalen Randes des vertikalen Schenkels aus. Auf den
vertikalen Rand des horizontalen Schenkels wird eine gleichférmige vertikale Verschiebung
aufgebracht. Die horizontale Verschiebung dieses Randes ist hingegen nicht behindert. Der
Simulation liegt ein ebener Spannungszustand zugrunde, der gemi$ DE BoRsT [32] al-
gorithmisch umgesetzt wurde. Versuchsergebnissen von HOFSTETTER zufolge wird die
Scheibe unter der eingepriigten Vertikalverschiebung primér auf Zug beansprucht. Der
Versagensvorgang beginnt mit der Initilerung eines Zugrisses in der einspringenden Ecke
der Scheibe. Dieser Rif ist leicht gegen die Horizontale geneigt. In einiger Entfernung von
der RifBwurzel dndert sich die Richtung des Risses, der dann nahezu horizontal bis zum
gegeniiberliegenden Scheibenrand fortschreitet.

Diskretisierung I Diskretisierung II
300 Elemente 1200 Elemente
3269 Freiheitsgrade 12523 Freiheitsgrade
Diskretisierung I11 Diskretisierung IV

1920 Elemente 3360 Elemente
19775 Freiheitsgrade 34355 Freiheitsgrade

Abbildung 6.9: L-formige Scheibe — Unterschiedliche Diskretisierungen
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Die elastischen Materialparameter werden in Analogie zu LACKNER [121] und HUEMER
(92} zu E = 10000 N/mm? und v = 0.2 gewihlt. Im Gegensatz zu den bisherigen Untersu-
chungen in der Literatur, die ausschlielich mit plastizititsbasierten Modellen durchgefiihrt
worden sind, soll hier ein exponentielles Schidigungsmodell mit einer Schidigungsevolu-
tion von K

d = ¢(k) :1—~’§[1—a+a exp [B [rko — &]] ]

zugrunde gelegt werden, vergleiche Abbildung 6.3. Der Parameter 3, die maximal mégliche
Degradation « und der Schidigungsschwellwert x, werden zu 8 = 80, & = 0.98 und
Ky = 0.0004 gewihlt. In Anlehnung an PEERLINGS [169] wird eine dquivalente Verzerrung
vom VON MIsES-Typ verwendet. Es gilt dementsprechend

~ k- 12k
7 =n(€) = %219[1~2] Zk\/[] I+ [1+ ] Jo (6.43)

wobei It = I1(€) und J, = J5(€) gemiB (A.10) und (A. 11) die erste Invariante des nichtlo-
kalen Verzerrungstensors und die zweite Invarlante seines Deviators beschreiben. Die hier
getroffene Wahl von & = 10 erméglicht die Abbildung des unterschiedlichen Zug- und
Druckverhaltens von Beton.

Die numerische Simulation erfolgt mit vier unterschiedlich feinen Diskretisierungen, die
in Abbildung 6.9 gegeniiber gestellt sind. Wihrend die grébste Diskretisierung aus nur
300 Elementen besteht, setzen sich die beiden mittleren und die feine Diskretisierung aus
1200, 1920 und 3360 Elementen zusammen. Bei einer serendipity—basierten Verschiebungs-
interpolation in Kombination mit einer bilinearen Verzerrungsinterpolation entsprechend
Abschnitt 6.3.4 ergeben sich damit fiir die grobe Diskretisierung 3269 Freiheitsgrade. Die
feineren Diskretisierungen erfordern jeweils 12523, 19775 und 34355 Freiheitsgrade.

Das Antwortverhalten der vier unterschiedlichen Diskretisierungen kann Abbildung 6.10,
links, entnommen werden. Wihrend die groben Netze der Diskretisierungen I und IT im

Last—Verschiebungskurven Vergleich mit Referenzlosung

F [kN] F [kN]

16 Iy 16 A

12 12

8 8
I

4] 4.
11

04 v I 0

00 064 08 12 1.6 u[mm] 00 04 08 12 1.6 u[mm]

Abbildung 6.10: L~férmige Scheibe - Last—Verschiebungskurven
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Verhéltnis zu den Diskretisierungen IIT und IV eine deutliche Abweichung von der Traglast
aufweisen, liefern die beiden feinen Netze nahezu identische Last—Verschiebungskurven.
Das von HUEMER [92] ermittelte Antwortverhalten, das auf einem anisotropen Plasti-
zitdtsmodell mit Beriicksichtigung der Bruchenergie basiert, ist in Abbildung 6.10, rechts,
grau hinterlegt markiert. Die Antwort des gradientenerweiterten Schiidigungsmodells weist
fir die beiden feinen Diskretisierungen III und IV cine bemerkenswerte Ubereinstimmung
mit den aus der Literatur bekannten Ergebnissen auf. Die deutlichen Abweichungen der
Diskretisierungen I und II sind hingegen auf die ausgesprochen grobe Vernetzung zuriick-
zufithren.

Abbildung 6.11 zeigt die deformierten Strukturen, deren Verschiebungen in 25—facher
Uberhshung dargestellt sind. Das experimentell beobachtete Versagensverhalten wird von
den Netzen III und IV sehr gut erfaft. Die Rifinitiierung in der einspringenden Ecke, die

Abbildung 6.11: L-férmige Scheibe — Deformierte Strukturen
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Abbildung 6.12: L-férmige Scheibe — Deformierte Strukturen, Detailansicht
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Richtungsénderung des Risses sowie der anschlieende horizontale Rifiverlauf entsprechen
weitestgehend den experimentellen Beobachtungen. Die Diskretisierung I ist hingegen
nicht in der Lage, die Richtungsidnderung des Risses zu erfassen, wie auch die Detailansicht
aus Abbildung 6.12 verdeutlicht. Der Riff verlduft bereits bei seiner Initiierung nahezu
horizontal und &ndert seine Richtung nicht, so dal mit dem Modell T ein grundsétzlich
anderes mechanisches Tragverhalten simuliert wird.

Insbesondere die Richtungséinderung des Risses, deren Modellierung in der Regel Probleme
bereitet, kann bei ausreichend feiner Diskretisierung bemerkenswert exakt erfafit werden.
Diesen Sachverhalt verdeutlichen auch die zugehérigen Schidigungsverteilungen, die in
Abbildung 6.13 gegeniiber gestellt sind. Zum Ende der Belastungsgeschichte konvergiert
die Schidigungsvariable in der Riflzone gegen ihren maximal erreichbaren Wert von d =
0.98. In der Detailansicht 6.14 ist zu erkennen, daff die Zone maximaler Schidigungskon-

H I
isaRaRuI

Abbildung 6.13: L-férmige Scheibe ~ Schidigungsverteilung
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Abbildung 6.14: L-formige Scheibe — Schidigungsverteilung, Detailansicht
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zentration bei der Diskretisierung I auf Hohe des unteren Randes des horizontalen Schen-
kels verléuft, wihrend die Diskretisierungen II, IIT und IV, entsprechend den Versuchsbe-
obachtungen, eine um ca. 12,5 cm nach oben verschobene Schidigungszone aufweisen.
Die Schidigungsverteilungen verdeutlichen jedoch auch einen Nachteil des vorgestellten
Modells. Im Nachversagensbereich kann eine kiinstliche Aufweitung der Versagenszone
beobachtet werden. An der Rifispitze kurz vor dem rechten Scheibenrand weist die Schidi-
gungsverteilung hohe raumliche Gradienten auf. Im Bereich der einspringenden Ecke hin-
gegen hat bereits eine Aufweitung der Schidigungszone stattgefunden, die auch fiir das
Modellproblem des Zugstabes beobachtet werden konnte. Diese physikalisch nicht vorhan-
dene Aufweitung der Lokalisierungszone ist auf einen konstanten Gradientenparameter
¢ zuriickzufiihren. Sie konnte von GEERS [81] durch Beriicksichtigung eines transienten
Einflufibereiches, dessen Grofe im Verlauf der Belastungsgeschichte abnimmt, vermieden
werden. Alternativ wurde von PEERLINGS {169] ein Entfernen der vollstindig geschadig-
ten Finiten Elemente aus dem System vorgeschlagen.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, daB das vorgestellte gradientenerweiterte Schidi-
gungsmodell in der Lage ist, die experimentell beobachteten Versagensphinomene quan-
titativ zu erfassen. Die ermittelten Last—Verschiebungskurven stimmen auch qualitativ
mit den aus der Literatur bekannten Vergleichsrechnungen iiberein. Das Beispiel der L-
formigen Scheibe konnte verdeutlichen, daB8 in der Nihe der Rifizone eine extrem feine
Diskretisierung erforderlich ist, um das komplexe Verhalten, insbesondere im Bereich der
Rifiwurzel, wirklichkeitsnah beschreiben zu kénnen. Mit einer feinen Diskretisierung a8t
sich eine Richtungsinderung des Risses abbilden, das simulierte Antwortverhalten ist un-
abhéngig von der gew#hlten Diskretisierung.

6.5.3 Betondruckversuch

Die Wirkungsweise der gradientenerweiterten microplane-basierten Elasto-Schidigung
soll anhand de Simulation eines Betondruckversuches untersucht werden. Die Abmes-
sungen sowie die Materialdaten des Betonwiirfels sind Abbildung 6.15 zu entnehmen. Der
Probekdrper ist an seinem oberen und unteren Rand reibungsbehaftet zwischen zwei Bela-
stungsplatten eingespannt, die im Verlauf der Belastungsgeschichte verschiebungsgesteu-
ert aufeinander zu bewegt werden. Es gelte der ebene Verzerrungszustand. Die elastischen
Materialparameter werden gemif$§ den Materialparametern von Beton zu E=30000 N /mm?
und v=0.2 gewihlt, wobei der frei wihlbare deviatorische Microplane Elastizititsmodul
zu £F=0 N/mm? angenommen wird, so daB £¢=50000 N/mm? und £¢=41667 N/mm?.
Weiterhin wird mit

o= =1- e - 1]

ein exponentielles Schadigungswachstum auf der Mikroebene postuliert. Um dem un-
terschiedlichen Zug- und Druckverhalten Rechenschaft zu tragen, werden fiir die volu-
metrische Schidigungsformulierung unabhingige Schidigungsgesetze fiir den Extensions—
und Kompressionsbereich definiert, so daff iy = 0.00009, aj, = 0.62500, pj = 0.5 und
py = 0.5, wihrend die tangentiale Schidigung durch ar = 0.00333 und pr = 0.5 charak-
terisiert ist. Der Einfluf} der Gradientenerweiterung sei isotrop mit € = ¢ Z®, so daf das
Konstitutivgesetz des nichtlokalen Verzerrungsproblems die Form

T=cVEé
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Geometrie und Abmessungen Materialparameter
F, u
Elastizitat

E = 30000 N/mm?
v o= 0.2

Microplane Schiadigung

ajf = 0.00009 Py =05
ay = (.62500 py =05
ar = (.00333 Pr =05

Gradientenerweitérung
¢ = 25,50,100 mm?

F,u ebener Verzerrungszustand
+—— 200 mm ~———»

+—— 200 mm ————»

Abbildung 6.15: Betondruckversuch — Geometrie und Materialparameter

annimmt. Der Betonprobekérper wird jeweils mit 400, 900 und 1600 Q2Q1 Elementen ab-
gebildet. Dies entspricht einer Diskretisierung mit 3721, 8281 und 14641 Freiheitsgraden.
Abbildung 6.16, links zeigt die resultierenden Last—Verschiebungskurven der drei unter-
schiedlichen Diskretisierungen bei einem konstanten Gradientenparameter von ¢=50 mm?.
Die zugehérigen Verteilungen der nichtlokalen Normalverzerrungen in Belastungsrichtung
sind in Abbildung 6.17 gegeniiber gestellt. Sie dokumentieren das fiir reibungsbehaftet
gelagerte Betonproben charakteristische gleitflichenférmige Schubversagen unter Druck-
beanspruchung. Offensichtlich sind die Ergebnisse unabhéingig von der zugrunde liegenden
Diskretisierung. Sowohl die zugehérigen Last—Verschiebungskurven als auch die Verteilung

Last—Verschiebungskurven Last—Verschiebungskurven
A [-] ¢=50 mm? A -] 900 Elemente
1.2 , 1.2
1.0+ 1.04
0.8+ 0.8+
0.6+ 0.6
0.4 400 Elemente 0.4 =100 mm?
0.- 900 Elemente 02 c=50 mm?
' 1600 Elemente ‘ c=25 mm? -
0.0 T T r T T T 0.0 : T T . T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 u[mm] 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 u[mm]

Abbildung 6.16: Betondruckversuch — Last-Verschiebungskurven
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400 Elemente  ¢=50 mm2 900 Elemente  ¢=50 mm? 1600 Elemente c¢=50 mm?
¢¢++¢++¢¢++ R EEEEEEE

0.00 -0.05 -0. 10 -0. 15 EI%] 0.00 -0.05 -0.10 —0.15 &%} 0.00 -0.05 -0.10 -0.15 &%]

Abbildung 6.17: Betondruckversuch — Nichtlokale Normalverzerrungen

der nichtlokalen Verzerrungen der unterschiedlichen Diskretisierungen kénnen als nahezu
identisch bezeichnet werden. Die Versagenzone, die durch eine Konzentration der nichtlo-
kalen Verzerrungen gekennzeichnet ist, nimmt aufgrund der Gradientenerweiterung eine
Breite ein, die sich iiber mehrere Elementreihen erstrecks.

In einem zweiten Simulationsschritt wird der Einflul des Gradientenparameters ¢ bei einer
konstanten Diskretisierung mit 900 Q2Q1 Elementen analysiert. Wie bereits am isotropen
eindimensionalen Modellproblem des Zugstabs illustriert, beeinflufit die Wahl des Gradi-
entenparameters die Breite der Versagenszone und damit den Grad der Duktilitdt des Ant-
wortverhaltens. Diese Tendenz wird anhand der Last—Verschiebungskurven in Abbildung

900 Elemente  ¢=25 mm2 900 Elemente  ¢=50 mm? 900 Elemente c=100 mm?
L S A U,
: .

1T Zunl T
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T T

! I

I
1T
H
T
|
I
T
H

0.00 -0.05-0.10 —0.15 &%] 0.00-0.05-0.10 ~0.15 &%] 0.00 -0.05-0.10 —O 15 E[%]

Abbildung 6.18: Betondruckversuch — Nichtlokale Normalverzerrungen
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6.16, rechts sowie der Verteilung der nichtlokalen Normalverzerrung in Belastungsrichtung
geméf Abbildung 6.18 verdeutlicht. Mit wachsendem Gradientenparameter ¢ wichst auch
die Einflufibreite der Versagenszone. Aufgrund dessen kann sich die Schidigung iiber einen
groBeren Bereich erstrecken. Somit verhalten sich weniger Elemente elastisch entlastend,
die Strukturantwort wird zunehmend duktiler. Dieses Verhalten wird durch eine leichte
Zunahme der Traglast unterstrichen, vergleiche Abbildung 6.16, rechts.
Zusammenfassend 1aBt sich feststellen, da8 sich die Tendenz des isotropen eindimensio-
nalen Modellproblems gem#f Abschnitt 6.5.1 auf mehrdimensionale anisotrope Probleme
iibertragen 148t. Sowohl fiir isotrope als auch fiir anisotrope Materialmodelle kann auf-
grund der Gradientenerweiterung eine netzunabhiingige Losung mit einer Versagenszone
von finiter Breite simuliert werden. Damit konvergiert die bei dem Versagensvorgang
freigesetzte Energie bei Netzverfeinerung in Abhiingigkeit des Parameters ¢ gegen einen
finiten Wert.

In den bisherigen Betrachtungen wurde der Gradientenparameter ¢ als bekannt voraus-
gesetzt. Die extreme Sensitivitiit der Lésung beziiglich dieses Parameters verdeutlicht
jedoch den Bedarf an Verfahren, mit deren Hilfe der Gradientenparameter in geeigneter
Form bestimmt werden kann. In Abschnitt 6.6 soll ein solches Verfahren zur Parameter-
identifikation skizziert werden.

6.6 Bestimmung der internen Linge

In den vorhergehenden Abschnitten wurde ausfiihrlich die Formulierung eines mechani-
schen und mathematischen Modells diskutiert, das es ermoglichen soll, das Antwortver-
halten kohdsiver Reibungsmaterialien im vorkritischen sowie im nachkritischen Bereich
hinreichend genau abzubilden. Der Vorgang der Modellbildung wird durch den Prozef
der Parameteridentifitation und eine abschlieBende Verifikation des Modells komplettiert.
Eine geeignete Bestimmung der Materialparameter, insbesondere des Parameters der in-
ternen Lénge, der in den bisherigen Betrachtungen als gegeben vorausgesetzt wurde, kann
heute noch immer als Herausforderung fiir die Forschung verstanden werden. In der Lite-
ratur wird die interne Linge hiufig als Funktion einer fiir die Mikrostruktur charakteri-
stischen Abmessung angesehen. Fiir Beton wird in diesem Zusammenhang beispielsweise
der dreifache Korndurchmesser als Richtwert angegeben. Im folgenden soll eine Methode
vorgestellt werden, die die Bestimmung des Parameters der internen Lange im Rahmen
einer inversen Modellierung ermdglicht. Dazu wird angenommen, da$§ zur Auswertung ein
Satz flichenhaft verteilter Daten vorliegt, der beispielsweise mit Hilfe geeigneter optischer
Feldmefimethoden experimentell ermittelt wurde, vergleiche VAN MIER [150] oder auch
GEERs [81].

6.6.1 Optimierungsproblem der Parameteridentifikation

Einen klassischen Ansatz zur Auswertung experimentell ermittelter Daten stellt die Feh-
lerquadrat-Minimummethode dar, die eine im gewichteten Mittel optimale Anpassung der
Simulationsdaten des Modells an die experimentell ermittelten Versuchsergebnisse liefert.
Ein derartiger Ansatz fiihrt in der Regel auf ein mathematisches Optimierungsproblem,
das sowohl im Rahmen gradientenfreier Verfahren, wie beispielsweise der Evolutionsstra-
tegie, als auch mittels gradienten—basierter Verfahren numerisch geldst werden kann. Auf-
grund seiner deutlich hoheren Effizienz soll hier ein gradienten-basiertes Verfahren in
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Kombination mit der Finite Element Methode diskutiert werden, dessen Hauptaufgabe
in der Bestimmung des Gradienten der zu minimierenden Zielfunktion liegt. Wihrend
von GGEERS, DE BORST, PEUS & MEUWISSEN [83] eine numerische Bestimmung die-
ses Gradienten mittels Differenzenverfahren vorgeschlagen wird, bietet eine analytische
Auswertung basierend auf einer konsistenten Sensitivititsanalyse eine weitaus effizientere
Lésungsmoglichkeit. In Kombination mit lokalen finiten Plastizitéits— und Schidigungs-
modellen wurden derartige Verfahren bereits erfolgreich eingesetst, vergleiche ANDRESEN,
DANNEMEYER, FRIEBE, MAHNKEN, RITTER & STEIN [4], MAENKEN & STEIN [138] und
MAHNKEN [135], [136]. Nachfolgend soll daher kurz die Bestimmung der internen Lénge
und weiterer charakteristischer Parameter eines skalaren gradientenerweiterten isotropen
Schadigungsmodells entsprechend Zeile zwei aus Tabelle 6.1 skizziert werden, wie sie von
MAHNKEN & KUHL [137] vorgestellt wurde.

Im Sinne der mathematischen Programmierung fiihrt die Parameteridentifikation auf ein
inverses Problem, dessen Ziel die Bestimmung eines Satzes von unbekannten Material-
parametern 7 ist. Im Gegensatz zum direkten Problem bzw. der Strukturoptimierung
werden hierbei sowohl die Strukturantwort, charakterisiert durch das Verschiebungsfeld
u, als auch die Strukturgeometrie s als bekannt vorausgesetst, vergleiche Tabelle 6.3.

gesucht bekannt
direktes Problem Strukturanalyse u = u(w,s) ™, 8
inverses Problem I Strukturoptimierung s = s(u,n) U, T
inverses Problem II Parameteridentifikation 7 = w(s,u) s, u

Tabelle 6.3: Direktes und inverses Problem

Die Parameteridentifikation erfolgt durch Minimierung der Zielfunktion f(ar), die sich bei-
spielsweise aus der Summe der Fehlerquadrate der in der Simulation bestimmten Verschie-
bungsgréfien u gegeniiber den im Experiment gemessenen Verschiebungen u™e8 darstellen
1a8t. Fiir den hier betrachteten Fall einer inhomogenen, nichtlinearen Strukturantwort
ist hierzu die Summation des Fehlers fiir unterschiedliche Positionen p = 1, vy Npos Z1L
unterschiedlichen Zeitschritten n = 1, .., ny, durchzufiihren.

TLstp Tpas

QZZHU —ut™B |2 & min, f(mr) (6.44)

n=1 p=1

Vereinfachend wird hier davon ausgegangen, daff die Mefidaten u™ jeweils zu den glei-
chen Zeitpunkten vorliegen, wie die Simulationsdaten u(m) eines Gleichgewichtspunktes.
Dies ist in reellen Anwendungen nicht notwendigerweise der Fall, so daff zusitzliche Pro-
bleme bei der Abstimmung der Auswertungszeiten auftreten kénnen. Die Minimierung
der Zielfunktion (6.44) liefert eine notwendige Bedingung fiir die Losung des Optimie-

rungsproblems.
Nstp Npos

w) =D Y [Ju(m)r —ut ™Vl =0 (6.45)

n=1 p=1

Hierbei charakterisiert der Term Vyuy die Sensitivitdt der Verschiebungsantwort des
Punktes p zum Zeitpunkt n beziiglich der Materialparameter . Diese Sensitivitat 158t
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sich indirekt aus dem Gradienten des Residuums beziiglich der Materialparameter bestim-
men. Fiir die hier betrachtete isotrope skalare Gradientenschadigung setzt sich letzteres
aus Anteilen des Gleichgewichtsresiduums R, und des Residuums des nichtlokalen Ver-
zerrungsproblems Ry zusammen, die durch die Gleichung (6.7) sowie das skalarwertige
Analogon zu Gleichung (6.9) definiert sind.

R /(SVu:o'dV —/(5u -pb dV —-/ du -t dA Y u
R = N - B JB By
R, /Wﬁ-rdv —/677[77—77]dv —/ 8 thdA Y 6
B JB o By
(6.46)

Aufgrund der skalarwertigen Natur der Gradientengleichung bezeichnet hier im Ge-
gensatz zum tensorwertigen Gradientenmodell aus Abschnitt 6.4.1 und 6.4.2 eine vektor-
wertige Grofle, die als konjugierte Grofe zum Gradienten der nichtlokalen dquivalenten
Verzerrung V7 verstanden werden kann. Wihrend die inkrementelle Losung Au des di-
rekten Problems durch die Linearisierung des Residuums R = R{u(w), ) beziiglich des
Unbekanntenvektors u = [u, 7|7

AuR = VUR Au=0 (647)

bestimmt ist, liefert das Verschwinden des Gradienten dieses Residuums beziiglich der
Materialparameter
ViR = VyR: - V;u+ VER = 0 (6.48)

die gesuchte Bestimmungsgleichung fiir die Sensitivititen der unbekannten Feldgréfen
beziiglich des Parametersatzes. Hierbei bezeichnet der Term V2R, die partielle Parame-
terableitung des Residuums,

VER, / Vu:V,o dV Y du
VIR={ =5

" (6.49)
VIR, / 5V - Vor dV v 57
B

wihrend die der gesuchten Grofie vormultiplizierte Matrix VyR. gerade dieselbe Struk-
tur annimmt, wie fiir das direkte Problem (6.47). Die partielle Parameterableitung des
Residuums entsprechend Gleichung (6.49) erfordert die Bestimmung der Sensitivititen
der Spannung o und des Vektors 7 beziiglich der Materialparameter. Fiir ein isotropes
exponentielles Schidigungsmodell mit

o

i

[1‘7__d]£el:e mit d:l—%{l—aJraexp[ﬁ['ﬂo*“]” (6.50)
T = CcV7

ergeben sich die zugehorigen Sensitivititen unmittelbar zu

fi

Vio
Vit

(1-dE":Vee-V,d®E%: e mit Ved=V,edVk+Vd
V2e® Vij

Il

(6.51)
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mit den nachfolgenden partiellen Ableitungen des Schidigungsparameters d und des Gra-
dientenparameters c beziiglich des Parametersatzes m = {xg, @, 8, c}.

“Ho‘m%{unoﬂ} exp [ — [ko — #]]

%[yl—exp{ﬁ— [ko — K]}]
%Q[HO—N]GXP[/B*[“O"”H

0

K

Vid = und VPe= (6.52)

—_ o O o

Sowohl das unbekannte Inkrement der Freiheitsgrade Au als auch die unbekannte Sensiti-
vitdt der Freiheitsgrade bezliglich der Materialparameter V,u lassen sich mit Hilfe der Fi-
nite Element Methode bestimmen. Die riumliche Diskretisierung, entsprechend Abschnitt
6.3.2, liefert nach dem Zusammenbau, entsprechend Abschnitt 6.3.3, die Approximation
des Unbekanntenfeldes mittels diskreter Knotenwerte D, wihrend sich die Sensitivititen
durch die Auswertung der diskreten Knotenwerte V,D darstellen lassen. Weiterhin lie-
fern die Diskretisierung und der Zusammenbau der rechten Seiten den Lastvektor F bzw.
den Pseudo-Lastvektor F,, wohingegen die Ableitung des Residuums beziiglich der Un-
bekannten gerade in die Struktursteifigkeitsmatrix K iibergeht.

D+« u V.D + V,u F «+ AyR F,« VIR K+ VyR (6.53)

Das direkte Problem (6.47) und die mit dem inversen Problem verbundene Bestimmungs-
gleichung der Sensitivititen (6.48) nehmen damit die folgende diskretisierte Form an.

AD=K"'.F ud V,D=-K'.F, (6.54)

Die hier nur schematisch skizzierte analytische Sensitivititsanalyse erfolgt inkrementell
und wird simultan zur Strukturanalyse im Rahmen der Finite Element Berechnung durch-
gefithrt. Aus Abbildung 6.19 wird deutlich, dafl zur Auswertung der gesamten Zielfunkti-
on zu jedem Iterationsschritt & der Parameteridentifikation eine vollstindig nichtlineare

Schleife der Parametersitze k = 1, .. ke 7% = {Ko, @, 3, ¢} I
Schleife der Lastschritte n = 1,.., ng, |

| Losung direktes Problem AD" =K. F 1

| Update Knotenfreiheitsgrade D" =D"! 4+ AD" - |

| Bestimmung der Sensitivititen v.D"=K"1.F, — Vul |

| Update Gradient der Zielfunktion V, f" =V, f"1+ 3 [jul — up™ |-V ,ur |
nen+l ]

| Losung Optimierungsproblem Anr=-aH-V,f |

| Update Parametersatz whHl =k 4 Am I

| wenn ||Aw|| < TOL exit |
ke—k+1 |

Abbildung 6.19: Algorithmus der Parameteridentifikation im Rahmen der FEM
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Strukturanalyse durchzufiihren ist. Im Anschluff an die Strukturanalyse wird die inkre-
mentelle Verbesserung Az des aktuellen Parametersatzes 7% bestimmt. Im Sinne des
klassischen NEWTON Verfahrens wiirde eine TAYLOR Reihenentwicklung mit Abbruch
nach dem linearen Glied die nachfolgende Bestimmungsgleichung fiir die inkrementelle
Parameterverbesserung A# ergeben.

Vel (m) + V2f(m) - A+ O(A7Y) =0 —  Am=—[V2f(m)] -V, f(m) (6.55)

In praktischen Anwendungen werden jedoch nahezu ausschlieBlich Approximationen der
HEssE-Matrix V2 f(mr) verwendet, da die Bestimmung ihrer Inversen extrem zeitaufwen-
dig wire und zudem jhre positive Definitheit nicht notwendigerweise gewihrleistet ist,
vergleiche LUENBERGER [133]. Allgemein 148t sich die Gleichung (6.55) durch die folgen-
de Gleichung approximieren, ’

A =—-aH- V,f(r) (6.56)

wobei « einen Schrittweitenparameter und H die jeweilige Iterationsmatrix beschreibt.
Wéhrend ein geeigneter Schrittweitenparameter mit Hilfe einer Linesearch-Prozedur er-
mittelt werden kann, 148t sich die Iterationsmatrix mit dem BFGS-Verfahren bestimmen.
Auf eine ausfiihrliche Diskussion des vorgestellten Verfahrens beziiglich der Mehrdeutig-
keit seiner Losung sowie seiner detailierten numerischen Umsetzung soll an dieser Stelle
verzichtet werden, geeignete Losungsansétze finden sich beispielsweise in MAHNKEN [136].

6.6.2 Beispiel — Parameteridentifikation

Die Leistungsfahigkeit des vorgestellten Verfahrens wird von MAHNKEN & KUHL [137] an-
hand eines einfachen Beispiels erldutert. Untersucht wird der in Abbildung 6.20 skizzierte
200x200 mm? grofie Block unter Zugbeanspruchung, der an zwei gegeniiberliegenden Sei-
ten reibungsbehaftet gelagert ist, so daff die seitlichen Verschiebungen dort behindert
sind. Zun#chst wird mittels des exponentiellen isotropen Gradientenschidigungsmodells

g e e 0 0 O A o o O Schadigungsverteilung
Nip\in{in G SaNin GuliaN|

5 P

X X
>x><(

200mm —»

Abbildung 6.20: Geometrie und Schidigungsverteilung
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eine synthetische Materialantwort generiert, die im folgenden die Rolle experimentell er-
mittelter Versuchsdaten iibernimmt. Dazu werden die elastischen Materialparameter zu
E=20000N/mm?” und v = 0.2 gewihlt. Der Schidigungsschwellwert ko = 0.0001 sei ebern-
falls aus Standardversuchen bekannt, wihrend fiir die weiteren charakteristischen Mate-
rialparameter der Schiidigung die Werte 7 = {a, 8, ¢} = {0.96, 350, 5bmm?} angenommen
werden, vergleiche Tabelle 6.4.

f exakter Wert Startwert Identifikationswert
Spannungsdegradation a = 0.96 a = 0.50 a = 0.96
Formparameter g = 350 £ = 1000 8 = 350
Gradientenparameter ¢ = 5.0 ¢ = 200 ¢ = 50

Tabelle 6.4: Exakte Werte, Startwerte und identifizierter Parametersatz

Die resultierende Schidigungsverteilung aus Abbildung 6.20, rechts, verdeutlicht das stark
inhomogene Antwortverhalten des Zugblockes. Die Strukturantwort sei durch die vertika-
len Verschiebungen u**® und uf’*® sowie durch die horizontale Verschiebung uf*® charak-
terisiert, die in Abbildung 6.21, links, markiert sind. Die Abbildung zeigt die verformte
Struktur, deren Deformationen aus Anschauungsgriinden 250-fach iiberhsht dargestellt
sind. Es ist deutlich die Ausbildung einer Zone lokalisierten Versagens in der Mitte des
Blockes erkennbar, die eine Einschniirung in uf**8-Richtung hervorruft. Im folgenden die-
nen die Verschiebungsdaten uf®, v und u*® zu nyy, = 20 Zeitpunkten als Simulation
der im Experiment gemessenen Versuchsdaten.

Mit einem geschitzten Parametersatz von n° = {a, 8, ¢} = {0.50, 1000, 20.0mm?} beginnt
nun die Losung des inversen Problems, das durch die Minimierung der Zielfunktion

1 .
flm) = 52 ()T = uf ™ |2 4 [ u(m)y =g ™ |2+ | u(m)f = ug ™ |?]
n=1
Deformierte Struktur Last— Verschiebungskurven
L O F [kN]
207
Uy
1.5
ug
uz
L W 14 1.0] 4 -
0.5
0.0 s l v ,
V| -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 u[mm]

Abbildung 6.21: Deformierte Struktur und Last-Verschiebungskurven
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gekennzeichnet ist. In Abbildung 6.22, links, ist die Evolution der Zielfunktion im Rahmen
der durchgefiihrten Parameteridentifikation gemi MAHNKEN & KUHL [137] skizziert.
Es wird deutlich, dafi die Konvergenz zu Beginn des Iterationsverfahrens ausgesprochen
schlecht ist. In der Nihe der Losung hingegen kann ein super-lineares Konvergenzver-
halten beobachtet werden. Ein solches Verhalten ist charakteristisch fiir die Klasse der
Quasi-NEWTON Verfahren, der der hier verwendete Algorithmus angehért. Die beobach-
tete super-lineare Konvergenz kann damit als Verifikation des vorgestellten Verfahrens
angesehen werden. Abbildung 6.22, rechts, verdeutlicht den relativen Fehler

pre -
et Y m = {0, B, ¢}

un

err®(m;) =

der einzelnen Parameter ¢ zum Zeitpunkt k. Die sukzessive Verbesserung der Parameter-
werte im Verlauf der Iteration ist deutlich zu erkennen. Bereits nach & = 16 Iterationen
sind die jeweiligen Fehler nahezu verschwunden, nach & = 20 Iterationen haben alle drei
Parameter wieder die exakten Werte 77° der synthetischen Generierung erreicht, verglei-~
che auch Tabelle 6.4.

Dieses kleine Beispiel konnte zeigen, dafl es grundsitzlich méglich ist, den Gradientenpa-
rameter ¢ im Sinne einer inversen Modellierung im Rahmen der Finite Element Methode
zu bestimmen. Insbesondere ist dazu allerdings die Wahl eines geeigneten Materialmodells
und die Bereitstellung flichenhaft ermittelter Felddaten erforderlich. Diese lassen sich bei-
spielsweise mit Hilfe optischer Feldmefimethoden bestimmen. Es bleibt zu bemerken, daf
eine derartige Technik zur Identifikation der Materialparameter relativ aufwendig ist, da
zu jeder iterativen Verbesserung des geschitzten Parametersatzes eine vollstindige nicht-
lineare Strukturanalyse erforderlich wird.

Abnahme der Zielfunktion Abnahme der relativen Fehler
f(m) [logio] et [~]
3.0
s
| Ny
204 *.¢
1.0+
7 . 0.0 - lmid
-20 . . Iterationen ~05 . Iterationen
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20

Abbildung 6.22: Evolution der Zielfunktion und der relativen Fehler



Kapitel 7

Diskrete Partikelsysteme vs.
Microplane Modell

Das vorliegende Kapitel behandelt eine alternative Modellierungsstrategie, die auf der Si-
mulation eines Zusammenschlusses diskreter Partikel basiert. Nach einer grundsdtzlichen
Einfihrung in die Problematik wird eine allgemeine Strategie zur diskreten Modellierung
granularer Materialien vorgestellt. Exemplarisch wird die Anwendung auf die rheologi-
schen Modelle der linearen Elostizitit sowie der Elasto-Plastizitdt illustriert. Abschlie-
Pend wird das diskrete Partikelmodell mit dem konlinuums-basierten Microplane Modell
verglichen. Die daraus resultierenden, unterschiedlichen Einsatzbereiche beider Verfahren
werden aufgezeigt und diskutiert.

7.1 Allgemeines

Die konstitutive Beschreibung granularer Medien ist insbesondere fiir zahlreiche geome-
chanische sowie industrielle Anwendungen von besonderer Bedeutung. Die in diesem Zu-
sammenhang weitverbreiteten, makroskopisch phédnomenologischen Materialmodelle sind
jedoch nur bedingt in der Lage, das ausgesprochen komplexe Verhalten granularer Mate-
rialien abzubilden. Phianomenologische, kontinuums—orientierte Modelle sind hiufig ent-
weder zu allgemein, um komplexe charakteristische Effekte hinreichend genau erfassen
zu konnen, oder sie erfordern eine unverhéltnisméfig grofie Anzahl von Materialparame-
tern. Die extreme Komplexitdt des Antwortverhaltens granularer Medien besitzt ihren
Ursprung in der Evolution der Mikrostruktur, die in makroskopischen Modellen keine
explizite Beriicksichtigung findet. Aufgrund der diskreten Natur dieser granularen Mi-
krostruktur, die sich aus einer Vielzahl diskreter Partikel zusammensetzt, empfiehlt es
sich, bei der konstitutiven Charakterisierung des Materials das Partikel-Kontaktverhalten
direkt zu beriicksichtigen. Es ist in diesem Zusammenhang iiblich, das granulare Medium
als ein Gefiige zahlreicher semi-starrer, runder oder auch polyederférmiger Partikel zu
modellieren, die mittels mikroskopischer Kontaktgesetze interagieren. Das resultierende
makroskopische Antwortverhalten 148t sich dann mittels geeigneter Homogenisierungs-
techniken aus der Antwort des gesamten Korngefiiges bestimmen. Als natiirliche Konse-
quenz aus dieser Strategie besitzen die verwendeten Materialparameter im Gegensatz zu
makroskopisch phénomenologischen Modellen in diesem Fall eine wohldefinierte physika-
lische Bedeutung.

121
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Die Spezifizierung eines geeigneten Kontaktgesetzes kann als eine der wohl wichtigsten
Aufgaben der Modellbildung verstanden werden. So wird den heute gebriiuchlichen Mo-
dellen iiblicherweise im elastischen Bereich das nichtlineare HErTz-MINDLIN Kontakt-
modell zugrunde gelegt. Wihrend die Betrachtungen von HERTZ [87] vor mehr als einem
Jahrhundert lediglich eine Charakterisierung des Last-Verschiebungsverhaltens normal
zur Kontaktebene erlauben und urspriinglich auf vollkommen glatte Kontaktkrper be-
schrinkt sind, wurde von MINDLIN [151] Mitte dieses Jahrhunderts eine Erwelterung
vorgestellt, die zusétzlich das tangentiale Kontaktverhalten erfassen konnte.

Gegen Ende der 50er Jahre wurden erstmals ganze Strukturen von Partikeln untersucht.
Die Analysen von DUFFY & MINDLIN [70], DERESIEWICZ [64] und DUFFY [69] beschrink-
ten sich jedoch zunéchst auf regulire Korngefiige von kubisch flichenzentrierter, einfach
kubischer und hexagonaler Packungsstruktur. Die analytischen Losungen konnten anhand
von Experimenten zur Wellenausbreitung in Stahlkugelpackungen verifiziert werden.
Whihrend fiir regulére, periodische Korngefiige analytische Lésungen angegeben werden
konnen, 188t sich das Verhalten irregulirer Packungsstrukturen in der Regel nur noch
numerisch bestimmen. Motiviert durch die Entwicklungen in der Computertechnologie
wurde Ende der 70er Jahre von CUNDALL & STRACK [63] das heute wohl bekannteste
numerische Simulationsverfahren diskreter granularer Materialien vorgestellt. Es basiert
auf einem expliziten Algorithmus zur Losung der NEWTON’schen Bewegungsgleichung
in Kombination mit einem HERTZ-MINDLIN Kontaktmodell unter Beriicksichtigung der
CouroMB’schen Reibung. Das zugrunde gelegte Modell wurde sukzessive erweitert und
ein entsprechendes Programm wird noch heute erfolgreich kommerziell vertrieben.

Seit Beginn der 80er Jahre ist die Forschungstiitigkeit auf dem Gebiet der diskreten Me-
thoden insbesondere durch die Fragestellung nach effektiven makroskopischen Grofen
geprigt. Erstmals wurde eine derartige Problemstellung von BATCHELOR & O'BRIEN [7]
im Rahmen der Bestimmung der effektiven Leitfihigkeit cines granularen Mediums be-
handels. Die vorgestellte Losung basiert auf der Annahme einer kinematischen Projektion
fiir die primére Unbekannte, in diesem Fall den Temperaturgradienten. Fiir das Elasti-
zitdtsproblem wurden analoge Betrachtungen durchgefiihrt. Die Ermittlung des makro-
skopischen Spannungstensors aus den dyadischen Produkten aller Kontaktvektoren und
den zugehorigen Kontaktkriaften wurde bereits zu Beginn des Jahrhunderts von LOVE
[130] beschricben und spéter von DRESCHER & DE JOSSELIN DE JONG [66] sowie Ro-
THENBURG & SELVADURAI [184] ausfiihrlich diskutiert. Von D1gBY [65] und WALTON
[221] wurde erstmals die Bestimmung der effektiven elastischen Moduli einer statistisch
homogenen, elastisch isotropen, druckbeanspruchten Kugelpackung angegeben. Wihrend
von WALTON [221] ein nichtlineares elastisches Kontaktverhalten zugrunde gelegt wurde,
basiert ein analoges Verfahren von BATHURST & ROTHENBURG [10] auf linear elastischen
Kontaktgesetzen, deren Homogenisierung numerisch mittels einer Diskreten Element Si-
mulation bestétigt werden konnte.

Zunéchst wurde vereinfachend fast ausschlieflich die VoigT'sche Hypothese zur Homo-
genisierung verwandt, vergleiche Abbildung 7.1. Sie beruht auf der Annahme eines ein-
heitlichen Verschiebungsfeldes, das die Deformation jedes einzelnen Partikels bestimmt
( “kinematic constraint”). Dafl eine derartige Annahme nur fiir sehr dichte Packungen
gerechtfertigt ist, im allgemeinen jedoch eine extrem starke Restriktion des Giiltigkeits-
bereiches des Modells darstellt, haben Untersuchungen von KRUYT & ROTHENBURG
[110] gezeigt. Alternative Homogenisierungsstrategien in Anlehnung an die REUSS’sche
Hypothese in Verbindung mit einem statischen Zwang ( “static constraint”) und andere
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Variationen wurden in diesem Zusammenhang von CAMBOU, DUBUJET, EMERIAULT &
SIDOROFF [45] bzw. EMERIAULT & CaMBOU [73] diskutiert, vergleiche auch CHANG [55]
sowie L1a0, CHANG, YoUNG & CHANG [128].

Die bisher erwihnten Betrachtungen besitzen lediglich fiir kleine Deformationen relativ
weicher Partikel Giiltigkeit, deren Verformungen ausschlielich von reversibler Natur sind.
Das Deformationsverhalten granularer Packungen aus extrem harten Partikeln ist hinge-
gen primér durch das Abgleiten und Rollen einzelner Partikelgruppen gepriigt. Wiahrend
dieses Derformationsvorganges stellen sich in der Regel Gleitschichten sowie Trennbriiche
ein, wie sie bereits zu Beginn der 70er Jahre experimentell von DRESCHER & DE JoOs-
SELIN DE JONG [66] anhand von Versuchen mit photoelastischen Scheibenpackungen be-
obachtet werden konnten. Die Versetzungen der Partikel tragen zu einem makroskopisch
plastischen Verhalten bei. Insbesondere duflert sich das mikromechanische Gleiten entlang
ausgezeichneter Ebenen in einem Verlust der Koaxialitdt zwischen dem makroskopischen
Spannungs- und Verzerrungstensor, der von DRESCHER & DE JOSSELIN DE JONG [66]
experimentell verifiziert werden konnte. Diese Beobachtung bildete den Ausgangspunkt
fiir die Entwicklung mikroskopisch orientierter Plastizitdtsgesetze fiir granulare Medien,
die im Gegensatz zu glatten invarianten—basierten makroskopischen Plastizititsmodellen
in der Lage sind, den Verlust von Koaxialitit auf natiirliche Weise zu erfassen, vergleiche
auch CHRISTOFFERSEN, MEHRABADI & NEMAT-NASSER [56]. Unter der Annahme der
statistischen Homogenitit gelang CHANG [54] ein Vergleich derartiger partikelbasierter
Plastizitdtsmodelle mit bekannten makroskopischen Flieiformulierungen. Die Ergebnisse
der Homogenisierung konnten anhand von numerischen Simulationen verifiziert werden,
vergleiche auch EMERIAULT, CAMBOU & MAHBOUBI [74].

Im folgenden soll die Herleitung der makroskopischen konstitutiven Gleichungen basierend
auf einem geometrisch linearen diskreten Partikelmodell, skizziert werden. Insbesondere
soll die auffsllige Analogie zu dem in Kapitel 4 vorgestellten Microplane Modell besonders
herausgestellt werden, vergleiche KUHL, D’ ADDETTA, HERRMANN & RamM [113]. An
dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafi der Giiltigkeitsbereich des Modells in seiner hier
dargestellten Form auf druckdominante Problemstellungen beschrinkt ist.

Kinematische Projektion Statische Projektion

Projektion Projektion

mikroskopisches

mikroskopisches
Kontaktgesetz

&, @ Kontaktgesetz

(e }J—

Homogenisierung Homogenisierung

Abbildung 7.1: Kinematische und statische Projektion
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7.2 Diskretes Modell granularer Materialien

7.2.1 Kinematik

Um die homogenisierte Antwort eines granularen Mediums zu bestimmen, kénnen zahlrei-
che Verfahren unterschiedlicher Komplexitit herangezogen werden. Die hier vorgestellte
Betrachtung soll sich aufgrund ihrer engen Verwandtschaft mit der Microplane Theorie
auf die wohl einfachste Technik basierend auf der VoicT’schen Hypothese beschrinken.
Diese beinhaltet die Annahme einer gleichmifig verteilten Verzerrung iiber das gesam-
te betrachtete Volumenelement, so daff die Deformation jedes einzelnen Partikels durch
dasselbe makroskopische Verzerrungsfeld verursacht wird. Jeder beliebige Vektor ! inner-
halb des betrachteten Flementes wird also um den Betrag Al gedehnt, wobei sich diese
Lingenénderung als skalares Produkt aus dem normierten Verschiebungsfeld €, das im fol-
genden als Verzerrungstensor interpretiert werden soll, und dem Vektor ! selbst angeben
148¢.

Al=¢€-1 (7.1)
Insbesondere gilt diese Beziehung natiirlich fiir die Relativverschiebung Al¢ des Kontakt-
vektors ¢, der, wie in Abbildung 7.2 skizziert, die direkte Verbindung der Mittelpunkte
zweier in Kontakt stehender Kugeln darstellt. Mit der zusétzlichen Beschreibung des Kon-
taktvektors als Produkt aus seiner Linge ||I°|| = vI¢ - I° und seiner Kontaktnormalen n®
entsteht die folgende Darstellung.

AP = |I°]le-n®  mit [|II°]| n® =1° (7.2)
Abbildung 7.2 verdeutlicht die mogliche Aufspaltung der relativen Kontaktverschiebungen
in normale und tangentiale Richtung,
Al*(n®) = Algn + Al (7.3)
wobei der Betrag der relativen Normalverschiebung Al und der Vektor der relativen
Tangentialverschiebung Al% die nachfolgende Form annehmen.

Al (n°) = lint e-n® = ||l¢|] N°:e (7.4)
Al (n) = [[l°lle-n®— Algmn® = |JIF|| T¢:e€ ‘
In Analogie zur Microplane Kinematik aus Kapitel 4.2.1 bezeichnen N und T' mit
N =
(n) nen 75)

Tn) = n-ZT-nen®n

Abbildung 7.2: Partikelkontakt — Kinematik und Kontaktkrifte



7.2. DISKRETES MODELL GRANULARER MATERIALIEN 125

den zwei— und dreistufigen normalen und tangentialen Projektionstensor, wobei sich die
Integrale der vierstufigen Produkte dieser Projektionstensoren iiber den Raumwinkel 2

L[, NoN 4O izl 4+ 2I
3 T 3ol 3 (7.6)

el TT-T d0 = -37v + 2T
analog zu denen des Microplane Modells bestimmen lassen, vergleiche KANATANI [104]
oder LUBARDA & KraJcINovic [131]. In der nachfolgenden Betrachtung sollen vereinfa-
chend die Rotationen der Partikel vernachlissigt werden. Nach BATHURST & ROTHEN-
BURG [10] ist eine derartige Annalime fiir dichte Packungen allerdings durchaus gerecht-
fertigt.

7.2.2 Konstitutives Gesetz

Die resultierende Normal- und Tangentialkraft f§ und f5 lassen sich durch eine geeignete
Konstitutivannahme aus den relativen normalen und tangentialen Kontaktverschiebungen
bestimmen.
[ (n®) = f§ (Alg, Alg)
Fr(n®) = £ (Alf, Al)
Wie aus Abbildung 7.2 ersichtlich, stellen die normale und tangentiale Kontaktkraft die
Komponenten des Kontaktkraftvektors f¢ dar.

fon) = fin® + fr (7.8)

Mit Hilfe der Gleichheit der mikroskopischen und makroskopischen virtuellen Arbeit
138t sich eine Bezichung zwischen den Kontaktkriften eines reprisentativen Elementes
und dem makroskopischen Spannungstensor o angeben, siehe auch CHRISTOFFERSEN,
MEHRABADI & NEMAT-NASSER [56] sowie CHANG [55].

(7.7)

SWmee — (H/Vmic (79)

Die makroskopische virtuelle Arbeit kann dabei in der gewohnten Form als skalares Pro-
dukt aus dem Spannungstensor o und den virtuellen Verzerrungen de angegeben werden,
wahrend sich die mikroskopische Arbeit gerade aus dem Produkt aller Kontaktkrifte f¢
mit den zugehdrigen virtuellen Kontaktvektoren §Al¢ aufsummiert iiber alle Kontakte ¢
dividiert durch das Gesamtvolumen V ergibt.

we . mic __ 1 c c
W™ =g :de und W™ = -‘—/—Zf -8Al (7.10)
ceV
Aus der Kombination der Gleichungen (7.9) und (7.10) folgt unter der Annahme der

VoiaT’schen Hypothese (7.1), so daBl §Al¢ = e - I¢, die Definition des makroskopischen
Spannungstensors, die bereits von LOVE [130] in dieser Form beschrieben wurde.

o= %/-Z f° @ 1) (7.11)

ceV

Diskreter homogenisierter Spannungstensor
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Aufgrund der Vernachlissigung der Partikelrotationen nimmt der Verzerrungstensor eine
symmetrische Form an, so daf sich der Spannungstensor aus dem symmetrischen Anteil
des dyadischen Produktes aller Kontaktkriifte und Kontaktverschiebungen ergibt. Durch
Einsetzen der Definition des Kontaktkraftvektors (7.8) mit (7.7) erhilt man die folgende
Darstellung. _

= o Y im + £l @1 (712)

ceV

Damit 148% sich der homogenisierte Spannungstensor mit Hilfe der Projektionstensoren aus
Gleichung (7.4) sowie den folgenden Identitéiten ¢ = ||I°}] n° und [f% ® n®]™¥™ = T f.
unmittelbar als Funktion der normalen und tangentialen Kontaktkrifte, der Linge des
Kontaktvektors und der zugehorigen Projektionstensoren angeben.

1 -
o =5 W [Nff + T £5) (7.13)
ceV

Die Beziehung zwischen den homogenisierten Spannungs— und Verzerrungsraten & =
Ean : € definiert in gewohnter Form den vierstufigen Tangententensor &£,,.

Eun = =g 1P | N0 g A (7.14)

de
37

Diskreter makroskopischer Konstitutivtensor

7.2.3 Homogenisierung

Unter der Annahme einer isotropen Packungsstruktur aus gleich grofien Kugeln, so daf
I = 2r n® mit 7 = const, fiir die die Kontaktpunkte gleichférmig iiber alle Raumrich-
tungen verteilt sind, 1afit sich eine analytische Losung des Homogenisterungsprozesses
angeben. Fiir eine hinreichend grofie Anzahl von Partikeln gehen die diskrete Darstellung
des Spannungstensors und des Tangententensors in eine integrale Darstellungsform iiber.
Nach L1ao, CHANG, YOUNG & CHANG [128] 1Bt sich die Summe einer beliebigen Funk-
tion F(n) iiber alle Kontakte ¢ = 1,.., N durch das Integral dieser Funktion iiber den
Raumwinkel 2 gewichtet mit der Anzahl der Kontakte dividiert durch 4m approximieren.

N
3 Fin) ~ % /Q F(n)dQ (7.15)

Dementsprechend geht die diskrete Form der Spannungsdefinition (7.11) in die folgende
kontinuierliche Darstellung iiber,

2Vﬂ/[fé?) "7 dQ = w/NfN+TT FrdQ (7.16)

wihrend sich das kontinuierliche Gegenstiick zum diskreten Tangententensor (7.14) wie
folgt darstellen 1ift.

NT‘Z di T dfT
8tan—v7_r‘ /(;N@EJFT Fﬁ—-dQ (717)
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7.3 Elastizitit

In diesem Abschnitt soll die konstitutive Annahme in Form eines linear elastischen Kon-
taktgesetzes im Sinne von HERTZ [87] und MINDLIN [151] diskutiert werden. Diese liefert
die folgende Beziehung.
5 (m®) = ky Al
Fr(n®) = ky Alg
Durch Einsetzen des Kontaktgesetzes (7.18) und der kinematischen Beziehung (7.4) in die
“diskrete” Spannungsdefinition (7.13) erhélt man einen Ausdruck fiir den Spannungsten-

sor, der allein von den Projektionstensoren, den Kontaktsteifigkeiten und dem makrosko-
pischen Verzerrungstensor abhiingig ist.

(7.18)

1 4 c C. IC
”:VZW I (ke N°® N+ kpTT - T : € (7.19)
ceV
Diese Beziehung zwischen den makroskopischen Spannungen und Verzerrungen fiihrt mit
o = £ : e auf die Einfiihrung des diskreten vierstufigen Tensors der konstitutiven Moduli
des granularen Materials.

1
el : c Tl c
€= DI [ky N¢ @ N€ + kyTT - T°] (7.20)
cEV
Wiederum 148t sich der Grenziibergang zu einer hinreichend groBen Anzahl gleichverteilter
Kugeln identischer Grofle durchfithren. Somit ergibt sich der kontinuierliche Spannungs-

tensor zu Ne? p
o= | kyN°® N+ kT -T°d s € (7.21)
Vo Jo
wéhrend sich der kontinuierliche Elastizititstensor entsprechend Gleichung (7.17) wie folgt

darstellen 158t. .
g = T /kNN®N+kTTT-TdQ (7.22)
Vo Ja

Unter der Annahme eines isotropen Materialgesetzes sind die Kontaktsteifigkeiten ky und
kr unabhéngig von der Orientierung n und kénnen deshalb aus dem Integral herausge-
zogen werden.

2 2
f:el:/«Ng_; /N®NdQ+kT% /TT-TdQ (7.23)
Q2 Q.

Durch die analytische Auswertung der Integralausdriicke mit Hilfe von Cleichung (7.6)
erhélt man fiir den kontinuierlichen elastischen Konstitutivtensor £ den nachfolgen-
den Ausdruck, der sich unmittelbar mit dem Elastizititstensor des generalisierten Hoo-
KE’schen Gesetzes vergleichen 148t.

4N7?

ANr?
£ = Ty —kr] T + 15(/ [2ky + 3kr] I

£t = 3 7t o+ 2 z

(7.24)

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Werte der homogenisierten LaME Konstanten A
und g,

(7.25)

4N7? 4Nr? 3
A= ’—15V [k]v - ICT] und = 57 ’:k‘N + Ekq{l
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bzw. des makroskopischen Elastizititmoduls E sowie der PoISSON Zahl v

E= 4N7? kn [ZkN + 3kT]

und Vo= ky _E—T——
3V dkn+kp " dky + ky

(7.26)

Mikro-Makro Beziehung der konstitutiven Moduli

als Funktionen der Kontaktsteifigkeiten. Physikalisch 148t sich der Wertebereich der Pois-
SON Zahl auf —1 < v < 0.5 einschrinken. Aus Gleichung (7.26.2) ist hingegen ersicht-
lich, daf§ die homogenisierte PoI1ssON Zahl des hier vorgestellten Modells anf Werte von
—1 < v < 0.25 beschrénkt ist. Groflere Werte konnen lediglich mittels negativer tangentia-
ler Steifigkeiten erreicht werden, dieser Wertebereich ist jedoch unphysikalisch. Abbildung
(7.3) verdeutlicht diesen Nachteil des Modells. Das linke Diagramm zeigt die Abh#ngigkei-
ten des makroskopischen Elastizititsmoduls £, skaliert mit E* = [4N7?]/[3V] ky, und der
Poi1ssoN Zahl v vom Verhaltnis der tangentialen zur normalen Kontaktsteifigkeit kp/kpy.
In dem rechten Diagramm sind die jeweiligen normalen und tangentialen Kontaktsteifig-
keiten, skaliert mit k* = [3V]/[4Nr?] E, fiir unterschiedliche PoISSON Zahlen gegentiber
gestellt. Es ist offensichtlich, dal PoissoON Zahlen v > 0.25 nur fiir negative tangentiale
Kontaktsteifigkeiten kp < 0 abgebildet werden kénnen. Sofern die makroskopischen Mo-
duli jedoch den erlduterten Modellbeschrankungen geniigen, lassen sich die zugehorigen
mikroskopischen Kontaktsteifigkeiten als Funktionen der Lami Konstanten

3V

3V {
ky = N (24 -+ 3] und  kp = N [2p — 2A] (7.27)

bzw. des Elastizitdtsmoduls und der Poisson Zahl angeben, vergleiche Abbildung 7.3,
links.
3Vv. FE 3V E 1-4v

ey T by v wrut g (7.28)
Elastizitatsmodul und PoissoN Zahl Normale und tangentiale Steifigkeit
E/E*y kf k*
1.00 .
o 5.0 Ky Ky
0.75 2.5
0.507 0.0
0.25 -2.51
4
0.00 : . , -5.0 : : . ,
0.00 025 050 075 kr/ky -1.6  -05 0.0 05v

Abbildung 7.3: Bezichung zwischen mikroskopischen und makroskopischen Moduli
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7.4 Elasto—Plastizitit

In diesem Abschnitt soll die Erweiterung des Partikelmodells auf ein elasto—plastisches
Materialverhalten erliutert werden. Die entsprechend erweiterten Kontaktgesetze, die den
Einflufl des Reibungsverhaltens der Partikel beriicksichtigen, beruhen auf der Annahme,
daBl sich die Verschiebungsinkremente des Kontaktvektors additiv in elastische Anteile
Alg und Alg und irreversible plastische Anteile A% und Al zerlegen lassen.

Aly(n) = Al + AR (729)
Alr(n) = Al + AL '

Die Normal- und Tangentialkomponente des Kontaktkraftvektors resultieren jedoch aus-
schlieflich aus den elastischen Relativverschiebungen.

fv(n) = ky Al = ky Aly — f2 I = ky AR (730)
Ffr(n) = ke Al = kp Aly — f2 Fh=kr AU '
Das Reibungsverhalten der Partikel 148t sich durch das CouLoMB’sche Reibungsgesetz
beschreiben, das sich in Form der folgenden FlieSfunktion ® darstellen 148t,

®(n) = frll-afv-¢<0 (7.31)

wobei

_ 0% v (n) _ 9%
" Bfw T b

deren partielle Ableitung nach den Kraftkomponenten fy und fr symbolisiert. Im Rah-
men dieser Betrachtung soll vereinfachend die hiufig im Zusammenhang mit Partikel-
modellen verwendete Annahme eines kohéisionslosen Verhaltens gelten, so dafl ¢ = 0 gilt,
vergleiche auch CHANG [54] sowie EMERIAULT, CAMBOU & MAHEBOUBI [74]. Durch den
Reibungskoeffizienten « wird eine Kopplung zwischen der Normal- und Tangentialkom-
ponente berficksichtigt. Die Evolution der plastischen Anteile der Kontaktverschiebungen
148t sich nun als Funktion des plastischen Multiplikators 4 sowie der Richtungen des
plastischen Fliefens, charakterisiert durch py und pp, darstellen.

vy(n): (7.32)

. ] . 6%
Al%(n) =7 BN mit N = e 733
»pl . . 8(1)* ( ’ )
Alp(n) = 4 pr mit pr = 5fr

Fiir den Fall einer assoziierten Plastizititsformulierung mit ®* = @ stimmen die Flief-
richtungen mit den Normalen auf die Flieffliiche iiberein. Im allgemeinen kénnen die
Fliefirichtungen px und pr jedoch unabhiingig von der FlieBfunktion gewahlt werden, so
dal &* = |} fr|| — o fyv — ¢*. Fiir Partikelmodelle ist in diesem Zusammenhang eine
Wahl von «* = 0 und somit gy = 0 und gy = vr tiblich. Der Plastizitétsprozefi wird
weiterhin durch die KUHN-TUCKER Bedingungen

3<0 420 3y=0 (7.34)
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sowie die Konsistenzbedingung )

Py=0 (7.35)
charakterisiert, deren Auswertung die Evolutionsgleichung des plastischen Multiplikators
v liefert.

l . .
’y(n) = “—EU {I/Nk’NN + vy k‘TT] € mit h(n) = ’/NkNH'N + v - kT[LT (736)

Fiir die getroffene Annahme einer nicht-assoziierten Plastizitiitsformulierung mit py =
0 und pyr = v kann die Ratendarstellung der normalen und tangentialen plastischen
Kontaktkrifte, entsprechend Gleichung (7.30), wie folgt angegeben werden.

fi(m) = 0
Frm) = [l 7211 - tangfy] pr

Schliefilich 148t sich der makroskopische “diskrete” Spannungstensor geméifl Gleichung
(7.11) darstellen.

(7.37)

i

1
o= D lElfe @ng " (7.38)
ceV
Hierbei bezeichnen f¢ = f§n+ f den in den Gleichungen (7.30) spezifizierten Kontakt-
vektor. Der diskrete elasto-plastische Tangententensor £;7, liefert die Beziehung zwischen
den makroskopischen Spannungs- und Verzerrungsraten o = €57, : & mit

e 1 le : 4 e 1 > : ¢ ¢ c <
EDP =g v Z l'—hﬂ [ Nyl + T byt | @ [ pShw N® + ps - kpT° ], (7.39)
ceV '

wobei £, entsprechend Gleichung (7.20), den elastischen Materialtensor des Granulats
darstellt.

7.5 Vergleich mit dem Microplane Modell

Obwohl die Ansédtze des diskreten Partikelmodells und des in Kapitel 4 beschriebenen
Microplane Modells grundsétzlich verschieden erscheinen, weisen beide Modelle dennoch
bemerkenswerte Gemeinsamkeiten auf. Beide Formulierungen basieren auf der kinema-
tischen Projektion in Anlehnung an die VoiaT’sche Hypothese. Wihrend das Partikel-
modell in Relativverschiebungen und Kontaktkriften formuliert ist, basiert das Micro-
plane Modell auf Verzerrungs— und Spannungskomponenten, vergleiche Tabelle 7.1. Fiir
beide Formulierungen kann der makroskopische Spannungstensor mittels der Gleichheit
der mikroskopischen und makroskopischen virtuellen Arbeiten ermittelt werden. Wihrend
das Partikelmodell von Natur aus ein diskretes Modell ist, wird fiir das kontinuierliche Mi-
croplane Modell lediglich zur numerischen Ermittlung des Antwortverhaltens eine riumli-
che Diskretisierung erforderlich. In seiner urspriinglichen Form ist das Microplane Modell
jedoch kontinuierlich, wohingegen das Partikelmodell nur durch geeignete Homogenisie-
rungsstrategien unter bestimmten Annahmen in eine entsprechende kontinuierliche Dar-
stellung iiberfiithrt werden kann, vergleiche Abbildung 7.4. In einem Vergleich konnen
sowohl die diskreten als auch die kontinuierlichen Versionen beider Modelle gegeniiber ge-
stellt werden. Wahrend sich die diskrete Auswertung in beiden Fillen in der Summation
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Partikelmodell Microplane Modell
Al® =Alin + Als t. =eyn + er
Kinematik Al =|l°||N : € en=N:€
Als=||I°||T : € er=T:¢€
e =fin+f7 t, =oyn+or
¢ = ALS :(c:el
Kraftgrofien T Ve N ZENeN
r?—- :k)TAl%- o= f«lET
o =& [[feRnV™dQ o =L [[t, @ n}'™d0
by =35 20+ 32 Eg=2u+ 3
Konstitutive br =23 (20 — 2)] E¢ =2 —2)
Moduli £t =N [y N@ N El=2 [[E4N® N
+krTT - T dQ + 4T - T] dQ

Tabelle 7.1: Vergleich linear elastischer Modelle

iiber alle Kontakte bzw. iiber alle Mikroebenen widerspiegelt, filhrt die kontinuierliche
Beschreibung auf die Auswertung des Integrals iiber den Raumwinkel £2. In dieser konti-
nuierlichen Formulierung lassen sich fiir beide Modelle Relationen zwischen den jeweiligen
Kontaktsteifigkeiten bzw. den Microplane Moduli zu den makroskopischen Elastizitéts-
konstanten angeben. Deren bemerkenswert &hnliche Struktur ist in Tabelle 7.1 gegeniiber

gestellt.

Die Analogie beider Modelle spiegelt sich auch in der Beschreibung des elasto-plastischen
Materialverhaltens wider. Wihrend dem Microplane Plastizititsmodell in Abschnitt 4.4
eine Fliefunktion in Anlehnung an die klassische DRUCKER-PRAGER Plastizitit zugrun-

Partikelmodell

en
=
3
bt
3}
R
=l |
Iy
g0l
ol
=y |
St
m b

kontinuierlich

Microplane Modell

\ &

kontinuierlich

Abbildung 7.4: Zusammenhang zwischen diskreten und kontinuierlichen Modellen
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Partikelmodell Microplane Modell
Al = Aan + AlT t. = eyn + erp
Kinematik Aly= Al¢  + Al% ey = €+ e’,’é
Alp= Al¢  + AlE er= €& + &
.f = an+fT t, = oyn+or
= kyAlg = Cye%
Kraftgrofien In VN o NN
fT = kTAlgf ap= quéﬁé
o = = [[fen]"™d o = £ [[t,®n]""d0
) . ¢ = fH9<0 ® = o-Y <0
Flieffunktion ) )
fe = ||frll ~ tanpfy o“=|lo7|| — tanpoy
A= pw &=
N A Py
FlieBregel T= TR r= T
¥ = |UI/h] vnknN ¥ = 1/h| vNEEN
+  wrkeT) € + vrEET) ¢

Tabelle 7.2: Vergleich elasto-plastischer Modelle

de gelegt wurde, wird das Reibungsverhalten von Kugelpackungen iiblicherweise mit Hil-
fe des koh#sions-vernachlissigenden CouLoMB’schen Reibungsgesetzes motiviert. Durch
die Einfilhrung eines plastischen Multiplikators fiir jeden Partikelkontakt kann das Parti-
kelmodell in eine klassische Plastizitatsdarstellung iiberfithrt werden. So kann auch ein
makroskopischer Tangentenoperator der Kugelpackung angegeben werden, der eine ana-
loge Form annimmt, wie der Tangentenoperator des Microplane Modells. Tabelle 7.2 zeigt
einen zusammenfassenden Vergleich beider Plastizitatsformulierungen.

Abschlielend sollte noch erwihnt werden, dafi beide Modelle trotz ihrer erstaunlichen
Ahnlichkeit jedes fiir sich ihre Berechtigung besitzen. Der Einsatz des diskreten Parti-
kelmodells kann insbesondere Auskunft iiber mikromechanische Versagensvorginge geben,
die von Kontinuumsmodellen nicht hinreichend genau erfafit werden. Ein weiterer unbe-
strittener Vorteil diskreter Verfahren ist ihre Fihigkeit, lokalisierende Versagensvorgéinge
in natiirlicher Form abbilden zu kénnen. Die interne Linge, die in klassischen Kontinu-
umsmodellen keine Beriicksichtigung findet, ist in diskreten Modellen intrinsisch iiber die
Partikelgrofie und ihre Interaktion enthalten, so daf ein Versagen immer nur unter einer
finiten Energiedissipation stattfinden kann.

In weiteren Untersuchungen kénnte das diskrete Modell herangezogen werden, um Infor-
mationen {iber den internen Lingenparameter des makroskopischen Modells zu gewinnen.
Weiterhin kénnte das Partikelmodell sinnvoll genutzt werden, um beispielsweise die struk-
turelle Anisotropie eines Materials in Form einer Kontaktverteilungsfunktion zu erfassen.
Diese kann dann mittels geeigneter Wichtungskoeflizienten in einer microplane-basierten
Simulation berticksichtigt werden. Fiir grofidimensionierte numerische Simulationen gan-
zer Ingenieurstrukturen erscheint das Partikelmodell hingegen ungeeignet, da der nume-
rische Aufwand einer diskreten Simulation im Vergleich zu Finite Element Simulationen
relativ hoch ist.



Kapitel 8

Makroskopische Modelle vs.
Microplane Modell

Ziel dieses Kapitels ist die Bereitstellung einer Methodik, die es ermdglichen soll, die Pa-
rameter des Microplane Modells systematisch an makroskopisch mefbare Materialkenn-
grifien anzupassen. Dazu wird zundchst ein bekanntes makroskopisch—phdnomenologisches
Materialmodell beschrieben, dessen Parameter sich als Funktionen der einazialen Zug—
und Druckfestigkeit darstellen lassen. Anhand eines Vergleiches des makroskopischen Mo-
dells mit einem analog definierten Microplane Modell kann auf Beziehungen zwischen den
makroskopischen Parametern und den Parametern der Microplane Konstitutivgesetze ge-
schlossen werden. Diese liefern einen Zusammenhang zwischen den Eingangsgrifien des
Microplane Modells und den makroskopisch meflbaren Materialeigenschaften. Die allge-
meine Vorgehensweise wird anhand des Modellproblems der parabolischen Drucker—Prager
Plastizitat illustriert und mit Hilfe von Vergleichen beider Modelle am Beispiel der einfa-
chen Scherung und der Scheibe mit Loch verifiziert.

8.1 Allgemeines

Alle bisher existierenden Microplane Modelle basieren auf der Formulierung phinome-
nologischer Materialgesetze auf den einzelnen Ebenen, zu deren Eichung experimentell
ermittelte Ergebnisse herangezogen werden. Inshesondere werden unabhingige Schidi-
gungsgesetze fiir die volumetrischen, die deviatorischen und die tangentialen Komponen-
ten postuliert, so daf entsprechend Abschnitt 4.5.1 eine Poly-Versagensflichen Formu-
lierung auf den einzelnen Ebene entsteht, vergleiche BAZANT & PRAT [25], BAZANT &
OzpovLT [20] oder CAROL & BAZANT [46]. Eine konstitutive Kopplung des volumetrischen
und tangentialen Verhaltens, wie sie in Versuchen beobachtet werden kann, findet nur im
schwachen Sinne statt, siehe CAROL, PRAT & BAZANT [49]. Diese phiinomenologisch
motivierten Modelle liefern exzellente Ergebnisse bei der Simulation sproder Versagens-
formen von Beton, vergleiche beispielsweise OZBOLT & BAZANT [166] oder BAZANT &
PLANAS [24]. Trotz der relativ grofien Freiheit, die derartige Modelle aufgrund der Beriick-
sichtigung mehrerer unabhingigen Schiadigungsmechanismen liefern, sind die zugehérigen

133
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Materialparameter jedoch nicht frei wihlbar, wenn das Antwortverhalten gewissen Glatt-
heitsanforderungen geniigen soll. Bisher werden die Materialparameter der existierenden
Microplane Modelle gréfitenteils mittels inverser Techniken bestimmt. Damit ist keine
eindeutige Zuordnung von den auf der Mikroebene eingefiihrten Parametern zu makro-
skopisch mefibaren Effekten moglich.

Nachfolgend soll eine alternative Strategie diskutiert werden, die eine Parameterbestim-
mung mittels einer Anpassung der Microplane Gesetze an hinreichend verifizierte ma-
kroskopische Materialmodelle ermdéglicht. Auf diese Weise gewinnen die entsprechend
geeichten Parameter eine physikalische Bedeutung und kénnen direkt den im Versuch
ermittelten charakteristischen Eigenschaften, wie beispielsweise der einaxialen Zug~ und
Druckfestigkeit, zugewiesen werden. Dieses Vorgehen soll zuniichst anhand des relativ
einfachen Modellproblems der DRUCKER-PRAGER. Plastizitit illustriert werden. Im Sin-
ne einer Zwei-Invarianten Formulierung nach DRUCKER & PRAGER [67] laBt sich die
makroskopische Flieffunktion kohdsiver Reibungsmaterialien in Abhingigkeit der ersten
Spannungsinvariante I; sowie der zweiten Invariante des Spannungsdeviators J, darstel-
len. Das urspriingliche Modell ist durch die Einfiihrung zweier Materialparameter ge-
kennzeichnet. Es beriicksichtigt den Reibungskoeffizienten « sowie die Fliespannung ¢.
Wihrend die Fliefifliche des Originalmodells eine lineare Form im Invariantenraum an-
nimmt, soll hier eine parabolische Flieifiiche analysiert werden, die aus einer verallgemei-
nerten DRUCKER-PRAGER Formulierung hervorgeht, vergleiche LIEBE & WILLAM [129)].
Die Materialparameter dieser Formulierung lassen sich eindeutig als Funktionen der ein-
axialen Zug- und Druckfestigkeit darstellen.

Motiviert durch die volumetrisch—deviatorische Kopplung der makroskopischen Plasti-
zitétsbeschreibung wird auf der Mikroebene eine Mono-Versagensfiichen Formulierung
entsprechend Abschnitt 4.4 postuliert. Da die Bestimmung der volumetrischen, deviatori-
schen und tangentialen Komponenten auf der Mikroebene nicht eindeutig ist, sollen hier
vereinfachend die deviatorischen Komponenten vernachlissigt werden. Die so entstehen-
den Microplane Konstitutivgesetze kénnen nun an das makroskopische Modell angepaft
werden. Auf diese Weise erhélt man aussagekriftige Eingangsparameter, die direkt ma-
kroskopisch mefibaren Materialeigenschaften zugeordnet werden kénnen. Anhand des Mo-
dellbeispiels der einfachen Scherung sollen die Ergebnisse beider Modelle bei entsprechen-
der Parametrisierung miteinander verglichen werden. Abschlieflend erfolgt ein Vergleich
beider Materialformulierungen anhand des Benchmark Problems der Scheibe mit Loch.

8.2 Parabolische Drucker—Prager Plastizitiit

8.2.1 Flieflifunktion und plastisches Potential

Die Charakterisierung eines Plastizitdtsmodells erfordert die Spezifizierung der FlieBfunk-
tion ®™% sowie des plastischen Potentials ®*™%, Diese lassen sich im Rahmen einer ver-
allgemeinerten nicht-assoziierten DRUCKER-PRAGER Plastizitit in der folgenden Form
angeben,

(I,mac — @mac (1‘1”]2) — J2m - Z[C amac Il _ (/)mac ]"

*mac . prmac — Jm _ +Mmac __ Jxmac |7 (81)
0] = ¢ (Il,Jz)—J2 Z[CO{ Il (/) ]

wobei zusitzlich zu den urspriinglichen DRUCKER-PRAGER Parametern o™ und ¢™e¢
die dimensionslosen Parameter m, z, ¢ und n eingefiihrt wurden, die eine beliebige Form-
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gebung der Fliefifunktion und des plastischen Potentials erméglichen. So lassen sich mit
dieser generalisierten Form im Gegensatz zum Originalmodell, das sich auf lineare Flief-
funktionen im { I;,+/J2 } — Raum beschrinkt, auch parabolische, elliptische oder hyper-
bolische FlieBflichen beschreiben, vergleiche LIEBE & WILLAM [129]. Fiir eine Wahl von
m = 1/2, z = =1, ¢ = 1 und n = 1 erhdlt man als Spezialfall die klassische lineare
Darstellung nach DRUCKER & PRAGER [67]. I folgenden soll exemplarisch eine parabo-
lische Version der generalisierten Form untersucht werden, die aus einer Wahl von m = 1,
z= -1, ¢=1 und n =1 hervorgeht.

H mac - P mac (Il,JQ) — J2+ama,c [1 — d)mac

(8:2)
prmac . Pprmac (11,J2) — JZ 4 gmace Il — ¢*mac

Es verbleiben schlieflich jeweils zwei Parameter o™ und ¢™*¢, die der Charakterisierung
der Form der parabolischen Fliefifliche dienen.

8.2.2 Parameteranpassung

Die verbleibenden Parameter der FlieBfunktion, der Reibungskoeffizient a™* sowie die
FlieBspannung ¢™, lagsen sich als Funktionen der einaxialen Zug- und Druckfestigkeit f,
und f. angeben, die mit Hilfe einaxialer Versuche experimentell ermittelt werden kénnen.
Die charakteristischen Versagenspunkte unter Zug und Druck liefern mit

Ppmac — pmaec ( ftyl ftz) — %fﬁ + e ft M(/)mac =0
3 (8.3)

1 1 ac mac
(I)mac:q)mac(_‘fmgf?):gfg—(lm fo—o =0

zwel Bestimmungsgleichungen fiir die das Modell charakterisierenden Parameter o™ und
@™, die sich damit in der folgenden Form angeben lassen.

Makroskopische Plastizitat Microplane—basierte Plastizitét
Mo foifi e1:1 a3:1 w12:1 ||llog|foif, e1:1 a3:1 wi2:1
8 8
6 - 6
4 A 4'“\
S T 2] \
0 *% 0 £ )
2 /7 2 - /
| . //
-6 - -6 1

_8 T T T T T T T ___8 T T T T T T T
-14-12-10-8 -6 4 -2 0 2, -14-12-10-8 -6 -4 -2 0 20y

Abbildung 8.1: Parabolische DRUCKER-PRAGER Plastizitét
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C . JC ! und ¢mac —

fe fr
e (8.4)

Makroskopische parabolische Drucker--Prager Plastizitit - Parameter

Abbildung 8.1, links, zeigt die Darstellung dreier miglicher Fliefiflichen im Invarianten-
raum. Hierbei wurde das Verhiltnis von einaxialer Druck— zu Zugfestigkeit f, : f; bei-
spielhaft zu 1:1, zu 3: 1 und zu 12 : 1 gewiihlt. Die Markierung im ersten Quadranten
kennzeichnet den Versagenspunkt fiir einaxialen Zug, die drei Markierungen im zweiten
Quadranten stellen jeweils die Versagenspunkte unter einaxialem Druck daxr.

8.2.3 Analytische Lokalisierungsanalyse

Mit diesen Angaben 148t sich eine analytische Auswertung der Lokalisierungsbedingung,
entsprechend Gleichung (5.26),

r'l__ell®e"

det ¢ =0 mit % = ¢° y (8.5)

durchfithren, wobei h = H + v : €% : u. Die Normalen v und g auf die FlieBfliche sowie
das plastische Potential lassen sich in der folgenden Form angeben,

HPpmac
o= 5 — o.dcv + e ™ac
o (8.6)
aq)mac p .
u= o = gdev | rmac

wihrend die in Kapitel 5 eingefiihiten Vektoren e, und e, die folgende Gestalt annehmen.

e, =v:E%n =g

T+v i~ 8.7)

E .
n-E%:pu = = ° ‘n + luzya*m‘”‘n

li

€,

Mit dem elastischen akustischen Tensor, entsprechend Gleichung (5.45), den Normalen-
tensoren (8.6) und den Vektoren (8.7) nimmt die zugehérige Lokalisierungsbedingung

H+v:E p=e, [¢9] " e, (8.8)

entsprechend Gleichung (5.27) die folgende Form an.

2F 3[1+ 0]
H mac . *¥mac
+1+u[‘]2+2[1—2u]0‘ “
— 2F 2 1-2v 2 1+v mac *mac [1+V]2 mac . ¥mac
R T kY e G Ry e T

(8.9)
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GeméB Abschnitt 5.3.3 beschreibt die Gleichung (8.9) eine Ellipsenschar im MOHR’schen
Spannungsraum, dessen Koordinaten oy und o7 sich wie folgt darstellen lassen,

on = n - o n
Sy = n - o¥®.n (8.10}
o = [o-nllo nl-c%=[c® n] (0% n)-s

wobel sy 1= oy — I; /3 die Normalprojektion des Spannungsdeviators symbolisiert. Die
Beriihrpunkte der aus Gleichung (8.9) resultierenden Ellipsenschar,

[on —o0) o}

T -+ B = 1 (8.11)
beschrieben durch den Mittelpunkt oo und die Achsenabschnitte A und B,
— 1 1 + v mnac *TILAC
90 = gh—gyTgyle™ +e™]
1—v
2 _ 9.t 2 8.12
A 1-2v ) ( )
; 1+v 1+ ] , o 14w
Bz - }[ J mac *MAC mac . xmac
05 ARt gy e e T g e e
mit dem grofiten MOHR’schen Spannungskreis,
[on — o] + o2 = r? (8.13)
charakterisiert durch den Mittelpunkt o und den Radius r,
oc = grrom +20”1 und p= 220 _20”1 (8.14)

liefern die Bestimmungsgleichungen fiir den kritischen Versagenswinkel sowie den kri-
tischen Verfestigungsmodul. Fiir das nicht—assoziierte parabolische DRUCKER-PRAGER
Modell entsprechend Gleichung (8.2) erhilt man unmittelbar die nachfolgende Gleichung
fiir den kritischen Versagenswinkel @,

r—[1—=2v]{oc — I/ 3]+ [1 + V] [@™ + o*™] /2
T4 [1 — 27/] [Uc — [1/3] — []_ -+ I/] [ama6+ a*mac] /2

Nicht-assoziierte parabolische Drucker—Prager Plastizitit — Kritischer Versagenswinkel

tanZ @cmt —

(8.15)

Offensichtlich wird der Versagenswinkel stark von dem Reibungskoeffizienten o™, dem
zugehorigen Parameter a™™*¢ und der PoissoN Zahl v beeinflufit. Die analytische Losung
fiir den kritischen Verfestigungsmodul H°® 14t sich wie folgt angeben.

i 2E 1 14v ?
crit _ — 7 mac *TNGC
H .y n 2u][ac 31+2[1_2V][a + ™)
1+ [1+v]
2], - [ mnaec *macl2 _ Maec . +Mmac
e suﬁ24u~yﬂ“ ] i-® “

(8.16)

Nicht-assoziierte parabolische Drucker-Prager Plastizitit - Kritischer Verfestigungsmodul
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8.3 Microplane—basierte Drucker—Prager Plastizitit

8.3.1 Fliefifunktion und plastisches Potential

Die zugehérige Microplane Plastizitét soll auf einer Fliefunktion basieren, die ihre Moti-
vation in der parabolischen makroskopischen DRUCKER-PRAGER Plastizitit des vorigen
Abschnittes findet. Dazu werden die beiden Invarianten der makroskopischen Formulie-
rung jeweils durch die volumetrische Spannungskomponente sowie die Hilfte des Skalar-
produktes des tangentialen Spannungsvektors ersetzt, so daff sich die FlieBfunktion und
das plastische Potential einer Ebene wie folgt darstellen lassen.

P mic . P mic (UV) O'T) —_ [1/2 or- 0.71]m -z [ ¢ o ™ie oy — (/) mic ]"
(8.17)
(I’*mic — (I)*mic (UVaUT) — [1/2 or- G.T]m -z [ c a*mic oy — ¢*mic ]77-

Es sei nochmals bemerkt, da88 in dieser Formulierung aus Anschauungsgriinden ledig-
lich die volumetrische Spannungsprojektion und der tangentiale Spannungsvektor bertick-
sichtigt werden. Einen derartigen Spezialfall der allgemeinen Microplane Formulierung,
der auf einer Vernachldssigung der deviatorischen Anteile basiert, erhilt man durch ent-
sprechende Wahl der microplane-basierten Elastizititsmoduli aus Gleichung (4.35) mit
&8 = 0. Entsprechend dem vorhergehenden Abschnitt wird exemplarisch eine paraboli-
sche Fliefifunktion im {ov, or}-Raum untersucht,

P mic 1) mic (UV)UT) — 1/2 oo+ amic oy — ¢7m’c
(8.18)
prmic . Prmic (O'V7(7'T) — 1/2 or o+ akmie oy — ¢*mic
die sich mit Hilfe der speziellen Wahl von m = 1, 2 = —1, ¢ = 1 und » = 1 aus der

allgemeinen Formulierung (8.17) gewinnen 148, vergleiche Gleichung (8.1) und (8.2).

8.3.2 Parameteranpassung

Die Grundlage der Parameteranpassung bildet ein Koeflizientenvergleich der Faktoren
der microplane-basierten Fliefifunktion mit denen der makroskopischen Fliefifunktion.
Ein derartiger Vergleich erfordert die Bestimmung der Spannungsinvarianten als Funktio-
nen der Spannungskomponenten auf der Mikroebene. Im elastischen Bereich entsprechen
diese Invarianten genau denen des makroskopischen Plastizitéitsmodells. Mit Einsetzen
der Plastizitdt hingegen konnen diese Invarianten wegen der zugrunde liegenden kine-
matischen Projektion lediglich als Ndherungen an die Invarianten des makroskopischen
Modells verstanden werden. Grundlage der Betrachtung ist die additive Zerlegung des
makroskopischen Spannungstensors o in einen volumetrischen und einen deviatorischen
Anteil.

o= o,val o+ o,tlev (819)

Hierbei beschreibt der volumetrische Anteil eine reine Funktion der volumetrischen Span-
nungskomponenten, wahrend der deviatorische Anteil allein aus der Vollwinkelintegration
der tangentialen Spannungsanteile resultiert.

oV = %/ V ooy d2 und ol = 23-—/ T7 o dQ (8.20)
Q T Ja
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Damit 1488t sich die erste Invariante des Spannungstensors direkt als Funktion der volu-
metrischen Spannungsanteile aller Ebenen angeben,

3 .
L=0:1=— < .
1 o e o gy dQ2 (8 21)

Mikro-Makro Beziehung der ersten Invarianten des Spannungstensors

wihrend die zweite Invariante des Spannungsdeviators allein eine Funktion der tangen-
tialen Spannungsvektoren der Ebenen darstellt.

1 3 3
J dev . det __ N dQ 22
2~~2O' o4 ———4 Jo **“100'1 ar (8 )

Mikro-Makro Beziehung der zweiten Invarianten des Spannungsdeviators

Die Invariantenbeziehungen bilden die Grundlage des zur Parameteranpassung erforder-
lichen Koeffizientenvergleiches. Dazu wird zunichst die Vollwinkelintegration der Fliefi-
funktionen der Mikroebene durchgefiihrt,

3 " i 3 1 mic !
2 — — ” . ¢ — Tnic .2
_47T /Q‘I) dQ) _471' /n 3 o O+ Qo oy — ¢ dQ (8 3)

wobei sich die einzelnen Summanden mit Hilfe der Invariantenbeziehungen (8.21) und
(8.22) sowie der Integralbeziehung fiir konstante Integranden (4.7) wie folgt darstellen
lassen.

3 1 5

— - . O == ]

I fyaorord=g ok

3 gy dQ = o™ I (8.24)
47 Jo

3 ) .

—_ ¢mw dQ —_ <bT‘I’L’LC 3

4r Jq

Ein Koeffizientenvergleich der iiber den Raumwinkel integrierten FlieBfunktion (8.23) mit
der FlieBfunktion des makroskopischen DRUCKER-PRAGER Modells (8.2)
_§. q)mic a0 = :5_ JQ + amic -[1 1 ¢mic
4dr Jq 3
(I)mac — J2 + amac I] e ¢mayc

(8.25)

liefert die Bestimmungsgleichungen fiir den Reibungskoeffizienten o™ sowie die Flie-

spannung ¢™° des Microplane Modells als Funktionen der makroskopischen Gréfien,
5 ; 5
g amac und ¢mzc ~ _9_ (t)mﬂ() (8'26)

bzw. mit Gleichung (8.4) als Funktionen der einaxialen Druck—und Zugfestigkeit f, und f;.

mic
[¢7 ~

fc ft
3

miczﬁfc_ft

@ 3 3

und ¢mic ~

NeR e

(8.27)

Microplane-basierte Drucker-Prager Plastizitit — Parameter
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An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf ein solcher Koeffizientenvergleich lediglich auf
einer Naherungsbetrachtung beruht. Einerseits liefern die Invariantenbetrachtungen nur
im elastischen Bereich exakt die gleichen Spannungsinvarianten wie das makroskopische
Modell, andererseits erfordert ein Gleichsetzen der mikroskopischen und makroskopischen
FlieBbedingung entsprechend Gleichung (8.25), daB alle Mikroebenen bereits den elasti-
schen Bereich verlassen haben, so dafi ®¢ = 0 und auf allen Ebenen ®™¢ = 0 gilt. Die
Parameterbeziehungen (8.27) sind demnach nur dann exakt erfiillt, wenn die Flieispan-
nung tatséchlich auf allen Mikroebenen simultan erreicht wiirde. Da diese Situation fiir
allgemeine Belastungszustidnde nicht notwendigerweise erfiillt ist, kénnen die Parameter-
gleichungen im allgemeinen Fall lediglich als Niherungsbeziehungen verstanden werden,
um die microplane-basierten Parameter anzupassen.

Fir den hier betrachteten speziellen Fall der parabolischen Fliefffiiche nimmt der micro-
plane-basierte Reibungskoeflizient, entsprechend Gleichung (8.27), fiinf Drittel des makro-
skopischen Reibungskoeffizienten an, wihrend die Fliefispannung der Ebene fiinf Neuntel
der makroskopischen Flieflspannung betriigt. Abbildung 8.1, rechts, zeigt exemplarisch
die zugehorigen FlieBflachen fiir ein Verhiltnis von einaxialer Druck- zu Zugfestigkeit
fer fpvon1:1,3:1und 12 : 1. Aufgrund der Parameteranpassung verlaufen die
microplane-basierten Fliefiftachen deutlich steiler, als die zugehorigen FlieBlflichen des
makroskopischen Modells, das in Abbildung 8.1, rechts, dargestellt ist.

8.3.3 Numerische Lokalisierungsanalyse

In Analogie zum makroskopischen Modell nimmt die Lokalisierungsbedingung der Micro-
plane Plastizitit die folgende Form an,
3 [e,®e
det g =0 it P =gt~ [ Q) 8.28
o m1 q a dr Jo R ‘ (8.28)
wobei b = H +vy EF py + vy EE - pp. Die Normalen auf die FlieBfliche 14 und vy sowie
auf das plastische Potential py und pp ergeben sich damit zu

o mic mic o mic
vy = =« und vp = = o
doy dorr (8.29)
aq)*mzc a*mic ) (l 8(1)*77116 d
4, = = feeed = /
[24% dov 1l HT dor T
wiahrend sich die Vektoren e, und e, wie folgt darstellen lassen,
e, = vy V& +vr- T &f1-n (8.30)
e = n (& V v+ T pr] '

wobei 1 gemifl Abschnitt 5 den Normalenvektor der Lokalisierungsanalyse darstellt, der
jedoch im allgemeinen nicht mit den Normalenvektoren der Mikroebene zur Bestimmung
der Projektionstensoren T iibereinstimmt. Es ist offensichtlich, daf} die Struktur des aku-
stischen Tensors der Microplane Plastizitit entgegen dem makroskopischen Modell keine
Rang-Eins Modifikation annimmt. Dementsprechend ist eine analytische Auswertung der
Lokalisierungsbedingung fiir den allgemeinen Fall unméglich, so daf eine numerische Aus-
wertung von Gleichung (8.28) erforderlich wird. Im folgenden Abschnitt wird eine solche
numerische Auswertung exemplarisch anhand des Modellbeispiels der eirifachen Scherung
illustriert.
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8.4 Modellproblem Einfache Scherung

Anhand des Modellproblems der einfachen Scherung sollen die makroskopische und die
microplane-basierte Plastizitdtsformulierung gegeniibergestellt werden. Die in Abbildung
8.2 skizzierte einfache Scherung stellt ein verzerrungskontrolliertes Modellproblem dar,
bei dem die Schubverzerrungen in der Ebene sukzessive gesteigert werden, wihrend alle
anderen Verzerrungskomponenten identisch zu Null gewiihlt werden. Experimentell durch-
gefithrte Schubversuche sind durch eine dilatante Materialantwort charakterisiert. Das
Phénomen der Volumendilatation wurde erstmals vor mehr als einhundert Jahren von
REYNOLDS [180] beschrieben und wird aus diesem Grund auch hiufig als REYNOLDS Ef-
fekt bezeichnet. Als natiirliche Konsequenz des REYNOLDS Effektes ruft eine Behinderung
der vertikalen Seitenausdehnung eine scheinbare Materialverfestigung hervor. Aufgrund
unterschiedlich starker Ausprigungen des Dilatanzeinflusses sind im Schubversuch unter-
schiedliche Versagensphinomene zu beobachten. Unter geringem Seitendruck entstehen
die klassischen, aus der Metallplastizitit bekannten, duktilen Versagensformen, wihrend
starker Seitendruck mit einem extrem sproden Mode I Versagen verbunden ist.

Im folgenden soll das Modellproblem der einfachen Scherung unter variiertem Dilatanzein-
flufl untersucht werden. Fiir das nicht—assoziterte makroskopische Materialmodell entspre-
chend Abschnitt 8.2 sowie fiir das microplane-basierte Modell nach Abschnitt 8.3 werden
hierzu exemplarisch ausgewéhlte Formulierungen unterschiedlicher f, : f; — Verhiltnisse
analysiert. Das plastische Potential aller drei Formulierungen sei vom voN MIisgs Typ,
s0 daB o™ = o™ = (.0000. Der Elastizititsmodul wird zu F = 30000 N/mm? ange-
nommen, wihrend die POISSON Zahl zu v = 0.2 gewihlt wird.

Tabelle 8.1 dokumentiert die Abhingigkeit des kritischen Versagenswinkels %% vom Fe-
stigkeitsverhdltnis f, : f; sowie von der PoISSON Zahl v. Mit steigender Abweichung von
Druck- und Zugfestigkeit sowie mit wachsender P0oISSON Zahl ist eine zunehmend spréde-
re Materialantwort, gekennzeichnet durch eine Reduktion des Versagenswinkels ©%, zu
beobachten. Wihrend fiir nahezu gleiche Festigkeitsverhiltnisse ein gemischter Versagens-
mode mit ©% = 45° eintritt, tendiert der Versagensmode fiir wachsende Abweichungen
von Druck- und Zugfestigkeit aufgrund der zunechmenden Volumendilatation mehr und
mehr zu einem reinen Mode I Versagen, das durch ©* = 0° gekennzeichnet ist, vergleiche
Abbildung 8.2.

Abbildung 8.3 zeigt eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse der makroskopischen und der
microplane-basierten Lokalisierungsanalyse. Die analytische Auswertung der Lokalisie-
rungsbedingung des makroskopischen Modells liefert fiir die unterschiedlichen Festigkeits-
verhiltnisse die links dargestellten Lokalisierungsellipsen. Die zugehérigen Ergebnisse der

Einfache Scherung geringer Seitendruck hoher Seitendruck
—»

'0‘cn't T

Abbildung 8.2: Modellproblem der einfachen Scherung
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fei fy r=0.000 v=0.125 r=0.250 v=0.375 r=0.499
1:1 45.00° 45.00° 45.00° 45.00° 45.00°
3:1 35.26° 33.99° 32.69° 31.36° 30.01°
5:1 29.459 27.24° 24.90° 22.380 19.64°
8:1 22.20° 18.26° 13.379 5.39¢ 0.00°
12:1 11.78° 0.00° 0.00° 0.00° 0.00°

Tabelle 8.1: Einfache Scherung - Kritischer Versagenswinkel ©°rit

numerischen Lokalisierungsanalyse fiir das Microplane Modell sind anhand des richtungs-
abhiingigen skalierten akustischen Tensors jeweils rechts daneben dargestellt. Dem ober-
sten Bild liegt ein Verhiltnis von f, : f, = 1: | gugrunde. Dementsprechend ist der Rei-
bungskoeffizient des makroskopischen sowie des microplane-basierten Modells identisch
zu Null, o™ = o™ = 0.0000. Man erhilt die klassische, aus der Metallplastizitit be-
kannte, assoziierte VON MISES Plastizitit, die sich durch eine vom hydrostatischen Druck
unabhéngige Flieffunktion auszeichnet. Die Lokalisierungsanalyse liefert sowohl fiir das
makroskopische Modell als auch fiir das Microplane Modell zwei kritische Richtungen,
jeweils unter @7 = 45.00° und ©* = 135.00°, Dieses Antwortverhalten, das durch ein
reines Schubversagen geprigt ist, ist charakteristisch fiir druckunabhingige Materialien
und entspricht beispielsweise der klassischen Ausprigung von LUDERS Bindern in metal-
lischen Werkstoffen.

Den Untersuchungen des mittleren Bildes liegt die Annahme zugrunde, daf die Druck-
festigheit dreimal grofler sei als die Zugfestigkeit des Materials, so da$ f, : fi=38:1 Der
zugehdrige makroskopische Reibungskoeffizient ergibt sich somit unmittelbar zu o™e¢ =
0.6667, wihrend der Reibungskoeffizient der Microplane Formulierung einen Wert von
o™¢ = 11111 annimmt. Diese Wahl verursacht ein moderates Dilatanzverhalten. Die
kritischen Versagensrichtungen des makroskopischen Modells weichen mit ©¢# = 33.21°
und ©% = 146.79° bereits merklich von den Versagensrichtungen der druckunabhfingi-
gen Formulierung ab. Es ist somit ein gemischtes Schub-Druck Versagen beobachtbar.
Die numerische Lokalisierungsanalyse des Microplane Modells liefert Versagenswinkel von
O = 32.75% und ©%* = 147.25°. Fs kann dementsprechend ein bemerkenswert shnli-
ches Antwortverhalten wie im makroskopischen Modell beobachten werden.
Abschliefiend wurde das Antwortverhalten unter ciner extrem starken Abweichung von
Druck— zu Zugfestigkeit analysiert, die ein ausgepriigtes Dilatanzverhalten hervorruft.
Fiir das gewihlte Festigkeitsverhiltnis von f, : f, = 12 : 1 ergeben sich der zugehori-
ge makroskopische und microplane-basierte Reibungskoeffizient jeweils zu a™*¢ = 3.6667
und o™ = 6.1111. Wie auf dem unteren Bild von Abbildung 8.3 zu erkennen ist, ist
unter einer derart groffen Abweichung von Druck- zu Zugfestigkeit nur noch eine einzige
kritische Richtung zu beobachten. Diese stellt sich unter einem Winkel von ©¢# = 0.00°
ein, was einem reinen Mode I Versagen entspricht. Wiederum liefern das makroskopische
Modell und das Microplane Modell gleiche Ergebnisse.

Abbildung 8.4 zeigt die zugehérigen Schubspannungs-Schubdehnungskurven der simulier-
ten Scherversuche. Den numerischen Berechnungen liegt ein lineares Entfestigungsverhal-
ten zugrunde. Links ist das Antwortverhalten des makroskopischen Modells dargestellt,
fiir das der Verfestigungsmodul gerade identisch zu dem aus der analytischen Losung
bekannten kritischen Verfestigungsmodul gewihlt wurde, so da8 i = H*". Die Markie-
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Abbildung 8.3: Makroskopische und microplane-basierte Lokalisierungsanalyse
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rungen kennzeichnen das Einsetzen der Lokalisierung, das in diesem Fall offensichtlich
mit dem Verlassen des elastischen Bereiches iibereinstimmt. Der destabilisierende Einflufl
des zugrunde gelegten nicht-assoziierten Modells wird durch ein Einsetzen der Lokalisie-
rungsbedingung vor dem Erreichen der maximalen Tragfshigkeit verdeutlicht, vergleiche
Abschnitt 5.2.

Die rechte Seite verdeutlicht das Antwortverhalten des Materialpunktes, das aus der Inte-
gration aller Microplane—-Antworten resultiert. Bemerkenswerterweise #ufiert sich das auf
der Mikroebene postulierte lineare Verhalten in einer partiell nichtlinearen Antwort des
Materialpunktes. Die erste Markierung einer jeden Kurve kennzeichnet das Verlassen des
elastischen Bereiches. Im Gegensatz zum makroskopischen Modell tritt jedoch das Ein-
setzen von Lokalisierung, das mit der zweiten Markierung verbunden ist, erst zu einem
spéteren Zeitpunkt der Lastgeschichte ein. Fiir das Microplane Modell wird die Lokalisie-
rungsbedingung erstmals zu dem Zeitpunkt erfiillt, zu dem alle Ebenen den elastischen
Bereich verlassen haben. Wihrend das homogenisierte Antwortverhalten vor der ersten
und nach der zweiten Markierung linear verlduft, findet im Zwischenbereich ein sukzes-
siver Ubergang der einzelnen Ebenen in den plastischen Bereich statt. Dieser duBert sich
in der homogenisierten Antwort in einem nichtlinearen Ubergangshereich.

Anhand des illustrierten Beispiels der parabolischen nicht-assoziierten DRUCKER-PRAGER
Plastizitit konnte gezeigt werden, daf es prinzipiell méglich ist, die microplane-basierten
Materialparameter, die in den bisherigen Modellen reine Eingangsgrofien ohne physikali-
sche Bedeutung darstellen, systematisch auf makroskopisch mefbare Materialkennwerte
zu bezichen. Mit Hilfe der Auswertung von Niherungsgleichungen fiir die Spannungsinva-
rianten ist es gelungen, die Materialparameter des makroskopischen und des microplane-
basiereten Modells anhand eines Koeflizientenvergleiches ineinander zu iiberfilhren. Das
auf diese Art geeichte Microplane Modell liefert, wie am Modellproblem der einfachen
Scherung gezeigt wurde, Simulationsergebnisse, die denen des makroskopischen Modells
entsprechen. Sowohl die kritischen Versagenswinkel aus der zugehdrigen Lokalisierungs-
analyse, als auch die jeweiligen Spannungs-Dehnungskurven weisen eine bemerkenswerte
Ubereinstimmung auf.

Makroskopische Plastizitit Microplane—basierte Plastizitit
O feify @1:1 a3:1 m12:1 |loy foif, ®1:1 a3:1 =l2:1
2.4
2.0
1.6
1.2
0.8+ 0.8+
0.4 0.4 *
L T T e L | 1 X 1 A —
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 €12[%00] 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 €12[%o0]

Abbildung 8.4: Makroskopische und microplane-basierte Spannungs-Dehnungskurven
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8.5 Beispiel — Scheibe mit Loch

Abschliefend soll die Ubereinstimmung des lokalen microplane-basierten Plastizitatsmo-
dells mit dem makroskopischen Modell anhand des Strukturbeispiels der Scheibe mit Loch
illustriert werden. Das klassische Benchmarkproblem des DFG Paketantrages “Adaptive
Finite Element Methoden in der Angewandten Mechanik” nach BARTHOLD, SCHMIDT &
STEIN [6] besteht aus einer 200 x 200 mm? grofien Aluminiumscheibe, deren Elastizitits-
modul und PoIssON Zahl die Werte von E=206899.9 N/mm? und »=0.29 annehmen. Die
Aluminiumscheibe, fiir die im folgenden der ebene Verzerrungszustand postuliert wird,
zeichnet sich durch eine kreisrunde Aussparung vom Radius =10 mm in Scheibenmitte
aus. Das Materialverhalten sei ideal plastisch bei einer einaxialen Zug— und Druckfestig-
keit von f; = f. = 450 N/mm?. Damit ergeben sich die Materialparameter des makro-
skopischen, parabolischen Modells zu o/™¢ = o*™% = 0.00 und ¢™*° = 67500 N?/mm?*,
wihrend die Microplane Parameter Werte von o/™¢ = o™ = (.00 und ¢™° = 112500
N2?/mm? annehmen. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften kann die Simulation
am Viertelsystem erfolgen, das mit 256 achtknotigen verschiebungsbasierten Serendipity—
Scheibenelementen in Kombination mit einer 2x2 GAUss—Punkt Integration diskretisiert
wurde. Die Lochscheibe wird unter der Last A § mit p = 100 MPa gleichférmig in vertikale
Richtung gezogen. Damit betriigt der kritische Lastfaktor der Traglast A = 4.66.

Abbildung 8.5 zeigt die Entwicklung des Lastfaktors aufgetragen tiber den vertikalen Ver-
schiebungen des oberen Randes. Im linken Diagramm ist die Last—Verschiebungskurve des
urspriinglichen Benchmarkproblems dargestellt, die exakt die Traglast von A# = 4.66
erreicht. Das rechte Diagramm zeigt die Materialantwort des microplane-basierten Plasti-
zititsmodells. Auffillig ist zum einen das etwas frithere Einsetzen des plastischen Fliefens
in der Simulation mit dem Microplane Modell, zum anderen die leicht abgeminderte Trag-
last mit A% = 4.30. Beide Abweichungen stimmen prinzipiell mit den Abweichungen der
Ergebnisse des Modellproblems der einfachen Scherung iiberein. Wahrend das friihere
Einsetzen der Plastizitit auf die frithe Uberschreitung der FlieBspannung in einzelnen

Makroskopische Plastizitat Microplane —basierte Plastizitit
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1.0+ 1.0+
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0.0 ; 0.0 .
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Abbildung 8.5: Makroskopische und microplane-basierte Last-Verschiebungskurven
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Makroskopische Plastizitit Microplane-—basierte Plastizitét
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Abbildung 8.6: Deformierte Strukturen

kritischen Mikroebenen zuriickzufiihren ist, basiert die Abweichung von der Traglast auf
dem Fehler der numerischen Vollwinkelintegration. Insgesamt wird das Antwortverhalten
des makroskopischen Materialmodells jedoch relativ gut durch das Microplane Modell ap-
proximiert.

Die nahezu identischen deformierten Strukturen beider Berechnungen sind in Abbildung
8.6 in 25-facher Uberhéhung dargestellt. Abbildung 8.7 zeigt die resultierende Verzer-
rungskomponente in Lastrichtung zu einem Zeitpunkt kurz nach Erreichen der Trag-
last. Zu diesem Zeitpunkt betrigt die vertikale Verschiebung des oberen Randes gerade
v = 0.0025 mm. Es ist deutlich erkennbar, da das Versagen vom linken und rechten

Makroskopische Plastizitit Microplane —basierte Plastizitat

Abbildung 8.7: Makroskopische und microplane-basierte Verzerrungsverteilung
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Lochrand ausgeht, an dem die Spannungen etwa den dreifachen Wert der aufgebrachten
Spannung annehmen. Beide Modelle liefern das klassische, fiir metallische Materialien
charakteristische Schubversagen unter einem Winkel von 45° zur Belastungsrichtung.
Das Benchmarkbeispiel der Scheibe mit Loch konnte die Qualitit der Parameteranpas-
sung des Microplane Plastizitétsmodells an ein makroskopisches Plastizitdtsmodell erneut
bestitigen. Unter proportionaler Belastung liefern beide Modelle bei angepaBter Parame-
terwahl nahezu identische Ergebnisse. Jedoch ist das Microplane Modell dariiberhinaus
in der Lage, ein anisotropes Materialverhalten zu beschreiben.

Es sei jedoch abschlieflend darauf hingewiesen, daff die Parametereichung in den vorher-
gehenden Beispielen exemplarisch nur fiir relativ einfache Modelle durchgefithrt wurde.
Diese werden in der hier vorgestellten Form sicher nicht in der Lage sein, das komplexe
Materialverhalten von Beton unter beliebigen Belastungszustinden exakt abzubilden. Die
gezeigte Vorgehensweise ist jedoch nahezu beliebig auf erweiterte Materialgesetze iiber-
tragbar.



148  KAPITEL 8. MAKROSKOPISCHE MODELLE VS. MICROPLANE MODELL



Kapitel 9

Zusammenfassende Bewertung

9.1 Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden unterschiedliche Strategien zur numerischen
Simulation koh#siver Reibungsmaterialien vorgestellt. Alle Verfahren sind in eine Fini-
te Element Berechnung eingebettet, so dafl zunéchst die mechanischen Grundlagen und
deren numerische Umsetzung mit Hilfe einer klassischen, verschiebungsbasierten Finite
Element Formulierung erldutert wurden. Danach erfolgte ein Vergleich grundsiitzlich ver-
schiedener isotroper Materialmodelle anhand der klassischen Plastizitdtstheorie und der
Kontinuumsschidigungsmechanik. Darauf aufbanend wurde eine Verallgemeinerung auf
anisotropes Materialverhalten diskutiert, das im Rahmen des Microplane Konzeptes in
natiirlicher Form beschrieben werden kann. Die Wirkungsweise der Microplane Formu-
lerung wurde anhand der rheologischen Modelle der Elastizitét, der Elasto-Plastizitit
sowie der Elasto—Schidigung dokumentiert. ‘

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Beschreibung des fiir kohésive Reibungs-
materialien charakteristischen entfestigenden Materialverhaltens. Dazu wurden zunéchst
die klassischen Indikatoren fiir materielle Instabilitdt und den Verlust von Elliptizitat
erldutert. Die daraus resultierenden lokalisierten Versagensformen zeichnen sich, wie ge-
zeigt, durch einen Verlust der Eindeutigkeit verbunden mit der Netzabhéngigkeit der nu-
merischen Losung aus. Als natiirliche Abhilfe diente im Rahmen dieser Arbeit ein-gradien-
tenerweitertes Kontinuumsmodell. Aufbauend auf einer Zusammenfassung der mechani-
schen Grundgleichungen wurde die Finite Element Umsetzung als Zweifeld-Formulierung
skizziert. Sowohl fiir isotrope als auch fiir anisotrope Schadigungsmodelle wurde die Beriick-
sichtigung der hheren Gradienten in den Konstitutivgleichungen erldutert. Die Bereitstel-
lung eines numerischen Verfahrens zur Identifikation der zusétzlichen Materialparameter
konnte den Prozef der Modellbildung vervollstéindigen.

Da die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Microplane Modelle als Bindeglied zwi-
schen der Mikro— und der Makroebene verstanden werden konnen, erfolgte abschlieffend
ein Vergleich des vorgestellten Microplane Konzeptes mit diskreten Partikelmodellen. Eine
zusitzliche Gegeniiberstellung des Microplane Modells mit bekannten kontinuumsbasier-
ten Konstitutivgesetzen konnte desweiteren Analogien zu makroskopisch phénomenologi-
schen Materialformulierungen aufzeigen, die zur Identifikation der Microplane Parameter
herangezogen werden kénnen.

Alle in dieser Arbeit bearbeiteten theoretischen Aspekte wurden numerisch umgesetzt
und jeweils anhand ausgewéhlter Modellprobleme veranschaulicht.

149
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Insbesondere wurden im Rahmen dieser Arbeit die folgenden grundsitzlich neuen Aspekte
bearbeitet, um die aus der Literatur bekannten Modellierungsverfahren zu verallgemei-
nern und in geeigneter Form zu ergiinzen.

e Entwicklung eines generalisierten, thermodynamisch konsistenten Konzeptes zur
Modellierung anisotropen Materialverhaltens im Rahmen der Microplane Theorie

e Modifikation der Konstitutivgesetze auf der Mikroebene zur Beriicksichtigung der
fiir koh#isive Reibungsmaterialien charakteristischen Interaktion des volumetrischen
und deviatorischen Verhaltens

o Anwendung des verallgemeinerten Konzeptes auf die Modelle der Elastizitit, der
Elasto-Plastizitit und der Elasto-Schidigung

Konsistente Linearisierung der jeweiligen Modelle zur Steigerung der numerischen
Effizienz und zur Durchfiihrung von Lokalisierungsanalysen

Graphische Illustration der Wirkungsweise microplane-basierter Konstitutivgesetze
mit Hilfe von Studien der Texturentwicklung

¢ Charakterisierung der Eigenschaften der resultierenden Microplane Gesetze anhand
einfacher Modellprobleme

e Theoretische Gegeniiberstellung der Grundgleichungen des Microplane Konzeptes
und der homogenisierten Antwort diskreter Partikelmodelle

o Theoretischer und numerischer Vergleich microplane-basierter Materialmodelle mit
makroskopisch phéanomenologischen Modellen als Basis zur Entwicklung neuer micro-
plane-basierter Konstitutivgesetze und zur Identifikation der Microplane-Parameter

o Bereitstellung eines gradientenerweiterten Kontinuumsmaodells zur Modellierung des
entfestigenden Verhaltens isotroper und anisotroper kohisiver Reibungsmaterialien

o Entwicklung eines gradientenerweiterten anisotropen Schidigungsmodells im Rah-
men des Microplane Konzeptes

o Bereitstellung eines allgemeinen Verfahrens zur Bestimmung des Parameters der
internen L#nge mittels inverser Modellierung mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente

9.2 Bewertung

Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte generalisierte Konzept zur Formulierung micro-
plane-basierter Konstitutivgesetze ermdoglicht die Charakterisierung eines beliebigen rheo-
logischen Verhaltens anisotroper Materialien. Die Thermodynamik irreversibler Prozesse
bildet die Grundlage des vorgestellten Konzeptes, das somit im Gegensatz zu den bisheri-
gen Microplane Formulierungen die Erfilllung des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik a priori gewahrleistet. Durch die Beriicksichtigung der Kopplung des normalen und
tangentialen Verhaltens auf den einzelnen Mikroebenen wird eine globale volumetrisch—
deviatorische Interaktion auf natiirliche Weise erfafit. Die damit verbundene Reduktion
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der Anzahl der internen Variablen pro Integrationspunkt vermindert den globalen Spei-
cherplatzbedarf erheblich. Eine derartige Formulierung mit nur einer Schidigungs— bzw.
Flieffunktion pro Mikroebene erreicht eine weitaus hdhere numerische Stabilitit als die
bisherigen Microplane Formulierungen, bei denen unter monoton steigender Beanspru-
chung Be~ und Entlastungsvorgiinge einzelner Komponenten beobachtet werden konnten.
Weiterhin zeichnen sich die entwickelten Modelle durch einen reduzierten Parametersatz
aus. Die Eingangsgroflen des lokalen Basismodells kénnen nun eindeutig makroskopisch
mefbaren Materialeigenschaften zugeordnet und mit Standardversuchen identifiziert wer-
den. Durch eine konsistente Linearisierung der verwendeten Verfahren wurde die numeri-
sche Effizienz deutlich gesteigert. Ausgewshlte Anwendungsbeispiele haben gezeigt, da8
das vorgestellte Konzept eine vielversprechende Basis zur numerischen Simulation aniso-
tropen Materialverhaltens darstellt.

Bei Berechnungen im postkritischen Bereich hat sich das gradientenerweiterte Kontinu-
umsmodell bewihrt. Es gewihrleistet eindeutige, netzunabhingige Lésungen bei finiter
Energiedissipation. Jedoch bleibt zu bemerken, daff die entsprechenden numerischen Simu-
lationen im Vergleich zu lokalen Verfahren extrem zeitaufwendig sind. Zum einen miissen
zuséitzliche globale Freiheitsgrade beriicksichtigt werden, zum anderen entstehen unsym-
metrische Gleichungssysteme, die entsprechende Gleichungsloser erfordern. Fiir isotrope
Gradientenmodelle, die nur eine skalarwertige nichtlokale Grofe beriicksichtigen, ist der
entstehende Mehraufwand tolerierbar gering. Die Notwendigkeit tensorieller, anisotroper
Gradientenmodelle sollte jedoch ausfiihrlich gepriift werden, bevor entsprechende zeit-
aufwendige Verfahren zur Anwendung kommen. Insbesondere bei nicht-proportionalen
Beanspruchungen ist jedoch der Einsatz anisotroper Modelle unvermeidlich.

Die Wahl des internen Léngenparameters bleibt weiterhin kritisch zu bewerten. Die in die-
ser Arbeit vorgestellte Parameteridentifikation im Rahmen einer Finite Element-basierten
inversen Modellierung ermoglicht grundsétzlich die Bestimmung dieses Lingenparameters
als Eingangsgrofle des Gradientenmodells. Jedoch ist die physikalische Bedeutung der in-
ternen Lénge bislang noch immer ungeklirt. Studien der Mikrostruktur kdénnen hierzu
eventuell ndhere Informationen liefern. Der Vergleich lokaler microplane—basierter Kon-
stitutivgesetze mit diskreten Partikelmodellen stellt einen ersten Schritt in diese Richtung
dar.

9.3 Ausblick

Mit der Bereitstellung eines generalisierten Konzeptes zur Beschreibung anisotropen Ma-
terialverhaltens eréffnet sich ein breiter Anwendungsbereich. Der Einsatz microplane—
basierter Materialmodelle ist nicht mehr allein auf Beton beschrinkt, vielmehr kénnen
zahlreiche andere transversal isotrope, orthotrope oder anisotrope Materialien abgebil-
det werden. Ein klassischer potentieller Einsatzbereich der vorgestellten Modellklasse ist
die Geotechnik. Aufgrund von Spannungsumlagerungen im Boden kann beispielsweise
bei der Konstruktion von Tunneln insbesondere wihrend der Bauphase ein ausgeprigt
anisotropes Materialverhalten beobachtet werden. Ein microplane-basiertes Plastizitits-
modell stellt einen erfolgversprechenden Zugang zur Charakterisierung dieses Verhaltens
dar. Aber auch zur Modellierung von Materialien, die bereits im Ausgangszustand ein ani-
sotropes Verhalten aufweisen, bietet sich das Microplane Konzept an. Als typische Ver-
treter dieser Materialklasse seien beispielsweise Mehrphasenmaterialien wie Stahlbeton
oder Faserverbundwerkstoffe zu nennen. Die Grenzschicht zwischen den einzelnen Phasen
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kann in diesem Zusammenhang als potentielle Versagensebene verstanden werden. Diese
Versagensebene lifit sich direkt mit Hilfe geometrisch vorgegebener Mikroebenen simulié-
ren. Desweiteren kann das Microplane Konzept zur Modellierung orthotroper Werkstoffe
herangezogen werden. Beispielsweise konnen zur Modellierung von Holz bereits die elasti-
schen Materialkonstanten eine vom Raumwinkel abhiingige Verteilung annehmen, so daf
das richtungsabhiéngige Verhalten in natiirlicher Form beschrieben werden kann.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden vereinfachend nur reine Plastizitits— und Schidigungs-
modelle vorgestellt. Wiinschenswert wire eine Kombination beider Modelle, um die cha-
rakteristischen Eigenschaften kohisiver Reibungsmaterialien noch besser erfassen zu kon-
nen. Insbesondere unter zyklischen Belastungen ist eine derartige Kopplung von Interesse.
Zunéchst bietet sich die Kombination eines lokalen Plastizititsmodells mit dem im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten gradientenerweiterten Schiidigungsmodell an, aber auch
gradientenerweiterte Plastizitédtsformulierungen in Kombination mit lokalen Schidigungs-
modellen sind denkbar. Es hat sich als sinnvoll erwiesen, jedes entwickelte Microplane Mo-
dell zunéchst mit bekannten makroskopischen Materialmodellen zu vergleichen, um die
Materialparameter in geeigneter Form anzupassen. Diese Strategie empfiehlt sich natiirlich
auch fiir kombinierte Plastizitédts—Schidigungsformulierungen.

Weiterhin stellt die physikalische Bedeutung des internen Lingenparameters noch im-
mer eine zentrale Frage bei der Modellierung entfestigender Werkstoffe dar. Diese Fra-
gestellung ist eng mit der Forderung nach experimentellen Untersuchungen verbunden,
die die Grundlage der vorgestellten Parameteridentifikation bilden. Mit Hilfe einer Finite
Element-basierten inversen Modellierung in Kombination mit experimentellen Feldmes-
sungen konnten erste Aussagen iiber den internen Lingenparameter getroffen werden.
Einen alternativen Zugang bilden detailierte Studien der Mikrostruktur. Insbesondere auf-
grund der engen Verwandtschaft des Microplane Konzeptes mit diskreten Partikelmodel-
len kénnen Vergleichsrechnungen beider Verfahren eventuell nihere Informationen iiber
den internen Lingenparameter geben. Es wire in diesem Zusammenhang interessant, den
Einflul der Partikelgréfe auf die interne Linge zu untersuchen. Natiirlich kénnen auch
weitere zusitzliche Informationen des Partikelmodells, wie beispielsweise die rdumliche
Verteilung der Kontakthdufigkeit, herangezogen werden, um das Microplane Modell in
geeigneter Form zu ergénzen. .
Zusammenfassend 146t sich sagen, daB§ die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Grund-
lagen als allgemeine Basis weiterfilhrender Arbeiten verstanden werden konnen. Das be-
reitgestellte generalisierte Konzept bietet nicht nur Potential fiir zahlreiche theoretische
und numerische Untersuchungen, auch die Anwendung der vorgestellten Methodik aunf
andere Materialklassen erscheint vielversprechend.
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Anhang A

Notation und Tensorrechnung

Notation

Im folgenden seien die Komponenten eines Tensors mit [ @ ], , bezeichnet. Die zugehdrigen
Basen e;, ; des EUKLID’schen Raums werden gegebenenfallb Veremfachend nicht gesondert
erwihnt, es gelte die folgende Notation,

= [a]

[a], &

= [A ]ij € e;

= [A]ijkl e;®e Qe ®e
wobei im folgenden Abschnitt mit Kleinbuchstaben « eine skalare Grofle, dem entspre-

chenden a eine vektorwertige Grofle, mit dem Grofibuchstaben A ein zweistufiger Tensor
und mit dem kalligraphischen Grofibuchstaben A hoherwertige Tensoren bezeichnet seien.

(A1)

N T

Skalare Produkte '
Die skalaren Produkte zweier Tensoren seien durch - und : sowie : und :: gekennzeichnet,
wobei die Anzahl der Punkte die Stufe der jeweiligen Verjiingung symbolisiert.

c =[a-b] =1Ja] [b]

¢ = [A:B] = [A]ij [B]ij

¢ = [AEB] = [-A]Uk [B]ijk

c = [A:B] = [Al, [ B liu (A.2)
[e], =[A-b] =[A ] [b]j

{C]ij: [A:B]ij: [A ]z]kl [B,

[C ]ijlc = [A:B ]Uk =[A ]L]klmn [ B i

Dyadische Produkte

Das dyadischen Produkt zweier Vektoren liefert einen zweistufigen Tensor, wéhrend die
dyadischen Produkte zweier zweistufiger Tensoren einen vierstufigen Tensor beschreiben.
Neben dem klassischen Symbol ® seien die Symbole ® und ® wie angegeben definiert.

[a®@b]; = [al, [b];
[AﬁB ]z]kl = [A]ij [B ]kz (A.3)
[A®Bly;, = [Al Bl
[A@B]qkz = [A]il[B]jk

169



170 ANHANG A. NOTATION UND TENSORRECHNUNG

Fundamentaltensoren
Die Komponenten des zweistufigen Einheitstensors 1 sowie des vierstufige Einheitstensors
Z lassen sich wie angegeben als Funktionen des Kronecker Deltas d;; darstellen,

(1 ]ij = by [I]i]‘kl = Gikdjy (A4)

wobei d;; = 1 fiir 4 = j sowie d; = 0 fiir ¢ # j gilt. Mit der in (A.3) definierten Notation
1Bt sich der vierstufige Einheitstensor auch als T = 1&1 angeben.

Transponierte und Inverse

Die Transponierte eines zweistufigen Tensors erhilt man eindeutig durch Vertauschen
seiner beiden Indizes. Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete Inverse eines dreistufigen
Tensors T sowie die Inverse eines vierstufigen Tensors A seien wie angegeben definiert.

[A]; = [A];
[T }Zk = [T ]k” (A.5)

{ A ]i,Tjkl = [ A ]iljlc

Mit der in (A.3) vereinbarten Notation lift sich die Transponierte des vierstufigen Fin-
heitstensors auch als Z¥ = 1®1 darstellen. Das skalare Produkt eines zweistufigen Tensors
mit seiner Inversen liefert den zweistufigen Einheitstensor.

A-A7 =1 (A.6)
Norm eines Tensors

Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschlieflich die mit || o || bezeichnete Ly-Norm von
Vektoren bzw. Tensoren verwendet, die sich wie folgt bestimmen 148t.

la|l=+va-a  sowie |A]l:=VA:A (A7)

Symmetrisch—schiefsymmetrische Zerlegung

Jeder zweistufige Tensor (o) 188t sich eindeutig additiv in einen symmetrischen Anteil
(#)*¥™ und einen schiefsymmetrischen Anteil (@)% zerlegen. Insbesondere gilt diese Zer-
legung in der im folgenden angegebenen Form auch fiir den vierstufigen Einheitstensor ZI.

1 - 1
A= A+ AW it AT :=§[A+A1 ] und AS’“"::-2~[ A- AT (A8)
A8
1 1
T=Tw 4 T% mit T = [T+I7] wd I = (I-I7 |
Jeder symmetrische Tensor ist identisch zu seiner Transponierten A%¥™ = AT  wihrend
ein schiefsymmetrischer Tensor seiner negativen Transponierten A%Y = — AskwT opt.

spricht .

Volumetrisch—deviatorische Zerlegung

Ein zweistufiger Tensor (e) 1a8t sich eindeutig additiv in einen volumetrischen Anteil ()**
und einen deviatorischen Anteil ()% zerlegen. Tnsbesondere it sich diese Zerlegung
auch fiir den vierstufigen Einheitstensor angeben.

A=Al 4 Aler pip Avl =) [4:1]1 und A% :=A - A%
3 (A.9)

I =1 +7I% mit I .= 1®1 und ZI% =T - T

W=
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Der deviatorische Anteil eines zweistufigen Tensors 18t sich damit auch als skalares Pro-

dukt des jeweiligen Tensors mit dem vierstufigen deviatorischen Einheitstensor angeben,
Adev — Idev CA.

Invarianten
Die Hauptinvarianten eines zweistufigen Tensors A seien mit I}, I, und I3 bezeichnet. Thre
partiellen Ableitungen beztiglich des Tensors A ergeben sich in der angegebenen Form.

I, = A1 mit gi% =1

L = [[A:1P - A%:1] /2 mit g% = L1-A (A.10)
. . aly 7

I3 = det A mit, A I A

Hierbei wird die erste Invariante I; als Spur und die dritte Invariante I3 als Determinante
des Tensors A bezeichnet. Insbesondere ist bei der Entwicklung von Materialgesetzen die
negative zweite Invariante des Deviators A% von Interesse, die im allgemeinen mit J,
bezeichnet wird. Es gilt
dev 2 dev?2 : 8J, dev

Jpi=—[[A% 1] - A% 1] /2 mit ﬂ:A (A.11)
so daf} sich die zweite Invariante des Deviators auch direkt als Jo = 1/2 A% ; Adv
angeben 14ft.

Hauptachsentransformation

Jeder symmetrische, reellwertige Tensor zweiter Stufe A besitzt drei orthogonale Haupt-
achsenrichtungen und drei reellwertige Eigenwerte A;, A;; und A;j;. Diese lassen sich als
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

AA-LA+LA-T;=0 (A.12)

mit den Invarianten gemdf Gleichung (A.10) bestimmen. Die zugehdrigen normierten
Hauptrichtungen n;, n;; und ny; sind die Losungen des folgenden homogenen Glei-
chungssystems.

[A= A1 n;=0 Voi=1I111II (A.13)

Gradient und Divergenz

Der Gradient einer hinreichend differenzierbaren skalarwertigen Funktion f(z) bzw. einer
vektorwertigen Funktion f(x) liefert gemifl der folgenden Definition eine vektor— baw.
tensorwertige Funktion, g(x) bzw. G(x) deren Komponenten sich wie folgt darstellen

lassen.

(Vo fl@) ], = [f®)];, = [ g(=)];

[ V. f(z) ]ij [ f(=z) ]” = [G(z) ]ij
Hierbei bezeichnet [V;(e)], = 8(e)/0 [z], die Komponenten des Gradienten beziiglich
der kartesischen Koordinaten x. Der zugehorige Gradient soll im Rahmen dieser Arbeit

vereinfachend mit V bezeichnet werden. Zur Unterscheidung sind die Komponenten des
Gradienten beziiglich der isoparametrischen Koordination [Ve¢(e)], = 8(e)/d[¢], mit dem

(A.14)

il
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Index ¢ gekennzeichnet. Die Divergenz eines Vektorfeldes g(x) bzw. eines zweistufigen
Tensorfeldes G(x) liefert entsprechend eine skalar— bzw. vektorwertige Funktion f bazw.
f, deren Komponenten sich wie folgt darstellen lassen.

[ g(=) ]i,i = [ f(z)]
[G(=) ]ij,j = [fl2) ],

i

[div g(=) ]

[ div G(a) ], (419

i

Gateaux Ableitung

Die GATEAUX Ableitung stellt eine spezielle Form der Richtungsableitung dar. Mit den
vorgegebenen Richtungen Az, Az bzw. AX lassen sich die GATEAUX Ableitungen einer
skalar—, vektor— bzw. tensorwertigen Funktionen IT in der nachfolgenden Form angeben.

__oll(x) o d N
All(z) = B 1~(16H($+5AJL)|(:0 V z2€R
. (=) _d Rdim A.l6
All(z) = o Am—azﬂ(ereAm)}C:O V zelR ( )
__OI(X) _d i XTdim
Integralsitze

Mit Hilfe des nachfolgenden GAUSS’schen Integralsatzes lassen sich Volumenintegrale in
Flachenintegrale umwandeln.

/ diva dV = / a-ndA

5 v o (A17)
/ divA dV = A-ndA

B o8

Insbesondere ist die Anwendung des Integralsatzes fiir tensorwertige Funktionen bei Her-
leitungen im Rahmen der Finite Element Methode von Interesse.

Heaviside Funktion und Macaulay Klammern
Im Rahmen dieser Arbeit bezeichne H(e) dic HEAVISIDE Funktion. Weiterhin seien die
MAcauLAY Klammern mit (e) bezeichnet.

_J 1 fir (e)>0 o (o) fiir (o) >0
H{e) := { 0 fir (o) <0 (@) = { ) (A.18)

Es gilt dementsprechend der Zusammenhang H(e) = (o) /(e) .

Spezielle Formeln fiir Rang—Eins modifizierte Tensoren

Mit Hilfe der SHERMAN-MORRISON Formel ist es moglich, die Inverse eines zweistufigen
Tensors, der sich aus der Rang-Eins Modifikation eines reguliren Tensors A darstellen
188t, direkt anzugeben.

Al u@u- A7
7o AT u
Die Determinante eines zweistufigen Tensors, der sich aus der Rang-Eins Modifikation
eines reguldren Tensors A darstellen 148t, kann in der folgenden Form angegeben werden.

detfA+ou@v]=deatA{l+av A" u] (A.20)

[A+usv]'=4"- (A.19)



Anhang B

Numerische Integration iiber den
Raumwinkel

Das Integral der GréBe (o) iiber den Raumwinkel Q 18t sich mittels der numerischen
Integration durch Auswertung an n,,, diskreten Integrationspunkten approximieren.

Tnp

4:; /ﬂ(o) d) = Z(O)I w! (B.1)

I=1

Jeder der n,,, Integrationspunkte kann im Rahmen der Microplane Theorie einer Mikro-
ebene zugeordnet werden. In dieser Arbeit wurde ausschlieBlich eine Raumwinkelintegra-
tion mit Ny, = 42 Punkten durchgefithrt. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften
ist jedoch eine Untersuchung mit n,, = 21 Integrationspunkten pro Hemisphiire ausrei-
chend. Fiir den abgebildeten Fall mit n,,, = 42 Mikroebenen fillt auf, daff die Flichen
der einzelnen Mikroebenen keine einheitliche Gréfe aufweisen. Dies ist auf eine Wahl von
nicht-Aquidistanten Integrationspunkten zuriickzufiihren und #duBert sich in unterschied-

lich grofien Wichtungskoeffizienten w?.

Q w=0.1190 <:> w=0.1524

Abbildung B.1: Numerische Integration mit 42 Integrationspunkten bzw. 42 Mikroebenen
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AUNVITAING D,

INUNLEIUD UL IN TEGHRATION UBEK DEN RAUMWINKEL

Abbildung B.1 zeigt die riumliche Verteilung der zugehérigen Mikroebenen. In Tabelle
B.1 sind die Normalenvektoren sowie die zugehorigen Wichtungskoeffizienten der einzel-
nen Ebenen nach BAZANT & Oun (18], [19] zusammengestellt.
Alternative Integrationsvorschriften fiir regelmafige Polyeder wie beispiclsweise mit 7, =
20 Mikroebenen gemifl Abbildung 4.7.1 in Abschnitt 4.2.3 lassen sich einer Untersuchung
von ALBRECHT & COLLATZ [3] entnehmen. Eine umfangreiche Zusammenstellung nicht—
dquidistanter Integrationspunkte, beispielsweise mit Ty = 32 oder ny,, = 122 Mikroebe-
nen pro Raumwinkel, wie sie in Abbildung 4.7.2 und 4.7.4 dargestellt sind, findet sich in
STROUD {204].

x-Koordinate

y-Koordinate

z-Koordinate

w Wichtung

O 0 7 O G AW N

e e e
I I )

15
16
17
18
19
20
21

0.187592474085
0.794654472292
0.794654472292
0.187592474085
0.794654472292
0.187592474085
0.577350269190
0.577350269190
0.934172358963
0.577350269190
0.934172358963
0.934172358963
0.577350269190
0.577350269190
0.577350269190
0.356822089773
0.356822089773
0.356822089773
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000

0.000000000000
-0.525731112119
0.525731112119
-0.850650808352
0.000000000000
0.850650808352
-0.309016994375
0.309016994375
0.000000000000
-0.809016994375
-0.309016994375
0.309016994375
0.809016994375
-0.500000000000
0.500000000000
-0.809016994375
0.000000000000
0.809016994375
-0.500000000000
-0.500000000000
-1.000000000000

0.982246946377
0.303530999103
0.303530999103
-0.491123473188
-0.607061998207
-0.491123473188
0.755761314076
0.755761314076
0.356822089773
-0.110264089708
-0.178411044887
-0.178411044887
-0.110264089708
-0.645497224368
-0.645497224368
0.467086179481
-0.934172358963
0.467086179481
0.866025403784
-0.866025403784
-0.000000006000

0.1190476190478
0.1190476190478
0.1190476190478
0.1190476190478
0.1190476190478
0.1190476190478
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
(0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808
0.1523809523808

Tabelle B.1: Integration mit 21 Punkten - Koordinaten und Wichtungskoeffizienten
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