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Zusammenfassung

Indervorliegenden Arbeit wird ein auf der Verschiebungsmethode ba-
sierendes finites Elementkonzept zur Berechnung von Platten und Scha-

len bei stofflicher und geometrischer Nichtlinearitdt vorgelegt,

Ausgegangen wird von einer inkrementellen Gleichgewichtsaussage in
totaler oder mitgehender Lagrange-Formulierung, Den konstitutiven

Beziehungen liegt das Verhalten elastoplastischer Werkstoffe zugrunde,

Die Elemente werden iber einen "DegenerationsprozeR', verbunden

mit einer numerischen Integration iiber die Elementdicke, erzeugt,

Den Abschlul der Arbeit bilden Anwendungen. Diese haben zum Ziel,
das eigene Konzept zu verifizieren, typisches geometrisch und stofflich
nichtlineares Tragverhalten aufzuzeigen und enden mit einer praxis-

orientierten Aufgabe,

Summary

Using the displacement method a finite element concept is presented

for material and geometric nonlinear analysis of plates and shells,

Starting point is an incremental equilibrium equation in total and up-
dated Lagrangian formulation, The constitutive relations are based on
elastoplastic material models, The concept of "degeneration' is em-
ployed in connection with a numerical integration procedure over the

element thickness to develop the elements presented herein,

Various examples are following to verify the elements and to illustrate
typical material and geometric nonlinear structural behaviour. They

end with an application of practical interest,

Resumé

Se fondant sur la méthode des déplacements un concept d’ éléments finis
est présenté pour 1’analyse matérielle et géometrique non-linéaire

des plaques et des coques,


ibbaf
Textfeld


2

Une équation incrémentelle d’ équilibre en formulations lagrangiennes
totale et mouvante représente le pointde départ. Les relations constitu-

tives sont basées sur des modéles de matériaux élastoplastiques,

Unprocessus de "'dégénération" est employé en liason avec une intégra-

tion numérique sur 1’ epaisseur pour développer les &éléments,

Plusieurs examples suivent, vérifiant 1’ adéquation des &léments et
illustrant le comportement typique sur le point de vue de la nonlinéarité
géometrique et matérielle. En fin d’ ouvrage une question d’intérét

pratique est examiné,
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Bezeichnungen

Indizierung
links_ oben m Wirkungszustand t = m
unten n Bezugszustand
rechts oben e elastisch
p plastisch
! deviatorisch
unten i, i,k Komponenten des kartesischen Koordi-

natensystems (i,j,k=1,2,3)

] Ableitung nach der j-ten Koordinate

Geometrie, Verschiebung, Verzerrung, Spannung

My Koordinate im Zustand m (i = 1,2,3)
' 3 My

e = Deformationsgradient
ntLi g0

. . ]
mui Glesamtverschiebungen im Zustand m
Eh Verschiebungsinkrement
f)n i Green-Lagrange-Verzerrungstensor
geij (Buler-) Almansi-Verzerrungstensor
omsij Kirchhoff- (Kirchhoff-Piola 11.) Spannungstensor
(r)“”rij Lagrange- (Kirchhoff-Piola I.) Spannungstensor
m B o
mTij (Euler-) Cauchy-Spannungen
rr:lti Oberflichenkraftkomponente } im Zustand m,
;nfi Volumenkraftkomponente bezogen auf n
mp spezifische Masse

Werkstoff und konstitutive Groflen

" Elastizitdtsmodul

v Querdehnzahl



o} oy

F' o R

Y
de

(]
de

m,

n Cijkl;

¥

f

g

- 21 -

einachsige Fliefspannung

Tangentenmodul mit 0, ¢ Grifen
des einachsigen

plastischer Tangentenmodul Vergleichszustands

konstitutiver Tensor im Zustand m, bezogen auf n

(Anfangs-) Fliefbedingung
Verfestigungsfunktion

Verfestigungs ansatz

Matrizen und finite Element-Bezeichnungen

o]

1

By sy B
o O o

SB Eg

Operatormatrix, lineare Kinematik
Operatormatrix fir die Verschiebungsableitungen

konstitutive Matrix

»

Vektor der Verschiebungsableitungen R TR T
ni,j’ ni,j

m
Vektor der Verzerrungen n€ij

s B

nij
linearer, nichtlinearer Anteil von n€
Vektor der verallgemeinerten inneren Knotenkrifte
Jacobimatrix
inkrementelle Gesamtsteifigkeitsmatrix
geometrische Steifigkeitsmatrix
Vektorder verallgemeinerten duBeren Knotenkréfte

; m

Vektor der Kirchhoff-Spannungen osij

Vektor der Cauchy-Spannungen Ell'r i
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y , U Vektor der Knotenverschiebungen mui, u,

k zum Knoten k gehérend

M Gesamtzahl der Knoten am Element

r,s,t lokale Koordinaten

[ Interpolationsfunktion

o (k), ¥ (k) Winkel der Normalen am Knoten k

h(k) Dicke, gemessen auf der Normale in k

a k), B(k) Winkelinderungen (Rotationsfreiheitsgrade)ink

Sonstige Bezeichnungen

d™a differentielles Flichenelement im Zustand m
dmv k differentielles Volumenelement im Zustand m
mni Komponente der Flichennormalenim Zustand m
m, ., . . . i .

oW, bW virtuelle innere/#uBere Arbeit im Zustand m

Abmessgungen

L Linge

B Breite

I Dicke

R Radius

A, B Seitenabmessungen

Nichtmetrische Einheiten

1 in = 25,4 mm
1 1b = 4,45 N
. - 3 - s b _ N
1 ksi 10° psi 10 T 6,895 e



- 28 .

1. RBinleitung und Ziel der Arbeit

In den letzten Jahren haben numerische Rechenverfahren in das In-
genieurwesen Eingang gefunden, die es ermdglichen, das Tragverhal-
ten allgemeiner Strukturen bis hin zu Versagenszusténden zu beschrei-
ben. Dazuwurden Rechenmodelle entwickelt, die durch die Mitnahme
geometrischer und stofflicher Nichtlinearitdt dber den engen Bereich

linearer Approximationen hinaus Giiltigkeit besitzen.

Anerster Stelle allgemeiner Anwendung steht die Methode der finiten
Elemente (FEM), die inzwischen eine fast zwanzigjihrige Geschichte

nichtlinearer Entwicklung aufweisen kann,

Beglinstigt wurde die schnelle Ausdehnung von linearen auf nichtline-
are Probleme durchdie zeitlich parallel verlaufende Leistungssteige-
rung groBer digitaler Rechenanlagen und der damit entstandenen Mog-
lichkeit, zuvertretbaren Kosten die Lésung nichtlinearer Aufgaben auf

numerischem Weg anzugehen.,

Auf der anderen Seite wurde das Ingenieurwesenin den letzten Dekaden
von der Realisierung auergewthnlicher Projekte geprigt. Besonders
hohe Anforderungen an die Sicherheit und Wirtschaftlichkeit der Kon-
struktionen etwa in Luft- und Raumfahrt, Meerestechnik oder im Kraft-
werksbau lieferten AnstdBe, vorhandene rechnerische Methoden wei-
terzuentwickeln. Die nichtlinearen Erweiterungen der Methode der *
finiten Elemente detailliert und historisch genau wiederzugeben, f&lli
aufgrund der Vielzahl und Verschiedenartigkeit aller Entwicklungen
schwer. Clough, der der Methode ihren Namen gab, hidlt dies in 27}
fir "a task for specialists in the history of engineering science'. So
soll hier nur eine kurze Zusammenfassung einiger Trends gegeben

werden.

Die ErschlieBung nichtlinearer Anwendungen vollzog sich zunéchst

getrennt nach geometrischer und stofflicher Nichtlinearitét.

Die Begriffe "geometrische Steifigkeit' und "' Anfangsspannungsmatrix'
wurden 1960 von Turner u.a. [ 83) eingefiihrt und fir ein Balken- und

ein Membranelement abgeleitet. Ende der 60er Jahre liegen dann auch
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fir Schalenelemente geometrisch nichtlineare Formulierungen vor,
Diese sind jedoch weitgehend auf die Ldsung linearer Beulprobleme
iber eine Eigenwertanalyse beschrinkt, Geometrischnichtlineare Vor-
génge unter Einschlufl grofer Verschiebungen, Rotationen und Verzer-
rungen konnen nicht gelést werden. Erst Mitte der 70er Jahre gelingt
es, durch konsequente kontinuumsmechanische Herleitung eine allge-
meine Basis zufinden. Alternative Moglichkeiten zur Darstellung der
Bewegungsgleichungen werden klar herausgearbeitet, die Gleichge-
wichtsbeziehungen in inkrementeller Form angewendet und Spannungs -
und Verzerrungsgrodfen prizise definiert. Beispielhaft ist die Arbeit

von Bathe, Ramm und Wilson [ 107,

Nichtlineares Stoffverhalten wird erstmals 1965 in Arbeiten von

Argyris [4) und Pope [ 69] behandelt, Zugrunde gelegt ist ein elasto-
plastisches Material., In der Folgezeit werden Modelle fir andere
Werkstoffe vorgelegt, so z, B, fiir Beton, Kunststoffe und Bdden. Die
gleichzeitige Behandlung geometrischer und stofflicher Nichtlinearitdt
bleibt selten und ist vorwiegend auf ebene oder achsensymmetrische
Probleme beschrinkt, Danebenist die Diskussion geeigneter Schalen-
elemente filr den geometrisch nichtlinearen Fall noch in vollem Gang.
Neue Anregungen gingen von Ahmad, Irons und Zienkiewicz aus, die
in [ 2] vorschlagen, Schalenelernente nicht auf klassischem Weg liber
eine Flichentheorie, sondern iiber einen sogenannten Degenerations-
prozef abzuleiten, Schwierigkeiten bei der Anwendung auf sehr diinne
Schalenverzogerten jedoch die allgemeine Anwendung, bis deren Ur-
gachen erkannt und mit speziellen Integrationstechniken umgangen

wurden,

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, finite Elemente zur Berechnung
allgemeiner Platten und Schalen bei geometrischer und stofflicher
Nichtlinearitét vorzulegen und deren Anwendungsbereich zu diskutie-
ren. Es werden nur statische Untersuchungen vorgenommen. Dem
Gesamtkonzept liegt die Verschiebungsmethode zugrunde; die Fle-

mente werden liber Degeneration géwonnen,

Dazu wird in den einzelnen Abschnitten auf folgende Fragestellungen

eingegangen:
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Der zweite Abschnitt enthlt eine Zusammenstellung der stoffunabhén-
gigen Gleichungen. Nach Einfithren der Spannungs - und Verzerrungsbhe -
griffe werden die Gleichgewichtsbeziehungen fir die totale und die mit-

gehende Lagrange-Formulierung in inkrementeller Form abgeleitet.

Im dritten folgen die Grundgleichungen elastoplastischen Werkstoffver-
haltens im Rahmen der klassischen phinomenologischen Theorie, be-
stehend aus FlieBbedingung, Verfestigungsfunktion und FlieBgesetz.
Verwendet wird die v. Mises-Fliefbedingung und das FlieBgesetz fur
idealplastischen und isotrop verfestigenden Werkstoff, Besonders ein-
gegangen wird auf die Anwendung der Stoffgleichungen bei geometrisch
nichtlinearen Vorgéngen. Endliche, grofle plastische Verzerrungen

werden ausgeschlossen,

Thema des vierten Abschnittes ist die Efzeugung spezieller finiter Ele-
mente flir geometrisch und stofflich nichtlineare Anwendungen, Dazu
wird vom Konzept der sogenannten Degeneration Gebrauch gemacht. Die
im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Elementtypen sind in Tafel 1.1
zusammengefafit, Sie basierenaufden bei Ramm [ 73] far den stofflich

linearen Fall abgeleiteten Elementen,

eben /
Typ achsensymmetrisch Platte/ Schale
Form TR S
z ™~ 7
L. L
y X
erzeugt durch - ebener Spannungszustand dreidimensionalas
Degeneration - gbener Verzerrungszustand Kontinuum
aus - Achsensymmetrie
Anzahl Knoten 2 bis 5 8,9 oder 16

Tafel 1,1: Entwickelte Elementtypen
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Die Brfassung der sukzessiven Plastizierung des Querschnittes ge-
schieht tiber ein Rechenmodell, beidem beliebig viele Integrationspunk-

te iber die Elementdicke angeordnet werden kénnen (''Schichtpunkte').

Der fiinfte Abschnitt enthélt numerische Anwendungen, Iﬁ Vordergrund
stebt dabei zundchst die Absicht, die mit dem eigenen Rechenkonzept
erzielten Lésungen anhand im Schrifttum verfligbarer Ergebnisse zu
verifizieren. Danebensollen typische Phénomene des Tragverhaltens
bei geometrischer und stofflicher Nichtlinearitét aufgezeigt werden.
Das letzte Beispielist eine Parameteruntersuchung zum Tragverhalten
imperfekter Platten unter Lingslast. Hier soll mit einer Fragestel-
lung des Stahlbaus die Reihe der akademischen Beispiele verlassen
werden und die Brauchbarkeit des vorliegenden Konzepts fiir die Lo-

sung praxisorientierter Aufgaben gezeigt werden.



- 27 -

2. Die stoffunabhingigen Gleichungen des Kontinuums

2.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Der verwendeten finiten Elementformulierung liegt als zentrale Aus-
sage eine inkrementelle Darstellung des Prinzips der virtuellen Ver-
riickungen (P.d.v.V.) zugrunde, Diese soll im folgenden Abschnitt

fir das geometrisch nichtlineare Problem abgeleitet werden,

Zur Beschreibung der Bewegung eines Korpers werden die Ortsvek-
toren seiner Korperpartikel und die Zeit t als unabhéngige Variable
verwendet, Die Ortsvektoren werden in einer beliebig whhlbaren Be-
zugskonfiguration gemessen, Nach Truesdell [ 82] ist dies eine "Be-
zugsbeschreibung'' (referential description) des Bewegungsvorgangs.,
Daneben wird auchdie Bezeichnung "'Materialbeschreibung' (material
description) verwendet, dadie Ortsvektoren gleichzé‘itig die materiel-
len Partikel des Korpers kennzeichnen. Die Ortsvekioren sind die
materiellen Koordinaten, Wird als Bezugssystem die Ausgangskon-
figuration zur Zeit t = 0 verwendet, istes Gblich, von einer "Lagrange-
Darstellung” zu sprechen. Im folgenden soll diese jedoch "totale

Lagrange-Darstellung! (T. L. ) genannt werden, im Unterschied zu der
mitgehenden (updated) Lagrange-Darstellung (U.L.)., Dort wird die
aktuelle Ausgangslage vor dem Inkrement als Bezugskonfiguration

gewdhlt,

Die Zeit t hat fiir denhier behandelten statischen Fall nicht die Bedeu-
tung eines echten Parameters. Sie dient nur zur Kennzeichnung des

inkrementellen Vorgangs.

Fir die kontinuamsmechanischen Grundlagen wird auf das L.ehrbuch
von Malvern [ 59] verwiesen, wihrend die Herleitung der inkrementel-
len Form des Prinzips der virtuellen Verriickungen der Arbeit von

Bathe, Ramm und Wilson [10] und der von Ramm [ 73] folgt.

2.2 Schreibweise und Bezeichnungen

Verwendet werden raumfeste kartesische Koordinaten, die es erlau-
ben, zugunsten einer Indexschreibweise (i,j ... = 1,2, 3) auf den Ten-
sorformalismus zu verzichten, Es gelten die Summenkonvention und

das Kronecker-Symbol 6ij'
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Fiir den inkrementellen Vorgang ist es erforderlich, die Lage bzw.
den Wirkungszustand m und den Bezugszustand n einer Gréfle zu un-
terscheiden und zu kennzeichnen. Dazu werden links oben und unten
stehende Indizes eingefihrt, Eine inkrementelle Grofe wirkt zwischen
zwei Lagen und hat daher keinen linken oberen Index m fir den Wir-

kungs zustand.

Zum Beispiel bedeuten

nliaij wirkt in der Lage m und ist bezogen auf n,
naij inkrementelle GréBe, bezogen auf n.

Partielle Ableitungen nach einer Koordinatenrichtung werden durch

ein Komma abgekirzt,

Zum Beispiel My = L
n i, n
3 Xj

Zu beachten ist, dal muj nicht die m-te Ableitung ist, sondern

3™, 2 3 (Mu)
i i
und ebenso & mui I (mui)
2.3 Déformations- und Spannungsbegriffe

2.3.1 Deformationsgradient

In Bild 2-1 ist ein differentielles Linienelement zwischen den Punk-
tei’ P und @ eines Korpers in der unverformten Ausgangslage t = 0

und in einer Konfiguration zum Zeitpunkt t = m dargestellt.

Bild 2.1: Verschiebung, Dehnung und Drehung des

Linienelements
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Fir die Koordinaten im Zustand m gilt mit den Verschiebungen:

% = x4+ u, (2. 1)

d7x, = Tx, . dox, (2.2)

S (2. 3)

2.3.2 Verzerrungen

Verwendet wird der Green-lagrange-Verzerrungstensor. Dieser ist

wie folgt definiert:

m_;_a)z - (@) - 2 e d°x, doxj (2. 4)

{d i

Mit dem Deformationsgradienten erhilt man:

m 1l pm m
]

0% T 2" 0¥k i o7k, j 83 (2.5)

Mit (2. 1) 156t sich der Green-Lagrange~Verzerrungstensor durch die

Verschiebungsableitungen darstellen:

1l -m m m m
e, 5 [ 0%, + 0%, o g ouk,jm]

%1 (2.8)

Als weiteres MaBwird der (Euler-) Almansi-Verzerrungstensor einge-

fiibrt, der auf die Koordinaten des Wirkungszustands m bezogen ist:

m

- m ! s ™ m ]
m ij

.1 )
2w T T m%i mUk

2.7

2.3.3 Spannungen

Verwendet wird der (Euler-) Cauchy-Spannungstensor 271_.. Far die
Koraponenten des Spannungsvektors nmw.ti gilt mit den Komponenten dexr

Normale mrx;j auf das Flichenelement d ™a:
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t, = T.. n, (2. 8)

Weiter bendtigt wird der symmetrische Kirchhoff-Spannungstensor
i)nsij (auch 2. Kirchhoff-Piola- oder Trefftz- oder Kappus-Spannungs -
tensor), Mit der Nanson-Formel fiir die Anderung des Flichenele-

ments, siehe [59],

o
mn. dma = 2 On. Ox R doa (2. 9)
J m, 7 mTk,j
und mit der Jacobi-Determinante
m OD
J = det] "x, | = —/—— (2.10)
0’1, ] my

ergeben sich die Komponenten des Kirchhoff-Spannungstensors aus

den Cauchy-Spannungen:

o)
m p o o m
PR 2.11
o°ij T my m'ik m®jL m" kb (2.11)
2.4 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen in inkrementeller
Form

2.4.1 Inkrementelle Zwischenlagen

Fur die Inkrementierung werden die in Bild 2.2 dargestellten Zwi-

schenlagen unterschieden,

Ausgangs - vor dem nach dem
Kontiguration Inkrement Inkrement

tx3 t=0 t=1 t=1+At=2

X2

Bild 2. 2: Inkrementelle Zwischenlagen
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Die Bewegung sollbis zur Lage t = 1 bekannt sein. Gesucht ist die um

das endliche Inkrement At benachbarte Lage 2 = 1 + 4t

Fiir die Verschiebungen und das Verschiebungsinkrement gilt:

u, = “u, + u, (2.12)

2.4.2 Inkrementelle Verzerrungen

Fiir die Green-Lagrange-Verzerrungen im Zustand m = 1 gilt:

1 1.1 1 1 1
0% " 3 Lo, it oY1t 0%, o'k,j (2.18)
Im Zustand m = 1 + A = 2 gilt mit (2. 12):
2e = rrlu wou atu w 4w tu
o ij 2 "oi,j oi,j o4, i oji oki okj
+ Ly (2. 14)

u, o, ouo ok uo . ow ok uo L W
ok,i ok,j ok,i ok j oki ok,j
Werden die in den unbekannten Verschiebungsinkrementen linearen

Terme und die quadratischen Terme fiir sich zusammengefalt, érhilt

man:

1 ) ;
= 2 +
0% = 2 Lo%it 0%t o't o'kt otk okl (1Y)
1
= 2.
onij 2 ouk,i ouk,j (2.16)
Damit wird:
ze“ = 1@... + e, + mn,., = ls,, + e, (2.17)
o ij o ij o ij o 'ij o ij o ij

Die analoge Aufspaltung des Almansi-Verzerrungstensors ergibt:

- L
1eij =3 [lui,j + 1uj,i] (2.18)
= L
M 73 1M1 1%k (2.19)
und
= e+ M. (2. 20)
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2.4.3 Spannungsinkremente

DieSpannungender Lage m =2 werden inkrementiert, Fiir den Bezugs-

zustand n = 0 erhdlt man:

2
s, = 1s.. + 8., (2.21)
o ij o ij o ij

und fir n = 1:

11
ofiy T 1Ty 1%y (2.22)

2.4.4 Innere virtuelle Arbeit im gesuchten Zustand m = 2

Im folgendensollaus der duBeren virtuellen Arbeit im Zustand m = 2
ein Ausdruck fiir die innere virtuelle Arbeit abgeleitet werden. Mit

dem Prinzip gilt:

2 o2
bWy, = - TOW, (2.23)

Flir die Herleitung wird vorausgesetzt, dafl das Gleichgewicht im In-
nern und am Rand erfiillt ist. Die virtuellen Verriickungen sollen
kinematisch zulissigund klein sein. Bezugszustand ist die Ausgangs-

lage n = 0. Fir die duBere virtuelle Arbeit gilt mit den Oberflichen-

kréaften z‘c, = On. 2'r.. und den Volumenkriften 2f,:
o] Jo Jn oi
%ow,_, = [ °n Zro8% d%+ [ 2 6%k d%
(a) j o il i o1i i
Ca Oy (2.24)

Nach Anwendung des Gauss-Integralsatzes auf das erste Integral und

mit dem Gleichgewicht im Innern:

2'r + 2f

e .= 0 (2.25)
o ji, ] o'
wird (2, 24) zu:
2 ~ 2 2 0
) W(a) = f 0T © 0% d v (2.26)
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Umgeformt auf die Kirchhoff-Spannungen ergibt sich

Slhw, s Bw = [ % B ek af
(i) (a) gy Odi o k, j ok, i
= I 25 8%¢. 4% (2.27)
0 i o]
Oy

inkrementiert mit (2.17), (2.20) und (2.21) unter Beachtung von

8%¢. =56 ¢.. und ble. =5 e, (2. 28)
0 "ij o ij o "1ij o ij

2 o [«
- = 3} g
5W(L) ‘f % 06113 d v+‘f oqij 607113 d v
v Oy
. o \ -
+ J' osij 6oeij dv (2.29)
oy .

2.4.5  Tterationsgleichungen

Die Spannungsinkremente osij der Gleichung (2.29) sollen durch ein
inkrementelles Stoffgesetz der Form

%5 7 okt ofke

(2.30)
aus den Verzerrungsinkrementen Eit bestimmbar sein. Auf die Her-
leitung wird sp#ter noch ausfihrlich eingegangen. Gleichung (2.29)
wird geordnet nach unbekannten inkrementellen Groflen und den bekann-
ten GroBen des Zustands 1, Man erh&lt einen nichtlinearen Ausdruck
inden unbekannten Verschiebungsinkrementen U, Da eine direkte Lo~
sung allgemein nicht mdglich ist, linearisiert man, der begangene
Fehler muB anschlieBend iterativ beseitigt werden, Die Iterationsglei-
chungen ergeben sich nach [ 73] mit den Ubergéngen

oeij - oeij und 1€ij - 1eij (2.31)
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fir die totale Lagrange-Darstellung (T, L.)

1 1
I o “ijrs OXL,S ouL,r oxk,j
Oy

u- .
o k,i

+
0.

515 o%%,j O ok, i

]

1
o
v
R 11
6W(a) - -F osij oxk,j
Oy

uo.
o k,i

2

dv

und

J' C,. e b

o ijrs o rs o ij
Oy

B 1
= 5 W - ‘f osij

\%

e,.
o ij

e,. d0v+‘f 1s.. M.
0 ij o ij
Oy

dO

v

fir die mitgehende Lagrange-Darstellung

. 1
I 1Curs 1%,r %1%, 47

1V
+J

1y
2

1
1T 1%,5 %1%,

=
E

d 1

v

und

1
o
o
o
<
+
3

[ ¢

ijrs 1°rs ° 1% 174§

(2.32.1)

(2.32.2)

(2.33.1)

(2.33.2)
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3. Die Materialgleichungen des elastoplastischen Werkstoffs

3.1 Allgemeines

Zielder folgenden Ableitungen ist es, das Verhalten elastoplastischey
Werkstoffe zu beschreiben, Hierzu wird die Plastizitétstheorie ver-
wendet, Dadiese in Lehrbiichern [(41], [70], [ 75] ausreichend darge-
stellt ist, sollen hier Grundlagen nur soweit abgeleitet werden, wie
dies zur Beschreibung des entwickelten Rechenmodells erforderlich

ist.

Ausgangspunkt bilden zwei Modelle fiir das Verhalten im Werkstoffver-

such, der elastisch - ideal plastische und der elastisch - plastisch

verfestigende Kérper. Diese dienen zunichst zur phinomenologischen
Beschreibung plastischen Werkstoffverhaltens und zur Einfilhrung eini-

ger Begriffe,

Im weiteren werden fiir die Beschreibung mehrachsiger Zustinde FlieQ-

bedingung, Fliefgesetz und Verfestigungsfunktion abgeleitet,

Die FlieBbedingung driickt den Fliefbeginn bei mehrachsiger Beanspru-
chung durchden einachsigen Vergleichszustand (Zugversuch) aus, Die

Verfestigungsfunktion beschreibt die Modifikation der FlieBbedingung
wihrend plastischem FlieBen. Das Fliefgesetz verkniipft die differen-
tiellen plastischen Dehnungen mit den Spannungen und bildet so die

Grundlage fiir die Ableitung der konstitutiven Beziehung in Form einer

differentiellen Spannungs-Dehnungs - Beziehung, Kurz eingegangen wird
auf eine alternative Méglichkeit, das Stoffgesetz in finiter Form anzu-
geben, Ausfithrlich eingegangen wird auf die im Zusammenhang mit

numerischen Rechenverfahren heute gebréuchlichen Verfestigungsmo-
delle,

SchluB des Abschnitts bilden Erweiterungen zur Ubertragung der abge-

leiteten Beziehungen auf geometrisch nichtlineare Vorginge,

3.2 Modelle plastischen Werkstoffverhaltens

Dem einachsigen Zugversuch komimt in der Plastizitéitstheorie grofe
Bedeutung zu; insbesondere da er als Vergleichszustand fiir das mehr-

dimensionale Verhalten dient.
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Zur Approximation des wirklichen Verhaltens gibt es zwei Arten von
N#herungsansitzen, Die bereichsweise lineare Darstellung der Span-
nungs-Dehnungs -Kurve - vonder hier Gebrauch gemacht wird - und die
Néherung in Form eines Potenzgesetzes nach Ramberg -~ Osgood, die

fir analytische Untersuchungen geeignet ist.

Bild 3. 1 zeigt die im folgenden verwendete bilineare Approximation fir
denelastisch - ideal plastischen und den elastisch ~ plastisch verfesti-

genden Korper,

verfestigend

g €

Bild 3. 1: Modelle des einachsigen Zugversuchs

Anhand der in Bild 3. 1 dargestellten Spannungs -Dehnungs -Kurven sol-
len zunichst die prinzipiellen Eigenschaften der Modellkdrper erliu-
tert werden, Unterhalb der Flielgrenze verhalten sich beide linear
elastisch. Oberhalb O tritt plastisches Fliefien auf, Dies ist dadurch
gekennzeichnet, daB nach anschlieBender Entlastung der Korper nicht
in seine Ausgangslage zuriickkehrt, Bs treten bleibende plastische
Verformungen auf. Daraus folgt, ein plastischer Korper verhdlt sich
nicht reversibelhinsichtlich der Verformung. Spannungen und Dehnun-

gen hingen von der Belastungsgeschichte ab.

3.3 Mehrachsiges Verhalten

3.3.1 Voraussetzungen

Pir die Ableitung der Grundgleichungen der klassischen Plastizitéits-

theorie gelten die folgenden Voraussetzungen:
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I Keine Temperaturabhingigkeit

11 Keine Zeitabhéngigkeit

IIx Keine Geschwindigkeitsabhingigkeit
v Kleinheit der Verzerrungen

Zur Behandlung temperaturabhingiger (nicht isothermaler) Prozesse
ist es erforderlich, erweiterte Theorien heranzuziehen. Eine einfache,
fir numerische Modelle geeignete Moglichkeit besteht in der um Tem-
peratureffekte erweiterten klassischen Theorie [63], [72]. Schwieri-
ger fiir die Anwendung sind die auf der Thermodynamik basierenden

konstitutiven Theorien,

Die Beriicksichtigung zeitabhingigen Verhaltens fihrt zur Viskopla-
stizitdtstheorie [62], [68] und damit zu Modellen etwa zur Beschrei-

bung plastischer Kriechvorginge,

Die Kleinheit der Verzerrungenkann fiir das sogenannte "'eingeschrink-

te plastische FlieBen" vorausgesetzt werden. Dies ist im allgemeinen

bei der Analyse von Ingenieurtragwerken gegeben.

Die Grundlagen der Plastizititstheorie lassen sich aber ebenso auf
Probleme mit endlichen Verzerrungen anwenden. Auf Losungskonzepte
beim Vorhandensein endlicher elastischer und plastischer Verzerrun-
gen soll am Ende des Abschnitts kurz eingegangen werden, Erwihnt
werden sollnoch das Vorgehen, wenn die elastischen Anteile ‘gegeniiber
den endlichen plastischen Verzerrungen klein sind und vernachlissigt
werden konnen (z, B, bei Metallformungsprozessen). Hier ist eine Be-
schreibung der Bewegungsgleichungenin einer Raum- (Euler) Darstel-
lung zweckmiBig. Als kinematische Variable verwendet man den Ten-

sor der Deformationsgeschwindigkeiten,

m
9 x
m =—1-(mv + Oy ) mit~ Py, = L
m i 2 "mi,j m j,i° i ot
Weiter vorausgesetzt werden:
A% Kleine Verschiebungen und kleine Rotationen.

Dies wird vorliufig vorausgesetzt, Die Darstellung der Ver-

zerrungen kann mit dem Tensor der infinitesimalen Theorie
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erfolgen, also:
_1
e = 5 (u 4w ) (3.1)

. . : e :
VI Die Gesamtverzerrungen lassen sich mit u, = u, + u? in ela-
i i i

stische und plastische Komponenten zerlegen:

e,, = c?. + e?. (3.2)
1 1j 1)
VII Die elastischen Verzerrungen geniigen dem verallgemeinerten

Hooke-Gesetz:

e _ -1 .
¢~ Py Tw (.3)

VIII Isotropie,

X Stabiles Werkstoffverhalten im Sinne der Postulate von Drucker
[31].
X Das FlieBen ist unabhingig vom hydrostatischen Druck (An-

nahme aufgrund experimenteller Ergebnisse von Bridgman

[ 257, neuérdings Fung [ 36]).

X1 Die plastischen Dehnungen sind inkompressibel.

3.3.2 Form des Stoffgesetzes

Zur Formulierung des Stoffgesetzes bestehen die beiden prinzipiellen
Mbglichkeiten in Form eines differentiellen Gesetzes (FlieBStheorie)
oder in Form einer finiten Beziehung (Deformationstheorie). Hier
sollder Flieftheorie der Vorzug gegeben werden. Auf einige verglei-

chende Aspekte beider Theorien wird im folgenden kurz eingegangen.

Die Deformationstheorie geht auf Hencky (1924) zurtick. Mit ihr 1588t
sich eine Beziehung zwischenden Gesamtverzerrungen und dem Span-
nungs zustand angeben. Die mathematischen Ausdriicke sind einfacher
als bei der FlieBtheorie. Da jedoch in den Hencky-Gesetzen die Be-
lastungsgeschichie nicht erfaBt ist, ergeben sich mit ihnen flir Be-
lastungswege, die von proportionalen Lastsyteigerungen abweichen,

Widerspriiche,
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Demgegeniiber postulieren de Saint-Venantund Levy (beide 1870) fir
den plastischen Anteil eine Beziehung zwischen differentiellen Ver-
zerrungen einerseits und differentiellen Spannungen sowie den Gesamt-
spannungen andererseits {erweitert um den elastischen Anteil durch
Prandtl (1924), verallgemeinert durch Reuss (1930)). Es entsteht
eine Spannungs - Dehnungs - Beziehung in Form eines Fliefigesetzes mit
Gultigkeit fiir beliebige Belastungswege. Trotz des htheren mathe-
matischen Aufwands wird deshalb heute itberwiegend von der FlieB3-

theorie Gebrauch gemacht,

Nicht unerw#hnt bleiben scoll jedoch dié Tatsache, daB die Deforma-
tionstheorie bei der Ermittlung plastischer Beullasten oft besser mit
experimentellen Losungen {bereinstimm?t als die Fliefitheorie, mit
der sich teilweise betriichtliche Uberschitzungen der Beullasten er-
geben [ 45], [65].

Dieser paradoxe Sachverhalt, bei dem die physikalisch strengere
Theorie schlechtere Ergebnisse liefert, wird anhand einiger experi-
mentell und theoretisch untersuchier Beispiele im Schrifttum aus-
giebig diskutiert, Eine gute Ubersicht findet sich bei Hutchinson in
[45]. Er zeigt, daf die bekannten Beispiele meistens triviale Vor-
beulldsungen aufweisen, Die Bedinguiig flir proportionale Belastung
ist bis zum Beulen eingehalten und damit die Giiltigkeit der Defor-
mationstheorie gegeben. Inanderen Arbeiten wird der Frage nachge-
gangen, durch welche Er{veiter‘*ungen die Ergebnisse nach der diffe-

rentiellen Theorie verbessert werden konnen,

Dazu untersucht eine Reihe von Autoren den Einflufl geomeirischer
Imperfektionen. Hervorgehoben werden sollen hier die Arbeiten von
Onat und Drucker [ 65] fur die Stitze mit kreuzférmigem Querschnitt,
die von Murphy und Lee [ 61] firdie Kreiszylinderschale unter Axial-
druck und die von Neale [ 64], ebenfalls fiir die Kreiszylinderschale,
jedoch unter Torsionsbelastung. F'lr die genannten Félle wird gezeigt,
dafl kleinste Imperfektionen genligen, um die zu hohen Vorhersagun-
gen der Fliefitheorie zu reduzieren und dadurch in Einklang mit den

Experimenten zu bringen.
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Finen anderen Weg schligt Reckling in [ 74] ein bei der Behandlung
plastischen Plattenbeulens, Die durchdas Walzen der Bleche hervor-
gerufene Anisotropie wird beriicksichtigt, wodurch eine deutlich bes-

gsere Ubereinstimmung mit Versuchen erzielt werden kann,

3.3.3  FlieBbedingung

Aus den in Abschnitt 3.3.1 gemachten Voraussetzungen ergibt sich

eine Reihe von Konsequenzen fir die allgemeine Form der FlieBbe-

dingung,

a) Da der Fliefbeginn nach Voraussetzung X nicht vom hydro-
statischen Druck abhingen soll, wird die FlieBbedingung
durchden Spannungsdeviator ausgedriickt. DessenKomponen-
ten lauten:

o/ =0 Ls o (3. 4)
ij ij 3 i kk ’

b) Da Isotropie nach Voraussetzung VIII angenommen wurde,

muB sich die FlieRbedingung durch die Invarianten des Span-
nungsdeviators ausdricken lassen. Die erste Invariante des
Deviators verschwindet, so ergibt sich folgende allgemeine

Form:

’ ’

F(Ig’Ig) = 0 (3.5)

Vernachlissigt mandie dritte Invariante, erhélt man direkt die (Huber-)
Mises-Fliefbedingung. Sie stimmt recht gut mit Experimenten fur
metallische Werkstoffe [80] liberein und soll im folgenden verwendet

werden, Sie lautet:

F=1 -5 0_,=20 (3. 6)

. 1 ’ 7’
I, = 5 0§ o (3.7



~ 41 -

Fihrt man die Vergleichsspannung 0 ein zu

— 3 ., V 3..,2 _,2 .2 2 2 2
=1 = o’ = 2 - . +0
© V 2 %5 %4 5 (094 ¥05g +T355) +3(0 5+ 05 +0,5)
(3. 8)

ergibt sich eine weitere Darstellungsmdoglichkeit zu

F:U"UF=O (3.9)

Die IFlie8bedingung kann geometrisch interpretiert werden als eine
Hyperfliche F = 0 im 9~dimensionalen euklidischen Raum, dessen Ko~
ordinaten die Spannungen bilden. Bei Verwendung symmetrischer Span-
nungstensoren ergibt sich eine Reduktion auf einen 6-dimensionalen
Unterraum, Spezialfdlle werden durch weniger Dimensionen ausge-

drickt,

Eine gebréduchliche Form ist die Darstellung der Fliefbedingung als

FlieRflache im dreidimensionalen Hauptspannungsraum,

Ein Spannungsbildvektor wird zerlegt nach deviatorischem und hydro-
statischem Anteil. Die deviatorischen Anteile liegen in einer Ebene,
die durch die Bedingung I]. = 0 beschrieben wird, der n - Ebene, Die
v. Mises-Flielbedingung bildet sich dort als Kreis ab, Die gesamte
FlieBfliche wird durch einen auf der m - Ebene senkrecht stehenden

Zylinder beschrieben (Bild 3,2, 1).

Firden zweidimensionalen Spannungszustand wird die Fliefbedingung
in der Ebene der Hauptspannungen UI und OII dargestellt, Die zweite

Invariante lautet in den Hauptspannungen:

;o1 S 2 2

Ly = g D=0y + (O -0 py)" + (-0 7] (3.10)
Sie wird fur 0‘III =0 zu

. 1 2

12 @D) 3 (OI - OH) (3.11)

und damit die Fliefbedingung nach v, Mises:

: Lg2 G?~ZOIG +02 = o2 (3.12)

Felyopy - 3% nttn o Uw
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Der Kreis der m - Ebene wird somit in der OI - GH -~ Ebene fir den

zweidimensionalen Spannungszustand zur Ellipse (Bild 3. 2. 2).

—-von Mises
Flienflache

v.Mises - Ellipse
6,
o, Bild.3: 2,1 Bild 3.2.2

Bild 3.2: Geometrische Darstellung der v, Mises-Fliebeédingung

3.3.4  Verfestigungsfunktion

Mitder FlieBbedingung F wurde ein Kriterium abgéleitet, mit dessen
Hilfe sich angeben 146t, unter welcher Spannungskombination ein Werk-

stoff erstmals zu flieBen beginnt.

Der momentane Zustand des Materials nach erstmaligem Flieflen wird
durch die Verfestigungsfunktion definiert. Diese hat zunichst die all-
gemeine Form:

¥ p
f f (Oij’ eij’ n) (3,13)

Die Verfestigungsfunktion hingt somit vom Spannungs zustand Gij’ den

P und einem Verfestigungsparameter » ab. Da

plastischen Dehnungen ¢ 1

# jedoch im folgenden von Oij und ei abhéngt, 148t sich ohne Verlust
an Allgemeinheit auch schreiben:
£ = f (o, e") (3.14)
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Die Funktion f ist mit dem momentanen FlieBkriterium identisch., Es

ergeben sich mit ihr die folgenden Bedingungen:

f <0 elastisch
f =0 plastisch (3.15)
£t>0 unzuldssig

Durch Differenzieren erhélt man fir f = 0 aus (3. 14) weitere Bedingun-

gen, die sog. Belastungsbedingungen:

< Intlastung

1

fir £= 0 mit of do
BGU

i 0 neutrale Belastung (3. 16)

2

Belastung

Entsprechend Voraussetzung IX soll sichder Werkstoff stabil verhalten,

Mit den Postulaten von Drucker [31] ergibt sich dann:
deP = ax &L mit dx > 0 (3.17)

Die Verfestigungsfunktion f und damit die momentane FlieBbedingung
nehmenden Charakter eines plastischen Petentials an, Die plastischen
Verzerrungszuwéichse d PZ kénnen durch Differénzieren nachden Span-
nungen aus f gewonnenwerden, Die Beziehung (3.17)isteine assoziierte

Flieregel. Geometrisch veranschaulicht, gibt sie> an, daf dér Vektor‘

der plastischen Verzerrungszuwéchse inRichtung der duBeren Normalen
der Verfestigungshyperfliche f weist (Normalenregel). Weiterfolgt aus
den Drucker-Postulaten eine Einschrénkung fiir die Form der Verfesti-
gungsfldche‘. Diese muf im Spannungsraum eine konvexe Fldche bilden

(Konvexitat),

3.3.5 Angéize fur das Verfestigungsgesetz

Um zu einery expliziten Aussage zu gelangen, wie sich die FlieBbedin-
gung wihrend der plastischen Verformung dndert, muf ein spezieller
Ansatz flir die bisher nur allgemein diskutierte Verfestigungsfunktion f
gemacht werden, Einige typische Modelle sollen beschrieben und ver-

glichen werden. Die Auswahl beschrinktsichaufnicht allzu komplexe
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Ansétze, die fir die Implementierung in ein allgemeines numerisches

Rechenverfahren geeignet erscheinen,

3.3.5.1 Isotrope Verfestigung

Der Ansatz fir das Verfestigungsgesetz lautet:
7f = g(o,.) - K" =0 (3.18)

Darinist Keinvonder Verfestigungsgeschichte abhéngiger Parameter,
der die isotrope Aufweitung der Verfestigungsflichen kontrolliert

(Bild 3. 3).

~=m=  Anfangstlienfidche
e Verfestigungsfidche

Bild 3, 3: Isotrope Aufweitung der Fliefifliche

3.8.5.2 Kinematische Verfestigung

Bei plastischer Verformung verschiebt sich die Verfestigungsfliche
als starrer Korper. Form, Gréfie und Orientierung im Spannungsraum
dndern sich gegenilber der Anfangsflieffliche nicht (Bild 3. 4). Mit dem
Tensor aij fiir die Koordinaten des verschobenen Mittelpunktes ergibt
sich: '
= - O - < = C
f g (Gij ij) kongt 0 (3.19)

Durchdas Verschieben der Flieffliche wird ein idealer Bauschinger-
Effekt bei Lastumkehr erzeugt. Die Richtung der Verschiebung wird

von Prager [ 71] in Richtung des plastischen Dehnungsinkrementes
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angenommen, Also:

da,. = ¢ deP (3. 20)
ij

1

Ziegler nimmt dagegen in [ 87] fiir die Verschiebungsrichtung die an,
die vom Mittelpunkt der momentanen Verfestigungsfliche radial durch

den Spannungsbildpunkt P weist (Bild 3. 4). Damit:

1]

da,, = du (Uij - (xij) (3.21)

nach Ziegler [87]
nach Prager {711

Bild 3. 4: Kinematische Verfestigung

3.3.5.3 Kombinierte oder gemischte Verfestigung

Die Kombination von isotroper und kinematischer fiuhrt zu dem von
Hodge [ 42] vorgeschlagenen Ansatz:

£ o= - - = 2

£ g (cij onij) K 0 (3.22)
2Zur Festlegung der Anteile von Aufweitung und Translation der Ver-
festigungsfliche wird durch Axelsson und Samuelsson [6] ein Misch-
parameter M eingefiihrt, Damit ergibt sichderisotrope Anteil wihrend

der Verfestigung zu

aeP® - wracP (3. 23)
i i
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und der kinematische Anteil zu

de%(k) = (1-M) defj mit -1<Ms1 (3. 24)

Da der Parameter M negative Werte annehmen kann, 188t sich lber

einen gemischten Verfestigungsansatz eine isotrope Zusammendrik-

kung der Verfestigungsfliche (Entfestigung) darstellen.

3.3.5.4 Verfestigungsmodell nach Mrbdz

Durch die Einflihrung eines Feldes von FlieBflichen verallgemeinert

Mréz [60] die isotrope und die kinematische Verfestigung., Eine ge-
gebene einachsige Spannungs-Dehnungs-Kurve 146t sich dann durch
beliebig viele lineare Abschnitte approximieren, Die einzelnen Flief-
flichen koénnen isotrop, kinematisch oder. gemischt verfestigen. Die
Translation erfolgt so, dafsichkein Uberschneiden einzelner Flichen

ergibt, Die momentane Verschiebungsrichtung da bei einem auf der
Fléche g liegenden Spannungsbildpunkt P verlduft so, dafl g, die F'lé-
che 841 in R erreicht, Dabei entspricht die Richtung der AuBennor-
male von €11 in R dervon g in P (Bild 3. 5. 1). Fallendie Mittelpunkte
der Fléchen gy und gy, Zusammen, entsteht als Sonderfall die Rich~
tung nach Ziegler (Bild 3.5.2) [87].

P %
9 /
g{~1
Bild 3.5.1 Bild 3.5.2
Bild 3.5 Translationsrichtungen der Verfestigungsfldchen des

Modells nach Mrbz


ibbaf
Textfeld


- 47 -

3.3.5.5 Mehrschicht- (Overlay-) Modell

Dem Modell liegt der durch Untersuchungen an Kristallen motivierte
Gedanke zugrunde, den makroskopisch homogenen Stoff durch das Zu-
sammenwirken heterogener Bestandteile zu beschreiben, siehe Duwez

[33]. Das Vorgehen soll fiir den einachsigen Fall erldutert werden,

Iin Materialelement wird aus n elastisch -~ ideal plastischen Schichten
(Prandtl-Kdérpern) aufgebaut gedacht, deren elastische Eigenschaften
gleich, die FlieBspannungen aber unterschiedlich sind. Das Gesamt-
verhalten ergibt sich mit der Bedingung, daf} alle Schichten durch
Parallelschalten gleich deformiert werden, Das Prinzip ist in Bild 3.6

fiir n = 3 Schichten dargestellt,

¢ Of2
G IR el
tanoy = E-t3
i 2 g,
3 Pl tanag =E(1-t;)
Yoty
. tanQy = £
‘ £
[s]
Schichtmodell Idealisierung durch Spannungs - Dehnungs - Verhalten
n=3 drei Prandti-Kérper
Bild 3.6: Prinzip des Mehrschichtmodells

Aufdem beschriebenen Vorgehen beruht dag Verfestigungsgesetz von
Besseling [18]. Iwan [46] schligt ein Modell vor, bei dem die Zahl
der Schichten sehr groB wird (n- o). Fir die Verteilung der Schicht-
fliefspannungen ist dann eine kontinuierliche Funktion anzunehmen.
Die bisher stickweise lineare einachsige Spannungs-Dehnungs-Bezie-

hung nimmt einen stetigen nichtlinearen Verlauf an.
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3.3.5.6 Gesichtspunkte zur Auswahl eines Verfestigungsansatzes

Mit einem speziellen Ansatz wird man in erster Linie versuchen, die
im Experiment aufgetretenen Effekte zu beschreiben. Da das Verfe-
stigungsverhalten eines Werkstoffs stark von der Art der Belastung
abhtingt, sollen hier F#lle mit einmaliger plastischer Belastung von
denen mit wiederholter oder zyklischer plastischer Belastung unter-

schieden werden.

ir die einmalige plastische Belastung soll ausgeschlossen sein, daB
nach erfoigter Plastizierung mit anschlieBender elastischer Entla-
stung der Werkstoff erneut plastisch belastet wird, Fur diesen Fall
spielt es keine Rolle, obdie Verfestigung durch eine Aufweitung oder
eine Verschiebung der Flieffliche eintritt., Es ergeben sich daher
keine Unterschiede zwischen den oben dargestellten Ansétzen. Das
Werkstoffverhalten kann mit einem einfachen Modell (isotrop oder
kinematigch) beschrieben werden. Verbesserte Modelle sind nur er-
fordérli‘c{h, wenn der einachsige Vergleichszustand nicht ausreichend
durch die bilineare Beziehung dargestellt werden kann, Mit dem
Mrbz- oder dem Mehrschicht-Modell 148t sich dann eine beliebig

feine Approximation erzielen.

Tir den Fall wiederholter plastischer Belastung, der z.B. bei zykli-
scher Last auftritt, ergeben sich prinzipielle Unterschiede zwischen
den einzelnen Ansitzen, Diese sollen zundchstin Bild 3.7 veranschau-

licht werden.

Flir einachsige zyklische Belastung zwischen einem oberen Spannungs -

wert ¢ =+ 0% (mit o%> o__)und einem unteren 0 = - o* werden isotro~

¥
pe, kinematische und die Verfestigung nach Mrbz verglichen,

In Bild 3, 7.1 ist die isotrope Verfestigung dargestellt, Bei erstma-
liger plastischer Belastung wird die Flieffliche lings AB aufgeweitet.
Butlasturig, gegensinnige Belastung und alle weiteren Zyklen verlau-

fen daher fiir - 0% £ o < o¥ elastisch.

BeiderinBild 3. 7.2 dargestellten kinernatischen Verfestigung wird

die FlieBfldche léngs AB verschoben, Bei gegensinniger Belastung
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_~Anfangstlien-
fliche

- 0' @

3.7.3. Verfestigung nach Mrdz (reine Translation )

Bild 3, T: Vergleich von Verfestigungsansitzen, zyklische Last

erreicht jetzt der Spannungsbildpunkt in C die Fliefifliche, so dafl
lings CD erneut Fliefen auftritt, Die Fortfihrung des Lastzyklus

ergibt ein geschlossenes Spannungs-Dehnungs-Diagramm, Fir die
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Verfestigung nach Mrbz entsteht ebenfalls eine geschlossene ¢-¢ - Kur-

ve, Bild 3,7.3. Durch die Binflhrung mehrerer Flieifléchen ist es

jedoch moglich, die plastischen Abschnitte (ABC, DEF und GHC) mit

mehr als einem linearen Segment (hier: zwei) abzubilden.

CGeht man vom tatsichlichen Werkstoffverhalten aus, 18Rt sich die

Brauchbarkeit eines Verfestigungsansatzes vor allem danach bewerten,
wie gut die im Versuch aufgetretene, von der Art des Lastzyklus ab-
hangende Form des Bauschinger-Effekts durch das theoretische Modell
wiedergegeben wird. Fur Metalle ergibt sich im einachsigen Versuch
bei Anderung der Belastungsrichtung eine dem idealen Bauschinger-
Effekt entsprechende Reduktion der FlieBspannung. Da. diese jedoch

bei fortgesetzter plastischer Belastung rasch wieder ansteigt, unter-
scheidet Backhaus [ 7] einen bleibenden und einen verschwindenden

Anteil des Bauschinger-Effektes. Dies ist in Bild 3.8 schematisch
dargestellt, Trigt man zudem den Verlauf der isotropen und der kine-
matischen Verfestigung auf, zeigt sich, daf diese das Verhalten im

Versuch nur unzureichend idealisieren.

10l

weemee Verhalten im Experiment
—mne  [sOtrope Verfestigung
e kinematische Verfestigung
a idealer Bauschingereffekt
b bleibender Anteil
¢ verschwindender Anteil

Bild 3. 8: Anteile des Bauschinger-Effektes nach [ 7]

Die Anwendung eines das tatséchliche Verfestigungsverhalten nur un-
zureichend erfassenden Ansatzes kann bei der Logung einer struktur-
mechanischen Aufgabe zu einer qualitativ falschen Wiedergabe des

Systemverhaltens fihren. Jedoch sollauch darauf hingewiesen werden,

daf die Unterschiede im Systemverhalten, die sich bei alternativer
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Anwendung verschiedener Verfestigungsmodelle ergeben, nicht signi-
fikant sind fiir Werkstoffe, die nur schwach verfestigen. Eine ausrei-
chende Werkstoffidealisierungfiir Systeme unter wechselnden Lasten
wird in [6] mit Hilfe gemischter Ansitze, in [ 48] mit dem Konzept
nach Mrbz und in [66] mit einem Mehrachichtmodell erreicht, Dabei
bieten Mrdz und Mehrschichtmodell aligemeinere Méglichkeiten als

die gemischte Verfestigung,

Da der Rechenaufwand mit zunehmender Komplexitét des Verfesti-
gungsansatzes steigt, ergibt sichhier ein weiteres Beurteilungskrite~
rium. Hunsaker u.a. [44] vergleichen die numerische Effizienz und
zeiger_A, dafl bei gleichem Grad der Approximation das Mehrschicht-

modell Mrbdz Uberlegen ist.

Zusammenfassend ergeben sich flr die Beurteilung der Brauchbar-

keit einzelner Verfestigungsansitize folgende Gesichtspunkte:

- Werkstoffe mit ausgeprégtem Verfestigungsverhalten werden
fir wechselnde Lasten am sinnvollsten mit einem Mebrschicht-

modell beschrieben.

- Beinur schwacher Verfestigung oder fiir F'dlle ohne wechseln-

de Belastung geniigt isotrope Verfestigung.

3.3.6 Differentielle Verzerrungs -Spannungs - Beziehung fiir den

igotrop verfestigenden Werkstoff

Vor der Ableitung der differentiellen Verzerrungs-Spannungs-Bezie~
hung sind im Ansatz fiir das Verfestigungsgesetz nach Gleichung (3. 18)
die Form g(cij) der Verfestigungsfliche festzulegen und der Para-
meter K zu bestimmen, Da fir die urspriingliche Flieffliche die
v. Mises-Bedingung gewihlt wurde, gilt:

g(0.) = I, = Lo o (3. 25)
2 i Tij i

Zur Bestimmung von K gibt es alternative Vorgehensweisen, die je-

doch bei Verwendung der v, Mises-Bedingung zum selben Resultat
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filhren [ 191, Die folgende Ableitung setzt voraus, daB K nur von der

gesamten plastischen Dissipationsarbeit abhingt:
K = K (WD) (3. 26)

mit der plastischen Dissipationsarbeit:
el

ij
wh o= aw? (3.27)
o]

und der spezifischen Dissipationsarbeit:

awP = o, deP = ol deb (3.28)
ij ij ij ij
Mit (3. 17) fir defj und mit:
af . 3 24 . 28
55 3o Leloy)-K = 5
ij ij 1]
39 n
5. = g7, 3,29
3 0% H ( )
wird:
dwP = ax o’ ol (3. 30)
i ij

Zur Bestimmung von dA wird die weitere Annahme gemacht;, dafl zum
mehrachsigen Zustand ein einachsiger Vergleichszustand existiere.
‘Der einachsige Zustand kann aus einem Zugversuch gewonnen werden.
Fir die folgenden Ableitungen wird von der in Bild 3. 9 dargestellten

bilinearen Idealisierung ausgegangen.

o1}

Eztona
T=tan

Bild 3. 9: Einachsiger Vergleichszustand
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Oberhalb der FlieBspannung I wird das Anwachsen der Gesamtverzer-
rungen durch ein Tangentenmodul T = tan R beschrieben, Fiir die pla-
stischen Anteile des Verzerrungszuwachses ergibt sich nach Bild 3,10

mit dem plastischen Tangentenmodul:

TP = tang = é%b_ - E@._:Ef_ (3.31)
de

Bild 3. 10: Plastischer Tangentenmodul
Die spezifische plastische Dissipationsarbeit des Vergleichszustandes
betrégt:

dWP = § 45P - 199 (3.32)

Die dissipierten Arbeiten des mehrachsigen und des Vergleichszustan-

des sollen gleich sein:

I (3. 33)
dr ol o, = 249 (3. 34)
i i TP

Fir d: ergibt sich daraus:

= 4z e —
ar = 249 - o4 . 3 do (3.35)
™ 67 o, ™ £ 5 ™5
ij ij 3

Geht man erneut von der Annahme gleicher Dissipationsarbeiten aus,

erhdlt man den Zusammenhang zwischen den Dehnungsénderungen im
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mehrachsigen und im Vergleichszustand:
6/, de¥ = G deP (3, 36)
ij i

Substituiert man oéj durch:

de:?_i defj 2 (ieipj _
(j'f_ 2 A :... m P (T (3.37)
ij d 3 do P

s 3 de

2 1Pg

ergibt sich:

2 de?. " o
& i G de,, = G deb (3, 38)
3 qEP 1

Nach Umformen erhdlt man den Ausdruck fir die Anderung der plasti-

gchen Vergleichsdehnung:

asP = [/ 2; ae? aeP (3, 39)
: i i

Pir die Spannungen ergibt sich der Zusammenhang zwischen mehrachsi-
gem Zustand und dem Vergleichszustand direkt aus der vi- Mises - Flief-

bedingung, He ist nach Ersetzen von CIF durch o
R 0.40
2 i i) N
nach Differenzieren:

9y 9%

el
o
Qi
s
E-E )

(3. 41)

Die differentielle Verzerrungs-Spannungs-Beziehung flr die plasti~

schen Verzerrvungsanteile wird mit (3, 17), (3,29) und (3, 35):

3 0/ a4 _
P A, - fir do > 0 (3.42)
4 2 T §

Die elastischen Verzerrungsanteile sind durch das Hooke-Gesetz (3, 38)
gegeben. Nach Aufspaltenin Kugel- und Deviatoranteile werden sie zu

den plastischen hinzuaddiert, Man erhilt das Prandtl-Reuss-Gesela:
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de, _Ilﬁmiﬁ doj. + —d—d5 far d7 > o
J J 2 1P 5
(3. 43)
de.. = -2y do fir do 2 0
ii E il
3.7 Blastoplastischer Stofftensor

Flur die spitere Anwendung im Rahmen einer finiten Elementformu-
lierung ist es zweckmiBig, die Werkstoffgleichungen in einer zum

Prandtl-Reuss-Gesetz (3, 43) inversen Form darzustellen:

f o P ‘
doij Ci.jk& d €t (3. 44)

Die Herleitung des elastoplastischen Stofftensors C%i&
schlag von Yamada u.a. [ 88] folgend, vorgenommen. Dabei wird die

wird, einem Vor-

Gleichung (3. 43) nicht direkt invertiert, die flr den perfekt plastischen
Fall mit T = TP = 0 nicht definiert ist. DaB eine inverse Darstellung
zu (3, 43) existiert und daB diese eindeutig ist, wurde von Koiter in [52]

gezeigt.

Ausgegangen wird von

- — s deP .
dgij TS (deij deij) (3. 45)

Mit (3. 17) und (3. 29) und nach Multiplikation mit Uij:

7 o # = E ’, ’ 4
Oij doij TES (d aij --oij di) Oij (3. 486)

Weiter mit (3. 41) und (3. 35) wird:

G/, do’. = 25 47 = i; ar TP 52

i 3 (3.47)

Wi

(3.47) in (3. 46) eingesetzt, mit 0], de/, =0/, de., und (3.40) erhslt
. 1) 1J 1j 1j

man:

2y P52 E_ o

2 -
: = X 3. 4¢
9 T+y Ci3 3% Ty 37 9 (3. 48)
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Nach d\ aufgeldst:

cﬁ dem
dxn = .2_32[14.2(_1_1"}_2?_81 (3.49)
3 3 E -
Mit der Abkilirzung
. P
o2 =2 2 T
5 3U (1+3(1+\))*‘]§““) (3.50)
wird:
Olj deij
dx = et (3.51)
dekk
(3.48) in (3, 44), und mit de’!, = d€,, - &, —=z—
i ij 3
de c!, de
, . E_ kk : kd ki,
dog = Ty (985505 73 - 9y s ) (3.52)
Andererseits ist:
de
ey . ’ __E___‘MM kk
dcrij = doll + TR 613‘ 3 (3.53)

(3.52) in (3. 53) eingesetzt, ergibt die gewlinschte Form: die differen-
tielle Spannungs-Verzerrungs-Beziehung fir den elastisch - idealpla-

stischen oder isotrop verfestigenden Werkstoff, Namlich:

v 9% Tt
dog = g3y (48 T 7735 8y e TS ey, )

(3.54)

1

Mit (3. 54) ist der Stofftensor iji& definiert. Eine ausfiibrliche Dar-~
stellung des Stofftensors in Matrizenform findet sich nach Definition

der entsprechendenSpannungs- und Verzerrungsvektoren in Abschnitt 4,

3.4 Stoffgleichungen bei groBen Deformationen

3.4.1 Vorbemerkungen

Im folgenden soll die filr die Herleitung der Stoffgleichungen im Rah-
men der phéinomenologischen Plastizitédtstheorie getroffene Beschrin-
kung auf kleine Deformationen (Verschiebungen und Rotationen) wieder

fallengelassen werden,
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Die Verzerrungen werden weiter klein vorausgesetzt. Die Aufgabe die-
ser Annahme wiirde die Verwendung einer allgemeinen, thermodyna-
misch begriindeten Theorie endlicher elastoplastischer Verzerrungen
erfordern. Die dazu nétigen Betrachtungen wiirden im Rahmen dieser
Arbeit zu weit gehen. Zudem ist die Implementierung einer derartigen
Theoriein ein numerisches Rechenkonzept zur Behandlung von Platten~
und Schalenaufgaben wenig sinnvoll, solange von anderen weit einschrin-
kenderen Hypothesen Gebrauch gemacht werden mufl (etwa die Annahme,
dafidie Schalenquerschnitte wahrend der Verformung eben ‘bl(_eiben). Auf
denderzeitigen Stand der Entwicklung konstitutiver Theorien elastopla-
stischer Kontinua bei endlichen Verzerrungen soll jedoch eingegangen

werden,

3.4.2 Kongepte zur Beschreibung endlicher elastoplastischer

Verzerrungen

Eine allgemeine Theorie erfordert:

a) die Erfiillung thermodynamischer Restriktionen,
b) die Einfihrung kinematischer Variabler, die eine konsistente
Zerlegung in elastische und plastische Deformationsanteile zu-

lassen,

Das weitreichenste Konzept liegt hierzu mit den Arbeiten von Green
und Naghdi [38], [39] vor. Als kinematische Variable werden Green-

ool s m
l.agrange-Verzerrungen verwendet, flir die Gesamtverzerrungen =~ ¢

o ij
und fir die plastischen Anteile Ize?. Formal ergibt sich:
Mo = Me® 4 TP (3.55)
o ij 07ij o ij

Der Tensor n;e fj entspricht nicht dem {lblichen Maf fiir den elastischen
Anteil, da er vom plastischen Dehnungszustand abhéngt, Seine Einfih-
rung ist jedoch nicht erforderlich, da die Spannungen aus thermodyna-
mischen Betrachtungen gewonnen werden (iiber die freie Helmholtz-
Energie und dieEntropie). Die konstitutiven Beziehungen fiir die plasti-
schen Anteile werden dagegenaus einer Verallgemeinerung des Konzepts
der Flief~ und Verfestigungsflichen gewonnen, Anwendungen der Theo-

rie sind dem Verfasser noch nicht bekannt geworden.
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Daneben gibt es ein auf Lee und Liu[57] zuriickgehendes Konzept, in
dessen Mittelpunkt eine multiplikative Zerlegung des Deformationsgra-
dientensteht. Dazuwird eine spannungslose Zwischenlage der Bewegung
eingefithrt, die sichnach Entlastenaus dem momentanen Zustand ergibt

(Bild 3.11).

spannungsfreier
t><3 Zwischenzustand

momentane

Ausgangslage 10><i,j
2, Lage

Bild 3.11: Kinematik der elastoplastischen Deformation nach [57]

s ist der Gradient

der elastischen Deformation . zx, .= xe
. 174, i,
und der plastischen Deformation lx, = xP
0 1,] 1,3
Damit wird:
2
X, . = x.e‘ xp (3.56)
0 1,] Ly L) .

Die konstitutiven Gleichungen .ergeben sich fir die plastischen Defor-
mationsanteile dhnlich wie bei Green und Naghdi aus Fliei- und Ver-
festigungsflichen. Dagegen werdendie elastischenSpannungenaus einer
thermoelastischen Theorie gewonnen, in die als kinematische Variable

: . e . .
der Deformationsgradient X und der Green-Deformations-Tensor
<&

k,i

Xe '
K,

»

eingehen,

In [40] wird gezeigt, daB die Theorie von Lee und Liu aus der von
Green und Naghdi durch zusitzliche, einschrénkende Annahmen herge-
leitet werdenkann. Als Schwiche wird erkannt, daff zur Formulierung,
des elastischen Teils der konstitutiven Relationen eine rein kinema-

tische Zerlegung erforderlich ist, Das verwendete Mal xe . ist keine

-5
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konsistente elastische Grofle (ein Linjenelement wird in der plastisch
deformierten Lage gemessen), Weiter sei bemerkt, daB die multipli-
kative Zerlegung nach Gleichung (3.56) kein alternatives Konzept zu
der durchdie Gleichung (3. 55) formal eingeflihrten Zerlegung darstellt
L401, [56].

Bei inhomogenen Deformationen fithrt die Weghahme der &ufleren Last
nicht zu einer spannungsfreien Zwischenlage. Es bleiben Higenspannun-
gen. Kleiber verallgemeinert daher in [50] das kinematische Konzept
von Lee und Liu durch die Unterscheidung freier elastischer Anteile
und elastischer Residuen. Letztere werden einer weiteren Bewegungs-

lage zugeordnet,

3.4.3 Eigenes Vorgehen

Die Beschrénkung auf kleine Verzerrungen erlaubt

- einen Verzicht auf thermomechanische Koppelungseffekte und
damit die Verwendung des verallgemeinerten Hooke-Gesetzes

und der klassischen Plastizitdtstheorie isothermaler Vorginge,

- eine konsistente Zerlegunginelastische und plastische Anteile

iber eine additive Beziehung in den Verzerrungen.

Die Stoffgleichungen sollen zwischen Green-Lagrange-Verzerrungén
m,
o

Verzerrurgensind ein objekiives Maf, d.h. sie d&ndern sich bei Starr-

i und Kirchhoff -Spannungen n;sij gegebensein. Die Green-Lagrange-

korperbewegungen nicht, Die Kirchhoff-Spannungen sind den Green-
Lagrange-Verzerrungen zugeordnet, da sichinihnendirekt ein Arbeits-
ausdruck angeben l48t, Mit den differentiellen Zuwichsen d o€y und
d osij geht die Gleichung (3. 44) dber in

m_.ep

4% 7 oS Yotk (3.57)

und Gleichung (3.54) mit S nach Gleichung (3.50):

ms, m‘w,
- B__ Y o7 okt 4 5
4%y 7 Tov (dofiy " 1729 Oiy Yofi T E T ) (898
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Vorteilder gewihlten Vorgehensweise ist, daB die Stoffbeziehung direkt
in die in Abschnitt 2, Gleichung (2,29) abgeleitete Formulierung des
Prinzips der virtuellen Verriickungen fiir die totale Lagrange-Darstel-
lung eingesetzt werdenkann, Fiir die mitgehende Lagrange-Darstellung
wirendie entsprechenden Grofender Gleichung (3.57) auf die des Prin-

zips zu transformieren.

Weiter wird angenommen, daf auch der in Bild 3.9 eingefithrte ein-
achsige Vergleichszustand in Green-~Lagrange - Verzerrungen und Kirch-
hoff-Spannungen gegebensei, Streng genommen, liegen hier andere, im
Versuchbestimmte Mafle vor, die auf die obigen GréBen zu transformie-
ren wéiren, Dabei geht jedoch der stiickweise lineare Zusammenhang
verloren. Die Beschrénkung auf kleine Verzerrungen erlaubt den Ver-
zicht auf die Transformation. Der begangene Fehler ist vernachlédssig-

bar.
Das beschriebene Vorgehen entspricht Vorschlidgen in (111, [s6], [67].

Eine der mitgehenden Lagrange-Darstellung angepafite Formulierung
wird in [49] empfohlen, Verwendet werden die Zeitableitungen des

Almansgi-Verzerrungsinkrements und der Jaumann-Spannung. Diese er-
gibt sich mit zusétzlichen Termen zur Bericksichtigung vonStarrkdrper-
drehungen aus der Cauchy-Spannung. Ist zusétzlich der Vergleichszu-
stand in Cauchy-Spannungen und den natlirlichen Dehnungen gegeben,
lassen sich n&herungsweise auch Probleme mit groflien Dehnungen be-

handeln [ 12].
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4, Entwickelte finite Elemente und Rechentechnik

4.1 Diskretisierung

Die Methode der finiten Elemente (FEM) ist im Schrifttum eingehend
dargestellt, besonders hingewiesen werden soll hier lediglich auf eine

Arbeit von Argyris [ 3] und das Lehrbuch von Zienkiewicz [ 89].

Im folgenden werden direkt die Iterationsgleichungen flir ein Element

in diskretisierter Form angegeben.

Aus Gleichung (2, 32) erh&lt man nach Einfilhrung bereichsweiser Ritz-

Ansétze fir die totale Lagrange-Darstellung:

(Ck+ ik ju=%R -IF (4.1)
o} o ’
Flr die mitgehende Lagrange-Darstellung lassen sich entsprechende

Matrizen angeben, Die Bezeichnungsweise lehnt sich an die Arbeit [ 73]

an, In Gleichung (4. 1) bedeuten:

u Inkrement der Knotenverschiebung
2 R Vektor der verallgemeinerten Knotenkrifte
! Vektor der inneren Krifte
L K inkrementelle Steifigkeitsmatrix
(I)K g geometrische Steifigkeit (Anfangsspannungsmatrix)

Die Matrizen der Gleichung (4. 1) entstehen aus den Arbeitsausdriicken

der Gleichung (2. 32) wie folgt:

1 _ 1T 1 o s 1 o .
o F =7 B s dv e [ % éoeij d°v (4.2)
OV OV
1 - 1,T 1 1 o 4 1. o
o K j‘ OB oC oB d'v f OLijrs o’rs 6oeij d7v (4.3)
v v
1 - Ia®T 1 14 .0 4 1 0
K, = Of BT 5 Bav Of 0% 60“13' a% (4. 4)
v v
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Mit den Kirchhoff-Spannungen in vektorieller Form:

1 o1 11 1 11
0% Lo11 o2z 0%33 o®12 o°13 o231 (4.5)
und ale Matrix:
M1 1 1
osll Oslz 013 0 0 0 0 0 0
1 1
oas ofag 0O 0 0 0 0
1
ez O 0 0 0 0 0
1 1 1
o®11 of12 of13 0 0 0
1. . 1 1
OS _ of22 o%23 0 0 0
1
0833 0 0 0
1, 1 1
0°11 o°12 o°13
sym, 1 1
o%22 o%23
18
L o 33.«
(4. 6)

Die Matrizen })B und i@ sind Qperatormatrizen,” man erhélt sie aus

den Verschiebungsans#itzen, Mit thnen ergeben sich die kinematischen

Relationen:
T 1 .
.e = Bu (4.7)
T _ lea
od” * Bu (4.8)

fur den linearen Anteil des Verzerrungsinkrements:

P e

0® “Lo%11 0% o%3 %12 o%13 o%zyl 49

und flir das Inkrement des Verschiebungsgradienten, tber den die nicht-~

linearen Verzerrungsanteile oﬂij erfafit werden:

T
od 7 7 Loy g o0 %13 o%2,1 o%2,2 0%2,3 08,1 03,2 3,37
(4.10)
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4,2 Brmittlung der Spannungen

Die Kirchhoff-Spannungen lassen sich aus den Werkstoffgleichungen
(3.57) berechnen, Sie lauten fiir den differentiellen Zuwachs in Matri-

zenform:
ds = g g g (4.11)
[¢] o] o

Dabei ergibt sich die elastoplastische Stoffmatrix mit den Spannungen

des Zustands i aus Gleichung (3.58) wie folgt:

- S
Iv 13 sym
1-9v 38 sym.
8/, 87 <;’2
v 11722 |y C22
1.2y 8 1-2v°8
’ I3 ’ ~’2
v f11%3 0y %2%3li %3
icep=}§3___ 1-2v "8 1-2v°S 1-2v 8
o 1+v s’ s g’ g 57 s 02
‘ o C11 72 22 "12 78371211 "12
] °s S 2°S
e 4 ’ 2
P11 %13 22 %13 ®33 "13 | "i2%i3 (1 Gis
5 B B S 2°8
®11 %3 S22 ®23 33 %23 | %12%3| ®13%3|1 %
B "8 "5 “8 s 278
(4.12)
Mit der Abklirzung: s;, = ‘s’ bzw. s, = is,,
ii o ii ij o7ij
und nach Gleichung (3.50):
s =25 (1+2014v) I (4, 13)
’ 3 3 E '

Das Spannungsinkrement ergibt sich durch Aufintegration Uber das be-
trachtete Inkrement 1 - 2, Dies wird ndherungsweise durch Summieren

Uber N Teilschritte (Subinkremente)ausgefithrt,

t=2
o = ] 4%
=1 ©
N N . e
~ e = oy laep 0¥
E b8 Z1 LT K (4.14)
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Anmerkung: Dadie Spannungen und Dehnungen im elagtoplastischen Fall
nicht reversibel hinsichtlich der Belastungsgeschichte sind, muf zur
Bestimmung des Dehnungszuwachses der Dehnungszustand vor dem In-
krement gespeichert sein, Das gleiche gili fiir die Ermittlung der Ge-
samtspannungen. Diese ergebensich durch Addition des Spannungsinkre-
ments zu dem gespeicherten letzten Gesamtzustand, Die Erfordernis,
den letzten Zustand nicht aus einer Ruckrechnung gewinnen zu kénnen,
sondernspeichern zumtssen, fihrt zu einem erheblichen Mehraufwand

gegentiber einer elastischen Rechnung,

4,3 Algorithmus zur Berechnung elastoplastischer Spannungen

Die auszuftihrenden Rechenschritte sind schematisch dargestellt, Be-
trachtet wird das Inkrement 1= 2, indem ein Ubergang vom elastischen

in den plastischen Zustand stattfinden soll,

Gegeben:

die Gesamtspannungen flr t=1 ésij
die Gesamtdehnungen fir t=1 (1)@ 1j
die Gesamtdehnungen fir t=2 (2)6 3
Berechnungsschema

A.  Berechnung des Dehnungs-

L2 1
zuwachges fiir At =2 - 1 ofiy T oaij T o ij
B, Spannungszuwachs bel An- o o
nahme elastischen Verhaltens %y oCijk& )
C. Bilden der Gesamtspannung
2y = a4 60
filp t = 2 o5 o°ij | o)
D. Prifen der Fliefbedingung
2m >
L Ay F( s,,) %0
mit "8, o i
0"ij
fiir < 0 Annahme elastisch richtig

2 2
8,. % 8,
o ij o 1j

fir F> 0 Fortsetzung mit E.-
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E, E.l1. Bestimmung des rein

elastischen Anteils mit

der Bedingung fir den by (osij +r osij) =0
Faktor r
(mit 0 s r < 1)
E.2. Spannung, bei der das 1 1
# o= e ap g
Fliefen beginnt ofij T 0%t oy
E.3. Bestimmung des elasto-
plastischen Dehnungsan- e.e.p = (1-r) e,,
o ij o i
teils am Inkrement
E. 4, Ermittlung des zu Oe%
gehodrenden Spannungs- ep
zuwachses, Un‘certeilﬁng ep _ N ¢ £p oeijw

von Oeiejp in N Teilschritte, ~ ° 4 t¥1 0 ijkt N

PFiir einen Teilschritt wied

1c®P | konstant angenommen,
o ijkt
E.5. Bilden der Gesamt-~
2 . Lo ep
s, = 8%+ 8.
spannung o"ij 0ij o'ij
4.4 Numerische Ldsung des nichtlinearen Problems

4.4, 1 Vorgehensweise

Zusammenfassende Darstellungen heute gebriuchlicher Rechentechni-
kenfindensich in [ 17} und [ 79]. Allgemein @iblich, und auch hier ver-

wendet, ist ein inkrementell - iteratives Vorgehen, Basis dazu bildet

die inkrementelle Formulierung der virtuellen Arbeitsgleichung, die
durch die Diskretisierung in ein System algebraischer Gleichungen

idbergefithrt wurde. Dieses wiederum ist linear in den unbekannten
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Verschiebungsinkrementen mit den folgenden Néherungen:

a) Dadie zur Erstellung der Steifigkeitsmatrix bendtigte Stoffma-
trix von den Gréfen eines noch unbekannten Zustands abhéngt,
wird sie angenéhert durch die Stoffmatrix einer bereits bekann-

ten Bewegungslage,

b) Die Arbeitsgleichung wird linearisiert mit dem Ubergang von

der exakten Formulierung Gleichung (2. 29) auf Gleichung (2.32).

Der mit den N#herungen a) und b) begangene Fehler soll durch eine

Iteration beseifigt werden,

4,4,2 QGleichgewichtsiteration

Betrachtet wird das Inkrement 1~ 2, Ausgehend vonder Gleichgewichts~
bedingung des Zustands 2, der Gleichung (4. 1), ergibt sich mit k fur

den Iterationszyklus die Bezlehung:

i 2 k /

i (k) _

LK (,C)au JR - JF (4.15)
mit: AU (k) Verschiebungszuwachs im k-ten Zyklus

;’K Tangentensteifigkeit in der Bewegungslage t =1

Die Auswertung der Gleichung (4.15) soll auf zwel Arten erfolgen,

Beide sind in Bild 4. 1 fir einen Freiheitsgrad schematisch dargestellt.

4,4.2.1 Modifiziertes Newton-Raphgon-Verfahren

Die Steifigkeitsmatrix wird in i = 1 aufgestellt und fiir-alle Iterationg -
zyklen wihrend des Inkrements 1 - 2 konstant gehalten, Also:

iK ((1)0) au® ZR . k‘; (4.186)

)
Die Berlcksichtigung der Nichtlinearititen erfolgt allein Uber die
rechte Seite durch die Bestimmung der inneren Kréfte.

Wird die elastische Stoffmatrix OC('3 anstelle der an den Zustand 1

angepaften Matrix verwendet, entspricht das Verfahrender zur Lisung
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elastoplastischer Probleme vorgeschlagenen Anfangslastmethode [ 88],
Bei dieser werden die duBleren Lasten in den Iterationsschritten im-
mer auf ein vollsténdig elastisch angenommenes System aufgebracht,
Ergibt die Ritickrechnung, da8 in Bereichen der Struktur die FlieBbe~
dingung wverletzt wurde, so werden die dort zuviel aufgebrachten La-
sten zusogenannten Anfangslasten zusammengefalt und mit ihnen die

Struktur erneut belastet,

4.4,2,2 Standard-Newton-Raphson-Verfahren

Die Steifigkeitsmatrix wird an die im Zuge der Iteration erreichte
Zwischenlage angepafit. Mit i = k ergibt sich:

k,, k (k) _ 2
JK (CYau™ = IR - F (4.17)

o}

Durchdie Aufstellung und Invertierung der Steifigkeitsmatrixin jedem
Iterationszyklus ist das Standard-Verfahren im allgemeinen aufwen-
diger als das modifiziertenach4, 2. 1, bei dem eine gréfere Zahl von

Iterationen benétigt wird. Das Standard-Newton-Raphson-Verfahren
wird deshalbhier nur im Bereich sehr starker Nichtlinearititen ver-

wendet, beidenen das modifizierte Verfahren nicht mehr konvergiert,

m " [} [}

"R | OF Ry F

2, 2,

OR OR

1 1

IR oR

ia % "u T, M o

modifiziert nach 4. 4. 2. 1 Standard-Verfahren nach 4. 4. 2. 2

Bild 4. 1: Schemen fir Tteration im Inkrement
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4.4.2.3 Konvergenzkriterien

Eine Diskussion gebrduchlicher Kriterien fiir einen inkrementell - itera-
tiven ProzeBfindet sich in [16]., Vorgeschlagen wird dort, Normen in
den Verschiebungen Normen in anderen Grofen vorzuziehen (z. B, in
Krédften oder in Spannungen), Das iibliche Vorgehen ist, zunéchst den
Zuwachs der einzelnen Verschiebungskomponente im m-ten Zyklus mit
einer Referenzverschiebung zuskalieren, Mit diesen GréBen kann dann
eine Absolut-, Quadrat- (euklidische) oder eine Maximum-Norm er-
mittelt werden. FPFir die Norm wird dann gefordert, daf diese einen

vorgegebenen Wert nicht iberschreitet,
Fell < v (4.18)

In Abhédngigkeit von der gewiinschten Genauigkeit ist Y gewohnlich in

5

der Groéfenordnung von 10"2 bis 10" °. Nach [ 16] ergibt sich kein signi-

fikanter Unterschied zwischen den verschiedenen Normen.

4.5 Die Entwicklung spezieller Elemente

4.5.1 Grundlagen und Konzept der Degeneration

Die im folgenden beschriebenen Elemente sind Weiterentwicklungen
der von Ramnm in [ 73] fr den elastischen Fall abgeleiteten Elemente,
Beispiele fiir erfolgreiche Anwendungen im rein geometrisch nichtlinea-
ren Bereich finden sich in [23], [24].

Die Elemente beruhen auf dem Konzept der Degeneration, .das von
Ahmad u. a. [1] eingefithrt und seither unter verschiedenartigen Aspek-

ten angewendet wurde [13], [53], [55].

Im Gegensatz zum klassischen\Konzept, dag von einer Fléchentheorie
(Platte oder Schale) ausgeht, werden bei der Degeneration direkt die
Feldgleichungen des dreidimensionalen Kontinuums diskretisiert, Hine
detaillierte Gegenfiberstellung der beiden Vorgehensweisen findet sich
in [ 78], Das Konzept der Degeneration erfordert, da keine analytische
Vorabintegration lber die Elementdicke vorgenommen wird, eine nu-
merische Integration {ber das Elementvolumen. Dazu werden jetzt

Annahmen eingefiihrt:


ibbaf
Textfeld


1I.

I11.

- 69 -

Ein Schnitt normal zur Mittelfliche bleibt wihrend der Ver-
formung gerade. Dies flihrt zu einem linearen Verschiebungs -
feld tiber die Elementdicke (wird auch bei plastischer Verfor-

mung angenommen),

Die Dehnung in Dickenrichtung wird zu Null gesetzt. Dadurch
und mit I, kann die Anzahl der Freiheitsgrade von sechs auf

finf je Knoten der Mittelfliche reduziert werden,

Der Anteilder Normalspannung in Richtung des Schnittes senk-
recht zur Mittelfliche leistet keinen Beitrag im Arbeitsaus-

druck.

Die eingefiihrten Bedingungen entsprechen iiblichen Annahmen von Plat-

ten- oder Schalentheorien. Das klassische und das degenerierte Vor-

gehen sind somit verwandt. Unterschiede ergeben sich daher nur aus

der vertauschten Reihenfolge von Diskretisierung und Integration {iber

dieElementdicke. Einige Vorteile und Nachteile, insbesondere fiir die

rechentechnische Behandlung, lassen sich wie folgt zusammenfassen:

a) Vorteile der Degeneration:

b)

einfaches theoretisches Konzept

(ohne komplizierte Schalentheorie),

Einsatzbereichnicht nur im diinnen Bereich, sondern auch fiir
méaflig dicke Verhidlinisse,

direktes Arbeiten mit den Spannungen, statt mit Resultieren-
den (besonders vorteilhaft fiir den elastoplastischen Fall bei

der Formulierung der FlieBbedingung).

Nachteil:

Da zusétzlich iiber die Elementdicke integriert werden muB,
entsteht ein erhohter Integrationsaufwand. Dies gilt jedoch nur
im Elastischen. Im elastoplastischen Fall muf auch bei der
klassischen Vorgehensweise numerisch {ber die Dicke inte-
griert werden [77], [85], um die von der Dickenkoordinate

abhéngenden Stoffeigenschaften zu erfassen.
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4.5.2  Beschrelbung der Elemente

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden ein ebenes /achsensymme-
trisches Element und ein Platten- /Schalenelement flir geometrisch und

stofflich nichtlineare Anwendungen iiber die Degeneration entwickelt.

Den Elementen liegt ein isoparametrisches Verschiebungsmodell zu-~
grunde, Das heift, Geometrie und Verschiebungsfeld werden mit den
gleichen Ansétzeninterpoliert. Konvergenz- bzw. Stetigkeitsanforderun-

gen sind dadurch gewshrleistet, siehe [89], Abschnitt 8.

Im folgenden werden bezeichnet mit:

M die Gesamtzahl der Knoten am Element
(k) zum Knoten k des Elements gehdrend

$ (k) Interpolationsfunktion

-lsr,s,ts1 lokale Elementkoordinaten

h (k) Dicke gemessen auf der Normalen

4,5.2.1 Ebenes fachsensymmetrisches Element in der xz-xg-Ebene

Durch Degeneration aus dem Zweidimensionalen entstehen gekrimmte

eindimensionale Elemente

a) fir den ebenen Spannungszustand (Balken mitv = 0)
b) fiir den ebenen Verzerrungszustand
c) fir Achsensymmetrie (Ringelement)

Vorhanden gind Versionen mit linearer (M = 2) bis quartischer (M = 5)
Interpolation (Bild 4. 2).

M=2 M=3 M=4 M=5
linear quadratisch kubisch quartisch
ﬁ.‘..'"xz,

Bild 4. 2: Zweidimensional degeneriertes Element


ibbaf
Textfeld


- 71 -

X3
sz
Bild 4, 3: Normalenwinkel mcp (k) und Dicke h(k)

Mit dem Winkel mcp (k) nach Bild 4. 3 ergibt sich die Geometrie eines ’
Punktes aulerhalb der Mittelfliche,

m m i

Xy M & | ;M cos o (k)

I I X0 ) +5 5 T #(kr) hk) -

X, k=1 mx3 (k) k=1 sin T (k)
(4.19)

Das Verschiebungsfeld der Lage 1 erhélt man aus dem Vergleich mit

der Ausgangslage t = 0,

1u2 M lu2 (k) 1 M cos 1cp (k) - cos %p (k)
1 = % 8 (k,r) 1 + 58 p % (k,r) h(k) 1
ug k=1 ug (k) k=1 sin "o (k) - sin ‘o (k)

(4.20)

Die Ausdriicke flir die Verschiebungsinkremente ergeben sich enﬁc‘sprew
chend Gleichung (4. 20), wenn man die Gesamtverschiebungen 1ui und
lui (k) durch deren Inkremente ersetzt. Der Rotationsanteil ist an der
Stelle 1cp (k) +a (k) zuberechnen, Dabeiist ¢ (k) das unbekannte Winkel-

inkrement,
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X3
(k) =% (k) +talk)
S—
1\p(k) + alk)
\,
\\ K
N 1
\\ a{k)
S
alk
A\ %9 (k)
m
s X
Bild 4, 4: Rotation des Normalenwinkels

U filr die Brmittlung der Steifigkeitsausdriicke einen in a (k) linearen
Rotationsahteil zu gewinnen, werden die trigonometrischen Beziehun-

gen der Gleichung (4. 20) linearisiert.
Mit
sina (k) ~ a (k) und cosa(k)~ 1 fir oa(k) <« 1
werden:
1 1
cos (o (k) +a(k)) - cos "o (k)
1 .1 . 1 |
= cos "o (k) cosa (k) - sin "¢ (k) sina (k) - cos "o (k) = - sin "o (k) & (k)
sin (1cp (k) +a (k) - sin 1cp (k)
L1 1 : 1 1
= sin "o (k) cosa (k)+cos "o (k) sina (k) ~ sin "¢ (k) = cos "o (k) « (k)
(4. 21)
Der Ansatz fiir die Verschiebungsinkremente wird unter Verwendung

von (4.21):

M -gin 1co (k)
T ¢ (kr) hi(k) 1 a (k)
1 ug (k) k=1 cos o (k)
(4.22)
Die Berechnung der inneren Kréfte HOIF wird mit der fir beliebige

Rotationen glltigen Gleichung (4. 20) vorgenommen,
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Fir die Interpolationspolynome & (k) und die aus ihnen herleitbaren Ele~
mentmatrizen (1)8 , :;[?3 wird auf die Zusammenstellung im Anhang

verwiesen,

Fir das ebene /achsensymmetrische Problem entfallen bei Bezugnahme
auf die x2~x3-Ebene die Komponenten ,,12" und ;13" in den Vektoren,
Nach Streichen der entsprechenden Zeilen und Spalten erh&lt man aus
(4.12) eine Stoffmatrix der GréBe 4 x 4, Fiir den ebenen Verzerrungs-
zustand kann mit n;ell =0 eine weitere Spalte gestrichen werden., Beim
ebenen Spannungszustand 146t sich mit der Bedingung n;sll = 0 die Ver-

zerrungsgrofe Mg substituieren. Es ergibt sich eine 3 x 3 Stoffmatrix,

o 11

4.5.2.2 Platten-/Schalenelement

Durch Degeneration aus dem Dreidimensionalen entsteht das gekriimm-
te Platten- /Schalenelement mit M = 9 inbigquadratischer und M = 16 in

bikubischer Version (Bild 4, 5).

"\x1

Bild 4.5: Versionen des Platten~ /Schalenelements

Mit den rdumlichen Winkeln mtbi(k) werden Normalenrichtungen an
den Knoten definiert und in dieser Richtung die Dicken h (k) gemessen
(Bild 4. 8).

~Normale in k
Mittel-
~§F - flache
=X
Mx € &
2

/ { ™xq (), ™x; (1), Mt (k)

Bild 4. 6: Normalenwinkel m\yl (k), mwz (k) und m% (k)


ibbaf
Textfeld


- 74 -

Fir die Geometrie eines Schalenpunktes gilt dann:

mx1 mxl (k) cos Ty L ()
Px, |2 kg[l 8 (k,r,5)| " x, (k) +% t kléﬂl & (k,r,s) h(k)| cos mwz (k)
Txy ' Txg (k) cos 5 ()
(4.23)
und das Verschiebungsfeld:
mul mul(k) cos 11]: 1(k) - COS8 O\V]v (k)
m M m 1, M 1 [o]
n, | & b (k,r,s) uz(k) + 3 tk§1 3(k,r,s) h(k) | cos \Ilz(k) - CO8 Wz(k)
muS« : muS(k) cos 1\11 3(k) - cos 0¢3(k)
(4. 24)

Im Zuge der Bewegung versndert sich die Lage der Normalen. Zur

Beschreibung der gedrehten Lage 1 werden verwendet:

1y (k)  der rédumliche Winkel, entspricht 1w1 (k)

1cp (k) Winkel der Projektion der Normalen in der xz-x3-Ebene

mit der xz-Achse

Die Richtungskosini der Lage 1 sind damit:

cos 1‘1’ (k)

cos .l‘J;L1 (k)

sin 1\11 (k) cos 1cp(k)

i

cos 1‘l1 9 (k)

it

cos 1\v3(k) éin l\lr (k) sin 1cp (k) (4.25)

Fiir die Winkeldnderungen werden eingefithri:

g = Yo - %

1

8 (k) ¥R - (k) (4. 26)
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b
st
; ! Normale
M (k) | Lage t=t s
{ o %y
! -
mx1 i ////
e
L
e it s s e e e et e e e ol
um)(1
Bild 4, 7: Normalenwinkel in der Lage t = 1

Bel der Formullerung der Verschiebungsinkremente wird analog zum
ebenen Fall (Abschnitt 4, 5. 2, 1) vorgegangen und die trigonometrischen
Beziehungen der unbekennten Winkelinkremente o (k) und 8 (k) lineari-

siert,

Man erhdlt ausgehend von der Lage 1 mit den Abklirzungen:

1011 (k)= 0 1c12(k) . -sin Y4 (k)
1021(1{) = - sin Y (k) sin 1y (k) 1c22(k)3 cos Y (k) cos 1Y (k)
1c31(k> = cos Y (k) sin Y (k) Yog, B) = sin o (k) cos 1y (k)

(4.27)

die in den Rotationsanteilen linearisierte Beziehung fiir die Verschie

bungsinkremente:
uy ” ' uy (k) 1::11 (k) 1012 (k)
. |- klg\]fl b er o) ., |+ % ; 1(:21 (k) 1022(1{) [:(t{;J
u u, (k) ogy 09 Tegy (4

(4, 28)
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Fir die Berechnung innerer Krifte r?) F im Zuge der Gleichgewichts-
iterationwird die flir belicbige Rotationen giltige Gleichung (4. 24) ver-

wendet.

Interpolationspolynome & (k, r, s) und Blementmatrizen (1)8 s ié siehe

Anhang.

Anmerkung zuin Stoffgesetz:
Zur Blimination der Energieanteile in Dickenrichtung (Annahme flir die
Degeneration) wird die Stoffmatrix modifiziert, Dazu wird zundchst die

Stoffbeziehung in einem lokalen Koordinatensygtem §i formuliert. Dieses

enthdlt die Dickenrichtung (Normale) als “"?:3 - Achse. Die Stoffbe-
. I I 21} L m : me - s
zighung wird zu o 8 o C o £ . Die Bedingung o®a33 0 ermdglicht,

dritte Spalte und Zeile der Stoffmatrix zu eliminieren. Man erhilt so

. . < N £ o QT
ein anisotropes Stoffgesetz mit oC .

(Inder gleichen Weise wird beim ebenen/achsensymmetrischen Element
vorgegangen, Die zur Transformation zwischen lokalen und globalen

GrdBen bendtigten Matrizen finden sich in'[73].)

4.5,2.3 Integration der Arbeitsansdriicke im elastoplastischen Fall

Bei der Berechnung der inneren Krifte n’ox F und der Steifigkeitsmatyi-
zen mK w
o™’ o

ren (Gleichungen (4, 2), (4.3), (4.4)).

K g sind Integrationenliber das Elementvolumen auszufilh-

Am Beispiel der inkrementellenSteifigkeitamatrix rr; K desdegenerier-
ten Platten- /Schalenelements soll die Vorgehensweise gezeigt werden;
insbesondere wie im elastoplastischen Fall {iber die Querschnittsdicke

integriert wird,

Die Integration wird numerisch mit einer Summation ausgefithrt; man

erhdlt aus Gleichung (4.2):

p p q -
My = v v w, w, % w [mBj' mC mB det ©3 1
o =1 i b k 0 0 6]

i=1 j=1 k=1

R Vo — S T —
& 4w s [ dn £ (4.29)
J
t =t
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Mit den Gewichten Wi w_i, Wy und der Jacobi-Determinante:

d% = a"x dnxz dx

. = det "Jdr ds dt (4. 30)

3
Die &uBere Summation entspricht der Flichenintegration und wird mit
der Methode von Gauss (siche [47], Kap. 9.4) ausgefiihrt, Die Stlitzstel-
len o sj und die zugehdrigen Gewichte w,, wj kénnen Tabellen enthom-
menwerden, Die Anzahl p der Stttzstellen richtet sich nach der Ordnung
der Interpolationspolynome, deren Ableitungenin den Matrizen IE B und

"7 enthalten sind.

Die Integrationin Dickenrichtung profitiert im elastischen Fall von der
bei der Degeneration eingeflihrten Hypothese, dafl die Normale wihrend
der Verformung gerade bleibt, Dies entspricht der Annahme eines linea.
ren Verschiebungsansatzes in Dickenrichtung. Die Integration kann bei
Verwendung des Gauss.Verfahrens mit ¢ = 2 Stlitzstellen exakt vorge-~

nommaen werden,

Im elastoplastischen Fall variieren die Stoffeigenschaften ng(; in Ab- -
hingigkeit von den Zustandsgrbfien innerhalb des Hlements. Den Inte-
grationspunkten kommt somit weitere Bedeutung zu: sie reprisentieren
die Materialeigenschaften des sie umgebenden Bereichs, Fir die Inte-
grationtiber die Fliche heift das, Zahl und Lage der Integrationspunkte
sindnoch sorgféltiger auszuwiihlen, Geschehen kann dies tUber eine ver-
feinerte Blementeinteilung in Bereichen, in denen Plastizierungen zu
erwartensind oder durch Erhshen von p dber die der Ordnung der Inte-

grationspolynome entsprechende Anzahl,

Fir die Integration in Dickenrichtung genligen die bisher ausreichenden
zwel Gauss-Punkte nicht mehr, Das Integrationsschema wird gedndert,
da bel der Gauss-Integration die Lage der Stiitzstellen nicht frel wihl-
bar ist (z. B. kdnnen keine Punkte auf dén Oberflichen angeordnet wer-
den). Die Stiitzstellen werden, wie in Bild 4, 8 dargestellt, Aquidistant
tber denQuerschnitt angeordnet, es ergebensichq Schichten, Integriert

wird mit Simpson,
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Normalen - )
richtung  ~—__ t

\ a :..h...
oben t=1 q-1
[ J5) 5ydh=%—(y1 *AYQ*ZY:; o
Schichien ®5
h A2t Mgt X!
I a .
53 jz: mit . s= 8
s 2 a y, =B C Bdet J|r=y
A% . ‘ 1 e 5 t= tk
unten t=-1
Bild 4. 8: Integration in Dickenrichtung fiir q = 7

Bei linearem Spannungsverlauf tiber die Gesamtdicke (elastische Zu-
stinde) kann die Integration mit g = 3 Stiitzstellen exakt vorgenommen
werden, Tritt Plastizierung auf, ist der Spannungsverlauf nicht mehr
linear und fiir die Integration werden mehr Stellen bendtigt, Im allge-

meinen 148t sich mit g = 7 das Verhalten ausreichend approximieren.

Zu bemerken ist, daB der Rechenaufwand direkt mit der Zahl q der
Integrationspunkte ansteigt. Gegeniliber dem elastischen Fall mit zwel
Gauss~Punkten erfordern g = 7 Stiitzstellen einen~ 7/2 = 3,5-fachen
Rechenzeitbedarf fiir die Erstellung dér Integralausdriicke. Ebenso
steigt der Speicherbedarf der ZustandsgroBen IES 5 ng&’. s rﬁg, die
aufgrund des differentiellen Stoffgesetzes fiir den zuletzt errechneten
Sehritt an den Integrationspunkten gespeichert werden missen. Im
Schryifttum finden sich daher Vorschlige fiir alternative Konzepte. So
schlagen Gerdeen u.a. [ 37] vor, die Dickenkoordinaten der Punkte zu
ermitteln, andenen elastische in plastische Bereiche ibergehen. Das
Gesamtintegralkanh dann tiber Teilbereiche gebildet werden, in denen
der Spannungsverlauf jeweils linear ist, Es werden maximal drei Be;
reiche benttigt, Injedem Bereich wird mit g = 2 Gauss~-Punkten exakt
integriert (Aufwand also: 2 x 3 Gauss-Punkte, Speicherung der Zustands~

groBen an 3 + 1 = 4 Bereichsgrenzen, zusdtzlich jedoch Ermittlung
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und Speicherung der Bereichskoordinaten), Auf anderen Grundlagen be-
ruht ein Modell von Crisfield [29], das auch von Kroplin [ 54] verwendet
wird, Hier wird die Plastizitlit mit einem Uber den Querschnitt aufinte-
griertenStoffgesetz erfaft, wodurch elne Schichtintegration vermieden
wird, Die Fliefbedingung wird in gen#herter Form (nach Ilyuschin) in

den Schnittgrofen formuliert,

4, 6 Angaben zum Rechenprogramim,

Zur Durchftihrung der Beispielrechnungen wurden die im Abschnitt 4,5
beschriebenen BElemente ruit den zugehotrigen Algorithmen nach Ab-
schnitt 4,3 in das finite Blement-System NISA (Nichtlineare _§tx'u1ctkur-»
ﬁnalyfse) implementiert, NISA [22] ist in FORTRAN geschrieben und
entstand aus einer Version des Programms NONSAP [ 9], Be basiert
auf den in den vorhergehenden Abschnitten dargestellien Grundlagen,
Die Lésung des nichtlinearen Problems wird inkrementell/iterativ (rei-
nes oder modifiziertes Newton-Raphson.Verfahren) erzielt (siehe Ab-
gschnitt 4. 4), Das Programm NISA enthilt alle wesentlichen Merkmale

eines modernen FE-Programms wie

- modularen und tbersichtlichen Aufbau,

- dynamisch verwalteten Arbeitsspeicher,

- leistungstihigen Gleichungsaufliser (out-of~core,
Skyline zur V’ermﬁidung von Nulloperationen),

- HEigenwertroutinen,

- Plotgoftware,

Neben der Steifigkeitsmatrixwerden u, a, die in Gruppen zusammenge-~
falten Blemente extern auf der Platte gespeichert, so daf der Kern~
speicher in den einzelnen Lésungsphagen so weit wie moglich fir Re-

chenoperationen zur Verfilgung steht.

Alle Rechoungen wurden auf den Anlagen CD 6600 und CYBER 174 des
Rechenzentrums der Universitit Stutigart durchgefithet, Dabei standen
elnem einzelnen Rechenlauf maximal 160000 oktale Kernspeicherworte
zur Verflgung, von denen etwa 110 000 zum Laden des Frogramms

ohne Arbeltsspeicher bendligl wurden.
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5. Numerischer Teil

5.1 Kragarm

Mitdemfolgenden Beispielsollan einem einfachen Falldie physikalisch
nichtlineare Losung verifiziert werden, Weiter soll das numerische
Verhalten bei Anderung der Integrationsordnung in Léngs- und Dicken-
richtung untersucht werden, Zum Vergleich steht eine analytische L.6-

sung zur Verfligung.

5.1.1 System und Idealisierung

InBild5. 1 sind Bystem, gewidhlte Abmessungen und Werkstoffdaten zu-

sammengestellt,

System Querschnitt Material
A i
, L i
—_— amm
) E
(I B ¢
L =150 mm H =10 mm £=2.10° N/mm? T=0
B =100 mm V=0 0p=300 N/mm?
Bild 5,1: System und Material

Die Idealisierung erfolgt mit flinf kubischen Elementen in der Version

des ebenen Spannungsizustands (Bild 5, 2).

%@A@A(@AmQ)A@,J.

Bild 5, 2: Finite BElement-Idealisierung

5.1,2 Integrationsordnung

¥ir die Integrationin Lingsrichtung werden in einem Element p Gauss-

Punkte verwendet. An jedem Gauss-Punkt werden g Punkte flir die
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Simpson-Integration in Dickenrichtung angeordnet, Die Integrations-
ordnung des jeweils untersuchten Falls wird in den Diagrammen mit

wINT p/q" bezeichnet.

5.1.3. Ergebnisse

5.1.3.1 Analytische Loésung

Das System verhdlt sich bis zu einer Grenzlast

B H?
Pe,gr F 6 L

elastisch. Die Versagenslast ist flir den Rechteckquerschnitt:

P =1,5P
max e, gr

Fiir die Durchbiegungen ergeben sich die Vergleichswerte nach [ 75],

5. 125 ff. Bie betragen fiir die bezogenen Lasten:

P/P = 0,67 (elastische Grenzlast) w = 2,25 mm
max

P/Pmax = 1,00 (Versagenslast) w

i

5,00 mm

DieDurchbiegungenim Bereich 0,67 < };’/Pmax < 1, 0 lassen sich liber
die Differentialgleichung des Balkens unter Berlicksichtigung elasti-
“scher und plastischer Querschnittszonen bestimmen, Damit erhdlt man
nach Auswerten flir einzelne Lastverhélinisse die in den Bildern 5. 3

und 5. 4 aufgetragenen analytischen Last-Durchbiegungs-Kurven.

5,1.3.2 Numerische Ergebnisse

In Bild 5. 3 dargestelltist ein Vergleich unterschiedlicher Integrations-
ordnungen in Dickenrichtung flir eine feste Zahl von Integrationspunkten
in Léngsrichtung (p=4). Aus den Last-Durchbiegungs-Kurven erkennt
man, dafl sich fiir g 2 7 eine ausreichende ﬁbereinstimmung mit der
analytischen Lisung ergibt, Der Fall mit q = 5 Dickenpunkten ergibt
fir P/Pmax< ~ 0, 93 ein zuweiches Verhalten, flr P/Pmax_) 1,0 wird

dagegen die Durchbiegung des Kragarmendes unterschétzt.

In Bild 5.4 ist die Integrationsordnung in Lingsrichtung variiert bei
konstanter Ordnung q = 9 in Dickenrichtung. Bereits mit p = 3 Gauss-

Punkten, die im elastischen Fall das kubische Element exakt integrieren,
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1.00 &l
= i
97 - l
93
90 e
I v
S Yl
Q. /
80
5 & «
<t .77
w ~EH3— ANALYTISCH
z 7 A INT 4/5 -
® ——6— INT 4/7
N ——t—t— INT 4/9 B
& e ! | I 1
$2577 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 5.00
DURCHBIEGUNG W [MM]
Bild 5.3: Last-Durchbiegungs-Kurven (Dickenintegration variiert)
1.00 P 0
) ‘ & =
97 e
93|
w =
T oW
2
& 83 bl
[a W
A0
%] )
_‘E 77 % - »
= 7 35— ANALYTISCH -
B ool o —6-6— INT 3/9
27T —t—— INT 4/9 n
a7 , ] 1 | I
STTIRS 375 300 35 380 395 400 L35 450 &s5 500
DURCHBIEGUNG W [MM]
Bild 5, 4: Last-Durchbiegungs-Kurven (Léngsintegration variiert)
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zeigt sich gute Ubereinstimmung mit der analytischen Lésung. Die Er-
héhung auf p = 4 Gauss-Punkte bringt nur geringfligige Verbesserungen.
Aus den Bildern 5.3 und 5. 4 erkennt man, daf die numerische Losung
die glatte analytische Last-Verschiebungs - Kurve polygonal approximiert,
Dabei wird die analytische Ldsung umso enger umschlossen, je mehr

Integrationspunkte in Lings- und Dickenrichtung vorhanden sind.

Die Ursache filr dieses Verhalten wird deutlich, wenn man die Ausbrei-
tung der plastischen Zonen der analytischen Ldsung mit der treppenfor-
migen Fliche vergleicht, die inder numerischen Losung den plastischen
Bereich reprisentiert, Dies ist in Bild 5.5 fir drei Laststufen darge-
stellt, Man sieht, daf die numerische Losung im Mittel etwa mit der
analytischen Grenzkurve lbereinstimmt, In einzelnen Bereichen wird
jedochdie plastische Zone unterschitzt, dann wieder Uberschétzt, was
sich in der beschriebenen Form im Last-Verschiebungs-Diagramm

auswirkt,

Hi2

Bild 5.5: Ausbreitung der Flieflzonen an der Einspannung

5.1.4 Schlufifolgerung

Aus den Vergleichen der einzelnen Félle mit der analytischen Ldsung

ergibt sich fiir die Auswahl der Integrationspunkte folgender Anhalt:
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- Ein unter der Wirkung eines Biegezustands durchplastizieren-

des Element erfordert mit dem hier verwendeten Simpson -

Schema flir die Integration in Dickenrichtung mindestens q = 7

Stutzstellen,

- In Léngsrichtung gentigt es dagegen, die Anzahl der Gauss-

Punkte entsprechend der Ofdnung des Verschiebungsansatzes

zu wihlen,

- Bine Erhohung iber die angegebenen Werte hinaus fihrt nur zu

einer gering verbesserten Approximation der analytischen Last-

Durchbiegungs -Kurve,

5,2 Geometrisch und stofflich nichtlinearer Plattenstreifen

Im Vordergrund steht die Verifizierung der numerischen Ldsung fiir

ein geometrisch und physikalisch nichtlineares Problem. Zum Ver-

gleich wird fir den rein geometrisch nichtlinearen Fall eine exakte

analytische Losung [ 81] verwendet, fiir den geometris ch und stofflich

nichtlinearen Fall andere numerische Losungen {8], [78].

Daneben sollen einige typische Aspekte des Tragverhaltens dargestellt

werden,

5.2.1 System und Idealisierung

System
EEEEEENERS

- " S

= - -

.= 500 mm

Rechteckquerschnitt : H/B = 10 mm/ 1000 mm

Bild 5. 6:

System und Material

m
e 0 E

E=22.10 N/mm?, T=0
v=0, 'S =300N/mm?
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Die Idealisierung erfolgt flir das halbe System mit fiinf kubischen BEle~
menten des ebenen Spannungszustands. Integriert wird im Element in

drei Gauss-Punkten bei jeweils 9 Punkten in Dickenrichtung.

5,2.2 FBrgebnisse

InBild 5. 7ist das Last-Durchbiegungs-Verhalten dargestellt, Die geo-
metrische Nichtlinearitét fithrt zu einer Versteifung des Systems. Die

rein geometrisch nichtlineare numerische L.dsung weicht weniger als

+ 0,1 % von der exakien analytischen ab., Mit einer analytischen Nihe-
rung (sinus-Ansatz flir w, siche [81], S. 81 ff.) ergibt sich mit zu-
nehmender Last eine zu grofie Verschiebung, Die Abweichung betrigt
bei q = 1,5 kN/mm bereits etwa 1,5 %,

150

[

ELASTISCH

~EHE— ANALYTISCH [81]

A A EIGENE LOESUNG
PLASTISCH

—6-6— FE-LOESG. [ 8

wog| | —H+— FE-LOESG. 78]

OO EIGENE LOESUNG

HLAST Q (KN/MM}

GLEIC

0.0 1/’/

0 .50 100 1.50
BEZOGENE MITTENDURCHBIEGUNG W/H

Bilds, 7 Last-Durchbiegungs-Kurven
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¥iir die geometrisch und stofflich nichtlineare Losung liegt der Fliefi-
beginn bei etwa 0, 25 kN/mm (gegentiber 0, 16 kN /mm flir den geome-
trischlinearen Fall), Das Last- Verschiebungs-Verhalten befindet sich

in Ubereinstimmung mit den anderen numerischen Ldsungen.

Aufschlufl Uber das Tragverhalten erhilt man, wenn die Spannungen
iber die Belastung aufgetragen werden, InBild 5. 8 sind dies die Léngs-

spannungen O"yy in Plattenmitte an der Oberseite, in der Mitte und der

. OBEN [Z=H/2)  MITTE UNTEN (Z =-H/2)
1.'204,%‘ , a /ﬁ
1.10-% / %
100 /

,/ ;

|
~E_

KN/MM]
=
>\

r
,
J1
(e )
™~

- 40 r
) m/'“,
< 30

, X —EHE- ANALYTISCH [81]
/ LT aa eastised
o —3¢3¢— PLASTISCH

i I ] [
-,20 =10 (5150 A0 20 30 40 50 .60 70 80

LAENGSSPANNUNGEN SIG-YY  [KN/MM=x2]

LEICH
i
<

J ]

Bild 5. 8: Liast-Spannungs-Kurven in der Mitte y = 0

Unterseite. Fiir den stofflich linearen Fall ist zum Vergleich die exak-
te analytische Ldsung aufgetragen. Das Tragverhalten ist vor allem
durch die Herausbildung eines Membranzustands (Léngszugspannung
in der Mitte) gekennzeichnet, der schlieflich den Biegezustand tber-

wiegt. Beriicksichtigt man die stoffliche Nichtlinearitét, so beginnt
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die Plattenunterseite bei einer Last von etwa 0, 25 kN /mam zu plastifizie-
ren, Beiweiterer Laststeigerung wichst die Randspannung cyy "unten"
dannnicht mehr, dafir tritt ein verstérkies Anwachsen der Membran-
spannung 0 "Mitte" und einverstirkter Abbau der oberen Randspan-

nung cvyy"o‘ben” auf, Beietwa 0,75 kN/mm plastiziert die Mittelfldche,

5.3 Kreigplatie, geometrisch und stofflich nichtlinear

Eine gelenkig und unverschieblich gelagerte Kreigplatte unter Gleich~
last wird fUr elastisches und plastisches Werkstoffverhalten bei geo-

metrischer Nichtlinearitdt untersucht.

5.3, 1 System und Material

Radius R =750 mm
Dicke M= 10 mm

1

09
g'g mw«{lﬂww

m
E 0F

E=2.90° Nmm?, Ts0
va 0,3, §S= 7% N/mm?

Bild B. 9: System und Material
Die Idealisierung wird mit finf kubis chen Flementen in der achsensym-
metrischen Version vorgenomrmen (fir die Integration je Blement drei

Gruss-Punkie mit jeweils sieben Punkten in Dickenrichtung),

5.3.2 Treebnisse und Vergleichslosungen

Pir die Auftragung der Belastung in den Bildern 5, 10 und 5, 11 wird

der Faktor 1,436 K - 11[4‘/]%4 verwendet, der aus der linearen Losung
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stammt (siche [84], Abs. IV). Mit q = 1,0- 1,436 &+ H4/R4 ergibt

sich flir die bezogene Mittendurchbiegung w/H = 1,0, Die Verschie-
bungen und Spannungendes geometrischnichtlinearen elastischen Pro-
blems lassen sich mit einer geniherten analytischen Lésung verglei-
chen (siehe ebenfalls [ 84], Abs. IV). Das fir den Plattenstreifen be-
obachtete Verhalten zeigt sich auch hier: Mit zunehmender Belastung

prognostiziert die analytische Niherung grofere Verschiebungen als

die numerische Lésung, siehe Tabelle 5. 1.

Last numerische analytische Abweichung
Lidsung Néherung %
1,436 E H* b-a
R4 a b a 100
2 0, 835 0, 8525 +2,1
4 1,118 1,1539 +3,2
6 1,306 1,3583 + 4,0

Tabelle 5. 1:

Bezogene Mittendurchbiegung w/H

Ein entsprechender Vergleich in Plattenmitte fiir die Radialspannung

ist in Tabelle 5.2 zusammengestellt; darin ist die Gesamtspannung

nach Membran~ (M) und Biegeanteil (B) aufgeschllisselt,

Last

1,436 E H*
R#

| numerische analytische Abweichung
Légsung Néherung %o
b-a

a [N/mm?] b [N/mm?] a 100

M B M B M B
22,83 | +48,75 | 22,50 |+52,79 | - 1,4 + 8,3
41,31 | +62,36 | 40,34 |+ 70,68 | - 2,3 +13,3
56,80 | + 170,85 | 50,05 +82,56 | - 3,1 +18,5

Tabelle 5. 2:

Radialspannungen in Plattenmitte
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Deutlicher als bei den Verschiebungen zeigt sich das abweichende Ver-
haltenindenSpannungen. Die geometrische Nichtlinearitét fihrt bei der
numerischen Ldsung zu einer stdrkeren Herausbildung eines Zugmem-
branzustands, wéhrend die Biegespannungen erheblich unter denen der

analytischen N#herung bleiben.

In Bild 5. 10 sind Last-Durchbiegungs-Kurven aufgetragen, Die Bertick-

sichtigung plastischen Werkstoffverhaltens ergibt oberhalb der elasti-
B H*

schen Grenzlast von q gr = 2,3+ 1,436 stdrker zunehmende

R4:

2.50
b 2.00
(O]
<
T 150
[49)
&
& 100 —
{3E3- ELASTISCH
50 P At PLASTISCH .
B —eO— [ 261
0.0 ]
00 .50 1.00

BEZOGENE MITTENDURCHBIEGUNG W/H

Bild 5.10: Last-Durchbiegungs-Kurven

150
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Verschiebungen. Die ebenfalls aufgetragene Vergleichslosung wurde

mit dem Programm BOSOR [ 26] erzeugt.

Die Last-Spannungs-Kurvenin Bild 5, 11 geben den Verlauf der Radial-
gpannungen an der Plattenober- und -unterseite in der Mitte wieder,
Dag Plastizieren beginnt an der Plattenunterseite unter der Wirkung
der Zué‘membranspannung und der Biegezugspannung, Die untere Rand-
spannung bleibt dann konstant, wihrend die obere Randspannung ab etwa
q=3,7 1,436+ E . H4/R4 gegentiber der elastischen Ldsung abge-

baut wird.

OBEN (Z=H/2) UNTEN (Z=-H/2)

[}

i | . 3 3
[/ /
5.50
N »Z
500l [A
-
* 450 7;‘ /

)

!
I

P

i 4
015 /
pal 150 s -
T 100 ‘ //I
E«é .
. }&1 | e easTs

hY B ¢3¢ PLASTISCH
0.00 b i 1 T ; i
<3000 -5.00 000 15.00 30.00 45.00 60.00 75.00 90.00105.00 120.00 135.00
RADIALSPANNUNGEN SIG-RR [ N/MMxx? ]

Bild 5. 11: Last-Spannungs -Kurven in Plattenmitte
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5.4 Geometrisch und stofflich nichtlineare Zylinderschale

Im folgenden wird eine Zylinderschale unter Lingslast geometrisch und
physikalisch nichtlinear untersucht. Die Ergebnisse werden mit Ver-
suchen[58] und einer numerischen Lésung[ 61] verglichen, Im Vorder-
grund steht die Frage, ob der gegebene Versuchswerkstoff sinnvoll
durch ein bilineares Modell eines elastisch, isotrop verfestigenden

Materials approximiert werden kann,

5.4.1 System und Idealisierung

n
n = konst
08 f{lD} we

: u
! o
| gl
L [ _R=50 -
S -7 B
__',y M o

B |
Bild 5. 12: System und Idealisierung am halben System

Die Idealisierung erfolgt mnit rotationssymmetrischen Elementen, da
bei dem vorliegenden R/H = 5,0/0,1 = 50 das System rotationssymme-
trisch versagt. Verwendet werden insgesamt 15 kubische Elemente, die

lber die Dicke in neun Punkten integriert werden.

5,4,.2 Werkstoff

Fiir den Versuchswerkstoff sind Spannungs-Dehnungs-Kurven in [ 58]
angegeben, Dievorliegende Aluminiumlegierung weist keine ausgeprég-

te Fliefigrenze auf. Es soll gekldrt werden, ob sich mit einer bilinearen
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Idealisierung des Werkstoffs das Tragverhalten des Systems ausrei-
chend erfassen l48t. Dazu werden vier alternative Approximationen
des Materials vorgenommen, Diese sind in Bild 5. 13 dargestellt, Im

einzelnen wird gewdhlt:

Approximation | E v v T o
[ psil [ psi] [ pei]
1 2,4 - 10° 0, 32 0 12 000
2 2,4+ 10% | 0,82 60 000 10 000
3 10.10% | 0,32 75 000 10 000
4 6. 10° 0,32 500 000 6 000
1600 e ‘ :
14,00 _ /M//MW
12,00 A / /5::/ A
e
75 10,00 by
= 8,00 //
N2 N Thach 58
@ 6.00 v APDQOWAT:O\J 1
5 400 ~rsp— APPROXIMATION 2 }
ﬁ; 0 e APPROXIMATION 3
<2 ~6-6 APPROXIMATION 4 f
U_" T
8100 2.00 4,00 6.00 8.00 10.00 2,00
DEHNUNG [1/1001
Bild b, 13: Approximation des Werkstoffs am halben System.

5,4,3 Hrgebnisse

Das Systemverhalten wird anhand der sich ergebenden last-Verschie-
bungs -Kurven beurteilt. Betrachtet werden die Axialverschiebungudes
oberen Randes, Bild 5. 14, und die durch die Biegerandstéirung hervor-

gerufene Radialverschiebung Wes Bild 5, 15.
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.00 ...

1.00
10,00 y P
@ 9.00 F I — .4
530, o s
> 000, L
= oo AN == < st AR B B
S sool LY o A e F16.2 T 61 )
& 60/ [l e APPROXIMATION 1
3 300 //” - - APPROXIMATION 2
= 200 <63 APPROXIMATION 3
% ool ~©-0-= APPROXIMATION 4 |_

0.0 ! ! ! ] i

0.00 S0 1000 1500 2000 250 300 350 400 450 5.00
BEZOGENE AXIALVERSCHEBUNG U/H

Bild 6, 14: Druck-Axialverschiebungs-Kurven

12.30

1n.0d
. 10.00 i T
B 9.00 Z@”‘ DR on
&5 8.00 , | il
>< 7,00 / s ,
600 A T e , »
S 500l g’ ; —— 63 [ 611 ]
R ) RN ~edi— APPROXIMATION 1 | ]
2 300,/ ya —t-7— APPROXIMATION 2 |
= 200 J/y | 60— APPROXIMATION 3 ||
2t 100 ~©-©— APPROXIMATION 4 ||

0.0% I I f i 1
Q000 200 300 400 500 60 70 .80 90 100 1100 120

BEZOGENE RADIALVERSCHIEBUNG  WS/H

Bild 5, 15: Druck-Radialverschiebungs-Kurven
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Es ergibt sich, daB mit jedem der betrachteten Modelle das System-
verhalten nur in einem begrenzten Bereich ausreichend erfafit wird.
So werden mit den Approximationen 1 und 2 die Verschiebungen bis zu
einer Lingslast n= 9ksi Uberschitzt und dann erst in etwa angen&hert.
Fir die Approximationen 3 und 4 erhilt man ein umgekehries Verhal-
ten, Flir niedrige Laststufen, beidenen der Werkstoff besser angepafit
ist, stimmen Axial- und Radialverschiebung ebenfalls besser mit denen
des Versuchs iiberein, Demgegentiber wird dann im Bereich der Maxi-

mallast ein zu steifes Verhalten vorhergesag’é.

Die rechnerischen Traglasten héngen stark von der Festlegung der
FlieBgrenze ab und liegen fiir die Modelle 1 bis 3 nur geringflgig Uiber
der Last bei der ersies FlieBen auftritt, Ein gewisses Uberschreiten
iiber die FlieBgrenze hinaus ergibt sich nur mit dem Modell 4 (grofiter
Tangentenmodul T). Als Versagensmodus tritt das Einfallen einer ring-

férmigen Beule unterhalb des oberen Randes auf.

Der Einfluf der geometrischen Nichtlinearitét zeigt sich nur bei den
Approximationenlund 2. Abetwa n = 4 ksi weichen die Radialverschie-

bungen W, vom linearen Verlauf ab.

5.4.4° ‘Folger'ung

Eine ausreichende Beschreibung des Systemverhaltens ist mit der bi-
linearen Approximation des gegebenen Versuchswerkstoffs nur begrenzt
moglich, Hier wére es sinnvoll, den einachsigen Vergleichszustand

iiber ein Potenzgesetz darzustellen,

5.5 Querbelastete Quadratplatte

Zur Verifizierung und zur Untersuchung der Konvergenz der numers-
schen Lésung bei Idealisierung mit dem Platten- /Schalenelement wird
nur der stofflich nichtlineare Fall untersucht, Entsprechende Unter-
suchungen fir das rein geometrisch nichtlineare Problem mit dem

Element liegen vor, siehe z, B. [73].
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5,5.1 System und Abmessungen

—

gelenkige Lagerung

A=20in H=01in

Material E=1O7 bs/in? , T=0 perfekt plastisch

vs 0 . 0z 36000 lbs/in?
-
Bild 5.16: System und Material

Mit den angegebenen Abmessungen und Materialkonstanten wurde das
Beispiel erstmals von Armen u, a, [ 5] untersucht und seither von ver-
schiedenen anderen Autoren zu Vergleichen verwendet. '

5.5.2 Idealisierungen -

Unter Beachtung der Symmetrie wurde ein Plattenviertelmit 2 x 2 und
3x 3 kubischenBElementen S 16 sowiemit 5 x 5 quadratischen Elemen-
ten S 9 idealisiert (Bild 5.17).

Al2 ) Lt Al2 , , Al2 ,
e . f | et =
r-—w-m-r—wr--—v-n——_“ﬁ [P S T e s e e g e - d
!
T
|
-+
|
!
|
Y
!
{
I
]
2x2 $16 3x3 816 5x5 516

Bild 5.17: Idealisierung fir ein Plattenviertel

Al2
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2x2S516 |3x3516 5x539
Gesamtzahl Knoten Tx7=49|10x10= 10011 x 11 =121
Gauss-Punkte /Element 3x3=9 |3x3=9 2x2=4
Gaugs-~Punkte insgesamt| 9x4=36|9x 9= 81 4 x25 =100

In Dickenrichtung wurden sieben und neun Integrationspunkte gewdhlt.

5.5.3 Ergebnisse

InBild 5. 18 sind Last-Durchbiegungs-Kurven fiir den Plattenmittelpunkt
aufgetragen. Die duBere Lastqistaufdie Traglast nach der Fliefgelenk-

linientheorie A bezogen. Mit dem vollplastischen Moment

H? 2
= g reampp i
Mp F 3 90 lbs /in
des Querschnitts bei einachsiger Beanspruchung ergibt sich fiir Ay nach
L76]
24 M

= | SA—- s 102
A I 5,4 lbs/in

Als obere Schranken filr die Traglast liegen aus dem Schrifttum ferner

vor:
nach [ 70] =2 g - 1,1547 q
) J3 Fl d Il
-+ - "
nach [ 43] q 1,106 qp,

Bereits mit dem Raster 2 x 2 816 ergaben sich Last-Durchbiegungs -
Kurven, diesichdurch Verfeinern des Rasters oder durch Erhohen der
Punkte m Dickenrichtung von sieben auf neuﬁ nur noch unwesentlich
dndern. Aufgetragenistdaher nur eine Kurve der eigenen Liésung. Zum
Vergleich werden FE - Lésungen von Bergan [15], Fig. 6.19 und

Bicklund [8], Fig. 6.5 herangezogen. Mit letzterer ergibt sich gute
Ubereinstimmung, wihrend sich nach [ 15] ein zu steifes Verhalten ein-

stellt (die Traglast liegt Uber der oberen Schranke nach [43]).


ibbaf
Textfeld


- 97 -

120

SEEERES i T ] i T ) S SR

.80

60

40 —EHA- BERGAN [ 15 ]
—dx-Ae— BAECKLUND [ 8 ]
—%7-5— EIGENE LOESUNG

OBERE SCHRANKEN |_

204
/ -6~ NACH L 70 1

BRCACE NACH [ 431

{ I ! |
9.00 250 5.00 7.50 10.00 1250 15.00

DURCHBIEGUNG IN PLATTENMITTE — WLIN]

BEZOGENE QUERLAST Q/QFL

<
£

Bild 5.18: Lagt-Durchbiegungs-Kurven

In Bild 5. 19 ist die Ausbreitung der FlieRzonen an der Plattenoberfliche

dargestellt. Die markierten Bereiche ergeben sich, wenn man flr eine

Laststufe die zu den plastischen Integrationspunkten gehdrenden Umge-
bungen zusammenfaflt, Dem Bild liegt das Raster 5 x 5 S 9 zugrunde,
Mit den anderen Rastern (insbesonders 2 x 2 516) erhilt man bedingt

durch die spérliche Verteilung der Integrationspunkte in der Platten-
ebene grobere Bilder. Das FlieBen beginnt in der Plattenecke. Bel wei-
terer Laststeigerung bildet sich ein zweiter plastischer Bereich in der
Plattenmitte, der schlieflich mit dem Eckbereich dber die Diagonale
zusammenwéchst. Danach breitet sich die plastische Zone {iber die ge-

samte Oberfléiche aus,
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LASTSTUFEN Q/Q FL

0,575 © 0,65 0,75 0825
Bild 5,19: Ausbreitung der Fliefzonen an der Oberfliche
(Plattenviertel)
5.6 Imperfekte Rechteckplatte unter Lingslast

Im folgenden wird eine lingsgedriickte Rechteckplatte mit vorgegebe-
ner geometrischer Imperfektion untersucht, Geometrische und stoff-

liche Nichtlinearitét werden gleichzeitig beriicksichtigt.

5.6.1 System und Abmessungen

Die Abmessungen entsprechen einer zuerst von Crisfield [29] und

dann von Kroplin [54] untersuchten Platte.
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3
oy
~
[
x
o
>

Uy =konst

ﬁild 5,20: System

Randbedingungen:

Werkstoff:

Imperfektion:

Imperfektionsamplitude:

Idealisierung:

gelenkig, frei verschieblich in der
®~y-Ebene, gedrickte Rinder bleiben

gerade

B =205 000 N/mm®, v =20,3, T=0,
O = 250 N /mim?

Die Ausgangsgeometrie wird affin zur
ersten Bigenform angenommen (eine
Sinushalbwelle in x- und in y-Richtung).

Eg ist:

Fir ¢ wird gewdhlt:
¢ = 0,254 mm und 2,54 mm '
Damit ist:

¢/H = 0,08 und 0,8

flir ein Plattenviertel 4 # 4 quadratische

Elemente S 9
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Ergebnisse

Das Tragverhalten wird anhand der Last-Durchbiegungs-Kurven im Plat-

tenmittelpunkt beurteilt. Diese sind in Bild 5, 21 fiir die Imperfektions -

amplituden c¢/H = 0,08 und 0, 8 dargestellt. Die duBere Last ist auf die

Normalkraft Py

PyF

3

Eine weitere

fekten Platte.

73

=g B H = 201,61 kN

charakteristische Gréfe ist die Euler-Last P

Mit

T bezogen, die vtllige Plastifizierung bewirkt,

yki

der per-

.60

X

40

£aEn
R

-

.
NEVA v

CRISFIELD [ 297
KROEPLIN [ 541
EL-VOLLPLAST.
SUKZPLAST,

7

EIGENE LOESUNG

Bild 5. 21:

i
L
.25

L
59 7
i

BEZOGENE MITTENDURCHBIEGUNG

Last-Durchbiegungs-Kurven fir ¢/H = 0,08 und 0, 8

100 125 150
W/

175 4,00

Vi /
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Aus den Last-Durchbiegungs~Kurven erkennt man: Fiir die kleine Im-
perfektionsamplitude c/H = 0,08 wichst die Mittendurchbiegung zu-
nichst nur schwach an, Ab etwa P_/P__ = 0,3 (bzw. P_/P_ = 0,63)
y' " yE ¥y yki
geht die Platte in einen deutlich weicheren Zustand iiber, Oberhalb
P /P =
y/ vF 0,5 (1,05P )

ten d4hnelt dem der perfekten Platte (keine Mittendurchbiegung bis zur

beginnt ein gewisses Versteifen., Das Verhal-

Buler-Last, Verzweigenindie stabile Gleichgewichtslage, verbunden
mitdem Auftreten von Mittendurchbiegungen, beiweiterer Laststeige-
rung zunehmende Versteifung), Im Gegensatz dazu der Fall mit der
grofBeren Imperfektionsamplitude ¢/H= 0, 8, bei dem die Mittendurch-

biegung mit steigender Last weitgehend gleichméBig anwéchst,

Der Plastifizierungsbeginn liegt fiir ¢/H=0,08 bei etwa Py/PyF‘ = 0,56

und filr ¢/H = 0,8 bei 0,45 P Die Last-Durchbiegungs~-Verldufe

yE
werden zunehmend flacher. Die Traglasten ergeben sich zu

P =0,58 P (c/H=0,08)und 0,51 Py, (/I =0,8).

Zum Vergleich sind in Bild 5. 21 die Ergebnisse nach [29] und [54]

aufgetragen.
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5,7 Hyperbolisches Paraboloid unter AuBendruck

Behandelt wird eine eingespannte HP~Schale unter Aufiendruckbelastung.
Durchgefiihrt wird zuerst eine nur geometrisch nichtlineare Rechnung
fir zwei Idealisierungen, deren Ergebnisse mit dem Schrifttum ver-
glichen werden. Es folgt der reinstofflich nichtlineare Fall und schlief-

lich die Beriicksichtigung beider Nichtlinearitéten.

5.7.1 System

Rand: ' eingespannt und unverschieblich

Werkstoff: E = 2850 N/mm®, v =0,4, T =0,

op=1,0 N /mm?

Bild 5. 22: System und Material

5.7.2 Geometrisch nichtlineare elastische Ldsung

5.7.2.1 Tdealisierung

Zur Uberprifung der Idealisierung werden zuerst Losungen flir zwel
verschiedene Elementraster ermittelt und miteinander verglichen.
Gewshlt werdenfiir die gesamte Schale ein 4 # 4 und ein 6 * 6 Raster

mit kubischen Elementen S 16, die jeweils in 3 % 3 Gauss- und in
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7Schichtpunkten integriert werden, In Bild 5. 23 sind die Last-Durch~
biegungs-Kurven in den mit 1 bis 3 bezeichneten Punkten der Druck-
diagonalen einander gegenilbergestellt, Wihrend sich diebeiden Raster
im Punkt 1 (Schalenmittelpunkt) nur unwesentlich unterscheiden, treten
zum Rand hin gréBere Differenzen in den Durchbiegungen auf, Beson-
dersim Punkt 3 (A /6 vom Rand entfernt) wird das Verhalten der Schale
durch das grobe 4 x 4 Raster zu steif wiedergegeben. Im folgenden

wird daher nur noch das 6 # 6 Raster verwendet (361 Knoten, 1445

Freiheitsgrade).
60.00 :’r) o £
50.00 ~ <
40.00
I~
% 30,00
=
~
=z
E
=20.00 4
« - 626 5160 W
% e Brmn W2
x —E)- O W3
200 ~ 343~ 4wh 516 W1 H
= , A )
S / -00- w3
< 5,00 I
da 5,00 10.00 15.00
DURCHBIEGUNG W [MM]
Bild 5, 23: Last-Durchbiegungs-Kurven


ibbaf
Textfeld


- 104 -~

5.7.2.2 Vergleich mit vorhandenen Lésungen

Zum Vergleich findet sich im Schrifttum eine Reihe von finiten Ele-
ment-Lésungen [ 21], ['30], [ 14), die sich in den angegebenen Ergeb-
nissen nur gering unterscheiden, Die eigene L&sung mit 6 % 6 S16
Blemeriten wird in Bild 5, 24 einer neueren Losung von Batoz u.a. [14]
gegenitbergestellt. Es zeigt sich gute Ubereinstimmung in den vergli-

chénen Verschiebungen der Punkte 2 und 3,

6C.00

50.00

40.00

30.00

KN/Mx=7]

r
L

20.00

=
<
©
>
% —HF— 6x6 516 W2
& 10.00 . w3 M
= et
= --H43- BATOZ [ 141 W2
S - A w3
= 00 —
.00 5.00 1000 ) 15,00
DURCHBIEGUNG W [MM]
Bild 5.24: Last-Durchbiegungs-Kurven

Die geometrische Nichtlinearitit bewirkt eine Versteifung der Schale.
In einem AuBennormaldruckbereich von etwa 45 kN/m? bis 55 kN/m?®
zeigen sich in der Losung [14] zudem geringe Instabilititen des Sy-

stems in den Verschiebungen der Punkte 2 und 3 an.
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5.7.3 Elastoplastische Lbsungen

5,7,3.1 Geometrisch linearer Fall

Die Plastizierung beginnt bei einem Normaldruck von 3,0 kN/m?® an
den Oberflichen im Bereich der Schalenmitte und der eingespannten
Rénder. Ab etwa 3,3 kKN/m® nimmt die Mittendurchbiegung W, gegen-
tber der linearen Ldsung [20] stark zu, siehe Bild 5, 25, Hine Last-~
steigerung Uber 3,5 kN/m® hinaus ist nicht méglich. Ergebnisse nach
[8] weichen im Linearen deutlich ab, fithren aber zu einer vergleich-

baren Maximallast.

4,00

3.50

300

U,
S

o~
=
<

(KN /M 2]

=z
S
= 100
o
A : -
= / ------- LNEAR [ 20 3
g: ' p - BAECKLUND [ 8 3 7
S s | —dt-- B2 516
“ .00 i R ! :
.00 , 50 100 150
DURCHBIEGUNG W1 [MM]
Bild 5. 25: Last~Durchbiegungs-Kurven
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5.7.3.2 Geometrisch nichtlinearer Fall

In Bild 5. 26 sind die Last-Durchbiegungs-Kurveninden Punkten 1 bis 3

aufgetragen,

Aus Bild5. 25 ist bereits ersichtlich, daf die Verschiebungen des ela-
stoplastischen Problems im Vergleich zu Systemabmessungen klein
bleiben. Die zusitzliche Beriicksichtigung der geometrischen Nicht-
linearitit wird somit auchkeine wesentlichen Anderungen des Tragver-
haltens bewirken, Ein Vergleich der Kurven fiir wy des linearen (Bild
5.25) und des nichtlinearen Falls (Bild 5.26) ergibt im Rahmen der
Zeichengenauigkeit keine Unterschiede. Ein abweichendes Verhalten
tritt erst oberhalb von 3,5 kN/m? auf: weitere Laststeigerung ist nur
dann moglich, wenn die geometrische Nichtlinearitdt berficksichtigt

wird,

e

N/Msxx2]

o
L

NORMALDRUCK N

—EHE- W1
P W2 .
T W3

75 150 2.5 3,00
DURCHBIEGUNG W [MM]

Bild 5. 26: Last-Durchbiegungs-Kurven
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Der Eckbereich der Schale bleibt bis zur Maximallast 3, 75 kN/m® ela-
stisch, was sich auch in dem bis dahin nur schwach nichtlinearen An-
wachsen der Durchbiegung im Punkt 3 zeigt. Bemerkt werden soll noch,
daf sich mit fortschreitender Plastizierung eine Anderung in der Form
der Biegefliche ergibt, ndmlich: die Verschiebung des Mittelpunktes
wichst stirker an als die der brigen Punkte, so daB sich der Ort der

Maximalverschiebung vom Punkt 2 in den Punkt 1 verschiebt (Bild 5. 27).

DURCHBIEGUNG W (MM

0.00

.50

1.00

N=3.1 KN/Mw=x2
~EHF~ N=3.4 KN/M=x2
~d— N=35 KN/M#x2

150 [
100 2.00 3.00 4,00

PUNKTE

Bild 5.27: Biegelinien léngs der Diagonalen 1-4
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Bild 5. 28:

Verschiebungsfigur, elastischer Zustand,

Projektion in die x - z - BEbene

R

Bild 5. 29: Verschiebungszustand, plastischer Zustand, 3,5 kN/m?
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5.8 Querbelastetes Zylinderschalenfeld

Das im folgenden untersuchte Zylinderschalenfeld unter vertikaler
Querbelastung wurde im Schrifttum bereits vielfach verwendet, um
Schalenelemente zutesten und zu vergleichen. Eine Zusammenfassung
linearer ILgsungen findet sich bei Forsberg [35]. Elastoplastische
Ergebnisse wurden von Dupuis u.a. [32], Bécklund [ 8] und in einer
neueren Arbeit von Cormeau [ 28] erzielt. Die Beriicksichtigung bei-

der Nichtlinearititen wurde von Krakeland [53] vorgenommen,

5.8.1 System und Idealisierung

R = 7600 mm
L = 7600 mm
o = 40°
H= 76 mm
Rander :

FR : freier Rand
GR : gelenkig, w=0

Materiol :

E= 21000N/mm? v=0
T=0 Op=4,2 N/imm?

Bild 5. 30: System und Material

Idealisiert wird unter Beachtung der Symmetrie das Schalenviertel
A, B, C, D. Gewédhlt wird ein Raster mit 3 # 3 kubischen Elementen
516, die jeweils in 4 # 4 Gauss-Punkten und in 7 Punkten tber die

Dicke integriert werden (insgesamt 100 Knoten, 441 Freiheitsgrade).
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5.8.2 Geometrisch lineares, elastoplastisches Verhalten

Diein Bild 5, 31 zusammengestellten Last-Durchbiegungs-Kurven fir
w im Punkt B (Mitte des freien Randes) zeigen teilweise betréchtliche

Unterschiede,
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zﬁ |

1,00 / - |
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TP o
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——O— 12%10%2
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~¥->— 3%3 516

I [ [ I
00 25,00 .S0.00 7500 100,00 12500 150.00 175.00 200.00 225.00
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e
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VE
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Bild 5. 31; Last-Durchbiegungs-Kurven

Der Liosung nach [8] liegt eine sehr aufwendige Idealisierung mit
1264 Freiheitsgraden zugrunde, Im elastischen Béreich stimmt sie
gut mit der linearen Ldsung [35] dberein. Die elastoplastischen Zu-
gtinde werden jedoeh gegeniiber den anderen Ergebnissen relativ steif
wiedergegeben. Andere, in Fig, 6,17 (8] angegebene, weniger feine
Idealisierungen filhren bereits zu Abweichungenim Linearen (zu kleine

Verschiebungen),
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Demgegenilber stimmt die Lidsung nach [28) schon bei grober Idealisie-
rung (2+ 2 Raster, 126 Freiheitsgrade) gut mit [35] tiberein, Im weite~
ren wachsen die elastoplastischen Verschiebungen stark an, Eine Ver-
feinerung des Rasters (4+ 4) bewirkt, daB der Ubergang zum nichtlinea-

ren Verhalten bei etwas geringeren Lasten stattfindet.

Die eigene Losung entspricht in etwa der des 2 » 2 Rasters in [28]. Kon-
vergenzuntersuchungen wurden nicht durchgefiihrt. Es ist jedoch zu er-
warten, daf bei Rasterverfeinerung eine bessere Approximation im
linearen Bereich zu erzielen wire, verbunden mit einer Reduktion der

rechnerischen Maximallast von jetzt S 3,05 kN /m?® .

Keine Idealisierungsvergleiche sind in [ 32] durchgeftihrt, Das verwen-

dete Modell iberschitzt bereits die linearen Verschiebungen im Punkt B.

In Bild 5.32 sind die Spannungen Uyy der einzelnen Dickenpunkte iiber

den Querschnitt aufintegriert, Man kommt so zu den flir drei Laststufen

KA
|
—EFE Q=14 KN/Msx2
oL A Q=24 KN/Mwx) Ao ey
7 (02,95 KN/Mxx2 /”/[ }
—————— NY-PLAST=SIGF xH
.20 A }(
= A0
~
=
=
=
) S :
E 210 \& “‘{}’
§ IA‘\\___Z
< B
@ =20
& ' =
<L
o
-.30
0.00 10.00 20.00 30,00 40,00

OEFFNUNGSWINKEL  PHI LGRAD]

Bild 5.32; Léngskraftverlauf im Schnitt A - B
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ermittelten Verldufen der Lédngskraft ny im Schnitt A - B, Deutlich wird,
wie sich bei plastischer Belastung die Lastabtragung &ndert. Eine im
Elastischen noch vorhandene Spitze der Léngskraft wird abgeschnitten.
Bei vélliger Durchplastizierung des Querschnitts erreicht n_y den Maxi-

malwert n =0, H = 0,319 kN/mm.
y max i

5,8.3 Geometrisch nichtlineares, elastoplastisches Verhalten

Die Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitdt fihrt zu einer
Versteifuhg des Systems., Besonders stark werden die Verschiebungen
des Punktes B im Bereich der Maximallast reduziert. Diese liegt mit

Uy = 3,25 kN/m?® etwa 7 % iiber der des geometrisch linearen Falls.

Zum Vergleich angegeben sind in Bild 5. 33 die Last-Durchbiegungs-Kur~

von nach [ 53] und die der geometrisch linearen Rechnung.
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Bild 5, 33: Last~-Durchbiégungs-Kurven
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5.9 Traglasten lingsgedriickter, imperfekter Rechieckplatten

mit Seitenverhélinissena s 1

5.9.1 Problemstellung

Die folgende Parameterstudie zum Tragverhalten einachsig gedriickter
Rechteckplatten wurde in Erginzung zu Versuchen von Fischer und
Harre [ 34] durchgefiihrt,

Die Seitenverhé&ltnisse der untersuchten Platten liegen im Bereich
a = a/b < 1, das Tragverhalten damit im Ubergang von der Platte zum
Stab. Den Versuchsbedingungen entsprechend wurde in der Rechnung
fir alle Fille gelenkige Lagerung angenommen, Weiter wurde fir die
Rénder freie Verschieblichkeit in der Plattenebene vorausgesetzt, wo-
beidie gedriickten Lingsrinder gerade bleiben (im Versuch wurde das
Geradebleiben durch die Einleitung der Last liber einen sehr steifen

Randtréger erreicht),

Ziel der Rechnung ist es, Aussagen Uber den EinfluBl vorgegebener
geometrischer Imperfektionen auf die Traglast zu gewinnen, Die ge-
zielte Vorgabe bestimmter Formabweichungen und deren Variation im
Rahmen einer Parameterstudie ist im Versuch nur unzuldnglich mog-

lich, so dafl sich hier die Rechnung als ideale Erginzung anbietet.

Die rechnerische Untersuchung wurde in folgenden Schritten durchge~
fihrt:

- Nachrechnung einiger ausgesuchter Félle des Versuchs mit
einem direkten Vergleich zwischen rechnerischer und experi-

menteller Lésung.

- Vorstudie mit dem Ziel, Anhaltspunkte {iber den Einflul der

Imperfektionsform auf die Traglast zu erhalten,

- Untersuchung zur Auswirkung der GrofRe der Anfangsausbie-

gung auf die Traglast.
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5.9.2 Bezeichnungen

Va

vd

Bild 5, 34: System

Mit den im Stahlbau iiblichen Bezeichnungen:

Léngenabmessungen a, b [mm]
Plattendicke t [ mm)
Seitenverhéltnis a=afb
Werkstoff Baustahl E = 210000 N/mm?, 1=0,8, o [N/mm?]
pU
5
. : by
‘hlankhe: A¥ = EMW
Schlankheit T 540
1 ale ] [ =
ideale Beqllast 1ki T bt
(bezogen auf a) mit o =%5
ki e
. B 2 2
k= (1+0°)
- _ s Et?

e T T T3 -us)ar

5.9.3 Imperiektion

Die von der ideal ebenen Platte abweichende Ausgangsgeometrie ist
hingichtlich der Form und der GréBle der Anfangsausbiegungen festzu-

legen. In [51] wird der Vorschlag gemacht, die Grofe der Amplitude
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in Abhéngigkeit von a und dem Verhiltnis a/t anzusetzen. Ndmlich mit:

c = 0,00004 a %

Dementsprechend ist die Grofle im folgenden als Vielfaches von

= a
e 0,00001 a T

angegeben, Die Form wird tiblicherweise affin zur Beulform angenom-
men. Diesebesteht aus je einer Sinushalbwelle in x- und in y-Richtung

(Bild 5.35 a), Also:

Alternativ dazu wird eine an einer Bruchlinienfigur orientierte Aus-
gangsgeometrie angenommen, Diese ergibt sich wie in Bild 5.35 b

dargestellt,

Bild 5. 35: Angenommene Imperfektionsformen

Die im Versuchaufgebrachten Vorverformungen entsprachen ndherungs-

weise der Form a),

5.9.,4 Idealisierung

DieIdealisierung beschrénkt sich aus Symmetriegriinden auf ein Plat-
tenviertel, Die Rasterder einzelnen Seitenverh#linisse sind Bild 5, 36
zu entnelimen. Gewshlt wurden in allen Fillen kubische Elemente 516

mit sieben Punkten flir die Dickenintegration.
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Bild 5. 36: " Idealisierungen des Plattenviertels
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5.9.5  Vergleich mit Versuchsergebnissen

Fin Teil der Versuche wurde mit den in Tabelle 1 [ 34] angegebenen
Abmessungen und Werkstoffdaten nachgerechnet. In Bild 5. 37 sind da-
zufiir das Seitenverhdlinis o = 3/4 rechnerische und gemessene Last-
Mittendurchbiegungs-Kurven einander gegenilibergestellt und in Bild
5.38 die fir a = 1/2, Im wesentlichen zeigt sich, daf das im Experi-
ment festgestellte Verhalten durch die Rechnung gut wiedergegeben
wird. Bei den verglichenen ¥Fillen treten Abweichungen in den Trag-

lasten zwischen~ 1 % und ~ 11 % auf (siehe Tabelle 5. 3).

P oax / P Abwelchung
Fall Versuch Rechnung %
3/4-250-2 0,737 0, 744 0,9
330-1 0, 96 1,0 4,1
540~ 1 1,178 1,97 10,7
540-F | 1,78 1,83 2,8
1/2-250-1 0, 86 0, 948 10,2

Tabelle 5, 3

Bemerkenswert ist, dafdie rechnerischen Traglasten {iber denen der
Versuche liegen, Eine Erklérung dafiir wire, dafl irn Versuch zusitz-
liche, die Traglast mindernde Binflisse vorlagen., Moglich ist bei~
spielsweise eine imperfekte Lasteinleitung, Nimmt man fir die Rech-
nung exzentrische Belastung an, wobei die Ausmittigkeit mit e = t/10
tiber der Breite b konstant angenommen wird (Fall 3/4 - 540 - E),fihrt

dies bereits zu betréchtlicher Traglastminderung.

Weiter hingt die Traglast von der Hohe der FlieBgrenze ab, deren
experimentelle Bestimmung wiederum stark vom zeitlichen Verlauf
der Lastaufbringung beeinfluBt wird. In [34] wurde die dynamische

Streckgrenze 9 dvn ermittelt, sodaffiir die Rechnungnur o

=0
dy. ) s dyn
gesetzt werden kann, Fiir den im Versuch verwendeten Baustahl wur-

denflir o, Werte zwischen241,4N/mu? und 286,0 N/mm® ermittelt.

dy.
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Bild 5.37:

Last-Durchbiegungs-Kurven, Platte a/b = 3/4
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Bild 5. 38: Last-Durchbiegungs -Kurven, Platte a/b= 1/2

5.9.6  Vergleich von Imperfektionsformen

5,00

Zur Form der vorgegebenen Imperfektion wurden vergleichende Rech-

nungen filr Platten mit Seitenverhilinissenca = 1/2 und a = 1/3 durch~

geftihrt. Alternativ wurdendie beiden in 5, 9. 3 beschriebenen Formen

angesetzt, Ergebnisse flir die Traglasten sind in Tabelle §. 4 zusam-

mengestellt.
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max/PKi

mit /.\ /__—-—\
0 =240 N/mm? _

p: #* ~
o a 1 4(:1 20c1 4 ¢y 20 ¢y
1/2 200 32,8 0,71 0,60 0,71 0,57

330 57,2 1,25 1,10 1,23 1,04
1/3 200 33,3 - 0,66 - 0,63

Tabelle 5.4

Die auf Pki bezogenen Traglasten sind flir kleine Imperfektionsampli-
tuden ¢ = 4 ¢, nur gering von der Imperfektionsform beeinfluft, Erst
bei der sehr grofien Anfangsausbiegung ¢=20 ¢y werden Abweichungen
deutlich. Die am Versagensbild orientierte Form liefert dann bis zu

6 % niedrigere Traglasten als die zur Beulfigur affine Form.

5.9.7 Parameterstudie zur Imperfektionsamplitude ¢

5.9,7.1 Ubersicht

Behandelt wurden Platten mit den Seitenverhéltnissen
a =1, 3/4, 1/2 und 1/4.

Die Dicke wurde mit t= 6 mmm und die Fliefspannung mit Op= 240 N/mm?®
konstant ‘gehalten, Verschiedene Schlankheiten M* ergaben sich dann
durch Andern von a. Die Imperfektion ist in der Form affin zur Beul-

figur mit den Anfangsausbiegungen

c=cy, 8¢, (fir o = 3/4 zus, ¢c= 4 Cl)‘

5.9.7,2 Ergebnisse

Fiir die einzelnen Seitenverhéltnisse o sind in Bildern zusammengefafit:

- die Last-Durchbiegungs-Kurven des Plattenmittelpunkts in den

Bildern 5. 39, 5.40, 5.41 und 5, 42.
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- die aufdie FlieBspannung O’F bezogenen Tragspannungender Rech-
nung, der Versuche, eine in [34] vorgeschlagene Bemessungs-
kurve und die bezogene Euler-Spannung: Bilder 5. 43, 5. 44, 5.45
und 5. 46.

Ein Vergleich der Tragspannungen liefert:

- Fir alle Seitenverhélinisse liegen die Rechenergebnisse inner-

halb des durch die Versuche vorgegebenen Streubereichs,

- Die Imperfektionsamplitude c‘ wirkt sichflir das jeweilige Seiten-
verhéltnis in Abhéngigkeit von der Schlankheit A* aus. So ist der
Abfall der Traglast bei Vergréflerung der Anfangsausbiegung be-
sonders deutlich in einem mittleren Schlankheitsbereich, wihrend
sich fiir gedrungene und schlanke Fille kaum eine Beeinflussung

ergibt.

- Mit dem in Gleichung 13 [34] gemachten Vorschlag einer Trag-

lastkurve lassen sich in etwa die Rechenwerte fiir ¢ = 8 ¢ bhe-

schreiben,
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Dienochfolgenden Bilder enthalten exemplarisch fir zwei Platten Aus-
wertungen zum Lastabtragungsverhalten. In Bild 5. 47 ist fir die Platte
a=1/4, A% =70, ¢ = ¢ der Verlauf der Normalkraft ny im Schnitt
y=0,9877A aufgetragen. Es zeigt sich das typische Verhalten, wie die
Léngskraft zum Rand hin konzentriert wird. Bei P/Pki =1,3 ist n.y am
Rand bereits etwa doppelt so grofwie in der Plattenmitte. Bei weiterer
Laststeigerung wichst die Normalkraft in der Mitte nicht an, so daB
die Umlagerung noch verstirkt wird. Bei P/Pki = 1,532 ist der Quer-
schnitt am Rand vo6llig durchplastiziert, die Liéngskraft erreicht den
Grenzwert nymaX FO0p b= - 1,44 kN /mm.,
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=
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8]

>
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= A P/PKIZ

: —oo— D/PKI=1532
-1.50 I I
0.00 23 50 75 100
BEZOGENE KOORDINATE X/B
Bild 5, 47: Platte @ = 1/4, A\¥* =170, c=c¢c

1
Verlauf der Normalkraft ny im Schnitt y = 0, 977 A
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Fir dieselbe Platte o =1/4 ist in Bild 5. 48 die Ausbreitung der pla-
stischen Zonen angegeben. Die Plastizierung beginnt bei P/Pki = 1,40
unter der Wirkung von Biegedruck- und Normaldruckspannung im Sym-
metrieschnitt an der Plattenunterseite. Bei Laststeigerung vergroflert
sichder urspriingliche Bereich, wobeider Eckbereichmit erfaft wird.
Beil P/Pki = 1,532, der rechnerischen Maximallast, ist die Platte
in einer schmalen Zone am unbelasteten Rand tiber den Querschnitt

vollig durchplastiziert,

Firden Fall o= 1/2 - 250 - 1 ist in Bild 5. 49 der Plastizierungszu-
gtand tber den Querschnitt des Plattenviertels aufgetragen. Ausge-
wertet wurde das Lastnivean P/Pki: 0,948, beidem die mit =436

im mittleren Schlankheitsbereich liegende Platte versagt.

Von der Oberseite gesehen, traten nur im Eckbereich des Platien-
viertels plastische Querschnitte auf. Da dort, von unten gesehen,
ebenfalls Plastizierungen entstehen, bleibt in der Plattenecke nur ein

geringer Rest in der Mitte des Querschnitts elastisch.

Weiter (vonunten gesehen) zieht sichdie plastische Zone vom Eckbe-
reich zur Symmetrieachse y = a/2, Hier wird der Querschnittbis5/12¢

von unten plastisch (Biegung und Normalkraft).
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"

Oberseite

Bild 5. 48: Platte a/b = 1/4, \* =70, c=4
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Bild5.49:  Platte a/b = 1/2-250-1
Plastizierungszustand fir P/Pki =0, 948


ibbaf
Textfeld




ibbaf
Textfeld


-~ 133 -

ANHANG


ibbaf
Textfeld


~ 134 -

EBENES / ACHSENSYMMETRISCHES ELE‘MENT

M=2 e [M=3 ot | M=4 g (M= 5 gt
¢ linear quadratisch kubi sch quartisch
k=1 112(1-r) “U201-r) [ 196 (-1 (=14 92) UEr{1-r}{1- 4r?)
k=2 112(1+7) e 916 (1-3r) (1-1r2 ) -Al3r(1-2r)(1~r2)
k=3 172(1+r) | 971611430 (1 - %) (1- )5 -4
k=h 6L+ ) (=1 498 | 4/3r(1+2r)1-r2)
k=5 “UGr (e r)(1-417)
TAFEL 1 Interpolationspolynome o = ¢k
d Ausschnitt Knofgn k
° I K2 Ugalk] & (k) ]
U1 o0 0 of,, [=sinto(k))
olq, o -9, 0 o, 5 ( ~sin'p (K} )
TP o} °¢,1 o9,4 (cos™o k)
T 0 W0, 2 0 2 lcos'p (k)
SU 1%, ¢ 1o, 0 b 1%, -5 B (k) (- sinlpl) ]
TAFEL 2 - Operatormatrix 1é
0
e Ausschnitt Knoten k
° uy (k) ug (k) & k)
o &1t o(pn I49 o¢,1 F2q a% T1
0®22 o2 1 05,2 22 o$,2 T,
ey o¢,2 by s o¢,1 ‘124_; o¢,2‘z1 * o¢,1 Py 4)»,2 i = ¢,1 |”2
Oty 1) 0 P lu+1) s ‘
033 W“— ———;;‘12-_ m2~h(k){~sm1gp(k)
. ; 1
TAFEL 3 Operatormatrix oB
mit 1

j

0 _
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PLATTEN / SCHALENELEMENT

Versionen :
bikub
m
3
. )
m
Xy %,

isch

Knotennumerierung Version $10

biquadratisch  S9
S16

(M= 1G)

KNOTEN| KOORD. INTERPOLATIONSFUNKTIONEN 256 § (k,r.s)
k | s |Faktor | 1¢r [3r+1 {3r-1 |1-r [1+5 {3s¢1(3s-1 {1-5s
1 RN 1 1 1 1|1
2 111 1 1 1 1 1
3 ktf-1] o1 1 1 1 1 1 1
A 11t 1 1 1 1 1 1
5 |2]1] 9 1 | 1 1]
6 Fil1]-9 1 1 1 1 1
7 |3 e 1 1] 1 1
8 |-115(-9 1 1 1 1 1
9 |4|-1|-9 1 1 1 I I
10 % -1 9 1 1 1 1 1 1
11 |1 —% -9 1 j 1 1 1
12 |1 ";“ 9 1 1 1 1 1 1
13 % % 81 1 1 1 1 1
o -] -8 | 1 1 1 1
15 ik et 1 1o 1 1
16 % 3l -81 1 1 1 1 1
TAFEL 4  Interpolationspolynome §= ¢ (k,r,s)
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Ausschnitt  Knoten k
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. 0 0,1
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