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Kurzfassung

Kurzfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Computersimulation von Schalenstrukturen. Scha-
len spielen aufgrund ihrer Effizienz in vielen Bereichen von Natur und Technik eine
bedeutende Rolle. Sie kennzeichnet ein hohes Verhaltnis von Steifigkeit zu Materialein-
satz, das maBgeblich durch die Kriimmungseigenschaften der Schale beeinflusst wird.
Das Vorkommen von Schalenstrukturen ist sehr vielseitig und erstreckt sich iiber alle
Ingenieurdisziplinen — vom Bauwesen, iiber den Maschinen- und Fahrzeugbau, bis hin
zur Luft- und Raumfahrt. Aus allen Bereichen sind Schalen als diinnwandige, gekrtimm-
te Flachentragwerke nicht wegzudenken. Die stetig steigenden Anforderungen an leichte,
optimierte Tragstrukturen erfordern eine sehr gute Prognose deren Tragverhaltens, Be-
anspruchung und Lebensdauer. In den meisten Féallen kann dabei nicht auf analytische
Losungen zuriickgegriffen werden, was die Bestimmung von Naherungslosungen erfor-
dert.

Sollen Deformationsvorgéinge von Schalenstrukturen mithilfe numerischer Approximati-
onsverfahren simuliert werden, erfolgt zunéchst die Wahl einer geeigneten Schalentheo-
rie. Man unterscheidet in der Regel zwischen schubstarren, schubweichen und dreidi-
mensionalen Schalentheorien. Welche Effekte Beriicksichtigung finden, hingt mafigeb-
lich von den im Rahmen einer Theorie getroffenen Annahmen ab. Die einer Schalentheo-
rie zugrunde liegenden partiellen Differenzialgleichungen des kontinuierlichen Problems
werden durch eine Diskretisierung in einen Satz algebraischer Gleichungen iiberfiihrt,
der sich gut mit computerorientierten Algorithmen l6sen ldsst. Die gesuchte Funktion
der exakten Losung wird durch eine Linearkombination sogenannter Ansatzfunktionen
approximiert. Jede Ansatzfunktion besteht wiederum aus dem Produkt von Formfunk-
tionen mit diskreten Knotenparametern.

Je nach Art der Diskretisierung und der darin verwendeten Formfunktionen werden
diverse Methoden unterschieden. Das wohl bekannteste und am héufigsten verwende-
te Diskretisierungsschema ist die Finite-Elemente-Methode (FEM). Grundidee ist die
Unterteilung des Losungsgebiets in Teilgebiete mit stiickweise definierten Ansatzfunk-
tionen. Ublicherweise werden lineare oder quadratische Polynome als Ansatz verwendet.
Doch in den letzten zwei Jahrzehnten hat sich eine Vielzahl alternativer Diskretisie-
rungsverfahren etabliert. Die Mehrzahl dieser Konzepte basiert auf glatten und sich
iiberlappenden Formfunktionen mit komplexer Struktur. Als prominente Beispiele sei-
en netzfreie Methoden genannt, die auf die Unterteilung in Untergebiete, sogenannte
Elemente, verzichten. Die zugehorigen glatten, global oder lokal definierten Formfunk-
tionen werden je nach Lage der Knoten bestimmt und verlieren die einfache Struktur
von Polynomen. In den letzten Jahren hat die Beliebtheit splinebasierter Ansétze rasant
zugenommen. Mit der Vorstellung der isogeometrischen Analyse (IGA) im Jahre 2005
wurde ein Grundstein fiir zahlreiche Neuentwicklungen im Bereich der computergestiitz-
ten Berechnung gelegt. Die IGA schlagt die Verwendung einheitlicher Formfunktionen
in den Bereichen des computergestiitzten Entwurfs (CAD) und der computergestiitzten
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Berechnung (z. B. FEM) vor. CAD-typische, splinebasierte Formfunktionen werden nun
auch fiir die numerische Simulation physikalischer Vorgénge verwendet.

Die beschriebenen glatten Diskretisierungsverfahren unterscheiden sich in vielerlei Hin-
sicht, teilen sich aber eine entscheidende Eigenschaft. Numerische Locking-Effekte tre-
ten bei jedem Diskretisierungsverfahren auf, ungeachtet von der Polynomordnung, der
Glattheit, oder jedem weiteren Kriterium. Locking-Effekte fithren in Abhéngigkeit ei-
nes sogenannten kritischen Parameters, z. B. der Schlankheit, zu einer unter Umsténden
sehr schlechten Approximation der gesuchten Losung. Die Verschiebungslosung wird
unterschitzt und bestimmte Spannungskomponenten oder -resultierende zeigen oszil-
latorisches Verhalten. In gewissen Fallen sind die berechneten Ergebnisse vollstandig
unbrauchbar und geben keinerlei Aufschluss iiber das tatsdchliche Strukturverhalten.

Sogenannte geometrische Locking-Effekte verstéarken sich dramatisch mit zunehmender
Schlankheit der verwendeten finiten Elemente. Fiir die numerische Simulation von Scha-
lenstrukturen haben diese Locking-Effekte eine inharente Bedeutung, da Schalen stets
schlanke, diinne Tragstrukturen sind. Im Kontext numerischer Simulationen von Schalen
ist die Vermeidung von Locking-Effekten von elementarer Bedeutung fiir eine verléssliche
Prognose des realen Tragverhaltens und der Beanspruchungen im Tragwerk.

Angesichts einer stetig steigenden Anzahl komplexer Diskretisierungsverfahren beschéf-
tigt sich die vorliegende Arbeit mit intrinsisch lockingfreien Schalenformulierungen. Aus
der Literatur bekannte Konzepte versuchen stets die durch die Diskretisierung entste-
henden Locking-Effekte zu beseitigen oder abzumindern. Tritt Locking jedoch gar nicht
auf, ist dessen Beseitigung obsolet. Deshalb sollen die hier vorgestellten Schalenformu-
lierungen numerische Locking-Effekte bereits auf Theorieebene vermeiden, ungeachtet
vom verwendeten Diskretisierungsschema. Die Vermeidung von Locking bereits vor der
Diskretisierung verspricht ein breites Anwendungsspektrum fiir diverse Diskretisierungs-
schemata im Bereich von Computersimulationen physikalischer Vorgéange.

Der erste Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der intrinsischen Vermeidung von Quer-
schublocking in Formulierungen fiir Strukturtheorien. Uber hierarchische Reparametri-
sierung der kinematischen Gleichungen kann Querschublocking im Rahmen einer pri-
malen Methode a priori vermieden werden. Das Konzept wird gleichermafien fiir schub-
weiche Balken-, Platten- und Schalenformulierungen demonstriert, wobei jeweils zwei
hierarchische Parametrisierungen unterschieden werden. Sowohl die Parametrisierung
hierarchischer Rotationen als auch die Parametrisierung hierarchischer Verschiebungen
resultiert in Formulierungen, die intrinsisch frei von Querschublocking sind. Jedoch zeigt
die rotationsfreie Parametrisierung mit hierarchischen Verschiebungen deutliche Vorteile
durch eine exzellente Approximation der Querkrafte. Im Bereich analytischer Betrach-
tungen ist die rotationsfreie Parametrisierung schubweicher Balkentheorien grundsatz-
lich nicht neu. Den Weg in numerische Approximationsverfahren hat sie, womoglich
durch die Forderung C'-kontinuierlicher Ansitze, fiir lange Zeit nicht gefunden. Doch
durch die Neuentwicklungen im Bereich netzfreier Methoden und der IGA ist es einfach
moglich, die Forderung nach glatten Ansatzraumen zu erfillen.
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Auch im Kontext rotationsfreier Parametrisierungen der schubweichen Plattentheorie
nach Mindlin lassen sich im Rahmen analytischer Losungsverfahren frithe Quellen fin-
den. Jedoch ist es bis heute niemandem gelungen, eine konsistente rotationsfreie Plat-
tenformulierung zu beschreiben, die das bekannte Mindlin-Modell reproduziert. In allen
Arbeiten wird nur eine hierarchische Schubverschiebung parametrisiert, wodurch ein
kiinstlicher Zwang in den kinematischen Gleichungen induziert wird. Diese inkorrekten
Plattenformulierungen werden auch heutzutage noch in zahlreichen Veroffentlichungen
aufgegriffen, ohne die bestehenden Schwichen zu diskutieren. In dieser Arbeit wird die
rotationsfreie Parametrisierung der Mindlin-Theorie durch zwei hierarchische Schubver-
schiebungen vorgeschlagen, wodurch ein kiinstlicher Zwang vermieden wird. Die in dieser
Arbeit vorgestellten schubweichen, rotationsfreien Platten- und Schalenformulierungen
sind womoglich die ersten ihrer Art, die das Plattenmodell nach Mindlin exakt repro-
duzieren konnen. Im Kontext numerischer Approximationsverfahren sind entsprechende
Formulierungen intrinsisch frei von Querschublocking und besitzen ein exzellentes Ap-
proximationsvermogen der Querkréfte.

Eine geometrisch nichtlineare Simulationen mit schubweichen Schalenformulierungen er-
fordert eine spezielle Behandlung und multiplikative Zerlegung groler Rotationen. Durch
die elegante Reparametrisierung bei hierarchischen Schalenformulierungen konnte auch
in diesem Kontext ein innovativer Ansatz entwickelt werden. Die zugrunde liegende An-
nahme ist, dass die Querschubrotationen fiir typische Schalenprobleme eher klein sind,
wohingegen die Gesamtrotationen beliebig grofl sein konnen. Diese Annahme resultiert in
einer additiven Zerlegung der Green-Lagrange-Verzerrungen in vollstandig nichtlineare
Anteile vom rotationsfreien Kirchhoff-Love-Typ und hierarchisch addierte, linearisierte
Querschubanteile. Dadurch sind grofie Gesamtrotationen additiv zerlegbar und kénnen
sehr einfach dargestellt werden. Fiir die in dieser Arbeit untersuchten Benchmarkproble-
me wird die Giltigkeit der, zunédchst restriktiv erscheinenden, Annahme kleiner Schub-
rotationen aufgezeigt.

Der letzte theoretische Teil dieser Arbeit beschéftigt sich vor allem mit der intrinsi-
schen Vermeidung von Membranlocking. Es wird ein neuartiges, reparametrisiertes ge-
mischtes Prinzip vorgestellt, in dem ausschliellich Verschiebungsgrofien als Priméarvaria-
blen auftreten. Diese Reparametrisierung fithrt dazu, dass die fiir gemischte Methoden
notwendige Wahl geeigneter Spannungs- oder Verzerrungsraume entfallt. Mit dem vor-
gestellten Mixed-Displacement(MD)-Konzept wird fiir jede Equal-Order-Interpolation
aller Primarvariablen automatisch der optimale Verzerrungsraum konstruiert. Die dar-
aus resultierende intrinsische Vermeidung geometrischer Locking-Effekte verspricht ein
breites Anwendungsspektrum dieser Methode.

Fiir alle prasentierten Konzepte werden vielseitige numerische Untersuchungen vorge-
stellt, die eine hervorragende Qualitdt der Verschiebungen, vor allem aber auch der
Schnittgrofien bestéatigen.
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Abstract

This thesis deals with the computer simulation of shell structures. Because of their effi-
ciency, shells play a significant role in various areas of nature and technology. Shells are
characterized by a high ratio of stiffness to material usage that is significantly influenced
by the curvature properties of the shell. The occurance of shell structures is very ver-
satile and extends all engineering disciplines — from construction, through mechanical
engineering and vehicle construction, all the way to the aerospace. Shells as thin-walled,
curved structures are essential in all areas. The ever increasing demands for light, opti-
mized structures require a very good prediction of their load-bearing behaviour, stress
and life time. In most cases, analytical solutions are not available, what requires the
determination of approximate solutions.

Should deformation processes of shell structures be simulated using numerical approxi-
mation first, the choice of a suitable shell theory is made. As a rule, one distinguishes
between shear rigid, shear deformable and three-dimensional shell theories. Which ef-
fects are taken into account depends decisively on the assumptions made in a theory.
The underlying partial differential equations of the continuous shell theory are transfor-
med by a discretization into a set of algebraic equations which can be solved well with
computer-oriented algorithms. The sought-after function of the exact solution is appro-
ximated by a linear combination of so-called ansatz functions. Each ansatz function itself
consists of the product of shape functions and discrete nodal parameters.

Depending on the type of dicretization and shape functions used therein, various me-
thods are distinguished. Probably the best known and most widely used discretization
scheme is the finite element method (FEM). Its basic idea is the subdivision of the so-
lution domain into subdomains with piecewise defined ansatz functions. Usually, linear
or quadratic polynomials are used as ansatz. But over the past two decades, a variety of
alternative discretization schemes were established. The majority of these concepts are
based on smooth and overlapping shape functions with complex structure. As prominent
examples, meshfree methods which renounce the definition of subdomains, so-called ele-
ments, should be mentioned. The associated smooth, globally or locally defined shape
functions are determined dependent on the nodal positions and lose the simple structure
of polynomials. In recent years, the popularity of spline-based approaches has rapidly
increased. With the presentation of the isogeometric analysis (IGA) in 2005 the corner-
stone was set for numerous new developments in the field of computer-aided simulation.
The IGA proposes the use of common shape functions in the fields of computer-aided de-
sign (CAD) and computational simulation (e.g. FEM). CAD-typical, spline-based shape
functions are now also used for numerical simulation of physical processes.

The described smooth discretization schemes differ in many ways, but share a crucial pro-
perty. Numerical locking effects are present in each discretization procedure, regardless
of the polynomial order, the smoothness, or any other criterion. Locking effects result,
in dependence of a so-called critical parameter, e.g. the slenderness, in a, in certain cir-
cumstances, very poor approximation of the sought-after solution. The solution for the
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displacements is underestimated and certain stress components or stress resultants show
oscillatory behaviour. In particular cases, the calculated results are completely useless
and give no information about the actual structural behavior.

So-called geometrical locking effects increase dramatically with increasing slenderness of
the finite elements used. For the numerical simulation of shell structures these locking
effects have an inherent importance because shells are ever slender, thin load-bearing
structures. In the context of numerical simulations of shells the avoidance of locking
effects is of elementary importance for a reliable prediction of the real structural behavior
and the stresses in the structure.

In view of a steadily increasing number of complex discretization procedures, the pre-
sent work deals with intrinsically locking-free shell formulations. The concepts known
from the literature always try to remove or alleviate the locking effects stemming from
the discretization. However, if locking does not occur, then its removal is obsolete. The-
refore, the shell formulations presented herein are designed to avoid numerical locking
effects already at the theory level, regardless of the used discretization scheme. The
avoidance of locking — already before discretization — promises a broad spectrum of
applications for various discretization schemes in the field of computer simulations of
physical processes.

The first part of this thesis deals with the intrinsical avoidance of transverse shear
locking in formulations for structural theories. Via hierarchic reparametrization of the
kinematic equations, transverse shear locking can be a priori avoided. The concept is
equally demonstrated for shear deformable beam, plate and shell formulations, whereby
two hierarchic parametrizations are distinguished. Both the parametrization of hierarchic
rotations and the parametrization of hierarchic displacements result in formulations that
are intrinsically free from transverse shear locking. The rotation-free parametrization
with hierarchic displacements, however, shows significant advantages by an excellent
approximation of the shear forces. In the field of analytical methods the rotation-free
parametrization of shear deformable beam theories is basically not new. For a long time
it has not found the way into numerical approximation methods, probably caused by
the requirement for C'-continuous ansatz spaces. But the new developments in the field
of meshfree methods and the IGA make it easily possible to meet the requirement for
smooth ansatz spaces.

Also in the context of rotation-free parametrizations of the shear deformable plate theo-
ry according to Mindlin, old sources can be found in the context of analytical solutions.
However, to date, no one succeeded in developing a consistent rotation-free plate formu-
lation that reproduces the well-known Mindlin model. In all works only one hierarchic
shear displacement is parametrized, inducing an artificial constraint in the kinematic
equations. These incorrect plate formulations are still taken up in numerous publications
without discussing the existing weaknesses. In this work the rotation-free parametriza-
tion of the Mindlin theory via two hierarchic shear displacements is proposed, thereby
avoiding an artificial constraint. The shear deformable, rotation-free plate and shell for-
mulations presented herein, are probably the first of their kind that exactly reproduce
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the plate model according to Mindlin. In the context of numerical approximation me-
thods corresponding formulations are intrinsically free from transverse shear locking and
possess an excellent approximation capability of the shear forces.

A geometrically non-linear simulation with shear deformable shell formulations calls for
a special treatment and multiplicative decomposition of large rotations. By the elegant
reparametrization in hierarchic shell formulations, also in this context, an innovative
approach could be developed. The underlying assumption is that the transverse shear
rotations are rather small for typical shell problems, whereby the total rotations can
be arbitrarily large. This assumption results in an additive split of the Green-Lagrange
strains into completely non-linear parts of the rotation-free Kirchhoff-Love type and
hierarchically added, linearized transverse shear parts. As a result, large total rotations
are additively decomposable and can be represented very easily. For the benchmark
problems examined in this work, the validity of the assumption of small shear rotations,
which initially appears restrictive, is shown.

The last theoretical part of this thesis deals mainly with the intrinsical avoidance of
membrane locking. A novel, reparametrized mixed principle is proposed, in which on-
ly displacement quantities occur as primary variables. This reparametrization leads to
the elimination of the, for mixed methods necessary, choice of suitable stress or strain
spaces. With the presented mixed displacement (MD) concept the optimal strain space
is automatically constructed for every equal-order interpolation of all primary variables.
The resulting intrinsical avoidance of geometrical locking effects promises a wide range
of applications of this method.

For all presented concepts versatile numerical investigations are proposed, which confirm
the excellent quality of displacements, but above all of the stress resultants.
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Einleitung

1.1 Motivation und Stand der Technik

In unserer Umwelt treten Strukturen verschiedenster Form und Ausprigung auf. Bei
genauerer Betrachtung der dreidimensionalen Korper fallt auf, dass zumeist eine der
drei Dimensionen deutlich kleiner oder deutlich gréfler ist als die anderen beiden. Als
Beispiel fiir die erste Auspragung sei ein Blatt eines Baumes genannt, fir letztere ein
diinner Ast. Im Ingenieurwesen werden diese Strukturen je nach Auspragung ihrer Di-
mensionen klassifiziert. So spricht man im Falle einer beliebig gekriimmten Struktur,
bei der zwei Dimensionen deutlich gréfler sind als die dritte, von einer Schale. Ebene
Schalen werden je nach Belastung in zwei weitere Kategorien unterteilt. Bei Belastung
in der Ebene spricht man von einer Scheibe, bei Belastung quer zur Ebene von einer
Platte. Kann eine Schale nur Membrankrafte aufnehmen, spricht man von Membranen.
Die genannten Tragstrukturen lassen sich unter dem Uberbegriff der Flichentragwerke
zusammenfassen. Sind nun zwei der drei Dimensionen deutlich kleiner als die dritte,
spricht man im Allgemeinen von Stabtragwerken. Je nach Tragverhalten unterscheidet
man beispielsweise zwischen Balken und Seilen.

Flachentragwerke spielen in vielen Bereichen von Natur und Technik eine bedeutende
Rolle. Schalenstrukturen sind die wohl effizienteste Art einen Raum zu iiberspannen.
Sie kennzeichnet ein hohes Verhaltnis von Steifigkeit zu Materialeinsatz. Die Kriim-
mung einer Schale hat einen mafigebenden Einfluss auf ihre hohe Steifigkeit. Durch die
Kriimmung wird fiir Belastungen quer zur Schalenebene die tangentiale Membransteifig-
keit aktiviert. Prominente Beispiele fiir Schalenstrukturen in der Natur sind Eierschalen,
Blatter oder der menschliche Schadel. Im Bauwesen treten Schalen beispielsweise in Form
von Kuppeln, Halleniiberdachungen, Silos und Kiihltiirmen auf. In anderen Ingenieurdis-
ziplinen sind Schalen unter anderem in Form von Autokarosserien, Rotorblédttern sowie
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Flugzeug- und Schiffsriimpfen vertreten. Im Bauwesen lassen sich Scheiben, Platten und
Stabtragwerke in jedem Gebédude finden.

Fir den Entwurf von Flachentragwerken ist das Verstandnis des Lastabtrags enorm
wichtig. Bei der Entwicklung einer mathematischen oder mechanischen Theorie wird
versucht, die komplexe Realitdt auf wesentliche Aspekte zu reduzieren. In der Struktur-
mechanik kommt dem Konzept der Dimensionsreduktion eine fundamentale Bedeutung
zu. Die Dimensionsreduktion der dreidimensionalen Realitat auf ein- oder zweidimensio-
nale Theorien erdffnet durch einhergehende Vereinfachungen einen Zugang zu analyti-
schen Betrachtungen und Handrechenverfahren. Zudem hat sich aus dimensionreduzier-
ten Theorien eine spezielle Denkweise entwickelt, die aus der heutigen Ingenieurpraxis
nicht wegzudenken ist. Es ist nur schwer vorstellbar, wie Ingenieure Tragstrukturen
ohne Balken-, Platten- und Schalentheorien und dem einhergehenden Denken in Span-
nungsresultierenden, wie Schnittkraften und -momenten, entwerfen kénnten. Die erste
asymptotisch korrekte Plattentheorie geht auf KIRCHHOFF (1850) zuriick; ihre Losungen
finden sich heute noch in vertafelter Form wieder, siche z. B. CZERNY (1970). Basierend
auf den Annahmen von Kirchhoff, entwickelte LOVE (1888) die erste, fiir allgemeine Geo-
metrien giiltige Schalentheorie unter Vernachléssigung von Querschubeffekten. Platten-
und Schalentheorien fiir dickere Schalen, in denen Querschubeffekte Berticksichtigung
finden, gehen auf REISSNER (1944) und MINDLIN (1951) zuriick.

Computergestiitzte Berechnungsverfahren gewinnen seit vielen Jahren stark an Bedeu-
tung. Eine immer anspruchsvollere Architektur erfordert von Ingenieuren eine zuver-
lassige Prognose des Tragverhaltens jenseits von analytischen Handrechenverfahren, die
schnell an ihre Grenzen stoflen. Dabei kommt vorwiegend die Finite-Elemente-Methode
(FEM) zum Einsatz, wobei dimensionsreduzierte Schalentheorien eine mafigebende Rolle
spielen. In kommerzieller Statik-Software fiir das Bauwesen stehen automatische Bemes-
sungsverfahren nur fiir Flichentragwerke zur Verfiigung. Dreidimensionale Stahlbeton-
tragwerke erfordern bis heute ein hohes Mafl an einer Bemessung ,von Hand“. Auch in
anderen Ingenieurbereichen, wie z. B. dem Automobilbau, sind die FEM und entspre-
chende finite Schalenelemente nicht wegzudenken. Bei der Crash-Simulation von Fahr-
zeugen mithilfe der FEM sind bis heute effiziente finite Schalenelemente unabdingbar;
eine vollstandig dreidimensionale Auflésung eines Gesamtfahrzeugs mit Volumenelemen-
ten fithrt in der Regel zu einem unwirtschaftlich hohen Rechenaufwand.

Wird im Rahmen der FEM von effizienten Schalenelementen gesprochen, so sind dabei
nicht nur die Rechenzeit und der Speicherbedarf gemeint, sondern auch die Ergebnisqua-
litat. Bereits in den jungen Jahren der FEM in den 1960er Jahren wurde erkannt, dass
primale finite Elemente unter bestimmten Umstanden zu sehr schlechten Ergebnissen
und reduzierten Konvergenzraten im praasymptotischen Bereich fithren. Der seit Ende
der 1970er Jahre verwendete Begriff Locking entstand aus der bildlichen Vorstellung,
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dass sich das Element gegeniiber der Deformation versperrt oder verschlieft. Uber ein
zu steifes Strukturverhalten hinaus sind die Ergebnisse fiir manche Spannungsgréfien
von minderer Qualitidt und weisen unphysikalische Oszillationen auf. Seit den Urspriin-
gen der FEM hat sich eine sehr grofle Anzahl an Veroffentlichungen mit den vielseitigen
Auspriagungen von Locking und dessen Abminderung beschéaftigt. Heutzutage existiert
eine grofle Bandbreite von Methoden zur Abminderung bzw. Beseitigung von Locking-
Effekten bei finiten Elementen fiir Kontinua und jegliche Art von Strukturtheorie.

In den letzten zwei Jahrzehnten hat die Popularitéat von neuartigen Diskretisierungssche-
mata in vielen Bereichen der computerorientierten Mechanik stetig zugenommen. Viele
der genannten Verfahren stellen glattere, aber auch komplexere Ansatzraume bereit.
Glatte Ansatzraume koénnen fiir spezielle Anwendungen von groflem Vorteil gegentiber
C%-kontinuierlichen Ansatzriaumen von klassischen finiten Elementen sein. An dieser
Stelle seien beispielsweise netzfreie Methoden verschiedenster Auspragung genannt, bei
denen im Gegensatz zur FEM keine Elemente definiert werden, vielmehr nur eine An-
sammlung von Knoten. Netzfreie Methoden, basierend auf Moving-Least-Squares(MLS)-
Ansétzen, wurden von BELYTSCHKO U. A. (1994), KRYSL UND BELYTSCHKO (1996) und
L1u U. A. (1997) eingefiithrt und es existieren zahlreiche Anwendungen auf strukturme-
chanische Probleme. Eine interessante, alternative netzfreie Methode unter Verwendung
von Maximum-Entropy(Max-Ent)-Ansétzen, siche SUKUMAR (2004), wurde von AR-
ROYO UND ORTIZ (2006) in lokaler Form vorgestellt und fir strukturmechanische Be-
rechnungen genutzt. CIRAK U. A. (2000) haben sogenannte, aus der dreidimensionalen
Computergrafik bekannte, Subdivisions-Techniken auf die Berechnung diinner Schalen
angewendet. Die Idee von glatten finiten Elementen, basierend auf Splines, ist grund-
satzlich nicht neu (siehe beispielsweise LEUNG (1990), GONTIER UND VOLLMER (1995)
oder HOLLIG (2002)), hat jedoch lange Zeit keine grofle Beachtung erfahren. Mit der
Vorstellung der isogeometrischen Analyse (IGA) durch HUGHES U. A. (2005) wird zum
ersten Mal ein Konzept vorgeschlagen, das die Verbesserung des Arbeitsablaufs an der
Schnittstelle von computergestitztem Entwurf (CAD) und computergestiitzter Berech-
nung, z.B. durch die FEM, zum Ziel hat. Die grundlegende Idee ist die Verwendung
einer CAD-Basis, tblicherweise nicht-uniforme rationale B-Splines (NURBS), fiir die
Parametrisierung des Geometrie- und des Berechnungsmodells.

In den Folgejahren kam es im Bereich der isogeometrischen Schalenformulierungen zu
einigen interessanten Entwicklungen. Durch die Kontrollierbarkeit der Polynomordnung
und der damit einhergehenden Kontinuitat zwischen Elementen ist die Konstruktion
von Cl-kontinuierlichen Ansatzriumen auf relativ einfache Weise méglich. Mitunter
fithrte diese Eigenschaft zu einer regelrechten Renaissance schubstarrer Schalentheori-
en, da die Anforderungen an die Ansatzraume mit isogeometrischen finiten Elementen
deutlich einfacher zu bewerkstelligen sind als bei klassischen finiten Elementen. Der
Beitrag von CIRAK U. A. (2000) ist als Pionierarbeit im Kontext glatter Diskretisierun-
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gen dinner Schalenmodelle zu betrachten, obwohl zu diesem Zeitpunkt die isogeometri-
sche Analyse noch nicht ihren Namen trug. Die erste Diskretisierung einer klassischen
Kirchhoff-Love-Schalentheorie (KIRCHHOFF (1850), LOVE (1888)) unter Verwendung
von NURBS wurde von KIENDL U. A. (2009) présentiert. Nachfolgend haben sich viele
weitere Veroffentlichungen mit isogeometrischen Kirchhoff-Love-Schalenelementen und
deren Anwendung auf z. B. Blechumformungsprozesse, Formoptimierung, Phasenfeldbe-
schreibung von Bruchvorgangen oder Fluid-Struktur-Interaktion beschéftigt, siehe bei-
spielsweise KIENDL U. A. (2010), BENSON U. A. (2011), KIENDL U. A. (2014), LU UND
ZHENG (2014), KIENDL U.A. (2015b), TEPOLE U.A. (2015), KIENDL U.A. (2016),
DUONG U. A. (2017), HELTAI U. A. (2017).

Isogeometrische, schubweiche Schalenelemente mit Reissner-Mindlin-Kinematik wurden
unter anderem von BENSON U.A. (2010), DORNISCH U.A. (2013), DORNISCH UND
KLINKEL (2014), DORNISCH U. A. (2016), ADAM U. A. (2015a) vorgestellt. Im Gegen-
satz zu den schubstarren Schalenelementen stellen Reissner-Mindlin-Elemente geringere
Anforderungen an die Ansatzriaume, d. h. C°-Kontinuitét ist ausreichend. Dennoch kann
auch fiir schubweiche Theorien eine hohere Kontinuitéat von Vorteil sein. Auf elegante Art
und Weise wurde von ECHTER U. A. (2013) eine hierarchische Familie von schubstarren,
schubweichen und dreidimensionalen Schalenelementen fiir geometrisch lineare Probleme
formuliert. Durch das hierarchische Konzept ist es prinzipiell moglich, durch knotenwei-
se Aktivierung oder Deaktivierung von hierarchischen Freiheitsgraden, adaptiv zwischen
Schalenmodellen zu wechseln. Dariiber hinaus stellt die spezielle Parametrisierung der
Schalenkinematik ein diskretisierungsunabhangiges Konzept zur Vermeidung von Quer-
schublocking und Kriimmungsdickenlocking (im Falle dreidimensionaler Schalentheori-
en) bereit. Besonders bemerkenswert ist hierbei, dass die erwahnten Locking-Effekte im
Rahmen einer primalen Einfeldformulierung a priori vermieden werden.

Isogeometrische Kontinuums-Schalenelemente wurden unter anderem von BOUCLIER
U.A. (2013), HOSSEINI U. A. (2013), HOSSEINI U. A. (2014), CASEIRO U.A. (2014),
BOUCLIER U. A. (2015a), CASEIRO U.A. (2015) und LEONETTI U. A. (2018) présen-
tiert.

[sogeometrische Schalenformulierungen sind nicht nur in der Wissenschaft, sondern auch
in der Praxis von groflem Interesse. So sind in der FE-Software LS-DYNA bereits schub-
weiche und schubstarre isogeometrische Schalenformulierungen und eine Mischform, so-
genannte Blended-Shells, nach BENSON U. A. (2010), BENSON U. A. (2011) und BEN-
SON U. A. (2013) verfiigbar. Nach ersten Implementierungen fiir strukturierte NURBS-
Patches, konnen in LS-DYNA inzwischen auch getrimmte NURBS-Geometrien mit iso-
geometrischen Schalenelementen berechnet werden. Aktuelle Projekte beschéftigen sich
mit der Implementierung von T- und U-Splines als Erweiterung der IGA-Codes auf
unstrukturierte, lokal verfeinerte Vierecksnetze.
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Im wissenschaftlichen Bereich der IGA wurde und wird eine stetig steigende Zahl unter-
schiedlicher glatter Ansatzraume und damit einhergehender Diskretisierungsverfahren
eingefiihrt, um mechanische Problemstellungen zu bearbeiten. Als Beispiele fiir glatte
Ansatzraume seien unter anderem (getrimmte) B-Splines/NURBS, hierarchisch verfei-
nerte B-Splines, T-Splines, Powell-Sabin-Splines und ihre nicht-uniforme rationale Ver-
sion NURPS, PHT-Splines, LRB-Splines oder U-Splines genannt. Fiir Details sei bei-
spielsweise auf SPELEERS U.A. (2006), NGUYEN-THANH U.A. (2011), SCOTT U. A.
(2012), SPELEERS U. A. (2013), SCHILLINGER U. A. (2012), BORNEMANN UND CIRAK
(2013), SCOTT U.A. (2014), THOMAS U. A. (2015), JOHANNESSEN U. A. (2014), Liu
U. A. (2015), JOHANNESSEN U. A. (2015), BREITENBERGER U. A. (2015) und CASQUE-
RO U. A. (2017) verwiesen.

Die zuvor genannten glatten Diskretisierungsverfahren unterscheiden sich in vielerlei
Hinsicht, teilen sich aber eine entscheidende Eigenschaft. Locking tritt bei jedem Dis-
kretisierungsverfahren auf, ungeachtet von der Polynomordnung, der Kontinuitat, oder
jedem beliebigen anderen Kriterium. Aufgrund der Struktur der zugrunde liegenden par-
tiellen Differenzialgleichungen, die gelost werden sollen, und dem Gebiet, auf dem diese
definiert sind, sind Locking-Effekte intrinsisch existent. Die Intensitat oder andere Cha-
rakteristika der jeweiligen Locking-Effekte konnen sich jedoch diskretisierungsabhéngig
unterscheiden. Bei gewohnlichen finiten Elementen sind die Ansatzrdume in jedem Ele-
ment gleich, somit kann je nach Ordnung und Elementform ein geeignetes Verfahren zur
Abminderung bzw. Beseitigung des entsprechenden Locking-Effekts gefunden werden.
Im Gegensatz hierzu haben isogeometrische Diskretisierungsverfahren den Nachteil, dass
sich die Ansatzraume von Element zu Element unterscheiden. Im Falle der netzfreien
Methoden héngt der Ansatzraum an einem speziellen Punkt von der Verteilung der um-
liegenden Knoten ab. Diese Figenschaften fiihren zusammen mit der hoheren Glattheit
dazu, dass spezielle Locking-Effekte fiir jedes Diskretisierungsverfahren aufs Neue unter-
sucht werden miissen. Im Rahmen von gemischten Methoden werden beispielsweise stets
geeignete niedere Ansatzrdume gesucht, um Locking-Effekten zu begegnen. Speziell fiir
netzfreie Methoden oder unstrukturierte splinebasierte Diskretisierungen erscheint diese
Herangehensweise auflerst komplex.

1.2 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

In der computergestiitzten Simulation von Schalenstrukturen werden typischerweise geo-
metrisch lineare und geometrisch nichtlineare Analysen durchgefiithrt. Unabhéangig vom
verwendeten Materialmodell spielen dabei geometrische Locking-Effekte, speziell fiir
grofle Schlankheiten, eine mafigebende Rolle. In vielen Féllen werden Verschiebungen



1 Einleitung

deutlich unterschitzt und Spannungen fiir praktikable Netzfeinheiten nur in inakzep-
tabler Qualitdt abgebildet. Die stetig anwachsende Bandbreite an neuen Diskretisie-
rungsverfahren im Rahmen der IGA und dariiber hinaus stellen neue Anspriiche an
entsprechende Konzepte zur Vermeidung von Locking.

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Untersuchung von Schalenformulierungen mit
folgenden Anforderungen:

e Die Schalenkinematik soll sowohl fiir die Berechnung von diinnen als auch moderat
dicken Schalen geeignet sein.

e Grofle Rotationen sollen effizient darstellbar sein.

e Locking soll intrinsisch, d.h. auf Theorieebene, und somit diskretisierungsunab-
héngig vermieden werden.

e Essollen sowohl die Verschiebungslosungen als auch die Ergebnisse fiir Spannungen
bzw. Schnittgrofen von hoher Qualitat sein.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 werden Grundlagen der Kontinuumsmechanik besprochen, um die beno-
tigten Groflen und Prinzipien einzufiihren, die fiir das Verstédndnis der nachfolgenden
Kapitel wichtig sind.

Kapitel 3 behandelt auf kompakte Art und Weise die Grundlagen von verschiebungsba-
sierten finiten Elementen. Dabei wird kurz auf das isogeometrische Diskretisierungskon-
zept eingegangen, da es trotz der genannten Forderung nach Diskretisierungsunabhéan-
gigkeit das wesentliche Diskretisierungsverfahren dieser Arbeit darstellt.

In Kapitel 4 werden zunéchst Locking-Effekte im Allgemeinen klassifiziert und beschrie-
ben, bevor deren Signifikanz fiir die zu entwickelnden Schalenformulierungen verdeut-
licht wird. Zudem wird in diesem Kapitel der Einfluss der Glattheit der Ansatzrdume
auf die Konvergenz und die Sensibilitat gegeniiber Locking diskutiert und an einem ein-
fachen Balkenmodell demonstriert. Zuletzt wird eine Literaturiibersicht zum Thema der
Verminderung von Locking im IGA-Kontext gegeben.

In Kapitel 5 wird die Idee der hierarchischen Reparametrisierung von kinematischen
Gleichungen fiir das Modellproblem schubweicher Balkenformulierungen vorgestellt. Bei-
spielhafte Konvergenz- und Lockingstudien fiir isogeometrische finite Elemente unter-
streichen das grofie Potenzial hierarchischer Formulierungen.

Kapitel 6 beschreibt die Anwendung des hierarchischen Konzepts auf Schalenformulie-
rungen. Im Speziellen werden zwei Schalenformulierungen prasentiert, die sich in ihrer
hierarchischen Parametrisierung der Querschubanteile unterscheiden, namlich mittels
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hierarchischer Rotationen bzw. Verschiebungen. Beide hierarchischen Formulierungen
werden fiir kleine und grofle Rotationen beschrieben, wobei ein besonderes Augenmerk
auf der effizienten Beschreibung grofler Rotationen im Rahmen eines sogenannten 5-
Parameter-Modells liegt. Die entwickelten Formulierungen werden auf theoretischer Ebe-
ne mit verwandten Plattenformulierungen aus der Literatur verglichen.

Kapitel 7 beschreibt eine variationelle Methode zur diskretisierungsunabhéngigen Ver-
meidung von Locking, die durch den Wunsch nach einer effizienten Vermeidung von
Membranlocking motiviert wird. Grundidee und Parallelen zu verwandten Konzepten
werden ausfithrlich diskutiert.

Ein vielseitiger Satz an numerischen Experimenten ist in Kapitel § dokumentiert. Die
Qualitat zuvor entwickelter Schalenelemente wird anhand ausfithrlicher Auswertungen
von Verschiebungen und Spannungen diskutiert. Dies geschieht sowohl fiir geometrisch
lineare als auch fiir nichtlineare Problemstellungen.

In Kapitel 9 werden die gewonnenen Erkenntnisse dieser Arbeit zusammengefasst, so-
wie weiterfiihrende Anregungen und mogliche Weiterentwicklungen und Anwendungen
diskutiert.






Grundlagen

In diesem Kapitel werden alle wesentlichen Begriffe, Definitionen und mechanischen
GroBen eingefiihrt, die fiir diese Arbeit von Bedeutung sind. Fiir die Herleitung einer
Schalenformulierung ist das Verstandnis der elementaren Differenzialgeometrie wichtig.
Fiir einen tieferen Einblick in diesen Themenbereich wird an dieser Stelle auf KLING-
BEIL (1966) und BASAR UND KRATZIG (1985) verwiesen. Die kontinuumsmechanischen
Grundlagen werden direkt in konvektiven Koordinaten dargestellt, da dies fiir das Ver-
stdndnis nachfolgender Kapitel von Nutzen ist. Als geeignete Werke zur Kontinuums-
mechanik werden unter anderem HOLZAPFEL (2000), ALTENBACH (2015), BASAR UND
WEICHERT (2000) empfohlen. Fir das tiefer gehende Studium hier eingefithrter Ener-
gieprinzipien wird auf ODEN UND REDDY (1976), FELIPPA (1994) und FELIPPA (2017)

verwiesen.

2.1 Differenzialgeometrie

Fir die Darstellung von Deformationsvorgingen fester Koérper im dreidimensionalen
Euklid’schen Raum wird fiir gewohnlich auf eine Lagrange’sche Betrachtungsweise zu-
riickgegriffen. Hierbei wird der Deformationsvorgang des Korpers von seinen materiellen
Punkten aus beschrieben, weshalb die Lagrange’sche Betrachtungsweise auch als mate-
rielle Betrachtungsweise bezeichnet wird.

Fir die eindeutige Beschreibung eines Punktes wird zunéchst ein ortsfestes, global kar-
tesisches Koordinatensystem z° eingefiihrt, das von den orthonormierten Basisvektoren
e; aufgespannt wird. Zudem wird mit £’ ein konvektives, krummliniges Koordinatensys-
tem eingefithrt, dessen Koordinatenlinien mit dem Koérper verbunden sind, siehe Abbil-
dung 2.1.



2 Grundlagen

Momentankonfiguration

Referenzkonfiguration

€1

Abbildung 2.1: Geometriebeschreibung und Kinematik eines Koérpers im dreidimensio-
nalen Raum.

Das Ortsvektorfeld X (£,62,£3) beschreibt die Ausgangslage des Kérpers, der in der so-
genannten Referenzkonfiguration mit {2g bezeichnet wird. In der Momentankonfigurati-
on wird der Korper mit Qy bezeichnet und durch das Vektorfeld x(£1,£2,€3) eindeutig
beschrieben. Groflen in der Referenzkonfiguration werden mit Grofibuchstaben bezeich-
net, Groflen der Momentankonfiguration mit Kleinbuchstaben. Durch die Differenz der
beiden Ortsvektoren x und X wird das Verschiebungsfeld u beschrieben. Auf die Un-
terteilung der Réander des Korpers in I'p und I'y bzw. 7p und «x wird in Abschnitt 2.5
naher eingegangen.

Die kovarianten Basisvektoren eines Materialpunktes konnen je nach Konfiguration durch
partielle Ableitung des entsprechenden Ortsvektors nach den konvektiven Koordinaten
&% bestimmt werden, d. h.

0X ox

Gz’ = 8€Z = X,i bzw.

g = agl = X,i = (X + u)’i = Gz + ll’i. (21)

Eine fundamentale Kenngrofle fiir die Beschreibung von Flédchen und Korpern in konvek-
tiven Koordinaten ist der Metriktensor (auch Einheitstensor), der sich darstellen ldsst
als
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Dabei stehen die ko- und kontravarianten Basisvektoren der Referenzkonfiguration iiber
G’ G;=9; (2.3)

miteinander in Beziehung. Die Koeffizienten des Metriktensors in ko- und kontravarianter
Darstellung sind dabei als Skalarprodukt der entsprechenden Basisvektoren definiert:

Gy =G G; bzw. G"=G'- G (2.4)

Die Beziehung zwischen ko- und kontravarianten Metrikkoeffizienten lésst sich in Ma-
trixschreibweise darstellen zu

{G7} ={Gy} 7" (2.5)

Aus den Gleichungen (2.2) und (2.4) lasst sich die Umrechnung zwischen ko- und kon-
travarianten Basisvektoren darstellen als

G'={G7} . G; bzw. G; = {Gy}- G (2.6)

Die Beziehungen aus den Gleichungen (2.2-2.6) lassen sich in analoger Weise fir die
Groflen der Momentankonfiguration beschreiben. Damit sind Koérper in beiden Konfigu-
rationen geometrisch eindeutig beschrieben.

2.2 Kinematik

Der Deformationsvorgang, der die Geometrie der Referenz- auf die Momentankonfigura-
tion iiberfithrt, wird im Folgenden naher betrachtet. Zusammenhénge zwischen geometri-
schen Groflen beider Konfiguration werden in der Kontinuumsmechanik durch die soge-
nannten kinematischen Gleichungen beschrieben. Startpunkt ist die Definition des Ver-
schiebungsvektors u, der die Deformation eines materiellen Punktes von der Referenz-
in die Momentankonfiguration beschreibt, sieche Abbildung 2.1.

u=x-X (2.7)

Die Abbildungsvorschrift differentieller Linienelemente beider Konfigurationen ist gege-
ben zu

dx = F - dX, (2.8)

11



2 Grundlagen

wobei der materielle Deformationsgradient durch die Basisvektoren in der Referenz- und
Momentankonfiguration beschrieben wird als

Die zugehorigen inversen Groflen sind gegeben durch
F'=G; g, FT=g'®G, (2.10)

Mit den Gleichungen (2.9) und (2.10) lassen sich Vorwérts- und Riickwértstransforma-
tionen, im Englischen push forward und pull back genannt, beschreiben zu

g, =F -G, gl=F"T.G (2.11)
und
G, =F"'.g, Gi=FT.g" (2.12)

In der vorliegenden Arbeit sollen grofle Verschiebungen und Rotationen, aber nur kleine
Verzerrungen betrachtet werden. Ein hierfiir geeignetes Verzerrungsmafl wird durch den
Green-Lagrange-Verzerrungstensor E beschrieben:

1
E=_(F'F-G)
A (2.13)
=E;,G'® G/
Mit den Beziehungen aus Gleichungen (2.1) und (2.9) ergeben sich alternative Darstel-
lungen zu
1 . ) ) )
E=_((G'oe) (596) -GG 0d)
1 . .
=50 = Gy G oG (2.14)
1 . .
= 5 (u,i . Gj + u,j . Gl + u7z~ . u,j) GZ ® GJ.

Im Falle einer geometrisch linearen Berechnung werden nichtlineare Terme vernachléssigt
und die Green-Lagrange-Verzerrungen entsprechen den sogenannten Ingenieurdehnun-
gen

1 ) .
e=5(u;Gjtu; GGG (2.15)
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2.3 Konstitutivgesetz

Um eine Beziehung der eingefithrten kinematischen zu den statischen Groflen herzustel-
len, wird ein sogenanntes Konstitutivgesetz benotigt, welches die zweite Feldgleichung
zur Beschreibung des Randwertproblems darstellt. Die energetisch konjugierte statische
Grofle zum bereits eingefithrten Green-Lagrange-Verzerrungstensor E wird durch den
zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor, kurz PK2-Spannungstensor

S = 57G; ® G (2.16)

beschrieben. Die Beziehung von Verzerrungs- und Spannungsgrofien wird durch ein
Material-, Stoff- bzw. Konstitutivgesetz hergestellt, in diesem Fall vom St.-Venant-
Kirchhoff’schen Typ durch

S=C:E. (2.17)

Gleichung (2.17) stellt eine lineare Abbildungsbeziehung zwischen den Green-Lagrange-
Verzerrungen und den PK2-Spannungen dar.

Der vierstufige Materialtensor C lasst sich in krummlinigen Koordinaten beschreiben

Al
C=C"G;®G;®G;,®G, (2.18)
Existiert ein Potential, so lidsst sich C aus der Verzerrungsenergiedichte W™ (E) herlei-
ten:
82 Jy/int (E)
= 7 2.1
€= oRoE (2.19)

Bei dem in dieser Arbeit verwendeten linear elastischen, isotropen Materialgesetz sind
zwei Parameter zur Beschreibung des Materialverhaltens ausreichend. In der Literatur
werden héufig die Lamé-Konstanten A und p angegeben, die sich aus dem Elastizitats-
modul F und der Querdehnzahl v bestimmen lassen zu

Ev FE

A= Pty

A+ )1 —20) (220)

Mit den Gleichungen (2.20) lassen sich die Komponenten des Materialtensors ausdriicken
als

CHM — AGIGH 4y (GF G + GG (2.21)
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2 Grundlagen

2.4 Gleichgewicht und Spannungsmalle

Das Prinzip actio est reactio von Isaac Newton gilt auch hier, fiir die an einem Korper
wirkenden internen und externen Kréfte, die durch das statische Gleichgewicht mit-
einander in Beziehung gebracht werden. Unter Vernachlassigung von Tragheitstermen
lautet die sogenannte statische Gleichgewichtsgleichung im Gebiet

DivP + pb = 0. (2.22)

Die skalare Massendichte p der Referenzkonfiguration und der Volumenbeschleunigungs-
vektor je Masseneinheit b beschreiben gemeinsam externe Volumenkréfte. Div P repra-
sentiert die internen Kréfte, wobei der erste Piola-Kirchhoff(PK1)-Spannungstensor P
durch

P = Pig, ® G, (2.23)

beschrieben wird. Die Tensorbasis des PK1-Spannungstensors beeinhaltet sowohl Anteile
aus der Referenz- als auch der Momentankonfiguration, da er eine tatséchlich wirkende
Kraft in der Momentankonfiguration auf ein Flachenelement der Referenzkonfiguration
bezieht. Die physikalische Interpretation dieser Grofle ist erschwert, da keine direkte
Aussage iiber eine Kraft pro Flache in der aktuellen Konfiguration gemacht wird. Das
Spannungsmaf, das genau diese Information bereitstellt, ist der sogenannte Cauchy-
Spannungstensor

o=0g;® g; (2.24)

Im Gegensatz zu den PK1- und PK2-Spannungstensoren aus den Gleichungen (2.23)
und (2.16), bezieht der Cauchy-Spannungstensor aus Gleichung (2.24) sowohl Kraft als
auch Flache vollstandig auf die Momentankonfiguration. Somit werden die zugehdrigen
Spannungskomponenten auch als wahre oder physikalische Spannungen bezeichnet. Alle
drei genannten Spannungsmafle lassen sich durch eindeutige Beziehungen ineinander
iiberfithren:

o= (detF)"'F.-S.FT,
P=detFo- -F T, (2.25)
S=F'.P.
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2.5 Randbedingungen

Zur vollstandigen Beschreibung des Randwertproblems der Elastostatik werden noch
geeignete Randbedingungen benotigt. Fiir statische bzw. quasistatische Probleme ge-
niigen Randbedingungen. Bei dynamischen Anfangsrandwertproblemen werden zusétz-
liche Anfangsbedingungen benotigt. Im Rahmen dieser Arbeit werden allerdings nur
statische bzw. quasistatische Problemstellungen unter Vernachléssigung von Tragheits-
termen betrachtet, was bereits in Gleichung (2.22) durch das Fehlen der Tragheitsterme
berticksichtigt wurde.

Abbildung 2.1 zeigt den Korper bzw. das Gebiet €2 in der Referenz- und der Momentan-
konfiguration. Die Randbedingungen werden auf die Rander des Gebiets aufgebracht.
Dabei sind auf den Randern I'y und y (hellgrau) Neumann-Randbedingungen, auch
Spannungsrandbedingungen genannt, in der Form

T=T (2.26)

vorgeschrieben. Der Spannungsvektor T steht mit dem PK1-Spannungstensor P iiber
das Cauchy-Theorem T = P - N in Verbindung, wobei N den Normalenvektor auf dem
Neumann-Rand 'y beschreibt. I'n und vp (dunkelgrau) beschreiben die Rénder mit
vorgegebenen Dirichlet-Randbedingungen der Form

u=nu, (2.27)

welche auch als Verschiebungsrandbedingungen bezeichnet werden. Fiir die Teilmengen
der Réander gilt

I'yUTp = 00R, I'nNITp =2, (2.28)

wobei entsprechende Zusammenhénge fiir die Rédnder in der Momentankonfiguration in
analoger Weise gelten. Die Gleichungen (2.22), (2.13) und (2.17) stellen gemeinsam mit
den Gleichungen (2.26) und (2.27) die vollstandige Beschreibung des Randwertproblems
der Elastostatik dar. Sie werden als Euler-Lagrange-Gleichungen bzw. starke Form des
Randwertproblems bezeichnet.

2.6 Energieprinzipien

In allgemeinen Féllen ist die starke Form eines Randwertproblems nicht exakt losbar,
was zur Entwicklung von Diskretisierungsverfahren wie z. B. der FEM gefiihrt hat. Da-
bei werden bestimmte Gleichungen des Randwertproblems nur schwach erfiillt, d.h.
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2 Grundlagen

nicht punktweise, sondern im integralen Sinne. Zur Herleitung von Finite-Elemente(FE)-
Formulierungen werden unterschiedliche Energieprinzipien herangezogen, die sich darin
unterscheiden, welche der Feldgleichungen stark bzw. schwach erfillt werden. Zur Her-
leitung der einfachsten, primalen Formulierungen dient das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen (PvV). Alternative, sogenannte gemischte Elementformulierungen, basieren
meist auf dem Prinzip von Hellinger-Reissner, dem Prinzip von Fraeijs de Veubeke (sie-
he ZIENKIEWICZ (2001)) bzw. Hu-Washizu oder entsprechenden Modifikationen. Einen
guten Uberblick iiber die genannten Funktionale und zugehorige Variationsprinzipien
findet man in ODEN UND REDDY (1976), FELIPPA (1994) und FELIPPA (2017). In die-
ser Arbeit werden das PvV und das Prinzip von Hellinger-Reissner (HR) verwendet,
weshalb sie im Folgenden beschrieben werden. Zudem wird das Prinzip von Hu-Washizu
in knapper Form eingefiihrt, da es zusammen mit den beiden anderen zu den wichtigsten
Variationsprinzipien im Kontext der FEM zahlt.

2.6.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Beim PvV werden das Gleichgewicht und die Neumann-Randbedingungen aus den Glei-
chungen (2.22) und (2.26) nicht mehr punktweise (stark), sondern nur noch im integralen
Sinne, also schwach, erfiillt. Dessen Herleitung kann grundsatzlich iber unterschiedliche
Wege erfolgen. Besteht ein Potential, so kann das PvV iiber das Prinzip des Minimums
der potentiellen Energie hergeleitet werden. Eine andere Herangehensweise stellt die Me-
thode der gewichteten Residuen dar. Dabei werden die Gleichungen (2.22) und (2.26)
mit einer Testfunktion du multipliziert und tiber das Gebiet bzw. den entsprechenden
Rand integriert, d. h.

§Tpey (1) = / Su- (DivP + b) dQ + / su- (T — T)dly = 0. (2.29)
QR I'n

Dabei gilt b= pb und T = P - N (Cauchy-Theorem). Das PvV besagt, dass bei einem
im Gleichgewicht stehenden mechanischen System eine beliebige, geometrisch vertrag-
liche virtuelle Verschiebung du keine Arbeitsanteile verursacht. Unter Anwendung des
Gauf}’schen Integralsatzes, der Nutzung von Gleichung (2.25) sowie weiterer Umformun-
gen ergibt sich das PvV zu

STlpey(u) = — /5E : SdQR+/6u-BdQR+/5u-TdFN 0, (2.30)
Qr Qr I'n

int ext
5HPVV 6HPVV

wobei §IIEY, und OI15Y, die virtuelle innere und duflere Arbeit darstellen. Das PvV ist
ein sogenanntes Einfeldprinzip, da nur die Verschiebung u als freie Variable vorkommt.
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2.6.2 Prinzip von Hellinger-Reissner

Beim Hellinger-Reissner-Prinzip (HELLINGER (1914), REISSNER (1950)) werden zusétz-
lich zum Gleichgewicht und den Neumann-Randbedingungen auch die kinematischen
Gleichungen (2.13) sowie die geometrischen Randbedingungen (2.27) in schwacher Form
eingebracht. Wie in spéateren Teilen dieser Arbeit gezeigt wird, kann diese schwache Er-
filllung der Kinematik im Kontext von finiten Elementen einen positiven Einfluss auf die
Ergebnisqualitdt haben. Das schwache Einbringen der Kinematik fithrt im Wesentlichen
dazu, dass neben den Verschiebungen u auch die Spannungen S als freie Variable im
Funktional auftauchen. Darum spricht man in diesem Kontext auch von einem Zwei-
feldfunktional. Im Falle eines St.-Venant-Kirchhoff-Materials ldsst sich das Prinzip von
Hellinger-Reissner, kurz HR, darstellen zu

|
ar (u.8) = [ <2ES:S—EU : s) To

R

int
1_[HR

(2.31)
+/(Bu) dQR+/(T-u>dFN—>5tat.
Qr I'n

TR
Bei Mehrfeldfunktionalen muss unterschieden werden, ob eine Grofle selbst eine freie
Variable darstellt, oder aus einer ebensolchen berechnet wurde. Deshalb beschreiben
beispielsweise die Fulzeiger in E, und Eg, aus welcher freien Variablen die Gréfle be-
rechnet wurde, d. h.

Eu = (u,i . G] + u;- Gz -+ u;- uyj) GZ X Gj, bzw. ES = C_l . S. (232)

DN | —

Es sei angemerkt, dass die schwache Erfiillung der Dirichlet-Randbedingungen im HR-
Prinzip zunéachst zu zusétzlichen Integralausdriicken iiber I'p fithrt. Diese Anteile erge-
ben sich stets zu null, da spéater im Rahmen der Diskretisierung, siche auch Kapitel 3,
stets mindestens C%-kontinuierliche Ansitze fiir die Verschiebungen gewihlt werden, die
die Verschiebungsrandbedingungen erfiillen. Die Variation der externen Anteile §TI$E
aus Gleichung (2.31) unterscheiden sich nicht im Vergleich zum PvV. Variation der in-
ternen Anteile aus Gleichung (2.31) nach den Verschiebungen und den Spannungen fiihrt

zu

STIR (u,S) = / (S:C7':S—E,: 08— 0E,:S) d, (2.33)

Qr
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wobei im Rahmen des HR-Prinzips folgendes gilt:

SIS + STIEE = 0. (2.34)

2.6.3 Prinzip von Hu-Washizu

Die letzte, im Hellinger-Reissner-Prinzip stark erfiillte Gleichung, namlich das Konstitu-
tivgesetz aus Gleichung (2.17), wird nun im Rahmen des Prinzips von Hu-Washizu (Hu
(1955), WAsHIZU (1955)) schwach eingebracht. Die freien Variablen sind in diesem Falle
die Verschiebungen u, die Verzerrungen E sowie die Spannungen S. Unter Vernachlés-
sigung des Terms tiber den Verschiebungsrand I'p, sieche Abschnitt 2.6.2, lasst sich das
Prinzip von Hu-Washizu (HW) darstellen zu

1
Miw (0, E, S) = / (2E .C:E—(E—E,): s) A +TISE, — stat. (2.35)

Qg

int
1_IHR

Dabei gilt auch hier TIGE = TI5GE = TI8Y,, weshalb auf eine detaillierte Ausfithrung der
externen Anteile verzichtet wird. Haufig kommt im Rahmen von FE-Formulierungen
eine Modifikation des Prinzips von Hu-Washizu nach StMO UND RIFAI (1990) zur An-
wendung. Grundidee ist hierbei eine Reparametrisierung der Verzerrungen in der Form
E = E — E,. Uber die Ausnutzung einer Orthogonalititsbeziehung der Spannungen S
und der erweiterten Verzerrungen E lassen sich auf diese Weise die Spannungen aus
der Formulierung eliminieren. Fiir weitere Details zur modifizierten Form des Prinzips
von Hu-Washizu sowie dessen Anwendung auf die Formulierung von effizienten finiten
Elementen wird auf SIMO UND RirA1 (1990), BISCHOFF (1999) sowie IRSLINGER (2013)
verwiesen.
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Verschiebungsbasierte finite Elemente

Da in vielen Bereichen der Mechanik nur selten analytische Losungen fiir entsprechende
Problemstellungen gefunden werden kénnen, haben sich diverse numerische Methoden
zur Losung partieller Differenzialgleichungen etabliert. In dieser Arbeit kommt haupt-
sachlich die FEM zum Einsatz, welche die schwache Form eines mechanischen Problems
diskretisiert und nach den gesuchten Groflen 16st. Im Diskretisierungsschritt kommt die
Grundidee zum Tragen, eine kontinuierliche Funktion in eine endliche Anzahl von dis-
kreten Punktwerten zu tberfithren. Zwischen diesen diskreten Punktwerten wird die
gesuchte Funktion durch sogenannte Formfunktionen interpoliert und approximiert. Je
nach Art der Formfunktionen und ihrer Verwendung zur Approximation der Geome-
trie und der freien Variablen spricht man von isoparametrischen oder isogeometrischen
Diskretisierungen. In diesem Kapitel werden die mafigebenden Diskretisierungs- und Lo-
sungsaspekte linearer und nichtlinearer, elastostatischer Problemstellungen beschrieben,
die fiir das Verstédndnis dieser Arbeit von Bedeutung sind. Die allgemeine Beschreibung
erfolgt fiir primale Formulierungen, basierend auf dem PvV nach Abschnitt 2.6.1. Fiir
ein tieferes Studium der FEM wird beispielhaft auf die umfassende Literatur verwiesen,
wie z. B. HUGHES (2000), ZIENKIEWICZ U. A. (2005) und BELYTSCHKO U. A. (2014).

3.1 Das isoparametrische Konzept

Die bisher beschriebenen Gleichungen des elastostatischen Randwertproblems sind so-
wohl in starker als auch schwacher Form kontinuierlich. Dies bedeutet fiir das PvV aus
Abschnitt 2.6.1, dass ein Verschiebungsfeld u(¢!, £2,€3) gefunden werden muss, welches
fir beliebige ou Gleichung (2.30) erfiillt. Ist ein solches Verschiebungsfeld gefunden, so
sind die zugehorigen Differenzialgleichungen in jedem Punkt exakt erfillt. In allgemei-
nen Fallen kann die exakte Losung nicht gefunden werden und man muss sich mit einer
Approximation begniigen. Durch die Diskretisierung des Problems kann ein Satz von
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Differenzialgleichungen in einen Satz algebraischer Gleichungen iiberfithrt werden, der
leichter numerisch l6sbar ist. Der Grundgedanke der FEM besteht in einer Gebietszerle-
gung in eine endliche Anzahl endlich grofler Teilgebiete, sogenannter finiter Elemente

Tele

Q~ Q"= Q. (3.1)
e=1

Q" beschreibt hierbei eine diskrete Approximation des Gebiets € in ng. Teilgebiete
Q., welche iiber den Assemblierungsoperator |J zum diskreten Gesamtgebiet Q" zu-
sammengefiigt werden. Die Konnektivitat benachbarter Elemente ist iiber gemeinsame
Knoten gewahrleistet, an welchen diskrete Knotenwerte, sogenannte Freiheitsgrade, de-
finiert sind. In jedem dieser Elemente werden tiber das Produkt aus den diskreten Kno-
tenwerten und den Formfunktionen abschnittsweise Ansatzfunktionen fiir z. B. die Ver-
schiebungen definiert. Ausgangspunkt fiir die numerische Losung eines elastostatischen
Randwertproblems ist die Diskretisierung des Deformationsvorgangs aus Abbildung 2.1.
Sind die Geometrie der Referenzkonfiguration sowie das Verschiebungsfeld diskretisiert,
so sind alle weiteren Groflen in Momentan- und Referenzgeometrie in diskreter Form be-
schreibbar. Werden fiir die Diskretisierung der Geometrie sowie des Verschiebungsfeldes
dieselben Formfunktionen verwendet, spricht man vom isoparametrischen Konzept:

X, ~XME) = S N(EX, (3.2
I=1

ol = S V(g (3.3)
I=1

Gleichung (3.3) zeigt die Diskretisierung des Verschiebungsfeldes eines finiten Elements
als Summe der Produkte der Formfunktionen N’ mit den diskreten Knotenverschie-
bungen d’ iiber die Anzahl der Knoten Nnd.ele des Elements. Der Ausdruck beschreibt
hierbei die Ansatzfunktion fiir das Verschiebungsfeld eines Elements. Werden beim An-
satz fir die virtuellen Verschiebungen du. dieselben Formfunktionen wie beim Ansatz
der Verschiebungen verwendet, spricht man von einem Bubnov-Galerkin-Ansatz, der in
dieser Arbeit stets verwendet wird, sieche auch Gleichung (3.6). Werden fiir die Ansétze
der beiden Felder unterschiedliche Formfunktionen verwendet, handelt es sich um einen
Petrov-Galerkin-Ansatz.

Das isoparametrische Konzept bildet die Grundlage fiir die Entwicklung nahezu aller
finiten Elemente in wissenschaftlichen und kommerziellen FE-Programmen. Die ein-
deutige Abbildungsvorschrift von isoparametrischen Elementen im Parameterraum in
den physikalischen Raum hat sich als auflerst effizient erwiesen, beispielsweise fiir die
numerische Integration von Steifigkeitsmatrizen, siehe Abschnitt 3.4. Isoparametrische
Elemente bieten eine einfache Basis zur Erweiterung auf FEM hoherer Ordnung, soge-
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nannte p-FEM. Dennoch finden bi- bzw. trilineare Elemente aufgrund ihrer Einfachheit
und Effizienz noch heute vorrangige Verwendung in wissenschaftlichen und kommerzi-
ellen FE-Programmen.

3.2 Konvergenzanforderungen und -geschwindigkeit

Die FEM ist ein Approximationsverfahren, welches ein kontinuierliches Problem tiber
den Diskretisierungsprozess in ein Problem mit einer endlichen Anzahl an Freiheits-
graden tberfithrt. Wird das FE-Netz bei gleichbleibendem Polynomgrad p sukzessive
verfeinert (sogenannte h-Verfeinerung), so erwartet man eine stets genauer werdende
Losung. Strebt die Losung eines Approximationsverfahrens mit zunehmender Anzahl an
Freiheitsgraden gegen die Losung der zugrunde liegenden Differenzialgleichung, so wird
das Verfahren als konvergent bezeichnet. Nach Lax-Wendroff ist Konvergenz im Rah-
men der FEM gewéhrleistet, wenn das Diskretisierungsverfahren konsistent und stabil
formuliert ist. Konsistent ist ein Verfahren dann, wenn die Kriterien der Vollstandigkeit
und Kompatibilitat erfiillt sind. Daraus ergeben sich fiir die in der FEM verwendeten
Ansatzfunktionen folgende Anforderungen:

e Vollstandigkeit: Bis zur Polynomordnung p = ¢ kénnen Funktionen exakt abgebil-
det werden.

e Kompatibilitdt: Mindestens C°-Kontinuitit innerhalb eines Elements, und C¢~1-
Kontinuitdt zwischen benachbarten Elementen.

e Stabilitat: Sichergestellt durch rangerhaltende numerische Integration und eine
reguliare Elementform.

Dabei beschreibt ¢ den variationellen Index, der als hochste auftretende Ableitung der
Unbekannten in der zugehorigen schwachen Form der Problemstellung definiert ist. In
gewohnlichen Elastizitatsproblemen fiir Kontinua gilt ¢ = 1. Die daraus folgenden For-
derungen an die Kompatibilitat sind bereits durch lineare Lagrange-Polynome erfiillt.
Komplizierter gestaltet sich die Gewahrleistung der Kontinuitédt bei Problemen, die einen
variationellen Index von ¢ = 2 aufweisen, d. h. wenn zweite Ableitungen der gesuchten
Variablen in der schwachen Form des Problems auftreten. Prominente Beispiele aus
der Strukturmechanik stellen schubstarre Balken, Platten- oder Schalenmodelle dar. In
diesen Fillen konnen Lagrange-Polynome jeglicher Ordnung nicht die erforderliche C*-
Kontinuitdt gewahrleisten.

Wie schnell eine FE-Methode durch Netzverfeinerung gegen die zu erwartende Losung
strebt, wird durch die Konvergenzrate bzw. -geschwindigkeit beschrieben. Zu erwartende
Konvergenzraten konnen im Allgemeinen nur fiir lineare Probleme im asymptotischen
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Limit verschwindender Elementldnge h — 0 angegeben werden. Diese theoretischen
Konvergenzraten konnen im Falle nicht glatter Losungen, wie z. B. unter dem Einfluss
von Singularitdten, beeintrachtigt werden. Fiir ein elliptisches Variationsproblem der
Ordnung ¢ gilt nach STRANG UND Fix (1988) fiir die zu erwartende L?-Norm des
Fehlers in den Verschiebungen folgende Konvergenzordnung;:

[u— a2 = O (B 4 2=ty (3.4)

3.3 Das isogeometrische Konzept

Die Urspriinge der FEM konnen in den 1950er und 1960er Jahren gefunden werden. Erste
Entwicklungen im Bereich der heutzutage bekannten Form des Computer-Aided-Design
(CAD) sind erst deutlich spéter zu datieren, etwa in den 1970er und 1980er Jahren.
Durch diese zeitliche Diskrepanz in der Entwicklung konnte die komplett unterschiedli-
che Geometriebeschreibung beider Technologien begriindet sein. Obwohl heutzutage die
Erstellung von Geometriemodellen mithilfe von CAD-Software nicht mehr aus dem In-
genieurbereich wegzudenken ist, muss die darin verwendete Geometriedarstellung stets
in ein fiir die Berechnung geeignetes FE-Netz tiberfiihrt werden.

Mit der Einfithrung der isogeometrischen Analyse (IGA) durch HUGHES U. A. (2005)
wurde ein Meilenstein in Richtung der Verkniipfung von Design und Analyse gesetzt.
Die bahnbrechende Idee besteht aus der Nutzung einer einheitlichen Geometriedarstel-
lung, wobei hier CAD-typische Geometrieparametrisierungen, wie z. B. NURBS Ver-
wendung finden. Obwohl bereits deutlich frither splinebasierte FE-Methoden vorgestellt
wurden, siehe beispielsweise LEUNG (1990), GONTIER UND VOLLMER (1995) oder HOL-
LIG (2002), kann durch die Arbeit von HUGHES U. A. (2005) der Durchbruch von spline-
basierten finiten Elementen verzeichnet werden. In den letzten Jahren hat die IGA vor
allem in der Wissenschaft einen regelrechten Aufschwung erlebt, aber auch kommerzielle
FE-Software, wie LS-DYNA, beinhaltet inzwischen Implementierungen isogeometrischer
Elementformulierungen.

Im Grunde handelt es sich bei isogeometrischen finiten Elementen um isoparametri-
sche Elemente, bei denen die Formfunktionen der Geometrieparametrisierung fiir die
FE-Diskretisierung verwendet werden. Der Begriff isogeometrisch spiegelt also eine iden-
tische Geometrieparametrisierung von CAD- und FE-Modell wider. Die in Abschnitt 3.2
beschriebenen Konvergenzanforderungen an die Ansatzfunktionen sind fiir gangige Spline-
Ansétze im Rahmen der IGA ebenso erfiillt, wie bei gewohnlichen Ansatzen, basierend
auf Lagrange-Polynomen.
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3.3 Das isogeometrische Konzept
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Abbildung 3.1: Vergleich quadratischer B-Splines fiir einen Patch bestehend aus fiinf
Elementen, links: C°-kontinuierlich, rechts: C'-kontinuierlich.

Als mafigebender Mehrwert der IGA wurde von HUGHES U. A. (2005) beispielsweise
die Zeitersparnis in der Erstellung von brauchbaren FE-Netzen beschrieben. Bei einer
geeigneten Geometriedarstellung kann die CAD-Geometrie direkt fir die Berechnung
verfeinert werden, wobei in jeder Verfeinerungsstufe die exakte Geometriebeschreibung
erhalten bleibt. Diese Eigenschaft unterscheidet die IGA grundlegend von der polynom-
basierten FEM, da sich bei letztgenanntem Fall bereits fiir einfache Geometrien, wie
z. B. einen Zylinder, mit jeder Netzverfeinerung eine andere Berechnungsgeometrie ein-
stellt.

Neben klassischer h- und p-Verfeinerung wurde im IGA-Kontext auch die sogenannte
k-Verfeinerung préasentiert, welche als Mischform neben der Polynomgraderhéhung auch
kontinuitatssteigernd wirkt. So kann innerhalb eines sogenannten Patches, zwischen den
Elementen eine maximale Kontinuitit von C?~! erreicht werden, wobei p den Polynom-
grad der Formfunktionen beschreibt. Genau diese Eigenschaft ist von mafigebendem
Interesse fiir diese Arbeit, da die erforderliche C!'-Kontinuitét fiir schubstarre Struk-
turmodelle wie Bernoulli-Balken, Kirchhoff-Platte und Kirchhoff-Love-Schale bereits ab
B-Splines zweiter Ordnung einfach bereitgestellt wird, wie in Abbildung 3.1 ersichtlich.
Diese Eigenschaft fithrte zu einer regelrechten Renaissance schubstarrer Modelle im Kon-
text isogeometrischer finiter Elemente. Zur nédheren Erlduterung dieser Thematik wird
auf die Kapitel 5 und 6 verwiesen.

Die hohere Glattheit von NURBS im Rahmen der IGA fithrte in vielen Bereichen
der computergestiitzten Mechanik zu interessanten und viel versprechenden Ergebnis-
sen. In HUGHES U. A. (2005) zeigte sich fiir Problemstellungen der Fluidmechanik ein
sehr gute Abbildung scharfer Randschichten in Advektions—Diffusions-Problemen durch
k-Verfeinerung, welche im Vergleich zu gewohnlicher p-FEM als iiberlegen eingestuft
werden kann. Die Robustheit isogeometrischer Simulationen von Problemen der Fluid-
Struktur-Interaktion wurde beispielsweise in BAZILEVS U. A. (2012) und KAMENSKY
U. A. (2015) demonstriert.
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3 Verschiebungsbasierte finite Elemente

Fiir Problemstellungen der Strukturdynamik und der Wellenausbreitung konnte gezeigt
werden, dass isogeometrische finite Elemente verbesserte spektrale Eigenschaften im
Vergleich zu gewohnlichen finiten Elementen aufweisen, siehe z. B. COTTRELL U. A.
(2006), REALI (2006), COTTRELL U. A. (2007). Speziell fiir die numerische Auflésung
der hoheren dynamischen Moden wurden in HUGHES U. A. (2008) die Uberlegenheit
der k-Verfeinerung gegeniiber gewohnlicher p-Verfeinerung gezeigt. Im Kontext expli-
ziter Dynamik wird aber noch nach ausreichend genauen (konzentrierten) Massenma-
trizen gesucht. Gewohnliche konzentrierte Massenmatrizen, die durch Zeilensummation
bestimmt werden, besitzen lediglich eine Genauigkeit der Ordnung O(h?), unabhéingig
vom Polynomgrad p. Die Entwicklung von Massenmatrizen hoherer Qualitit wird von
verschiedenen Autoren diskutiert, sieche beispielsweise WANG U. A. (2013), IDESMAN
(2017) und SCHAEUBLE U. A. (2017).

Isogeometrische Kontaktformulierungen kénnen in vielen Féllen gute Ergebnisse liefern,
welche entsprechenden Ergebnissen gewohnlicher Lagrange-FEM iiberlegen sind. Die
glatten isogeometrischen Ansatzraume resultieren in glatteren Kontaktspannungen mit
geringeren Oszillationen, als es bei Lagrange-Polynomen hoherer Ordnung der Fall ist.
Fiir nichtlineare Kontaktsimulationen mit groflen Relativgleitungen zwischen Kontakt-
korpern kann sich die hohere Glattheit positiv auf die Robustheit der Kontaktalgorith-
men auswirken. Fiir ein tiefergehendes Studium isogeometrischer Kontaktformulierun-
gen wird auf DE LORENZIS U. A. (2011), DE LORENZIS U. A. (2012), TEMIZER U. A.
(2012), MATZEN U. A. (2013), DIMITRI U. A. (2014), SEITZ U. A. (2016) und MATZEN
UND BISCHOFF (2016) verwiesen. Die genannten Veréffentlichungen unterscheiden sich
vor allem in der Art und Weise, wie die Kontaktbedingungen in die zugehérige schwache
Form eingebracht werden. Ein ausfithrlicher Uberblick iiber zugehérige Methoden und
isogeometrische Formulierungen wird in DE LORENZIS U. A. (2014) gegeben.

Die hohe Glattheit isogeometrischer Ansétze fiihrte auch im Kontext von Kollokation
zu grofler Beliebtheit. Die Untersuchung isogeometrischer Kollokationsmethoden wurde
von AURICCHIO U. A. (2010a) initiiert. Grundidee ist die Verbindung der hohen Glatt-
heit isogeometrischer Ansatze mit dem niedrigen numerischen Aufwand der Kollokation.
Dabei wird direkt die starke Form des zugehorigen Randwertproblems an einem Satz von
Kollokationspunkten ausgewertet (kollokiert), anstatt die schwache Form des Randwert-
problems zu integrieren. Inhalt dieses Kapitels ist die Beschreibung (isogeometrischer)
finiter Elemente mit Bubnov-Galerkin-Ansatz, basierend auf der schwachen Form. Ob-
wohl auf der starken Form basierend, sind die Beitrage zur Kollokation im isogeometri-
schen Kontext sehr interessant und erwédhnenswert. Eine Untersuchung von Problemen
der expliziten Dynamik wurde in AURICCHIO U. A. (2012) vorgestellt. Ein numerischer
Kostenvergleich von isogeometrischer Kollokation und isogeometrischer FEM wurde in
SCHILLINGER U. A. (2013) préasentiert. Die Erweiterung isogeometrischer Kollokation
der starken Form auf Kontaktprobleme geht auf DE LORENZIS U. A. (2015) und KRUSE
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3.4 Linearisierung und Loésung

U. A. (2015) zuriick. Kollokationskonzepte fur Balken und Platten wurden in BEIRAO
DA VEIGA U. A. (2012b), AURICCHIO U. A. (2013), REALI UND GOMEZ (2015), WEE-
GER U. A. (2017), KIENDL U. A. (2017) und MARINO (2017) vorgestellt. Isogeometrische
Kollokation der Reissner-Mindlin- und Kirchhoff-Love-Schalenmodelle wird in KIENDL
U.A. (2017), MAURIN U. A. (2018) untersucht. Die Wahl spezieller, superkonvergenter
Kollokationspunkte (Cauchy-Galerkin-Punkte), mit denen die Galerkin-Losung repro-
duziert werden kann, wird von GOMEZ UND DE LORENZIS (2016) initiiert sowie von
MONTARDINI U. A. (2017) und FAHRENDORF U. A. (2018) weiter untersucht.

Die Zahl unterschiedlichster glatter Diskretisierungsverfahren im Rahmen der IGA und
auch dariiber hinaus steigt stetig an, wie bereits in Abschnitt 1.1 beschrieben wurde.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass im Rahmen dieser Arbeit vorrangig finite Elemente
basierend auf NURBS verwendet werden. Dennoch sind die vorgestellten Entwicklungen
grundsétzlich auf jegliche Art glatter Diskretisierungsverfahren anwendbar und somit
nicht auf eine bestimmte Art von Ansatzraumen beschrankt.

Von einer detaillierten Einfithrung in B-Splines, NURBS, Verfeinerungsstrategien sowie
das isogeometrische Konzept als Ganzes wird an dieser Stelle abgesehen und auf PIEGL
UND TILLER (1995), HUGHES U. A. (2005) sowie COTTRELL U. A. (2009) verwiesen.

3.4 Linearisierung und Losung

Im Abschnitt 2.6.1 wurden die Differenzialgleichungen der Elastostatik in ihrer schwa-
chen Form dargestellt. Das PvV aus Gleichung (2.30) beschreibt dabei in kontinuierlicher
Weise, dass die Summe der virtuellen inneren und &ufleren Arbeiten gleich null ist

pyy(u) = ST, + STISE, = 0. 3.9
PvV PvV

Wenn Gleichung (3.5) erfillt ist, herrscht statisches Gleichgewicht. Gleichung (3.5) be-
schreibt einen Satz nichtlinearer Differenzialgleichungen, welche meist nicht direkt gelost
werden konnen. Durch Diskretisierung kann dieser Satz von Differenzialgleichungen in
einen Satz algebraischer Gleichungen iiberfithrt werden. Somit gilt fiir die Verschiebun-
gen und die virtuellen Verschiebungen

Nind,ele

u ~ul(E) = Y N(g)al =Nd,
I=1

Nind,ele

fu, ~dul(¢) = > N(¢)dd' =Ndid,
=1

(3.6)
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3 Verschiebungsbasierte finite Elemente

wobei N die Matrix der Formfunktionen und d bzw. dd die Vektoren der diskreten
Freiheitsgrade je Element darstellen. Uber den Zusammenbau zum Gesamtsystem lassen
sich die diskreten (virtuellen) Verschiebungen in globalen Vektoren D bzw. 6D sammeln.
Damit ergibt sich die diskrete Form von Gleichung (3.5) zu

OIIL (D) = SIIpY) + SIISN! = FY(D) — F** = R(D) = 0, (3.7)

wobei mit F™(D) und F*' die sogenannten internen und externen Kréfte bezeichnet
sind. Deren Ungleichgewicht wird durch das Residuum R(D) beschrieben. Es herrscht
somit statisches Gleichgewicht zwischen den internen und den externen Kréften, wenn

R(D) = 0 gilt.

Die nichtlineare Abhéngigkeit der internen Knotenkrifte F"*(D) von den Knotenver-
schiebungen D verhindert im Allgemeinen immer noch die direkte Losbarkeit von Glei-
chung (3.7). Wie bei nichtlinearen Problemen typisch, wird ein Losungsansatz durch
Linearisierung des Problems beschrieben, was einer Taylor-Reihenentwicklung mit Ab-
bruch nach dem linearen Glied entspricht. Die nichtlinearen algebraischen Gleichungen
werden mithilfe der Newton-Raphson-Methode iterativ durch eine Reihe linearer Pro-
bleme gelost.

Obwohl es sich bei allen nachfolgenden Herleitungen um ein diskretisiertes System han-
delt, wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf den Kopfzeiger (e)" verzichtet. Die
Linearisierung von 61lp,y (D) lasst sich auf globaler Ebene darstellen zu

LIN 6IIp,v = 01lpyy + Adllp,y
= 0llpyy + 0llpyy pAD
= 0IIByy + OTIEYy +(5H1F1’1\EV,D + 0llgyy p)AD,

———
-R(D) -0

(3.8)

wobei (®) p eine partielle Ableitung beschreibt. Da in dieser Arbeit keine verformungs-
abhangigen Lasten, wie z. B. Druck berticksichtigt werden, ergibt sich stets 51_[%’3\,7]3 =0.
Der Anteil 0IIgyy p soll hingegen detaillierter beschrieben werden, da mit ihm die tan-
gentiale Steifigkeitsmatrix hergeleitet werden kann. Mit der Gleichung (2.30) ergibt sich
in Matrixschreibweise

DI —— / (SES +6ETS p) dQp. (3.9)
Qr

Mithilfe der Regeln der Variationsrechnung, wie

T
SE = (gg) §D = EL,0D (3.10)
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3.4 Linearisierung und Loésung

und des Konstitutivgesetzes aus Gleichung (2.17) ldsst sich Gleichung (3.9) darstellen
zu

STIRL, o = —6D” / (ELCEp + ELpS) o

Qr

(3.11)

Kt

Die Tangentensteifigkeit K1 setzt sich aus einem elastischen, einem sogenannten An-
fangsverschiebungs- sowie einem geometrischen Steifgkeitsanteil zusammen, d. h. Kt =
K. + K, + K,. Der erste Anteil aus Gleichung (3.11) entspricht Ke,, der zweite Anteil
entspricht hingegen K,.

Mit der Newton-Raphson-Methode werden die nichtlinearen Gleichungen aus Gleich-
ung (3.7) iterativ, d. h. als Abfolge linearer Teilprobleme, gelost. Innerhalb einer Iteration
gilt im Iterationschritt ¢

AD™! = —K;'R(DY) (3.12)
sowie
D! = D’ + AD™!, (3.13)

bis sich das Residuum innerhalb einer vorgegebenen Toleranz zu null ergibt. Es gilt
somit R(D) & 0. Dies bedeutet wiederum, dass die internen und die externen Kréfte
im Gleichgewicht stehen, also Fit = Fext,

Im Falle einer geometrisch linearen Berechnung entsprechen die Green-Lagrange-Verzer-
rungen nach Gleichung (2.15) den sogenannten Ingenieurdehnungen e, welche nur linear
von den Verschiebungen u und somit D abhéngig sind. Dann gilt stets K, = Ky = 0
und Gleichung (3.11) reduziert sich auf

ST, b = —0D” / (€%,Cen) x|, (3.14)

Qg

Ke

wobei der Term [e] allein der elastischen Steifigkeit K, entspricht. Diese lésst sich auch
in der iiblichen Schreibweise einschlégiger FE-Literatur darstellen als

K. — / (B"CB) do, (3.15)

Qr
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3 Verschiebungsbasierte finite Elemente

wobei der B-Operator auch als diskreter Verschiebungs-Verzerrungs-Operator bezeich-
net wird. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden die Herleitungen dieses Abschnitts
auf Systemebene beschrieben. Natiirlich sind auch alternative Darstellungen auf Knoten-
oder Elementebene moglich. Die Berechnung der internen bzw. externen Kréfte sowie
der Tangentensteifigkeitsmatrix erfolgt in Rahmen dieser Arbeit elementweise mit an-
schlieender Assemblierung zu Systemmatrizen und -vektoren.

3.5 Spannungsriickrechnung

Die in diesem Kapitel beschriebenen finiten Elemente werden als verschiebungsbasiert
bezeichnet, da ihre primalen Variablen die Verschiebungen sind. Somit ist nach der
Losung eines linearen oder nichtlinearen Problems zunéchst nur die Geometrie in der
Referenz- sowie der entsprechenden Momentankonfiguration des Lastschritts bekannt.
Neben den Verschiebungen sind vor allem die auftretenden Spannungen in mechanischen
Systemen von mafigebender Bedeutung fiir Ingenieure. Da bei verschiebungsbasierten
finiten Elementen die gewtlinschten Spannungsgrofien nicht direkt verfiighar sind und
somit aus dem Losungsfeld der Verschiebungen berechnet werden miissen, erfolgt eine
Spannungsriickrechnung.

Die elementweisen, diskreten Knotenverschiebungen d werden nach Gleichung (3.3) mit
den Formfunktionen oder entsprechender Ableitungen zum Losungsfeld fiir Verschie-
bungen oder Verschiebungsableitungen interpoliert. Die Green-Lagrange-Verzerrungen
lassen sich nach Gleichung (2.13) oder (2.14) bestimmen.

Uber das Materialgesetz konnen nach Gleichung (2.17) die PK2-Spannungen bestimmt
werden. Wie in Kapitel 2 bereits beschrieben, werden die Cauchy-Spannungen als wahre
oder physikalische Spannungen bezeichnet. Die Beziehung zwischen PK2- und Cauchy-
Spannungstensor ist nach Gleichung (2.25) gegeben zu

o= (detF)'F-S - F' =0Vg,®g,, (3.16)

wobei sich die Komponenten tiber

. 1 iy
o = ——8Y 3.17
det F ( )
ineinander umrechnen lassen. Da sich diese Arbeit im Weiteren mit der Entwicklung von
Schalenformulierungen befasst, wurden, wie in diesem Kontext tiblich, alle eingefiithrten
Tensoren in konvektiven Koordinaten beschrieben. Die kontravarianten Komponenten

ol beziehen sich also auf die kovariante Basis g; ® g;, welche im allgemeinen Fall nicht
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3.5 Spannungsriickrechnung

normiert ist. Damit die Darstellung der Spannungskomponenten o nicht von der Me-
trik abhéngt, wird der Cauchy-Spannungstensor iiblicherweise auf eine orthonormierte,
kartesische Basis e; ®e; transformiert. Fiir die Umrechnung der Spannungskomponenten
in fiir den Ingenieur oder Anwender aussagekréiftige Werte gilt

M= o(et g ). (3.18)

o
Eine ausfiihrliche Zusammenstellung dieser und weiterer Transformationsregeln ist bei-
spielsweise in KIENDL (2011) zu finden. Im Falle reduzierter Schalenmodelle wie Kirch-
hoff-Love oder Reissner-Mindlin, welche nicht den gesamten dreidimensionalen Verzer-
rungsraum abbilden, bietet sich eine Transformation des Cauchy-Spannungstensors in
eine lokal kartesische Basis an. Hier lassen sich die getroffenen Annahmen, beispielswei-
se die verschwindenden Dickennormalspannungen ¢33, darstellen. Des Weiteren lassen
sich nur die in lokal kartesischen Koordinaten dargestellten Spannungskomponenten zu
physikalisch sinnvollen Spannungsresultierenden, wie z. B. Membrankraften oder Biege-
momenten, integrieren.
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Locking

Im vorherigen Kapitel wurden zunéchst primale, sogenannte verschiebungsbasierte fi-
nite Elemente in allgemeiner Darstellung préasentiert, obwohl diese fiir viele praktische
Problemstellungen nicht optimal sind. Bereits im jungen Alter der FEM, in den 1960er
Jahren, wurde erkannt, dass verschiebungsbasierte finite Elemente unter bestimmten
Umstanden zu sehr schlechten Ergebnissen und reduzierten Konvergenzraten im pra-
asymptotischen Bereich fiihren. Der seit Ende der 1970er Jahre verwendete Begriff
Locking entstand aus der Vorstellung, dass sich das Element gegentiber der Deformation
versperrt. In diesem Kapitel werden die grundlegenden Locking-Effekte allgemein, ihre
Symptome sowie ihre Bedeutung im Kontext der IGA erlédutert.

4.1 Klassifizierung von Locking-Effekten

In der Literatur gehen die Herangehensweisen zur Beschreibung von Locking-Effekten
auseinander. In entsprechenden Arbeiten von z. B. BISCHOFF (1999) und KOSCHNICK
(2004) werden die mechanische, die numerische und die mathematische Sichtweise auf die
Ursachen von Locking-Effekten beschrieben. Die mechanische Betrachtungsweise ist die
wohl anschaulichste, da hier direkt Verzerrungen bzw. Spannungen fiir einfache Problem-
stellungen identifiziert werden, die als parasitir einzustufen sind. Als parasitdr werden
Spannungen oder Verzerrungen immer dann bezeichnet, wenn sie in der analytischen
Losung nicht existieren, wie beispielsweise Querkrafte unter reiner Biegung eines Bal-
kens. Die numerische Sichtweise nach HUGHES (2000) ist eher formal und misst die Ten-
denz zu iibersteifem Elementverhalten mithilfe eines Zwangsbedingungsfaktors, auch als
Constraint-Count oder Constraint-Ratio bekannt. Hierdurch lassen sich reduzierte Inte-
grationsregeln und ihr positiver Einfluss auf die Verringerung von Locking herleiten und
verstehen. Nach BRAESS (2017) wiirde man aus mathematischer Sicht eher von einem
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4 Locking

schlecht konditionierten Problem, als von Locking sprechen. Als Ursache fiir die schlech-
te Konditionierung wird der groflie Quotient der auftretenden Konstanten genannt, der
bei sogenannten steifen Differenzialgleichungen auftritt. Fiir tiefere Einblicke in die ma-
thematische Beschreibung von Locking-Effekten sei auf BRAESS (2017) verwiesen.

Ziel dieses Abschnitts ist eine moglichst zugangliche und anschauliche Darstellung der
unterschiedlichen Locking-Effekte, weshalb sie hier vorwiegend aus mechanischer Sicht
betrachtet werden. Bevor jedoch die Ursachen fiir Locking beschrieben werden, wer-
den die Symptome aufgelistet, die prinzipiell durch alle Locking-Effekte hervorgerufen
werden:

1. Die Verschiebungslésung wird unterschétzt, d. h. die Struktur verhélt sich zu steif.

2. Bestimmte Spannungskomponenten oder Spannungsresultierende weisen oszillato-
risches Verhalten auf.

3. Die Intensitdt von 1. und 2. hangt von einem sogenannten kritischen Parameter
ab.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass Locking grundsétzlich von der numerisch zu lésen-
den partiellen Differenzialgleichung und der Form des Gebiets, auf dem diese definiert
ist, abhangt. Locking-Effekte treten fiir jegliche Art von Diskretisierungsverfahren, Po-
lynomordnung oder Glattheit der Formfunktionen, Elementform, oder jeden anderen
Einflussfaktor in Erscheinung, wobei sich Intensitdt und Charakteristika unterscheiden
koénnen.

Die verschiedenen Versteifungseffekte konnen nach BISCHOFF (1999), je nach Art ih-
res kritischen Parameters, in zwei wesentlich unterschiedliche Klassen unterteilt werden:
in materielle und geometrische Locking-Effekte. Wie die Namensgebung bereits andeu-
tet, treten materielle Locking-Effekte, wie z. B. volumetrisches Locking, in Abhéngigkeit
eines kritischen Materialparameters in Erscheinung, hier die Querdehnzahl v. Geome-
trische Locking-Effekte beschreiben hingegen eine ganze Klasse diverser Versteifungsef-
fekte, die von den geometrischen Abmessungen eines finiten Elements abhangen. Der
kritische Parameter ist in praktisch allen Féllen die Dicke des Elements bzw. eine da-
von abgeleitete Kennzahl, wie z. B. die Schlankheit. Geometrische Locking-Effekte wer-
den je nach Art ihrer Zwangsbedingung bzw. der auftretenden parasitdren Spannungs-
komponenten weiter unterteilt in Schub- und Querschublocking, Membranlocking sowie
Kriimmungs-Dicken-Locking bzw. Trapezlocking. Die klassifizierten Effekte werden im
Folgenden beschrieben und diskutiert.
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4.1 Klassifizierung von Locking-Effekten

4.1.1 Schublocking

Der recht allgemeine Begriff des Schublockings wird iiblicherweise im Bereich finiter Ele-
mente fiir zwei- und dreidimensionale Kontinua verwendet. Im Gegensatz zu Kontinu-
umselementen wird finiten Schalenelementen eine Dickenrichtung zugewiesen, wihrend
die beiden anderen Richtungen die Schalenebene beschreiben. Im Kontext von Schalen
wird Schublocking weiter unterschieden in Querschublocking sowie Schublocking in der
Schalenebene (In-Plane-Shear-Locking). Bei Balken- und Plattenelementen tritt Quer-
schublocking in analoger Art und Weise auf.

Alle Arten von Schublocking haben dieselbe Ursache und lassen sich in einem ge-
meinsamen Kontext darstellen und erkldaren. Die Beschreibung des Querschublockings
beim Timoschenko-Balken bietet den wohl einfachsten Zugang zur Materie und soll so-
mit als Startpunkt dienen. Abbildung 4.1 stellt die bekannte Kinematik eines ebenen
Timoschenko-Balkens dar, wobei v die Verschiebung der Mittelfaser in z-Richtung, ¢ die
totale Rotation des Querschnitts und v die Schubrotation beschreibt. Die kinematischen
Gleichungen dieses Balkenmodells lauten

Y=vz+¢ und K= ¢, (4.1)

wobei die Krimmung mit x bezeichnet wird und (e) , = d(g;) eine Ableitung nach der
rdumlichen Koordinate z definiert. Werden die priméren Verschiebungsgrofien v und
¢ im Zuge der Finite-Elemente-Diskretisierung mit denselben Formfunktionen diskreti-
siert, spricht man auch von einer Equal-Order-Interpolation. Im einfachsten Fall werden
lineare Formfunktionen zur Diskretisierung verwendet. In genau diesem Fall ergibt sich
in der Darstellung reiner Biegedeformationen ein grundlegendes Problem. Die Bedingung
verschwindender Querschubverzerrungen, d.h. 4* = 0, kann hier nur fiir den trivialen
Fall einer Starrkérperrotation, d.h. fiir konstante ¢", erfiillt werden. Die Darstellung

stiickweise konstanter Kriimmungen erfordert lineare Verldufe von ¢". Somit ist jedoch

Abbildung 4.1: Geometrisch lineare Kinematik eines ebenen, geraden Timoschenko-Bal-
kens.
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Abbildung 4.2: Deformationsverhalten und qualitative Verzerrungsverlaufe fiir ein bili-
neares Scheibenelement unter reiner Biegebelastung, u; = £'€2, v = 0.

v" elementweise konstant, ¢" hingegen linear. Die Erfiillung der Bedingung 7" = 0

-z
ist somit nicht mehr moglich. Dieses Ungleichgewicht von zwei nicht ausbalancierten
Ansatzfunktionen ist die mafigebende Ursache fiir Querschublocking. In jedem linea-
ren finiten Element werden unter reiner Biegung stets lineare Querschubverzerrungen
zuriickbleiben, die als parasitar bezeichnet werden, da sie in der analytischen Losung
nicht auftreten. Die innere Energie aus parasitaren Querschubverzerrungen und Quer-
kraften fithrt zu einer vergroferten Steifigkeit und somit zu einer unter Umsténden
deutlichen Unterschatzung der Verschiebungslosung. Die Unausgewogenheit der Ansét-
ze bleibt auch bei Elementen hoherer Ordnung erhalten, weshalb Locking, entgegen weit
verbreiteter Ansichten, auch in diesen Féllen nicht beseitigt, sondern nur verringert wird.
Beispielsweise kann ein Element mit quadratischen Ansétzen zwar konstante Krimmun-
gen exakt abbilden, doch bereits die Darstellung linearer Kriitmmungsverldufe resultiert
in quadratischen parasitdaren Querschubverzerrungen.

Bei Querschublocking handelt es sich um einen geometrischen Locking-Effekt. Somit ist
der kritische Parameter ein Geometriekennwert: die Schlankheit L/¢. Dabei ist aller-
dings die Schlankheit eines Elements und nicht der gesamten Struktur mafigebend. Das
bedeutet, je feiner die Diskretisierung ist, desto gedrungener (weniger schlank) ist ein
einzelnes Element und die Bedeutung von Querschublocking nimmt ab. Dadurch kon-
vergieren auch primale Timoschenko-Balkenelemente mit Netzverfeinerung gegen die
analytische Losung, obwohl sie von Querschublocking betroffen sind. Doch aus prakti-
schen Gesichtspunkten ist es wiinschenswert, bereits fiir grobe Netze niederer Ordnung
gute Ergebnisse fiir Verschiebungen und Spannungen zu erhalten, was der Beseitigung
von Locking-Effekten eine bedeutende Rolle zuweist.

Das zuvor beschriebene Schublocking bei Scheiben- oder Volumenelementen sowie ent-
sprechendes In-Plane-Shear-Locking bei Schalen lasst sich ebenfalls in einfacher Weise
veranschaulichen. In Abbildung 4.2 ist der Deformationsmode eines bilinearen Scheiben-
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elements unter reiner Biegung dargestellt. Aus dem Verschiebungsfeld u = [uy, up]T =

[£1€2,0]T lassen sich iiber e11 = w11, €25 = Ugp und €15 = (w12 + up1) die in Abbil-
9(e)
o
gilt. Ein in €2 linear verlaufender Verzerrungsverlauf £,; entspricht dem zu erwartenden

dung 4.2 dargestellten qualitativen Verzerrungsverlaufe bestimmen, wobei (o), =

Ergebnis unter reiner Biegung. Doch ergeben sich auch hier, analog zum Timoschenko-
Balken, linear in £! verlaufende Schubverzerrungen €15, die erneut als parasitir eingestuft
werden. Fiir Schalen entspricht dieser Effekt dem sogenannten In-Plane-Shear-Locking
bei Biegung in der Schalenebene. Fiir Volumenelemente lassen sich analoge Uberlegungen
fiir Biegedeformationen um alle drei Achsen anstellen, worauf an dieser Stelle verzichtet
wird.

4.1.2 Membranlocking

Fir bestimmte Flachen unter entsprechender Belastung konnen in der Realitét soge-
nannte dehnungslose Verformungen auftreten. Diese Verformungen sind reine Biegede-
formationen, die bereits fiir kleine Belastungen sehr grofl sein kénnen, da die fiir diin-
ne Strukturen dominierende Membransteifigkeit nicht aktiviert wird. Ein alltdgliches
Beispiel stellt das Auf- und Abrollen eines Blattes Papier dar. Im Vergleich zur Mem-
brandehnung in der Ebene des Blattes wird fiir eine reine Biegedeformation um ein
Vielfaches weniger Energie benétigt, obwohl die zugehérigen Verschiebungen bedeutend
grofer sind.

Mit der Entwicklung gekriimmter finiter Elemente fiir Balken und Schalen wurde ein
Versteifungseffekt entdeckt, der eine numerische Abbildung genau dieser dehnungslosen
Verformungen verhindert. Dieser Locking-Effekt riithrt aus einer Kopplung von Biege-
und Membrandehnungen her und wurde von STOLARSKI UND BELYTSCHKO (1982) als
Membranlocking bezeichnet. In diesem Beitrag wurde Membranlocking fiir gekriimm-
te Balkenelemente beschrieben, die auf der Theorie flacher Schalen von MARGUERRE
(1938) basieren. Entgegen der iiberwiegenden Mehrheit der Literatur, die sich mit Mem-
branlocking beschéftigt, soll hier Membranlocking am gekriimmten Bernoulli-Balken in
der Ebene erklirt werden, siche beispielsweise LM U. A. (1997). Identische Uberlegungen
konnten auch fiir gekriitmmte Timoschenko-Balken vorgenommen werden, siehe beispiels-
weise FRIEDMAN UND KOSMATKA (1998) und darin zitierte Literatur oder BOUCLIER
U. A. (2012). Allerdings tritt hier zusatzlich Querschublocking auf, weshalb in dieser
Arbeit die reduzierten kinematischen Gleichungen nach Euler und Bernoulli betrachtet
werden. Abbildung 4.3 zeigt die Geometriebeschreibung eines ebenen Bernoulli-Balkens
mit Krimmungsradius R, dessen Mittelfaser durch den Bahnparameter s beschrieben
wird. Die zwei mitdrehenden Verschiebungskomponenten in Tangential- und Normalen-
richtung werden durch u bzw. v beschrieben. Die beiden kinematischen Gleichungen des
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Abbildung 4.3: Geometriebeschreibung eines ebenen, gekriimmten Bernoulli-Balkens.

gekriimmten Bernoulli-Balkens fiir allgemeine Kriimmungsradien lassen sich darstellen
als

E=Us— 3 und K = <—v7s + Z) R (4.2)

)

wobei € die Membrandehnung und x die Kriimmung beschreibt. Im Falle gerader Bal-
ken gilt R = oo und es ergeben sich die gewohnten Dehnungs- bzw. Kriimmungsterme
gerader Bernoulli-Balken zu

€= U, und K= —Ug. (4.3)

) )

In Gleichung (4.3) ist erkennbar, dass die Membrandehnung ¢ im geraden Fall von
der Krimmung x entkoppelt ist und damit im Rahmen einer FE-Diskretisierung kein
Locking auftritt. Ableitungen jeweils nur eines Parameters sind fiir jeweils ausschliellich
eine Verzerrungskomponente verantwortlich. Es kann sowohl reine Biegung als auch reine
Membrandehnung problemlos dargestellt werden, indem entweder u s = 0 oder v = 0
erfiillt ist.

Im Falle eines gekriimmten Balkens verdndert sich diese, aus numerischer Sicht duferst
wiinschenswerte Eigenschaft. Zur Erlauterung der Ursache fiir Membranlocking wird der
einfache Fall eines einseitig eingespannten Kreissegments (R ist konstant) betrachtet. Ein
reiner Biegezustand erfordert verschwindende Membranverzerrungen, d.h. ¢ = 0. Aus
der Gleichung (4.2), links, folgt

= —. 4.4
we=" (4.4)

Zusammen mit der Gleichung (4.2), rechts, ergibt sich

v

KR = —'U755 + ﬁ
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Werden Polynome oder Splines als Formfunktionen verwendet, kann der einfachste Fall
konstanter Kriitmmung nur erfiillt werden, wenn v konstant ist. Aufgrund der aufgebrach-
ten Randbedingung muss somit v = 0 im gesamten Balken gelten. Aus Gleichung (4.5)
folgt also k = 0. Deshalb ist die Bedingung ¢ = 0 nur erfiillt, wenn auch x = 0 gilt, was
wiederum dehnungslose Verformungen ausschlief3t.

Membranlocking existiert grundsétzlich fiir jede Art von gekriitmmten Balken-, Schalen-
und Volumenelementen, wobei es in den kinematischen Gleichungen von Schalenformu-
lierungen nicht mehr so leicht identifizierbar ist. Im Falle von Schalenelementen tritt
Membranlocking, entsprechend der beiden Dimensionen, fiir Biegung in zwei Richtun-
gen auf. Wie sich in weiteren Teilen dieser Arbeit zeigen wird, ist die Signifikanz von
Membranlocking sehr hoch, denn auch bei Erhohung der Polynomordnung klingt dieser
Versteifungseffekt deutlich langsamer ab, als es beim Schublocking der Fall ist. Spe-
ziell im isogeometrischen Kontext ist es interessant zu erwédhnen, dass die Geometrie
hier ,exakt® dargestellt werden kann, was vorwiegend als grofler Vorteil beschrieben
wird. Doch im Gegenzug kommt dadurch mit Membranlocking ein ernst zu nehmen-
der Versteifungseffekt zum Tragen, der fiir gewohnliche bilineare finite Schalenelemente
von vernachlassighbarem Interesse ist. Bilineare Schalenelemente sind nur im Sonderfall
verwundener Elementgeometrien, in Form hyperbolischer Paraboloide, von Membran-
locking betroffen, wobei dessen Einfluss auch dann eher als gering einzustufen ist.

4.1.3 Kriimmungs-Dicken-Locking

Dieser Locking-Effekt tritt sowohl bei gewohnlichen bi- bzw. trilinearen Kontinuumsele-
menten als auch bei Schalenelementen mit Dickendnderung in Erscheinung. Bei Kontinu-
umselementen oder Kontinuums-Schalenelementen bezeichnet man ihn fiir gewohnlich
als Trapezlocking, siche beispielsweise MACNEAL (1992), SzZE (2000) und IRSLINGER
(2013). Im Kontext von mittelflachenparametrisierten Schalenformulierungen spricht
man typischerweise von Kriimmungs-Dicken-Locking, wobei dieses nur fiir Schalenfor-
mulierungen mit Dickendnderung auftritt, d. h. bei 6- bzw. 7-Parameter-Schalenformu-
lierungen, wie z.B. in RAMM U. A. (1994), BETSCH U. A. (1996) und ECHTER (2013).
Krimmungs-Dicken-Locking existiert nur bei gekriimmten Geometrien, die bei Diskre-
tisierung mit bi- oder trilinearen Kontinuumselementen automatisch zu trapezférmig
verzerrten Elementen fiihrt, siche Abbildung 4.4. Ursache fiir diesen Versteifungseffekt
sind parasitire Normalverzerrungen in Dickenrichtung Efy bzw. ek, die fiir reine Biege-
beanspruchung und v = 0 auftreten.

Bei den klassischen 3- und 5-Parameter-Schalenformulierungen nach Kirchhoff-Love bzw.
Reissner-Mindlin wird dieses Problem a priori durch modifizierte Stoffgesetze vermieden.
6- bzw. 7-Parameter-Schalenformulierungen sind nicht Inhalt dieser Arbeit, somit wird
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NPt

Abbildung 4.4: Deformation eines trapezférmig verzerrten Elements unter reiner Biege-
beanspruchung, v = 0.

Kriimmungs-Dicken-Locking nur aus Griinden der Vollstandigkeit kurz eingefiihrt. Wie
in Abbildung 4.4 angedeutet, rotieren die linke und rechte Elementkante unter Biege-
beanspruchung, verlangern sich aber gemaf} einer geometrisch linearen Kinematik nicht.
Alle anderen Fasern in Dickenrichtung erfahren hingegen eine unphysikalische Stau-
chung. In Elementmitte erfihrt die angedeutete Faser in Dickenrichtung sogar keinerlei
Rotation, hingegen die maximale Stauchung. Mit dem Kriimmungs-Dicken-Locking ist
nun der letzte geometrische Versteifungseffekt beschrieben.

4.1.4 Volumetrisches Locking

Im Gegensatz zu den bereits vorgestellten geometrischen Locking-Effekten, wird durch
das volumetrische Locking ein Versteifungseffekt beschrieben, der von der Querdehn-
bzw. Poissonzahl v abhéngig ist. Volumetrisches Locking ist nicht existent fiir v = 0.
Fiir den Grenzfall von v — 0,5, also bei fast inkompressiblem Materialverhalten, kann
volumetrisches Locking mafigeblich die Losungsqualitat verschlechtern. Der als kritischer
Parameter zu betrachtende Kompressionsmodul k = E/(3 — 6v) wird in diesem Fall un-
endlich, was im Sinne der mathematischen Betrachtungsweise wieder zu einem schlecht
konditionierten Problem fithrt. Die zugehorige Zwangsbedingung lautet im geometrisch
linearen Fall

Divu =ty + ty, + u,, =0, (4.6)

wobei eine Nichterfiillung zu grofien Zwangsspannungen fiihren kann. Der Grenzfall in-
kompressiblen Materialverhaltens kommt bei Festkorpern beispielsweise bei Metallen
oder gummiartigen Materialien vor, wobei sich volumetrisches Locking auch fiir v < 0,5
bemerkbar macht.
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Aus der mechanischen Sicht lasst sich volumetrisches Locking fiir v # 0 erneut anhand
parasitdarer Spannungsverldufe erlautern. Fiir den Deformationsmode aus Abbildung 4.2
mit den dargestellten Verzerrungsverlaufen lassen sich iiber das Hooke’sche Gesetz die
zusitzlichen qualitativen Spannungsverliufe bestimmen. Die in 2 linear verlaufende
Spannungskomponente o' bewirkt fiir diesen Mode bei v # 0 eine ebenso in &2 line-
ar verlaufende Spannungskomponente 02>, da hier 02" = po!" gilt. Entsprechende
Normalverzerrungen ek, sind hingegen null, weshalb die auftretenden Spannungen o?>"
als parasitédr einzustufen sind. Doch auch fiir andere Belastungen konnen die Verzerrun-
gen &b, hochstens konstant in &2 verlaufen, da das bilineare Verschiebungsfeld einfach
partiell nach £ abgeleitet wird. Die Unausgewogenheit zwischen linearen Spannungen

und konstanten Verzerrungen ist die Ursache fiir volumetrisches Locking.

Bei der Herleitung von mittelflachenparametrisierten 6-Parameter-Schalenformulierungen
mit Dickendnderung ergeben sich nur konstante Terme in der Dickennormalverzerrungs-
komponente g%, bzw. El. Der fehlende lineare Verzerrungsanteil verursacht in analoger
Weise volumetrisches Locking in Dickenrichtung, was in diesem Kontext iiblicherweise
als Poisson-Dicken-Locking bezeichnet wird. Im Fall von einschichtigen Schalenmodellen
kann dieser Effekt allerdings durch Netzverfeinerung nicht vermindert werden, da keine
Verfeinerung in Dickenrichtung stattfindet. Manche Autoren interpretieren das Poisson-
Dicken-Locking somit als einen Defekt der Schalenformulierung, da im Gegensatz zu
typischen Locking-Effekten, keine Besserung mit zunehmender Netzfeinheit zu erwarten
ist. Der fehlende lineare Verzerrungsanteil in Dickenrichtung wird bei dreidimensionalen
Schalenformulierungen typischerweise durch einen siebten Parameter eingebracht, was
in einer sogenannten 7-Parameter-Formulierung resultiert. Dieser siebte Parameter kann
entweder direkt die Dickenverzerrungskomponente linear anreichern (BUECHTER UND
RAMM (1992), RAMM U. A. (1994), BISCHOFF UND RAMM (1997)), oder indirekt iiber
ein in Dickenrichtung quadratisch angereichertes Verschiebungsfeld zu linearen Dicken-
verzerrungen fithren, wie beispielsweise in SANSOUR (1995) oder PARISCH (1995).

4.1.5 Bedeutung der einzelnen Locking-Effekte fiir diese Arbeit

In vorangegangenen Abschnitten wurden alle Locking-Effekte vorgestellt, die fiir struk-
turmechanische Probleme von Bedeutung sind. In dieser Arbeit stehen schubweiche
Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen mit 5-Parameter-Kinematik im Fokus.

Aufgrund dessen sind vor allem Querschublocking sowie Membranlocking von grofler
Bedeutung. Querschublocking tritt bereits fiir lineare Elemente auf und muss in die-
sem Kontext als maigebender Locking-Effekt betrachtet werden. Fiir Elemente hoherer
Ordnung nimmt zwar die Intensitat von Querschublocking in Bezug auf die Qualitat der
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Verschiebungslosung ab, zugehorige Querkrafte konnen aber immer noch starke Oszilla-
tionen aufweisen.

Im Gegensatz zum Querschublocking, existiert Membranlocking nur bei gekriimmten
Elementen, weshalb gewohnliche bilineare Schalenelemente nur im Falle verwundener
Elementgeometrien von Membranlocking geringeren Einflusses betroffen sind. Im Kon-
text isogeometrischer Schalenelemente gewinnt Membranlocking durch die exakte Be-
schreibung vieler gekriimmter Geometrien enorm an Bedeutung. Speziell fir glatte Dis-
kretisierungen ist die Qualitiat der Losungen fiir Membrankréafte unter Umstdnden &u-
Berst gering. Neben Querschub- und Membranlocking ist noch Schublocking in der Ebene
zu beachten. Letzterem wird fiir typische Schalenprobleme eine im Vergleich geringere
Bedeutung zugewiesen, da es nur fiir biegeahnliche Verformung in der Schalenebene
auftritt.

Das beschriebene Kriimmungs-Dicken-Locking sowie Poisson-Dicken-Locking treten nur
fiir dreidimensionale Schalenelemente oder Kontinuumselemente auf, da im Falle einer
Kirchhoff-Love- oder Reissner-Mindlin-Schalenformulierung die entsprechende transver-
sale Normalspannung $3 keine Beriicksichtigung findet. Somit werden diese Effekte im
weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht weiter diskutiert.

Im Fall von volumetrischem Locking bei zweidimensionalen Kontinua stellt die Erfiillung
der Inkompressibilitatsbedingung Divu = 0 nur fiir den ebenen Verzerrungszustand ein
grofies Problem dar. Hier reduziert sich die Zwangsbedingung auf Divu = u, 4+, , = 0.
Im Fall ebener Spannungszustande gilt hingegen Divu = v, ; + u,, + u,, = 0. Da sich
im Letzteren u, , indirekt aus der Modifikation des Stoffgesetzes ergibt und nicht aus der
Kinematik berechnet wird, ist die Zwangsbedingung gelockert und bereitet keine grofien
Probleme. Da bei Berechnungen mit 3P- bzw. 5P-Schalenformulierungen die Bedingung
verschwindender transversaler Normalspannungen ebenso mittels modifizierter Formen
des Stoffgesetzes aus Gleichung (2.17) eingebracht wird, ist volumetrisches Locking fiir
die Anwendungen in dieser Arbeit nur von untergeordnetem Interesse und wird nicht
tiefer gehend behandelt.

Bisher wurden die Ursachen und Wirkungsweisen von Locking-Effekten allgemein fiir
Kontinua und strukturmechanische Modelle beschrieben, ohne dabei die Einfliisse ei-
nes speziellen Diskretisierungsverfahrens detailliert zu diskutieren. Da die in Kapitel 6
beschriebenen Schalenformulierungen vorwiegend mit NURBS im Rahmen des isogeome-
trischen Konzepts diskretisiert werden, sollen genannte Ansatzraume nachfolgend néher
auf spezielle Eigenschaften im Kontext von Locking untersucht werden.
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4.2 Locking im isogeometrischen Kontext

Es wird oft davon gesprochen, dass Locking durch die Verwendung von Formfunktio-
nen hoéherer Ordnungen beseitigt werden kénne. Es ist wahr, dass sich mit steigender
Ansatzordnung die Intensitdt von Locking prinzipiell reduziert, dennoch wird Locking
nie vollstdndig beseitigt. Die zuvor beschriebene, fehlende Ausgewogenheit der Ansatz-
rdume verschwindet auch mit héherer Ordnung nicht, obwohl mit steigender Ordnung
grundsétzlich die Approximationsgiite zunimmt. Numerische Studien an einem einfachen
Modellproblem sollen im Folgenden die mafigebenden Eigenheiten isogeometrischer An-
satzraume in Abhéngigkeit der Ordnung und der Kontinuitat darstellen.

4.2.1 Einfluss von Polynomordnung und Kontinuitat

Als Einfithrungsbeispiel dient ein gelenkig gelagerter Balken unter Sinuslast ¢(x), siehe
Abbildung 4.5. Die Querlast ¢(z) wurde so gewahlt, dass mit keiner Diskretisierung die
analytische Losung exakt reprasentiert werden kann. Die Struktur wird mit isogeome-
trischen Timoschenko-Balkenelementen diskretisiert, wobei stets eine gewohnliche Ele-
mentformulierung mit Verschiebung v und totaler Rotation ¢ als Primarvariablen ver-
wendet wird. Die Lange des Balkens ist vorgegeben zu L = 10, seine Dicke ¢ ist variabel,
was eine Untersuchung der Abhéngigkeit vom kritischen Parameter, der Schlankheit %,
zuldsst. In den Abbildungen 4.6 und 4.7 sind jeweils links die relativen L2-Norm Fehler
in den Verschiebungen v(z), jeweils rechts entsprechende Fehler in der Querkraft Q(z)
aufgetragen. Rechenergebnisse fiir dicke Balken mit einer Schlankheit von % = 10 sind
jeweils oben dargestellt, Ergebnisse fiir sehr diinne Balken mit % = 1000 jeweils unten.
Um einen fairen Vergleich zwischen den verschiedenen Polynomordnungen und Kontinui-
taten zu gewahrleisten, sind alle Ergebnisse stets iiber der Anzahl an Kontrollpunkten
ncp, anstelle iiber der Elementanzahl, dargestellt.

m\l q(z) = gsin(5)’

T A
7 t é E =1000
v =20,0
z

L=10

Abbildung 4.5: Balken unter Sinuslast, Problemstellung mit Geometrie- und Material-
daten.
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Abbildung 4.6: Balken unter Sinuslast, relative L2-Norm des Fehlers in v (links) bzw.

in @ (rechts), p=2/3/4, CP~1, oben: % = 10, unten: % = 1000.

In Abbildung 4.6 wird bei maximaler Kontinuitit von C?~! der Polynomgrad p vari-
L _
L =
Rolle spielt. Mit zunehmendem Polynomgrad konvergieren die Ergebnisse schneller ge-

iert. Links oben ist klar ersichtlich, dass Querschublocking fiir 10 nur eine geringe

gen die analytische Losung. Links unten zeigt sich fiir % = 1000 jedoch, dass Locking
auch fiir hohere Ordnungen eine bedeutende Rolle spielt. Fiir alle Ordnungen ist eine
Abhéngigkeit von der Schlankheit % sowie die deutliche Ausprigung eines Plateaus im
priaasymptotischen Bereich erkennbar, was klare Symptome fiir Locking sind. Dass die
Querkraft Q(z) oszillatorisches Verhalten aufweist, lasst sich vor allem im dinnen Fall
(rechts unten) erkennen. Fir alle Polynomgrade wachsen die Fehler in der Querkraft zu-

nachst stark an, bevor sie fiir verhéltnisméflig feine Netze wieder kleiner werden. Bereits
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Abbildung 4.7: Balken unter Sinuslast, relative L2-Norm des Fehlers in v (links) bzw.

in @ (rechts), p =3, C2/1/0 oben: % = 10, unten: % = 1000.

fiir dieses simple Beispiel eines ebenen Timoschenko-Balkens zeigen sich fiir alle darge-
stellten Polynomgrade deutliche Auspragungen von Querschublocking, was besonders in
der inakzeptablen Qualitat der Querkraft Q(z) fir moderate Netze zu erkennen ist. Die
Kurven fiir p = 4 verdeutlichen die Notwendigkeit einer detaillierten Untersuchung der
Spannungsqualitat. Im diinnen Fall wiirde bei alleiniger Betrachtung der Verschiebungs-
16sung (links unten) auftretendes Querschublocking fiir p = 4 eher als minder wichtig
eingestuft werden; entsprechende Fehlerbetrachtungen im Querkraftverlauf (rechts un-
ten) zeigen hingegen die Signifikanz von Querschublocking auf.

In Abbildung 4.7 wird nun bei gleich bleibendem Polynomgrad p = 3 die Kontinuitét
variiert (C?/*/°), um den entsprechenden Einfluss niher zu untersuchen. In ADAM U. A.
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(2014) und ADAM U. A. (2015a) wurde beschrieben, dass sich die hohere Kontinuitat im
IGA-Kontext Effizienz steigernd auswirkt, sofern die Elemente gedrungen sind und somit
Locking keine Rolle spielt, siehe auch ECHTER UND BISCHOFF (2010). Wenn geome-
trische Locking-Effekte fiir entsprechend schlanke Strukturen an Bedeutung gewinnen,
erzeugt eine hohere Kontinuitat zusatzlichen Zwang und die Elemente verhalten sich
zunehmend steifer. Wie in Abbildung 4.7 erkennbar ist, erweisen sich die kubischen Ele-
mente mit maximaler C2-Kontinuitat im dicken Fall gegeniiber den Varianten mit C'-
bzw. C°-Kontinuitét als iiberlegen. Im diinnen Fall zeigt sich fiir die maximale CP~!-
Kontinuitdt das am starksten ausgepragte Locking-Verhalten sowie eine inakzeptable
Ergebnisqualitat der Verschiebung, vor allem aber der Querkraft.

4.2.2 Beseitigung von Locking-Effekten — ein kurzer Uberblick

Im Bereich klassischer finiter Elemente hat sich iiber Jahrzehnte hinweg ein grofler For-
schungszweig der computergestiitzten Mechanik entwickelt, der sich mit der Beseitigung
von Locking und der damit einhergehenden Verbesserung des Elementverhaltens be-
schaftigt. Im Bereich der sogenannten FE-Technologie lasst sich eine grofie Anzahl an
Veroffentlichungen finden. Ein entsprechend allgemeiner Literaturiiberblick wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen, weshalb vorwiegend Konzepte zur Abminderung von
Locking im isogeometrischen Kontext vorgestellt werden.

Im Rahmen der FEM werden fiir die Diskretisierung der Verschiebungen meistens C°-
kontinuierliche Formfunktionen verwendet. Unabhéngig von der Polynomordnung sind
die daraus abgeleiteten Verzerrungen und Spannungen an den Elementrindern C~!-
kontinuierlich, was zur Folge hat, dass sich eventuell auftretende parasitire Verzerrun-
gen bzw. Spannungen auf das Elementgebiet beschranken und sich nicht dartiber hinaus
ausbreiten. Fiir die FE-Technologie hat dies den Vorteil, dass Uberlegungen zur Ab-
minderung von Locking-Effekten oftmals an einem einzigen reprasentativen Element
angestellt werden konnen. Wie in einigen Konzepten ausgenutzt wird, lassen sich fir
die gingigen Elemente optimale Punkte finden, an denen die parasitiaren Verldufe in
Verzerrungen bzw. Spannungen verschwinden. Fir lineare und quadratische finite Ele-
mente sind dies typischerweise die superkonvergenten Punkte nach BARLOW (1976) oder
Punkte auf den Elementkanten. Uber gezielte Kollokation bzw. numerische Integration
an diesen Punkten lassen sich parasitare Anteile und der zugehorige Locking-Effekt wei-
testgehend beseitigen, wie beispielsweise bei der Assumed-Natural-Strain-Methode oder
reduzierten Integration.

Neuartige, glatte Diskretisierungsverfahren im Rahmen der IGA und auch dariiber hin-
aus stellen neue Anforderungen an die FE-Technologie, da die aus der FEM bekannten
Methoden zur Beseitigung von Locking-Effekten nicht mehr ohne Weiteres anwendbar
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sind. Bei glatteren Diskretisierungskonzepten entstehen zwangslaufig glattere Verzer-
rungsverldufe, die nun nicht mehr allein auf Elementebene betrachtet werden kénnen,
um spezielle Punkte mit gewiinschten Eigenschaften zu identifizieren. Die Nulldurchgén-
ge parasitarer Verzerrungsverlaufe konnen bei glatten Diskretisierungsverfahren sogar
von der Belastung abhingig sein, was die Suche nach ihren Positionen fiir allgemeine
Falle nahezu hoffnungslos macht. Die aus dieser Tatsache entstehenden Folgen werden
nachfolgend fiir verschiedene Konzepte zur Abminderung von Locking bei glatten Dis-
kretisierungsverfahren diskutiert.

Reduzierte Integration (RI)

Die ersten Untersuchungen zu selektiv reduzierten Integrationsregeln fiir quadratische,
C'-kontinuierliche, gekriimmte isogeometrische Timoschenko-Balkenelemente wurden
von BOUCLIER U. A. (2012) durchgefiithrt. Man spricht von selektiv reduzierter Integra-
tion (SRI), wenn nur bestimmte Teile der Steifigkeitsmatrix reduziert, andere Anteile
hingegen voll integriert werden. Die von BOUCLIER U. A. (2012) entwickelten reduzierten
Integrationsregeln wurden in den Arbeiten von ADAM U. A. (2014), ADAM U. A. (2015a)
und ADAM U. A. (2015b) auf unterschiedliche Polynomordnungen und Kontinuitédten in
NURBS-basierten Diskretisierungen von Balken-, Platten- und Schalenformulierungen
erweitert. In all diesen Beitridgen wurde gezeigt, dass diverse Locking-Effekte deutlich
abgemindert werden konnen, indem die optimale Anzahl an GauBpunkten tiber die in
Abschnitt 4.1 beschriebenen Zwangsbedingungsfaktoren bzw. Constraint-Counts ermit-
telt wird. Abhéngig von der Kontinuitat ergeben sich unterschiedliche optimale Anzah-
len an GauBpunkten, was eng mit dem zusétzlichen Zwang bei steigender Kontinuitat
zusammenhangt, siehe auch Abschnitt 4.2.1. Doch die optimalen Orte fiir Quadratur-
punkte, wie die der Barlow-Punkte in gewohnlichen finiten Elementen, wurden fiir glatte
Ansatzraume bisher nicht gefunden.

Die Suche nach optimalen reduzierten Integrationsregeln ist nicht trivial, da jeder zu-
sitzliche Integrationspunkt den Zwang erhoht und somit Locking verstarkt. Sobald aber
zu wenig Quadraturpunkte verwendet werden, treten unphysikalische Nulleigenformen
auf, die auch Spurious-Modes oder Zero-Eenergy-Modes genannt werden. Zudem fiih-
ren weniger Gaulpunkte grundsétzlich zu verminderter Genauigkeit, da die zugehorige
Integrationsordnung abnimmt.

Alle bisherigen Entwicklungen beschranken sich auf strukturierte NURBS-basierte Dis-
kretisierungen, da die Herleitung allgemeingtiltiger Regeln nur schwer moglich erscheint.
Fiir jede neue Art von Polynomgrad, Glattheit und Elementform miissen neue Uberle-
gungen angestellt werden, um fiir jeden speziellen Fall eine optimale reduzierte Integra-
tionsregel zu finden. Zudem ist anzumerken, dass entsprechende Regeln nur auf Pat-
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chebene funktionieren, was eine einheitliche Anzahl an Integrationspunkten je Element
verbietet. Die Qualitidt der Spannungen wird in den zuvor genannten Artikeln nicht
beschrieben. Doch eigene Studien zeigen, dass die Spannungen an den reduzierten In-
tegrationspunkten von guter Qualitdt sind, dazwischen aber immer noch Oszillationen
auftreten. Entsprechendes Post-Processing auf Patchebene fithrt wiederum auf glatte
Spannungsverlaufe, wobei patchweise Prozeduren eher ineffizient sind.

Assumed-Natural-Strain(ANS)-Methode

CASEIRO U. A. (2014) und CASEIRO U. A. (2015) présentieren eine Erweiterung der be-
kannten ANS-Methode von HUGHES UND TEZDUYAR (1981) auf NURBS-basierte iso-
geometrische Kontinuums-Schalenelemente. Eine verwandte Methode lasst sich auch in
CARDOSO UND CESAR DE SA (2014) finden. Die Grundidee der ANS-Methode besteht
darin, spezielle Kollokationspunkte anstatt der iiblichen Integrationspunkte zur Aus-
wertung angenommener Verzerrungsfelder, den Assumed-Natural-Strains, auszuwéhlen.
Zwischen den Kollokations- und den Integrationspunkten muss eine Art Projektion vor-
genommen werden, die die gewohnlichen und die angenommenen Verzerrungen in Ver-
bindung setzt. Auch bei dieser Methode bestimmt die Wahl der Kollokationspunkte
maBgeblich die numerische Stabilitdt und die Verminderung von Locking-Effekten. Fiir
den Fall quadratischer, C'-kontinuierlicher NURBS-Patches wurde von CASEIRO U. A.
(2014) eine effiziente Prozedur auf Elementebene beschrieben. Da aber die Verzerrun-
gen von kontinuierlicher Natur sind und optimale Kollokationspunkte schwer zu finden
sind, fithrt diese Methode nur zu einer Abminderung geometrischer Locking-Effekte. Die
Qualitat der Verschiebungslosung der vorgestellten Elemente ist somit nicht unabhéngig
von der Schlankheit, konvergiert allerdings schneller als bei primalen isogeometrischen
Kontinuums-Schalenelementen. Die Qualitat der Spannungen wird in den genannten
Arbeiten leider nicht diskutiert.

Discrete-Strain-Gap(DSG)-Methode

Das urspriingliche Konzept der Discrete-Shear-Gap-Methode zur Vermeidung von Quer-
schublocking in finiten Balken-, Platten, und Schalenelementen wurde von BLETZINGER
U. A. (2000) prasentiert. Wie in weiterfithrenden Arbeiten, siehe z. B. KOSCHNICK (2004)
und KOSCHNICK U. A. (2005), festgestellt wurde, stellt die DSG-Methode ein allgemeines
Konzept zur Beseitigung aller geometrischen Locking-Effekte bereit, was zur allgemei-
neren Bezeichnung Discrete-Strain-Gap-Methode fiihrte.

Im isogeometrischen Kontext wurden zunachst B-Spline-basierte, lockingfreie schubwei-
che Balkenelemente mit DSG-Modifikation der Querschubverzerrungen vorgestellt, siehe
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ECHTER UND BISCHOFF (2010). In ECHTER U. A. (2013) und ECHTER (2013) wurde
die universale Anwendbarkeit auf die Beseitigung geometrischer Locking-Effekte in iso-
geometrischen, NURBS-basierten Schalenelementen aufgezeigt. Die vier grundlegenden
Schritte der DSG-Methode lassen sich zusammenfassen zu: Integration, Kollokation,
Interpolation und Differenziation. Da die in dieser Arbeit entwickelten Konzepte enge
Verbindungen bzw. Parallelen zur DSG-Methode aufweisen, soll die DSG-Prozedur am
einfachen Beispiel eines Timoschenko-Balkens detaillierter aufgearbeitet werden.

Geht man von einem diskretisierten System aus, lassen sich die Schubverzerrungen aus
Gleichung (4.1) schreiben als

ncp

(@) &AM (2) =Y (o' + N'e') (4.7)

I=1

wobei ncp die Anzahl an Kontrollpunkten beschreibt. Die einzelnen Teilschritte der
DSG-Methode sind wie folgt:

1. Integration: Die Querschubverzerrungen der gewohnlichen primalen Formulierung
werden integriert, was auf eine sogenannte Strain-Gap-Funktion (hier: Shear-Gap-
Funktion) fihrt, die als Schubdifferenzverschiebung interpretiert werden kann:

o (z) = / +*(z) da. (4.8)

2. Kollokation: Die Funktion v(z) beinhaltet immer noch parasitire Anteile, die
aber durch Kollokation an speziellen Punkten eliminiert werden konnen. Fiir die
DSG-Methode im Kontext CY-kontinuierlicher finiter Elemente wurden die ge-
wohnlichen Elementknoten als die optimalen Kollokationspunkte identifiziert. Bei
NURBS-Diskretisierungen wurde von ECHTER UND BISCHOFF (2010) festgestellt,
dass die parasitiren Anteile in v (z) stets an den Greville-Punkten =, (siche MARS-
DEN UND SCHOENBERG (1966) und SCHOENBERG (1967)) verschwinden. Diese
Eigenschaft ist besonders zu betonen, da sich die Nulldurchgidnge der parasitiaren
Verzerrungsanteile selbst nicht an bekannten Punkten befinden, was ein direkte
Kollokation der Querschubverzerrungen v"(z) derart schwierig macht. Kollokation

von v/*(z) an der k-ten Greville-Abszisse liefert eine diskrete Schubverschiebung

(4.9)

3. Interpolation: Durch Equal-Order-Interpolation werden die diskreten Schubver-
schiebungen mit denselben Formfunktionen, hier B-Splines, interpoliert. Da der
Ansatzraum nicht punktweise interpolierend ist, miissen die diskreten Werte der
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Schubverschiebungen an den Greville-Punkten auf entsprechende Werte am Kon-
trollpunkt umgerechnet werden. Dies kann beispielsweise durch eine globale Pro-
jektion auf Patchebene geschehen, was zu einem linearen Gleichungssystem mit
ncp Gleichungen fiihrt. Fiir die k-te Gleichung gilt:

ncp

> N ()0l = o (4.10)
=1

Werden die ncp Gleichungen in Matrizen gesammelt, dann ldsst sich das lineare
Gleichungssystem darstellen als

AV, = v, (4.11)

wobei fiir die Eintrdge der Kollokationsmatrix Ay = N%(z;) gilt. Bei glatten,
nicht interpolierenden Formfunktionen fithrt die Losung dieses Gleichungssystems
durch die dicht besetzte Inverse A~! zu einer globalen Kopplung der diskreten
Schubverschiebungen am Kontrollpunkt. Nahezu voll besetzte Steifigkeitsmatrizen
sind die Folge. Im Falle interpolierender Formfunktionen, wie in der gewohnlichen
FEM, gilt A = I, was zu v, = v, fithrt. Nach der Losung von Gleichung (4.11)
wird die modifizierte Schubverschiebung 9" (z) konstruiert iiber

ncp

(z) = Z N(2)@!. (4.12)

4. Differenziation: Die durch die DSG-Prozedur modifizierten Schubverzerrungen ei-
nes Timoschenko-Balkens werden im letzten Schritt durch Differenziation der mo-
difizierten Schubverschiebungsfunktion gebildet

@h T ncp . .
o) = T = S V)i (413)

Die dargestellte Prozedur lasst sich auf jede von Locking behaftete Verzerrungskom-
ponente jeder Balken-, Schalen- oder Kontinuumstheorie anwenden. Als herausragende
Eigenschaft der DSG-Methode ist zu erwahnen, dass sie unabhéngig von der Glattheit
und der Polynomordnung der Ansatzraume anwendbar ist. Zudem miissen im Rahmen
des DSG-Konzepts keine geeigneten Ansatzrdaume niederer Ordnung gefunden werden,
da auch bei Equal-Order-Interpolation die optimalen Punkte zur Beseitigung der pa-
rasitdren Verzerrungsanteile identifiziert werden konnen. Hingegen ist es als nachteilig
zu betrachten, dass die DSG-Methode in der dargestellten Form fiir isogeometrische
Schalen und Kontinua mit erheblichem numerischen Mehraufwand verbunden ist. Die
Ursachen liegen in der numerisch aufwendigen, patchweisen Integration der diskreten
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Strain-Gaps und ihrer globalen Projektion auf entsprechende Kontrollpunktwerte, die
in dicht besetzten globalen Steifigkeitsmatrizen resultiert. Aktuelle Forschungsarbeiten
beschéftigen sich mit der Effizienzsteigerung der DSG-Methode im Kontext glatter An-
satzraume.

Enhanced-Assumed-Strain(EAS)-Methode

Konzepte wie beispielsweise DSG, ANS oder RI versuchen, parasitére Verzerrungsanteile
tiber eine Reduktion der Ansatzrdume herauszufiltern. Die EAS-Methode (SIMO UND
RIFAT (1990)) versucht hingegen die Ansatzraume fiir Verzerrungen so anzureichern,
dass parasitidre Anteile ausbalanciert werden. Ubliche EAS-Konzepte basieren auf der in
Abschnitt 2.6.3 vorgestellten modifizierten Form des Prinzips von Hu-Washizu, bei der
die Spannungen selbst nicht diskretisiert werden miissen, sondern nur die Verschiebungen
u und die erweiterten Verzerrungen E. CARDOSO UND CESAR DE SA (2012) haben
die EAS-Methode zur Behandlung von Locking bei NURBS-basierten isogeometrischen
Scheibenelementen angewendet. Bei den untersuchten Elastizitdtsproblemen hat sich
gezeigt, dass optimale erweiterte Verzerrungsansétze nicht gefunden werden konnten und
Locking-Effekte somit nur verringert wurden. Zudem haben sich unphysikalische Moden
(Spurious-Modes) gezeigt, die iiber ein Stabilisierungsverfahren unterbunden werden
mussten.

B- und gemischte Methoden

Der erste Beitrag zu B-Methoden im Kontext glatter, isogeometrischer Diskretisierungen
stammt von ELGUEDJ U. A. (2008), worin das urspriingliche B-Konzept von HUGHES
(1980) erweitert wird. Der Fokus dieser Beitrige liegt in der Verminderung von volu-
metrischem Locking bei nahezu inkompressiblem Verhalten von Kontinua, siehe auch
in ANTOLIN U. A. (2017). Gemischte Dreifeldformulierungen zur Verminderung volume-
trischen Lockings wurden von TAYLOR (2011) und MATHISEN U. A. (2011) présentiert.
BOUCLIER U. A. (2012) erweiterten das B-Konzept auf die Behandlung von Querschub-
und Membranlocking in gekriimmten, isogeometrischen Timoschenko-Balkenelementen.
Spatere Beitrdge beschéftigen sich mit der Verminderung von geometrischen Locking-
Effekten in isogeometrischen Kontinuums-Schalenelementen, siehe z. B. BOUCLIER U. A.
(2013) und BOUCLIER U. A. (2015b).

ECHTER U. A. (2013) und OESTERLE U. A. (2016) nutzten eine gemischte Verschiebungs-
Spannungs-Methode (u-0), basierend auf dem Prinzip von Hellinger-Reissner, sieche Ab-
schnitt 2.6.2, zur Behandlung von Membranlocking in isogeometrischen Schalenelemen-
ten.
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Es sind enge Parallelen zwischen u-0- und B-Methoden erkennbar. Wihrend in u-o-
Konzepten die richtige Wahl des Spannungsansatzes bedeutend ist, entscheidet bei B-
Methoden der Ansatzraum der zusétzlichen Verzerrungsfelder iiber die Qualitit der
Elementformulierung. In beiden Konzepten ist es nicht trivial, die optimalen Ansatz-
rdume zu finden. Ist der Ansatzraum fiir die Spannungen bzw. Verzerrungen zu arm,
tauchen unphysikalische Nulleigenformen auf. Ein zu reicher Ansatzraum bewirkt hinge-
gen zusatzlichen Zwang und fiithrt zu oszillierenden Spannungen, obwohl typischerweise
trotzdem von lockingfreien Elementen gesprochen wird.

Ein weiterer Nachteil ist, dass fiir jede Spannungs- bzw. Verzerrungskomponente ein
anderer reduzierter Ansatzraum konstruiert werden muss, was in einer Mehrzahl unter-
schiedlicher Netze resultiert. Dies ist weder effizient, noch allgemeingiiltig und wider-
spricht zudem der Grundidee der IGA, die eine direkte Verwendung der aus dem CAD
bereitgestellten Parametrisierung vorschlagt.

Die ersten gemischten oder B-Methoden im IGA-Kontext fithrten bei Kondensation der
zusitzlichen Spannungs- oder Verzerrungsparameter, genau wie das DSG-Konzept, zu
nahezu voll besetzten Steifigkeitsmatrizen. Lokale Projektionen resultieren in Matrizen
mit im Vergleich zu primalen Methoden verbreiterter Bandstruktur. Fiir strukturierte
NURBS-Diskretisierungen stellen lokale Projektionsmethoden interessante Ansétze dar,
siehe beispielsweise BOUCLIER U. A. (2013), HU U. A. (2016), ANTOLIN U. A. (2017),
GRECO U. A. (2017) oder MI1AO U. A. (2017).

Hierarchische Formulierungen

Die markante Eigenschaft hoherer Kontinuitdten an Elementiibergédngen lédsst sich fiir
die Entwicklung schubweicher Balken-, Platten- und Schalenformulierungen nutzen, die
auf Theorieebene frei von Querschublocking sind. Kernidee ist die Vermeidung von Un-
ausgewogenheiten in den kinematischen Gleichungen durch eine geeignete Reparametri-
sierung, d. h. durch die Verwendung von alternativen kinematischen Variablen. ECHTER
U. A. (2013) présentierten eine hierarchische Familie isogeometrischer Schalenelemente,
wahrend LONG U. A. (2012) schubweiche Schalenelemente basierend auf einer Loop-
Subdivision vorstellten. BEIRAO DA VEIGA U. A. (2015) présentierten einen mathema-
tisch orientierten Beitrag mit Anwendung auf Mindlin-Platten, unter Verwendung von
NURBS und NURPS. Die genannten Beitrage parametrisieren die Verschiebungen und
die Schubrotationen, wéhrend in KIENDL U. A. (2015a) fir Balken und in OESTERLE
U. A. (2016) fiir Platten und Schalen jeweils entsprechende, integrale Verschiebungsgro-
Ben parametrisiert werden.

Der grundlegende Vorteil von hierarchischen Formulierungen gegeniiber gewdhnlichen
Parametrisierungen liegt darin begriindet, dass Locking bereits auf Theorieebene ver-
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mieden wird. Das heifit, unabhéangig vom verwendeten Diskretisierungsschema kann im
Rahmen einer Equal-Order-Interpolation Querschublocking vermieden werden. Diese
Eigenschaft verspricht ein breites Anwendungsspektrum des hierarchischen Konzepts.
Weitere Details und Entwicklungen werden in den Kapiteln 5 und 6 diskutiert.

Weitere Ansatze

AURICCHIO U. A. (2007) und AURICCHIO U. A. (2010b) beschéftigten sich im Rahmen
dieser Beitrdge mit der Vermeidung von volumetrischem Locking bei ebenen Elasti-
zitatsproblemen. Durch Reformulierung des Problems und Losen nach einer skalaren
Stream-Funktion, aus der im Nachlauf divergenzfreie Verschiebungsfelder berechnet wer-
den koénnen, wird volumetrisches Locking durch das Ausnutzen der hoheren Kontinuitat
vermieden. BEIRAO DA VEIGA U. A. (2012a) haben die Verwendung unterschiedlicher
Ansatzraume fir das Verschiebungsfeld und die beiden Rotationsfelder von Mindlin-
Platten vorgeschlagen, um die Unausgewogenheiten der Ansatzraume in den Schubver-
zerrungen zu beseitigen. Dieses Konzept fithrt bei NURBS-Diskretisierungen zu locking-
freien Mindlin-Plattenelementen, ist aber eher schwer auf andere Locking-Effekte und
Diskretisierungsmethoden anwendbar.

4.2.3 Zusammenfassung

Wie in Abschnitt 4.2.1 gezeigt wurde, kann die Behandlung von Locking auch fiir isogeo-
metrische finite Elemente hoherer Ordnung nicht vernachlassigt werden. Im Gegensatz
zur klassischen p-FEM hat die héhere Kontinuitat im Rahmen der IGA einen bedeuten-
den Einfluss auf das praasymptotische Konvergenzverhalten. Fiir sehr geringe Schlank-
heiten spielen geometrische Locking-Effekte eine untergeordnete Rolle und die héhere
Kontinuitdt isogeometrischer Ansétze bewirkt geringere Fehler und eine schnellere Kon-
vergenz im praasymptotischen Bereich. Mit wachsender Schlankheit nimmt der Einfluss
von geometrischen Locking-Effekten zu und die hohere Kontinuitat kann sich deutlich
negativ auf die Ergebnisqualitit auswirken. Vor allem fiir maximale C?~!-Kontinuitét
fithrt die erhohte Anzahl an Zwangsbedingungen pro Element zu deutlich starker aus-
gepragten Locking-Effekten, die im praasymptotischen Bereich zu erheblich schlechterer
Konvergenz fithren.

Die hohere Kontinuitét spielt aber auch bei der Beseitigung von Locking-Effekten eine
Schliisselrolle. Die aus der FE-Technologie bekannten Methoden zur Beseitigung von
Locking-Effekten sind im Allgemeinen nicht direkt auf glatte Diskretisierungsverfah-
ren iibertragbar. Optimale Punkte, an denen parasitiare Verzerrungsanteile verschwin-
den, lassen sich fiir glatte Ansatzraume nicht mehr direkt auf Verzerrungsebene finden.
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Dies fithrt bei entsprechenden Konzepten, wie z. B. RI oder ANS, dazu, dass Locking-
Effekte lediglich abgemindert werden kénnen. Bei gemischten Methoden werden im IGA-
Kontext zusédtzliche Spannungs- bzw. Verzerrungsansatze in entsprechend glatter Form
bendétigt, um Stabilitdt bzw. die Erfiillung der LBB- oder inf-sup-Bedingung, sieche LA-
DYZENSKAJA UND URAL'CEVA (1968), BABUSKA UND Aziz (1972) und BREZZI (1974),
zu gewahrleisten. Ist allerdings die Kontinuitat der zusétzlichen Ansatzraume tiber die
Elementgrenzen hinweg hoher als C~!, kénnen die zusétzlichen Spannungs- bzw. Ver-
zerrungsparameter nicht mehr auf Elementebene eliminiert werden. Vielmehr sind Be-
trachtungen auf Patch- bzw. Systemniveau erforderlich. Dies fithrt bei Elimination der
zusétzlichen Parameter zu nahezu voll besetzten Matrizen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass alle Methoden zur Beseitigung von Locking,
welche nur auf Elementebene agieren, Locking-Effekte nur verringern. Bestehende Me-
thoden, wie die DSG-Methode, die alle geometrischen Locking-Effekte vollstandig be-
seitigen konnen, sind rechenintensiv und fithren zu dicht besetzten Steifigkeitsmatrizen.
Ein weiterer grofler Nachteil der aus der FEM bekannten Methoden zur Beseitigung von
Locking ist, dass sie fiir jeden glatten Ansatzraum unterschiedlich funktionieren und
angepasst werden miissen. Wohl auch aus diesem Grund beschrinken sich die Beitrage
zur Beseitigung von Locking auf strukturierte NURBS-Diskretisierungen, wohingegen
keine Beitriage im Kontext unstrukturierter Netze wie z. B. T-Splines, LRB-Splines oder
PHT-Splines zu finden sind.

Um der Problematik Abhilfe zu schaffen, beschaftigen sich die weiteren Teile dieser
Arbeit mit der intrinsischen Vermeidung von Locking. Wird Locking bereits auf Theo-
rieebene, d. h. vor der Diskretisierung, vermieden, ist die Anwendung auf jegliche Art
glatter Ansatzraume denkbar, ohne dass im Anschluss tiber die Beseitigung von Locking
nachzudenken ist.
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Modellproblem — hierarchische
Balkenformulierungen

Das hierarchische Konzept bietet eine vielversprechende Basis zur intrinsischen Vermei-
dung von Locking. Die Grundidee besteht darin, geometrische Locking-Effekte durch
geeignete Reparametrisierung der Kinematik bereits auf Theorieebene zu vermeiden.
Im Sinne eines leichten Einstiegs wird im Folgenden die Vermeidung von Querschub-
locking am ebenen, geraden Timoschenko-Balken untersucht. Die Kinematik des Bal-
kens wurde bereits in Abbildung 4.1 eingefiihrt. Querschublocking soll intrinsisch ver-
mieden werden, d.h. unabhingig vom verwendeten Diskretisierungsverfahren. Beispiel-
haft werden die vorgestellten schubweichen Balkenformulierungen anhand von B-Spline-
Diskretisierungen der schwachen Form getestet. Zur Illustration der auftretenden Effekte
wird erneut das Balkenproblem mit sinusférmiger Belastung aus Abschnitt 4.2.1 unter-
sucht, siehe Abbildung 4.5.

5.1 Standard-Formulierung mit totalen Rotationen —
v-o-Formulierung

Abbildung 4.1 stellt die Kinematik eines ebenen Timoschenko-Balkens dar, wobei v
die Verschiebung der Mittelfaser in z-Richtung, ¢ die totale Rotation des Querschnitts
und ~ die Schubrotation beschreibt. Bei der Standard-Formulierung des Timoschenko-
Balkenmodells werden die totale Vertikalverschiebung v sowie die totale Querschnitts-
rotation ¢ als primére Variablen eingefiithrt. Mit ihnen werden die Schubrotation + und
die Balkenkrimmung ~ als

Y=vy+¢ und K=y (5.1)

53



5 Modellproblem — hierarchische Balkenformulierungen

1 0,8
0,8 0,4
—~0,6 - —~ 0
= =
= S
04 —0,4
0,2 -0,8 |
analytisch analytisch
V- — V- —
0 ! ! ! ! ) ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T x
1 0,8
078 B 074 M
206 F T 0
O S
S04 L — 1000 S5-04 H £ =1000
0,2 - -0,8 H
analytisch analytisch
V- — V- —
O | | | | _1’2 | | T N I I | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T x

Abbildung 5.1: Balken unter Sinuslast, v-¢-Formulierung, 10 Elemente, B-Splines, p =
2, C', links: Verlauf des Biegemoments M, rechts: Verlauf der Querkraft

@, oben: % = 10, unten: % = 1000.

beschrieben. Dabei definiert (o) , = % eine Ableitung nach der rdaumlichen Koordi-

nate 7. Werden die diskreten priméren Variablen v" und ¢" durch eine Equal-Order-
Interpolation diskretisiert, kann reine Biegung, d.h. v* = 0, nicht erfiillt werden. Die
Unausgewogenheit der Ansatzfunktionen von vﬁ’; und " fithrt zu deutlich ausgeprigtem
Querschublocking, siehe Abbildung 5.1. In den dargestellten Diagrammen werden jeweils
die Momentenverldufe M (z) bzw. Querkraftverliufe Q(z) im Falle eines dicken (% = 10)
bzw. sehr diinnen (% = 1000) Balkens verglichen. Die analytische, exakte Losung fiir die
Querkraft des Balkenproblems aus Abbildung 4.5 ist Qex(z) = § cos(£)t* — 1 sin(2)t3,
5 z 1

wobei fiir das Biegemoment M (z) = 2sin(£)t® — {sin(2)t°z gilt. Es wird eine Dis-

kretisierung mit 10 quadratischen, C'-kontinuierlichen B-Spline-Elementen verwendet.
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5.2 Formulierung mit hierarchischen Rotationen — v-y-Formulierung

Die priméren Verschiebungsgrofien werden durch eine Equal-Order-Interpolation diskre-
tisiert.

Die beiden linken Diagramme in Abbildung 5.1 zeigen, jeweils in grau, den analytischen
Momentenverlauf M, (z), der im dicken Fall sehr gut approximiert, jedoch im diinnen
Fall deutlich unterschétzt wird. Die Verlaufe fiir die Verschiebungen und die Rotationen
weisen ein analoges Verhalten auf (an dieser Stelle nicht gezeigt). Die rechts dargestellten
Diagramme verdeutlichen das oszillatorische Verhalten der Querkraft im dicken und
diinnen Fall, wobei die Oszillationen im diinnen Fall sehr stark zunehmen. Im Sinne der
Vergleichbarkeit wird fiir alle Querkraftdiagramme dieselbe Skalierung der Vertikalachse
verwendet, um die Signifikanz der Oszillationen im diinnen Fall zu unterstreichen. Der
numerisch berechnete Querkraftverlauf erscheint im diinnen Fall als ein Satz nahezu
vertikaler Linien, wobei der zugehorige relative Fehler in der L?-Norm 52,78 betrigt

(vergleiche: im dicken Fall nur etwa 0,23). Die Losung, vor allem fiir Q"(z), hingt extrem
L

 ab und ist unter bestimmten Umstanden komplett

von dem Schlankheitsparameter
unbrauchbar.

5.2 Formulierung mit hierarchischen Rotationen —
v-v-Formulierung

Querschublocking tritt bei der v-p-Formulierung auf, da die Bedingung verschwindender
Querschubverzerrung 7" = 0 bei einer Equal-Order-Interpolation allgemein nicht punkt-
weise erfiillt werden kann. Folgt man der Idee aus BASAR UND KRATZIG (1985), LONG
U. A. (2012) und ECHTER U. A. (2013), so kann anstatt der totalen Querschnittsrotation
p, die Schubrotation ~ direkt als Primérvariable eingefiihrt werden. Die totale Rotation
© muss dann in Abhéngigkeit der beiden Primérvariablen ausgedriickt werden, d. h.

Y =—VUg+7. (52)
Die Kombination der Gleichungen (5.1) und (5.2) fithrt zu der modifizierten Kinematik
v =" und R=Qs= —VUs + Y,z (5?))

Die Unausgewogenheit in den Ableitungen wurde von der Schubverzerrung ~ auf die
Kriimmung x verschoben. Aus Gleichung (5.3) lassen sich einige bemerkenswerte Kon-
sequenzen fiir die numerische Losung des Balkenproblems mit finiten Elementen erken-
nen:
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Abbildung 5.2: Balken unter Sinuslast, v-y-Formulierung, 10 Elemente, B-Splines, p =
2, C', links: Verlauf des Biegemoments M, rechts: Verlauf der Querkraft

@, oben: % = 10, unten: % = 1000.

e Es treten nun zweite Ableitungen in x auf, d.h. der variationelle Index ist ¢ =
2. Konsistenz nach Abschnitt 3.2 ist nur dann gewéhrleistet, wenn mindestens
quadratische, C'-kontinuierliche Ansatzfunktionen verwendet werden.

e Die Zwangsbedingung im diinnen Limit, ndmlich v = 0, ist fiir jede Art von Form-
funktionen einfach zu erfiillen, da hierfiir direkt eine Primérvariable zur Verfiigung
steht. Querschublocking wird somit a priori vermieden.

e Stattdessen wird die v-y-Formulierung im dicken Grenzfall fiir reine Schubverfor-
mungen, d.h. k — 0, von einer Art Locking betroffen sein, da nun in x Unaus-
gewogenheiten in den Ableitungen vorkommen. Dieser Grenzfall ist allerdings von
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5.2 Formulierung mit hierarchischen Rotationen — v-y-Formulierung

geringem Interesse, da er aulerhalb der Giiltigkeit der Timoschenko-Balkentheorie
liegt. Fiir solch gedrungene Strukturen ist eine Auflésung mit Kontinuumselemen-
ten unumganglich.

e In Gleichung (5.2) lasst sich der hierarchische Aufbau der Gesamtrotation ¢ er-
kennen. Auf den schubstarren Anteil —v, wird eine hierarchische Schubrotation ~y
addiert. Fir den Fall v = 0 reduziert sich die Kinematik nach Gleichung (5.3) auf
K = —U 4. Dies entspricht der Kinematik des Bernoulli-Balkenmodells.

Die Ergebnisse fiir Querkraft und Biegemoment sind fiir die numerische Losung des
Balkenproblems mit der v-y-Formulierung in Abbildung 5.2 dargestellt. Bei einer Dis-
kretisierung mit C'-kontinuierlichen B-Splines weisen die Momentenverliufe Spriinge
an den Elementgrenzen auf. Die Spriinge folgen aus der zweiten Ableitung der Verschie-
bungen im Kriimmungsterm x. Verglichen mit der v-¢-Formulierung, resultiert daraus
im dicken Fall zundchst eine schlechtere Approximation des Biegemoments. Doch im
diinnen Fall wendet sich das Blatt. Der Momentenverlauf der v-+-Formulierung ist nun
von deutlich besserer Qualitat. Bis auf den verschwindenden linearen Anteil aus 77};, ist
das Ergebnis fiir M"(z) unabhingig von der Schlankheit.

Obwohl diese Formulierung aus theoretischer Sicht frei von Querschublocking ist, zeigen
sich geringe Oszillationen in den Querkraften. Im diinnen Fall wachsen die Oszillatio-
nen leicht an, jedoch nicht iiber alle Grenzen hinweg, wie es bei der v-¢p-Formulierung
der Fall ist. Es ist wiinschenswert, auch diese Oszillationen vollstandig zu vermeiden.
Fir den einfachen Fall eines Balkens ist es moglich, die Oszillationen, wie auch bei der
v--Formulierung, durch das Umgehen einer Equal-Order-Interpolation zu beseitigen.

" wire beseitigt, wenn fiir 4" ein Ansatz niederer Ordnung

Die Unausgewogenheit in x
verwendet wiirde. In dieser Arbeit sollen jedoch Locking und jegliche Art von Spannungs-
oszillationen intrinsisch vermieden werden, und nicht durch eine spezielle Modifikation

der Diskretisierung.

" sowie die Rotationen (" verhalten sich entsprechend einer locking-

Die Verschiebungen v
freien Formulierung, da ihre Ergebnisse unabhéngig von der Schlankheit sind. Auf die
Darstellung der Verschiebungsgrofien wird an dieser Stelle allerdings verzichtet. Entspre-
chende Auswertungen der Verschiebungslésungen sind in den Abbildungen 5.5 und 5.6

zu sehen und werden spéter diskutiert.
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5 Modellproblem — hierarchische Balkenformulierungen

5.3 Formulierung mit hierarchischen Verschiebungen —
v-Us-Formulierung

Mit dem Ziel der vollstandigen Vermeidung von Oszillationen in den Querkraftverlaufen,
wird nun eine weitere hierarchische Formulierung présentiert. Anstatt die Rotationen
hierarchisch aufzuteilen, werden nun die Verschiebungen hierarchisch aufgebaut. Die
Grundidee besteht in einer Trennung der Gesamtverschiebung v in einen Biege- und
einen Schubanteil, d. h.

o= 4 1. (5.4)

Die Idee dieser Reparametrisierung ist nicht neu. Es lassen sich zum Teil sehr alte
Veroffentlichungen zu diesem Thema finden. Viele Artikel behandeln diese Trennung
bereits im Kontext analytischer Losungen fir statische und dynamische Probleme, sie-
he z. B. ANDERSON (1953) oder WANG (1995). FE-Formulierungen zur Lésung dyna-
mischer Problemstellungen wurden beispielsweise in KAPUR (1966) und M ARGUERRE
UND WOLFEL (1979) vorgestellt, ohne dabei auf Locking einzugehen. In KIENDL U. A.
(2015a) wurde, basierend auf der Trennung der Verschiebungsanteile, eine schubweiche
Balkenformulierung mit nur einer Unbekannten présentiert. Die hier aufgefiihrten Dar-
stellungen orientieren sich an OESTERLE U. A. (2016) und einer praktischen Modifikation
des urspriinglichen Konzepts, die in OESTERLE U. A. (2017) zu finden ist.

Die Einfithrung eines hierarchischen Schubparameters auf Verschiebungsebene nach Glei-
chung (5.4) beeinflusst die Parametrisierung der Rotation

Y= _U,x+7 = _(vb+vs>,x+vs,x = W,z (55)
Mit der Gleichung (5.5) ergibt sich die entsprechend modifizierte Kinematik
V= Usa und K= —Up g (5.6)

Diese Elementformulierung wird im Folgenden als v,-vs-Formulierung bezeichnet, da die
Biege- und Schubverschiebung die Priméarvariablen darstellen. Im Falle dieses einfachen
Balkenmodells sind aber auch alternative Parametrisierungen moglich. Prinzipiell kann
aus den drei Verschiebungen v, v, und v, eine beliebige Kombination von zwei Anteilen
gewahlt werden. Die Kinematik einer entsprechenden v-u,-Formulierung ergibt sich zu

Y=Ug— Vg und R = —Up - (57)
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5.3 Formulierung mit hierarchischen Verschiebungen — v-uv,-Formulierung

Asa

Abbildung 5.3: Vergleich der linearisierten Kinematik hierarchischer Balkenformulierun-
gen, (a) v-y-Formulierung, (b) v-vs-Formulierung.

Bei der Wahl von v und v, als Primarvariablen ergibt sich fiir die kinematischen Glei-
chungen einer v-vs-Formulierung

V= Usg und K= —Ug + Us, xa+ (58)

Im Falle eines Timoschenko-Balkens sind aus mathematischer Sicht alle drei Formulie-
rungen dquivalent zueinander. Die numerischen Ergebnisse aller Varianten sind iden-
tisch. Allerdings ist die v-vs-Formulierung fiir eine praktische FE-Implementierung am
besten geeignet, was unter anderem mit den Randbedingungen zusammenhéngt, siehe
Abschnitt 5.4. Zudem bildet diese Formulierung die Basis der Platten- und Schalenfor-
mulierungen in Abschnitt 6.4.

In Abbildung 5.3 werden die Balkenformulierungen mit hierarchischen Rotationen bzw.
hierarchischen Verschiebungen durch geometrische Interpretation der Deformationsan-
teile verglichen. Als wichtiges Merkmal sind die jeweiligen Direktoren eingezeichnet, die
die Orientierung der Querschnitte anzeigen. Im Falle der v-y-Parametrisierung (a) de-
formiert sich der Balken durch die Gesamtverschiebung v. Der Direktor A3 der undefor-
mierten Konfiguration rotiert dabei gemaf einer linearisierten Kinematik um den Anteil
—1v,. Der resultierende Direktor az steht in diesem Zwischenzustand stets senkrecht auf
der deformierten Mittelfaser. Im zweiten Deformationsschritt werden die Querschnitte
bzw. die Direktoren az um eine Schubrotation « in die finale Position rotiert. Die endgiil-
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5 Modellproblem — hierarchische Balkenformulierungen

tigen Direktoren az stehen, geméf einer Timoschenko-Kinematik, nicht mehr senkrecht
auf der deformierten Mittelfaser.

Bei den vorgestellten Formulierungen mit hierarchischen Verschiebungen unterscheidet
sich die geometrische Interpretation der anteiligen Deformationen. Wie in Abbildung 5.3
(b) dargestellt ist, deformiert sich der Balken zunéchst um den Verschiebungsanteil w,,
wobei die Rotation des Direktors Az durch —wu, , beschrieben ist. Der daraus resultieren-
de Direktor a3 steht erneut senkrecht auf der deformierten Mittelfaser und entspricht
bei dieser Formulierung allerdings schon dem endgiiltigen Direktor. Bei weiterer Ver-
schiebung um dem Anteil v d&ndern sich lediglich die Tangenten an die Mittelfaser,
wahrend die Orientierungen der Querschnitte unverdandert bleiben. Der Schubwinkel ~
lasst sich nun nicht mehr als hierarchische Rotation des Direktors identifizieren, sondern
als Ableitung der hierarchischen Schubverschiebung, d.h. v = v ,.

Die drei dargestellten Formulierungen mit hierarchischen Verschiebungen, nach den Glei-
chungen (5.6), (5.7) und (5.8), besitzen einige nennenswerte Eigenschaften:

e Verglichen mit der v-y-Formulierung treten erneut zweite Ableitungen in x auf
und der variationelle Index ist ¢ = 2. Allerdings treten in v nun erste Ableitungen
auf.

e Durch die hierarchische Konstruktion ist, wie bei der v-y-Formulierung, das schub-
starre Basismodell nach Euler und Bernoulli enthalten.

e Die Bedingung v = 0 ist fiir jede der drei Parametrisierungen einfach zu erfiillen,
weshalb Querschublocking fiir jegliche Art von Formfunktionen vermieden wird.

e Sowohl die Parametrisierung von 7 als auch von & ist in den Gleichungen (5.6),
(5.7) und (5.8) vollkommen ausgewogen. D. h. fiir jede Equal-Order-Interpolation
der jeweiligen priméren Variablen werden keinerlei Oszillationen auftreten.

e Die hier als Primérvariable eingefithrte Schubverschiebung w, entspricht in ihrer
physikalischen Bedeutung der Schubverschiebung @, der DSG-Methode aus Glei-
chung (4.12).

In Abbildung 5.4 sind die numerischen Ergebnisse des bekannten Balkenproblems ex-
emplarisch fiir die v-vs-Formulierung dargestellt, wobei die Ergebnisse fiir die w,-vs-
oder v-w,-Formulierung identisch sind. Die Ergebnisse fiir das Biegemoment sind, im
Vergleich zu den Ergebnissen der v-y-Formulierung, von dhnlicher Qualitat. Die Qua-
litdt der Querkraft ist nun jedoch herausragend sowie vollstandig unabhéngig von der
Schlankheit.

Die besonderen Eigenschaften der v-v-Formulierung werden auch in den Fehlerdiagram-
men der Abbildungen 5.5 und 5.6 fiir quadratische und kubische Ansétze deutlich. Die
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Abbildung 5.4: Balken unter Sinuslast, v-vs-Formulierung, 10 Elemente, B-Splines, p =
2, C', links: Verlauf des Biegemoments M, rechts: Verlauf der Querkraft

Q, oben: % = 10, unten: % = 1000.

Querkrafte der v-v,-Formulierung liefern sowohl im dicken als auch diinnen Fall die bes-
ten Ergebnisse aller drei Varianten. Sie konvergieren jeweils mit der optimalen Ordnung
p und sind komplett unabhangig von der Schlankheit. Die v-v,-Formulierung vermei-
det Querschublocking vollstandig. Die Querkraftfehler der v-vy-Formulierung zeigen im
Vergleich zu den in grau dargestellten Referenzkurven reduzierte Konvergenzraten. Die
v-p-Formulierung ist bei CP~*-Kontinuitit von ausgeprigtem Querschublocking betrof-
fen, was sich vor allem in der schlechten Konvergenz der Querkrafte bemerkbar macht.
Dabei ist interessant, dass der Querkraftfehler der v-¢-Formulierung fir % = 1000 im
Fall beider Polynomgrade zunéchst divergiert, spater jedoch mit der korrekten Ordnung

@) (nele_3) konvergiert, wobei nege ~ % gilt. Fiir den dargestellten Bereich ist keine op-
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Abbildung 5.5: Balken unter Sinuslast, Vergleich unterschiedlicher Elementformulierun-
gen, p = 2, C!, relative L2-Norm des Fehlers in v (links) bzw. in Q

(rechts), oben: % = 10, unten: % = 1000.

timale Konvergenzrate der Querkréifte der v-y-Formulierung zu erkennen, siehe auch
BEIRAO DA VEIGA U. A. (2015) im Kontext schubweicher Platten. Die Ursache dieser
Diskrepanz ist bis jetzt noch nicht geklart.

Die entsprechenden Verschiebungsfehler der v-y-Formulierung konvergieren mit der op-
timalen Ordnung und sind praktisch identisch zu den Fehlern der v-vs-Formulierung.
Die v-p-Formulierung ist von Querschublocking betroffen, was durch eine Parameter-
abhangigkeit gekennzeichnet ist. Fir % = 10 und p = 2 ist v-p den hierarchischen
Balkenformulierungen sogar tiberlegen, im diinnen Fall allerdings deutlich unterlegen.

An dieser Stelle ist anzumerken, dass sich fiir den Fall quadratischer Ansétze die zu
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Abbildung 5.6: Balken unter Sinuslast, Vergleich unterschiedlicher Elementformulierun-
gen, p = 3, C?, relative L2-Norm des Fehlers in v (links) bzw. in Q

(rechts), oben: % = 10, unten: % = 1000.

erwartenden Konvergenzraten fiir v-¢ und v-v bzw. v-vs unterscheiden. Fir v-¢ domi-
niert wegen des geringeren variationellen Index von ¢ = 1 stets der linke Term aus
Gleichung (3.4). Die asymptotischen Konvergenzraten der Verschiebungslosung der v-
¢-Formulierung sind also stets von der Ordnung O (h**1) bzw. O (nge ?~!). Im Fall der
hierarchischen Formulierungen fiihrt, ebenso wie beim schubstarren Bernoulli-Balken,
der variationelle Index von ¢ = 2 dazu, dass fiir den Fall p = 2 der rechte Term aus
Gleichung (3.4) mafigebend wird. Somit reduziert sich die Konvergenzrate fiir p = 2 auf
O (nee?). Fir p = 3 wird wieder der linke Ausdruck aus Gleichung (3.4) maBgebend
und es ist eine Konvergenz der Ordnung O (nge?) zu erwarten.
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5 Modellproblem — hierarchische Balkenformulierungen

5.4 Rand- und Zwangsbedingungen

Die Reparametrisierung der kinematischen Groéflen fithrt bei den hierarchischen Balken-
formulierungen zu erhohten Anforderungen im Kontext von Dirichlet-Randbedingungen.
Wie aus den Gleichungen (5.2) und (5.5) ersichtlich, ist die Gesamtrotation ¢ bei bei-
den hierarchischen Formulierungen nun nicht mehr direkt verfiighar. Der Winkel ¢ wird
durch eine Kombination der beiden Primérvariablen v und v bzw. v und v darge-
stellt. Somit sind fiir die Erfiillung rotatorischer Dirichlet-Randbedingungen, wie ¢ = 0,
bekannte Konzepte wie beispielsweise Lagrange-Multiplikator-, Penalty- oder Master-
Slave-Methoden (Multi-Point-Constraints) notig. Es ist an dieser Stelle anzumerken,
dass im Falle einer u,-vs-Formulierung bereits die Bedingung v = 0 tiber eines der ge-
nannten Konzepte erfolgen muss, da die Gesamtverschiebung nicht direkt als primérer
Parameter zur Verfiigung steht. Aus diesem Grund wird die v-v,-Formulierung als prak-
tischste Parametrisierung hierarchischer Verschiebungen angesehen und spielt im weite-
ren Verlauf dieser Arbeit eine mafigebende Rolle.

Im Falle aller hierarchischen Verschiebungsformulierungen (v-vs, v,-vs, v-up,) sind aller-
dings zusétzliche Betrachtungen notig. Die zugehorige schwache Form des Balkenpro-
blems lasst sich exemplarisch fiir die v-v5-Variante darstellen als

llpyy = —0IIpLy, — TR, =0

(0vGAy + 0k Elk) do — STIEY, =0

(0055 GAVs 5 + (=00 35 + 6V 4g)) EI(— 0 3 + V5 ) A — 5H§,’i,tv =0,

O — = T

wobei GA und EI die Schub- und die Biegesteifigkeit eines Balkens darstellen. E be-
schreibt dabei den Elastizitatsmodul, G den Schubmodul, A = bt die Querschnittsflache
(mit Breite b und Dicke ¢) und I = bt3/12 das Fliachentrigheitsmoment im Falle eines

Us

S <
Il

Abbildung 5.7: Zusétzlich bendtigte Zwangsbedingung bei der v-vs-Formulierung.
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5.5 Zusammenfassung

Rechteckquerschnitts. Da in Gleichung (5.9) nur Ableitungen von v auftreten, fithrt ein
konstanter Schubverschiebungsverlauf vs zu keiner Energie. Diese konstante Starrkor-
perschubverschiebung muss durch eine geeignete Zwangsbedingung unterbunden wer-
den, z. B. durch Aufbringen einer zusétzlichen Dirichlet-Randbedingung am linken bzw.
rechten Balkenrand oder durch Einbringen einer Penalty-Steifigkeit. In Abbildung 5.7
ist eine geometrische Interpretation zur Verdeutlichung dieser zusétzlichen Mafinahme
dargestellt. Die Dirichlet-Randbedingungen fiir das dargestellte Balkenproblem fordern
am linken Balkenende v = 0 und ¢ = 0, am rechten Ende v = 0. Obwohl der Starr-
korperanteil der Totalverschiebung v unterbunden wird, kann es zu einer betragsméflig
gleich groflen, aber entgegengesetzten Starrkorperverschiebung des Biege- und Schuban-
teils der Verschiebung kommen, die zu unterbinden ist. Dafiir geniigt allerdings eine
zusétzliche Bedingung an einer beliebigen Stelle, sieche exemplarisch v; = 0 am rechten
Rand in Abbildung 5.7. Die Gesamtverschiebung v wird von dieser Zwangsbedingung

nicht beeinflusst.

5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden hierarchische Balkenformulierungen prasentiert und analy-
tisch sowie anhand eines numerischen Experiments untersucht. Die Grundidee des hier-
archischen Konzepts liegt in der Reparametrisierung der Kinematik zur Vermeidung von
Unausgewogenheiten zwischen den einzelnen Anteilen der kinematischen Gleichungen.
Neben der Untersuchung der berechneten Verschiebungsgrofien, d.h. Verschiebungen
und Rotationen, lag ein grofler Fokus auf der Untersuchung der Spannungsresultieren-
den, d.h. Biegemoment und Querkraft. Auch wenn die Verschiebungen schlankheits-
unabhangig mit optimaler Ordnung konvergieren, kann die Spannungsqualitdt immer
noch suboptimal sein, wie bei der v-vy-Formulierung mit hierarchischen Rotationen zu
sehen ist. Bei der v-us-Formulierung mit hierarchischen Verschiebungen konnte unab-
hingig von der Schlankheit eine optimale Konvergenz der Verschiebungs- und Quer-
kraftlosung gezeigt werden. Die schwache Form aus Gleichung (5.9) wurde exemplarisch
mit B-Splines diskretisiert, wobei jede andere Art von mindestens C'-kontinuierlichen
Formfunktionen denkbar ist. Locking wird intrinsisch, d.h. auf Theorieebene, fiir jede
Equal-Order-Interpolation vermieden, und nicht nachtriglich fiir einen speziellen An-
satzraum beseitigt. Filir einfache Balkenprobleme erscheint diese markante Eigenschaft
von nicht allzu grofler Bedeutung, verspricht jedoch fiir zwei- oder dreidimensionale
Diskretisierungen ein breites Anwendungsspektrum.

Uber die, bereits in Abschnitt 4.1 erwihnte, mathematische Betrachtungsweise lassen
sich die mafigeblichen Eigenschaften der hier vorgestellten Balkenformulierungen in Be-
zug auf Querschublocking zusammenfassend bewerten. Nach BRAESS (2017) spricht man
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5 Modellproblem — hierarchische Balkenformulierungen

von sogenannten steifen Differenzialgleichungen, die in schlecht konditionierten Problem-
stellungen resultieren. Beim Timoschenko-Balken mit einer v-p-Parametrisierung ist das
Momentengleichgewicht als die steife Differenzialgleichung zu betrachten:

= —FElp . + GAy
3

bt
=—E—p. + Gbt

(5.10)

t3
= _Eiw,m + th(v,x + 90)

12
Im diinnen Grenzfall, d. h. fiir ¢t — 0, wird der rechte Koeffizient Gbt im Vergleich zum
linken Koeffizienten F bl—t; sehr grol. Somit werden bereits kleine Fehler in der numeri-
schen Approximation des Ausdrucks (v, + ¢) mit einer sehr grofen Zahl Gbt multipli-
ziert, was zu Querschublocking und verminderter Ergebnisqualitat fithrt. Im Falle einer
v-y-Parametrisierung ergibt sich eine modifizierte Form von Gleichung (5.10) zu

bt

m = —Eﬁ(—v,m + Vax) + Gbt(7). (5.11)

Die Unausgewogenheit wurde aus dem rechten Klammerausdruck beseitigt. Die v--
Formulierung ist aus mathematischer Sicht fiir ¢ — 0 gut konditioniert, d.h. frei von
Locking. Allerdings sind die Terme im linken Klammerausdruck aus Gleichung (5.11)
nicht ausbalanciert, was zu Locking im dicken Grenzfall fithrt. Dieser Grenzfall liegt
jedoch auflerhalb der Giltigkeit einer Balkenkinematik nach Timoschenko. Trotzdem
leidet unter dieser Unausgewogenheit die Qualitat der numerischen Ergebnisse fiir die
Querkraft Q(z), wie in diesem Kapitel gezeigt wurde.

Fiir die hier vorgeschlagene v-v,-Formulierung ergibt sich die Gleichung fiir das Momen-
tengleichgewicht zu
bt?

m = —Eﬁ(_v,z:m: + Vs az) + GOE(Vs 1), (5.12)
wobei nun beide Klammerausdriicke in sich ausgewogen sind. Das heifit, die Formulie-
rung mit hierarchischen Verschiebungen ist weder im diinnen noch im dicken Grenzfall
von Locking betroffen. In dieser mathematischen Argumentation treten keinerlei Dis-
kretisierungsaspekte auf, was ein weiteres Indiz dafiir ist, dass Locking intrinsisch ver-
mieden wird. Dies gilt sowohl fiir klassische FE-Methoden, die die schwache Form aus
Gleichung (5.9) diskretisieren als auch fiir Kollokationsmethoden, siehe Abschnitt 3.3,
die direkt die starken Gleichungen und somit auch das Momentengleichgewicht nach
Gleichung (5.12) kollokieren.
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Hierarchische Schalenformulierungen

In der wissenschaftlichen Literatur findet sich eine grofie Anzahl unterschiedlicher FE-
Formulierungen fiir Platten und Schalen. Ein guter Uberblick iiber verschiedene Schalen-
modelle, Herleitungsarten und typische Diskretisierungsaspekte ist in BISCHOFF U. A.
(2004) zu finden. Der Inhalt der vorliegenden Arbeit beschrénkt sich auf einschichtige
Schalen vom Kirchhoff-Love- bzw. Reissner-Mindlin-Typ, wohingegen dreidimensionale
bzw. 7-Parameter-Schalenmodelle nicht ndher betrachtet werden. Der Zielsetzung aus
Abschnitt 1.2 folgend, beschéftigt sich dieses Kernkapitel mit der intrinsischen Vermei-
dung von Locking bei schubweichen Schalenformulierungen und einer effizienten Dar-
stellung finiter Rotationen im Kontext geometrisch nichtlinearer FE-Analysen.

Die hierarchischen Balkenformulierungen nach den Abschnitten 5.2 und 5.3 enthalten
das schubstarre Bernoulli-Balkenmodell als Basis. Die in diesem Kapitel entwickelten
schubweichen Schalenformulierungen basieren in analoger Weise auf einer hierarchischen
Erweiterung einer schubstarren Kichhoff-Love-Schalenformulierung, welche zuerst ein-
gefithrt wird. Die schubweiche Schalenformulierung mit hierarchischen Rotationen nach
ECHTER U. A. (2013) wird auf geometrisch nichtlineare Problemstellungen erweitert,
ebenso die neuartige, rotationsfreie Parametrisierung mit hierarchischen Verschiebun-
gen nach OESTERLE U. A. (2016). In Anlehnung an OESTERLE U. A. (2017) erfolgt fiir
alle drei Schalenformulierungen zunéachst die Beschreibung einer linearen Kinematik fiir
kleine Rotationen, nachfolgend die Erweiterung auf geometrisch nichtlineare Problem-
stellungen. Diese Herangehensweise ermoglicht die Entwicklung eines neuartigen Kon-
zepts zur einfachen und effizienten Darstellung grofler Rotationen bei Reissner-Mindlin-
Schalenformulierungen.
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

6.1 Differenzialgeometrie

Die zugrunde liegende Differenzialgeometrie ist fiir alle der nachfolgenden Schalenformu-
lierungen identisch, weshalb diese kurz in einem gemeinsamen Kontext vorgestellt wird.
Wie bereits in Abbildung 2.1 eingefithrt, wird der dreidimensionale Schalenkorper durch
ein konvektives, krummliniges Koordinatensystem parametrisiert. Die Koordinatenlinien
in der Schalenebene werden dabei mit £* bezeichnet, die Koordinate in Dickenrichtung
der Schale mit & € [—t/2,t/2], wobei ¢ die Schalendicke beschreibt und alle & phy-
sikalische Langeneinheiten haben. Griechische Indizes nehmen, wie iiblich, die Werte 1
und 2 an; lateinische Indizes laufen von 1 bis 3. Im Gegensatz zu Abschnitt 2.1 wird der
Korper in dimensionsreduzierter Form beschrieben. Abbildung 6.1 zeigt den Deforma-
tionsvorgang eines Schalenkorpers. Die Grofien der Referenzkonfiguration werden durch
GroBbuchstaben beschrieben, Kleinbuchstaben finden in der Momentankonfiguration
Verwendung. Ortsvektoren X bzw. x zu beliebigen materiellen Punkten des Schalenkor-
pers werden als lineare Funktionen der Koordinate &3 ausgedriickt, was eine typische
Annahme klassischer Schalenmodelle ist. Punkte auf den in Abbildung 6.1 dargestellten
Mittelflichen werden durch & = 0 festgelegt.

Durch die Dimensionsreduktion sind sowohl die Ortsvektoren R als auch die Direktoren
A der Referenzkonfiguration lediglich Funktionen der Koordinaten der Schalenebene £°.
Fiir den Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt des Schalenkorpers in der undeformierten

€

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

R

€1

Abbildung 6.1: Referenz- und Momentankonfiguration eines Schalenkorpers.
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6.1 Differenzialgeometrie

Lage gilt dann

X(£17€27§3) = R(§17€2) + €3A3(§17€2)' (61)

Die partielle Ableitung von X (&1, €2, €% = 0) nach den Koordinaten der Schalenebene £
liefert die kovarianten Basisvektoren der Mittelflache

x| R

A= Pga, T oee e

(6.2)

£9=0

Um den dreidimensionalen Tangentialraum zu vervollstandigen, wird der Referenzdirek-
tor Ags, in tiblicher Form, durch das normierte Kreuzprodukt der kovarianten Basisvek-
toren der Schalenebene A, definiert zu

A1 X AQ
Ag= ———. 6.3
T A A o
Aus Gleichung (6.1) folgt fur die kovarianten Basisvektoren des Schalenkérpers der Re-
ferenzkonfiguration
X
Ga - 87 - Ra +£3A3a - Aa +£3A3a7
og ’ ’ ’
(6.4)
G =2 A

An dieser Stelle sei angemerkt, dass G3 = Aj nicht allgemein giltig ist, sondern aus
der Annahme einer linear in Dickenrichtung &3 verlaufenden Metrik resultiert. Fiir den
Ortsvektor x zu einem beliebigen Punkt des Schalenkorpers in der deformierten Lage
gilt entsprechend

X(£1’£2’£3) = r(£17£2) + §3a3(§17€2>' (65)

Bis zu diesem Punkt sind die eingefiihrten geometrischen Grofien fiir die nachfolgend
vorgestellten Schalenformulierungen identisch. Mafigebende Unterschiede entstehen aus
der Sperzifizierung des Direktors as der Momentankonfiguration. Dessen Konstruktion
unterscheidet sich sowohl in Abhéngigkeit der geometrisch linearen bzw. nichtlinearen
Kinematik als auch in Abhéngigkeit des zugrunde liegenden Schalenmodells.
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

6.2 Schubstarres Kirchhoff-Love-Schalenmodell

Im Folgenden wird die Kinematik des Kirchhoff-Love-Schalenmodells genauer spezifi-
ziert. Fir die vollstandige Beschreibung der Kinematik sind drei Verschiebungen aus-
reichend, weshalb in diesem Kontext héufig von einem 3-Parameter-Modell gesprochen
wird.

Im IGA-Kontext haben zugehorige schubstarre Schalenelemente stark an Popularitét
gewonnen, da die geforderte C'-Kontinuitit einfach zu bewerkstelligen ist. Von CI-
RAK U.A. (2000) wurden Kirchhoff-Love-Schalenelemente basierend auf einer Loop-
Subdivision présentiert. Das erste schubstarre Schalenelement unter Verwendung von
NURBS wurde von KIENDL U. A. (2009) vorgestellt und in zahlreichen weiteren Ar-
beiten in identischer oder ahnlicher Form verwendet, siehe beispielsweise KIENDL U. A.
(2010), BENSON U. A. (2011), SCHMIDT U.A. (2012), KIENDL U. A. (2014), Lu uUND
ZHENG (2014), KIENDL U. A. (2015b), TEPOLE U. A. (2015), BREITENBERGER U. A.
(2015), KIENDL U. A. (2016), DUONG U. A. (2017), HELTAI U. A. (2017).

Die nachfolgenden Herleitungen sind demnach nicht neu, werden aber fiir eine detail-
lierte Beschreibung und Diskussion der, in den Abschnitten 6.3 und 6.4 vorgestellten,
hierarchischen Schalenformulierungen benotigt. Bevor die Darstellung grofier Rotationen
beschrieben wird, wird der lineare Fall kleiner Rotationen diskutiert.

6.2.1 Geometrisch lineare Kinematik — kleine Rotationen

Fir den Ortsvektor x zu einem beliebigen Punkt des Schalenkorpers in der defor-
mierten Lage gilt fiir das Kirchhoff-Love(KL)-Modell eine spezifizierte Form von Glei-
chung (6.5)

x(¢',€%,6%) = (g, &) + Eag(¢'. ). (6.6)
Im Falle kleiner Rotationen kann der Kirchhoft-Love-Direktor durch

arl = As+ ® x A (6.7)
beschrieben werden, siehe auch Abbildung 6.2, links. Dabei ist

b = ngAl + SOZAQ (68)
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6.2 Schubstarres Kirchhoff-Love-Schalenmodell

ein linearisierter Rotationsvektor. Die Ausdriicke fiir die Rotationswinkel ¢ sind

1 1

L E——
7T AL x Ay
2 ) . (6.9)
- viAs
T A < A

wobei v den Vektor der drei Mittelflachenverschiebungen darstellt. Nach Abbildung 6.1
lassen sich die Verschiebungen v der Mittelfliche als eine Differenz der Mittelfldchen-
ortsvektoren darstellen, das heifit:

v=r—R. (6.10)
Das Verschiebungsfeld u des Schalenkorpers wird fiir das Kirchhoff-Love-Modell durch

u=x—X
=r+&al" —R - A, (6.11)

beschrieben. Fiir die Berechnung von Verzerrungskomponenten werden die partiellen Ab-
leitungen des Verschiebungsfelds u nach den krummlinigen Koordinaten &% benotigt:

3 KL
Uy =V +€ (a&a - A3,a) 5

(6.12)
us = a}fL — Ag.
Der linearisierte Verzerrungstensor e ist nach Gleichung (2.15) durch
beschrieben, wobei sich die Komponenten durch
1
Eij 25 (u,i . Gj + u,j . Gz) (614>

berechnen lassen. Mit den Gleichungen (6.4), (6.7) und (6.12) lassen sich die Verzer-
rungskomponenten des Kirchhoff-Love-Modells spezifizieren zu

EIflL :V71 . A1 + §3 (V}l . A371 + ¢’1 X A3 . Al) R

KL
2812 =Vi- A2 + Vor- Al

+ 53 (V}l . A3’2 —+ Vo- A371 + @71 X A3 . AQ + @72 X A3 . Al) , (615)
EgQL :V72 . AQ + §3 (V}Q . A372 + ‘I)’z X A3 . Az) R
KL __
€;3° =0.
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

kleine Rotationen
Momentankonfiguration

grofle Rotationen

Abbildung 6.2: Schalenmittelfliche fiir kleine und grofle Rotationen, schubstarre
Kirchhoft-Love-Schalenformulierung.

Die konstanten Anteile von e,4 stellen jeweils die Membrandehnungen dar. Linear in &3
verlaufende Anteile reprasentieren die Kriimmungsdnderungen, d.h. Biegung und Ver-
windung. In £-Richtung quadratisch verlaufende Terme wurden, wie iiblich, vernach-
lassigt, da ihr Einfluss auf die Ergebnisse elastischer Berechnungen diinner bis moderat
dicker Schalen bei kleinen Verzerrungen als sehr gering einzustufen ist. Die konstanten
und linear in &3 verlaufenden Anteile werden im Rahmen dieser Arbeit nicht explizit
voneinander getrennt, da die im spateren Verlauf vorgestellten finiten Elemente span-
nungsbasiert formuliert sind. Das heifit, es wird, im Sinne einer einfachen Erweiterbarkeit
auf nichtlineare Stoffgesetze, auf eine Vorabintegration des Materialgesetzes in Dicken-
richtung &3 verzichtet.

6.2.2 Geometrisch nichtlineare Kinematik — groBe Rotationen

Fir die korrekte Darstellung grofler Rotationen ist die linearisierte Konstruktion des
aktuellen Direktors ak™ nach Gleichung (6.7) nicht mehr giiltig. Vielmehr ist eine geo-
metrisch nichtlineare Beschreibung im aktuellen Tangentialraum notig, d. h.

KL a; X as

a;, = —— . 6.16
5= Tar < aal (6.16)
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6.2 Schubstarres Kirchhoff-Love-Schalenmodell

Dabei gilt fiir die kovarianten Basisvektoren a, der Momentankonfiguration

ox or
= — = — =T a = A_a —I— Va. 617
06|y OE° | (6.17)

Aq
Der aktuelle Direktor ak wird aus einem normierten Kreuzprodukt der kovarianten Ba-
sisvektoren a,, konstruiert, die selbst nur von partiellen Ableitungen der Mittelflachen-
verschiebungen v abhidngen. Dadurch werden, wie beim schubstarren Bernoulli-Balken,
keine zusétzlichen Rotationen als primére Variablen benoétigt. Fiir den nichtlinearen
Green-Lagrange-Verzerrungstensor gilt nach Gleichung (2.13)

1

E=S(F'F-G)
2% . (6.18)
= EUGt ® G’J7
wobei sich die Komponenten FEj;; nach der Vorschrift
1

bestimmen lassen. Die Verzerrungskomponenten des Kirchhoff-Love-Modells ergeben
sich zu

1
ElKlL = V- A1 + §V,1 Vi — 53 (al,l . a?L — A1’1 . A3> ,

2E1K2L =vi-Ay+vy A +vi-vy— 532 (a1’2 . aé{L ~ A AS) ’ (6.20)

1
EQKQL = Vo~ A2 + §V72 . V72 — 53 <a272 . a?L — A272 . A3> ,
ESt=0.

Die konstanten Anteile von E,z beschreiben die Membrandehnungen und die linear in &
verlaufenden Anteile reprasentieren die Biegeanteile. In ¢3-Richtung quadratisch verlau-
fende Terme wurden erneut vernachléssigt. Der aktuelle Direktor af fiir die Darstellung
grofler Rotationen ist in Abbildung 6.2, rechts, dargestellt. Durch seine spezielle Kon-
struktion ist er senkrecht zum aktuellen Tangentialraum ausgerichtet, wodurch sich die
Querschubverzerrungskomponenten F£,3 automatisch zu null ergeben. Zudem verschwin-
den die Normalverzerrungskomponenten Fjs3 in Dickenrichtung durch die Annahme, dass
wahrend der Rotation des Direktors keine Langendnderung stattfindet.
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

6.3 Schubweiche Schalenformulierung mit
hierarchischen Rotationen

In folgenden Abschnitt wird die Anreicherung des beschriebenen Kirchhoff-Love-Modells
durch hierarchische Schubrotationen diskutiert. Die Grundidee dieser hierarchischen An-
reicherung wurde bereits in Abschnitt 5.2 fiir schubweiche Balken beschrieben. Im Spezi-
ellen liegt der Fokus dieses Kapitels auf der Erweiterung der schubweichen 5-Parameter-
Schalenformulierung aus ECHTER U. A. (2013) auf die Darstellung grofier Rotationen.
Ein verwandtes Konzept ist bereits in LONG U. A. (2012) zu finden. Die mafigebenden
Unterschiede werden im Weiteren aufgefiithrt. Wie beim vorangegangen schubstarren
Schalenmodell wird zunéchst der Fall kleiner Rotationen betrachtet, da er die Basis fiir
effiziente Neuentwicklungen darstellt.

6.3.1 Geometrisch lineare Kinematik — kleine Rotationen

Der erste Schritt in der Herleitung von Verzerrungskomponenten ist erneut die geome-
trische Beschreibung der Deformation des Schalenkoérpers. Aufgrund der Dimensionsre-
duktion geniigt es, den Bewegungsvorgang der Schalenmittelfliche mit der zugehorigen
Deformation des Direktors zu betrachten. Abbildung 6.3 vergleicht die Deformation der
schubweichen Schalenformulierung mit hierarchischen Rotationen im Kontext kleiner
bzw. groBer Rotationen. Im Falle kleiner Rotationen (links) deformiert sich die Schalen-
mittelfliche durch das Verschiebungsfeld v, wihrend der Referenzdirektor durch den li-
nearisierten Rotationsvektor ® vom Kirchhoff-Love-Typ gedreht wird. Der daraus resul-
tierende Direktor az steht im gesamten Gebiet senkrecht auf der Schalenmittelfléche, ist
aber nur im Falle querschubfreier Deformationen identisch zum tatséchlichen Kirchhoff-
Love-Direktor ak™. In allgemeinen Féllen unterscheiden sich die Verschiebungsfelder der
schubstarren und schubweichen Formulierungen, sodass a3 # ak" gilt. Um Querschubef-
fekte zu beriicksichtigen, wird der vorldufige Direktor ag- durch zwei hierarchische Schub-
rotationen gedreht. Beim ebenen schubweichen Balken wird der Direktor nur durch eine
Schubrotation gedreht, vergleiche auch Abbildung 5.3, oben. Mit einem hierarchischen
Rotationsvektor W ergibt sich fiir die Konstruktion des aktuellen Direktors

a3:A3+<I>><A3+\II><A3. (621)

Der Rotationsvektor ® wird, wie beim schubstarren Modell, nach den Gleichungen (6.8)
und (6.9), aus partiellen Ableitungen der Mittelflichenverschiebungen v bestimmt. Der
zusétzliche hierarchische Rotationsvektor ¥ = ¢)* A, beinhaltet zwei unabhangige Quer-
schubrotationen ¢*. In ECHTER U. A. (2013) wurden zwei unabhingige Komponenten
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6.3 Schubweiche Schalenformulierung mit hierarchischen Rotationen

w® eines hierarchischen Schubdifferenzvektors w als Primarvariablen eingefiihrt, wobei
w die Tangentialverschiebung der Schalenoberfliche beschreibt, das heift:

wi=T x A; = w'A; + w?A,. (6.22)

Aus mathematischer Sicht sind, im Falle kleiner Rotationen, beide Varianten dquivalent
zueinander. Im Sinne einer im Vergleich zu ECHTER U. A. (2013), OESTERLE U. A.
(2016) und OESTERLE U. A. (2017) einheitlichen Notation, beinhalten die nachfolgenden
Ausdriicke den hierarchischen Differenzvektor w. Somit gilt fiir den aktuellen Direktor

asg = A3 + P x A3 + w. (623)

Mit der Gleichung (6.23) gilt fiir das Verschiebungsfeld u des Schalenkérpers und dessen
partielle Ableitungen nach den krummlinigen Koordinaten

u=x—-—X
:V+§3(33—A3),
u :V,a+€3 (aS,a _AS,a)a

U3z = as — A3.

(6.24)

Damit ergeben sich die linearisierten Verzerrungskomponenten fiir die Reissner-Mindlin-
Schalenformulierung mit hierarchischen Rotationen (RM-hr) zu

e — KL 63 (w - Ay,

2 = 2615 + & (W Ag+ Wy Ay),
e — Bl 1 3 (wy - Ay),

2eMMbr — w . A,

RM-hr
2823 = W A.2,

RM-hr __
€s5  =0.

(6.25)

Die Gleichung (6.25) zeigt die positiven Eigenschaften des hierarchischen Konzepts auf,
sieche auch ECHTER U. A. (2013). Die Verzerrungskomponenten e} vom Kirchhoff-Love-
Typ sind als Basis in 55}}4‘“ enthalten und im Fall verschwindender Querschubverzerrun-
gen, d.h. w = 0, sogar identisch zu den Komponenten aus Gleichung (6.15). Die Anteile
52% héangen also nur von den drei Mittelflachenverschiebungen v ab, die zuséatzlichen Bei-
trige sind ausschlieBlich von w abhéngig. Auch wenn die Anteile e aus den Gleichun-
gen (6.25) und (6.15) im allgemeinen Fall nicht identisch sind, werden sie auf dieselbe
Art und Weise berechnet. Diese Eigenschaft fithrt zu einer einfachen Implementierung in
einem FE-Code, da bereits existierende Ausdriicke nur additiv erweitert werden. Exis-

tierende Elementmatrizen miissen lediglich durch zuséatzliche Beitrage ergénzt werden,
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

Referenzkonfiguration

Aj

Momentankonfiguration
kleine Rotationen

Momentankonfiguration Momentankonfiguration
groBe Rotationen grofe Rotationen
linearisierter Querschub

Abbildung 6.3: Schalenmittelfliche fiir kleine und grofie Rotationen, schubweiche Scha-
lenformulierung mit hierarchischen Rotationen.

wodurch sich eine Erweiterung auf Basis einer bestehenden schubstarren Elementformu-
lierung, sehr einfach gestaltet. Zudem gilt beziiglich der Vermeidung von Querschub-
locking dasselbe wie bei der entsprechenden Balkenformulierung aus Abschnitt 5.2. Die
Zwangsbedingung verschwindender Querschubverzerrungen 2¢,3 im Grenzfall ¢ — 0 ist
durch w = 0 erfiillt. Aus mathematischer Sicht sind die Zwange beseitigt und die For-
mulierung ist intrinsisch frei von Querschublocking.

6.3.2 Geometrisch nichtlineare Kinematik — groBe Rotationen

Mittig in Abbildung 6.3 ist die Deformation der Schalenmittelfliche der schubweichen
Schalenformulierung RM-hr fiir den Fall grofler Rotationen dargestellt. Wie im geome-
trisch linearen Fall, besteht die Rotation des Direktors aus zwei Anteilen. Im ersten
Anteil werden nun bereits groie Rotationen berticksichtigt, wodurch fiir den vorlaufigen
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Direktor

n a; X as

a; (6.26)

B lar x ay|

gilt. Diese Berechnungsvorschrift gleicht der Vorschrift aus Gleichung (6.16) zur Berech-
nung des Kirchhoff-Love-Direktors. Jedoch gilt allgemein, wie im geometrisch linearen
Fall, a; # aXY. Denn die Mittelflichenverschiebungen v sind im allgemeinen Fall fiir
KL- und RM-Formulierungen nicht identisch, was zu unterschiedlichen Tangentialvekto-
ren a; und as fithrt. Der Direktor a?f steht senkrecht auf der deformierten Mittelflache
und erfiillt damit die Kirchhoff-Love-Bedingung, beschreibt aber nicht die Kirchhoft-
Love-Losung.

Mit der Einfithrung zweier grofler Schubrotationen 1 ergibt sich die vollstandig nicht-
lineare Erweiterung von Gleichung (6.21) zu

a; X as

as =R (¥)-a; =R (¥ (6.27)

' lar x al|

Dabei beschreibt R(W¥) einen Rotationstensor, der von den Komponenten eines Rotati-
onsvektors ¥ = 1)*a, abhingt. Die Berechnungsvorschrift fiir ag, nach Gleichung (6.27),
weist eine hochgradig nichtlineare, multiplikative Struktur auf. Die korrekte Behand-
lung grofler Rotationen und ihrer multiplikativen Zerlegung iiber z. B. Euler-Parameter,
Quaternionen oder Rodriguez-Parameter zdhlt zum Stand der Technik, ist aber sehr
anspruchsvoll.

Sollen grofle Schubrotationen durch einen hierarchischen Schubdifferenzvektor w ab-
gebildet werden, dann muss dies durch eine alternative Parametrisierung verwirklicht
werden. Der Differenzvektor w wird hierzu auf die nicht normierte, aktuelle Normale
a; X as aufaddiert, was eine andere geometrische Bedeutung als im geometrisch linearen
Fall zur Folge hat. Um die Bedingung verschwindender transversaler Normalverzerrun-
gen zu erfiillen, muss der resultierende Vektor a; x as + w normiert werden. Somit gilt
als Berechnungsvorschrift fiir ag die Gleichung

a; Xas+w

ag (6.28)

a ||a1 X ag —|—W||

Die korrekte Behandlung grofler Rotationen erfordert, dass der hierarchische Schubdiffe-
renzvektor w in Abhéngigkeit des aktuellen Tangentialraums a,, dargestellt wird, d. h.

w = w'a; + w?a,. (6.29)

Doch auch die Vorschrift zur Berechnung von az nach Gleichung (6.28) ist hochgradig
nichtlinear in den fiinf Primérvariablen v* und w® und ahnlich komplex wie eine Berech-
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nung unter Verwendung eines Rotationstensors nach Gleichung (6.27). Wie in LONG
U. A. (2012) gezeigt wurde, kann der Schubdifferenzvektor w alternativ mithilfe von
drei kartesischen Komponenten formuliert werden, was zunéchst in einer 6-Parameter-
Formulierung mit Dickenanderung resultiert. Um die Dickenénderung zu unterbinden,
miissen zusétzliche Zwangsbedingungen eingebracht werden. Dies ist beispielsweise tiber
Lagrange-Multiplikatoren zu bewerkstelligen.

Abgesehen von der theoretischen und algorithmischen Komplexitdt der Darstellung
grofler Rotationen bei Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen, lasst sich eine wichti-
ge Beobachtung machen. Die elegante additive Zerlegung von Verzerrungskomponenten,
siche Gleichung (6.25), in Anteile aus Biege- und Membranwirkung sowie Anteile aus
Querschub ist nicht mehr vorhanden. Im Folgenden wird ein Weg zur Bewahrung dieser
Eigenschaft mit dem Ziel einer einfachen und effizienten Darstellung grofler Rotationen
vorgestellt.

Zugrunde liegt die Hypothese, dass der Anteil der Schubrotationen an den Gesamtro-
tationen fiir eine grofle Klasse an Problemstellungen sehr gering ist. Aus diesem Grund
ist in Frage zu stellen, ob die relativ komplexe Konstruktion des Direktors as, nach
Gleichung (6.27) oder (6.28), fir typische Anwendungen notwendig ist. In geometrisch
nichtlinearen Analysen schubweicher Schalen kénnen die Gesamtrotationen, die sich aus
Starrkorper-, Biege-Membran- und Schubrotationen zusammensetzen, sehr grofl werden.
Unter der Voraussetzung, dass die Schubrotationen klein sind, ist eine exakte Darstel-
lung von Starrkorper- sowie Biege-Membranrotationen ausreichend. Die Schubrotatio-
nen konnen dann im Sinne einer linearisierten Rotation eingebracht werden. Mit den
beschriebenen Annahmen lasst sich die Vorschrift zur Berechnung des benétigten aktu-
ellen Direktors darstellen als

a; X as

az=R (V) -aj ~a; + ¥ xa3 =ag +w= (6.30)

_ W.
|a; x as]

Die Gleichung (6.30) kombiniert nun Eigenschaften einer Formulierung fiir kleine und
grofie Rotationen, nach den Gleichungen (6.23) bzw. (6.28).

Die zugehorige geometrische Interpretation ist in Abbildung 6.3, rechts, zu sehen. Die
Rotation von Az nach a3 wird auf einfache Art und Weise exakt abgebildet, genau
wie beim schubstarren Kirchhoff-Love-Modell. Auf den vorlaufigen, normierten Direktor
a3 wird ein Schubdifferenzvektor w hierarchisch addiert, was zum endgiiltigen Direk-
tor a fithrt. Da die Darstellung von a3 exakt, d. h. ohne Approximationen irgendeiner
Art bewerkstelligt wird, konnen die Biege-Membranrotationen beliebig grofl werden.
Die Querschubrotationen, dargestellt durch den hierarchischen Schubdifferenzvektor w,
werden hingegen als klein angenommen. Dies stellt im Vergleich zur vollstandig nicht-
linearen Formulierung nach Gleichung (6.28) eine Approximation dar. Die Annahme
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kleiner Schubrotationen auflert sich geometrisch in einer kleinen Léngenanderung des
Direktors withrend der hierarchischen Schubrotationen von ajy durch w. Dem ersten
Anschein nach konnte dieses Konzept mit einer Co-Rotational-Formulierung, siche bei-
spielsweise WEMPNER (1969), BELYTSCHKO UND HSIEH (1973), CRISFIELD (1990) oder
FELIPPA UND HAUGEN (2005), verwechselt werden. Das hier vorgestellte Konzept un-
terscheidet sich jedoch grundlegend. In einer Co-Rotational-Beschreibung werden grofie
Starrkorperrotationen von der Gesamtdeformation extrahiert und exakt abgebildet, wo-
bei alle Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen in einem mitdrehenden Koordinaten-
system linearisiert betrachtet werden. Dagegen konnen im Rahmen des hier neu vorge-
stellten Konzepts sowohl grofle Starrkorper- als auch grofle Biege-Membranrotationen
exakt dargestellt werden. Lediglich die anteiligen Querschubrotationen werden in einem
linearisierten Sinne als klein betrachtet. Mit der Gleichung (6.30) gilt fiir das Verschie-
bungsfeld u des Schalenkorpers sowie fiir dessen partielle Ableitungen nach den krumm-
linigen Koordinaten

u=x—X
=v+& (a3 — Aj)
=v+& <a§+W—A3), (6.31)

Uy =V + 53 (a?ia + Wy — A3,oc) 5
u 3 :agL‘i‘W—Ag.
Damit ergeben sich die nichtlinearen Verzerrungskomponenten fiir die Reissner-Mindlin-
Schalenformulierung mit hierarchischen Rotationen zu
B = B+ € (W),
2B = 2B + & (wy-ag + Wy - ay),

By = By + & (wa - ag),

QM — w.a; 4+ &% (wy - w), (6.32)
2B, = wa; + £ (wy - w),
1
B — W W

Die, im Schritt der linearisierten Schubrotation verursachte, kleine Léngenanderung des
Direktors fithrt zu den unterstrichenen Ausdriicken in Gleichung (6.32), die nichtline-

ar in w sind. Die Annahme einer linearisierten Kinematik erfordert auch eine konsis-
tente Linearisierung der entsprechenden Terme. Dies wird im Wesentlichen durch die
Vernachlassigung der unterstrichenen Ausdriicke bewerkstelligt. Durch die vollstéandi-
ge Linearisierung beziiglich der Schubparameter w® ergeben sich die Green-Lagrange-
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Verzerrungskomponenten der hier vorgeschlagenen Formulierung zu

EﬁM—hr — KL 4 ¢ (Wi -a),

2B = 2B + & (wy-ay+wy - ay),
EQP;M-hr — EQKQL + 53 (W72 . aQ) 7

QEIMIT — w.oa,

2EMT — W ay,

RM-hr __
E33 — 0-

(6.33)

Die additive Zerlegung des Direktors az nach Gleichung (6.30) macht sich in positiven Ei-
genschaften der Verzerrungskomponenten EfM™ bemerkbar. Im Speziellen bewirkt die
additive Direktordefinition eine additive Zerlegung der nichtlinearen Green-Lagrange-
Verzerrungen in Biege-Membrananteile und Querschubanteile, siehe Gleichung (6.33),
was im Fall vollstdndig nichtlinearer Beschreibungen des aktuellen Direktors, nach Glei-
chungen (6.27) oder (6.28), nicht moglich ist. Die Verzerrungskomponenten Ey} vom
Kirchhoff-Love-Typ, siehe Gleichung (6.20), kénnen auch in Gleichung (6.33) identi-
fiziert werden. Obwohl die Anteile ELY nur im Fall querschubfreier Deformationen,
d.h. w = 0, identisch sind, kénnen sie aufgrund identischer Berechnungsvorschrift di-
rekt verwendet werden. Wie im geometrisch linearen Fall, kann ein Reissner-Mindlin-
Schalenelement mit hierarchischen Rotationen (RM-hr) implementiert werden, indem
bestehenden Kirchhoff-Love-Elementmatrizen additiv Anteile hinzugefiigt werden.

Zudem ist an dieser Stelle bemerkenswert, dass die nichtlinearen Green-Lagrange Ver-
zerrungskomponenten nach Gleichung (6.33) in ihrer Grundstruktur den linearen Ver-
zerrungskomponenten aus Gleichung (6.25) entsprechen. Erstere Gleichungen sind aus
letzteren durch Ersetzen von 5}% durch E;% und A, durch a, zu bekommen.

6.4 Schubweiche Schalenformulierung mit
hierarchischen Verschiebungen

Obwohl bei Formulierungen mit hierarchischen Rotationen Querschublocking auf Theo-
rieebene vermieden wird, ist die Qualitdt der Querkrafte nicht optimal. Wie bereits in
Kapitel 5 fiir schubweiche Balken beschrieben, bietet sich eine Formulierung mit hier-
archischen Verschiebungen an, da sowohl Querschublocking vollsténdig vermieden wird
als auch eine sehr gute Qualitdt der Querkraftlosungen zu erwarten ist. Im folgenden
Abschnitt wird die hierarchische Anreicherung des zuvor beschriebenen Kirchhoff-Love-
Modells durch hierarchische Schubverschiebungen diskutiert. Der Systematik folgend,
soll zunéchst der geometrisch lineare Fall betrachtet werden, da hier bereits interessante
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neue Aspekte beleuchtet werden kénnen. Im Anschluss folgt die Erweiterung auf grofle
Rotationen und eine Diskussion weiterer Aspekte im Zusammenhang mit finiten Ele-
menten.

6.4.1 Geometrisch lineare Kinematik — kleine Rotationen

Grundsatzlich ist die Idee, Verschiebungen in Biege- und Schubanteile zu trennen, nicht
neu. Ebene Balkenprobleme wurden schon vor langer Zeit mithilfe dieser Idee untersucht,
siehe auch Abschnitt 5.3 und darin zitierte Literatur. Im Kontext schubweicher Platten
lassen sich ebenfalls zahlreiche jiingere Veroffentlichungen finden, siehe beispielsweise
SHIMPI (2002), SHIMPI UND PATEL (2006), ENDO UND KIMURA (2007), ENDO (2015)
und viele mehr. Keine der genannten Veroffentlichungen beschéftigt sich jedoch mit der
FE-Losung der Plattenprobleme. Offenbar wirkte die benotigte C!'-Kontinuitét vor der
Entwicklung des isogeometrischen Konzepts zu abschreckend, als dass sich entsprechende
FE-Formulierungen hatten durchsetzen konnen. Doch auch im Kontext isogeometrischer
Diskretisierungen lassen sich neuerdings einige Veroffentlichungen finden, welche sich mit
der rotationsfreien Parametrisierung schubweicher Plattenprobleme beschéiftigen, siehe
beispielsweise YIN U.A. (2014) und Liu u.A. (2017). Doch in keiner der genannten
Veroffentlichungen wird das Kirchhoff’sche Modell fiir diinne Platten mit zwei unab-
hangigen Schubparametern angereichert. Vielmehr wird in allen Beitrédgen lediglich eine
Schubverschiebung eingefiihrt, mit deren Hilfe zwei unabhéngige Schubwinkel beschrie-
ben werden miissen. Dieser zusétzliche Zwang fithrt dazu, dass in keinem der genannten
Beitrage eine schubweiche, rotationsfreie Plattenformulierung beschrieben wird, die die
Losungen bekannter schubweicher Modelle nach Reissner oder Mindlin reproduzieren.

Wie in Abschnitt 5.3 beschrieben, kann im Fall schubweicher Balkenformulierungen mit
hierarchischen Verschiebungen, eine beliebige Kombination von zwei der drei Verschie-
bungen v, v, und vs gewahlt werden, da jede einzelne eine skalare Grofie darstellt. Im
Kontext von Schalen ist eine derart freie Wahl der Parametrisierung nicht mehr mog-
lich, da jeder Anteil nun eine vektorielle Gréfle mit einer unterschiedlichen Anzahl an
enthaltenen skalaren Parametern darstellt. Die Verschiebungen v und vy sind jeweils
Vektoren mit drei global kartesischen Verschiebungsparametern. Die zwei unabhéngigen
Schubverschiebungen vy, und vy, beinhalten jeweils nur einen skalaren Parameter. Somit
kann im Rahmen einer 5-Parameter-Theorie nur eine der zwei Kombinationen vy-vy,-vg,
oder v-vg,-vg, gewahlt werden, da die Variante v-v}, in sechs Parametern resultiert.

OESTERLE U. A. (2016) présentierten eine Erweiterung der Balkenformulierung mit hier-
archischen Verschiebungen auf eine konsistente Schalenformulierung fiir geometrisch li-
neare Probleme. Durch die hierarchische Anreicherung mit zwei unabhéngigen Schubver-
schiebungen, basierend auf einer v-vg, -v,,-Parametrisierung, ist diese Schalenformulie-
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rung frei von kiinstlichen Zwéngen in den Schubverzerrungskomponenten. Die genann-
te rotationsfreie Schalenformulierung ist vermutlich die erste ihrer Art, die exakt die
Losung des klassischen Mindlin-Modells reproduziert. Dariiber hinaus sind daraus ent-
wickelte Schalenformulierungen intrinsisch frei von Querschublocking, unabhéngig vom
verwendeten Diskretisierungskonzept. Fiir nahere Details zu den unterschiedlichen Para-
metrisierungen schubweicher Plattenformulierungen und ihren theoretischen Unterschie-
den wird an dieser Stelle auf Abschnitt 6.8 verwiesen. Zunéchst wird die schubweiche
Schalenformulierung mit hierarchischen Verschiebungen naher betrachtet.

Die grundlegende Idee ist die Aufteilung der Totalverschiebungen v in Biege-Membran-
anteile sowie zwei zusitzliche Verschiebungsanteile, die fiir die Bestimmung der Quer-
schubverzerrungen verantwortlich sind. Somit gilt

V = Vp + Vg, + Vg, (6.34)

wobei vy, = v’ A3 und vy, = ve; ist. In OESTERLE U. A. (2016) wurde die Konstruk-
tion des aktuellen Direktors dargestellt durch

az = A3 -+ é X Ag, (635)

wobei fiir den Rotationsvektor ® = ¢*A,, gilt. Die zugehorigen Rotationswinkel werden
aus anteiligen, partiellen Verschiebungsableitungen berechnet zu

1
-1
@ =+ (Vo + Vg )2 - Ag,
A A ’
P )1 - As.
2 ||A1 < A2||<Vb TV 2),1 3

Die geometrische Interpretation dieser speziellen Definition der Rotationswinkel ist in
Abbildung 6.4 fir den Spezialfall einer rechtwinkligen Platte dargestellt. Die zwei Schnit-
te 1-1 und 2-2 wurden so gewihlt, dass sie parallel zu den Tangentenlinien der Geometrie
verlaufen, d. h. in Richtung der kovarianten Basisvektoren A, . Im Schnitt 1-1 deformiert
sich die Platte durch v}, und vy, zu der gedachten Zwischenkonfiguration in Bildmitte.
Der Referenzdirektor A3 wird dabei um den Winkel ¢, in linearisierter Weise rotiert. Der
resultierende Direktor az steht senkrecht auf der vorldufigen Mittellinie, die durch die
Verschiebungen vy, und vy, entstanden ist. Die hierarchische Verschiebung der Mittellinie
um v, bewirkt keine zusatzliche Rotation von as, jedoch verédndert sich die Tangente an
die aktuelle Mittellinie. Der entstandene Winkel zwischen der aktuellen Mittellinie und
der Mittellinie des Zwischenschritts wird als der Schubwinkel v,3 identifiziert, vergleiche
Abbildung 5.3. Eine entsprechende Interpretation lasst sich auch fiir die Deformation
im Schnitt 2-2 finden. Im dargestellten Zwischenschritt wird der Referenzdirektor As
um den Winkel ¢; infolge vy und vy, rotiert. Eine zusétzliche Verschiebung v, der
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2
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Abbildung 6.4: Linearisierte Kinematik der rotationsfreien Schalenformulierung mit
hierarchischen Verschiebungen, dargestellt fiir den Sonderfall einer recht-
eckigen Platte.

Mittellinie bewirkt eine Tangentendnderung, die als zweiter unabhédngiger Schubwinkel

o3 identifiziert wird.

Analog zur hierarchischen Balkenformulierung nach Abschnitt 5.3 kann eine alternative
Darstellung gewéhlt werden, in der direkt die totalen Verschiebungen parametrisiert wer-
den. Aus mathematischer Sicht sind beide Varianten dquivalent zueinander und fiithren
zu identischen Ergebnissen. Das Umstellen der Gleichung (6.34) nach vy, liefert

Vi, =V — Vg, — V,. (6.37)

Das Einsetzen der Gleichung (6.37) in Gleichung (6.36) ergibt

1

~1
o =+ (V—vs)2 - As,

Al x A ’
2 Hlsz (6.38)
P = (V=) - As.
P AL X Ay Y T Ve A
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Mit der Gleichung (6.38) lésst sich die Konstruktion des aktuellen Direktors ag, in zur
Gleichung (6.21) analoger Form, darstellen als

83:A3+¢XA3+¢’XA3, (639)

wobei der Rotationsvektor ®, nach Gleichung (6.9), aus den Ableitungen der totalen
Mittelflachenverschiebungen v bestimmt wird. Der zusétzliche, hierarchische Rotati-
onsvektor ¥ = )*A,, beinhaltet nun partielle Ableitungen von Schubverschiebungen
anstelle von Schubrotationen, das heif3t:

~ 1

Pl = v, 0 Ag,

~ 1 ’

2
=4+ v, 1 As.

R VET Wkt
Mit der Gleichung (6.40) ergibt sich fiir die Gleichung (6.39)

a3:A3—|—<I>><A3— (Vs 72'1A3>AA1 XA3

A1 X Ayf| ™ (6.41)

1
_— A3 | A As.
+ (”Al » A2||Vsl,1 3) 2 X A3

Mit den Beziehungen
A1 X A3 = —||A1 X AQH ||A3||A2 und A2 X A3 = ||A1 X A2|| ||A3||A1 (642)

kann die Gleichung (6.41) vereinfacht werden zu
ay —As + B x Ay [y, A (—11A1 x Az[|A?)

1
’ (HAAHV | A3> (1141 > AgflA%)

:Ag + P x A3 —+ (Vsl,l . Ag) Al —+ (V5272 . Ag) A2

————
=1 =0

(6.43)
:A5 + P x A3 + ,U7511 A5 . A5 —|—1}Sl A371 . Ag) Al

—_———
=1 =0

=A3+ ® x Az + oA + vFA%

+ (?{SQQ A3 . A3 +US2 A372 : A3) A2
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Es ist bemerkenswert, dass die Gleichungen (6.43) und (6.23) eine nahezu gleiche Struk-
tur aufweisen. Doch im Unterschied zur Darstellung in der Gleichung (6.23), sind die
Komponenten des neuen Differenzvektors aus Gleichungen (6.43) partielle Ableitungen
der hierarchischen Schubverschiebungsparameter v®* anstatt hierarchischer Schubrota-
tionen. Zudem treten die kontravarianten Basisvektoren A® anstatt der kovarianten
Vektoren A, in Erscheinung. Im geometrisch linearen Fall beziehen sich die kontrava-
rianten Basisvektoren A“ auf die Referenzkonfiguration, d.h. sie sind unabhéngig von
den Mittelflichenverschiebungen v. Im geometrisch nichtlinearen Fall sind die kontra-
varianten Basisvektoren hochgradig nichtlinear von v abhéngig, was die Linearisierung
der entsprechenden Terme sehr kompliziert gestaltet. Entsprechende partielle Ableitun-
gen der kovarianten Basisvektoren A, sind hingegen sehr einfach herzuleiten und zu
implementieren.

Ein Ziel ist die Entwicklung einer moglichst einfachen und effizienten Schalenformu-
lierung. Aus diesem Grund wird der Differenzvektor in Abhéngigkeit der kovarianten
Basisvektoren A, ausgedriickt, das heifit:

W= x Ay =07 A + v A, (6.44)

Diese Definition erscheint zunéchst etwas willkiirlich und wird aus diesem Grund néher
betrachtet. Die ko- und kontravarianten Basisvektoren A, und A® spannen jeweils den
identischen Tangentialraum auf und sind im Fall rechtwinkliger Netze sogar identisch.
Im Grunde genommen wird damit festgelegt, ob die zugehorigen Rotationswinkel um die
ko- oder kontravarianten Achsen rotieren. Dies bringt fiir schiefwinklige Netze eine un-
terschiedliche geometrische Bedeutung mit sich. Doch das zugrunde liegende Schalenmo-
dell ist in beiden Féllen identisch, weshalb die Definition nach Gleichung (6.44) zuléssig
ist. Fiir die Schalenformulierung mit hierarchischen Rotationen, siehe Gleichung (6.22),
wurde bereits eine identische Annahme getroffen.

Mit der Definition aus Gleichung (6.44) ergibt sich fiir die Konstruktion des aktuellen
Direktors

az = A3 + d x A3 + w. (645)

Im Vergleich zu Gleichung (6.23) besitzt Gleichung (6.45) eine identische Struktur, was in
den Komponenten der linearisierten Green-Lagrange-Verzerrungen sichtbar wird. Fir die
Komponenten der Reissner-Mindlin(RM)-Schalenformulierung mit hierarchischen Ver-
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schiebungen (kurz: RM-hd, vom englischen hierarchic displacement) gilt:

e =+ & (W - Ay,

26 =260 + &% (W - Ap+ W Ay),
52RQM_hd —epy + & (W2 As),

2T vy L A,

RM-hd __
2823 =W - AQ,

RM-hd _
€33 =0.

(6.46)

Die Gleichung (6.46) zeigt im Vergleich zur Gleichung (6.25) eine identische Struktur,
was eine enge Verwandtschaft beider Parametrisierungsvarianten verdeutlicht.

6.4.2 Geometrisch nichtlineare Kinematik — gro3e Rotationen

Mit den Annahmen und Erkenntnissen aus den vorangegangenen Abschnitten gestal-
tet sich die Erweiterung der RM-hd-Schalenformulierung auf grofie Rotationen relativ
einfach. Wird erneut angenommen, dass die Schubrotationen klein sind, folgt die Kon-
struktion des aktuellen Direktors nach der Regel

a; X az

agzagf—{—w

= W, 6.47
Tar < aa] (6.47)

Allerdings muss der hierarchische Differenzvektor w im geometrisch nichtlinearen Fall
in Abhéngigkeit des aktuellen Tangentialraums beschrieben werden, d. h.

W = v7a; + v3a,. (6.48)
Damit ergeben sich die Komponenten des Green-Lagrange-Verzerrungstensors zu

ElRlM-hd :ElKlL + 55 (W,l . al) 7

2B 2B + & (W ay+ Wy ay),
E%M-hd :EQKQL 4 53 (V~V’2 . 32) ’

2EMM =% .

2EM M =3 - ay,

RM-hd __
E33 _0 .

(6.49)

Die Gleichungen (6.49) und (6.33) haben eine identische Struktur. Auch fiir die RM-hd-
Formulierung bleibt die positive Eigenschaft der additiven Zerlegung der Verzerrungs-
komponenten erhalten. Die Erweiterung eines nichtlinearen Kirchhoff-Love-Modells auf
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RM-hd gestaltet sich einfach. Daraus entwickelte schubweiche Schalenelemente erfiillen
im Grenzfall ¢t — 0 die Zwangsbedingungen 2 XM = ( bzw. 2 ERM = () fiir jede Wahl
an Formfunktionen. Aus diesem Grund ist die RM-hd-Schalenformulierung intrinsisch
frei von Querschublocking. Durch die bessere Balance in den Krimmungstermen ist bei
Berechnungen mit RM-hd-Elementen eine bessere Qualitat der Querkréafte zu erwarten
als mit RM-hr-Elementen.

6.5 Materialgesetz

Fir alle numerischen Experimente der vorliegenden Arbeit wird ein linear elastisches
St.-Venant-Kirchhoff-Materialgesetz verwendet, siche auch Abschnitt 2.3. Der vierstufige
Materialtensor C lasst sich in krummlinigen Koordinaten beschreiben zu

C=C"G;®G;®G;,®G, (6.50)
Die zugehorigen Koeffizienten sind

CM=NGIG" 4 (G*G" + G'GY) (6.51)
wobei die Lamé-Parameter A und p durch

vE E

A arra—a) " A5y

(6.52)

ausgedriickt werden kénnen.

Dreidimensionale Schalenformulierungen sowie Kontinuums-Schalenformulierungen, sie-
he beispielsweise BISCHOFF UND RAMM (1997) oder IRSLINGER (2013), erlauben eine di-
rekte Anwendung der dreidimensionalen Elastizitatsgleichungen. Fiir Reissner-Mindlin-
Schalenformulierungen ist eine Modifikation des Materialtensors nétig, um die Bedin-
gung 5% = 0 zu erfiillen. Im Fall linear elastischer Materialgesetze wird dies durch die
Eliminierung von FE33 iiber statische Kondensation erreicht. Fiir nichtlineare Material-
gesetze kann die Erfiillung $%* = 0 nicht immer direkt iiber statische Kondensation
eingebracht werden, sondern erfordert ein iteratives Verfahren innerhalb der Material-
routine, siche KLINKEL UND GOVINDJEE (2002). Im Fall eines Kirchhoff-Love-Modells
ist zusétzlich eine Modifikation der Querschubanteile zu berticksichtigen.

Nichtlineare Materialgesetze sind tiblicherweise in lokal-kartesischen Koordinaten for-
muliert, wodurch entsprechende Tensortransformationen von C, E und S erforderlich
sind. Angemerkt sei zudem, dass im Rahmen dieser Arbeit mit Spannungen anstelle von
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

IGA — eindeutige Direktordefinition FE — mehrdeutige Direktordefinition

Abbildung 6.5: Vergleich diskreter Direktoren im Falle einer isogeometrischen B-Spline-
Diskretisierung (links) und einer gewohnlichen FE-Diskretisierung
(rechts)

Spannungsresultierenden gearbeitet wird. Es wird somit numerisch in Schalendicken-
richtung &? integriert. Das ermdglicht eine Erweiterung auf nichtlineare Materialgesetze.
Aussagekréftige plastische Berechnungen von Schalenstrukturen bendtigen beispielswei-
se mindestens fiinf Integrationspunkte in Dickenrichtung.

6.6 Diskretisierung

Bereits fiir das Kirchhoff-Love-Modell nach Abschnitt 6.2, das als Basismodell der hier-
archischen Reissner-Mindlin-Formulierungen eingebettet ist, betrdgt der variationelle
Index ¢ = 2. Da in den Krimmungstermen von Gleichung (6.20), beispielsweise im An-
teil a; 1, zweite Ableitungen der Verschiebungen v auftreten, miissen im Rahmen einer
FE-Diskretisierung mindestens C'-kontinuierliche Formfunktionen verwendet werden.
Zur Diskretisierung der zuvor eingefithrten Schalengleichungen wird hier vorwiegend das
isogeometrische Konzept nach Abschnitt 3.3 genutzt. In diesem Rahmen existiert eine
Vielzahl geeigneter glatter Ansatzraume, wobei in dieser Arbeit vorwiegend gewo6hnliche
NURBS zum Einsatz kommen.

Die Verwendung glatter Ansatzraume fiir die Geometrieparametrisierung und die Dis-
kretisierung der Verschiebungsgrofien bringt mit sich, dass Direktoren an jeder Stelle im
Schalenkorper exakt berechnet werden konnen. Bei gewohnlichen, C°-kontinuierlichen
finiten Elementen existiert an jedem Knoten eine mehrdeutige Definition der Normalen,
siehe Abbildung 6.5. Dies erfordert zusétzliche Direktormittelungen oder die Einfithrung
kiinstlicher Drillrotationen am Knoten.

Auch die fiir finite Elemente iibliche Definition der Direktoren an den Knoten ist bei
isogeometrischen Schalenformulierungen nur bedingt sinnvoll. Durch nicht interpolato-
rische Eigenschaften glatter Ansatzrdume liegen die Kontrollpunkte (vgl. Knoten) nicht
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6.6 Diskretisierung

mehr auf der Geometrie. Da die Direktoren nur direkt auf der Geometrie berechnet wer-
den konnen, sind Projektionsmethoden notig, um Direktoren an die Kontrollpunkte zu
projizieren, siche beispielsweise BENSON U. A. (2010) oder DORNISCH U. A. (2013). Die-
se Projektionen kénnen unter Umstédnden numerisch aufwendig sein und sind im Falle
der hier vorliegenden Schalenformulierungen nicht notwendig. Jegliche Geometriegro-
Ben, wie z. B. Direktoren, werden im Rahmen dieser Arbeit direkt an jedem GauBpunkt
erakt berechnet.

Der Ortsvektor R*(¢1,€2) und die kovarianten Basisvektoren A’ (£1,¢2) der Referenz-
konfiguration werden in diskreter Form beschrieben als

RMEE) = 3 N(€ )P,
I=1

AN(ENE) =D NP, (6.53)
=1

Mnd

AL =Y NP,
I=1

wobei P! den Vektor der Knoten- bzw. Kontrollpunktkoordinaten, n,q die Anzahl an
Knoten- bzw. Kontrollpunkten und N?(£1,62) den entsprechenden Wert der Formfunk-
tion, z. B. NURBS, darstellt. Jedoch ist die Gleichung (6.53) grundsétzlich auch fiir
andere Diskretisierungskonzepte und Formfunktionen giiltig. Wie bereits beschrieben,
lisst sich der diskrete Direktor A% nach der Gleichung (6.3) an jedem beliebigen Punkt
durch

Al x Ab

A= 2
P JAT x ALl

(6.54)

exakt berechnen. Die diskretisierten Mittelflachenverschiebungen werden beschrieben
mit

Mind

Vi(ELE) = Y NI(ELEV (6.55)
I=1

Die kovarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration kénnen in diskreter Form
konstruiert werden durch

al(¢h,¢?) = AL +vhi(eh e,

6.56
al(e1,6%) = AL(e1 %) + V(e €Y. (6.56)

Die beiden Komponenten w® des hierarchischen Schubdifferenzvektors w kénnten im Fal-
le der RM-hr-Formulierung mit C°-kontinuierlichen Formfunktionen diskretisiert wer-
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

den, da nur erste Ableitungen dieser Parameter auftreten. Jedoch werden im Rahmen
dieser Arbeit alle Groflen ausschlielich durch eine Equal-Order-Interpolationen diskre-
tisiert. Somit gilt fiir die Approximation der Komponenten w®

Mnd

w™(g1.6%) = N'(eh.€)u. (6.57)
I=1

Bei der RM-hd-Formulierung mit hierarchischen Verschiebungen gilt fiir die Diskretisie-
rung der beiden unabhéngigen Schubverschiebungen

Mnd

veh(eheh) = 3 N (g g, (6.58)
I=1

Mit den aufgefiihrten, diskreten Groflen lassen sich auch die diskreten Direktoren der Mo-
mentankonfiguration sowie alle weiteren Ausdriicke bestimmen, die fiir eine FE-Analyse
benotigt werden. Das Einsetzen der diskreten Ausdriicke in die schwache Form aus Glei-
chung (2.30) sowie das Durchfithren der in Abschnitt 3.4 beschriebenen Linearisierung
ermoglichen die Herleitung von Elementmatrizen und die Losung der schwachen Form
des elastostatischen Randwertproblems.

6.7 Rand- und Zwangsbedingungen

Die Reparametrisierung der kinematischen Groflen fithrt bei den hierarchischen Scha-
lenformulierungen ebenso wie bei hierarchischen Balkenformulierungen zu erhéhten An-
forderungen im Kontext von Dirichlet-Randbedingungen. Durch die Parametrisierung
der Gesamtverschiebung v konnen entsprechende Verschiebungsrandbedingungen di-
rekt eingebracht werden. Bei alternativer Parametrisierung der Biegeverschiebung ware
dies nicht moéglich. Die hierarchische Aufteilung der Gesamtrotationen in einen Biege-
Membrananteil sowie zwei Anteile infolge Querschub fithrt dazu, dass rotatorische Di-
richlet-Randbedingungen nicht direkt auf die Gesamtrotationen aufgebracht werden kon-
nen. Vielmehr muss die Gesamtrotation der Querschnitte bzw. Direktoren iiber zuséatzli-
che Zwangsbedingungen mithilfe von z. B. Lagrange-Multiplikatoren oder Penalty-Stei-
figkeiten eingebracht werden. Zur Rotationskopplung von NURBS-Patches wird in die-
ser Arbeit die Bending-Strip-Methode nach KIENDL U. A. (2010) verwendet, bei der
Penalty-Steifigkeiten auf die Biegeanteile der Tangentensteifigkeitsmatrix addiert wer-
den. Bei jeder der drei Schalenformulierungen dieses Kapitels unterscheiden sich die Bie-
geanteile. Dies erfordert eine entsprechende Modifikation der Penalty-Steifigkeitsterme.

Zusatzlich zu den genannten Rand- und Zwangsbedingungen sind fiir die RM-hd-For-
mulierung nach Abschnitt 6.4 weitere Zwangsbedingungen auf den Schubverschiebungs-
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parametern v** notig. In Abschnitt 5.4 wurde diese Notwendigkeit bereits fiir Balken-
formulierungen mit hierarchischen Verschiebungen beschrieben. Im Kontext dieser ein-
dimensionalen Diskretisierungen musste lediglich der konstante Anteil von v, beseitigt
werden, um den einzigen Nullenergiemode und den damit einhergehenden Rangabfall
der Steifigkeitsmatrix zu unterbinden.

Im Falle von Platten und Schalen sind weitere Uberlegungen nétig, um die zusétzlichen
Effekte aus der Zweidimensionalitéit korrekt zu erfassen. Setzt man beispielsweise Glei-
chung (6.46) oder (6.49) in Gleichung (2.30) ein, ergibt sich eine schwache Form des
Reissner-Mindlin-Schalenproblems. Bei der Herleitung der Tangentensteifigkeitsmatrix
fallt auf, dass mehr als die iiblichen sechs Nullenergiemoden (Starrkérpermoden) auf-
treten. Die Ursache liegt in der Definition der Schubrotationen als partielle Ableitungen
der Schubverschiebungsparameter v°*. Setzt man beispielsweise W = v A; + v5 A, aus
Gleichung (6.44) in die Querschubverzerrungskomponente 2e¥M4 aus Gleichung (6.46)
ein, ergibt sich

9eRMbd _ o0 (vffAl + vfng) A, (6.59)
Im Falle rechtwinkliger Netze reduziert sich die Gleichung (6.59) auf
2efyM = i (€1,€7) = 03 (€1,€) 1AL (£.€) 17, (6.60)

wobei || Ay (€1, £?) ||? einen skalaren Metrikparameter darstellt, der durch die krummlini-
ge Beschreibung des Verzerrungstensors entsteht. Jede Funktion v (€1, £?) der Form

v (€1,6%) = [ s (¢,6) g + 0 + F(e) (6.61)
51

erfiillt die Gleichung (6.60), wobei C eine beliebige Konstante ist und F(£2) eine beliebige
Funktion in £2-Richtung darstellt. Aus der Gleichung (6.61) ist ersichtlich, dass mit einer
punktuellen Bedingung der Form v (£5,&2) = 0 am Punkt P nur die Konstante C
beseitigt werden kann.

In OESTERLE U. A. (2016) wurde exemplarisch gezeigt, wie der Anteil F(£?) fiir struktu-
rierte NURBS-Patches iiber zuséitzliche Dirichlet-Randbedingungen unterbunden wer-
den kann. Fiir unstrukturierte Netze, beispielsweise basierend auf T-Splines oder hierar-
chisch verfeinerten B-Splines, konnen die zusatzlichen Zwangsbedingungen nicht mehr in
Form von Randbedingungen eingebracht werden. Hier sind alternative Konzepte notig,
um zusitzliche Nullenergiemoden durch den Anteil F(£%) zu unterbinden. Beispielsweise
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kann der schwachen Form aus Gleichung (2.30) ein Anteil der Art

/ 503 v dQ, (6.62)
QR

hinzugefiigt werden. Mit diesem Penalty-Term werden alle Anteile der Gleichung (6.61)
bestraft, die linear oder von hoherer Ordnung in £2-Richtung sind. Die Konstante C' kann
somit liber eine einzelne punktuelle Bedingung im Patch beseitigt werden. Entsprechen-
de Uberlegungen fithren fiir die andere Schubverschiebung v% zu einem zuséitzlichen
Penalty-Term der Form

[ dueizaon, (6.63)
Qr

6.8 Vergleich schubweicher Plattenformulierungen

Wie in Abschnitt 6.4.1 bereits angedeutet, ist die Idee der Parametrisierung von Schub-
verschiebungen nicht neu. Fir ebene, schubweiche Balkenformulierungen geniigt die Ein-
fithrung einer Schubverschiebung v, deren Ableitung v, den Schubwinkel v darstellt.
Doch auch viele Veroffentlichungen aus diversen Disziplinen der Mechanik, von analy-
tischen oder numerischen Untersuchungen statischer Probleme bis hin zu dynamischen
Untersuchungen geschichteter Platten, beschaftigen sich mit entsprechenden schubwei-
chen Plattenformulierungen. An dieser Stelle seien exemplarisch die Arbeiten von SHIM-
PI (2002), SHIMPI UND PATEL (2006), ENDO UND KIMURA (2007), ENDO (2015), YIN
U. A. (2014), JUNG U. A. (2016), Lou U. A. (2016), NGUYEN U. A. (2017) und L1u U. A.
(2017) genannt.

In keiner der genannten Arbeiten wird das Kirchhoff’sche Plattenmodell mit zwei unab-
hdngigen Schubverschiebungen angereichert. Vielmehr wird in allen Beitrdgen lediglich
eine Schubverschiebung eingefithrt. Das fithrt dazu, dass keine der genannten Platten-
formulierungen die Losung bekannter schubweicher Modelle nach Reissner bzw. Mindlin
reproduziert. Nach bestem Wissen und Gewissen stellt die schubweiche, rotationsfreie
Schalenformulierung aus OESTERLE U. A. (2016) die erste ihrer Art dar, die genau die
Mindlin-Losung reproduziert. Um eine einfache Vergleichbarkeit zu gewéahrleisten, wird
die genannte Schalenformulierung auf eine Plattenformulierung reduziert und im Fol-
genden mit anderen Formulierungen verglichen.

In Abbildung 6.6 wird die Vorzeichenkonvention der Verschiebungs- und Schnittgréfien
einer Platte eingefiithrt. Je nach Plattenformulierung wird die Kinematik unterschied-
lich parametrisiert. Eine kompakte Zusammenstellung der Kinematik hier beschriebener
Formulierungen ist in Tabelle 6.1 dargestellt. An dieser Stelle wird auf eine detaillierte
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.

My

A My
Py Qyz

Abbildung 6.6: Definition der Verschiebungs- und Schnittgroflen einer Platte.

Formulierung Rotationen Schubwinkel ~ Kriimmungen und Verwindung
(Parameter)
RM-st Pr = Pz Yoz = Vg + Py Kaz = Py
(v, @uy ©y) Py = Py Vyz = Uy — P Kyy = 1_909671/
Ray = 5 (Pyy — Paa)
RM-hr Pr = +U,y — Yyz Yoz = Vaz Regz = —Ugg + Yz,z
(v, Yazs Vy2) Py =—Va+Yaz  Vyz = Vyz Kyz = —Uyy + Vyy
1
RM-hd Oy = _’_’U7y — Usy,y  Vzz = Uspz Rgz = —VUgg + Us,,zx
(v, s, 'Usy) Oy = —VUst U,z Vyz = Us,y Kyz = —Uyy + Vs, gy
1
Koy = —Ugy + 5 | Uspmy T Usy,ﬂcy)
SD Pz = +U,y — Usyy Yoz = Us,z Ragz = —Ugg + Vs, zx
(v, ) Oy = Vgt Uz Vyz = Uy Kyz = —Uyy + Usyy
Kay = —Vay + Us,ay

Tabelle 6.1: Vergleich der Kinematik unterschiedlicher schubweicher Plattenformulierun-

gen.

Herleitung verzichtet, da sie analog zur Herleitung bei Balken bzw. Schalen ist. Jede

Plattenformulierung wird nach ihrer zugehorigen Schalenformulierung benannt, um die

direkte Verbindungen aufzuzeigen. Die fiir die Darstellung einer reinen Plattenkinema-
tik bendtigten Parameter bzw. Freiheitsgrade (FHG) sind in Tabelle 6.1 jeweils mit

angegeben.

Bei der gewohnlichen RM-st-Formulierung (st = standard) werden die Gesamtverschie-

bung v sowie die beiden Totalrotationen ¢, und ¢, parametrisiert. Im Rahmen eines

numerischen Losungsverfahrens wie der FEM tritt fiir eine Equal-Order-Interpolation

Querschublocking fiir Biegung um beide Achsen auf. Wie bei Balken- und Schalenformu-
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lierungen, konnen im Grenzfall ¢ — 0 die Zwangsbedingungen ,, = 0 und ~,, = 0 durch
hierarchische Reparametrisierungen erfiillt werden. Bei der RM-hd-Formulierung ist, wie
bei Balken und Schalen, eine alternative Parametrisierung moglich, bei der die Biegever-
schiebung u, die Gesamtverschiebung v als Primérvariable ersetzt. Die Ergebnisse beider
Varianten sind identisch. Die SD-Formulierung (SD = shear deformable) orientiert sich
an der, in der Literatur iiblichen, rotationsfreien Parametrisierung mit nur einer Schub-
verschiebung w. Fiir beide rotationsfreie Formulierungen, RM-hd und SD, ist bereits
auf Theorieebene zu sehen, dass sowohl die kinematischen Gleichungen fiir die Schub-
verzerrungen als auch fiir die Krimmungen vollstandig ausgewogen sind. Das bedeutet,
fir jede Art von Equal-Order-Interpolation ist, neben einer guten Approximation der
Verschiebungslosung, eine oszillationsfreie Approximation der Spannungsresultierenden
zu erwarten.

In Anlehnung an die Abbildungen 5.3 und 6.4, stellt Abbildung 6.7 die geometrischen
Interpretationen der Kinematik der unterschiedlichen Parametrisierungen dar. Gedank-
liche Teildeformationen und entsprechende Rotationen der Direktoren sind fiir alle vier
Parametrisierungen im Schnitt 1-1 dargestellt. Der Direktor in der undeformierten La-
ge wird stets mit Ag bezeichnet, der endgiltige Direktor nach klassischer Mindlin-
Kinematik mit as. Die oberen drei Parametrisierungen stellen dabei unterschiedliche
Formulierungen des gleichen Modells nach Reissner bzw. Mindlin dar. Ein besonderes
Augenmerk liegt auf dem Vergleich der Varianten RM-hd und SD. Zunéchst ist auffillig,
dass die SD-Formulierung die einzige ist, bei der nur zwei anstatt drei Primarvariablen
parametrisiert sind. Es stellt sich die Frage, ob eine 2-Parameter-Plattenformulierung
das typische 3-Parameter-Plattenmodell nach Mindlin reproduzieren kann.

In den genannten Verdffentlichungen werden die Rotationen nur in Abhéngigkeit ei-
ner Biegeverschiebung ausgedriickt, die hier mit %, bezeichnet wird, um sie von v, der
3-Parameter-Formulierung RM-hd unterscheiden zu kénnen. Aus Abbildung 6.7 ist er-
sichtlich, dass im allgemeinen Fall @, # w, gilt. Es gibt Sonderfélle, in denen die SD-
Formulierung identische Ergebnisse wie die RM-hd-Formulierung liefert (az = a3). Das
ist jedoch nur moglich, falls v, = v, = v und somit o, = v, + v5, = v, + v, gilt.
Diese Bedingung ist fiir einige Rechteckplatten mit sogenanntem Hard-Support (v = 0
und Rotation senkrecht zum Rand gleich null) erfiillt, was sich auch analytisch zeigen
lasst. Doch bereits fiir den einfachsten Fall einer quadratischen Platte mit allseitigem
Soft-Support (nur v = 0) ist die Bedingung v, = v, = v nicht mehr erfillt. Somit
konvergiert die Losung der SD-Formulierung nicht gegen die Losung des klassischen
Mindlin-Modells. Dies kann bereits auf Theorieebene gezeigt werden.

Uber die Werkstoffgleichungen lassen sich die statischen Groflen aus Abbildung 6.6 mit
den kinematischen Groflen aus Tabelle 6.1 in Verbindung setzen. Unter der Annahme
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Abbildung 6.7: Vergleich der linearisierten Kinematik schubweicher Plattenformulierun-
gen.
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eines isotropen, linear elastischen Materialverhaltens gilt

May = K (Kag + VEyy) ,
My = K (Kyy + Vhisa) | (6.64)

Myy = K (1 — V) Ky,

wobei K = ﬁt_&ﬂ) die Plattenbiegesteifigkei, ¢ die Plattendicke, E den Elastizitdtsmo-

dul und v die Poissonzahl beschreibt.

Warum die SD-Formulierung in allgemeinen Féllen nicht das Mindlin-Modell abbilden
kann, wird am einfachen Beispiel einer rechteckigen Platte mit allseitigem Soft-Support
gezeigt. Im Falle des Mindlin-Modells lasst sich in der Losung der sogenannte Rand-
schichteffekt beobachten, der weder beim Mindlin-Modell mit Hard-Support oder Ein-
spannung noch beim Kirchhoff-Modell auftritt. Fiir das genannte Beispiel nimmt die
Mindlin-Losung fiir das Drillmoment in der Néhe der Eckpunkte seine Maximal- bzw.
Minimalwerte an, verschwindet aber vollstandig entlang der Kanten. In dieser Rand-
schicht sind im Fall von FE-Analysen dinner Platten sehr feine Netze notig, um die
steilen Gradienten zufriedenstellend abzubilden. In der analytischen Mindlin-Loésung gilt
an allen vier Kanten die Bedingung

My = 0. (6.65)

Zunéachst soll erklért werden, warum das Kirchhoff-Modell die Bedingung (6.65) bei
allseitig gelenkiger Linienlagerung nicht erfiillen kann. Beispielsweise gilt fiir die Kante
bei y = 0 aus Abbildung 6.6 neben v = 0 bereits v, = 0. Soll Gleichung (6.65) erfiillt
werden, folgt aus Gleichung (6.64) die Bedingung

Ky = Ugy = Uye = 0. (6.66)

Da am Rand bei z = 0 und somit auch an der Ecke bei 2 = y = 0 bereits v, = 0
gilt, kann Gleichung (6.66) nur erfiillt sein, falls v, = 0 entlang des gesamten Randes
bei y = 0 gilt. Dies entspricht jedoch einer Einspannung und widerspricht der Forde-
rung nach gleichzeitiger Erfiilllung einer gelenkigen Lagerung und eines verschwindenden
Drillmoments entlang des Randes.

In analoger Art und Weise lédsst sich fiir die SD-Formulierung ein Widerspruch zei-
gen. Fordert man die Erfillung eines allseitigen Soft-Supports fir die Platte aus Abbil-
dung 6.6, gilt beispielsweise entlang des Randes bei y = 0

RM/ = _/U:Iy + /Usvxy = _i/)b7xy = _,\[}b,yf = O' (6.67)
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Entlang aller Rander gilt v = @, + v; = 0, entlang des Randes bei z = 0 gilt zusétzlich

Vy = Ty + sy =0, (6.68)
entlang des Randes bei y = 0 gilt entsprechend

Vg = Dhg + Use = 0. (6.69)
An der Ecke bei z = y = 0 gilt aus Gleichung (6.68)

U,y = —Us,y- (6.70)

In Gleichung (6.67) wird gefordert, dass 1, , entlang des Randes bei y = 0 konstant ist.
Somit miisste %, , entlang des gesamten Randes bei y = 0 den Wert —uv; , = —7,, an der
Ecke z = y = 0 annehmen. Daraus wiirde v, = 0 entlang des gesamten Randes bei y = 0
und somit, wie bei der Kirchhoff-Theorie, die Nichterfiillung einer gelenkigen Lagerung
folgen. Dieser Widerspruch zeigt bereits auf Theorieebene, dass die SD-Formulierung in
allgemeinen Féllen nicht die Losung des Mindlin-Modells abbilden kann. Dies wird in
Abschnitt 8.1.1 durch ein numerisches Experiment untermauert.

6.9 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden primale Schalenformulierungen vorgestellt, die sich in der Pa-
rametrisierung der Querschubanteile unterscheiden, d. h. durch hierarchische Schubrota-
tionen bzw. Schubverschiebungen. Beide Parametrisierungen fithren im Kontext nume-
rischer Approximationsverfahren wie der FEM, auf Elemente, die fiir jede Equal-Order-
Interpolation der primalen Variablen frei von Querschublocking sind. Da die hierarchi-
sche Konstruktion das schubstarre Kirchhoff-Love-Modell als Basis beinhaltet, miissen
zur Erfiillung der Konsistenz mindestens C*-kontinuierliche Formfunktionen zur Diskre-
tisierung verwendet werden.

Fiir beide hierarchischen Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen wurde eine neuarti-
ge, einfache Erweiterung auf Problemstellungen mit groflen Rotationen vorgestellt. Die
zugrunde liegende Annahme ist, dass die Querschubrotationen fiir eine breite Klasse
von Schalenproblemen eher klein sind, wohingegen die Gesamtrotationen beliebig grofl
sein konnen. Diese Annahme fithrt zu einer additiven Zerlegung der Green-Lagrange-
Verzerrungen in vollstdndig nichtlineare Anteile vom Kirchhoff-Love-Typ und hierar-
chisch addierte, linearisierte Querschubanteile.
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6 Hierarchische Schalenformulierungen

Im Kontext alternativer Formulierungen schubweicher Platten wurden die unterschied-
lichen Parametrisierungskonzepte miteinander verglichen. Es konnte analytisch gezeigt
werden, dass Plattenformulierungen mit einer Parametrisierung der Querschubanteile
durch nur eine Schubverschiebung das schubweiche Plattenmodell nach Mindlin bzw.
Reissner nicht abbilden konnen. Die hier vorgestellten Platten- bzw. Schalenformulie-
rungen mit zwei hierarchischen Schubverschiebungen (RM-hd) sind womoglich die ers-
ten ihrer Art, die im geometrisch linearen Fall das Mindlin-Modell widerspruchsfrei
abbilden konnen. Zudem sind die RM-hd-Formulierungen im Rahmen einer primalen
Methode intrinsisch frei von Querschublocking und lassen eine gute Approximation der
Spannungsresultierenden erwarten. Die intrinsische Vermeidung von Membranlocking
bei primalen Formulierungen konnte bisher noch nicht erreicht werden. Ein entspre-
chender variationeller Ansatz zur diskretisierungsunabhéngigen Vermeidung aller geo-
metrischen Locking-Effekte ist Gegenstand des nédchsten Kapitels.
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Eine variationelle Methode zur
intrinsischen Vermeidung von
Locking-Effekten

Die vorgestellten hierarchischen Formulierungen fiir Balken, Platten und Schalen sind in-
trinsisch frei von Querschublocking. Im Rahmen dieser primalen Einfeldformulierungen
kann Querschublocking a priori, bereits vor der Diskretisierung, ausgeschlossen werden.
Im Speziellen hat sich herausgestellt, dass die Parametrisierung der hierarchischen Quer-
schubanteile durch Verschiebungsgroffen besondere Vorteile aufweist. Im Gegensatz zur
Parametrisierung der Querschubanteile durch Schubrotationen, d. h. Verzerrungen, kann
bei der Parametrisierung durch Verschiebungen ein optimales Konvergenzverhalten fiir
die Ergebnisse der Querkrafte erreicht werden.

Die Erweiterung des hierarchischen Konzepts auf die intrinsische Vermeidung von Mem-
branlocking ist nicht leicht zu bewerkstelligen. Die Vermeidung von Membranlocking ist
fiir typische Schalenprobleme jedoch unabdingbar. Aus diesem Grund wird in diesem
Kapitel eine variationelle Formulierung eingefiihrt, die eine effiziente und allgemeine
Losung dieser Problematik verspricht, siehe auch BIEBER U. A. (2018).

Mehrfeldformulierungen benotigen stets eine geeignete Wahl von Ansatzraumen fiir die
zusatzlichen Verzerrungs- oder Spannungsparameter. Um ein optimales Verhalten zu
gewahrleisten, miissen typischerweise unterschiedliche Ansatzraume fiir Verschiebungen
und Verzerrungen bzw. Spannungen gewahlt werden. Die Wahl der verschiedenen An-
satzraume muss fir jedes Diskretisierungsschema neu tiberdacht werden. Im Speziellen
erscheint eine allgemeine Erweiterung auf beliebige glatte Ansatzraume, wie z. B. im
Kontext der IGA oder netzfreier Methoden, sehr komplex bzw. nur schwer méglich.

Das hier vorgestellte gemischte Prinzip basiert auf einer ausschliefllichen Parametri-
sierung von generalisierten Verschiebungen. Die Parametrisierung von Verschiebungen
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

anstatt Verzerrungen oder Spannungen verspricht, analog zu den vorgestellten primalen
Konzepten, eine optimale Qualitdt der berechneten Spannungsresultierenden. Die Pa-
rametriserung auf Verschiebungsebene ermoglicht eine Equal-Order-Interpolation aller
involvierten Grolen. Eine Erweiterung auf beliebige Diskretisierungsschemata erscheint
dadurch erreichbar.

In diesem Kapitel wird eine neuartige variationelle Methode fiir geometrisch lineare
und nichtlineare Problemstellungen préasentiert. Aus dem generellen Konzept werden
spezifische Formulierungen fiir Balken, Platten und Schalen entwickelt, die fiir jegliche
Art von Diskretisierungsschema giiltig sind.

7.1 Grundkonzept der Methode

Startpunkt ist das Prinzip von Hellinger-Reissner (HR), siehe Abschnitt 2.6.2,
Myg (u,S) = IIE (u, S) + 15 (u) — stat., (7.1)

welches einen einfachen Zugang zum Grundkonzept der Methode ermoglicht. Alternative
Herleitungen, z. B. basierend auf dem Prinzip von Hu-Washizu, sind ebenfalls denkbar.
In diesem Abschnitt steht eine moglichst kompakte und einfache Darstellung der Grun-
didee im Vordergrund, ohne dabei die Allgemeinheit zu beschranken. Mit dem Ziel einer
leichten Lesbarkeit werden die nachfolgenden Gleichungen in gleicher Notation wie in
der Tensorschreibweise in Matrixschreibweise dargestellt. Fiir den externen Anteil aus
Gleichung (7.1) gilt dann

et (u) = / (u™h) dp + / (u"T) dTy. (7.2)
Qr I'n

Fiir ein Konstitutivgesetz vom St.-Venant-Kirchhoff’schen Typ lésst sich der interne
Anteil spezifizieren zu

| |
i (u,8) = [ <2STC‘1S - EES) 0. (7.3)

Qr

Dabei beschreibt u die Verschiebungen, S den PK2-Spannungstensor, C den linear elas-
tischen Materialtensor, b = pb die Volumenkréifte und T den externen Spannungs-
vektor auf dem Neumann-Rand I'y. Die im Kontext von Mehrfeldfunktionalen verwen-
deten Fuflzeiger geben an, aus welcher freien Variable eine Grofle berechnet wird. E,
beschreibt z. B. den gewohnlichen Green-Lagrange-Verzerrungstensor, welcher aus dem
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7.1 Grundkonzept der Methode

Verschiebungsfeld u iiber die kinematische Beziehung
E, = L(u)u (7.4)

berechnet wird. Der Operator £(u) beschreibt den im Allgemeinen nichtlinearen Diffe-
rentialoperator, der durch die kinematischen Gleichungen des zugrunde liegenden Struk-
turmodells definiert ist. Wenn neben dem Verschiebungsfeld u die Green-Lagrange-
Verzerrungen E, anstatt dem PK2-Spannungstensor S, parametrisiert werden sollen,
kann man

S =: S = CE (7.5)

definieren. Das Einsetzen der Gleichung (7.5) in die Gleichung (7.3) liefert

M (0 B) = [ (;ETCE - EECE) 0. (7.6)

Qr

Die Formulierung von finiten Elementen auf Basis von Gleichung (7.3) oder (7.6), die
stabil und vollstandig lockingfrei sind, erfordert eine sorgfaltige Wahl der Ansatzraume
fiir die Spannungen bzw. Verzerrungen. Typischerweise miissen Anséatze niedrigerer Ord-
nung gewahlt werden, was in mehreren unterschiedlichen FE-Netzen resultiert. Wenn die
Diskretisierung nicht auf einfachen Lagrange-Polynomen basiert, lasst sich ein geeigneter
Ansatz ,niederer® Ordnung nicht ohne Weiteres finden. Speziell fiir glatte, unstrukturier-
te Diskretisierungen, z. B. basierend auf T-Splines oder netzfreien Konzepten, erscheint
die Wahl optimaler Ansatzraume nur schwer moglich.

Um diese nachteilige Eigenschaft a priori zu vermeiden, werden die Verzerrungen E repa-
rametrisiert. Im Sinne einer Parametrisierung durch generalisierte Verschiebungsgrofien
werden die Verzerrungen E durch einen linearen Differenzialoperator £ an ein freies Feld
u gekoppelt, d. h.

E = E; = L. (7.7)

Die Definition von £ hingt in spezifischer Weise vom zugrunde liegenden Modell ab.
Beispielsweise unterscheidet sich £ fiir das Timoschenko-Balkenmodell, die zweidimen-
sionale Elastizitdt oder das Kirchhoff-Love-Schalenmodell, folgt jedoch in allen Féllen
gleichen einfachen Regeln, die genauer in Abschnitt 7.2 beschrieben werden. Im Allge-
meinen ist £ nicht identisch zum Differenzialoperator £ aus Gleichung (7.4).

Die Kernidee der vorgeschlagenen Methode besteht darin, dass die Verzerrungen E aus
partiellen Ableitungen des generalisierten Verschiebungsfelds u berechnet werden. Die
zuvor beschriebenen Ansatzraume ,niederer® Ordnung werden somit automatisch im
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

Rahmen einer Equal-Order-Interpolation konstruiert. Nicht in allen Fallen stellt u ein
Feld mit der physikalischen Einheit von Verschiebungen dar, was die Begrifflichkeit der
generalisierten Verschiebungsgrofen zum Ausdruck bringen soll. In welchen Féllen u
tatsichlich ein Verschiebungsfeld ist, wird in Abschnitt 7.2 naher erldutert.

Das Einsetzen der Gleichung (7.7) in die Gleichung (7.6) fithrt zu einem modifiziertes
Prinzip von Hellinger-Reissner, in dem u und u die unabhangigen Felder darstellen:

: 1
MM (uw) = [ (JEICE, — ETCE,) dfn (78)

R

Die Variation der Gleichung (7.8) fithrt zu

Ollih (u.6) = [ (SEICE; — 6B CE; — E[COE; ) d

(7.9)
= | (FE{C(Es — E,) — 0E[CE;) dQx.

u

Eine Equal-Order-Interpolation der freien Felder u und u fithrt zu den Approximatio-
nen

Nnd,ele Nnd,ele

u"= Y N'd'=Nd, i"= Y N'd' =Nd. (7.10)
=1 =1

Die Vektoren d! und d’ beinhalten die Knotenfreiheitsgrade, N’ sind die Formfunktio-
nen. In kompakter Darstellung konnen alle Freiheitsgrade und Formfunktionen in Vek-
toren d bzw. d und einer Matrix N gesammelt werden. Der Kopfzeiger h, der anzeigt,
dass eine Grofle diskretisiert ist, wird nachfolgend zur besseren Lesbarkeit weggelassen.
Uber den Zusammenbau zum Gesamtsystem lassen sich die diskreten Verschiebungen in
globalen Vektoren D bzw. D zusammenfassen. Im Sinne einer kompakten Schreibweise
wird der globale Vektor aller (generalisierten) Verschiebungsfreiheitsgrade definiert zu

B - [g] | (7.11)

Mit der Gleichung (7.11) ldsst sich die Linearisierung der Gleichung (7.9) auf globaler
Ebene darstellen zu
LIN 0TI, = 0lTg + AdTT,
= 01} + o1l s AD.

HR,D

(7.12)
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7.2 Spezifische Formulierungen fir ausgewahlte Strukturmodelle

Alternativ kann die Linearisierung aus Gleichung (7.12) auf Knoten- oder Elementebene
dargestellt werden.

Im néchsten Schritt soll der Term 5H;‘E p detaillierter ausgeschrieben werden, da er die

Tangentensteifigkeit definiert. Mit der Glelchung (7.9) gilt

Hlnt

T T T
= / + 6ET s CE; + 6ELCE, ;, — JE” 5 CE,

(7.13)
— 0E{CE, , — EL ;CSE; — E{CIE, j5) dQx.

Falls E; nur linear von den Freiheitsgraden aus D abhingt, wie in Gleichung (7.7)
beschrieben, verschwindet JEj 3 und Gleichung (7.11) reduziert sich zu

6H1nt

HR,D /(+5EECEﬁ:f) N 5EE,1f)CEﬁ - 5EECEﬁ,]f) - EE[”)C(SEﬁ) dQgr. (7.14)

Man beachte, dass Gleichung (7.14) in Abhéngigkeit der Green-Lagrange-Verzerrungen
und den PK2-Spannungen hergeleitet wurde. Fiir geometrisch lineare Probleme ist E,
linear von den Verschiebungsfreiheitsgraden d! abhingig, weshalb der Ausdruck 5EI,]:“)
verschwindet. Somit reduziert sich die Gleichung (7.14) fiir geometrisch lineare Probleme
auf

int
6HHR D —

- / (+SEICE, ;, — JELCE, ;, - ET ;CIE,) dx. (7.15)
Die bisher vorgestellten Gleichungen beschreiben ein allgemein giiltiges, gemischtes Prin-
zip, basierend auf zwei unabhéngigen Feldern u und u, wobei u in vielen Fallen die
Einheit einer Verschiebung hat. Dennoch ist an dieser Stelle klarzustellen, dass u das
tatsachliche, physikalische Verschiebungsfeld beschreibt, mit dem beispielsweise die Geo-
metrie aktualisiert wird. Das Feld u wird lediglich dazu benétigt, ein geeignetes Verzer-
rungsfeld im Rahmen einer Equal-Order-Interpolation zu konstruieren. Diese allgemeine
Formulierung wird im néchsten Abschnitt fiir verschiedene Strukturmodelle konkreti-
siert.

7.2 Spezifische Formulierungen fiir ausgewahlte
Strukturmodelle

Im folgenden Abschnitt wird das vorgestellte Konzept fiir die Formulierung einiger
strukturmechanischer Modelle spezifiziert. Den Startpunkt bilden Formulierungen fiir
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

Timoschenko-Balken und Mindlin-Platten, welche frei von Querschublocking sind. An-
schliefend wird die Erweiterung des vorgestellten Grundkonzepts auf die Vermeidung
von Membranlocking in Kirchhoff-Love- und Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen
diskutiert.

Alle Formulierungen haben die besondere Eigenschaft, dass keinerlei spezifische Infor-
mation des zugrunde liegenden Diskretisierungsschemas beachtet werden muss. Das be-
deutet, dass die vorgestellten Gleichungen sowohl fiir gewdhnliche CY-kontinuierliche
sowie glatte isogeometrische finite Elemente als auch netzfreie Diskretisierungen giiltig
sind. Fiir jede Art von Equal-Order-Interpolation aller freien Variablen werden automa-
tisch geeignete Ansatzraume generiert. Besonders fiir komplexe Diskretisierungsverfah-
ren stellt dies einen groflen Vorteil dar. Die verwendeten Formfunktionen miissen nur
die iiblichen Bedingungen wie Vollsténdigkeit und Kompatibilitat in Abhangigkeit vom
variationellen Index c¢ erfiillen, siche Abschnitt 3.2.

Die Definition des zusétzlichen generalisierten Verschiebungsfelds u folgt fiir alle Formu-
lierungen einem einfachen und einheitlichen Schema. Das Feld u wird stets als Stamm-
funktion der von Locking betroffenen Verzerrungskomponenten definiert. Das Verzer-
rungsfeld E; folgt aus partieller Ableitung von u nach einer kartesischen oder krummli-
nigen Koordinate. Der zugehérige Differenzialoperator £ ist dadurch implizit definiert.
Die Grundidee der Einfiihrung von Differenzverschiebungen als Stammfunktionen der
von Locking betroffenen Verzerrungskomponenten kann auf die DSG-Methode zurtick-
geflihrt werden, siehe auch Abschnitt 4.2.2.

Da ein zuséitzliches, generalisiertes Verschiebungsfeld  im Rahmen eines gemischten
Zweifeldprinzips eingefithrt wird, wird dieses Konzept im weiteren Verlauf der vorlie-
genden Arbeit als Mixed-Displacement(MD)-Methode bezeichnet.

7.2.1 Timoschenko-Balkenformulierung

Zunéchst wird die Wahl des zusétzlichen Verschiebungsfelds u und die Konstruktion
zugehoriger Verzerrungen Eg iiber £ fiir den Fall einer linearen Timoschenko-Balken-
formulierung beschrieben. In den Gleichungen (7.16) und (7.17), jeweils links, sind das
gewoOhnliche Verschiebungsfeld u und die linearen Verzerrungen E, = Lu dargestellt, sie-
he auch Gleichung (4.1) oder (5.1). Der Operator £ beschreibt dabei den gewohnlichen,
linearen Differenzialoperator, der die Kinematik des Timoschenko-Modells definiert. Ob-
wohl die Verzerrungen E, in diesem Fall nur linear von u abhangig sind, wird, im Sinne
einer einheitlichen Darstellung, auf die Bezeichnung e, verzichtet.

Im Rahmen eines numerischen Diskretisierungsverfahrens tritt im diinnen Grenzfall
Querschublocking auf. Dies wurde bereits diskutiert. Fiir Balkenformulierungen existiert
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7.2 Spezifische Formulierungen fir ausgewahlte Strukturmodelle

eine Vielzahl von Methoden, mit denen Querschublocking begegnet werden kann. Die
MD-Methode soll an diesem einfachen Problem erlédutert werden. Dazu werden das zu-
séitzliche, freie Verschiebungsfeld u und das zugehorige Verzerrungsfeld Eg tiber die parti-
elle Ableitung von u nach der kartesischen Koordinate = definiert. Die fiir Timoschenko-
Formulierungen spezifische Wahl von @ und £ bzw. Ey ist in den Gleichungen (7.16)
und (7.17), jeweils rechts, zu sehen:

] |

Die neu eingefiithrte Variable s, die als Schubverschiebung interpretiert werden kann,
ist aquivalent zu der Schubklaffung @, der DSG-Methode bzw. zur hierarchischen Ver-
schiebung v, sieche Gleichung (4.12) bzw. (5.4).

An dieser Stelle ist anzumerken, dass x nicht speziell behandelt wird, da der Ausdruck
fiir die Kriimmung nicht fiir Querschublocking verantwortlich ist. Somit wird keine spe-
zielle Annahme fiir & getroffen, d.h. k¥ und x sind identisch. Fiir eine Implementie-
rung dieser Balkenformulierung bedeutet das, dass der Biegeanteil der Steifigkeitsma-
trix in identischer Weise berechnet werden kann wie bei einer gewohnlichen primalen
v--Formulierung.

Das Einsetzen der Gleichung (7.17) in die Gleichung (7.9) fithrt in Matrixschreibweise
zu

STIEE (w, 1) = / (FETC(E, — E.) — 0ETCE,) dOx
el A1)

S 5 ) [ o

_ / (670 GATL , — 6752 GA(v4 + )

— (6vy 4+ 0p) GAGs , — 6 Bl ] AR,
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

wobei GA und EI die Schub- und die Biegesteifigkeit eines Balkens darstellen. Der
externe Anteil OII5: ergibt sich im Falle des Timoschenko-Modells zu

SIS (u) = / (5vg + dpm) dQr + 6v(L) Qy, + dp(L) My, — 5v(0) Qo — S (0) My,
Qr

(7.19)

wobei ¢ und m externe, verteilte Querkréafte bzw. Momente beschreiben. Die Lange des
Balkens wird mit L bezeichnet, vorgeschriebene Querkrifte und Momente am linken
bzw. rechten Rand mit @L, ML, Qo und Mo. Das Sortieren der Gleichung (7.18) nach
05, fithrt zu

5H¥11£{ (117 1_1) - / [565,315 GA (@Sﬂ? — Uz — 90) - (51]@ + 590) GA@SJ" a 6(p’$E]SO’$] dQR
Qr
(7.20)

Eine partielle Integration dieser Gleichung und die Anwendung des Fundamentallemmas
der Variationsrechnung fiithrt zu einer Euler-Lagrange-Gleichung der Form

T}s,xx = Vgx + Pz (721)
—~— ——
Yu,z Yu,z

Die Gleichung (7.21) beschreibt eine zusétzliche kinematische Zwangsbedingung auf
den Ableitungen von v und ~,. Die anderen Euler-Lagrange-Gleichungen stellen die
Gleichgewichtsbedingungen und Neumann-Randbedingungen dar. Lost man die Glei-
chung (7.21) nach ¢, auf und setzt den gewonnenen Ausdruck in die Gleichung (7.18)
ein, ergibt sich exakt die schwache Form der hierarchischen v-vs-Formulierung aus der
Gleichung (5.9). Der einzige, kleine Unterschied liegt in der Bezeichnung der Schubver-
schiebungen s bzw. v5. Damit ist fiir den einfachen Fall eines Timoschenko-Balkens die
enge Verwandtschaft der MD-Formulierung mit der hierarchischen v-vs-Formulierung
gezeigt. Sie unterscheiden sich in der Art, wie die kinematische Zwangsbedingung aus
Gleichung (7.21) erfiillt wird, d. h. schwach (bei MD) oder stark (bei v-us).

Diese besondere Eigenschaft lasst vermuten, dass die MD-Formulierung, ebenso wie die
v-vs-Formulierung, intrinsisch frei von Querschublocking ist und eine optimale Konver-
genz von sowohl der Verschiebungs- als auch der Spannungsgréfien zeigt. Zur numeri-
schen Untersuchung dieser erwiinschten Figenschaft wird erneut auf das Einfiihrungsbei-
spiel Abbildung 4.5 zuriickgegriffen. Der gelenkig gelagerte Balken unter sinusférmiger
Belastung ¢(z) wird mit zwei unterschiedlichen Diskretisierungsverfahren untersucht:

e Isogeometrische finite Elemente unter Verwendung von quadratischen, C'-konti-
nuierlichen B-Splines, sieche Abbildung 3.1, rechts.
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Abbildung 7.1: Balken unter Sinuslast, Einfluss von 7 auf die Max-Ent-Formfunktionen
einer Diskretisierung mit 12 dquidistant verteilten Knoten.
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Abbildung 7.2: Balken unter Sinuslast, Formulierungen: v-p/v-p-7/v-¢-vs, B-Splines,
10 Elemente, p = 2, C*, Verlauf der Querkraft @, links: % = 10, rechts:

L —1000.

7:

e Eine netzfreie Methode mit Maximum-Entropy(Max-Ent)-Ansatzen, siche SUKU-
MAR (2004) und ARROYO UND ORTIZ (2006). Die hier mafigebenden Kerneigen-
schaften der Formfunktionen sind die C*°-Kontinuitdt im Inneren eines Gebiets
sowie die Konstruktion iiber rationale Exponentialfunktionen in Abhéngigkeit von
einem Parameter v, mit dem die Lokalitdt der Formfunktionen gesteuert werden
kann, sieche Abbildung 7.1. Fiir die nachfolgende Untersuchung wird exemplarisch
v = 0,8 angesetzt.

Mit diesen zwei Diskretisierungsverfahren werden drei unterschiedliche Timoschenko-
Balkenformulierungen untersucht und verglichen:

e v-p: Eine gewohnliche, primale v-p-Balkenformulierung nach Abschnitt 5.1.
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Abbildung 7.3: Balken unter Sinuslast, Formulierungen: v-p/v-¢-7/v-¢-0s, B-Splines,
p =2, C!, relative L2-Norm des Fehlers in v (links) bzw. in Q (rechts),

oben: £ = 10, unten: % = 1000.

t

e v-p-7: Eine gemischte Verschiebungs-Verzerrungs-Formulierung, basierend auf der
Gleichung (7.6), hier mit v-¢-y bezeichnet. Analog zur Herleitung des Ausdrucks
aus der Gleichung (7.21) lasst sich eine entsprechende Verwandtschaft mit der pri-
malen v-y-Formulierung aus Abschnitt 5.2 zeigen. Die Formulierungen v-¢-7 und
v~y unterscheiden sich durch die schwache bzw. starke Erfiilllung der kinematischen
Zwangsbedingung 7 = 7,.

e v--75: Die in diesem Kapitel prasentierte MD-Formulierung nach Gleichung (7.18).

Im Kontext von Timoschenko-Balken als v-¢-v5-Formulierung bezeichnet.
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Abbildung 7.4: Balken unter Sinuslast, Formulierungen: v-¢/v-¢-7/v-¢-15, Max-Ent, 12
Knoten, C*°, v = 0,8, Verlauf der Querkraft @, links: % = 10, rechts:

£ =1000.

In allen Fallen werden jegliche freie Variablen durch eine Equal-Order-Interpolation
approximiert. Das Balkenproblem wird basierend auf der zugehorigen schwachen Form
untersucht, obwohl eine Kollokation der starken Form ebenfalls denkbar wére.

In Abbildung 7.2 sind die Querkraftverlaufe @Q(z) der Formulierungen v-p, v-p-7 und
v-o-1s dargestellt. Fiir die B-Spline-Diskretisierung mit 10 quadratischen, C''-kontinu-
ierlichen Elementen liefert die MD-Formulierung v-¢-vs perfekte Ergebnisse, sowohl im
dicken als auch im diinnen Fall. Eine entsprechende Beobachtung konnte bereits fiir die
primale v-v,-Formulierung gemacht werden. Wahrend die Querkrifte der gewohnlichen
v--Formulierung unter starken Oszillationen leiden, sind die Querkréfte der v-¢p-7-
Formulierung von deutlich besserer Qualitdt. Fiir dieses spezielle Beispiel ist die ge-
mischte Formulierung v-p-7 auch der primalen v-v-Formulierung tiberlegen, vergleiche
Abbildung 5.2. Der dritte Parameter, der geringere variationelle Index und die schwache
Erfillung der Kinematik scheinen einen positiven Einfluss auf die Qualitdt der Quer-
kraftlosungen zu haben.

Doch die Ergebnisse der v-¢-y-Formulierung sind im Allgemeinen nicht optimal. Dies
lésst sich auch in den Konvergenzdiagrammen aus Abbildung 7.3 erkennen. Die Konver-
genz der Querkraft ist auch bei der v-¢-y-Formulierung abhéngig von der Schlankheit
und fithrt im diinnen Fall zu verminderter Konvergenz. Fiir Problemstellungen mit an-
deren Randbedingungen konnen die Ergebnisse noch deutlich schlechter ausfallen, siehe
BIEBER U. A. (2018). Die erhohte Konvergenzrate der Querkraft im dicken Fall ist auf
die hohere Ordnung der Ansatze in ¥ zuriickzufiihren.
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Abbildung 7.5: Balken unter Sinuslast, Formulierungen: v-¢/v-¢-7/v--v5, Max-Ent, 12
Knoten, C*, v = 0,8, relative L2-Norm des Fehlers in v (links) bzw. in

@ (rechts), oben: %

= 10, unten:

L

i =

1000.

Die MD-Formulierung v-¢-vs weist sowohl fiir die Konvergenz der Verschiebung als auch

der Querkraft ein parameterunabhéngiges, optimales Verhalten auf. Die Verschiebungs-

konvergenz ist von der Ordnung O (nge?), die Querkrifte konvergieren mit O (nge2).

Anzumerken ist, dass die beiden gemischten Formulierungen v-p-y und v-¢-v5 einen va-

riationellen Index von ¢ = 1 aufweisen. Die verwandten primalen Formulierungen v-v

und v-v; weisen dagegen einen variationellen Index von ¢ = 2 auf, wodurch die Kon-

vergenzordnung der Verschiebungslosung im quadratischen Fall auf O (ng~2) reduziert

wird.
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7.2 Spezifische Formulierungen fir ausgewahlte Strukturmodelle

In den Abbildungen 7.4 und 7.5 sind entsprechende Ergebnisse fiir eine netzfreie Max-
Ent-Diskretisierung mit 12 Knoten dargestellt. Wie in Abschnitt 4.2.1 bereits fiir iso-
geometrische Diskretisierungen festgestellt wurde, kann sich eine hohere Kontinuitét fiir
schlanke Strukturen negativ auf die Ergebnisqualitit auswirken. Die C'°°-Kontinuitét der
Max-Ent-Formfunktionen verstarkt auftretendes Querschublocking und damit einherge-
hende Oszillationen der Querkraft. In Abbildung 7.5 ist ersichtlich, dass eine schlank-
heitsunabhangige Konvergenz nur von der v-¢-vs-Formulierung erreicht wird. Das vorge-
schlagene MD-Konzept scheint auch jenseits polynombasierter Diskretisierungskonzepte
eine automatische Konstruktion des optimalen Ansatzes fiir die zusétzlichen Verzerrun-
gen E; bereitzustellen. Die optimale Wahl eines direkten Ansatzes fir 4 der v-¢-7v-
Formulierung ist im Kontext netzfreier Diskretisierungen nicht klar ersichtlich.

7.2.2 Mindlin-Plattenformulierung

Die Anwendung des MD-Konzepts auf schubweiche Mindlin-Plattenformulierungen er-
folgt in nahezu analoger Weise wie bei Timoschenko-Balkenformulierungen. Der einzige
Unterschied liegt darin, dass nun zwei unabhangige Schubverzerrungen ~,, und +,, be-
handelt werden miissen, um Querschublocking vollstdndig zu vermeiden. Deshalb setzt
sich das u-Feld aus zwei unabhéangigen Schubverschiebungen v, und %, zusammen, die
zur Konstruktion der zusatzlichen Schubverzerrungen %,, und 7,, partiell nach z bzw.
y abgeleitet werden. In Matrixnotation gilt fiir die Verschiebungs- und Verzerrungsfel-

der:

- . N
u= o, = f’] (7.22)
Us,
| Py i
- - o _ _
= 0

Eu — 71:2] _ lU@‘FS&/] Eﬁ _ ’sz‘| _ |f3$ 8] [3}51‘| _ [?sz,x] . (723>

| Vyz Vy = Pz | Vyz 0 dy 'Usy Usy,y

\7_/
L

Die Konstruktion des Differenzialoperators £ folgt derselben Regel wie beim Balken. Fiir
jede von Locking betroffene Verzerrungskomponente wird eine zusétzliche Komponente
in u definiert, aus der sich die zugehorigen Verzerrungskomponenten iiber eine partielle
Ableitung ergeben. Die partielle Ableitung erfolgt jeweils in dieselbe Richtung wie bei
den gewohnlichen Verzerrungskomponenten. Im vorliegenden Fall wird 75, partiell nach
r abgeleitet, v, partiell nach y. Diese Vorgehensweise ist analog zur partiellen Ableitung
der entsprechenden Verschiebungsgrofien im Rahmen hierarchischer Verschiebungs- bzw.
DSG-Formulierungen fiir Mindlin-Platten. Wie beim Timoschenko-Balken besitzen die
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

hier eingefiihrten Schubparameter v, und v, tatséchlich die physikalische Einheit einer
Verschiebung.

Die Biegeanteile der Plattenformulierung werden hier nicht aufgefiihrt, da sie keine be-
sondere Behandlung bendtigen. Die zugehorigen Anteile zur Steifigkeitsmatrix konnen
wie bei einer primalen Formulierung berechnet werden.

7.2.3 Kirchhoff-Love- und Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen

Die Hauptmotivation fiir die Entwicklung der MD-Methode war die Vermeidung von
Membranlocking und in-plane Schublocking bei geometrisch linearen und nichtlinearen
Schalenformulierungen. Die genannten Locking-Effekte treten sowohl in Kirchhoff-Love-
als auch Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen auf, wobei letztere grundsétzlich auch
noch unter Querschublocking leiden. Die in Kapitel 6 beschriebenen hierarchischen Scha-
lenformulierungen sind a priori frei von Querschublocking. Aus diesem Grund entféllt die
Notwendigkeit einer Behandlung von Querschublocking durch das MD-Konzept. Quer-
schublocking kann bei gewohnlichen Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen analog zur
Vorgehensweise bei Mindlin-Plattenformulierungen beseitigt werden.

Die hier gezeigte Anwendung beschréankt sich auf die Vermeidung von Membranlocking
und Schublocking in der Schalenebene. Wie fiir Balken- und Plattenformulierungen vor-
gestellt, miissen die Krimmungsanteile der Green-Lagrange-Verzerrungen nicht betrach-
tet werden. Zur Vermeidung der gewiinschten Locking-Effekte geniigt die Behandlung
der Membrananteile der Verzerrungskomponenten, d.h. der in £3-Richtung konstanten
Terme. Im Falle der drei vorgestellten Schalenformulierungen (KL, RM-hr und RM-
hd) sind die Membranverzerrungsanteile identisch, siche Gleichungen (6.20), (6.49) und
(6.33). Fiir alle Schalenformulierungen gilt in gleicher Weise

Uy _@(11)
u=v= |y, u= |Ya2) (7.24)
Uz | U(22)
Ef vi-Ap+ %VJ vV | U(11),1
EY = [2E%| = (vi-As+ Ve -Aj+v, - vy ED = |va2)2] (7.25)
En Vo Ay + %V’g Vo U(22) .2

wobei (o)™ den Membrananteil einer Grofle beschreibt. Im Gegensatz zu Betrachtungen
an ebenen gekrimmten Balken, sieche Gleichung (4.2), ist bei Betrachtung von EX nicht
mehr so einfach zu erkennen, warum Membranlocking fiir jede Equal-Order-Interpolation
auftritt. Existierende Unausgewogenheiten sind durch die Formulierung in krummlinigen
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7.3 Zwangsbedingungen

Koordinaten nicht mehr klar ersichtlich. Dennoch kann man zuversichtlich sein, dass die
einfachen Regeln zur Definition des u-Felds und des zugehorigen Differenzialoperators
L, auch zur Vermeidung von Membranlocking fithren. Der in Gleichung (7.25), rechts,
implizit definierte, lineare Differenzialoperator £ lisst sich darstellen zu

0
~ofer 00
0 0 8%

wobei £* die krummlinigen Koordinaten auf der Schalenmittelfliche darstellen.

Den bisherigen, einfachen Regeln folgend, werden die Parameter (o) zur Berechnung
der zusatzlichen Normalverzerrungen partiell nach £* abgeleitet. Der mafigebliche Unter-
schied zu bisherigen Ausfithrungen ist die Berechnung der zusatzlichen in-plane Schub-
verzerrungen. Die generalisierte Verschiebungsgrofie 9,9y ist streng genommen keine
Verschiebung, da ihre physikalische Einheit von der Art ,Verschiebung mal Verschie-
bung®, z. B. m?, ist. Um in-plane Schublocking zu vermeiden, muss der Parameter U(12)
sowohl nach &' als auch &2 abgeleitet werden. Die Definition dieser Regel erscheint zu-
néchst etwas willkiirlich. Es lisst sich jedoch die Aquivalenz zur Behandlung der in-plane
Schubverzerrungen bei der DSG-Methode zeigen. Auf die detaillierte Ausfiihrung dieser
Eigenschaft wird an dieser Stelle verzichtet. Wie bereits erwéihnt, miissen die Kriim-
mungsanteile nicht behandelt werden. Zugehorige Anteile der Steifigkeitsmatrix ergeben
sich in gleicher Weise wie bei einer primalen Verschiebungsformulierung.

7.3 Zwangsbedingungen

Bereits fiir die Schalenformulierung mit hierarchischen Verschiebungen (RM-hd) wurden
benotigte Zwangsbedingungen auf den Schubverschiebungsparametern v®> diskutiert,
sieche Abschnitt 6.7. Auch im Kontext aller MD-Formulierungen sind weitere Zwangsbe-
dingungen auf dem zusatzlichen Verschiebungsfeld u notig, um unerwiinschte Nullener-
giemoden zu verhindern.

Als einfaches Beispiel soll eine Mindlin-Plattenformulierung mit MD-Modifikation, siehe
Abschnitt 7.2.2, betrachtet werden. Das zusétzliche Verzerrungsfeld E; wird beschrieben
durch

_ O, (z,y)

%cz(xay)] F

Eﬁ = | _ - s ZZE, . 7.27
lyyz(g;,y) [W (7.27)
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

Timoschenko-Balken Mindlin-Platten KL-/RM-Schalen
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Abbildung 7.6: Uber Randbedingungen eingebrachte Zwangsbedingungen auf das -
Feld fiir Balken, Platten und Schalen.

Analog zur Gleichung (6.61) aus Abschnitt 6.7 gilt, dass jedes Verschiebungsfeld u der
Form

= Yoo (T,y) doz + Cy + F
. [Usz(fﬁ,y)] {7 (,9) (y) (7.28)

w, (zy)] [ 0e(:9) dy + Cs + Fy(2)

die Gleichung (7.27) erfillt, wobei C; und Cj beliebige Konstanten sind. F(y) sei eine
beliebige Funktion von y, Fy(z) beliebig in z. Diese Mehrdeutigkeit fiihrt zu Nullener-
giemoden, die im Rahmen dieser Arbeit tiber zusétzliche Dirichlet-Randbedingungen
unterbunden werden, siche Abbildung 7.6. Fir allgemeine Falle, z. B. stark unstruk-
turierte Netze, konnen die zusatzlichen Zwangsbedingungen nicht mehr in Form von
Randbedingungen eingebracht werden. Eine allgemein giiltige Vermeidung dieser Nul-
lenergiemoden, z. B. iiber Lagrange-Multiplikatoren oder Penalty-Steifigkeiten, bedarf
weiterer, detaillierterer Untersuchungen.

7.4 Assemblierung und Losung

Da alle freien Variablen im Rahmen des MD-Konzepts durch Equal-Order-Interpolation
approximiert werden, existieren an jedem Knoten bzw. Kontrollpunkt der Diskretisie-
rung dieselben Freiheitsgrade. Durch diese wiinschenswerte Eigenschaft kénnen jedem
Knoten alle Freiheitsgrade aus Gleichung (7.10) zugewiesen werden, wodurch eine Im-
plementierung fiir jedes Diskretisierungskonzept vereinheitlicht wird.

Fiir den Fall einer geometrisch linearen Problemstellung lasst sich das globale Glei-
chungssystem einer MD-Formulierung herleiten zu

O]
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7.5 Zusammenfassung

Die dargestellte Struktur dieses Gleichungssystems folgt der Struktur fiir eine typische
gemischte u-o- bzw. u-e-Formulierung.

In klassischen FE-Formulierungen werden die zusatzlichen Spannungs- oder Verzerrungs-
parameter iiber statische Kondensation auf Elementlevel beseitigt. Die dafiir benotigte
C~1-Kontinuitét der zusitzlichen Ansitzraume ist im vorliegenden Fall nicht erfiillt, da
alle Parameter mit denselben Formfunktionen interpoliert werden. Eine Elimination der
zusitzlichen Parameter aus D wire auf globaler Systemebene méglich. Das fithrt zwar zu
kleineren Matrizen, diese sind allerdings dicht besetzt. Fiir grofle Diskretisierungen kann
dies zu Speicherproblemen fiihren kann. Diese Beobachtungen wurden im IGA-Kontext
bereits von ELGUEDJ U. A. (2008) und ECHTER UND BISCHOFF (2010) gemacht.

Im vorgeschlagenen Konzept wird das gesamte Gleichungssystem aus Gleichung (7.29)
fiir alle Unbekannten gelost, ohne die zusétzlichen D-FHG zu eliminieren. Die daraus
resultierenden globalen Matrizen sind zwar grofler als bei einer primalen Formulierung,
jedoch bleibt die Bandstruktur erhalten. In der vorliegenden Implementierung werden
die Freiheitsgrade sogar knotenweise sortiert, d. h. D= [dl, d!, d2.d?, ..., d"™m, El”ndf,
wobei n,q die Anzahl der Knoten beschreibt. Die Koeffizientenmatrix des daraus resultie-
renden Gleichungssystems besitzt dieselbe Bandstruktur wie die Steifigkeitsmatrix einer
primalen Formulierung mit einer identischen Anzahl an Freiheitsgraden pro Knoten.

Fiir spezielle Diskretisierungen im IGA-Kontext konnte eine Elimination der Parameter
aus D iiber lokale Projektionsmethoden sinnvoll sein. Im Kontekt NURBS-basierter
Formulierungen seien hier BOUCLIER U. A. (2013), GRECO U. A. (2017) und MIAO U. A.
(2017) genannt. Jedoch ist anzumerken, dass lokale Projektionsmethoden erneut von der
zugrunde liegenden Diskretisierung abhédngen, wodurch eine allgemeine Anwendbarkeit
nicht moglich ist.

Die zuséatzlichen Unbekannten der MD-Formulierungen fithren im Vergleich zu primalen
Formulierungen nicht zwangslédufig zu mehr Berechnungsaufwand. Im Falle geometrisch
nichtlinearer Berechnungen fithrt die Losung gemischter Sattelpunktprobleme, vergli-
chen mit der Losung elliptischer Probleme, teilweise zu einer deutlich geringeren Anzahl
benotigter Iteration innerhalb eines Lastinkrements, siehe z. B. auch MAGISANO U. A.
(2017) und darin zitierte Literatur.

7.5 Zusammenfassung

Die hier dargestellte MD-Methode basiert auf einer reparametrisierten Variante des
Hellinger-Reissner(HR)-Prinzips. Bei diesem Zweifeldfunktional wird neben dem pri-
malen Verschiebungsfeld u ein zuséatzliches freies Verschiebungsfeld u eingefiihrt. Aus
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7 Eine variationelle Methode zur intrinsischen Vermeidung von Locking-Effekten

u wird durch partielle Ableitung das Verzerrungsfeld Eg konstruiert. Die Definition der
Komponenten von u und deren partielle Differenziation ist zwar vom Strukturmodell
und der zu behandelnden Verzerrungskomponenten abhangig, erfolgt jedoch stets nach
einer einheitlichen Regel.

Im Kontext numerischer Approximationsverfahren wie der FEM, ermoglicht die MD-
Methode eine Konstruktion lockingfreier Formulierungen im Rahmen einer Equal-Order-
Interpolation. Dieser Eigenschaft kann durch die stetig steigende Anzahl an glatten
Ansatzrdumen, z.B. im IGA-Kontext, eine grofie Bedeutung zugeordnet werden. Bei
typischen gemischten Formulierungen ist die optimale Wahl der Ansatzraume fir die
zuséatzlichen Parameter im Kontext glatter Diskretisierungskonzepte nur schwer mog-
lich. Bei den vorgestellten MD-Formulierungen wird der optimale Ansatzraum fir Eg
automatisch durch partielle Ableitung des u-Felds konstruiert, unabhédngig vom zugrun-
de liegenden Diskretisierungsverfahren.

Fiir ebene Timoschenko-Balken wurde die enge Verwandtschaft der MD-Formulierung
v--1s zur hierarchischen Balkenformulierung v-vs aufgezeigt. Die Formulierungen unter-
scheiden sich nur durch die schwache bzw. starke Erfiillung einer kinematischen Zwangs-
bedingung. Der grofle Vorteil des gemischten MD-Konzepts ist die einfache Erweiterbar-
keit auf die Beseitigung von Membranlocking bei Schalenformulierungen, unabhéngig
vom verwendeten Diskretisierungskonzept. Diese besondere Eigenschaft wird im Rah-
men des néchsten Kapitels detailliert untersucht.
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Numerische Experimente

In diesem Kapitel wird ein vielseitiger Satz geometrisch linearer und nichtlinearer Bench-
markprobleme vorgestellt, um die mafigebenden Eigenschaften der entwickelten Scha-
lenformulierungen zu untersuchen. Im Speziellen soll gezeigt werden, dass

e Locking intrinsisch, d. h. auf Theorieebene und somit diskretisierungsunabhangig,
vermieden wird,

e sowohl die Verschiebungslosungen als auch die Ergebnisse fiir Spannungen bzw.
Schnittgrofien von hoher Qualitéit sind,

e grofle Rotationen effizient darstellbar sind.

Um die intrinsische Vermeidung von Locking zu demonstrieren, werden im Folgenden
zwei unterschiedliche glatte Diskretisierungskonzepte verwendet:

e [sogeometrische, NURBS-basierte finite Elemente mit den Polynomgraden p und
q sowie maximaler Kontinuitéit innerhalb eines Patches von C?~! und C¢!.

e Ein netzfreies Diskretisierungskonzept mit Max-Ent-Ansétzen, sieche SUKUMAR
(2004) und ARROYO UND ORTIZ (2006). Die Formfunktionen sind im Inneren
eines Gebiets C'*°-kontinuierlich, wobei die Lokalitat vom Parameter v abhéngt,
siehe auch Abbildung 7.1. Um die Geometrie im Rahmen des isoparametrischen
Konzepts zu beschreiben, werden die Knotenkoordinaten tiber eine Least-Squares-
Approximation bestimmt.

Mit den genannten Diskretisierungskonzepten werden zu Vergleichszwecken diverse Scha-
lenformulierungen in ihrer schwachen Form diskretisiert. Eine detaillierte Auflistung und
Beschreibung der untersuchten Formulierungen wird in Tabelle 8.1 bereitgestellt. Alle
Berechnungen folgen dem Grundsatz einer Equal-Order-Interpolation. Das bedeutet, zur
Diskretisierung aller Parameter werden stets dieselben Formfunktionen verwendet. Um
eine Erweiterung auf allgemeine, unstrukturierte Ansatzraume zu erméglichen, erscheint
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8 Numerische Experimente

KL Verschiebungsbasierte Kirchhoff-Love-Schalenformulierung unter
Verwendung von drei Mittelflichenverschiebungen als freie Para-
meter, siehe Abschnitt 6.2.

KL-u-E KL-Schalenformulierung basierend auf dem gemischten Prinzip mit
Verschiebungs- und Verzerrungsansatz nach Gleichung (7.6) unter
Verwendung von insgesamt sechs freien Parametern.
KL-Schalenformulierung basierend auf dem MD-Konzept unter Ver-
wendung von insgesamt sechs Parametern, siehe Abschnitt 7.2.3.

RM-st Standard verschiebungsbasierte Reissner-Mindlin-Schalenformulie-
rung unter Verwendung von drei Mittelflachenverschiebungen und
zwei Rotationen als freie Parameter. Fiir die Beschreibung einer

entsprechenden Plattenformulierung geniigen drei freie Parameter,
siehe Abschnitt 6.8.

RM-hr Verschiebungsbasierte hierarchische Reissner-Mindlin-Schalenfor-
mulierung unter Verwendung von drei Mittelflachenverschiebungen
und zwei hierarchischen Rotationen als freie Parameter, sieche Ab-
schnitt 6.3. Fiir die Beschreibung einer entsprechenden Plattenfor-
mulierung gentigen drei freie Parameter, siche Abschnitt 6.8.

RM-hr-MD  RM-hr-Schalenformulierung mit Modifikation der Membranverzer-
rungen durch das MD-Konzept unter Verwendung von insgesamt
acht Parametern, siehe Abschnitt 7.2.3.

RM-hd Verschiebungsbasierte hierarchische Reissner-Mindlin-Schalenfor-
mulierung unter Verwendung von drei Mittelflichenverschiebungen
und zwei hierarchischen Verschiebungen als freie Parameter, siehe
Abschnitt 6.4. Fir die Beschreibung einer entsprechenden Platten-
formulierung geniigen drei freie Parameter, siche Abschnitt 6.8.
RM-hd-Schalenformulierung mit Modifikation der Membranverzer-
rungen durch das MD-Konzept unter Verwendung von insgesamt
acht Parametern, siehe Abschnitt 7.2.3.

SD Verschiebungsbasierte schubweiche Schalenformulierung unter Ver-
wendung von drei Mittelflachenverschiebungen und einer Schubver-
schiebung als freie Parameter. Fiir die Beschreibung einer entspre-
chenden Plattenformulierung gentigen zwei freie Parameter, siehe
Abschnitt 6.8.

Tabelle 8.1: Zusammenstellung der in Kapitel 8 verwendeten Schalenformulierungen.

eine Equal-Order-Interpolation unabdingbar. Im Falle mehrerer Patches im Rahmen ei-
ner isogeometrischen Berechnung erfolgt die Patch-Kopplung iiber die Bending-Strip-
Methode nach KIENDL U. A. (2010).
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8.1 Geometrisch lineare Benchmarkprobleme

8.1 Geometrisch lineare Benchmarkprobleme

Im folgenden Abschnitt werden die in dieser Arbeit entwickelten Schalenformulierungen
fiir drei typische, geometrisch lineare Problemstellungen untersucht. Die Auswahl der
Benchmarkprobleme und der Elementformulierungen hat zum Ziel, auftretende Effek-
te moglichst klar voneinander zu trennen. Im ersten Beispiel werden die entwickelten
Schalenformulierungen fiir den Sonderfall einer Platte untersucht. Zunéchst wird getes-
tet, ob die entwickelten schubweichen hierarchischen Schalenformulierungen in der Lage
sind, die klassische Plattentheorie nach Mindlin abzubilden. Zudem wird der Effekt
des Querschublockings, von anderen Locking-Effekten isoliert, betrachtet. Das zweite
Benchmarkproblem besteht aus einem eingespannten Zylinderstreifen unter Querlast.
Um Membranlocking und dessen Vermeidung isoliert betrachten zu koénnen, werden
ausschlieBlich Kirchhoff-Love-Schalenformulierungen untersucht. Das dritte und letzte
geometrisch lineare Problem besteht aus der bekannten Scordelis-Lo-Schale unter Eigen-
gewicht, welche mit unterschiedlichen schubweichen Schalenformulierungen untersucht
wird. Hier wir das kombinierte Auftreten von Querschub- und Membranlocking sowie
deren Vermeidung betrachtet. Bei allen Bechmarkproblemen liegt ein spezielles Augen-
merk auf der Qualitat der berechneten Schnittgrofien.

8.1.1 Quadratische Platte

Zunachst wird eine quadratische Platte unter Gleichlast ¢, untersucht. Die Langen be-
tragen L, = L, = 10, fir den E-Modul und die Querdehnzahl gilt £ = 1000 und
v = 0,3. In Abbildung 8.1 sind alle untersuchten Félle dargestellt. Die Félle 1 bis 4
beschreiben jeweils eine isogeometrische Diskretisierung mit Randverfeinerung und ins-
gesamt 20 x 20 bikubischen, C®-kontinuierlichen B-Spline-Elementen. Die Platten in
den Fallen 1 und 2 sind allseitig gelenkig gelagert, unterscheiden sich jedoch durch die
Realisierung eines Soft- bzw. Hard-Supports. Im Unterschied hierzu sind die Platten in
den Féllen 3 und 4 jeweils nur an zwei Kanten iiber Eck gelenkig gelagert, wahrend die
anderen Kanten frei sind. Die Randverfeinerung und der hohe Polynomgrad fiithren im
Falle einer dicken Platte dazu, dass Querschublocking ausgeschlossen wird und eventu-
ell auftretende Randschichten aufgelost werden konnen. Die Platten aus den Fallen 1-4
werden im Folgenden untersucht, um die Unterschiede der in dieser Arbeit entwickelten
schubweichen Formulierungen im Vergleich zur schubweichen Plattenformulierung mit
nur zwei Unbekannten (SD-Formulierung) aufzuzeigen. Der Fall 5 beschreibt eine uni-
form verfeinerte isogeometrische Diskretisierung mit lediglich 10 x 10 biquadratischen,
C'-kontinuierlichen B-Spline-Elementen, um die entwickelten Schalen- bzw. Platten-
formulierungen in Bezug auf Querschublocking und dessen Vermeidung zu untersuchen.
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Fall 1: IGA, p =4, C3, Soft-Support
v, =0

v, =0

Fall 3: IGA, p =4, C3, Soft-Support
v, =0

frei

frei

Fall 5: IGA, p =2, C*, Soft-Support
v, =0

v, =0

Fall 2: IGA, p = 4, C3, Hard-Support

v, =0,9p,=0

o o
Il I
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Fall 4: IGA, p = 4, C3, Hard-Support
v, =0, Py = 0

0

frei
v, =0, g

frei

Fall 6: Max-Ent, C*°, v = 0,8, Soft-Support

v, =0
SloliEEE LUl
I I
g..........;z\)
e “’yx

Yy
v, =0 ©s z
B z

Abbildung 8.1: Quadratische Platte, Problemstellung, Langen: L, = L, = 10, Material:

E = 1000, v = 0,3.

Zur Untersuchung der Plattenformulierungen auf die intrinsische Vermeidung von Quer-

schublocking, wird im Fall 6 eine netzfreie Diskretisierung mit einer im Vergleich zum
Fall 5 dquivalenten Anzahl an Knoten gewéhlt.
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RM-st, Fall 1
374
Vz,max = 0,585
y .
4374
xz
SD, Fall 1
Vz,max = 0,560
)
Qzz
RM-st, Fall 2
—27.0
Vz,max = 07520
‘” .
+27,0
T
mzy Qzz
SD, Fall 2 :
—27,0
Uz, max = 0,520

|+27,0

Abbildung 8.2: Quadratische Platte, % = 5, Maximalverschiebung v, max in Feldmitte,

Drillmoment mg, und Querkraft g,,, Falle 1 und 2, RM-st und SD.
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qzz
RM-hr, Fall 1
37,4
Vz,max = 0,585
’ .
1374
T
RM-hd, Fall 1
374
Vz,max = 07585
’ .
1374

o]

Abbildung 8.3: Quadratische Platte, % = 5, Maximalverschiebung v, max in Feldmitte,
Drillmoment m,, und Querkraft g, Fall 1, RM-hr und RM-hd.

In der Abbildung 8.2 werden die Ergebnisse der Berechnungen fiir die Falle 1 und 2
mithilfe der gewo6hnlichen RM-st-Formulierung dargestellt und mit den Ergebnissen
der SD-Formulierung verglichen. Die sehr dicke Platte weist eine Schlankheit % =5
auf, um Querschublocking auch fiir die RM-st-Formulierung sicher auszuschlielen. Die
Randverfeinerung soll sicherstellen, dass eventuell auftretende Randschichten korrekt
aufgelost werden. Bei der RM-st-Formulierung zeigt sich im Fall 1 (Soft-Support) der
typische Randschichteffekt des Mindlin-Modells, der zu verschwindenden Drillmomenten
my, entlang des gesamten Randes fihrt. Fir den Fall 2 (Hard-Support) verschwindet
my, entlang des Randes nicht und weist durch die realisierte Drilleinspannung in den
Ecken Maxima bzw. Minima auf. Die dargestellten Ergebnisse fiir RM-st sind nicht
neu, sondern stellen vielmehr eine Referenzlosungen fiir die maximale Verschiebung in
Feldmitte sowie den Verlauf der Drillmomente m,, und der Querkréafte ¢,, bereit.

Die Ergebnisse einer dquivalenten Untersuchung fiir die SD-Formulierung weisen inter-
essante Eigenschaften auf. Im Fall 2 (Hard-Support) sind die Ergebnisse absolut iden-
tisch zur gerade beschriebenen Mindlin-Referenzlésung. Doch im Fall 1 (Soft-Support)
ergeben sich deutliche Abweichungen im Vergleich zur Mindlin-Losung. Wie in Ab-
schnitt 6.8 bereits theoretisch begriindet wurde, zeigt sich, dass die Drillmomente ent-
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3
g
S
02 Kirchhoff analytisch 02 Kirchhoff analytisch
o RM-st a RM-st
RM-hr - - - RM-hr - - -
RM-hd ------ RM-hd ------
| | SD L | | SD L
L1l L Lo L 0 L1 L L L
10! 102 103 10* 10! 102 103 10*
Schlankheit £ Schlankheit £

Abbildung 8.4: Quadratische Platte, Maximalverschiebung v, max in Abhéngigkeit der
Schlankheit %, links: Fall 5, rechts: Fall 6.

lang der Rander nicht verschwinden. Die Minima und Maxima von my, und g,, dhneln
betragsmaflig denen der Referenzlosung fiir Soft-Support. Jedoch verléduft m,, nahezu
gleich wie bei der Referenzlosung fiir Hard-Support. Lediglich in den vier Eckpunkten
verschwindet fiir die SD-Formulierung das Drillmoment m,, entlang der Rander. Die
Verschiebungslosung v, max liegt betragsmaBig zwischen der Referenzlosung fiir Soft- und
Hard-Support. Die numerischen Ergebnisse untermauern die theoretischen Erkenntnisse
aus Abschnitt 6.8. Obwohl die SD-Formulierung sehr haufig in der wissenschaftlichen
Literatur zu finden ist, fithrt die Parametrisierung von nur einer Schubverschiebung zu
einem kiinstlichen Zwang. Die SD-Formulierung ist somit nicht in der Lage, die schub-
weiche Plattentheorie nach Mindlin abzubilden.

Die korrekte Beschreibung einer schubweichen, rotationsfreien Platten- bzw. Schalen-
formulierung erfordert die Parametrisierung von zwei unabhéngigen Schubverschiebun-
gen. Die in dieser Arbeit vorgestellte RM-hd-Formulierung ist, ebenso wie die RM-hr-
Formulierung, in der Lage, die schubweiche Plattentheorie nach Mindlin exakt abzubil-
den. Die numerischen Ergebnisse fir den Fall 1 (Soft-Support) aus Abbildung 8.3 sind
mit der Referenzlosung fiir RM-st identisch. Diese Eigenschaft ist bemerkenswert, da in
der Literatur keine vergleichbare rotationsfreie Parametrisierung des Mindlin-Modells
zu finden ist.

In den Diagrammen aus Abbildung 8.4 ist erkennbar, dass beide hierarchischen Formu-
lierungen, RM-hr und RM-hd, lockingfreie Verschiebungslésungen aufweisen. Sowohl fiir
isogeometrische als auch netzfreie Diskretisierungen konvergieren beide Formulierungen
im diinnen Limit gegen die analytische Kirchhoff-Referenzlosung und kénnen im dicken
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Abbildung 8.5: Quadratische Platte, Querkraft g,, bei y = 5, Fall 5, 10x10 isogeometri-
sche Elemente (12x12 Kontrollpunkte), links: % = 100, rechts: % = 1000.

10 10
[TTTTT
£ =1000
5 I y
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Abbildung 8.6: Quadratische Platte, Querkraft g,, bei y = 5, Fall 6, 12x12 uniform
verteilte Knoten, links: % = 100, rechts: % = 1000.

Grenzfall die Mindlin-Losung abbilden. Die SD-Formulierung ist fiir dicke Platten zu
steif, scheint im diinnen Fall allerdings auch gegen die Kirchhoff-Verschiebungslosung
zu streben, ohne von Querschublocking betroffen zu sein. In den Abbildungen 8.5 und
8.6 ist jeweils die Querkraft ¢,, entlang eines Pfades durch die Plattenmitte dargestellt.
Analog zu den Ergebnissen fiir die hierarchischen Balken, siche Kapitel 5, zeigt sich das
iiberlegene Verhalten der RM-hd-Formulierung. Sowohl fiir die isogeometrische als auch
die netzfreie Diskretisierung verlauft g,,, vollstindig unabhéngig von der Schlankheit,
glatt. Wahrend die Losung fir ¢,, bei RM-st stark und bei RM-hr leicht oszilliert, sind
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mmy qzz
RM-st, Fall 3
0,0
Vzmax = 2,491
: .
15,8
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Mgy Qzz
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| +13,6 +22.6
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My Qxz
RM-st, Fall 4
0,0 252
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’ . .
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mmy Qzz
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Abbildung 8.7: Quadratische Platte, % = 5, Maximalverschiebung v, max in Feldmitte,

Drillmoment mg, und Querkraft g,,, Falle 3 und 4, RM-st und SD.
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bei der SD-Formulierung keinerlei Oszillationen zu erkennen. Jedoch unterscheidet sich
die Querkraftlosung der SD-Formulierung auch entlang des dargestellten Pfades leicht
von der Mindlin-Referenzlosung.

Man koénnte an dieser Stelle die Frage stellen, wie grof3 die Bedeutung des Unterschieds
zwischen der RM-hd- und der SD-Formulierung wirklich ist. Denn die SD-Formulierung
weist lockingfreie Verschiebungslosungen sowie glatte Querkraftverlaufe auf. Die Lo-
sungen der SD-Formulierung konvergieren allerdings nicht gegen die Mindlin-Losung.
Die Losungen der Mindlin-Theorie konvergieren im diinnen Limit gegen die Kirchhoff-
Losung. Fiir den diinnen Grenzfall, d.h. ¢ — 0, ist die Kirchhoff-Theorie ihrerseits
asymptotisch korrekt. Das bedeutet, sie bildet im diinnen Limit die dreidimensiona-
le Kontinuumslosung ab. Da die SD-Formulierung das Mindlin-Modell nicht abbilden
kann, ist an dieser Stelle fragwiirdig, ob sie in allgemeinen Fallen asymptotisch kor-
rekte Ergebnisse liefert. Wahrend die SD-Formulierung im zweifach symmetrischen Fall
2 (Hard-Support) noch in der Lage ist, die Mindlin-Lésung abzubilden, wendet sich
das Blatt fiir ein unsymmetrisches Problem. In Abbildung 8.7 ist dargestellt, dass die
SD-Formulierung sowohl im Fall 3 als auch im Fall 4 nicht in der Lage ist, die Mindlin-
Losung anzunahern. Die Verlaufe fiir m,, und ¢,, unterscheiden sich sowohl fiir Soft-
als auch Hard-Support deutlich von der Referenzlésung der RM-st-Formulierung. Bei
alleiniger Betrachtung der Verschiebungslosungen scheint die SD-Formulierung gute Er-
gebnisse zu liefern. Die dargestellten Ergebnisse fir m,, und ¢,, zeigen auf, wie wichtig
eine Betrachtung der Spannungen bzw. Schnittgrofien ist.

8.1.2 Eingespannter Zylinderstreifen

Als zweites Benchmarkproblem wird ein eingespannter Zylinderstreifen unter Querlast
¢; herangezogen, siche Abbildung 8.8. Mit dem Ziel einer isolierten Betrachtung von
Membranlocking werden bei diesem Beispiel ausschliefilich KL-Schalenformulierungen
untersucht. Die Querlast ¢, ist mit ¢ skaliert, um eine im diinnen Limit von der
Schlankeit unabhéngige Verschiebungslésung zu erhalten. Fiir dieses einachsige Biege-
Membranproblem kann eine analytische Losung nach der Bernoulli-Balkentheorie zum
Vergleich herangezogen werden. Die horizontale Verschiebung der Kragarmspitze lasst
sich analytisch zu v~ 0,94247784-0,0007854¢> bestimmen, wihrend fiir den Verlauf

T,max

der Membrankraft ni{f(p,) = —cos(p,)q. gilt. Dabei beschreibt die ,,1“-Richtung die

Ringrichtung. Die Membrankraft niS' ergibt sich am freien Rand zu null und nimmt an

der Einspannung den Minimalwert von —0,1¢® an.

Abbildung 8.9 bestétigt die hervorragenden Eigenschaften des MD-Konzepts aus Ka-
pitel 7, auch im Kontext der Vermeidung von Membranlocking. Sowohl fiir die isogeo-
metrische als auch die netzfreie Diskretisierung zeigt KL-MD lockingfreies Verhalten,
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e E =1000
\ v=20,0

Um,ma‘x\’)ﬁjﬁ Gy = 0,1t3

Abbildung 8.8: Eingespannter Zylinderstreifen, Problemstellung mit Geometrie- und

Materialdaten.
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Abbildung 8.9: Eingespannter Zylinderstreifen, Verschiebung v max in Abhéngigkeit der
Schlankheit % links: isogeometrische Diskretisierungen mit 10 Elemen-
ten, CP~!, rechts: Max-Ent-Diskretisierung mit 12 Knoten in Umfangs-
richtung.

wahrend die primale KL-Formulierung unter Membranlocking leidet. Auch die KL-u-
E-Formulierung scheint lockingfrei zu sein und zeigt ein praktisch identisches Verschie-
bungsverhalten wie KL-MD. Doch allein die Qualitdt der Verschiebungslosungen lésst
noch keinen Aufschluss tiber die Qualitat einer Formulierung zu, da eine gute Appro-
ximation der Spannungen bzw. Spannungsresultierenden héufig von groflier Bedeutung
ist. In den Abbildungen 8.10, 8.11 und 8.12 sind die Verldufe der Membrankraft ny; fiir
isogeometrische Diskretisierungen von KL, KL-u-E und KL-MD fiir p = 2 und p = 3
in Abhéngigkeit der Schlankheit dargestellt. Aus den Ergebnissen in Abbildung 8.10
ist ersichtlich, wie wichtig die Vermeidung von Membranlocking ist. Die Membrankraft
n11 der KL-Formulierung ist sowohl fiir quadratische als auch kubische NURBS-Ansétze
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[ ] [ | [ U ]
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—1,0623-10"" 9,6611-10~*  —1,2595-10"3 1,1717-10~3%  —9,7431-107° 8,5636-10~°

Abbildung 8.10: Eingespannter Zylinderstreifen, Membrankraft n;;, KL, isogeometri-
sche Diskretisierung mit 10 Elementen, C?~!, oben: p = 2, unten:
p=3.

vollstdndig unbrauchbar. Das gilt auch bei Schlankheitenwerten, bei denen die zuge-
horige Verschiebungslosung von guter Qualitdt ist. Die Verldufe von n;; weisen ein
oszillatorisches Verhalten auf, wobei die Minimal- und Maximalwerte um bis zu drei
Zehnerpotenzen falsch abgebildet werden.

Fir KL-u-E verbessert sich die Qualitdt der Membrankrafte, siehe 8.11. Doch spezi-
ell fiir p = 2 ist erkennbar, dass die Oszillationen nicht vollstandig verschwinden und
die Minimal- sowie Maximalwerte um fast eine Zehnerpotenz von der Referenzlosung
abweichen. Auftretendes Membranlocking ist also nicht vollstandig beseitigt. KL-MD
zeigt ein iiberlegenes Verhalten, siche Abbildung 8.12. Die Ergebnisse der Membran-
kraft n;; sind sowohl fiir quadratische als auch kubische NURBS komplett unabhéngig
von der Schlankheit, was auf die vollstindige Vermeidung von Membranlocking hindeu-
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[ | [ | [ |
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Abbildung 8.11: Eingespannter Zylinderstreifen, Membrankraft n;;, KL-u-E, isogeome-
trische Diskretisierung mit 10 Elementen, CP~!, oben: p = 2, unten:
p=3.

tet. Es ist anzumerken, dass die Spriinge in ny; fir p = 2 lediglich aus den Spriingen
der Biegeanteile in der effektiven Normalkraft herriihren. Fiir p = 3 sind die Membran-
kraftverldufe absolut glatt und von guter Qualitat. Die wichtigsten Ergebnisse aus den
Abbildungen 8.9, 8.10, 8.11 und 8.12 sind in Tabelle 8.2 zusammengefasst. Wichtige Er-
kenntnisse ergeben sich durch die Berechnung der relativen Fehler zweier mafigebender
Kenngroflen, namlich der Verschiebung v, max am freien Rand und der Membrankraft
ni1 an der Einspannung. Fur KL (p = 3) sind die Verschiebungsfehler bis zur Schlank-
heit % = 1000 immer noch akzeptabel, die Fehler in n;; wachsen allerdings stark an.
KL-u-E zeigt sehr gute Ergebnisse in den Verschiebungen, jedoch wachsen auch hier
die Fehler in der Membrankraft mit zunehmender Schlankheit stets an. Lediglich fiir
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Abbildung 8.12: Eingespannter Zylinderstreifen, Membrankraft n;;, KL-MD, isogeome-
trische Diskretisierung mit 10 Elementen, C?~!, oben: p = 2, unten:
p=3.

KL-MD sind neben guten Verschiebungsergebnissen auch die Membrankréifte von guter
Qualitat sowie unabhéngig von der Schlankheit.

Das iiberlegene Verhalten von KL-MD lésst sich auch in Abbildung 8.13 erkennen. Der
Zylinderstreifen mit der Schlankheit % = 100 wurde mithilfe einer Max-Ent-Diskreti-
sierung untersucht. Obwohl auch fiir KL-MD leichte Oszillationen in ny; auftreten, sind
die Ergebnisse deutlich besser als die Membrankréfte fiir KL oder KL-u-E. Zudem sind
die leichten Oszillationen unabhéngig von der Schlankheit (hier nicht gezeigt), was auf
eine Vermeidung von Locking hindeutet. Vielmehr kénnte die Ursache auch im Ver-
halten der netzfreien Methode an sich liegen, da dhnliche Symptome und Konzepte zu
deren Abminderung bereits in MILLAN U. A. (2011) beschrieben wurden. Von weiteren
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N IN KL-MD
[ i [ . [ i

—1,0690 - 102 9,4000 - 10~*

—2,2100-10~* 1,2100-10~*

—1,0900 - 10~* 2,0000 - 10~

Abbildung 8.13: Eingespannter Zylinderstreifen, Membrankraft n;1, % = 100, Max-Ent-
Diskretisierung mit 12 Knoten, v = 0,4.

Ref

— Y re ny1—nitef
% Uy U;ef Uzvgsf n ny 1f ’ ( n{{lefl L ) ‘
in % in %
KL 10 0,9361 0,9433 0,76 43,1364 - 101 —1,0- 101 414
p=2 100 0,6637 0,9425 29.6 43,2305 - 1072 —-1,0- 1074 32405
1000 0,0225 0,9425 97.6 +1,3323-107* —1,0-107" 133330
KL 10 0,9385 10,9433 0,51 —1,0623 - 10! —-1,0- 101 6,23
p=3 100 0,9418 0,9425 0,07 —6,9001 - 1074 —1,0- 1074 590
1000 0,9010 0,9425 440 42,2416 - 1076 —-1,0- 1077 2341
KL-u-E 10 0,9363 0,9433 0,74 —7,7350 - 1072 —-1,0- 1071 22.6
pP= 100 0,9401 0,9425 0,25 45,4225 - 1074 —-1,0- 1074 642
1000 0,9399 0,9425 0,28 +8,3726- 1077 —1,0-107" 937
KL-u-E 10 0,9386 0,9433 0,50 —9,9513 - 1072 —1,0- 101 0,49
p=3 100 0,9424 0,9425 0,01 —9,0144 - 107° —1,0- 1074 9,86
1000 0,9425 0,9425 0,00 —8,8120 - 10~8 —1,0- 1077 11,88
KL-MD 10 0,9365 0,9433 0,72 —9,9121 - 1072 —-1,0- 1071 0,88
pP= 100 0,9404 0,9425 0,22 —9,9119 - 107° —-1,0- 1074 0,88
1000 0,9405 0,9425 0,21 -9,9119-107% —1,0-1077 0,88
KL-MD 10 0,9386 0,9433 0,50 —1,0030 - 101 —1,0- 101 0,30
p=3 100 0,9424 0,9425 0,01 —1,0030 - 104 —1,0- 1074 0,30
1000 0,9425 0,9425 0,00 —1,0030 - 10~8 —1,0- 1077 0,30

Tabelle 8.2: Eingespannter Zylinderstreifen, Fehlerbetrachtung der Verschiebung vy max
am freien Ende und der Membrankraft ny; an der Einspannung, isogeome-

trische Diskretisierungen, CP~1.
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Untersuchungen der Eigenschaften des Max-Ent-Konzepts wird an dieser Stelle jedoch
abgesehen.

8.1.3 Scordelis-Lo-Schale

Als drittes numerisches Experiment wird die bekannte Scordelis-Lo-Schale unter Eigen-
gewicht, dargestellt in Abbildung 8.14, untersucht. Die zylindrische Schalenstruktur ist
an den beiden gekriimmten Randern in die 2- und die 2-Richtung gelagert und wird durch
eine flichenbezogene Eigengewichtslast von ¢, = 90 belastet. Die Scordelis-Lo-Schale
weist eine moderate Schlankheit von % = 100 auf. Wéahrend in den vorangegangenen
Beispielen Querschub- oder Membranlocking jeweils voneinander isoliert betrachtet wur-
de, steht nun das kombinierte Auftreten dieser Locking-Effekte und deren Vermeidung

im Fokus. Es werden isogeometrische Diskretisierungen unterschiedlicher schubweicher

E=432-10°
v =20,0

Abbildung 8.14: Scordelis-Lo-Schale, Problemstellung mit Geometrie- und Materialda-
ten.

Fall 1: Fall 2: Fall 3:
=5, C* ncp =53 x 53  p=variabel, CP71, =2, C' nep = 17 X 17
ncp = variabel

Abbildung 8.15: Scordelis-Lo-Schale, verschiedene isogeometrische Diskretisierungen.
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0,3 F 0,3
0,2 + 0,2
< <
= S
0,1 - Referenz 0,1 Referenz
RM-st —— RM-st ——
RM-hd ------ RM-hd ------
| | RM-hd-MD | RM-hd-MD
0 | | 0 | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
nce ncpe

Abbildung 8.16: Scordelis-Lo-Schale, Konvergenz der Verschiebung v, s, Fall 2, links:
p =2, C!, rechts: p =3, C2.

Schalenformulierungen untersucht. An dieser Stelle wird auf die netzfreie Diskretisie-
rung dieses Schalenproblems verzichtet und auf entsprechende numerische Ergebnisse
aus BIEBER U. A. (2018) verwiesen. Zur Untersuchung diverser Aspekte werden drei
unterschiedliche NURBS-Netze genutzt, siche Abbildung 8.15. Fall 1 beschreibt eine
Diskretisierung mit NURBS fiinfter Ordnung, C*-Kontinuitét und insgesamt 53 x 53
Kontrollpunkten. Die Rénder sind feiner aufgelost, um die auftretenden Randschichtef-
fekte abbilden zu kénnen. Die Diskretisierung des Falles 1 wird in Kombination mit der
RM-st-Formulierung stets als numerische Referenzldésung herangezogen. Im Fall 2 wird
eine uniform vernetze NURBS-Diskretisierung variabler Polynomordnung beschrieben,
mit der die Konvergenz der Verschiebungslosung und die Qualitat der Membrankrafte
untersucht wird. Das Netz im Fall 3 wird gewahlt, um die Qualitiat der Querkréfte fir
grobe Netze niederer Ordnung (p = 2) zu untersuchen. Es handelt sich um ein insge-
samt recht grobes Netz mit 17 x 17 Kontrollpunkten, das jedoch randverfeinert ist, um
auftretende Randschichten auflésen zu koénnen.

Abbildung 8.16 zeigt die Konvergenz der Vertikalverschiebung v, o des Punktes A fiir
quadratische und kubische Netze im Fall 2. Als Referenz wird die Verschiebungslo-
sung nach Fall 1 herangezogen. Sie ist vifxf = 0,30192. Die jeweils schlechtesten Kon-
vergenzeigenschaften zeigt RM-st, da diese Formulierung sowohl unter Membran- als
auch Querschublocking leidet. Eine Vermeidung von Querschublocking kann durch Re-
parametrisierung der Kinematik erreicht werden. Die Formulierung RM-hd ist frei von
Querschublocking, was zu nur leicht verbesserten Konvergenzeigenschaften der Verschie-
bungen fiihrt. Denn RM-hd leidet immer noch unter Membranlocking. Die Formulierung
RM-hd-MD ist intrinsisch frei von Querschub- und Membranlocking und zeigt die beste
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RM-st, Fall 1
p=25, C* ncp =53 x 53

RM-st, Fall 2
p=2,C" ncp=Tx7

D e S —

I—20052

|+26720

T e — e ) L

RM-st, Fall 2
p=3, 027 ncp =7X7

I—14876

|+5525,9

RM-hd-MD, Fall 2
p=2, 01, nop =7x7

I—3596,2

I+356,29

RM-hd-MD, Fall 2
p:3, 02, TLCP:7><7

I—3668,9

|+411,45

I—34O77O

|+24,67

RM-st, Fall 2
p=2 C' ncp =17 x 17

I—10953

|+11088

RM-st, Fall 2
p=3, C? ncp =17 x 17

RM-hd-MD, Fall 2
p=2,Cl nep =17 x 17

e o et et e et e et et

RM-hd-MD, Fall 2
p=3, C? ncp =17 x 17

i e et e et e e e

Abbildung 8.17: Scordelis-Lo-Schale, Membrankraft n;; (Ringkraft).
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600 600

RM-st, Fall 1 ' RM-st, Fall 1
100 RM-st, Fall 3 —— 100 RM-hr-MD, Fall 3 ------
- RM-hd-MD, Fall 3
200 200 | .7
g 0 g 0y
—200 200 |-
—400 L —400 ~
_600 | | | | | _600 | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
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Abbildung 8.18: Scordelis-Lo-Schale, Querkraft ¢;3 entlang der Parameterkoordinate &'
(Ringrichtung) durch den Punkt A.

Konvergenz von v, 5. Doch bereits fiir kubische Ansétze zeigen auch die beiden anderen
Formulierungen recht gute Konvergenzeigenschaften der Verschiebungslosung.

Die Notwendigkeit der Vermeidung von Locking kdnnte man anhand der alleinigen Be-
trachtung der Verschiebungskonvergenz erneut in Frage stellen. Jedoch sind auch die
Spannungsresultierenden detailliert zu betrachten. In Abbildung 8.17 werden deshalb
die Membrankrifte von RM-st sowie RM-hd-MD fiir ein grobes und eine moderat feines
Netz fiir den Fall 2 mit der Referenzlosung des Falles 1 verglichen. Die Betrachtung
der Membrankraft ny; verdeutlicht die Notwendigkeit lockingfreier Schalenformulierun-
gen fiir effiziente Computersimulationen. Bereits fiir das grobe Netz mit quadratischen
Ansétzen erreicht die lockingfreie RM-hd-MD-Formulierung eine héhere Qualitat der
Membrankrafte als RM-st fiir kubische Elemente und das feine Netz. Das auftretende
Membranlocking fiithrt bei RM-st zu starken Oszillationen der Membrankraft ny;, be-
gleitet von groflen Fehlern in den Minimal- bzw. Maximalwerten, obwohl entsprechende
Verschiebungslosungen teilweise von guter Qualitét sind. Bei Berechnungen mit der RM-
hd-MD-Formulierung kann bereits fiir grobe Diskretisierungen eine hohe Qualitat der
Verschiebungen und der Membrankrafte erreicht werden. Der Einfluss von Querschub-
locking auf die Qualitdt der Querkréfte wird fiir einen Pfad durch den Punkt A entlang
der gekritmmten Parameterkoordinate ¢! untersucht. Abbildung 8.18 vergleicht fiir un-
terschiedliche Formulierungen die Qualitiat der Querkraft ¢;3. Bei einer recht groben Dis-
kretisierung nach Fall 3 zeigt sich die geringe Approximationskraft einer gewthnlichen
RM-st-Formulierung. Die Querkraft ¢3 weist entlang der Ringrichtung &' erhebliche
Oszillationen auf und ist nicht in der Lage, die Referenzlosung gut zu approximieren.
Im rechten Teil von Abbildung 8.18 ist ¢3 fiir die beiden lockingfreien Formulierungen
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RM-hr-MD sowie RM-hd-MD dargestellt. Wahrend fiir RM-hr-MD leichte Oszillationen
im Randbereich auftreten und der Verlauf im Inneren nicht perfekt approximiert wird,
stellt die Losung durch RM-hd-MD eine gute Approximation von g3 bereit.

8.2 Geometrisch nichtlineare Benchmarkprobleme

Neben linearen Problemen spielen geometrisch und materiell nichtlineare Problemstel-
lungen fiir viele Anwendungen eine bedeutende Rolle. In diesem Abschnitt liegt der Fo-
kus auf der Untersuchung geometrisch nichtlinearer Benchmarkprobleme mit groflen Ro-
tationen. Wie bei den linearen Beispielen soll die Qualitiat der numerischen Verschiebungs-
und Spannungsergebnisse der entwickelten Schalenformulierungen detailliert untersucht
werden. Alle nachfolgenden Berechnungen werden ausschlielich fiir NURBS-basierte,
isogeometrische Diskretisierungen durchgefiihrt.

8.2.1 Balkenproblem

Als erstes Problem wird ein Plattenstreifen untersucht, der aufgrund seiner Lagerung
und Belastung einer einachsigen Biegedeformation unterworfen ist. Fiir die Querdehn-
zahl v = 0,0 kann dieses Problem als ein zweidimensionales Balkenproblem betrachtet
werden, da in y-Richtung keinerlei Effekte zu erwarten sind. In Abbildung 8.19 ist die
Problemstellung inklusive Geometrie- und Materialdaten dargestellt. Es sei angemerkt,
dass in Abbildung 8.19 lediglich die Mittelfliche der Schale dargestellt ist und diese
dadurch diinn erscheint. Jedoch werden im Folgenden zwei unterschiedliche Dicken von
t = 1,0 und ¢t = 0,1 gewéhlt, die in den Schlankheitsparametern % = 10 und % = 100
resultieren. Der dicke Fall, d. h. % = 10, liegt nahe dem dicken Grenzfall der Reissner-
Mindlin-Theorie. Die Idee ist, einen Fall zu wéhlen, fiir den die Querschubdeformationen

Vp =0y =1, =0

E =1000
v=20,0

Abbildung 8.19: Balkenproblem, Problemstellung mit Geometrie- und Materialdaten
sowie deformierter Geometrie fiir A = 1.
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L =10 L =10 Le =100 Le =100
Nele in z-Richtung RM-hr/RM-hd (p=2) SHELLI181 RM-hr/RM-hd (p =2) SHELLI181
10 2,3114 2,3108 2,1098 2,2707

20 2,3212 2,3224 2,2711 2,2827

40 2,3232 2,3253 2,2851 2,2856

80 2,3237 2,3260 2,2864 2,2863

120 2,3238 2,3262 2,2865 2,2865

160 2,3238 2,3262 2,2865 2,2865

Tabelle 8.3: Balkenproblem, Konvergenz der maximalen Vertikalverschiebung v, max.

15 15 ;
|
10 — % — 10 ! 10 — % — 100 ]
l
A -
5 <y 5 1 1
- -7 V!
- ’// " //'_-r - /
S 0 '// S 0 o
'// AN {':"'7
_5 = 7 \_‘,-"’ _5 7’ \‘_-/
7" Shelll81, nge = 80 A7 Shell181, g, = 80
—10 0 RM-hr, nge =10 - - - —10 RM-hr, nge =10 - - -
RM-hd, negle =10 ------ K RM-hd, neje =10 ------
' RM-hd-MD, nge = 10
_15 | | | | _15 1 | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
€T T

Abbildung 8.20: Balkenproblem, Querkraft ¢35 entlang der Koordinate x, links: % =10,
rechts: % = 100.

einer einschichtigen Schale nicht vernachlassigbar klein sind. Mit diesem Beispiel soll
also untersucht werden, ob die zugrunde liegende Annahme kleiner Schubrotationen,
siehe Abschnitt 6.3.2 und 6.4.2, auch fir dicke Schalen giiltig ist. Der diinne Fall mit
% = 100 soll zur Untersuchung der Qualitdt der Ergebnisse in Abhéngigkeit eines kriti-
schen Parameters dienen. Somit werden die Schalenformulierungen in Bezug auf locking-
freies Verhalten getestet. Alle Ergebnisse wurden mit quadratischen, C'-kontinuierlichen
isogeometrischen Diskretisierungen schubweicher Schalenformulierungen berechnet. Als
Vergleich dienen numerische Referenzlosungen aus ANSYS 16, berechnet mit schubwei-
chen, vierknotigen Schalenelementen SHELL181, bei welchen Querschublocking mithilfe

des ANS-Konzepts beseitigt wird.

Tabelle 8.3 zeigt fiir alle Formulierungen eine schnelle Konvergenz der maximalen Ver-
tikalverschiebung v, m.x. Es sei angemerkt, dass lediglich die Anzahl der Elemente in
z-Richtung von Bedeutung ist, da die Anzahl der Elemente in y-Richtung durch die ein-
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achsige Biegedeformation keinen Einfluss auf die Ergebnisse hat. Die konvergierten Er-
gebnisse der hierarchischen Schalenformulierungen RM-hr und RM-hd zeigen im dicken
Fall kleine Abweichungen zur vollstandig nichtlinearen Schalenformulierung SHELL181,
wahrend die Ergebnisse im diinnen Fall absolut identisch sind. Die kleinen Abweichun-
gen im dicken Fall sind auf die Annahme kleiner Schubrotationen bei RM-hr und RM-hd
zuriickzufiithren, jedoch ist der Unterschied praktisch vernachlassigbar.

Abbildung 8.20 unterstreicht zusétzlich, dass die beschriebenen Abweichungen als sehr
gering einzustufen sind. Im dicken Fall sind der Verlauf der Querkraft ¢;3 fiir RM-hd (10
Elemente) und die Referenzlésung nahezu deckungsgleich. Wie im geometrisch linearen
Fall, zeigt ¢,3 fiir RM-hr leichte Oszillationen im Randbereich, obwohl die Verschiebungs-
losungen von RM-hr und RM-hd praktisch identisch sind. Im diinnen Fall nehmen die
Querkraft-Oszillation fiir RM-hr leicht zu, wahrend die Querkraft ¢,, fiir RM-hd stets
glatt abgebildet werden kann. Die kleine Abweichung folgt lediglich aus der zu steifen
Verschiebungslosung, siehe Tabelle 8.3, welche durch Membranlocking verursacht wird.
Wird Membranlocking ebenfalls vermieden, kann erneut ein nahezu perfekter Querkraft-
verlauf abgebildet werden, siehe das Ergebnis fiir RM-hd-MD.

Dieses einfache geometrisch nichtlineare Benchmarkproblem zeigt, dass die Annahme li-
nearisierter Schubrotationen im Kontext kleiner Verzerrungen auch fiir sehr dicke Scha-
len vertretbar ist. Ob diese Annahme auch fiir typische materiell nichtlineare Schalen-
probleme mit grofien Verzerrungen giiltig ist, bedarf weiterer Untersuchungen. Fiir den
diinnen Fall konnte gezeigt werden, dass die Qualitat der Querkréfte fiir die RM-hd-
Formulierung hervorragend ist, analog zu den Beobachtungen fiir geometrisch lineare
Probleme.

8.2.2 Durchschlagen eines Bogenstiicks

Mit diesem Beispiel soll die Signifikanz geometrischer Locking-Effekte in nichtlinea-
ren Schalenproblemen untersucht werden. Das in Abbildung 8.21 dargestellte zylindri-
sche Bogensegment wird am linken Ende durch eine Linienlast ¢, belastet. Bei diesem
geometrisch nichtlinearen numerischen Experiment handelt es sich um ein uniaxiales
Durchschlagsproblem, da v = 0,0 gilt. Um die in Abbildung 8.22 dargestellten Last-
Verschiebungs-Kurven vollstandig zu durchfahren, kann keine gew6hnliche Lastkontrolle
mit stetiger Steigerung des Lastparameters A verwendet werden. Im vorliegenden Fall
wird eine Lastkontrolle mit einem Verschiebungslastfall durch Aufbringen inhomogener
Dirichlet-Randbedingungen am linken Bogenende realisiert. Die Struktur besitzt eine
relative grofle Schlankheit von % = 400, wodurch auftretende Locking-Effekte deutlich
erkennbar werden. Als numerische Referenzlosung wird eine Berechnung mit SHELL6G3

und SHELL181 aus ANSYS 16 herangezogen. Die Struktur wird mit 63 Elementen in
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8.2 Geometrisch nichtlineare Benchmarkprobleme

Abbildung 8.21: Bogenstiick, Problemstellung mit Geometrie- und Materialdaten sowie
deformierter Geometrie in vier Schritten mit v, o = 100/180/270/300.

0,03 0,03
0,02 | 0,02
0,01 If PN, 0,01 +
""‘
/
~< 0 F ~< 0 F
—0,01 - e 001 -
SHELL63/181, nee = 63 SHELL63/181, ne. = 63
_ - = _ . RM-hd-MD, p =2
0,02 0,02 RM-hd-MD, p = 3
RM-hd-MD, p = 4
_0703 | | _0703 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Uz, A Vg, A

Abbildung 8.22: Bogenstiick, Last-Verschiebungs-Diagramme, 10 Elemente, variable
Polynomordnungen p, CP~!, links: KL, rechts: RM-hd-MD.

Ringrichtung diskretisiert. Im Gegensatz zu SHELL181 handelt es sich bei SHELL63 um
ein schubstarres Kirchhoff-Love-Schalenelement. Beide Elemente liefern praktisch diesel-
ben Ergebnisse, da Querschubeffekte fiir solch eine diinne Struktur von geringem Einfluss
sind. Wie in Abbildung 8.22 zu sehen ist, konvergieren beide isogeometrischen Schalen-
elemente, KL und RM-hd-MD, zur ANSYS-Referenzlosung. Im linken Diagramm ist je-
doch ersichtlich, wie pragnant die Auswirkungen von Membranlocking auf die Ergebnis-
qualitat der primalen KL-Schalenformulierung sind. Fiir die Diskretisierung mit 10 qua-
dratischen Elementen wird die Verschiebungslosung komplett falsch approximiert. Die
zugehorige Kurve tiberschreitet die Grenzen des linken Diagramms der Abbildung 8.22,
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B | L B | |
—0,011866 0,004908 —0,011913 0,011913

Abbildung 8.23: Bogenstiick, 63x4 Elemente, Shelll81 (ANSYS 16), links: Membran-
kraft ni1 (Ringkraft) fiir v, o4 = 100, rechts: Querkraft ¢35 fiir v, A =
100.

[N - m [ i
—0,038636 0,021353  —0,017517 0,0075062 —0,012083 0,005479

Abbildung 8.24: Bogenstiick, Membrankraft n;; (Ringkraft) fiir v, » = 100, KL, 10
Elemente, CP~1.

wobei die Minimal- bzw. Maximalwerte bei A = £0,585 liegen. Eine Polynomgraderho-
hung fiihrt zu einer deutlichen Verbesserung der Verschiebungsantwort. Das heifit, die
auftretenden Fehler verringern sich mit steigendem Polynomgrad. Fiir p = 4 wird das
Verschiebungsverhalten nahezu perfekt approximiert. Fiir hohere Ordnungen sind die
Fehler in den Verschiebungen praktisch nicht mehr zu erkennen. Im rechten Diagramm
der Abbildung 8.22 zeigt sich die Uberlegenheit der vollstindig lockingfreien Schalen-
formulierung RM-hd-MD. Fiir die grobe Diskretisierung mit nur 10 Elementen wird die
Referenzkurve fiir alle Polynomordnungen nahezu perfekt approximiert.
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AR

—0,016482 0,0058788 —0,012165 0,0050215 —0,012093 0,0050514

Abbildung 8.25: Bogenstiick, Membrankraft ni; (Ringkraft) fir v, » = 100, RM-hd-
MD, 10 Elemente, C?~1.

OO0

—0,012307 0,012307  —0,011893 0,011893 —0,011882 0,011882

Abbildung 8.26: Bogenstiick, Querkraft ¢i3 fiir v, o = 100, RM-hd-MD, 10 Elemente,
cr1L,

Die numerische Referenzlosung fiir die zwei mafigebenden Spannungsresultierenden ist in
Abbildung 8.23 dargestellt. Fiir den Zwischenzustand mit der Verschiebung v, o = 100
des linken Bogenendes sind die Membrankraft n;; und die Querkraft ¢35 dargestellt, wo-
bei die ,,1“-Richtung die Ringrichtung beschreibt. Die Abbildungen 8.24 und 8.25 zeigen
die entsprechenden Verldufe von ny; fiir isogeometrische Diskretisierungen der Formulie-
rungen KL und RM-hd-MD mit jeweils 10 Elementen. Die Ergebnisse aus Abbildung 8.24
zeigen sehr deutlich, dass gewohnliche KL-Formulierungen unter ausgepriagtem Mem-
branlocking leiden. Sogar fiir hohe Polynomgrade ist die Qualitdt der Membrankraft
inakzeptabel, obwohl die zugehorigen Verschiebungslosungen bereits von guter Qualitat
sind. Einmal mehr wird deutlich, wie elementar wichtig eine Betrachtung der Ergebnisse
fiir Spannungsgrofen ist, um die Qualitat einer Schalenformulierung ganzheitlich beur-
teilen zu konnen. Abbildung 8.25 demonstriert die hohe Qualitéit von ny; bei Verwendung
der RM-hd-MD-Formulierung. Unabhangig von der Polynomordnung wird n;; sehr gut
approximiert. Der Membrankraftverlauf von RM-hd-MD ist fiir p = 2 bereits von ho-
herer Qualitit als bei einer Berechnung mit primalen KL-Elementen zehnter Ordnung.
In Abbildung 8.26 lasst sich die hohe Qualitdt der Querkraft ¢;35 bei Verwendung der
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RM-hd-MD-Formulierung erkennen. Unabhangig vom Polynomgrad ergeben sich glatte
Verlaufe, die gut mit der Referenzlésung iibereinstimmen.

8.2.3 Eingespannte, geschlitzte Kreisringplatte

eingespann

-+
-
I
o
o
&

Abbildung 8.27: Kreisringplatte, Problemstellung mit Geometrie- und Materialdaten
sowie deformierter Geometrie fiir A = 1.

1
Sze et al. (2004) /’
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Abbildung 8.28: Kreisringplatte, Last-Verschiebungs-Diagramm, 2 Patches, p = 2, C?,
Nele = 24 X 3 bzw. Nele = 32 X 4.

Ein bekanntes Benchmarkproblem fiir nichtlineare Schalenelemente besteht aus einer
geschlitzten Kreisringplatte, die einseitig eingespannt ist und am freien Rand durch eine

142



8.2 Geometrisch nichtlineare Benchmarkprobleme

vertikale Linienlast ¢, belastet wird. Die zugehorige Problembeschreibung ist in Abbil-
dung 8.27 dargestellt. Die vertikale Verschiebung v,z am Punkt B wird mit den Refe-
renzlosungen aus SZE U. A. (2004) verglichen. Zugehoérige Last-Verschiebungs-Diagram-
me sind in der Abbildung 8.28 exemplarisch fiir die Formulierungen RM-hd und RM-hd-
MD dargestellt. Die jeweiligen Unterschiede zwischen den beiden Formulierungen sind
auf Membranlocking zuriickzufiihren und zeigen erneut die Notwendigkeit von dessen
Vermeidung.

8.2.4 Durchschlagen eines Rings

Die Untersuchung des letzten Beispiels soll demonstrieren, dass die Abbildung sehr
grofler Gesamtrotationen, trotz der Parametrisierung linearisierter Schubrotationen, pro-
blemlos moglich ist. Dazu wird das Durchschlagsproblem eines elastischen Rings unter
vorgeschriebener Rotation des obersten Punktes untersucht. Die Problembeschreibung
inklusive Geometrie- und Materialdaten sowie der deformierten Geometrie fiir A = 1
ist in Abbildung 8.29 dargestellt. Die Inspiration fiir dieses Benchmarkproblem stammt
unter anderem aus GOTO U. A. (1992), SMOLENSKI (1999), ROMERO (2004) und MEI-
ER U.A. (2014). Jedoch wurden in diesen Arbeiten Balkenformulierungen betrachtet.
Die Ergebnisse in den Last-Verschiebungs-Diagrammen unterscheiden sich von den hier
vorgestellten Ergebnissen fiir Schalen. Die Ursache dieser Diskrepanz liegt wahrschein-
lich im unterschiedlichen Verhalten unter grofier Torsionsbeanspruchung. Fir A = 1
wird der oberste Punkt mit ©, = 27 um die z-Achse iiber inhomogene Dirichlet-
Randbedingungen rotiert. Dabei schlagt die gesamte Struktur durch und die deformierte
Geometrie des Rings besitzt den Radius R; = %. Der Ring hat eine Breite von L, =1

- E=21-107
T v =03

1

6,=0

Abbildung 8.29: Durchschlagen eines Rings, Problemstellung mit Geometrie- und Ma-
terialdaten sowie deformierter Geometrie fir A = 1.
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0,5
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Abbildung 8.30: Durchschlagen eines Rings, Last-Verschiebungs-Diagramm, Aélfo in Ab-
1

héngigkeit von @z, 2 Patches mit jeweils 50 Elementen, p = 3 (Um-
fangsrichtung) und ¢ = 2 (Breitenrichtung), ANSYS-Referenzlésungen
(SHELL63 und SHELL181) berechnet mit 250 x 2 Elementen.

und eine Dicke von t = 1/3, was in den Hauptflichentrigheitsmomenten I; ~ 2,778-1072
und I, ~ 3,086 - 1073 resultiert.

In Abbildung 8.30 sind Last-Verschiebungs-Kurven fiir Berechnungen mit verschiedenen
Schalenformulierungen dargestellt. Die isogeometrische Diskretisierung der KL-Formu-
lierung zeigt nahezu identisches Verhalten im Vergleich zum schubstarren Schalenele-
ment SHELL63 aus ANSYS 16. Im Gegensatz dazu verhalten sich alle schubweichen
Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen deutlich weicher. Es ist an dieser Stelle anzu-
merken, dass das schubweiche Element SHELL181 keine stabile Losung des Problems
bereitstellen konnte. Bei einem Rotationswinkel von etwa @Z = 108° treten Konver-
genzprobleme auf und die Berechnung bricht ab. Bis dorthin zeigen alle schubweichen
Formulierungen (RM-hr, RM-hd und SHELL181) eine sehr gute Ubereinstimmung im
Verschiebungsverhalten. Der qualitative Unterschied zwischen den Kirchhoff-Love- und
den Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen ist wahrscheinlich auf ein unterschiedliches
Verwolbungsverhalten des Querschnitts zuriickzufithren. Fiir ein Seitenverhéltnis des
Querschnitts von L—tf = 3 sind die Effekte aus Querschub nicht vernachléssighar klein.
Von der Untersuchung der Effizienz bei groben Netzen wird an dieser Stelle abgese-
hen, da die Betrachtung sehr grofler Rotationen im Vordergrund steht. Abbildung 8.31
zeigt den Deformationsvorgang des Durchschlagsproblems exemplarisch fiir die RM-hr-
Formulierung und unterstreicht die Féahigkeit vorgeschlagener Schalenformulierungen,
sehr grofle Rotationen effizient darstellen zu konnen.
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8.2 Geometrisch nichtlineare Benchmarkprobleme
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Abbildung 8.31: Durchschlagen eines Rings, Deformationsvorgang.
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Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung innovativer Konzepte zur intrinsischen Ver-
meidung geometrischer Locking-Effekte in schubweichen Schalenformulierungen. Neben
Untersuchungen der Qualitat von Verschiebungslosungen lag ein starker Fokus auf der
Betrachtung der Qualitat der Spannungsresultierenden. Die entwickelten Schalenformu-
lierungen sollten sowohl fiir geometrisch lineare als auch nichtlineare Problemstellungen
unter groflen Rotationen effizient formuliert werden. Die nachfolgenden Abschnitte fas-
sen die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse zusammen und geben Anregungen fiir
mogliche Weiterentwicklungen.

9.1 Zusammenfassung

Die prasentierten Neuentwicklungen dieser Arbeit basieren mafigeblich auf Reparame-
trisierungen der Kinematik von Balken-, Platten- und Schalentheorien. Die daraus re-
sultierenden Balken-, Platten- und Schalenformulierungen haben die besondere Eigen-
schaft, intrinsisch frei von Locking zu sein. Bestimmte Locking-Effekte werden bereits
auf Theorieebene — vor der Diskretisierung — vermieden. Somit sind die vorgestellten
Formulierungen frei von Locking, unabhangig von den zur Diskretisierung verwendeten
Formfunktionen. Locking muss also nicht im Nachgang durch besondere Tricks oder Me-
thoden beseitigt werden. Diese besondere Eigenschaft der intrinsischen Vermeidung von
Locking ist hervorzuheben. Vor allem angesichts einer Vielzahl an Neuentwicklungen im
Bereich glatter Diskretisierungskonzepte, beispielsweise der IGA oder netzfreier Metho-
den, versprechen die vorgestellten Konzepte eine breite Anwendbarkeit in verschiedenen
Bereichen der computergestiitzten Strukturmechanik und dariiber hinaus.

Die Grundidee der Parametrisierung von hierarchischen Rotationen oder hierarchischen
Verschiebungen wurde zunéchst am ebenen Timoschenko-Balken fiir lineare Probleme

147



9 Zusammenfassung und Ausblick

eingefiithrt. Die rotationsfreie Parametrisierung hierarchischer Verschiebungen hat sich
gegeniiber der Parametrisierung hierarchischer Rotationen als iiberlegen erwiesen. Be-
reits auf Theorieebene konnte beobachtet werden, dass diese Art von Reparametrisierung
jegliche Unausgewogenheiten in den kinematischen Gleichungen vermeidet, die zu Quer-
schublocking fiithren. Fiir jede Equal-Order-Interpolation der Primérvariablen ist diese
Balkenformulierung frei von Querschublocking und vermeidet unerwiinschte Oszillatio-
nen in den Querkraftverlaufen. Die Idee der direkten Parametrisierung von Schubpa-
rametern ist grundsitzlich nicht neu, siehe beispielsweise ONATE UND ZARATE (2010)
sowie BISCHOFF UND TAYLOR (2001). Jedoch basieren die genannten Arbeiten auf ei-
nem Mehrfeldprinzip. Die in dieser Arbeit vorgestellten hierarchischen Formulierungen
vermeiden Querschublocking im Rahmen einer primalen Formulierung. Im Gegenzug
weisen hierarchische Formulierungen einen variationellen Index von ¢ = 2 auf, weshalb
mindestens C'-kontinuierliche Ansétze benotigt werden.

Im Folgenden wurde die Erweiterung hierarchischer Balkenformulierungen auf schubwei-
che hierarchische Schalenformulierungen detailliert beschrieben. Auch hier wurden die
Parametrisierungen von hierarchischen Rotationen und hierarchischen Verschiebungen
diskutiert und miteinander verglichen. Beide Formulierungen, RM-hr und RM-hd, wur-
den sowohl fiir geometrisch lineare als auch nichtlineare Problemstellungen beschrieben.
Ein besonderes Augenmerk lag dabei auf der effizienten Darstellung grofier Rotatio-
nen, die fiir gewohnliche Reissner-Mindlin-Schalenformulierungen zwar zum Stand der
Technik gehort, jedoch nur durch spezielle Behandlung in multiplikativer Struktur zu
bewerkstelligen ist. Sowohl fiir RM-hr als auch fiir RM-hd wurde eine neuartige effiziente
Art der Darstellung grofier Rotationen vorgestellt. Die zugrunde liegende Annahme ist,
dass die Querschubrotationen fiir eine breite Klasse von Schalenproblemen klein sind,
wohingegen die Gesamtrotationen beliebig grofl sein kénnen. Diese Annahme resultiert in
einer additiven Zerlegung der Green-Lagrange-Verzerrungen in vollstandig nichtlineare
Anteile vom Kirchhoff-Love-Typ und hierarchisch addierte linearisierte Querschubantei-
le. Fir die in dieser Arbeit untersuchten Benchmarkprobleme konnte diese, zunéchst
restriktiv erscheinende, Annahme kleiner Schubrotationen gerechtfertigt werden.

Im Kontext rotationsfreier Parametrisierungen schubweicher Platten wurden unterschied-
liche Konzepte miteinander verglichen. Bereits auf Theorieebene konnte gezeigt werden,
dass Plattenformulierungen mit nur einer Schubverschiebung das Mindlin-Plattenmodell
nicht abbilden kénnen. Trotz dieses grundlegenden Defekts ist diese Art von Platten-
formulierung in der wissenschaftlichen Literatur weit verbreitet. Die hier vorgestell-
ten Platten- bzw. Schalenformulierungen mit zwei hierarchischen Schubverschiebun-
gen (RM-hd) sind womdglich die ersten ihrer Art, die im geometrisch linearen Fall
das Mindlin-Modell exakt abbilden kénnen. Die numerische Validierung dieser Eigen-
schaft wurde ausfiihrlich anhand eines Plattenproblems demonstriert. Zudem konnte
gezeigt werden, dass die rotationsfreie RM-hd-Formulierung intrinsisch frei von Quer-
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schublocking ist und eine hervorragende Approximation der Querkraftverlaufe ermog-
licht.

Das hierarchische Konzept konnte bisher nicht in allgemeiner Form auf die intrinsische
Vermeidung von Membranlocking im Rahmen einer primalen Methode erweitert wer-
den. Jedoch wurde mit dem Mixed-Displacement(MD)-Konzept ein gemischter Ansatz
zur intrinsischen Vermeidung geometrischer Locking-Effekte vorgestellt. Grundidee ist
erneut die Reparametrisierung von Primarvariablen, hier der Spannungen des Hellinger-
Reissner-Variationsprinzips. Uber die Reparametrisierung der Spannungen durch Ver-
zerrungen sowie die Reparametrisierung dieser Verzerrungen durch ein zusatzliches Ver-
schiebungsfeld 1, wurde ein gemischtes Prinzip vorgestellt, das ausschliefilich Verschie-
bungsfelder parametrisiert. Die fiir gemischte Methoden notwendige Wahl geeigneter
Spannungs- oder Verzerrungsraume entfallt. Fiir jede Equal-Order-Interpolation der Pri-
mérvariablen u und u wird automatisch der optimale Verzerrungsraum durch partielle
Differenziation von u konstruiert. Fiir den einfachen Fall schubweicher Balkenformulie-
rungen konnte die enge theoretische Verwandtschaft des MD-Konzepts mit der hierar-
chischen Verschiebungsmethode gezeigt werden. Sie unterscheiden sich lediglich durch
die schwache bzw. starke Erfiillung einer geometrischen Zwangsbedingung. Der grofie
Vorteil des MD-Konzepts ist die Moglichkeit der Erweiterung der Methode zur Vermei-
dung von Membranlocking, was im Rahmen des hierarchischen Konzepts noch nicht
bewerkstelligt werden konnte.

Die erfolgreiche Kombination beider Konzepte zur intrinsischen Vermeidung von Quer-
schub- und Membranlocking wurde mit der RM-hd-MD-Formulierung demonstriert. In
allen Benchmarkproblemen zeigte diese Formulierung optimal lockingfreies Elementver-
halten mit herausragender Ergebnisqualitéit fiir sowohl Verschiebungen als auch Span-
nungsresultierende. Im Vergleich zu entsprechenden primalen Formulierungen erfordern
die hier vorgestellten gemischten MD-Formulierungen zwar mehr Freiheitsgrade pro
Knoten, bewirken aber eine enorme Effizienzsteigerung. Die vorgestellten MD-Formulie-
rungen sind nicht nur frei von Locking, sondern erfordern fiir die untersuchten nichtli-
nearen Probleme nur etwa die Hélfte der Anzahl an Iterationen im Rahmen des Newton-
Raphson-Verfahrens. Diese positive Eigenschaft gemischter Methoden wurde beispiels-
weise auch in MAGISANO U. A. (2017) beobachtet. Zusammen mit der exzellenten Ap-
proximationsgiite der mafigebenden physikalischen Groflen, vor allem den Spannungsre-
sultierenden, ist infrage zu stellen, ob gemischte Elemente im IGA-Kontext tiberhaupt
numerisch teurer sind als primale isogeometrische Elemente.
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0.2 Ausblick

Die in dieser Arbeit vorgestellten intrinsisch lockingfreien Schalenformulierungen haben
sich in vielen Anwendungen als sehr effizient erwiesen. Es bleiben jedoch weitere Fragen
offen, die von sowohl praktischem als auch wissenschaftlichem Interesse sind.

Naheliegende Fragestellungen umfassen vor allem die Erweiterung der vorgestellten
Schalenformulierungen auf Berechnungen mit getrimmten NURBS-Patches sowie un-
strukturierten Spline-Diskretisierungen basierend auf beispielsweise T-Splines, U-Splines
oder hierarchisch verfeinerten B-Splines. Damit einhergehend sollte eine effiziente und
allgemeingiiltige Einbringung der notwendigen Zwangsbedingungen auf hierarchischen
Verschiebungsfeldern oder dem zuséatzlichen u-Feld im Rahmen des MD-Konzepts imple-
mentiert werden. Ebenso ist fiir praktische Problemstellungen eine effiziente Kopplung
komplexer Multi-Patch-Geometrien erforderlich. Eine interessante und effiziente Idee
wird durch sogenannte Blended-Shells beschrieben, bei denen an Patchrandern Rota-
tionsfreiheitsgrade zur Patchkopplung eingefiihrt werden, siche BENSON U. A. (2013).
Eine Kombination dieser Technologie mit hierarchischen Formulierungen unterstiitzt
die Moglichkeit modelladaptiver Berechnungen. Durch die hierarchische Struktur lassen
sich Schubfreiheitsgrade je nach Bedarf ein- oder ausschalten, um eine optimale Balance
zwischen Effizienz und Approximationsgiite zu erreichen.

Aktuell laufende Arbeiten beschéftigen sich mit der isogeometrischen Schalenanalyse
unter Verwendung von hierarchisch verfeinerten B-Splines, der Anwendung der entwi-
ckelter Schalenformulierungen auf lineare und nichtlineare Stabiltdtsprobleme von Scha-
lenstrukturen sowie der intrinsischen Vermeidung von Locking im Kontext isogeometri-
scher Kollokationsmethoden, siche Abbildung 9.1. Weitere Projekte umfassen die Unter-

Abbildung 9.1: Auszug aus aktuellen Anwendungen der in dieser Arbeit vorgestellten
Konzepte, links: isogeometrische Schalenanalyse mit hierarchisch ver-
feinerten B-Splines, mittig: lineare und nichtlineare Stabilitdtsuntersu-
chungen mit isogeometrischen Schalenformulierungen, rechts: Locking-
freie isogeometrische Kollokation fiir Balken, Platten und Schalen.
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suchungen hierarchischer Schalenformulierungen im Kontext dynamischer Problemstel-
lungen sowie nichtlinearer Stoffgesetze. Speziell fiir Problemstellungen der expliziten Dy-
namik konnte die direkte Parametrisierung der Querschubanteile erhebliche Vorteile im
Kontext selektiver Massenskalierung haben. Nichtlineare Materialgesetze sind aus prak-
tischer Sicht extrem wichtig und konnten den Anwendungsbereich hierarchischer Scha-
lenformulierungen mit linearisierter Schubparametrisierung genauer eingrenzen. Speziell
fiir Probleme mit sehr groflen Verzerrungen ist von groflem Interesse, wie weit die Annah-
me linearisierter Schubrotationen fiir typische Schalenprobleme tatsachlich tragbar ist.
Numerische Untersuchungen mithilfe der Materialbibliothek MUESLI, siche PORTILLO
U. A. (2017), sind Gegenstand aktueller Bemithungen.

Mathematische Untersuchungen des MD-Konzepts, z.B. durch Tests der inf-sup-Sta-
bilitdt, sind notige weitere Schritte. Ebenso bedarf die beschriebene Eigenschaft der
Effizienz gemischter Methoden im Rahmen nichtlinearer Losungsstrategien weiterer sys-
tematischer Untersuchungen. Ob und warum welche Klasse gemischter finiter Elemente
weniger [terationen im Rahmen des Newton-Raphson-Verfahrens benétigt, sind neben
Fragen der Robustheit hochinteressante Aspekte nichtlinearer Verfahren.

Von groflem, sowohl wissenschaftlichem als auch praktischem Interesse ist die intrinsische
Vermeidung von Membranlocking im Rahmen einer primalen Methode. Ein entsprechen-
des Pendant zur Vermeidung von Querschublocking wurde bereits gefunden, wobei der
direkte primale Ubertrag noch nicht gegliickt ist. Die enge theoretische Verwandtschaft
des MD-Konzepts und hierarchischer Methoden lésst auf eine Losung iiber den Umweg
gemischter Konzepte hoffen, siche Abbildung 9.2.

frei von Querschublocking frei von Membranlocking
primal hierarchisches Konzept hierarchisches Konzept
A A
-+
=
: ?
2
)
)
identisch

gemischt | Mixed-Displacement-Konzept Mixed-Displacement-Konzept

Abbildung 9.2: Membranlocking — Ausblick.
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Bastian Oesterle

Angesichts einer stetig steigenden Anzahl komplexer Diskretisierungsverfahren beschéaftigt
sich die vorliegende Arbeit mit intrinsisch lockingfreien Schalenformulierungen. Aus der
Literatur bekannte Konzepte versuchen stets die durch die Diskretisierung entstehenden
Locking-Effekte zu beseitigen oder abzumindern. Tritt Locking jedoch gar nicht auf, ist
dessen Beseitigung obsolet. Deshalb sollen die hier vorgestellten Schalenformulierungen
numerische Locking-Effekte bereits auf Theorieebene vermeiden, ungeachtet vom
verwendeten Diskretisierungsschema. Die Vermeidung von Locking bereits vor der
Diskretisierung verspricht  ein breites =~ Anwendungsspektrum  fir  diverse
Diskretisierungsverfahren im Bereich von Computersimulationen physikalischer Vorgange.
Der erste Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der intrinsischen Vermeidung von
Querschublocking in  Formulierungen fiir ~ Strukturtheorien. Uber hierarchische
Reparametrisierung der kinematischen Gleichungen kann Querschublocking im Rahmen
einer primalen Methode a priori vermieden werden. Das Konzept wird gleichermalien fur
schubweiche Balken-, Platten- und Schalenformulierungen demonstriert, wobei jeweils
zwei hierarchische Parametrisierungen unterschieden werden.

Der zweite theoretische Teil dieser Arbeit beschaftigt sich mit der intrinsischen Vermeidung
aller geometrischen Locking-Effekte, vor allem aber von Membranlocking. Es wird ein
neuartiges, reparametrisiertes gemischtes Prinzip vorgestellt, in dem ausschlieRlich
VerschiebungsgréRen als Primarvariablen auftreten. Diese Reparametrisierung fuhrt dazu,
dass die fur gemischte Methoden notwendige Wahl geeigneter Spannungs- oder
Verzerrungsraume entfallt. Die daraus resultierende intrinsische Vermeidung
geometrischer Locking-Effekte verspricht ein breites Anwendungsspektrum dieser
Methode.
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