Untersuchungen zur Zuverlassigkeit
hybrid-gemischter Finiter Elemente
fiir Flachentragwerke

von

Ulrich Andelfinger

Bericht Nr. 13 (1891)
Institut flr Baustatik der Universitat Stuttgart
Professor Dr.~Ing. E. Ramm
Stuttgart 1991


ibbaf
Textfeld


Berichte kénnen Uber das Institut fOr Baustatik der Universitat Stuttgart,
Pfaffenwaldring 7, Postfach 1140, 7000 Stuttgart 80, bezogen werden.



Untersuchungen zur Zuverlassigkeit
hybrid-gemischter Finiter Elemente
fiir Flachentragwerke

von der Fakultat Bauingenieur— und Vermessungswesen der Universitat Stuttgart
zur Erlangung der Wirde eines Doktors der Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.)
genehmigte Abhandiung

vorgelegt von
Ulrich Andeifinger

aus Oberhausen

Hauptberichter: Prof. Dr.-Ing. E. Ramm
Mitberichter: Prof. Dr.—-Ing. B. Kréplin
Tag der miundiichen Prifung: 12. Juli 1991

Institut fir Baustatik der Universitat Stuttgart
1991


ibbaf
Textfeld


KURZFASSUNG

Die Arbeit befaBt sich mit vierknotigen hybrid—gemischten Finiten Scheiben~, Platten-
und Schalenelementen. Unter der Bezeichnung hybrid~gemischt sind all die Element-
formulierungen zusammengefalit, die neben einer Verschiebungsannahme mindestens
eine weitere Variablenapproximation enthalten (Verzerrungen oder Spannungen oder
inkompatible Verschiebungen), wobei diese zusdtzlichen Felder nicht stetig iiber die
Elementgrenzen hinweg angesetzt werden. Haben diese Felder eigene Freiwerte, so kén-
nen die Freiwerte auf Elementebene eliminiert werden, das heift, die hybrid-gemisch-
ten Methoden fiihren stets zu einer Elementsteifigkeitsmatrix.

Typische Formulierungen sind das sogenannte ”assumed natural strain”-Konzept (die
Verzerrungsfelder haben keine unabhingigen Freiwerte, sondern sie werden an Kollo-
kationspunkten direkt mit den Feldern der Verschiebungsableitungen verknlipft), die
auf dem Hellinger-Reissner Prinzip basierende Spannungs-Verschiebungs-Approxi-
mation, eine auf dem Hu-Washizu Prinzip basierende Dreifeldapproximation sowie die
Methode der erweiterten Verzerrungsansitze ("enhanced assumed strain”).

Diskutiert werden die Stabilitdtsbedingungen sowie die Versteifungsprobleme (”lok-
king”) der hybrid-gemischten Methoden. Mit Hilfe einer tabellarischen Untersuchung
der Polynomverteilung der Verschiebungsableitungen kénnen Richtlinien fiir eine gute
Spannungs- und Verzerrungsannahme gegeben werden. Die mit Spannungs- oder/und
Verzerrungsansétzen formulierten Scheiben—, Platten— und Schalenelemente (die Scha-
lenformulierung basiert auf dem dreidimensional degenerierten Konzept und erfolgt
in lokalen Koordinaten) werden mit zahlreichen, aus der Literatur bekannten Elementen
verglichen. k
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ABSTRACT

The thesis is dealing with four-noded hybrid-mixed membrane, plate and shell finite
elements. The term hybrid-mixed encloses formulations which besides a displacement
approximation have one or more additional field assumptions (for strains, stresses or
incompatible displacements). The additional fields are assumed discontinuously from
element to element, so that the corresponding unknowns can be eliminated on the ele-
ment level. Therefore all the hybrid-mixed methods are leading to an element stiffness
matrix.

Typical formulations are the so-called assumed natural strain concept (in this method
the strain fields do not possess independent degrees of freedom but are linked directly
to the displacement dependent strains at certain sampling points), formulations based
on a Hellinger-Reissner principle with stress (or strain) and displacement assumptions,
three—field approximations based on the principle of Hu-Washizu and the enhanced
assumed strain method.

For all the hybrid-mixed methods main points of discussion are stability and locking.
Guidelines for safe stress and strain assumptions are given through a table-like investi-
gation of the polynomial expansion of the displacement derivatives. The membrane,
plate and shell finite elements (the shell formulation is based on the three~dimensional
degenerated approach and a local coordinate formulation) with stress and/or Strain as-
sumptions are compared to numerous other elements known from the literature.
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1  EINLEITUNG

Wie in vielen Ingenieurbereichen, so sind auch in der Strukturmechanik analytische
Lésungen aufgrund komplizierter Geometrien, Randbedingungen und Belastungen sel-
ten. Aus diesem Grund ist die Finite Element Methode zu einem wertvollen Werkzeug
des konstruktiven Ingenieurs geworden. Dies zeigt sich auch in der groBen Verbreitung
der kommerziellen FE~Programme.

Wichtig fiir die Giite der Ergebnisse ist aber ein zuverldssiges, robustes Elementmodell.
Die beliebtesten Elemente in der Strukturmechanik sind die C%-kontinuierlichen Ver-
schiebungsmodelle. Diese einfach zu formulierenden Elemente enthalten jedoch Ver-
steifungseffekte, die nicht nur die Konvergenz verschlechtern, sondern in Extremfillen
zu einem totalen Versteifen, dem sogenannten “locking” fiihren kénnen.

“Shear-locking” entsteht zum Beispiel dadurch, daB fiir diinne Platten, bei denen die
realen Biegemodes wesentlich weicher sind als die Schubmodes, die Biegemodes eines
Finiten Elements mit Schubverzerrungen durchsetzt sind und damit viel zu steif reagie-
ren. Andere "locking”-Arten sind das "membrane-locking”, das dadurch entsteht, daB
bei gekriimmten Elementen die eigentlich weichen Biegemodes durch parasitire Deh-
nungen versteifen, und das ”volumetric locking”, wo bei inkompressiblen oder fast in-
kompressiblen Zustinden die gegeniiber den volumetrischen Modes viel weicheren de-
viatorischen Modes durch volumetrische Dehnungsanteile versteifen. Die Forderung
nach reinen Biegemodes ohne parasitire Schubverzerrungen und Dehnungen oder nach
reinen deviatorischen Modes chne volumetrische Verzerrungen kénnen Verschiebungs-
modelle im allgemeinen nicht erfiillen.

Der Erfolg der reduzierten (oder selektiv reduzierten) Integration liegt darin begriindet,
daB genau diese parasitdren, unerwiinschten Verzerrungsfelder nicht erfaBt werden.
Da bei einer Unterintegration in den allermeisten Fillen jedoch zu wenig Verzerrungs-
anteile beriicksichtigt werden, enthilt das Element auch bei korrekter Lagerung Ver-
schiebungsformen, die keinerlei Steifigkeit aufweisen, sogenannte "zero energy mo-
des”; man ist also durch die reduzierte Integration iiber das Ziel hinausgeschossen.

Dieser Defekt kann mit der Stabilisierungsmethode behoben werden. Das Vorgehen
ist derart, daB man den ”zero energy modes” eines unterintegrierten Elements kiinstli-
che Steifigkeiten gibt. Wichtig ist zum einen, daB die zu stabilisierenden Modes orthogo-
nal zu den konstanten Verzerrungsmodes sind, so daB diese konstanten Verzerrungsmo-
des nicht verdndert werden, zum anderen, daB die Steifigkeiten der zu stabilisierenden
Modes klein bleiben, so daB sie kein "locking” verursachen.
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Der groBe Vorteil der Stabilisierungsmethode ist ihre Effizienz, Nachteil ist zweifelsoh-
ne die mangelnde Zuverlissigkeit, da man die notwendige GréBe der Steifigkeit schlecht
abschitzen kann. Interessante Elemente sind in [Belytschko, 83], [Liu, 86] und [White,
90] zu finden.

Zuverldssige Verbesserungen der Verschicbungsmodelle kdnnen mit gemischten For-
mulierungen erzielt werden. Bei diesen Methoden werden neben den Verschiebungen
Ansitze fiir die Spannungen oder/und Verzerrungen eingefiihrt. Dabei gibt es eine Viel-
zahl von Formulierungsméglichkeiten (sieche Ubersicht in [Pian, 88/2]). Am attraktiv-
sten sind sicherlich die Formulierungen, die zu einer Elementsteifigkeitsmatrix fiihren,
wodurch nichtlineare oder dynamische Berechnungen analog zur Verschiebungsmetho-
de behandelt werden konnen.

Diese Klasse gemischter Formulierungen wird gerne als hybrid-gemischte Klasse be-
zeichnet. Sie enthilt Elemente mit inneren Preiwerten. Da die Felder dieser inneren
Freiwerte nicht a priori kontinuierlich iiber Elementgrenzen hinweglaufen, kdnnen diese
Freiwerte auf Elementebene kondensiert werden. Dies steht im Gegensatz zu einer
echt-gemischten Formulierung, wo neben den Verschiebungen noch andere Freiwerte
im Gesamtsystem auftreten.

Aufbauend auf dem Variationsprinzip von Hellinger-Reissner wurden in den letzten
Jahren mehrere vierknotige oder auch héherwertigere Elemente verdffentlicht. Bei den
Scheibenélementen ist vor allem das Element von Pian und Sumihara [Pian, 84] zu
nennen, bei den Schalen Elemente von [Rhiu, 87], [Saleeb, 87] und [Simo, 89/1].

Zu den hybrid-gemischten Formulierungen ist auch die sogenannte ”assumed natural
strain”- Formulierung zu zihlen. Bei ihr werden Verzerrungsfelder mit Hilfe von Kollo-
kationspunkten festgelegt, was dhnlich zur Unterintegration eine Reduktion der aus den
Verschiebungsableitungen berechneten Verzerrungsfelder ermdglicht. Da die frei zu
wihlenden Verzerrungsfelder an den Kollokationspunkten mit den Feldern der Ver-
schiebungsableitungen verkniipft werden, sind keine zusétzlichen Unbekannten erfor-
derlich. Die Verschiebungen bleiben die einzigen Unbekannten, was die Methode be-
sonders effizient macht. Erwihnt seien die Elemente in [Hughes, 81/1], [MacNeal, 82],
[Dvorkin, 84], [Bathe, 86], [Huang, 86], [Stanley, 86], [Pinsky, 87} und [Wong, 87].

Die Methode der ”assumed natural strains” wird teilweise auch B-bar-Methode ge-
nannt, da sie im Endeffekt zu einer verinderten Operatormatrix, der B-Matrix, fiihrt.
Stolarski und Belytschko entwickelten ein zur *assumed natural strain”-Methode ganz
ahnliches Verfahren, das "mode decomposition” - Verfahren. In diesem Verfahren wird
die B-Matrix mit einer Projektionsmatrix multipliziert, was wiederum zu einer verén-
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derten B-Matrix fiihrt. Ziel ist wiederum, mit der Projektionsmatrix die unerwiinschten
Dehnungsanteile herauszuprojizieren.

Ziel dieser Arbeit ist eine eingehende Untersuchung und Verbesserung der Verstei-
fungs- und Stabilititsprobleme der Scheiben~, Platten~ und Schalenelemente. Die Plat-
ten- und Schalenelemente werden tiber das dreidimensional degenerierte Konzept [Ah-
mad, 70] formuliert. Der Schwerpunkt wurde auf die vierknotigen Elemente gelegt,
wobei aber auch hSherwertigere Elemente diskutiert werden. Die formelméaBige Be-
schreibung ist auf linear elastisches Material und kleine Deformationen beschrinkt,
besondere nichtlineare Aspekte werden angesprochen.

Zunichst werden die mathematischen Grundlagen einer gemischten Formulierung wie
Losbarkeits~ und Stabilititsbedingungen bereitgestellt. Sie ermdiglichen eine einheitli-
che Beurteilung der verschiedenen hybrid-gemischten Elementkonzepte. Die unter-
schiedlichen Elementformulierungen sollen dann am Beispiel der vierknotigen Scheibe
in den Kapiteln 4 bis 8 diskutiert und verglichen werden.

In Kapitel 4 wird das ”assumed natural strain” Konzept angewendet. Neben der zugrun-
de liegenden Variationsbasis wird die wichtige Orthogonalitit der hoherwertigeren zu
den konstanten Modes diskutiert. Ebenfalls gezeigt wird, daB die reduziert integrierten
Verschiebungsmodelle in die Klasse dieser "assumed strain”-Elemente fallen.

In den Kapiteln S und 6 werden, basierend auf den Variationsprinzipien von Hellinger-
Reissner und Hu-Washizu, verschiedene hybrid-gemischte Zweifeld- und Dreifeldap-
proximationen diskutiert. Bei den Hu-Washizu-Elementen soll vor allem der Einftu
der Spannungs-, der Verzerrungs— und der Verschiebungsansitze aufeinander heraus-
gearbeitet werden.

Als Ergénzung soll in Kapitel 7 das in [Simo, 90] vorgestellte Konzept der erweiterten
Verzerrungsansitze (enhanced assumed strain”) vorgestellt werden. Numerische
Scheibenbeispiele sollen die Vor- und Nachteile oder auch Ahnlichkeiten der verschie-
denen Formulierungen klar zum Ausdruck bringen.

In Kapitel 10 wird ausgehend von dem dreidimensional degenerierten Konzept eine lo-
kale Schalenformulierung mit kovarianten Verzerrungs- und kontravarianten Span-
nungskomponenten vorgestellt. Im Gegensatz zu einer Formulierung nach einer Scha-
lentheorie miissen komplizierte mathematische Formen wie Christoffelsymbole oder
kovariante Ableitungen aber nicht explizit aufgestellt werden. Da die verschiedenen
hybrid~gemischten Methoden unterschiedliche Koordinatensysteme als Bezugssysteme
erfordern, wird die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung beziiglich eines konvektiv
krummlinigen Koordinatensystems sowie beziiglich eines elementbezogenen, orthogo-
nalen Koordinatensystems aufgestelit.

11
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Aufbauend auf den in Kapitel 4 bis 8 gemachten Erfahrungen werden dann getrennt
fiir Querschub-, Membran- und Biegeanteil verschiedene hybrid-gemischte Konzepte
angewendet, die zu verschiedenen Schaleneiementen fiihren. Die Zuverldssigkeit dieser
Schalenelemente wird in den abschlieBenden Beispielen untersucht.

12
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2  MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

2.1  Einfithrung

In dieser Arbeit sollen verschiedene gemischte Finite Element ~ Approximationen un-
tersucht werden. Unter gemischten Problemen versteht man ein System von zwei (oder
mehr) Differentialgleichungen, das durch die Aufspaltung einer héherwertigeren Diffe-
rentialgleichung entstanden ist. Charakteristisch ist, daB das Problem nicht nur einen
Variablentyp als Unbekannte enthilt, sondern mindestens zwei (zum Beispiel Verschie-
bungen und Spannungen).

Das gemischte Problem sollte nicht mit dem gekoppelten Problem (zum Beispiel der
Fluid - Struktur ~ Interaktion oder dem thermo - mechanischen Problem) verwechselt
werden. Beim gekoppelten Problem hat man es zwar ebenfalls mit mehr als einer Diffe-
rentialgleichung zu tun; das Differentialgleichungssystem kann jedoch nicht reduziert
werden durch Einsetzen einer Gleichung in eine andere.

Zunichst sollen die grundlegenden Gleichungen des Elastizitdtsproblems aufgestellt
werden. AnschlieBend werden, ausgehend von verschiedenen Einfeldprinzipien, zwei
prinzipiell unterschiedliche gemischte Prinzipien hergeleitet, anhand derer die mathe-
matischen Regeln {iber Lsbarkeit und Stabilitdt von Sattelpunktproblemen diskutiert
werden.

2.2  Das lineare Elastizitdtsproblem

Betrachtet wird ein linear elastischer Kérper mit dem Volumen V. Die Beschreibung
der Bewegung des dreidimensionalen Korpers in einem Lagrangeschen Koordinatensy-
stem erfolgt durch die Verschiebungen

u= [ul 153 U3]T (2.1)

Mit diesen Verschiebungen kdnnen die infinitesimalen Verzerrungen berechnet werden:
1 D

€jj= E(ui’j + uj) bzw. € = Bu (2.2)

Die Indizes i und j laufen von 1 bis 3 und das Komma steht fiir Differentiation

a .
(u; = —8%) . Aufgrund bestehender Symmetrien kann der Verzerrungstensor als sechs-
i

dimensionaler Spaltenvektor (€ = [e11 €x €33 2€12 2€13 2633]") geschricben werden .

Unter der Annahme von Hookeschem Material sind die Spannungen mit den Verzerrun-
gen folgendermaBen verkniipft:

14



o= Ce 2.3)

mit @ = [011 0% 033 012 013 023]L . C enthilt die Komponenten des Werkstofftensors
4. Stufe. Wird eine statische Belastung vorausgesetzt, so lautet das Gleichgewicht

Blg+p=0 (2.4)

Dabei ist § die Volumenbelastung und der statische Operator BT der transponierte des

in (2.2) benutzten kinematischen Operators. (2.2) bis (2.4) gelten filr den Volumenbe.-
reich V. Zur Beriicksichtigung der Randbedingungen wird die Oberfliche 9V des Kor-

pers aufgeteilt in einen Bereich 9V, auf dem Verschiebungen @ vorgegeben sind, und

einen Bereich 8V;mit vorgeschriebenem Spannungsvektor ¢ . Wird die Normale auf

dV mit n bezeichnet, dann gilt:

~

on =1t auf 9V, (2.5)
u =9 auf aVy 2.6)

Mit (2.2) bis (2.6) kénnen die Verschiebungen eines Problems bei gegebener Belastung
bestimmt werden. Die Aufgabenstellung ist in den meisten Fallen aber so kompliziert,
daB Diskrétisierungsverfahren wie die Finite Element Methode benutzt werden miissen.
Grundlage hierfiir sind fiir alle konservativen Probleme die Variationsprinzipien. In
[Oden, 83] sind zahlreiche variationelle Formulierungen aufgefiihtt, die zu den ver-
schiedensten Finiten Elementen fiihren. Das in der Vergangenheit belicbteste Prinzip
war das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie. Viele sich daraus ergebenden
Elemente enthalten aber unangenehme Versteifungseffekte, so daB mehr und mehr zu
gemischten Prinzipien iibergegangen wird.

Nachteil von gemischten Problemen ist, daB der angenehme Extremumscharakter der
Einfeldprinzipien verlorengeht. Fiir die Interpretation der mathematischen Grundlagen
gemischter Probleme sollen zwei gemischte Energieprinzipien eingefiihrt werden. Zum
einen ist dies ein aus der Potentiellen Energie hergeleitetes hybrides Prinzip, zum ande-
ren das Prinzip von Hellinger - Reissner. Vorweggenommen sei, da beim Prinzip von
Hellinger - Reissner die Spannungen die priméren Variablen und die Verschiebungen
die sekunddren Variablen sind; dies ist fiir das erstgenannte gemischte Prinzip gerade
umgekehrt. '
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2.3  Ausgewihlte Energieprinzipien

Die eben genannten gemischten Probleme entstehen dadurch, daB, ausgehend von ei-
nem Einfeldprinzip, Nebenbedingungen in das Funktional genommen werden. Aus-
gangspunkt fiir das erste Beispiel ist das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials:

Ty = J%(ﬁu)TCﬁu dv - P @.7
v
mit der Nebenbedingung
u =1 auf oVy 2.8)
und dem negativen dufleren Potential
Py = JuTﬁ v + Iqu dA (2.9)
v av,

Die gesuchte Funktion u sei ein Element eines Raumes W, der garantiert, daB die Inte-
grale des Variationsproblems definiett sind. (Die genauen Bigenschaften dieser Rdume
sollen in den nichsten Abschnitten behandelt werden.)

Da u aber auch die Nebenbedingung kerfﬁllen muB, wird der Raum W der eigentlich
zulassigen Funktionen auf eine Untermenge K reduziert:

K=[ueW|u=i auf aVy (2.10)

Die Aufgabenstellung fiir dieses gebundene Minimierungsproblem lautet damit: Ge-
sucht ist ein u & K, so daB gilt:

I < T (2.11)

fiir beliebige, in K enthaltene Funktionen v.

Die Einschrinkung des Raumes W kann vermieden werden, wenn das obige Einfeld-
prinzip durch Hereinnahme der Nebenbedingung (2.8) in das Funktional (2.7) umfor-
muliert wird. Dabei werden die Spannungen auf dem Rand 9V, als Lagrangemultiplika-

toren eingefiihrt:

He) = I %(lpiu)TCﬁu dvV - Py~ J (o n)T(u-d) dA (2.12)
v v,
Neben den Verschiebungen tauchen nun Randspannungen als sekundére Variablen auf.

Damit ist das urspriingliche Minimierungsproblem zu einem Sattelpunktproblem gewor-
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den'. Sind v wiederum die Testfunktionen der Verschiebungen und ¢ diejenigen der
Spannungen, so gilt:

N < g < T (2.13)

Das Funktional (2.12) ist konvex beziiglich der priméren Variable u und konkav beziig-
lich der sekundéren Variable, den Randspannungen. Die priméiren und sekundiren Va-
riable vertauschen ihre Rollen, wenn man nicht von (2.7), sondern von der komplemen-
téren Energie ausgeht. Das Prinzip vom Minimum des Gesamtkomplementirpotentials
lautet:

M = I %aTc% dv - I (@ n)hi dA (2.149)
v v,

mit den Nebenbedingungen

Bla+p =0 (2.15)
on=t¢ auf 8V,

Der Raum W aller Funktionen « ist wiederum eingeschrinkt durch die statischen Glei-
chungen:

K=[dEW'ﬁTd+ﬁ=O;o‘n=fauf th} (2.16)

Wie (2.7) ist (2.14) ein Minimierungsproblem und fiir die Losung e gilt:
I = Iy 2.17)

fiir alle zuldssigen Funktionen 1. Werden die Nebenbedingungen in das Funktional ein-
gebracht, so ergibt sich das Prinzip von Hellinger - Reissner:

N = f -% TCle + o™Bu dV - Pgy- I (@ n)(u-i) dA (2.18)
A% v,

und fiir die Losung {e,u} gilt:

gy < Heuy < Mgy (2.19)

1. Die hybriden Verschiebungsmodelle basieren auf zu (2.12) ahnlichen Funktionalen, wobei die
Ubergangsbedingungen die Rolle der hier diskutierten Randbedingung spielen.
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Wie in (2.13) ist I1 fiir ein festes u ein Maximum bei & und fiir ein festes o ein Minimum
bei u, doch in (2.18) sind die Spannungen die primdren Variablen, wihrend in (2.12)
die Verschiebungen die primiren Variablen sind?.

2.4 Die mathematische Analyse der gemischten Formulierung
Im vorigen Kapitel wurden zwei Beispiele fiir gemischte Probleme angegeben. Die ge-
mischten Probleme entstanden, indem die Einfeldprinzipien vom Minimum der poten-
tiellen Energie beziehungsweise der komplementiren Energie mittels Lagrangemultipli-
katoren erweitert wurden. Die Variablen wurden von den Nebenbedingungen befreit
und kénnen damit aus einem allgemeineren, groBeren Raum gewéhlt werden.

Trotz der Befreiung von den Nebenbedingungen kdnnen die Variablen eines Mehrfeld-
problems aber nicht beliebig gewéhlt werden. Es miissen Bedingungen eingehalten wer-
den, so daB eine eindeutige Losung des Sattelpunktproblems garantiert ist. Diese mathe-
matischen Bedingungen sollen nun aufgestellt und erldutert werden.

2.4.1 Die schwache Formulierung
Um die beiden Problemklassen (das (u,¢)-Problem (2.12) beziehungsweise das
(o,u)-Problem (2.18)) einheitlich behandeln zu kinnen, soll folgende, allgemeine For-

mulierung mit den Bilinearformen a¢ y und by eingefilhre werden:

Gegeben seien f e W und g € V,
finde {o ,u} € W XV, so daB gilt:

e T bew) = fe) Veew (2.20)
- bew = gw) Vvev

Aus der Formulierung folgen die Eulergleichungen des zugrundegelegten Funktionals.
Die Variable o steht fiir die primére Variable (beim Hellinger - Reissner Problem wiren
das die Spannungen, beim Funktional (2.12) die Verschiebungen), wihrend u fiir die
sekunddren Variablen steht. ¥ und v sind die entsprechenden Testfunktionen.

Fiir das Hellinger - Reissner Problem stellt die erste Gleichung die Kompatibilitdtsglei-
chung (f = 0) und die zweite Gleichung das Gleichgewicht dar. Legt man (2.12) zugrun-

de, so steht die erste Gleichung fiir das Gleichgewicht, wéhrend die zweite Gleichung
die geometrische Randbedingung ergibt.

2. Beim Stokes - Problem sind die Geschwindigkeiten u die priméren und das Druckfeld p die sekun-
déren Variablen, so da8 dieses Problem der Form (2.12) ganz ahnlich ist.
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W und V sind Hilbert - Rdume, die je nach Problemstellung genauer definiert werden.
Fiir ein Hellinger — Reissner Scheibenproblem ist W = [I—’Z<n>]3 der Raum der Spannun-

gen. Dabei ist L,(qy der Raum aller quadratintegrierbaren Funktionen auf dem Gebiet
Q.

Da die Verschiebungen mit ersten Ableitungen vorkommen, sind sie Elemente des Rau-
mes V = [Hjg)*. Allgemein ausgedriickt ist Hig, der Sobolev - Raum aller quadratin-

tegrierbaren Funktionen einschlieBlich ihrer Ableitungen bis zur Ordnung s. Folglich
gilt:

Hig) = Lo, (2.21)

W’ und V’ sind die zu W beziehungsweise V gehdrenden Dualrdume.

2.4.2 Die Operatorform

Die Euler - Lagrange Gleichungen der schwachen Form (2.20) fiihren zu folgendem
Gleichungssystem:

Ao+Bu=F

2.22
BTe =G @22)

Unter der Voraussetzung, daB A invertierbar ist, kann die erste Gleichung nach & aufge-
16st werden:-

o= A"l (F-Bu) (2.23)
Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

BTA (F-Bu) = G (2.24)
oder umgeformt

BTA 1By = BTA'F-G (2.25)

Existiert (BTA™B)"!, so ist das Sattelpunktproblem eindeutig 15sbar.

Die erste Voraussetzung, ndmlich daB A invertierbar ist, ist jedoch nicht notwendig.
Ein einfaches Beispiel [Hackbusch, 86] zeigt, daB fiir

A= [_1'1] wd B= [%] (2.26)

das Gesamtsystem (2.22) Iosbar ist, obwohl A singulér ist.
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2.4.3 Aufspaltung der Operatoren

Um eine notwendige Bedingung fiir A formulieren zu kénnen, mufl aus dem Raum W
aller Variablen ¢ der Unterraum K < W gebildet werden:

K:= {a €W |BTo= o} (2.27)

Wfrd W dargestellt als direkte Summe der Orthogonalrdume K und W,
W=KOW, (2.28)

so kann der Operator A geschrieben werden als

A= [AKK Axy ] 2.29)

Aix Ay

Mit der entsprechenden Zerlegung von BT = [ BgT BT |, wobei nach (2.27) BxT
beziehungsweise Bk durch 0 ersetzt werden konnen, ergibt sich folgendes gestaffeltes
Gleichungssystem:

Agg Axi 07 TJox Fx
A.LK A_LJ_ B,{|lo ] =1|F, (230)
0 BT 0]lu G

2.4.4 Losbarkeits ~ und Stabilitdtsbedingungen

Notwendig und hinreichend fiir eine eindeutige Losung von (2.30) ist:

ARk existiert (2.31)

B existiert (2.32)

Der Beweis ist in [Hackbusch, 86] gegeben. Der Operator A muB also nur in dem Be-
reich fiir den notwendigen Rang sorgen, der durch B, beziehungsweise B T nicht er-
fat werden kann. Im Beispiel (2.26) liefert die Gleichung B¢ = G eine Bedingung
fir die zwei Unbekannten o; und 0. Um eine zweite Gleichung zu erhalten, ist eine
Matrix A mit Rang 1 erforderlich. Fine Matrix A mit Nullrang wire dann méglich, wenn
B eine quadratische Matrix mit vollem Rang wire.

(2.31) und (2.32) garantieren die Lisbarkeit des Systems. Fiir die Stabilitét, die gewahr-
leistet, daf3 eine kleine Anderung der rechten Seite nur eine kleine ~ und nicht eine
explosionshaft groBe - Anderung des Ldsungsvektors erzeugt, sind die zwei folgenden
Bedingungen notwendig [Brezzi, 90]:
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|AZ I’®  muB nach unten beschriinkt sein (2.33)

IBL? muB nach unten beschrinkt sein (2.34)

Hinter (2.33) und (2.34) steckt die Forderung, daB das Verhiltnis des groBten zum
kleinsten Eigenwert der Matrizen - was der Konditionszahl entspricht ~ beschrankt sein
muB, wobei die Beschrinkung des kleinsten Eigenwerts nach unten besonders wichtig
ist. Mit Hilfe der Bilinearformen kénnen (2.33) und (2.34) folgendermaBen ausgedriickt
werden:

‘ Aox) |

inf SUP ———2->q >0 (2.35)
oek ek [olw [|7]w
[b(fv)l
inf sup ——CO__ > g5 (236
vev rew [[Tlw [viv p )
beziehungsweise
lagg| 2 a |effy >0 Veek (2.37)
b
el _ 550 vvev (2.38)

rew [2lw [lvlv

(2.35) bzw. (2.37) entsprechen der Bedingung (2.33), wihrend (2.36) bzw. (2.38) die
Bedingung (2.34) widerspiegeln.

|- lwbzw. || - v sind die Normen der entsprechenden Riume. (2.35) und (2.36) sagen
aus, daf das infimum {iber das supremum der beiden Bilinearformen a¢, jund b,y
groBer oder gleich einer Konstanten o bzw. 8 sein mul3. Da nur der Teil Agx des Opera-
tors A beschrankt sein muB, wird die Bedingung (2.35) lediglich im Raum K gefordert.
Die zunédchst ausfiihrlich als inf - sup Gleichung geschriebene Bedingung (2.35) verein-
facht sich zu (2.37), da die Form a( | y eine quadratische Form ist. (2.37) ist die Ellipti-

zititsbedingung, wihrend die oft als inf - sup - Bedingung bezeichnete Form (2.36)
beziehungsweise (2.38) zur Babuska —~ Brezzi Bedingung fiihrt.

2.4.5 Anmerkungen zur Stabilitit

Sind die Bedingungen (2.37) und (2.38) erfiillt, so ist das kontinuierliche Problem stabil.
Je nach Problemstellung ist dabei die eine oder andere Bedingung schwieriger zu erfiil-
len. Bei kompressibler Elastizitit oder beim Stokes — Problem macht die Elliptizitatsbe-
dingung (2.37) keine Schwierigkeiten. Die Form a( , )ist elliptisch im ganzen Raum
W, selbst eine Beschriankung auf den Unterraum K ist nicht erforderlich. Damit kann
die priméire Variable & gemiB (2.23) und (2.24) vollstindig eliminiert werden.
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Fir das Stokes ~ Problem oder fiir die Formulierung (2.12) ist die Babuska ~ Brezzi
Bedingung schwierig zu erfiillen, da die priméire Variable aufgrund der auf sie wirken-
den Ableitungen im Raum H! liegen muB.

Untersucht man die Formulierung (2.18) bei inkompressibler Elastizitit, so ist es die
Elliptizitdtsbedingung, die schwierig zu erfiillen ist. Elliptische Randwertprobleme ha-
ben ndmlich nicht automatisch elliptische Bilinearformen. In [Franca, 88] ist gezeigt,
daB a(y,e nicht mehr elliptisch ist in W, da die Konstante « in (2.37) von der Poissonzahl
v abhingt. Da Elliptizitdt aber im Raum X < W ausreichend ist, mit

K=[few|b(,_v)=0 VVEV} (2.39)

kann auch hierflir Stabilitdt gewihrleistet werden [Franca, 88]. Regeln fiir die Finite
Element Approximationen, die die Einhaltung der Stabilititsbedingungen garantieren,
sollen in spéteren Kapiteln diskutiert werden. Neben der Elliptizitits ~ und der inf -
sup - Bedingung sind noch die Kontinuitdtsbedingungen einzuhalten:

A

laen] < allelw l*lw  Vorew (2.40)

A

lbey| < @lolw [vly Yeew,vev (2.41)

wobei fiir die Konstanten ¢; und ¢, gilt:
0<c < (2.42)
0<cp< (2.43)
Die Bedingungen (2.37), (2.38), (2.40) und (2.41) werden im nichsten Abschnitt fiir

ein diskretes System nochmals zusammengestellt.

2.4.6  Bedingungen im diskreten Fall

Im diskreten Fall werden anstatt der Rdume W und V endlich dimensionale Unterriume
Wiy < Wund V, ¢ V gewihlt, die die Interpolationsfunktionen mit bestimmten Kontinui-
titsbedingungen (C°, C!, ... ) enthalten. Dabei steht der FuBzeiger y, fiir einen allge-
meinen Diskretisierungsparameter. Das diskretisierte Problem schreibt sich wie folgt:

Gegeben seien f «e W und g € V°,
finde {o ,uy} € Wy, X Vi, so daB gilt:

ag,5) *+ by = fa V% € W (2.44)

b, v.) = 8w YV vh €V
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Eine eindeutige Losung {6% ,un} € Wy X Vp existiert, wenn die schon im vorigen Ab-
schnitt erlduterten Kontinuitdts ~ und Stabilitdtsbedingungen erfiillt sind:

Kontinuitét:
l2@,e] = ctllanliw lenllw ¥ on ,on € Wh (2.45)
Ibewy] = 2llohlw [Vhlly Y on € Wn, vy € Vy (2.46)
<<= (2.47)
0<c< (2.48)
Stabilitit:
lagm| = an [l Vo0 € Kn (2.49)
wobei  Kp = ['th € Wi | bauy =0 Vv € Vi) (2.50)
el Bn Y€V (2.51)
new, [[onlw vl
apnza>0 (2.52)
Phz=p>0 (2.53)

Wie im kontinuierlichen Fall macht die Erfiillung von (2.45) und (2.46) keine Schwierig-
keiten. Im weiteren ist fiir viele Problemstellungen die quadratische Form a(, ) ellip-

tisch im Raum W, damit ist (2.49) beziehungsweise (2.52) erfiillt.

Bei der Uberpriifung der Babuska - Brezzi Bedingung (2.51) muB jedoch fir alle Pro-
blemstellungen jede Kombination Wy, — Vy, untersucht werden. Damit sich eine stabile
und konvergente Methode ergibt, ist eine abgestimmte Wah! der Riume Wy und Vy
notwendig.

2.4.7  Eine alternative diskrete Bedingung

Betrachtet man zum Beispiel das Hellinger — Reissner Problem, wo die primére Variable
(Spannungen) mit den Ableitungen der sekundédren Variable (Verschiebungen) ver-
kniipft ist, so ist fiir eine stabile Methode eine Kompatibilitit zwischen dem Raum W,
der Spannungsansitze und dem Raum VvV, mit

A [zh ! Zh = Vv 5 vy € Vh} (2.54)


ibbaf
Textfeld


erforderlich. Dabei steht Vv, fiir die abgeleiteten Verschiebungsansitze.

Fiir das Problem kann eine etwas einfacher zu handhabende Stabilititsbedingung ange-
geben werden [Carey, 83]: Wird die Projektion des Raumes der Verschiebungsableitun-
gen VVy in den Raum W, ausgedriickt mit

PIVv, (2.55)

so muf3 entsprechend zu (2.51) gelten:

min 0540078 % 2p>p>0 (2.56)
v EVy " Vvn [lw
(2.56) fordert fiir die Verschiebungsableitungen die entsprechenden "Partner” auf der
Spannungsseite. Mit sinngema abgednderten Projektionen kann (2.56) auf die ver-
schiedensten gemischten Finiten Elementmodelie (Spannungselemente, Verzerrungse-
lemente, ...) angewendet werden. Die Kompatibilitit muB aber fiir beliebige Element-
geometrien und Diskretisierungen gegeben sein.

2.4.8 Fehlerschranken

Erfiillen die Konstanten o4 und By, die obigen Bedingungen fiir alle Parameter h einer
Folge von Diskretisierungen, so ist die Diskretisierung stabil. Es kdnnen optimale Feh-
lerschranken angegeben werden [Brezzi, 90]:

lo-onlw +]u-upfy= C{ inf |o-%fw + inf u-wy llv} (2.57)
BWEW, wEVy

Dabei ist { o, u } die exakte Losung. C ist eine positive Konstante, die typischerweise
die Stabilitdtskonstanten o, und By, im Nenner enthilt. Damit wird deutlich, da8 zum
Beispiel ein bei Netzverfeinerung kleiner werdendes 8, die Konvergenzrate zerstdrt be-
ziehungsweise ein By = 0 zu einem singuldren Gleichungssystem mit unendlichen Span-
nungs- oder Verschiebungsamplituden fiihrt.
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3 VERSTEIFUNGSPROBLEME DER VERSCHIE-
BUNGSMODELLE

3.1 Einfiihrung

Im vorigen Kapitel wurden die mathematischen Grundlagen fiir die gemischten Modelie
diskutiert. Bevor die gemischten Elemente vorgestellt werden, sollen die Versteifung-
sprobleme der reinen Verschiebungsmodelle analysiert werden. Die einzelnen Verstei-
fungsarten ("shear - locking”, *membrane - locking” und "volumetric locking”) schei-
nen zunichst sehr verschiedenartig; Ursache ist jedoch stets ein nicht ausgeglichenes
Verhiltnis zwischen den Verschiebungsformen auf der einen Seite und den Spannungs--

oder Verzerrungsfeldern auf der anderen Seite.

DaB die Spannungs- und Verzerrungsfelder der reinen Verschiebungsmodelle zu hoch-
wertig sind, soll zunéchst fiir das vierknotige Scheibenelement und anschlieBend fiir
die acht~ beziehungsweise neunknotigen Elemente verdeutlicht werden.

3.2 Verschiebungsmodell der vierknotigen Scheibe

Grundlage fiir die Verschiebungsmodelle ist das Prinzip vom Minimum des Gesamtpo-
tentials. Die Potentielle Energie IT ergibt sich nach (2.7) aus der Differenz des inneren
Potentials- U und des negativen duferen Potentials P:

n=uU-P (3.1)
Hierbei berechnet sich U aus der Summe der Energien der einzelnen Elemente:

U=>U (3.2)

In U bezichungsweise U, ist die zu approximierende Variable u mit ersten Ableitungen
enthalten. Konforme Finite Element Ansitze miissen somit aus dem Kontinuitétsraum
C%q) sein, mit dem diskretisierten Gebiet Q. Die Verschiebungsansétze des vierknoti-
gen Scheibenelements werden definiert durch

Vy = [uh = [C?Q)]2|uh,ne =Nd;de Rs} (3.3)

Mit dem Verschiebungsfeld

up = [3] =Nd (3.4)
h
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und

Bu,=Bd (3.5)
sowie der Werkstoffmatrix C ergibt sich die Potentielle Energie des Elements zu
Ue=% dTJBTCB aQ d
Q.

(3.6)

N enthélt die bilinearen Formfunktionen, ausgedriickt in den natiirlichen Koordinaten
§ und m, und d ist der Vektor der Knotenfreiheitsgrade (Bild 3.1).

y’v

i X, U

Bild 3.1: Vierknotiges Scheibenelement mit Freiheitsgraden

Zur Beurteilung der einzelnen Verschiebungsformen (Modes) soll die folgende Aufspal-
tung vorgenommen werden:

_ _|p0jlab
N=PA= [op][Oa] (3.7)

p= {1 & 5 &yl (3.8

mit

(3.9)



Wird anstelle des Vektors d der Vektor & der acht verallgemeinerten Freiheitsgrade
eingefiihrt

0 .

d—.:Q“=l:q:]a (3.10)

6q
mit

1 x y1 xy1
1 X2 Y2 Xoy2

= 3.11

q 1 X3 Y3 X3y3] ( )
1 %4 ya X4ys

50 kann (3.4) umgeschrieben werden in
u,=PAQam (3.12)

P ist eine Matrix, die die fiir den Verschiebungsansatz gewahlten Polynomterme enthélt.
Werden die Matrizen P, A und Q zusammengefaBt, so ergibt sich die zu (3.12) alternati-
ve Form

1 0000
uh?liog%xglxyxy]“ (3.13)
In den kommenden Ausfiihrungen wird jedoch auf (3.12) zuriickgegriffen.

3.2.1  Versteifungseffekte

Fiir ein Rechteckelement, dessen Achsen £ und 1 mit den globalen Koordinatenachsen
x und y zusammenfallen, haben die Verschiebungsmodes die in Bild 3.2 gezeigten For-
men.

L]\ 1L

K/‘
b

Bild 3.2: Verschiebungsmodes eines Vierknotenelements

Die ersten vier Modes ergeben sich aus den vier Polynomtermen fiir die Verschiebung
u, die letzten vier Modes entsprechend fiir die Verschiebung v. Die Polynomterme sind
in den ersten beiden Zeilen von Tabelle 3.1 aufgelistet. Berechnet man fiir das oben
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u L1 & n|én
av 11 & n|é&n
2 20 1] ¢ 1
ay 3¢ )
(1 (2) 3y (&) (5) (6) (7) (8)

Tabelle 3.1: Verzerrungsverteilung der Verschiebungsformen des vierknotigen Scheibenele-
ments

genannte Rechteckelement die zu Verzerrungen fiihrenden Verschiebungsableitungen,
s0 kdnnen spaltenweise die in den einzelnen Modes enthaltenen Verzerrungen abgele-
sen werden.

Neben den drei Starrkdrperverschiebungen ((3) minus (6) ergibt die Rotation) kénnen
die drei konstanten Verzerrungsmodes (2), (7) und (3) plus (6) sowie zwei lineare Mo-
des identifiziert werden. Wihrend die drei Starrkérperverschiebungen und die drei kon-
stanten Modes sich wie gewiinscht ergeben, erzeugen die beiden linearen Modes 4)
und (8) gleichzeitig Dehnungen und Schubverzerrungen. Diese linearen Schubverzer-
rungen sind der Grund des zu steifen Elementverhaltens, was durch die anschlieBende
Eigenwertuntersuchung unterstrichen werden soll.

3.2.2 Eigenwertanalyse

Die in Bild 3.3 dargestellten Eigenwertverliufe geben die Steifigkeiten der fiinf Defor-
mationsmodes eines vierknotigen Scheibenelements wieder, wobei eine Seitenldnge des
Elements variiert wurde. Nicht dargestellt sind die drei Nulleigenwerte der Starrkdrpe-
ranteile, die sich ebenso wie die drei konstanten Modes (ex = €, = €xy = konstant) stets
korrekt ergeben. Vergleicht man die Eigenwerte der linearen Verzerrungsmodes (4)
und (8) mit den Ergebnissen exakter Biegemodes (gestrichelt), so erkennt man, daf
bei zunehmender Seitenldnge 1, der Eigenwert von Mode (4) um ein Vielfaches iiber
dem gewlinschten Eigenwert liegt. Schon bei einem Seitenverhiltnis Ik:lyvon2: 1
ist zum Beispiel Mode (4) um den Faktor 3 zu steif, was sich in Rechnungen dadurch
niederschlédgt, daB nur 33% der exakten Verschiebung erreicht wird. Ziel ist es deshalb,
das Verhalten dieser linearen Dehnungsmodes zu verbessern.



A Eigenwert
€,= konst.
«* konst.
€,= konst.
10 20 40 8,0 Seite 1,
o = 1 1

Bild 3.3: Eigenwertverldufe des vierknotigen Scheibenelements bei variierender Elementliinge
L (=10 E=10;v=00)

3.2.3 Reduzierte Integration

Ein erster Weg, die Versteifungseffekte von Verschiebungselementen zu vermeiden,
war die Unterintegration [Zienkiewicz, 71]. Fiir die vierknotige Scheibe bedeutet dies
eine Einpunkt- statt der {iblichen 2x2~Integration. Die Einpunktintegration an der Stelle
£ = n = 0 kann jedoch die linearen Felder der Verschiebungsableitungen nicht erfassen.
Wie in Tabelle 3.2 dargestelit, entstehen zwei zusétzliche Nullspalten. Solche Deforma-
tionsmodes (hier Mode (4) und (8)), die keine Verzerrungen entwickeln und somit auch
keine Energie aufnehmen, die aber keine Starrk6rperverschiebungen darstellen, nennt
man "zero energy modes” (ZEM).
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u L& n &
v P& n]én
du 1
at
dy ]
et & du
u av
N -+ ot 1 1

) @ 3 ¢ (B (6 () (9
Tabelle 3.2: Verzerrungsverteilung des reduziert integrierten Scheibenelements

Wendet man die selektiv reduzierte Integration an (Einpunkt-Integration nur fiir den
Schub), so kommt es zu keinem ZEM. Das Versteifen kann jedoch nur fiir rechteckige
Elemente beseitigt werden, weil bei verzerrter Blementgeometrie Dehnungen und
Schubverzerrungen gekoppelt sind. Ein optimales Elementverhalten wird durch eine
zusdtzliche Verzerrungs- oder Spannungsannahme erreicht. Bevor diese verbesserten
Elementmodelle vorgestellt werden, soll das Verhalten der héherwertigen Verschie-
bungselemente untersucht werden.

3.3 Hoherwertigere Scheibenelemente

Nach der Analyse des vierknotigen Elements stellt sich die Frage, ob die Versteifung-
sprobleme mit hoherwertigeren, acht- oder neunknotigen Elementen vermieden werden
kénnen. Zur Kldrung dieser Frage soll wieder eine tabellarische Untersuchung der Ele-
mentmodes durchgefithrt werden. Tabelle 3.3, die fiir die Verschiebungen die Polynom-
terme bis zum Grad £n? enthilt, kann sowohl fiir das neunknotige als auch fiir das
achtknotige Scheibenelement (Mode (9) und (18) entfallen) bénutzt werden.

v |1|E]n]en € 0| e lin? Q’Q‘:’ﬁf
: ty & n | En| 07| €080 | €97

RRNREIRREY i

¢
, 3
, 3&0 2 o0 Vi) Hel [ e i
Ju 4 Qv : 242
u g 2 Wel ndaeq) 1| (nle) | iy
(42030 (&) {8) (8) (7} (&) (9 GOl ) (13 (16 115) 1160 (470 (18)
Tabelle 3.3: Verzerrungsverteilung des acht- und neunknotigen Scheibenelements

Wie beim Vierknotenelement ergeben sich die drei Starrkdrperverschiebungen (1), (10)
sowie (3) minus (11) und die drei konstanten Verzerrungsmodes (2), (12) und (3) plus
(11) stets exakt. Auch das beim vierknotigen Element noch problematische Verhalten
der linearen Modes (4) und (13} ist durch die hinzugekommenen Modes (5), (6) und
(14), (15) verbessert. Zum Beispiel wird Mode (4) mit Hilfe von Mode (14) zu einem
reinen Dehnungsmode.
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Die quadratischen Verzerrungsmodes (7), (8), (9) und (16), (17), (18) weisen jedoch
die unerwiinschte, zum Versteifen fiihrende Kopplung zwischen Dehnungen und Schub-
verzerrungen auf.

Bild 3.4: ZEM des 2x2-integrierten achtknotigen Scheibenelements

Verbessert wird das zu steife Verhalten wiederum durch eine 2x2-Unterintegration,
die die quadratischen Verzerrungsfelder nicht mehr erfaBt (die Terme sind in Tabelle
3.3 unterlegt). Fiir das Neunknotenelement ergeben sich dadurch drei zusitzliche Null-
spalten, das heiBt drei ”zero-energy-modes” (Mode (9), (18) und (8) minus (16), fiir
das achtknotige Element ergibt sich ein ZEM ((8) minus (16)). Dieser bei beiden Ele-
menten auftretende ZEM ist in Bild 3.4 dargestelit.

DaB sich das zu steife Verhalten der voll integrierten Elemente wie beim vierknotigen
Element schon fiir einfache Lastfalle zeigt, soll im folgenden Beispiel gezeigt werden.
Zum zweiten wird dort die besondere Problematik, die mit den ZEM verbunden ist,
deutlich.

3.3.1 Beispiel: Kragarm mit unterschiedlichem Elementnetz
Berechnet wurde ein mit zwei achtknotigen Elementen idealisierter Kragarm, der durch
zwei gegenldufige Lasten auf Biegung beansprucht wird (Bild 3.5). Untersucht wurden
fiinf verschiedene Elementeinteilungen. Im Fall A sind die Elemente rechteckig, fiir
den Fall B linear und in den Fillen C, D und E zunehmend quadratisch verzerrt. Gezeigt
sind die urspriinglichen Netze und die zugehérigen Deformationen.

Fiir den Fall A ergeben die volle sowie die reduzierte Integration das richtige Ergebnis,
da die versteifenden Modes (7), (8), (16) und (17) fiir diesen Lastfall nicht angeregt
werden. Sind die Elemente aber linear (Fall B) oder quadratisch (Fall C) verzerrt, so
werden auch fiir diesen Lastfall die versteifenden Modes aktiviert. Die volle Integration
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ergibt deshalb im Fall B nur ungefihr 60% der Soliverschiebung (nicht dargestellt),
im Fall C sind es nur noch ca. 20%.

£ =10
v =00
| -+
3x%3
® ! 202
4 — e
2x2
2x%2
3%3
2x2
I
® !
2x2
Y —

Bild 3.5: Untersuchung an achtknotigen Scheibenelementen bei zunehmender geometrischer
Verzerrung
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Bei Unterintegration wird das Ergebnis fiir Fall B korrekt. Man erkennt jedoch, dafl
bei zunehmender quadratischer Verzerrung (Fall C, D, E) der in Bild 3.4 dargestellte
Mode mehr und mehr angesprochen wird und, da-es sich um einen viel zu weichen
Mode (”soft mode”) handelt, das Ergebnis verfalscht.

Etwas irrefiihrend ist es daher, den ZEM des unterintegrierten Achtknotenelements als
“noncommunicable”? zu bezeichnen. Bei entsprechender geometrischer Verzerrung

kann der Mode in einem Elementverband als "soft mode” auftreten.

3.4 Folgerungen

Anhand einer tabellarischen Untersuchung wurde das Versteifungsproblem des vierkno-
tigen Scheibenelements dargelegt. Auch die héherwertigen Elemente zeigen fiir die ho-
herwertigen Modes ein dhnlich steifes Verhalten.

Daf3 diese hoherwertigen Modes bei starker Elementverzerrung auch fiir einfache Last-
falle aktiviert werden, konnte mit dem Beispiel des Kragarms gezeigt werden.

Will man versteifungsfreie Elemente, so miissen die versteifenden Modes dieser Ele-
mente verbessert werden. Der gegeniiber Vierknotenelementen héhere Aufwand zur
Verbesserung der acht- bezichungsweise neunknotigen Elemente scheint nicht gerecht-
fertigt, so daf in dieser Arbeit alternative Formulierungen filr das vierknotige Element
vorgestellt werden sollen.

3. ”Noncommunicable” wird ein ZEM genannt, der nur fiir ein einzelnes Element, nicht jedoch in
einem Elementverband auftreten kann.
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4  ”ASSUMED NATURAL STRAIN” - MODELLE

4.1 Einfihrung

Aufgrund der Ahnlickeit zur Verschiebungsmethode soll als erste alternative Formulie-
rung die sogenannte "assumed natural strain”— Methode (ANS-Methode) vorgestelit
werden. Bei dieser Methode werden, um Versteifungseffekte zu vermeiden, die sich
aus den Verschiebungsableitungen ergebenden Verzerrungsfelder reduziert. Dabei wer-
den die neuen Verzerrungsfelder iiber geschickt gewahlte Stiitzpunkte (”sampling
points”) definiert. Fiir ein Scheiben— oder Plattenelement kann zum Beispiel mit einem
Kollokationspunkt ein konstantes Verzerrungsfeld, mit 2x2 Punkten ein bilineares oder,
fiir héherwertige Elemente, mit 2x3 Punkten ein linear-quadratisches Feld definiert
werden.

Im Gegensatz zu den spiter erlduterten hybrid-gemischten Formulierungen, haben die
Verzerrungsfelder aber keine eigenen Freiwerte, sondern sie werden an den Kollokati-
onspunkten direkt aus den Verschiebungsfeldern berechnet. Die daraus resultierende
Effizienz ist ein groBer Vorteil der ANS-Methode.

Im folgenden wird das Verfahren auf die vierknotige Scheibe angewendet.

4.2 Reduzierte Verzerrungsansitze der vierknotigen Scheibe

Wihrend die Verschiebungen
uy,=PAQa 4.1)

beziiglich des globalen Koordinatensystems definiert sind, werden die Verzerrungen
in der ANS-Formulierung auf das natiirliche, elementorientierte Koordinatensystem
£,u bezogen. Dies hat den grolen Vorteil, dafl die Invarianz des Elements beziiglich
seiner Lage auch dann gegeben ist, wenn die Verzerrungsansitze aus unvollstindigen
Polynomfeldern bestehen. Unter Benutzung der Jakobimatrix

ax] oy
0 a5 o

1= |5l %5 @2
on an oy

ergeben sich die kovarianten Komponenten des Verzerrungstensors zu [Malvern, 69]
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X duyp

9 OF
€5t 9X dup,
65.‘“) = {€,,,71| = 3_77—5;; (4.3)
Al | ox ouy | ox oup
of on  on oF
Betrachtet man zum Beispiel den Term
oup
—L=Ps A 4.4
% £ AQa 4.4

so erkennt man, daB sich die aus den Verschiebungsfeldern berechneten kompatiblen
Verzerrungsfelder schlicht durch Ableitung der in P gewihlten Polynomterme ergeben
(siche Tabelle 3.1). Da der Raum der zuldssigen Verzerrungsfelder

Ey = {€h|€h S [Lz(n)]?’} 4.5)

auch diskontinuierliche Verzerrungsfelder zuldBit, kann die folgende Polynomverteilung
gewdhlt werden:

e [17]
em: [1 6] (4.6)
€0 (1]

Wird die Projektion des Raums der in (4.3) berechneten Verschiebungsableitungen
in den Raum der Verzerrungen E; ausgedriickt durch

€V, @.7

so kann die Stabilitit des Elements mit (2.56) nachgewiesen werden. Anschaulich ges-
prochen entspricht (2.56) einer "Partnersuche” zwischen den Verschiebungsableitun-
gen und den in (4.6) angesetzten Verzerrungen. Die tabellarische Untersuchung mit
Tabelle 3.1 zeigt, daB durch die Verzerrungsannahme (4.6) jedem Verschiebungsmode
(sofern er keine Starrkdrperverschiebung darstellt) im Rechteckelement ein einzelner
Verzerrungsparameter zugeordnet werden kann.

Aufgrund der bilinearen Verschiebungsannahme hat die Steifigkeitsmatrix die GréBe
8x8. Drei Nullzeilen beziehungsweise — spalten entsprechen den drei Starrkérperver-
schiebungen und drei Zeilen und Spalten représentieren die drei konstanten Verzer-
rungsmodes. Da die Steifigkeitsterme fiir diese sechs Modes exakt sein sollen (Patch
Test — Forderung), muf bei der Erfassung der beiden linearen Anteile darauf geachtet
werden, daBl diese exakten Terme nicht beeinflult werden.
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Eine Orthogonalitit der linearen zu den restlichen Anteilen ist gegeben, wenn die Stei-
figkeitsmatrix k in den verallgemeinerten Freiheitsgraden o formuliert wird. Dies soll
in den folgenden Abschnitten gezeigt werden. Mit dieser Formulierung kdnnen auch
die versteifenden Terme des Verschiebungsmodells isoliert werden.

4.2.1 Die Steifigkeitsmatrix des Verschiebungsmodells

Die Blementsteifigkeitsmatrix des reinen Verschiebungsmodells ergibt sich zu (der In-
dex « soll auf die Formulierung in o hinweisen):

k, = IBQT C B, dQ (4.8)
Q.

Dabei ist C der konstitutive Tensor und B, berechnet sich Gber (4.3) und (4.4).

Oy O, Oy QY Oy Ol Oy Olg

Bild 4.1: Steifigkeitsmatrix ke,

Aufgrund der Formulierung beziiglich der globalen Modes o entsprechen die acht Zei-
len oder Spalten den Steifigkeitskomponenten der acht Modes. Da die Modes o, i,
o3 und as, o, o7 (siehe Bild 3.2) die Starrkdrperverschiebungen und die konstanten
Modes reprisentieren und diese Modes exakt enthalten sind, sind die Steifigkeitskompo-
nenten dieser Zeilen und Spalten exakt (Bild 4.1).

Die Versteifungseffekte des voll integrierten Verschiebungselements sind in den Kom-
ponenten kya, kss, kg4 und kgg enthalten. Sie représentieren die zu steifen linearen Ver-
zerrungsmodes und genau diese vier Komponenten sollen nun verbessert werden.

36


ibbaf
Textfeld


4.2.2 Die Steifigkeitsmatrix des ANS - Modells

Da die Starrkorperverschiebungen und die konstanten Verzerrungsmodes auch mit ei-
ner Einpunkt - Integration erfafit werden kénnen, ist es sinnvoll, die Steifigkeitsmatrix
additiv aufzuspalten und in zwei Teilen zu berechnen:

k=k+K 4.9)

4.2.2,1 Berechnung der Basissteifigkeiten

Die Steifigkeitsterme fiir die Basissteifigkeitsmatrix k°® werden mit einer 1x1 — Unterin-
tegration ermittelt; sie stellen die Starrkdrperverschiebungen sowie die konstanten Ver-
zerrungmodes dar. Die Basissteifigkeitsmatrix ist fiir all die FE - Modelle identisch,
die den Patch Test passieren.

4.2,2,2 Berechnung der héherwertigen Steifigkeiten

Wihrend die Matrix k° die Konvergenz sichert, erfaBt die Matrix k! die linearen Verzer-
rungsmodes und sorgt damit fiir den notwendigen Rang der Gesamtmatrix k. Um die
Konvergenz nicht zu zerstéren, miissen die linearen Anteile jedoch orthogonal zu den
in k° enthaltenen Modes sein.

Ist die Operatormatrix B analog zu (4.9) zerlegt in
B = B° + B! (4.10)

so kann folgende Bedingung aufgestellt werden:

Wird die zur Berechnung von k° aufgestellte Operatormatrix B® um hiher-
wertige Anteile B erweitert, so darf die beim Patch Test verrichtete Arbeit
der konstanten Spannungen &° nicht verdindert werden:

dr [ B ¢¢ dQ = dT j (B¢ + BYTe¢ dQ (4.11)
Q. Qe

((4.11) konnte auch iber (3.10) beziiglich der Freiheitsgrade e formuliert werden, da
Q nur konstante Terme enthélt und somit den Integranden nicht beeinfluBt.) Aus (4.11)
kann eine Art Patch Test Bedingung oder Orthogonalitdtsbedingung aufgestellt werden:

IB‘T dQ =0 (4.12)
Q.
(4.12) kann erfiillt werden, wenn k! beziiglich der verallgemeinerten Freiheitsgrade oy

aufgestellt wird
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K, = IBLT C B, dQ (4.13)
Q.
und in (4.13) nur die Komponenten ka4, Kag, kg4 und keg beriicksichtigt werden. Fiir

diese vier Steifigkeitsterme brauchen nur vier Terme in der Operatormatrix Byl erstellt
zu werden ( Bild 4.2).

kg Keg
a. 5

Bild 4.2: Steifigkeitsterme fiir die Berechnung von ko'

Die Berechnung der Komponenten fiir B, erfolgt iiber jeweils zwei Kollokationspunkte
(Bild 4.3), wodurch sich die gewiinschte linear - konstante Verteilung ergibt:

Bild 4.3: Kollokationspunkte des Vierknotenelements
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1 1
€ge = —2-(1 - )y + 5(1 + n)eg;
(4.14)

em = 5 (1~ 065, + 2 (1-O)

ege, ege® sowie eny©, ey sind die an den Kollokationspunkten nach (4.3) berechneten
Verzerrungskomponenten. Uber (4.9) wird die endgiiltige, beziiglich der Knotenfrei-
heitsgrade d formulierte Steifigkeitsmatrix k gebildet. Wahrend k° {iber die 1x1 - Inte-
gration direkt in d aufgestellt wird, muf} ko' beziehungsweise deren vier Komponenten
noch transformiert werden. Die Transformation ergibt sich gemiB (3.10) zu

K=QTk Q' (4.15)

Auch hier beschrinkt sich die Matrizenmultiplikation auf wenige Operationen (Bild
4.4).

ka4 kag
K, NN

Q—l

k4 keg

.
.

\\\

(=]
q
IR

A s

" Bild 4.4: Transformation der Steifigkeitsterme von k'

4.3  Variationelle Basis der ANS-Methode

Aus Griinden der Anschaulichkeit wurde in den vorigen Abschnitten das ”assumed-na-
tural-strain”~ Element direkt aus dem Verschiebungsmodell entwickelt. Dieses Vorge-
hen entspricht auch der Entstehungsgeschichte der Methode. Das Verfahren wire aber
mathematisch unbefriedigend, wiirde es — dhnlich der Unterintegration— nur auf Inge-
nieurtricks und nicht auf einem sauberen Funktional basieren.
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Durch die Annahme von Verschiebungs— und Verzerrungsfeldern hat man das Einfeld-
prinzip der potentiellen Energie verlassen, und so stelit sich die Frage nach der verdn-
derten variationellen Basis.

In [Dvorkin, 84] und [Huang, 86] wurde der Ausdruck der potentiellen Energie mit
Termen erweitert, die die Arbeiten der verdnderten Verzerrungsfelder erfassen:

Us = Ug + f An(€n - Buy) dQ (4.16)
Q.

Die ®y, sind Lagrange — Multiplikatoren, die die Spannungen widerspiegeln. Aufgrund

der punktweisen Verkniipfung von €, und lDluh werden sie als Dirac-delta-Funktionen
gewdhlt,
Letztendlich zufriedenstellend war aber erst die Arbeit von [Simo, 86], in der gezeigt

wurde, daf3 der Methode das Prinzip von Hu-Washizu zugrunde liegt. Ausgehend von
diesem Funktional ist die innere Energie der Volumenterme

U = I %—GECeh - ole, + oTBuy, dQ 4.17n
Qe

Wie im vorigen Abschnitt diskutiert, bestehen die sich aus den Verschiebungsableitun-
gen ergebenden Verzerrungen

&b = d+q @19

aus einem konstanten Anteil sowie einem hoherwertigen Anteil, der in (4.18) in einen
erwiinschten Anteil €' sowie einen versteifenden Anteil &, aufgespalten ist. Wihlt man
nun einen Verzerrungsansatz, bestehend aus dem konstanten sowie dem erwiinschten
hoherwertigen Anteil

€ = € + 6, (4.19)
und setzt (4.18) und (4.19) in (4.17) ein, dann ergibt sich
Ue =[50+ )6 + &) + ol 00 (420)
Qc

Werden die Spannungen so berechnet, daf sie orthogonal zu den versteifenden Verzer-
rungsanteilen sind, so entféllt der letzte Term in (4.20). Ist im weiteren die schon ange-
sprochene Orthogonalitit zwischen €,° und &,' gegeben, so ergibt sich (4.20) zu
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U = [5eca + sefce, an , (4.21)
Qe
was zur Steifigkeitsmatrix (4.9) fiihrt.

Die aus dem Funktional herausgefallenen Spannungen miissen in der Nachlaufrechnung
allerdings so berechnet werden, daf3 sie orthogonal zu den Verzerrungsfeldern

€ = (B -BY) ¢ (4.22)

sind, wobei sich B3 iiber (4.18) und B {iber (4.19) ergibt. Wird die urspriingliche
Operatormatrix B! vollstindig aufgestellt, so kénnen die korrekten Spannungsfelder
iiber eine Gram - Schmidt — Orthogonalisierung konstruiert werden [Simo, 86]. Einfa-
cher ist es jedoch, die Spannungen auf die konstanten Felder zu beschrianken. Fiir die-
sen Fall ist die gewiinschte Orthogonalitdt gewéhrleistet, da €,° keine konstanten, son-
dern nur lineare Anteile enthalt.

Anmerkung 1: Selbstverstandlich beeinflult die nachtrigliche Spannungsberech-
nung in keiner Weise die Verschiebungen und hat somit auch keinerlei
Einfluf} auf die Konvergenz des Elements. Sie sorgt lediglich dafiir, da3
die Methode variationell abgesichert ist. Dal} eine zusétzliche Span-
nungsgléttung die variationelle Basis wiederum verédndert, sei hier am
Rande erwihnt.

Anmerkung 2: In [Belytschko, 89] wurde fiir ein ANS - Modell das modifizierte
Prinzip von Hellinger - Reissner mit

Ue = I —%—eECeh + €'CBuy, dQ (4.23)
Q.

als Variationsbasis benutzt. Will man aber sdmtliche versteifenden An-
teile herausstreichen, so reicht dieses Prinzip nicht aus. Sind ndmlich
die zu approximierenden Verzerrungen festgelegt durch (4.19), so sind
die Spannungen

o = Ce = C(B°+ B) d 4.24)

so daf} die versteifenden Anteile nicht vollstindig eliminiert werden kén-
nen.
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4.4 Interpretation der Verschiebungsmodelle als ANS ~ Modelle
Da die Integrationspunkte von Verschiebungselementen auch als Kollokationspunkte
einer "assumed natural strain” - Methode angesehen werden konnen, stellt ein nume-
risch integriertes Verschiebungsmodell einen Sonderfall der ANS - Methode dat.

Durch die gewéhlten Integrationspunkte (volle, selektive oder reduzierte Integration)
werden wie bei der ANS - Methode Verzerrungsfelder festgelegt, die an eben diesen
Integrationspunkten mit den Verschiebungsfeldern verkniipft werden.

Die Variationsbasis der ANS - Modelle, das Prinzip von Hu - Washizu, wire damit
die Variationsbasis der selektiv oder reduziert integrierten Verschiebungselemente. Da
im Gegensatz zur ANS - Methode keine speziellen Extrapolationsverfahren von den
Kollokations ~ zu den Integrationspunkten hin benutzt werden miissen, erfiillt eine
Spannungsberechnung {iber

o = Cép (4.25)

aber stets die Orthogonalitét zu den nicht beriicksichtigten Anteilen €,°. Damit reduziert
sich das Prinzip von Hu ~ Washizu zu dem Hellinger - Reissner Prinzip. Die Identitit
von Hellinger - Reissner - Elementen und unterintegrierten Verschiebungselementen
wurde in [Malkus, 78] gezeigt.

Im Falle einer vollen Integration entsprechen die durch die Integrationspunkte festgeleg-
ten Verzerrungsfelder den Feldern, die sich aus den Verschiebungsableitungen ergeben:

€ = é{‘u) = Iniuh (4.26)

Damit reduziert sich das Prinzip von Hu - Washizu zum Prinzip vom Minimum der
potentiellen Energie und die Spannungen kdnnen beliebig berechnet werden.
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5  HYBRID-GEMISCHTE SPANNUNGS-
VERSCHIEBUNGS-APPROXIMATION

5.1 Einfiihrung

Im Gegensatz zu den ANS - Elementen erfolgt die Formulierung der Spannungs -
Verschiebungs - Elemente direkt mit einem Variationsprinzip, dem Prinzip von Hellin-
ger — Reissner. Ansétze werden fiir die Spannungen und die Verschiebungen einge-
fithrt, wobei die Spannungsansatze diskontinuierlich sind. Dies erméglicht eine Elimina-
tion der Spannungsunbekannten auf Elementebene, so daB diese Formulierung
ebenfalls zu einer Elementsteifigkeitsmatrix fiihrt.

Schwierigkeit bereitet das Auffinden der optimalen Ansétze, die ein versteifungsfreies
und zugleich stabiles Element ergeben. Hinsichtlich dieser Punkte werden die in Kapitel
2 eingeflihrten Losbarkeits— und Stabilititsbedingungen diskutiert.

5,2 Das kontinuierliche Problem

Grundlage der hybrid - gemischten Spannungselemente ist das Prinzip von Hellinger
- Reissner (2.18). Werden die Rand ~ und Ubergangsterme auBer acht gelassen, so
schreibt sich das Funktional als

1 n .
Mgy = j "EO’TC_IG + ¢'Bu ~u'p dV 5.1)
\'

(5.1) ist definiert auf dem Raumpaar W X V:
N:WxV-1R (5.2)

mit den Rdumen

W= [al @ € [Loy, 1"} (5.3)

V= {ul u e [H(lv)]““} 5.4
Fiir ein zweidimensionales Kontinuum ist W ein dreidimensionaler und V ein zweidi-
mensionaler Raum (ng = 3, n, = 2). Das Funktional IT hat einen stationiren Wert, wenn

f [(ﬁu -Clo)T ¢+ (TBv - les)] dv =0 (5.5)
\'%
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fiir beliebige Funktionen £ € W und v € Vo mit

Vo = [vl ve [H(lv)]““ 5 v]av, = 0} (5.6)
(5.5) ist dquivalent mit den beiden Gleichungen

D
J(Bu~C‘1o')T ©tdV=0 VreWw .7)

dTﬁv-wTﬁ dv =0 Vvey

e

(5.8)

5.3  Die diskretisierten Gleichungen

Um zu einer Naherungsldsung zu gelangen, wird das Kontinuum durch Finite Elemente
diskretisiert, wobei filr die unbekannten Variablen {iber jedes Element Polynomapproxi-
mationen gelegt werden. Im Falle des zweidimensionalen Kontinuums werden die Span-
nungsapproximationen definiert durch

Wy = [ah € [Lggl l o, =PB;pE ]R“ﬂ} (5.9)

Analog zu den Verschiebungsansitzen enthilt P wiederum die Polynomansitze. @ stellt
den Vektor der Spannungsfreiwerte dar. Die Verschiebungen werden C° ~ kontinuier-
lich angesetzt, wobei

Vp = [uh € [Cyl? | uy, =Nd;de ]R“d} (5.10)

Die Vektoren d und # sind Elemente des ng~ dimensionalen beziehungsweise ng- di-
mensionalen Raums. Dabei steht ng filr die Anzahl der Verschiebungsfreiheitsgrade
pro Element und ng fiir die Anzahl der Elementspannungsfreiwerte.

Unter Beriicksichtigung, daB sich das innere Potential U aus der Summe der Beitrédge
U, der einzelnen Elemente berechnet, ergibt sich mit den obigen Ansétzen und (5.1)
folgender Ausdruck:

U, = ——zl-ﬁTHﬁ + A°Gd (5.11)

wobei

H = f PTC-p dQ
Qe

(5.12)
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= T
G= JP B dQ (5.13)
Q.

Variation beziiglich der Unbekannten 8 und d ergibt das Gleichungssystem
-HB+Gd =0 (-14)
Gg =R (5.15)

Fiir korrekt angesetzte Spannungen (was im folgenden diskutiert werden soll) und einer
positiv definiten inversen Werkstoffmatrix ist H positiv definit und # kann {iber

B =H1Gd (5.16)

aus dem Gleichungssystem (5.14) - (5.15) eliminiert werden. Die verbleibenden Unbe-
kannten sind die Verschiebungen und die Elementsteifigkeitsmatrix ist

k = G'H'G (5.17

Im Gegensatz zu einer echt — gemischten Methode ist damit der Ablauf bei der hybrid
- gemischten Methode dem der konventionellen Verschiebungsmethode sehr dhnlich.
Nach dem Zusammenbau und der Gleichungslsung sind die Verschiebungen bekannt;
die Spannungen werden anschlieBend {iber (5.16) berechnet:

on = PH'Gd (5.18)

5.3.1  Stabilitdt des diskreten Systems

Wie bei jedem gemischten Verfahren stellt sich auch hier die Frage nach der numeri-
schen Stabilitit. Neben den leicht zu erfiillenden Kontinuititsbedingungen (2.45) und
(2.46) gilt es vor allem, die Elliptizititsbedingung (2.49) und die Babuska - Brezzi -
Bedingung (2.51) einzuhalten.

Obwohl diese Bedingungen fiir das Gesamtsystem gelten, kénnen sie im diskreten Fall,
da die Spannungen diskontinuierlich angesetzt und auf Elementebene herauskonden-
siert werden, an einem Element diskutiert werden.

5.3.1.1 Die Elliptizititsbedingung
In (2.49) wird Elliptizitit fiir die Form ag, ) (hier Matrix H) beziiglich des Unterraums

K, (siehe (2.50)) gefordert. Ist H positiv definit, so ist Elliptizitdt sogar fiir den ge-
samten Raum W), gegeben. Fiir den Fall der kompressiblen Elastizitit (C!ist positiv
definit) gilt dies, wenn die Spannungsansitze linear unabhingig sind.
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Schwieriger wird es, wenn ~ wegen eines komplizierten Werkstoffgesetzes oder Inkom-
pressibilitdt - die Matrix C™! nicht mehr positiv definit ist. Der Nachweis der Elliptizitiit
beziiglich des Kerns Ky, muf3 dann, da Ky, ¢ W, fiir jeden Elementansatz individuell

Uberpriift werden [Franca, 88].

5.3.1.2 Die Babuska - Brezzi Bedingung

Die diskrete Babuska - Brezzi Bedingung, die eine Uberpriifung von G darstellt, schreibt
sich unter Beriicksichtigung von (5.9) und (5.10) folgendermafien:

Jijen |

inf —_— e > >8>0 5.19
o ok TBL a2 G19)

wobei || | fiir die Euklidsche Norm steht. (5.19) fordert, daB innerhalb der Spalten
von G nur so viel lineare Abhéngigkeiten vorhanden sein diirfen, wie Starrkdrperver-
schiebungen n, moglich sind [Hartmann, 86]. Betont werden muf, da8 es jedoch nicht
ausreicht, nur eine Diskretisierung zu untersuchen. Stabilitit ist erst gewéhrleistet, wenn
fiir beliebige Diskretisierungsparameter h, das heiBt fiir beliebige Elementgeometrien,
stets ein fy existiert, so daf gilt:

Bn>B>0 (5.20)

Da (5.19) fiir beliebige Fille duBerst schwierig zu berechnen ist, soll zusitzlich die
alternative Form (2.56) diskutiert werden. Sie fordert eine Kompatibilitit zwischen den
Réumen Wy, und VVy, , wobei VVp, — wie in (2.54) dargestellt — die Verschiebungsablei-
tungen enthélt.

Bedingung (2.56) bedeutet nicht, da Wy D VVy, . Ein Modell mit solch hohen Span-

nungsansitzen, die mindestens so hoch sind wie die Verschiebungsableitungen, wiirde
(analog dem "limitation principle” von [Fraeijs de Veubeke, 65]) dem Verschiebungs-
modell entsprechen. Damit G den notwendigen Rang hat, muB} gelten:

dim Wy, = dim VYV (5.21)
beziehungsweise mit den Ansétzen aus (5.9) und (5.10)
nﬂ = nd._.nr (522)

Aussagekriftiger als die reine Abzahlregel (5.22) ist eine tabellarische Untersuchung,
in der die Polynomfelder der Verschiebungsableitungen berechnet werden (siche zum
Beispiel Tabelle 3.1). Die Untersuchung gibt iiber die notwendige Anzahl der Span-
nungsmodes hinaus Auskunft dariiber, welche Spannungsparameter gewahlt werden
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miissen, damit die geforderte Kompatibilitit der Raume Wh und VVj, gegeben ist. An-
hand des vierknotigen Scheibenelements soll das Vorgehen verdeutlicht werden.

5.4  Das vierknotige Scheibenelement

Die C%kontinuierlichen Verschiebungsansitze und die diskontinuietlich verlaufenden
Spannungsansitze fiir ein Element lauten gemi (5.9) und (5.10):

u, = [3] =Nd (5.23)
h

oy = F;] =PA (5.24)
OxyIn

Fiir (5.23) werden wiederum die bilinearen Ansitze gewdhlt. Die Interpolationsmatrix
P ergibt sich aus

P=TP (5.25)

Dabei ist Pg auf das natiirliche Koordinatensystem bezogen und enthélt die fiir den
Spannungsansatz gewihiten Polynomterme. Sie kann als Interpolationsmatrix fiir die
kontravarianten Komponenten 6®8 des Spannungstensors angesehen werden. Ty ist die
Transformationsmatrix, die die Ansétze in ein orthogonales Bezugssystem transfor-
miert. Wird das globale Koordinatensystem als Bezugssystem gewihlt, so ist

%% 2¥14dy
To=|1, i3 2dn (5.26)
Jidie ¥ Jidp + JiplarJt=n=0

Jj; sind die Terme der Jakobimatrix (4.2); der Index ¢ bei T; soll darauf hindeuten, dafl
die Terme Jj an der Stelle £ = 1 = 0 berechnet werden. Somit enthélt Ty nur konstante
Terme. Eine Matrix Ty mit in £ und n variierenden Termen wiirde — aufgrund der Multi-
plikation (5.25) - in P und folglich fiir die Spannungen in (5.24) keine rein konstanten
Ansitze zulassen; ein Zustand wie zum Beispiel 0y, = konstant wére nicht méglich.

Mit der im nichsten Abschnitt diskutierten Interpolationsmatrix Py kénnen iiber (5.12)
und (5.13) H und G und damit die Elementsteifigkeitsmatrix (5.17) aufgestellt werden.

5.4.1 Wahl der Spannungsansiitze

Die Parameter fiir P¢ kdnnen mit Hilfe von Tabelle 3.1, das heit der Polynomvertei-
lung der Verschiebungsableitungen und den folgenden Regeln festgelegt werden:
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1. Keine Spannungsansitze fiir die Starrkérperverschiebungen
2. Konstante Ansitze miissen fiir alle Spannungskomponenten enthalten sein

3. Um ZEM auszuschlieBen, muf3 aus jeder Spalte der Tabelle der Verschie-
bungsableitungen mindestens ein Polynomterm gewahlt werden

4. Um ein Versteifen zu vermeiden, sollten die Spannungsansétze auf einen
Polynomterm je Spalte reduziert werden

5. Invarianz fiir die Steifigkeitskomponenten ist gewdhrleistet, wenn P; beziig-
lich der Parameter § und 7 invariant angesetzt wird

Mit Hilfe dieser Regeln kann die fiir Stabilitéit notwendige Kompatibilitit zwischen den
Réumen der Spannungs - und Verschiebungsansitze sichergestellt werden. Da sich die
tabellarische Berechnung auf ein regelméBiges Element beschrinkt, ist die Kompatibili-
tht zundchst nur fiir den Parameterraum £,m gewdhrleistet. Fiir Hellinger ~ Reissner
Probleme ist diese Betrachtungsweise aber ausreichend, da die Transformation in das
Bezugssystem die Kompatibilitat nicht schwicht, sondern zum Beispiel bei Elementver-
zerrung cher verstirkt.

Ungilinstiger verhélt es sich beim Stokes ~ Problem oder bei Finite Element Modellen,
die mit (2.12) formuliert werden. Im Gegensatz zum Hellinger - Reissner Problem ist
jetzt die primére Variable die kontinuierlich angesetzte und abzuleitende Variable. Da-
mit gibt es Elemente, die fiir rechteckige Netzeinteilungen eine stabile Methode, fiir
verzerrte Netze aber eine instabile Methode ergeben (siche [Mang, 77] ), da Element-
verzerrungen den Raum der sekundéren Variable erweitern. Die Erfiillung der Babuska
~ Brezzi Bedingung ist fiir diese Problemgruppe deshalb besonders schwierig [Franca,
88].

Im folgenden sollen fiir das Hellinger - Reissner Element drei Spannungsansiitze disku-

tiert werden. Die Beispiele sollen ein optimales, ein instabiles und ein versteifendes
Element ergeben.

5.4.1.1 Das Element HR - A
Die Interpolationsmatrix wurde wie folgt gewihlt:
10090

P;=[0100¢ (5.27)
00100

Dieser Spannungsansatz fithrt zu dem in [Pian, 84] auf andere Weise entwickelten Ele-
ment; die Parameterwahl soll hier beziiglich der im vorigen Abschnitt eingefiihrten Re-
geln 1 bis 5 diskutiert werden.
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GemélB Regel 2 sind die drei konstanten Spannungsfelder beriicksichtigt. Nach Regel
4 wurden die bilinearen Verschiebungsmodes (4) und (8) (siche Tabelle 3.1) als reine
Biegemodes, das heif}t ohne die linearen Schubmodes angesetzt. Durch die fiinf Span-
nungsparameter ist Regel 3 eingehalten; jeder der fiinf Deformationsmodes (2), (3)
plus (6), (4), (7) und (8) findet einen ”Arbeitspartner” bei den Spannungen. Leicht
zu verifizieren ist mit diesem Beispiel auch (5.22). Wiirde man weniger als fiinf Span-
nungsparameter wahlen, so wire (5.22) oder Regel 3 verletzt, was schon auf Elemente-
bene zu einem (oder mehreren) ZEM fithren wiirde.

5.4.1.2 Das Element HR -~ B

Es sei

100€E0
P:={0100n9 (5.28)

00100 /
Obwohl die Anzahl der gewihlten Spannungsmodes ausreichend scheint, zeigt Tabelle
3.1, daB die Verschiebungsmodes (4) und (8) aufgrund der Verletzung von Regel 3
keinen passenden Spannungsparameter finden. Das Element enthilt zwei ZEM. Zwar
gibt es Netzkonfigurationen, die mit so angesetzten Elementen keine ZEM aufweisen
(viele Randzwangsbedingungen oder stark verzerrte Elemente), doch kann sich dies
bei Netzverfeinerung dndern. Solche Instabilititen kénnen vermieden werden, wenn fiir
jeden Deformationsmode ein passender Spannungsparameter gewdhlt wird.

5.4.1.3 Das Element HR - C

Fiir dieses Element wurden die Spannungen vollstindig bilinear angesetzt:

100&E#n& 000000
P:=[010000E7n& 00 0 (5.29)
001000000 £&7néy

Aufgrund der Verletzung von Regel 4 wird das Element versteifen. Die bilinearen Ver-
schiebungsmodes sind mit (5.29) durch Schubterme versteift, wobei sich das Problem
durch die hohen Spannungsansitze im verzerrten Zustand stark verschlimmern wird.
Aus diesem und aus Griinden der Effizienz sollte der Ansatz so niedrigwertig wie mog-
lich gewiéihit werden. Da das reine Verschiebungsmodell auch eine bilineare Spannungs-
verteilung erzeugt, ist die Steifigkeitsmatrix des Hellinger - Reissner - Elements HR-C
mit der des reinen Verschiebungselements identisch ( ”limitation principle” von [Fraeijs
de Veubeke, 65] ). Dies zeigen auch die numerischen Beispicle.

49


ibbaf
Textfeld


5.4.2 Recheneffizienz

Verglichen mit einer Verschiebungsformulierung scheint der Rechenaufwand eines hy-
brid - gemischten Elements erheblich grofier. Die Erstellung der Matrizen H und G
sowie die Inversion der Flexibilitdtsmatrix H kann aber stark vereinfacht werden, wenn
die Ansatzmatrix Pg entsprechend geschickt gewdhlt wird. Anstelle von (5.27) kann

10070
P:=[0100F (5.30)
00100
mit
F-t-— [£a
=T (5.31)
Q.
_ 1
T=1"% n dQ (5.32)
Qe

gewdhlt werden. Die fiir ein Membranelement im dreidimensionalen Raum giiltigen
Formeln (5.31) und (5.32) vereinfachen sich fiir ein Scheibenelement zu den in [Zien-
kiewicz, 89] angegebenen Ausdriicken

E i1

= E 5.33)-
E=¢§ 3io (5.33)
7 o= .__.j.?’....
=1 3o (5.34)

wobei sich die Terme jo, j1, j2 aus der Determinante der Jakobimatrix ergeben:
det) = jo + j1§ + jony (5.35)

Mit (5.30) sind auch fiir verzerrte Elemente die drei konstanten Modes von den beiden
linearen Modes entkoppelt. Dies bedeutet, daB die 5x 5 - Flexibilititsmatrix H nie voll
besetzt ist, sondern sich in zwei Untermatrizen, eine 3x3 — und eine 2x2 - Matrix
gliedert.

X xx 00
X X x 00
H=|x X x 00 (5.36)
000 x x
0 00 x x

Das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix k vereinfacht sich damit zu einer Einpunktintegra-
tion, die die Starrkdrperverschiebungen und die drei konstanten Modes erfaBt, sowie
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einer aus den beiden linearen Anteilen herrithrenden Rang - 2 Stabilisierung. Die for-
melméBige Aufbereitung soll in Kapitel 11 bei der Formulierung des Membrananteils
eines Schalenelements erfolgen.

5.5  AbschluBbemerkungen

Ausgehend von dem Variationsprinzip von Hellinger - Reissner wurden verschiedene
Spannungs - Verschiebungs ~ Approximationen fiir das vierknotige Scheibenelement
vorgestellt. Optimale Spannungsansitze fiir hdherwertige Scheibenelemente oder drei-
dimensionale Kontinuumselemente kénnen in entsprechender Weise gewonnen werden.
Beispiele finden sich in [Andelfinger, 90] oder [Eisele, 89]. Anwendungen auf Platten—
beziehungsweise Schalenelemente werden in Kapitel 10 diskutiert.

Problematischer als Spannungs ~ Verschiebungs - Approximationen sind auf einem
modifizierten Hellinger — Reissner — Funktional basierende Verzerrungs - Verschie-
bungs — Ansitze. Dies liegt an der teilweise fehlenden Orthogonalitét zwischen konstan-
ten, linearen und hoherwertigen Verzerrungsmodes (siche Kapitel 4).

Um zu guten Verzerrungsansitzen zu gelangen, sollen im folgenden Kapitel verschiede-
ne Dreifeldapproximationen betrachtet werden.
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6 HYBRID-GEMISCHTE DREIFELD-
APPROXIMATIONEN

6.1 Einfithrung

Die vergangenen Kapitel haben gezeigt, dal man das Einfeldprinzip der potentiellen
Energie aufgeben muf, will man versteifungsfreie, energetisch ausbalancierte Elemen-
te. Benutzt wurden fiir das ANS ~ Modell das Prinzip von Hu - Washizu beziehungswei-
se fiir das gemischte Spannungselement das von Hellinger - Reissner. Daf iiber das
Prinzip von Hu ~ Washizu hinaus noch allgemeinere, parametrisierte Funktionale
[Tong, 88] [Felippa, 89] konstruiert werden konnen, soll im folgenden aufgezeigt wer-
den. Neben den Losbarkeits ~ und Stabilititsbedingungen soll dann die Problematik
der ZEM bei der Anwendung des Prinzips von Hu -~ Washizu sowie zweier parametri-
sierter Funktionale diskutiert werden.

6.2 Variationsprinzipien in parametrisierter Form
Die zugrundeliegenden Funktionale haben die folgende, allgemeine Form:
I=U-W 6.1)

Dabei ist U die innere, im Volumen gespeicherte Energie und W enthilt Arbeitsanteile
aus duBlerer Belastung oder Energien aus Randtermen. Um die folgende Diskussion
einzuschrénken, sollen die Terme in W auller acht gelassen werden.

Werden fiir die innere Energie U die drei Volumenfelder €, ¢ und u als Unabhingige
eingefiihrt, so kénnen mit diesen Variablen (unter Beriicksichtigung der Symmetrie)
sechs verschiedene Arbeitsterme gebildet werden. Die allgemeinste Form fiir U ist da-
mit:

1 1
U= I au-iéTCE + apéle + a13¢TCﬁu + azzidTC'ld + az;;dTlIiu
A\

+ a33%uT]D$TClD}u av (6.2)
In [Belippa, 89] wird eine Matrixdarstellung gewihlt:
anC  apl  aCB e

I [e.TcTuT] apl anpC! apB  ||o|t 9V (6.3)
a..BT, oT
\' a;3B C ayB aSBﬁTCfi u

1
v=3
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Die sechs Koeffizienten aj; sind noch festzulegende Parameter, wobei drei Abhédngigkei-
ten zu beriicksichtigen sind. Damit die Eulergleichungen zu den korrekten Feldgleichun-
gen fiihren, miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

ajp+tap+apn=20 (6.4)
apt+ap+tay=0 ‘ 6.5
a3 tagtap=1 (6.6)

(6.4) spiegelt die Forderung nach Spannungskompatibilitit wider, (6.5) ergibt die Ver-
zerrungskompatibilitdt und (6.6) sorgt fiir das Gleichgewicht zwischen inneren und #u-
Beren Kriften. Damit reduziert sich die Anzahl der frei zu wihlenden Koeffizienten
auf drei. Mit Hilfe dieser Parameter konnen unendlich viel Variationsprinzipien gebaut
werden. Als Sonderfille ergeben sich die allgemein bekannten Funktionale; mit az,=-1
azs=1 und allen anderen ay=0 kommt man zum Beispiel zum Funktional von Hellinger
- Reissner.

6.3  Dreifeld - Approximationen mit dem Prinzip von Hu~-Washizu
Bevor allgemeine, mit beliebigen Parametern konstruierte Funktionale analysiert wer-
den, soll das Funktional des Hu - Washizu - Prinzips genauer betrachtet beziehungswei-
se die Losbarkeits - und Stabilititsbedingungen diskutiert werden. Zum Hu - Washizu
Funktional gelangt man mit

air=lsap=-la=1lag=ap=ap=0
was zu der bekannten Form
S T TR
U~J55 Ce-o'e+ o'Bu dV 6.7)
\Y%

fiihrt. Entsprechend den Anforderungen im Funktional kénnen die Rdume E und W
der Verzerrungen und Spannungen als Hilbert - Riume gewihlt werden. Die die Diskre-
tisierung definierenden Unterrdume sind

Ep = {eh € [Lag | fevle, = Masa € R“u] (6.8)

beziehungsweise Wy, aus (5.9). Analog zur Spannungsannahme ist M die Interpolations-
matrix der Verzerrungen und @& der n, - dimensionale Vektor der unbekannten Ver-
zerrungsfreiwerte. Die Approximation der Verschiebungen erfolgt wieder mit (5.10),

4. Gewihlt wurde die im Schrifttum iibliche Bezeichnungsweise. Auf die Doppelbezeichnung mit
(3.12) sei hingewiesen.
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das heiBt den iiblichen isoparametrischen Formfunktionen. Uber diese Ansitze und
den entsprechenden Lasttermen gelangt man zu folgendem Gleichungssystem:

D -FO[« 0
~FT 0 G|iB]| = {0 6.9)
0 GgTo||d R
mit
- T,
D= fM CM dQ (6.10)
Q.
- T
F= fM P dQ (6.11)
Qe
- T)
Q

Anzumerken ist, daB die Untermatrizen in (6.9) exakt so angeordnet sind, wie die vor-
her gewdhlten Parameter ay in der Matrixdarstellung (6.3). Da die im folgenden zu
diskutierenden Losbarkeitsbedingungen beziehungsweise die Stabilitit von der Anord-
nung der Untermatrizen, das heiBt der gewéhlten Verkniipfung der Variable abhingen,
kann {iber die Wah! der Parameter ay die Stabilitit des Systems direkt mitgesteuert
werden.

6.3.1 Losbarkeit und Stabilitit

Wie das Gleichungssystem einer Hellinger — Reissner Formulierung ist (6.9) nicht posi-
tiv definit. Damit das System I8sbar ist, miissen analog zu (5.22) bestimmte Bedingun-
gen eingehalten werden. Fiir das Hu - Washizu Problem lauten sie

ng +1g = ng (6.13)
ng = fig (6.14)
ny und ng sind die Anzahl der Verzerrungs— beziehungsweise Spannungsfreiwerte

und1ig ist die Anzahl der durch Randbedingungen verminderten Verschiebungsmodes.
(6.13) besagt, daB die Anzahl der Verzerrungsmodes und Verschiebungsmodes minde-
stens so grol3 sein muB wie die Anzahl der Spannungsmodes, und (6.14) fordert minde-
stens so viel Spannungsmodes wie Verschiebungsmodes. Werden die Bedingungen nicht
eingehalten, so ist (6.9) nicht I6sbar und es kommt zu ZEM.

Allerdings muB nun beachtet werden, da3 ZEM nicht nur bei den Verschiebungsmodes
entstehen (sie seien mit ZEMy,) bezeichnet), wie man es von der Unterintegration bei
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den Verschiebungsmodellen oder von Hellinger - Reissner Elementen her kennt. In
[Wu, 88] wird gezeigt, daB fir ein Zweifeld -~ Funktional auch ZEM(q), also ZEM bei
den Spannungsmodes auftreten kdnnen.

Aligemeiner ausgedriickt: Fiir ein beliebiges Funktional IT (g,6u,...) mit Variablen
&,0,4,... kdnnen ZEM fiir alle Variablen auftreten. Ein ZEM ) einer Variable (.) ist
ein Mode dieser Variable, der keinerlei Arbeit liefert, da dieser Mode keinen ”Arbeits-
partner”, das heiBt keine duale Variable mit entsprechendem Polynomgrad findet.

Am Beispiel des Prinzips von Hu~Washizu soll das ZEM-Problem fiir ein Element er-
lautert werden:

ZEM(y: Die Spannungsmodes finden “Arbeitspartner” uber die Terme

J ole, d@ und J olBuy, dQ . ”Arbeitspartner” fiir Spannungen
Q

konnen somit Verzerrungen oder Verschiebungen sein, was zu (6.13)
fiihrt.

ZEM(,): Die Verschiebungen sind nur in dem Term J c;fﬁuh dQ enthaiten.

Sie haben lediglich Spannungen als ”Arbeitspartner”. Damit keine
ZBEMyy, entstehen, muB (6.14) erfiillt sein.

ZEM(¢: Aufgrund des quadratischen Terms J €1Ce;, dQ sind keine ZEM(ey

‘e

moglich.

Voraussetzung filr die obigen Ausfithrungen ist eine ausreichende Integrationsordnung.
Bekanntlich kommt es bei unterintegrierten Verschiebungselementen trotz des zugrun-

deliegenden quadratischen Terms J ugﬁTCﬁuh dQ zu ZEM,. Dies liegt an der zu

Qe
geringen Integrationsordnung, die die hdherwertigeren Verschiebungsmodes nicht er-
falit.

6.3.2 Elementbedingungen

Die Lisbarkeitsbedingungen (6.13) und (6.14) wurden am Beispiel eines Elements dis-
kutiert. Werden mehrere Elemente zu einem Gesamtsystem zusammengebaut, so mils-
sen die Bedingungen auch fiir das Gesamtsystem erfiillt sein. Wihrend sich ny und
ng dann aus der Summe der Elementmodes ergeben, reduziert sich die Anzahl der Ver-
schiebungsmodes durch den C® -~ kontinuierlichen Zusammenbau.
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Oft werden auf Systemebene Elemente benutzt, die auf Elementebene ZEM enthalten,
zum Beispiel unterintegrierte Verschiebungselemente. Soll aber ein stabiles Element
entworfen werden, das als einzelnes Element oder im Verband, stets zu einer stabilen
Methode fiihrt, so miissen (6.13) und (6.14) verschirft werden. ’

Da durch einen Zusammenbau die Anzahl der Verschiebungsmodes veridndert wird,
muf} hierfiir in (6.13) und (6.14) der jeweils ungiinstigste Fall angenommen werden.
In (6.13) wirdfig=0 gesetzt, was zu

=

Ne = Dg (6.15)

fithrt. (6.14) wird fiir ein maximales fiy am unglinstigsten. iy wird fir ein Element

maximal, wenn von allen Verschiebungsmodes nq lediglich die Starrkdrperverschiebun-
gen n; abgezogen werden. Somit wird aus (6.14)

ng = ng-n, (6.16)
Fiir ein einzelnes Element muB also gelten:

N = Ng Z Ng-1Ay 6.17)
Eine zu (5.21) analoge Gleichung wire

dimE, = dimW;, 2 dim Vv (6.18)

Entsprechend zur Bedingung (2.56), die fir die Hellinger — Reissner Modelle verwendet
wurde, kénnen fiir das Hu - Washizu Problem zwei Stabilititsbedingungen formuliert
werden: Wird die Projektion des Raumes Wy, der Spannungen in den Verzerrungsraum

Ey mit Pf, bezeichnet und die Projektion des Raumes der Verschiebungsableitungen

VVy, in den Spannungsraum Wy mit P{, so muB gelten:

I Pfenlw _ a o
min —————— = > >0
S T 2P (6.19)

PoV
in | PRV [lw

>F>,#>0
e el R

(6.20)
Sind (6.19) und (6.20) erfiillt, so ist die Stabilitéit des Hu - Washizu Elements gegeben.

Wie bei den Hellinger - Reissner Elementen soll iiber eine tabellarische Untersuchung
der Polynomverteilungen die Kompatibilitdt der Riume sichergestellt werden.
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6.3.3 Das vierknotige Scheibenelement

Konkrete Elementansétze sollen anhand des vierknotigen Scheibenelements diskutiert
werden. Die Verschiebungs - und Spannungsansatze sind in (5.23) und (5.24) gegeben.
Die Verzerrungsansitze lauten:

Exx
<[] -»e =
mit
M = Tg'M; (6.22)

M enthilt analog zur Spannungsansatzmatrix P die gewdhlten Polynomterme und
kann als Interpolationsmatrix fiir die kovarianten Komponenten des Verzerrungstensors

interpretiert werden. Die Matrix T(,T , die die Ansitze auf ein orthogonales Bezugssy-

stem transformiert, ist die invertierte transponierte der fiir die Spannungen benutzten
Matrix Ty (siche (5.26)).

Damit kénnen die Elementmatrizen (6.10) bis (6.12) und das Gleichungssystem (6.9)
gebildet werden. Eliminiert man die Verzerrungsfreiwerte o iiber

a = D'Fg (6.23)
s0 entsteht das in (5.14)-(5.15) gezeigte Gleichungssystem mit

H = FIpiF (6.24)
Die Kondensation der Spannungsfreiwerte mit

8=HGd (6.23)
filhrt zur Elementsteifigkeitsmatrix

k = GYFDF) G (6.26)

Die schrittweise Kondensation 1Bt erkennen, daB, wie bei den Stabilitdtsbedingungen
(6.19) und (6.20) diskutiert, die Verzerrungsansitze auf die Spannungsmodes wirken
und die daraus resultierenden, eventuell verdnderten Spannungsfelder den Verschie-
bungsmodes - wie beim Hellinger-Reissner Problem - die entsprechenden Steifigkeiten
geben.

Aufgrund des zum Hellinger-Reissner Problem sehr dhnlichen Formelapparats wird
deutlich, daB eine Hu~-Washizu Approximation fiir bestimmte Verzerrungsansitze einer
Hellinger-Reissner Approximation identisch ist (siche [Stolarski, 85]). Die folgenden
Elementbeispiele sollen den EinfluB der Ansitze aufeinander erldutern.
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6.3.3.1 Das Element HuW-A

Fiir das erste Beispiel sollen die Verzerrungen als auch die Spannungen nur konstant
angesetzt werden:

100
Mg =P;=1{010 (6.27)
001

Die Anzahl der Verzerrungsmodes entspricht der der Spannungsmodes, so da3 es zu
keinen ZEM¢) kommt. Verglichen mit den Verschiebungsmodes sind die Spannungsan-
sdtze jedoch zu niedrigwertig, was zu ZEMy, fiihrt. Betont werden soll, da auch eine
hohere Verzerrungsannahme die ZEM(y) nicht verhindern kann. Verzerrungsansitze
kénnen namlich die Spannungsansitze nicht erhdhen, sondern - wenn sie niedrigwerti-
ger sind als die Spannungsansétze — sie nur reduzieren. Beliebige hdherwertige Verzer-
rungsansitze fihren bei gleichbleibendem rein konstanten Spannungsansatz stets zu
der gleichen'Steifigkeitsmatrix, die mit jener des Einpunkt-integrierten Verschiebungs-
modells identisch ist.

6.3.3.2 Das Element HuW-B

Da die Spannungsansétze wie beim Hellinger-Reissner Modell auf die Verschiebungen
wirken, soll fiir die weiteren Beispiele der dort als optimal erkannte Ansatz

10070
P:=0100¢ (6.28)
0010 0]

iibernommen werden. Analog dazu miissen die Verzerrungen nun auf diesen Span-
nungsansatz abgestimmt werden. Ein Beispiel flir einen nicht passenden Verzerrungsan-
satz wire:

1
Mg = |0 (6.29)
0

(=
-0 O
oS v
(=T

Dieser Ansatz wiirde die geforderte Kompatibilitat in (6.19) nicht erfiillen, da zum Bei-
spiel Ox linear in 1, €y jedoch linear in £ angesetzt wurde, was in manchen Féllen
zu ZEMq fiihren wiirde. (H in (6.24) hat nicht den erforderlichen Rang). Mit diesem
Beispiel wird deutlich, daB der Verzerrungsansatz den Spannungsansatz enthalten mu@3.
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6.3.3.3 Das Element HuW-C
Ein Modell ohne ZEM ergibt sich mit

100
Mg =010
001

o o3

0
£ ‘ (6.30)
0

Beispielrechnungen zeigen jedoch Versteifungen, da die Verzerrungsannahme die Span-
nungsannahme nicht vollstindig enthilt, was im Querdehneffekt begriindet ist. Beim
ebenen Spannungszustand ergibt sich zum Beispiel 0, aus (B sei der Elastizitdtsmodul,
v die Querdehnzahl):

T E > (o + Ve (6.31)

(6.31) macht deutlich, daf fiir ein linear in m verlaufendes o,y nicht nur das entspre-
chende ey sonder auch ein linear in n verlaufendes e,y erforderlich ist. Dies soll im
ndchsten Ansatzbeispiel beriicksichtigt werden.

6.3.3.4 Das Element HuW-D

Fiir dieses Blement sind die Verzerrungen vollstandig linear angesetzt:

100720000
Mg=[01000£&#%00 (6.32)

0010000¢y
Damit ist gewdhrleistet, dafl auch fiir verzerrte Elementgeometrien der Spannungsan-
satz (6.29) enthalten ist. Beispielrechnungen zeigen das gute Verhalten dieses Elements.
Wihrend die Spannungen auf ein Minimum reduziert werden miissen (um Versteifungs-
effekte zu vermeiden), mufl bei den Verzerrungsansitzen also auf Vollstindigkeit ge-
achtet werden.

6.4  Alternative Dreifeld-Approximation

In den vorigen Abschnitten wurden das Dreifeldprinzip von Hu-Washizu und die spe-
ziellen Probleme der ZEM diskutiert. Da ZEM mit quadratischen Funktionalstermen
(€'Ce, o'C'o,..) vermieden werden, sollen zwei Funktionale mit zwei beziehungs-

weise drei quadratischen Termen untersucht werden. Gebildet werden die Funktionale
aus der allgemeinen Form (6.2).
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6.4.1 Alternative 1

Gewidhlt wurden folgende Parameter:
an=-ljap=1ljap=-2;a3=1;a3=ap=20

Die Bedingungen (6.4) bis (6.6) sind erfiillt und das innere Potential ergibt sich zu

U= f —%-GTCS— o'Clo + oTe + oTBu dV (6.33)
A\

(6.33) kann auch aus dem zweifachen Potential des Prinzips von Hellinger-Reissner
gebildet werden, wenn das Potential des Hu-Washizu Prinzips subtrahiert wird.

Aufgrund der quadratischen Terme fiir € und o kénnen fiir diese Variable keine ZEM
entstehen. Auftreten kénnen lediglich ZEMy). Im Gegensatz zum Prinzip von Hu-Was-
hizu vereinfacht sich die Lésbarkeitsbedingung (6.17) zu

ng = ng-ny (6.34)

Folglich kénnen die Verzerrungsansiitze freier gewdhlt werden.

6.4.2 Alternative 2

Mit den Parametern

a ‘i'a —l‘a =1 ;a _—Z'a =1a3;3 =1
11 2712 2)13 2422 2’23 » 433

kann ein Funktional gebildet werden, das quadratische Terme fiir €, ¢ und u besitzt.
Hier kénnen keinerlei ZEM auftreten und das Gleichungssystem ist ~ fiir beliebige An-
sdtze - stets l6sbar. Wihrend bei den Prinzipien von Hellinger-Reissner oder Hu-Was-
hizu die Ansétze noch aufeinander abgestimmt werden muBten, um ZEM zu vermeiden,
scheint dieses Problem umgangen. Das folgende Beispiel fiir das Funktional (6.33) zeigt
jedoch, daB zwar keine ZEM fiir Spannungen und Verzerrungen méglich sind, daB die
Ergebnisse eines Elements aber nur dann gut sind, wenn die Ansitze der verschiedenen
Variablen aufeinander abgestimmt sind. Dies soll mit Hilfe der Euler-Gleichungen er-
ldutert werden.
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6.4.3 Das Element PAR-A

Die Ansétze des mit (6.33) konstruierten Scheibenelements basieren auf (6.8), (5.9)
sowie (5.10), wobei fiir die Verschiebungen wiederum die bilineare Approximation ge-
wihlt wird. Da das Funktional fiir die Verzerrungen niedrigwertigere Ansétze als fiir
die Spannungen erméglicht, soll der Verzerrungsansatz

0 (6.35)
mit dem Spannungsansatz

100
P:=1010
001

o o

0
& (6.36)
0

getestet werden. Zwar ergibt dieser Ansatz keine ZEMy, doch die Euler-Gleichung

j -2CY0 + e, +Bu) 1 dR =0 Vo € W (6.37)
Q.

wird fiir die linearen Modes zu

f (-2C e, + ﬁuh) h dQ2 =0 Yt € Wy (6.38)
ge
da fiir die beiden Biegemodes keine Verzerrungen angesetzt wurden. Damit entfallen

die Verzerrungen €, in (6.37), wodurch die Biegemodes nur die halbe Steifigkeit bekom-
men (siehe (6.38)).

Durch die Benutzung des aufwendigeren Funktionals (6.33) konnte das Problem der
ZEM zwar vermindert werden, doch das Kernproblem, die Abstimmung der Verzer-
rungs—-, Spannungs~ und Verschiebungsansitze aufeinander, bleibt bestehen.
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7  MODELLE MIT ERWEITERTEM
VERZERRUNGSANSATZ

7.1  Einfiihrung

Bisher wurden ausbalancierte Elemente konstruiert, indem die Verzerrungs - und Span-
nungsfelder auf die Verschiebungsmodes abgestimmt wurden. Bine weitere Méglich-
keit, optimale Elemente zu erhalten, ist, die Verschiebungen durch zusitzliche inkom-
patible Modes zu erweitern [Wilson, 73] [Taylor, 76] [Wu, 87], also die
Verschiebungsfelder den Verzerrungs - und Spannungsfeldern anzupassen.

Da das in [Simo, 90] entwickelte “enhanced assumed strain” - Konzept (EAS -Konzept)
die Methode der inkompatiblen Verschiebungsmodes als Sonderfall enthilt, soll dieses
EAS - Verfahren erldutert werden.

7.2 Der erweiterte Verzerrungsansatz
Variationelle Basis der ”enhanced assumed strain” - Methode [Simo, 90] ist das Prinzip
von Hu -~ Washizu mit der inneren Energie eines Elements

Ue = f —;—EECe},—o‘Eeh + ofBuy, dQ (7.1)
Q.

Der elementweise Verzerrungsansatz wird nun so gewdhit, daB er die kompatiblen Ver-
zerrungen €% mit

& = Buy, (7.2)
sowie ein erweitertes Verzerrungsfeld &, enthilt:

€ = Bu, + &, (7.3)
(7.3) eingesetzt in (7.1) ergibt

Ue = f %(ﬁuh + €)TC(Buy, + &) - ol&, do (7.4)
Ca

Werden die €, und die Spannungen nun so aufeinander abgestimmt, daf3 die Felder
orthogonal zueinander sind, so wird

f olén dQ =0 (7.5)
Qe
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Damit entfdllt der Term in (7.4). Als unbekannte, zu approximierende Felder bleiben
die Verschiebungen uy, sowie die erweiterten Verzerrungen &, . Wihrend beim in Kapi-
tel 4 vorgestellten ANS - Konzept die sich aus den Verschiebungsableitungen ergeben-
den Verzerrungsfelder reduziert wurden, werden sie hier erweitert, allerdings ~ im Ge-
gensatz zu den in Kapitel 6 diskutierten Hu - Washizu Elementen - nur um hdherwertige
Anteile.

Da die Spannungen zumindest die konstanten Anteile enthalten miissen, ergibt sich
aus (7.5) folgende Bedingung fiir die erweiterten Verzerrungsansitze:

J & de =0 (7.6)
Q.

7.3  Das Gleichungssystem
Neben den Verschiebungsansatzen

u,=Nd )
wird fiir die erweiterten Verzerrungen folgender Ansatz gewihlt:

€h=Ma (1.8

detJg T
M= M,
det] 0 §

(7.9

Dabei ist det] die Determinante der Jakobimatrix und detly entsprechend fiir
' . \ detJy

Jo = =p=0-D 7.9 dhlte Fakt,

Jo = J|g=y=0. Der in (7.9) gewihlte Faktor o)

gen Bedingung (7.6) als vorteilhaft. Werden namlich (7.8) und (7.9) in (7.6) eingesetzt,

so ergibt sich die Bedingung

erweist sich aufgrund der notwendi-

LS.

Ty™™; a detd dédy = 0 (7.10)

1
J detJy
detJ
-1

-

beziehungsweise (detlo, To™T und e enthalten nur konstante Komponenten)
1
-1
Diese gegeniiber (7.6) vereinfachte Bedingung ist fiir die zu wihienden Polynomterme
einzuhalten. Das Elementgleichungssystem lautet mit (7.7) und (7.8)

1
[ Mg didy = 0 (7.11)
1
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¢ -

Dabei sind

K = JBTCB o (7.13)
Q.

die Steifigkeitsmatrix des reinen Verschiebungsmodells und

D= fMTCM dQ (7.14)
Qc

L= j MTCB dQ (7.15)
Qe

Aufgrund der diskontinuierlichen Verzerrungsansitze konnen die Parameter e wieder
eliminiert werden, und die Elementsteifigkeitsmatrix berechnet sich zu

k =K-LTplL (7.16)

7.4  Der Sonderfall: Die Methode der inkompatiblen Verschiebun-
gen

Das EAS - Konzept enthélt als Sonderfall die Methode der inkompatiblen Verschiebun-
gen, wo die Verschiebungsansitze durch nichtkompatible, diskontinuierliche Felder er-
weitert werden:

up = N d+ o™ (7.17)

p |
Die aus den inkompatiblen Verschiebungen berechneten Ableitungen Buj™ kénnen als
die in (7.3) direkt angesetzten, erweiterten Verzerrungen &, interpretiert werden. Da

die EAS - Methode auf dem Prinzip von Hu - Washizu basiett, kann die Methode der
inkompatiblen Verschiebungen damit variationell begriindet werden.

Die EAS - Methode macht auch klar, daf trotz der erweiterten Ansitze der Lastvektor
unverédndert bleibt; dies ging bei der Benutzung von inkompatiblen Verschiebungsmo-
des nicht direkt hervor und wurde eher aus physikalischen Gesichtspunkten heraus er-
klart.
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7.5 Das vierknotige Scheibenelement

Um die Zusammenhénge zu den bisherigen Methoden deutlich zu machen, soll wieder
das vierknotige Scheibenelement diskutiert werden. Wihrend fiir (7.7) die liblichen bili-
nearen Formfunktionen angesetzt werden, wird flir die erweiterten Verzerrungen in
(7.9) folgender vierparametriger Ansatz gewéhlt:

E000Q
Mg=10007 (7.18)
0né&Q

Aufgrund der linearen Polynomterme ist (7.11) automatisch erfillt. Eine Stabilitdtsun-
tersuchung kann iiber Tabelle 7.1 erfolgen. Stabilitét ist gewdhrleistet, wenn es zum
einen keine linearen Abhéngigkeiten zwischen den Spalten der kompatiblen Verzerrun-
gen und denen der erweiterten Verzerrungsansétze gibt. Zum zweiten diirfen innerhalb
der Matrix Mg keine Abhéngigkeiten auftreten. Diese Bedingungen sorgen fiir den vol-
len Rang der Matrizen L und N.

u Li&n|é&n
v | L1 & nlén
o 1 n | £
& 1 ¢ n
du g aw | » '
o T ot LIRS 1 n 7| ¢
) (@) 3 (4) 6 (6 () (8

Tabelle 7.1: Verschiebungsableitungen und erweiterte Verzerrungen der vierknotigen Scheibe

Wihrend bei den bisherigen Modellen stets eine Kompatibilitit zwischen den anzuset-
zenden Variablen erforderlich war, ist hier gerade das Gegenteil der Fall. Wird der
Raum der kompatiblen Verschiebungsableitungen wieder mit VVy, bezeichnet und der

Raum der erweiterten Verzerrungsansitze mit Ky, so muB gelten:
VVoNE, = # ' (7.19)

Tabelle 7.1 verdeutlicht, dal durch die Erweiterung alle drei Verzerrungskomponenten
vollstindig linear sind, was auch in Kapitel 6 gefordert wurde. Werden die zu (7.18)
gehorenden Polynomterme der Verschiebungskomponenten u und v konstruiert (Tabelle
7.2), so erkennt man, daB die Verzerrungserweiterung (7.18) exakt den Verzerrungen
entspricht, die sich aus den in [Wilson, 73] angesetzten inkompatiblen Verschiebungen
des Q6-Elements ergeben. In [Simo,90] ist gezeigt, daBl beide Modelle identisch sind,
wenn die in [Taylor,76] eingefithrte Patch Test — Bedingung, die (7.10) entspricht, be-
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riicksichtigt wird (Qmé-Element). Neben (7.18) wurde in [Simo, 90] ein weiterer An-
satz vorgeschlagen, der ebenfalls (7.11) erfiillt:

&
-én (7.20)
2

-7

Das daraus resultierende Element zeigt aufgrund des zusétzlichen fiinften Modes ein
geringfligig besseres Verhalten als das in [Taylor, 76] entwickelte Qmé6-Element.

£E000
M;=(000 7
0né&o

v |
v &0
Ju
e §
2. n
o
i u
on T oo n|é

Tabelle 7.2: Quadratische Verschiebungsmodes mit Verzerrungsverteilung
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8 NUMERISCHE BEISPIELE DER VIERKNOTI-
- GEN SCHEIBENELEMENTE

Folgende Elemente wurden verglichen:

Q4:
ANS-5:
HR-A:

HR-C:
HuW-C:
HuW-D:
PAR-A:
EAS-4:
EAS-5:
Q6:
Qmsé:
Qcs6:

SB-1I:

2x2 - integriertes Verschiebungsmodell
”Assumed natural strain” Modell (Kapitel 4)

Hellinger — Reissner Modell (Kapitel 5); entspricht dem Element von Pian
und Sumihara [Pian, 84].

Hellinger - Reissner Modell (Kapitel 5)

Hu - Washizu Modell (Kapitel 6)

Hu - Washizu Modell (Kapitel 6)

Modell mit parametrisiertem Funktiona! (Kapitel 6)
“Enhanced assumed strain” Modell (Kapitel 7)

“Enhanced assumed strain” Modell (Kapitel 7)
Inkompatibles Verschiebungsmodell [Wilson, 73]
Modifiziertes inkompatibles Verschiebungsmodell [Taylor, 76]

Element mit speziellen Verzerrungs-, Spannungs- und inkompatiblen
Verschiebungsansitzen [Chen, 87]

Element mit Spannungs- und inkompatiblen Verschiebungsansitzen
[Pian, 88]

Aufgrund der Gibereinstimmenden Ergebnisse in den Verschiebungen sei vorab auf die

folgenden Identititen hingewiesen:

HR-C « Q4
HuW-D = HR-A
EAS-4 = Qmé
Qcs6  « Qmé6
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8.1 Patch Test

Mit Hilfe des Patch Tests [Taylor, 86] soll iiberpriift werden, ob die Elemente bei belie-
big verzerrier Geometrie einen Zustand konstanter Spannungen und Verzerrungen dar-
stellen kbnnen. Gewéhit wurde das in Bild 8.1 gezeigte Elementnetz. Die Randbedingun-
gen sind so gewdhlt, daB lediglich die Starrkorperverschiebungen behindert sind. Als
Belastung wurden die in Bild 8.2 gezeigten Zustinde aufgebracht.

Der Patch Test gilt als bestanden, wenn die Spannungen und Verschiebungen in jedem
Punkt der fiinf Elemente exakt sind. Mit Ausnahme des Elements Q6 passieren alle
im vorigen Abschnitt genannten Elemente den Patch Test.

R it
= 1000
v =03
AY
L——> X d $
Bild 8.1: Geometrie des Patch Test
GS, a5, 6o,

Bild 8.2: Lastfille des Scheiben — Patch Tests

Anmerkung: Da die in Bild 8.1 gewdhlte Elementkonfiguration nicht alle ZEM
eines Elements aufdecken kann, ist fiir eine vollstindige Elementiiber-
priifung eine zusétzliche Eigenwertanalyse (oder ein Ein-Element Test
mit allgemeiner Belastung) erforderlich. Alle in diesem Kapitel benutz-
ten vierknotigen Scheibenelemente passieren den Eigenwerttest, das
heifit, sie enthalten keine ZEM.
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8.2  Biegebeanspruchter Kragarm

Anhand des in Bild 8.3 gezeigten Kragarms sollen die in den vorigen Kapiteln diskutier-
ten vierknotigen Scheibenmodelle verglichen werden. Zur Untersuchung des BEffekts
der Elementverzerrung wurden drei verschiedene Elementnetze gewihlt. In Tabelle 8.1
ist jeweils die Durchbiegung der Kragarmspitze, normiert zur FE~Solldsung, angege-

ben.
, lF
_ E = 1000
i 40

@ lF v= 00
L0 . 40 40 4D F= 10
po ey 80 A0 40, he 10

.50, 40 40 _ 30

kO 60 40 40 _

- B0 40, 40 _20,

(20 40 _ 40 _ 60 _

Bild 8.3: Kragarm mit unverzerrtem und verzerrtem Elementnetz

Q4 |ANS-5 | HR-A |HUW-C |HuW-D |PAR-A | Q6 | Omé | BEAS-5
Al 0,68 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,97 | 1,00 | 1,00 1,00
B| 0,60 0,93 | 0,98 0,96 0,98 1,89 | 0,98 ] 0,98 0,98
Ci 0,35 0,66 | 0,88 0,53 0,88 | 1,63 | 096 | 0,87 | 0,88

Tabelle 8.1: Normierte Durchbiegung der Kragarmspitze (Oberkante);
Sollosung = 1,0.
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In der ersten Spalte sind die Ergebnisse des herkdmmlichen Verschiebungselements
Q4 eingetragen. Zu erkennen ist das zu steife Verhalten, das sich mit zunehmender
Elementverzerrung verschlimmert.

Fiir Rechteckelemente bringt das Element ANS-5 die gewiinschten Ergebnisse. Ver-
gleicht man aber die Verformungen unter Elementverzerrung mit denen des Elements
HR-A, so sieht man, daB aufgrund der nicht vollstindig linearen Verzerrungsverteilung
bei ANS-5 Versteifungseffekte auftreten. (Der Fehler wiirde sich mit zunehmendem
Querdehneffekt noch verschlimmern).

Da das Element HuW-C ebenfalls eine fiinfparametrige Verzerrungsannahme besitzt,
kann dort ein dhnlicher Versteifungseffekt beobachtet werden. Eine Durchbiegung von
nur 53% fiir das Netz C unterstreicht die Notwendigkeit eines vollstindig linearen Ver-
zerrungsansatzes.

Das Element HuW-D besitzt solch einen vollstindigen, neunparametrigen Verzerrungs-
ansatz, was zusammen mit dem fiinfparametrigen Spannungsansatz zu den Ergebnissen
des HR-A Elements fithrt (siche "limitation principle” der Hu-Washizu Modelle in
[Stolarski, 85]).

In der sechsten Spalte ist das Element PAR-A der alternativen Dreifeld-Approximation
angegeben. Die Ergebnisse zeigen einen Biegemode mit nur halber Steifigkeit (aufgrund
des Schubs sind die Ergebnisse etwas unterhalb von 2,0), was wie in Kapitel 6.4.3 disku-
tiert, an der zu niedrigwertigen Verzerrungsannahme liegt.

Bei der Betrachtung der Verschiebungen der letzten drei Elemente fallen die hervorra-
genden Ergebnisse des Q6-Elements auf, wahrend die Elemente Qmé (identisch mit
EAS-4) und EAS-5 dhnlich wie HR-A abschneiden. Eine genaue Differenzierung die-
ser fiinf Elemente soll im ndchsten Beispiel erfolgen.

8.3 Der Einfluf der Netzverzerrung

Ein auf reine Biegung beanspruchter Kragarm wird mit zwei Elementen idealisiert, wo-
bei die Blemente schrittweise verzetrt werden (Bild 8.4). Der Grad der geometrischen
Verzerrung wird durch den Parameter a gesteuert. Aufgetragen ist die Verschiebung
v der oberen Kragarmspitze, die beziiglich der Sollésung normiert wurde.

Auffallend ist wie im vorigen Beispiel das hervorragende Abschneiden des Q6-Ele-
ments. Es sei jedoch daran erinnert, da3 das Element Q6 den Patch Test nicht passiert
und somit keine exakten konstanten Modes besitzt.

Von den Blementen, die den Patch Test passieren, zeigen HR-A und 58-II die besten
Ergebnisse. (Die beiden Elemente bringen bei diesem Beispiel die gleichen Ergebnisse,
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da zwei Elementseiten parallel sind; in allgemeiner Lage schneidet 58-I geringfiigig
besser ab, was den vermehrten Aufwand aber nicht rechtfertigt).

Ganz dhnlich liegt das Element EAS-5 sowie die identischen Elemente BAS-4, Qmé
und Qcs6. Zum Vergleich sind die Ergebnisse des Verschiebungsmodells Q4 mit selek-
tiv reduzierter und voller Integration angegeben.

’V
120| ‘ “F  E-3000
, E v =00
o h =01
10,0 F=10
TR
A
1,04
N i S e e e B
05 ~o =
~. T
~.
~..
..
~.
\.,\
'\.. — pu———
T et e 1+ s et e oee
a
0 E 1 2 Esé’ “ >
Qa6
e HR - A, Sp -1I
EAS-5
______ EAS-4; Qm6; Qcs 6
e Q4 {sel. red. Int.)
e Q4

Bild 8.4: Einfluf} der Netzverzerrung verschiedener Scheibenelemente
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8.4  Schubbeanspruchte Ringscheibe

Es soll eine am Innenrand gelagerte Ringscheibe berechnet werden, die durch die in
Umfangsrichtung wirkende Gleichlast f belastet ist (Bild 8.5).

E - 10

v = 00

h =01
f=3,2-—21-n—
Rg= 5

R, = 1

Bild 8.5: Schubbeanspruchte Ringscheibe

Die Schwierigkeit fiir die Elemente besteht darin, daf sich die Deformationen der Schei-
be allein aus Schubverformungen ergeben, wihrend die Normalspannungen in Radius-
und Umfangsrichtung Null sind.

In Tabelle 8.2 sind die zur Vergleichsidsung 61,26 normierten AuBenrandverschiebun-
gen fiir 12 verschiedene Diskretisierungen aufgelistet, so da8 der EinfluB} der Verfeine-
rung in Umfangs- beziehungsweise Radiusrichtung getrennt studiert werden kann.

Aufgrund der verzerrten Elementgeometrie treten bei allen Elementen oszillierende
Normalspannungen in Radiusrichtung auf. In Bild 8.6 sind zum Beispiel die Spannungen
des Elements HR-A fiir die elfte Diskretisierung dargestellt. Die Ergebnisse der Ver-
schiebungen zeigen jedoch, daB auch bei sehr schlanken Elementen kein Versteifen
(im Sinne eines "locking”) infolge dieser Normalspannungsoszillationen auftrifft.

Das 4uBerst gute Verhalten des Elements HR~A zeigt sich auch darin, dal eine Netzver-
feinerung in Radiusrichtung die Verschiebungen nicht mehr verbessert.

Erwihnenswert sind noch die bei Verfeinerung in Umfangsrichtung schlechter werden-
den Ergebnisse des Blements Q6, was auf die nicht exakten konstanten Modes zuriickzu-
flihren ist.
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Q4 0,8009 | 0,8471
HR-A 0,9403 0,9944
EAS-4 0,8791 0,9769

Q6 0,8760 0,8686

N2
N
<

Q4 0,8663 0,9161 0,9189 0,9202
HR-A 0,9403 0,9944 0,9974 1 0,9988
EAS-4 0,9091 0,9857 ] 0,9953 0,9982

Q6 . 0,9474 0,9395 ‘ 0,9248 0,9217

o

W%

/f
XD

W

o &
WA

IR
I
aanst

W
N
'III

4

'0"0‘“\ N,
’l.. >
Q4 0,9108 0,9632 | 0,9662 0,9684
HR-A 0,9403 0,9944 0,9974 1 0,9988
EAS-4 0,9282 0,9911 0,9966 : 0,9984
Q6 0,9962 0,9879 0,9724 0,9692

Tabelle 8.2: Normierte Verschiebungen des Aufienrandes der Ringscheibe fiir verschiedene
Diskretisierungen (Vergleichslosung einer konvergierten FE-Lésung: 61,26)
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Bild 8.6: Spannungen des Elements HR-A fiir die elfte Diskretisierung (4 Elemente in
Radiusrichtung, 16 Elemente in Umfangsrichtung)
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8.5  Cooks Scheibenproblem

Ein beliebter Test fiir Scheibenelemente ist der in Bild 8.7 gezeigte Kragarm. Aufgrund
der trapezférmigen Geometrie sind die verzerrten Elemente einem komplizierten Span-
nungszustand unterworfen.

Die in Tabelle 8.3 aufgetragenen normierten Verschiebungen der Kragarmspitze zeigen
das gute Verhalten der Elemente HR-A sowie EAS-4 und EAS-5. Das praktisch identi-
sche Verhalten der beiden EAS-Elemente macht deutlich, daB sich der Aufwand fiir
den fiinften Mode von EAS-5 nicht lohnt.

Netz Q4 HR-A EAS-4 EAS-5 | 9n (2x2)
2x2 0,4952 0,8833 0,8804 0,8804 1,0109
4x4 0,7654 0,9628 0,9624 0,9624 1,0033
8x8 0,9235 0,9908 0,9904 0,9904 1,0004

Tabelle 8.3: Normierte Verschiebungen der Cook — Scheibe
(Vergleichsldsung einer konvergierten FE-Liisung: 23,91)

In Bild 8.8 sind fiir das 4x4 - Netz die Spannungen oy, entlang der Achse A~-A’ (siehe
Bild 8.7) aufgetragen. Als Vergleichsldsung konnen die Ergebnisse des neunknotigen
unterintegrierten Verschiebungselements dienen. Benutzt wurde hierfiir ein Netz mit
64 Elementen; die Spannungen des Neunknotenelements wurden an den 2x2 - GauB-
punkten berechnet und mit einer Ausgleichsrechnung geglittet. Die Spannungen des
Elements EAS~4 wurden am Elementmittelpunkt berechnet, so da sich fiir diese Ele-
mente ein abschnittsweise konstanter Verlauf ergibt. Herauszustreichen sind die - trotz
grober und verzerrter Elementgeometrie ~ exzellenten Ergebnisse des HR-A Elements.

s 48,0 :
! B |
ol F=10
[Ye)
- h =10
n E=10
V= 0,33
[e»)
2
~1
1

Bild 8.7: Cooks Kragarm
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do,

0,2
/
J
015 //
L]
N
01 A
0,05

-005

-0, S
-015 /

-0,2

——— Q@4 e HR-A  —meeee EAS-4
---------- 9kn (2x2)

Bild 8.8: Spannungsberechnung am Cook — Kragtréger
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9  ZWISCHENBILANZ UND UBERLEITUNG ZU
SCHALENELEMENTEN

In den Kapiteln 4 bis 7 wurden das ANS ~ Konzept, die hybrid ~ gemischten Spannungs
~ Verschiebungs - und Dreifeld - Approximationen sowie das EAS - Konzept vorge-
stellt. Werden die Modelle mit korrekten Anséitzen versehen, so ergeben sie stets eine
Verbesserung der reinen Verschiebungsmodelle. Neben den Zusammenhingen sollten
aber auch die Nachteile der verschiedenen Methoden aufgezeigt werden.

Beim Ubergang zu den Schalenelementen stellt sich die Frage, welche Konzepte fiir
diese Elemente am geeignetsten sind, wobei fiir Membran-, Biege- und Querschuban-
teil durchaus verschiedene Methoden eingesetzt werden kdnnen.

Das ANS -~ Konzept hat den grofen Vorteil, da durch die direkte Verkniipfung der
Verzerrungsfelder mit den Verschiebungsableitungen keine zusitzlichen Unbekannten
notwendig sind. Fiir das vierknotige Scheibenelement hat sich jedoch gezeigt, daB auf-
grund des Querdehneffekts die Verzerrungsansitze nicht auf ein Minimum reduziert
werden kénnen, sondern vollstindig linear anzusetzen sind. Da beim Querschubanteil
einer Schale (oder Platte) aber kein Querdehneffekt auftritt, ist die ANS — Methode
fiir diesen Anteil pridestiniert.

Die besten Resultate fiir die in Kapitel 8 getesteten Scheibenelemente brachte das Hel-
linger - Reissner Element HR -A. Der gegeniiber dem Verschiebungsmodell zusitzliche
Aufwand kann durch die Formulierung nach (5.30) gering gehalten werden, so daB
dieses Konzept fiir den Membran ~ oder Biegeanteil attraktiv scheint. Ein kleiner Nach-
teil ist, daf} die Methode auf einem komplementiren Bnergieprinzip basiert, was die
Algorithmen bei plastischen Werkstoffen duBerst kompliziert macht.

Als Alternative fiir den Membran - und Biegeanteil soll deshalb das EAS - Konzept
studiert werden. Inwieweit dieses Konzept auch auf den Querkraftanteil angewendet
werden kann, soll die Analyse eines Plattenelements aufzeigen. Nicht angewendet wer-
den, vor allem aufgrund des zu hohen Aufwands, die diskutierten Dreifeld — Approxi-
mationen.
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10 DIE SCHALENFORMULIERUNG

10.1 Einfiihrung

Aus den Moglichkeiten, allgemeine Schalenstrukturen durch Finite Elemente darzustel-
len, haben sich in den letzten Jahren zwei Elementtypen herauskristallisiert:

1. Auf einer Schalentheorie basierende Elemente
2.  Dreidimensional degenerierte Elemente

In dieser Arbeit sollen die dreidimensional degenerierten Elemente [Ahmad, 70] ver-
wendet werden. Analog den Plattentheorien von [Reissner, 45] und [Mindlin, 51] sind
in diesen Elementen die Querschubverzerrungen beriicksichtigt. Dies ermdglicht C° -
kontinuierliche Ansétze fiir die Verschiebungen und Rotationen.

Die rein verschiebungsformulierten Elemente leiden jedoch unter Versteifungseffekten,
dem sogenannten ”locking”. Aus diesem Grund sollen die modifizierten Formulierun-
gen aus Kapitel 4 bis 7 auf die Platten— und Schalenelemente angewendet werden. Da
die Platte als Sonderfall der Schale angesehen werden kann, wird keine gesonderte Plat-
tentheorie behandelt. Verwendet wird eine Schalenformulierung mit Spannungsresultie-
renden.

Die Verzerrungs - Verschiebungs - Beziehungen werden fiir ein elementbezogenes,
krummliniges (natiirliches) sowie fiir ein orthogonales Koordinatensystem aufgestellt.
Bei der Verbesserung des Querschubanteils einer Schale (oder Platte) wird das lokal-
krummlinige Koordinatensystem benutzt, das lokal ~ orthogonale System dient bei der
Approximation des Membran- und Biegeanteils als Bezugssystem.

10.2 Das degenerierte Schalenmodell

Die kinematische Beschreibung der Schale basiert auf dem in [Ahmad, 70] entwickelten
Konzept. Ausgehend von einem dreidimensionalen Korper werden die dreidimensiona-
len Gleichungen durch die beiden folgenden Annahmen degeneriert:

1. Die auf einer Mittelfliche senkrecht stehende Normale ist auch nach der
Deformation gerade und bleibt gleichlang.

2. Spannungen senkrecht zur Mittelfliche werden zu Null gesetzt, was die kon-
stitutiven Gleichungen vereinfacht.

Die beiden Annahmen® fiihren zum degenerierten Schalenmodell. Vorteil dieser Metho-
de ist, dal man zum einen nicht auf analytisch beschreibbare Schalenformen be-
schrinkt ist, und zum zweiten, daB komplizierte mathematische Formen wie kovariante
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Ableitungen mit Christoffelsymbolen, wie sie das klassische Vorgehen iiblicherweise
erfordert, nicht explizit eingefithrt werden. Mit den obigen Annahmen kann die formel-
méBige Beschreibung der Schale erfolgen.

10.2.1 Schalengeometrie
Mit einer Referenzfliche, die durch zwei Koordinaten beschrieben wird, und einer in
Richtung des Direktors p verlaufenden Dickenkoordinate { kann ein beliebiger Schalen-

punkt (Ortsvektor %) wie folgt beschrieben werden:

f=x-+ —g—hp (10.1)
x ist der Ortsvektor der Referenzfliche, p ein normierter Vektor, ¢ lduft von -1 bis

+1 und h ist die Schalendicke (siehe Bild 10.1).

Referenzfliche

Bild 10.1: Schalengeometrie (zweidimensional)

Zur Beschreibung der Richtung des Direktors p werden die in [Ramm, 76] verwendeten
Richtungscosinus (Bild 10.2a) benutzt. (10.1) ergibt sich somit ausfiihrlich zu

INRE
¥| = |y| + =h|cosy, (10.2)
Z z] 2 CoS Y3

Da zwischen den drei Richtungswinkeln noch eine Abhéngigkeit besteht, wurden in
[Ramm, 76] die Winkel ¢ und v, als Variable gewihlt. Der neu eingefiinrte Winkel
¢ ist der Winkel zwischen der Projektion des Direktors in die y-z-Ebene und der y-Ach-
se (Bild 10.2b).

Die fiinf geometrischen Variable sind damit [x,y,z,9,¥] (zur Vereinfachung wurde
als ¥ geschrieben) und (10.2) wird zu

5. Bei der Behandlung von Problemen mit groBen Verzerrungen mu8 eine dritte Annahme getroffen
werden, ndmlich die, daB zumindest die Querschubverzerrungen klein bleiben.
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¥ c0s¢
= [y] + Eh siny cosey (10.3)
siny sing

Bild 10.2: Beschreibung des Direktors p

10.2.2 Elementgeometrie
Fir die diskretisierte Form von (10.3) ergibt sich

o= > NExK + £ > NEhKpX (10.4)
K 2%
wobei
cos ¥
pX = |sinyX cosypX (10.5)
siny® sin &

Bild 10.3: Vierknotiges Schalenelement
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Né,n) sind die zweidimensionalen Formfunktionen. x¥, h¥ und pX sind die jeweiligen

Werte am Knoten K. Ein typisches vierknotiges Element ist in Bild 10.3 dargestellt.

10.2.3 Kinematik

Im Gegensatz zu einer Formulierung nach der Flachentheorie werden die Gleichungen
fir die Verschiebungen ebenfalls in einem globalen orthogonalen Koordinatensystem
beschrieben. Die Verschiebungen eines beliebigen Schalenpunkts werden mit den Ver-
schiebungen der Mittelfliche und den Winkeldnderungen des Direktors erfaBt:

i=u+ ghAp (10.6)

beziehungsweise

i = NS+ g TN <) (10.7)

Zur Beschreibung der Winkeldnderungen werden die Anderungen der geometrischen
Variable ¢ und ¥, also A¢ und Ay benutzt (Bild 10.4).

WK
pK
z AtPK
———-DVK
y
X uk
g Yo

K

Bild 10.4: Verschiebungsfreiheitsgrade eines Knotens K

Werden die trigonometrischen Funktionen in (10.5) linearisiert, so kann analog zu
[Ramm, 76] geschrieben werden:

y 1Flk X
P -p%" = ApK = |FuFp A;/p) (10.8)
F31F3
bezichungsweise
ﬁ u K ; A K
V[ = INKlv| +2h > NKRRFK] (10.9)
Wi, K A4 2 K 4
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Anmerkung 1: Die gewihlte Approximation zur Beschreibung des Direktors greift

" den Sonderfall heraus, daB die Rotationen klein sind. Die Formulierung

fiir beliebig groBe Rotationen ist in [Ramm, 76] angegeben. Alternativ

konnen die Rotationsfreiheitsgrade als verallgemeinerte Rotationen (Ro-

driguez - Buler) gewdhlt werden, wodurch beliebig groBe Rotationen
singularititenfrei dargestelit werden konnen [Blichter, 90].

Anmerkung 2: DaB3 der Direktor nach der Deformation nicht mehr die Linge 1
besitzt, kann fiir lineare Rechnungen vernachlissigt werden. Fiir nichtli-
neare Berechnungen und groBe Verzerrungen siche [Simo, 89/1].

Gleichung (10.9) kann mit Hilfe von modifizierten Formfunktionen NK abgekiirzt ge-
schrieben werden als

iy = D NE, ot (10.10)
K
Die Verzerrungen ergeben sich zu

& = » BX d¥ (10.11)
K
Beziiglich welchem Koordinatensystem die Verzerrungskomponenten definiert werden,
soll im nichsten Kapitel diskutiert werden.

10.2.4 Koordinatensysteme

Zwar werden die Geometrie und die Verschiebungen der Schale auf ein globales Koordi-
natensystem bezogen, doch fiir die Verzerrungs- und Spannungskomponenten ist es
vorteilhafter, sie beziiglich eines lokalen, elementbezogenen Koordinatensystems zu de-
finieren. Es werden zwei Koordinatensysteme diskutiert, wobei je nach Finite Element
Modell das eine oder andere benutzt werden muB.

1. Krummliniges §-n-System

Fiir Verschiebungsmodelle und ANS - Modelle eignet sich ein konvektives,

natiirliches £&-m Koordinatensystem, definiert durch die (im allgemeinen Fall

nicht aufeinander senkrecht stehenden) Basisvektoren eg und ey. Zur Ab-

spaltung des Querschubanteils muf} allerdings die dritte Richtung senkrecht

zu den beiden Basisvektoren sein:
€ X ¢y

e = ——
e x e

(10.12)

2. Lokal-orthogonales r-s—System
Sollen spezielle Ansétze fiir Membran~ und Biegeanteile gemacht werden
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{(zum Beispiel mit Hellinger-Reissner - oder EAS - Modellen), so ist ein
orthogonales Koordinatensystem auch in der Tangentenebene notwendig.
Unter Zuhilfenahme von (10.12) werden die Basisvektoren folgendermaBen
festgelegt:

€ = e (10.13)
€ = e X e (10.14)

Angemerkt sei, daB die Orientierung der aufeinander senkrecht stehenden
Achsen r und s in der Ebene beliebig ist. Der Einfachheit halber wurde e,
identisch zu eg gewdhlt.

Zur eindeutigen Identifikation sollen fiir die Koordinatensysteme die in Tabelle 10.1
zusammengestellten Indizes benutzt werden.

System Variable Indizes
Global X vy z oder Xy X3 X3 ijkl = 1,2,3
Natiirlich Entoder £ £ t B,v,8 = 1,2
Lokal-orthogonal rstoderr!r?t a,be,d =172

Tabelle 10.1: Koordinatensysteme

10.3 Verzerrungs - Verschiebungs - Beziechung beziiglich des

krummlinigen Koordinatensystems

Die Verzerrungs — Verschiebungs - Beziehung soll zunichst beziiglich des krummlini-
gen, natiirlichen §-m-Koordinatensystems aufgestellt werden. Spaltet man die Verzer-
rungsanteile auf in einen Membrananteil (€11, ez, 2e55 ) einen Biegeanteil (ki3, Kz,
2ky2) und einen Querschubanteil (v, ;) so lauten die lineatisierten Gleichungen [Mat-

zenmiller, 88] [Simo, 89/1]:
€=~ X 00, ox du
P\ 0EP T 9P oEe

1{ouT op  ou” ap . ox 9Ap . ox oAp
== + +
IE* 0EF  oEP 0E®  9E® oEF T oEP 9%

Kap = 2

ou’ 9%
= +—
Yo == 2 P+ Iz Ap
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Dabei ist u = [u v w]T der in (10.6) eingefiihrte Vektor der Mittelflichenverschiebung

fi)4

ax 9y oz

m@{@@@

] sind die beiden Basisvektoren des £-n-Systems. Fiir die

Unbekannten [u v w]Tund [Ap Ap]T ([Ap Ay]ist in Ap enthalten, siehe (10.8)) er-
geben sich, wiederum getrennt nach Membran-~, Biege- und Querschubanteile, folgende

Operatormatrizen:
xd ]
9 0F
B, = %2 10.18
X9 X9
o on  omok |
[ wle ] [ X
o T
D ) /] D X
By = -al’ﬂ—a—n Byy = wom F (10.19)
opT o  opT @ ox 9  0x 0
ENEE] | 3an oy 3
[ T2 [ o
D F:] 2 9
B, = i i"f By, = a_§ F (10.20)
L Py L

10.4 Werkstoffgesetz beziiglich des krummlinigen Koordinatensy-
stems

Die kontravarianten Komponenten des Werkstofftensors fiir isotropes Material erhalt
man iiber [Malvern, 69]:

CoP = ) gy + u (@ + g% (10.21)
M und p sind die Lamé - Koeffizienten und g®® berechnet sich zu
9E® dEP .
p - =12 22
g ox, ox Gjj (a,B,1,] ,2,3) (10.22)

Aufgrund bestehender Symmetrien kann der Werkstofftensor als 6x6 ~ Matrix geschrie-
ben werden; mit Hilfe der “ebenen Spannungshypothese” wird diese Matrix auf die
GroBe 5x5 reduziert.

Werden die Komponenten dieser 5x5 - Matrix mit Cp,, bezeichnet, so ergeben sich,
aufgespalten in Membran-, Biege- und Querschubanteil, voll besetzte Matrizen:
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Cim = h]Cy1C5Cys
C31C3Cs;

[Cu Cp C13J (1023)

Cpn = —[CuCpCys
C31C32Cs3

h3 [C11C12Cy3
(10.24)

= hl CaaCys
C, h[Cs4CssJ (10.25)

10.5 Verzerrungs - Verschiebungs - Beziehung beziiglich des ortho-
gonalen Koordinatensystems

Soll das Tragverhalten auch in der Ebene in Dehnungs— und Schubverzerrungsanteile
getrennt werden, so muB ein lokal ~ orthogonales Koordinatensystem als Bezugssystem
gewahit werden. Nur mit dieser MaBnahme sind verschiedenartige Ansitze fiir Mem-
brandehnungen und -schubverzerrungen (beziehungsweise Normalspannungen und
Schubspannungen) méglich.

An die Stelle der im vorigen Abschnitt benutzten Basisvektoren %und -Z% (e¢ und

ey) treten nun die Vektoren %’rﬁund -g—’: (e; und e;). Die Transformation fiir partielle

Differentiation ist

'ég—a = %Ei—a‘ (10.26)
Die Komponenten der Transformationsmatrix sind gegeben durch
Aaa = ege ep (10.27)
oder ausfiihrlich
oxox axax] [or o
A= RN Enl-% % (10.28)

amor dmos| |og oy

Die Verzerrungen im orthogonalen Koordinatensystem sind

1/ 9x du X du
‘b = 5 (ara o’ ard ara) ( )
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1{ouT op guT op 9x dAp | 9x dAp
= 10.30
Kb =3 ( ar® o | o o2 | ot or® | o ar (10.30)

ouT 0x
Pt BFAP (10.31)

Da es vorteilhafter ist, den Querschubanteil mit der ANS — Methode iiber (10.17) zu
behandeln, sollen lediglich die Operatormatrizen fiir den Membran- und Biegeanteil

Ya =

angegeben werden:

[ &

o 31" %r

By = = (10.32)

Js ds

X9 0w

. or ds ds ar

[ @Ts ] X
81:r or gr %r

D

B = | 22 By, = =2 (10.33)

ds 9s ds ds
w’o , wTa x8 L Oxd
. 9r 9s 3s orl or ds s or

10.6 Werkstoffgesetz beziiglich des orthogonalen Koordinatensy-
stems

Aufgrund des orthogonalen Bezugssystems sind die Komponenten C3,C,3 beziehungs-
weise Cyund Cs; in (10.23) und (10.24) Null und das Werkstoffgesetz hat die einfache

Form
1v 0
cm={3-1"11° (10.34)
VYoo =¥
2
1v O
ER [, 1 0
— mee—— 1-
G 201-A) |, o 1-v (10.39)
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11 VIERKNOTIGE SCHALENELEMENTE

Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung von versteifungsfreien vierknotigen Schalene-
lementen. Vorteil der vierknotigen gegenliiber hGherwertigeren Elementen ist ihre Effi.
zienz, die sich aus der 2x2-Integration, der Verarbeitung von relativ kleinen Matrizen
und einer geringen Bandbreite der Struktursteifigkeitsmatrix ergibt. Ahnlich attraktiv
sind hier nur noch die biquadratischen, unterintegrierten und stabilisierten Schalenele-
mente [Belytschko, 89] [Rhiu, 87] [White, 90], fiir die ebenfalls eine 2x2-Integration
ausreicht.

Aufgrund der stets geraden Rénder ist das vierknotige Element jedoch maximal linear
verzerrt, was positive Auswirkungen auf das Elementverhalten und die Handhabung
beim Pre- und Postprozessing hat.

Durch die verschiedenen "locking”-Probleme kann das reine Verschiebungsmodell je-
doch nicht benutzt werden, es miissen zusétzliche Ansétze fiir Spannungen oder Verzer-
rungen eingefithrt werden. Zunéchst soll der Querschubanteil, dann der Membran- und
Biegeanteil diskutiert und verbessert werden.

11.1 Der Querschubanteil

Die Problematik des Querschubanteils einer Schale soll anhand eines verschiebungsfor-
mulierten Plattenelements aufgezeigt werden. AnschlieBend werden verbesserte Formu-
lierungen eingefihrt.

11.1.1 Das Verschiebungsmodell einer vierknotigen Platte

Plattenberechnungen mit schubweichen vierknotigen Verschiebungselementen ergeben
generell zu steife beziehungsweise flir diinne Strukturen oft unbrauchbare Ergebnisse.
Der Grund fiir das schlechte Verhalten ist ein Versteifen bestimmter Deformationsfor-
men, ”shear-locking” genannt.

Bild 11.1: Verschiebungsfreiheitsgrade eines vierknotigen Plattenelements
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Dieses Versteifungsproblem des Verschiebungsmodelis soll zundchst anschaulich erldu-
tert werden. Dazu wird wiederum eine tabellarische Untersuchung der Verzerrungen
eines Plattenelements im parametrischen £-n-Raum durchgefithrt. Das Verschiebungs-
feld des in Bild 11.1 gezeigten Elements besteht aus der Querverschiebung w sowie
den beiden Verdrehungen ¢g und oy

Ausgehend von einer bilinearen Interpolation fiir alle drei Verschiebungskomponenten
kann die Polynomverteilung der fiinf Verzerrungsfelder berechnet werden (Tabelle
11.1). Da die 12 Spalten die 12 Verschiebungsmodes des Plattenelements darstellen,
kénnen die Verzerrungen eines jeden Modes Uberpriift werden.

w Ly &y n|én
e ] L& yn | &n
a L &1 n|é&n
3 L n
9¢n 1 ¢
a0c % 2¢s
4 % 4 1| ¢ 1
& — oy 1 n|=1|=€|~n|-¢n
5= o 1€ —1|=¢&|-n |~¢n
M@ @ @ G ® O ® ® @ () (2

Tabelle 11.1: Verzerrungsverteilung des vierknotigen Plattenelements

Mode (1) sowie die beiden Kombinationen (2) plus (5) und (3) plus (9) sind die drei
Starrkérperverschiebungen, die gemiB der Tabelle keine Verzerrungen erzeugen. Uber-
priift man die konstanten Verzerrungsmodes, so 1Bt sich feststellen, daB3 die konstanten
Querschubmodes ((2) minus (5) und (3) minus (9)) exakt sind, reine Biegemodes (Mo-
de (6) und (11)) jedoch nicht mdglich sind. Die konstanten Kriimmungen in Spalte (6)
und (11) sind mit linear verdnderlichen Querschubverzerrungen gekoppelt, was bei diin-
ner werdenden Elementen aufgrund der dann dominierenden Schubsteifigkeit zu einem
totalen Versteifen fithrt. Da selbst im geometrisch unverzerrten Zustand keine konstan-
ten Biegemodes ohne parasitire Schubverzerrungen méglich sind, ist das Element un-
brauchbar.

Es ist leicht einzusehen, daB die Modes (6) und (11) durch eine reduzierte Approximati-
on der Querschubverzerrungen (oder ~spannungen) zu reinen, exakten Biegemodes
werden. Da solch eine Reduktion auch durch eine Unterintegration der Querschubantei-
le erreicht werden kann, erklért sich somit der Erfolg dieser Vorgehensweise.

11.1.1.1 Selektiv-reduzierte Integration
Mit Hilfe der selektiv-reduzierten Integrationstechnik wurde in [Hughes, 77] das erste
brauchbare vierknotige Plattenelement (SRI) entwickelt. Wihrend die Biegeterme in
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der herkdmmlichen Weise integriert wurden, wurde fiir die Schubterme eine Einpunkt-
Integration gewdhlt. Diese Unterintegration reduziert die Schubverzerrungen auf eine
konstante Verteilung, wodurch das Element "locking”—frei wird.

Wie aus Tabelle 11.2 ersichtlich ist, entstehen aber zwei ZEM, nimlich Mode (4) sowie
(7) minus (10). Diese ZEM treten bei linearen Berechnungen zwar selten auf, fiir nicht-
lineare Berechnungen wie Beulanalysen ist das Element jedoch ungeeignet.

w Ll €] n|én
P L1&|n|én

an
%+% 1| ¢ 1 n
‘5% Py 1 -1
(1) (2 ) (9 (5} (6) (D (8) (9 o a1y 12

Tabelle 11.2: Verzerrungsverteilung des SRI — Elements

11.1.2 - Die ANS-Formulierung des Querschubanteils

Da der Raum der zuldssigen Verzerrungsansitze

En = {m € (Lo, (1.1

diskontinujerliche Approximationen zuldfit, kann die aus den Verschiebungsableitun-
gen herriihrende bilineare Verteilung der Querschubverzerrungen auf eine konstant ~
lineare Verteilung reduziert werden, ohne daB Kinematiken entstehen (siehe Tabelle
11.3).

w LI&tn|én

g ‘ L& n | én

L 11 &€ |nién
f’f—ii:’% 1 1
T2
e T e 1 U —1
%%;*W,, 1 £ ”"f

(4 M (10)

Tabelle 11.3: Reduzierte Verzerrungsverteilung des vierknotigen Plattenelements
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Entsprechend den Konzepten von [Hughes, 81/1], [MacNeal, 82], [Dvorkin, 84], wer-
den die Verzerrungsfelder mit ”"sampling-points” definiert, das heif3t, an Kollokations-
punkten direkt aus dem Verschiebungsfeld berechnet, was den groen Vorteil hat, da
keine zusétzlichen Unbekannten eingefiihrt werden miissen. Wichtig fiir das gute Ver-
halten des Elements ist, daf3 die Kollokationspunkte auf den Elementkanten liegen. (Bild
11.2). Es hat sich gezeigt, daB diese Lage auch flir verzerrte Elementgeometrien reine
Biegemodes ohne parasitidre Schubverzerrungen ermdglicht.

Bild 11.2: Kollokationspunkte des vierknotigen ANS — Modells

Die reduzierten Verzerrungsfelder #,sind [Dvorkin, 84]:
N 1
p=SA-mr+50+n%E (11.2)

By 3-8 K+ 21+ R (113

Durch entsprechende Manipulationen der fiir den Querschub benétigten Matrizen By,
und By, konnen (11.2) und (11.3) aus verdinderten Operatormatrizen By, und By, ge-

wonnen werden, ohne daBl bei der numerischen Integration auf die vier Kollokations-
punkte zuriickgegriffen werden muB. Das Konzept soll im folgenden vorgestellt werden.

11.1.2.1 Die By - Matrix des ANS ~ Modells

Die urspriingliche Matrix By, des reinen Verschiebungsmodells, die sich durch Einset-
zen der Formfunktionen aus (10.20) ergibt, lautet:

NlﬂFl N2 X g2 N3§F3 N4§F4

- | 2 & OF o 4
Bo N gt B X e X (1.4
an an an an

Wie sich die acht Terme aufgrund des reduzierten Verzerrungsansatzes (11.2) und
(11.3) verandern, soll exemplarisch fiir den ersten Term
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ox1
By, = N! % F! (11.5)

gezeigt werden, Nach (11.2) ergibt sich der neue Term aus den zu interpolierenden
Termen, die an den Punkten A und B aufgestellt werden:

— 1 1 0% 1, 1 1 0x 1
==(1- = =1+ == |gF
By, =5 (1-mN |Aa§ |aF" + > (1 + 7N |Ba§ I (11.6)
Wegen
Nya=0 (1.7
1
Nljg = 5 (11.8)
wird (11.6) zu
- 1 i)
By, = (1 + n)a—g | sF? (11.9)
Benutzt man
aNK
NE |, g = | 11.10
“le=o 5 (11.10)
(siehe Tabelle 11.4), so ergibt sich (11.9) zu
= aN1| ax ON!| ax B
B, = (INHOX) pq [N OxB, 11.11
Sbu ag a§ |B ag a&. ( )
aNK oNE
X NK B O NK - kel
K N le=0 5 Iy=0 P
1 Vi(1+£)(1+m) YA(1+m) Y4(1+m) 14(1+€) V4 (1+€)
2 Y4(1-£)(14m) Vi(1+) ~V4(1+m) %4(1-€) 4(1-§)
3 Y4(1-6)(1-n) Y4(1-n) -%(1-n) 14(1-8) ~14(1-€)
4 Y4(1+)(1-) Y(1-m) Y(1-n) 14(1+6) ~V4(1+E)

Tabelle 11.4: Formfunktionen in urspringlicher, in richtungsreduzierter und in abgeleiteter
Form

Entsprechende Umformungen fiir die restlichen sieben Terme in (11.4) fiihren zur ver-

dnderten Bg, - Matrix:
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1 oxB 2| ox B 3l ox A 4 ox A
ONTJ ox By |ON?| oxBe, |ON3fox ALy |oN XA,
— o€ | o€ o0& | 0 of 1 9 o0& | o6
By = (11.12)
ON'| ox Dy [ON? xCrp [N 0xCrg |ON*f 6x D
on | on on | on an | on on | on
a® @
M p3g
ax?
LKl
@
3
ax?
£l
®  axr ®
3¢

Bild 11.3: Basisvektoren an den Kollokationspunkten

Mit Hilfe von Bild 11.3 erkennt man, daB

XA  9x3 4

5= 2% (11.13)
%B - %1 - 2_22 (11.14)
g_;c - :_:2 - 2_33 (11.15)
%D - :;%4 - %1 (11.16)

Fir die Basisvektoren an den Punkten A bis D kdnnen damit die Basisvektoren der
entsprechenden Knoten in (11.12) eingesetzt werden.

1 1 2l ax2 3 ox3 4l ox 4
3N£F1 aNi’Epz aNgF3 aNQF4
— 08 | 9 9 | 8§ € | o O | o0&
By = (11.17)
ONYf ox 1y [ON?fox2, fON| ox g [Nt x4
on | on an | on on | oy an | on
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11.1.2.2 Die B, - Matrix des ANS - Modells

Die Operatormatrix des Verschiebungsmodells (siehe (10.20)) hat folgendes Aussehen:

aNT N2 N3 gN¢
oo P E? e Tt
aNT  aNZ  GN3  oN¢
T T T ? o

(11.18)

Wie sich diese Terme aufgrund der Approximation (11.2) und (11.3) veréndern, soll
wiederum exemplarisch am ersten Term

aN!
Bim,, = P (11.19)
gezeigt werden. Der neue Term ergibt sich iiber (11.2) zu

o 1 EINE 1 oN?t
==(1-n— =(1 + g)~— 11.
By, 2(1 ) 5 fa p|A+2( 7) 5 Is plB (11.20)

Unter Beriicksichtigung von

aN!

Ny - 11.21

P [a=10 (11.21)

aN? 1

g == 11.22

9 BT 7 (11.22)
ergibt sich (11.20) zu

— 1 oN1

Bom, = 7(1+mplp = o B _ (11.23)

Da die abgeleiteten Formfunktionen in (11.19) bereits konstant -~ lineare Felder sind,
wirkt sich diese Reduktion der Verzerrungsfelder lediglich im Normalenfeld p aus. Die
verdnderte Operatormatrix ist

ON! y oN% 5 aN3 , aN*
R T
® T ONL o N2 o oN3 ., oN*

o ® Tt T ® Tan

=

(11.24)

l.’D

Die Direktoren p an den Stellen A,B,C,D kénnen aus den an den Knoten vorliegenden
p-Vektoren durch Mittelung berechnet werden. So ist zum Beispiel

A p’ +p*

S il M (11.25)
o3+ p*|

P
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Vergleicht man (11.24) beziehungsweise (11.17) mit den urspriinglichen, zum ”lok-
king” fiihrenden Matrizen (11.18) beziehungsweise (11.4), so wird deutlich, daB die
neuen Matrizen mit nur wenigen Anderungen im Programmcode gebildet werden kén-
nen und der Mehraufwand der ANS - Formulierung nahezu vernachlédssigbar ist. Ange-
merkt sei, daf} fiir den Sonderfall der Platte (Normalenfeld ist konstant) gilt:

By = By (11.26)

Allein die Einfiihrung der Operatormatrix Bg, filhrt somit zu einer "locking” - freien

Platte. Fir ein Schalenelement ist jedoch die Manipulation beider Matrizen notwendig.
Die Elementsteifigkeitsmatrix fiir den Anteil der Querschubverzerrungen ist mit (10.25)

BL | i &

k= f B C{Bim By| dA (11.27)
S|

A,

wobei A, die Elementfliche darstellt.

11.2 Der Membran~ und Biegeanteil

Im vorigen Abschnitt wurde der Querschubanteil eines Schalenelements verbessert.
Diese Anderung gegeniiber dem Verschiebungsmodell ergibt das Bathe/Dvorkin-Ele-
ment (B/D) {Dvorkin, 84]. Um ein optimales Elementverhalten zu erreichen, soll nun
auch ein verbesserter Membran- und Biegeanteil benutzt werden. Aufgrund der Ahn-
lichkeit der Differentialbeziehungen, konnen fir beide Anteile dieselben Konzepte ver-
wendet werden.

Mbogliche Membranapproximationen wurden im ersten Teil dieser Arbeit ausfiihrlich
diskutiert. Zwei Konzepte, die die besten Ergebnisse versprechen, sollen angewendet
werden:

1. Das hybrid - gemischte Hellinger ~ Reissner Modell (Element HR-A)
2. Das EAS - Modell (Element EAS-4)

11.2.1 Die Hellinger ~ Reissner Formulierung des Membrananteils

Bei der Untersuchung der Scheibenelemente hat sich das Element HR-A [Pian, 84]
als duBerst zuverldssig erwiesen. Aus diesem Grund soll diese Approximation als Mem-
brananteil einer Schale eingesetzt werden. Die Formulierung entspricht der in Kapitel
5; einzige Anderung ist das Bezugssystem. Statt dem globalen muB fiir die Schale das
orthogonale r-s~t System benutzt werden (siehe auch [Simo, 89/1]). Der Raum der
Approximation fiir die Membranschnittkréfte ny, ist entsprechend zu (5.9)
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Ny, = F;] =PB;Be ]R5} (11.28)
n's h

Die Interpolationsmatrix P ergibt sich wiederum zu

Wy = {nh € [14(9)]3

!

o o=
O v ©

100
P=TyP;=Ty[0 10 (11.29)
001

mit P aus (5.30). Da die isoparametrischen Ansitze nun nicht wie in (5.26) auf das
globale x-y-System, sondern auf das lokale r~-s~System transformiert werden miissen,
enthilt Ty die Terme Ay aus (10.28):
AL A) 2A114y
To=| A3, A} 2A1A9 (11.30)
AnAn Ap1An AnAg + ApAgJE=1=0

Damit T lediglich konstante Terme enthilt, wird die Matrix wie (5.26) vor der Integrati-
onsschleife am Mittelpunkt £&=n=0 aufgestellt. Die Multiplikation (11.29) wirkt sich nur
in den nicht konstanten Anteilen von P¢, das heifit in der vierten und fiinften Spalte
der Matrix Pg aus. P hat damit folgende Struktur:

10 0|
P=1010] P, |=[1P (11.31)
001

Mit den Ableitungen der Formfunktionen,
Na = A1 N, (11.32)

die in (10.32) einzusetzen sind, und dem inversen Werkstoffgesetz

1 1 -» 0
c;,}=‘ﬁ -v 1 ] (11.33)
0 0 2(1+w)

kénnen die Matrizen H und G gebildet werden:

H= fPTc;an dA (11.34)
A,
A
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Aufgrund der geschickt gewéhlten Ansétze in (11.29) erhélt die Flexibilitdtsmatrix eine
besonders einfache Struktur:

H = l (11.36)

Die 2x2~-Matrix h berechnet sich aus

h = J PlCiPL dA (11.37)
A

Mit einer entsprechenden Gliederung von G

BiiAe
G = (11.38)

g

wobei By die 1x1 - integrierte Operatormatrix darstellt, und

g= JPEB dA (11.39)
A

zerfille die Formulierung in eine Binpunkt - Integration, die die konstanten Spannungs-
felder erfaBt, und eine Rang-2 Stabilisierung. Die Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich
zu

— Ty.-1,
k=kx + gh'g (11.40)

Die Einpunkt - Integration sorgt auch dafiir, daB die konstanten Anteile auf ein einheitli-
ches, am Mittelpunkt aufgestelltes Basissystem bezogen werden, was den Patch Test,
also exakte konstante Anteile garantiert. Die SchnittgroBenermittiung

n,=PR=[IP]p (11.4D
vereinfacht sich durch die Aufspaltung zu

ny = (CnBpy + Prh7'g) d (11.42)
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11.2.2 Die Hellinger ~ Reissner Formulierung des Biegeanteils
ml
Die Approximation des Biegeanteils mit my, = |m*| soll in derselben Weise erfolgen,
m®fn
Ein rein verschiebungsformulierter Biegeanteil verursacht zwar keine *locking”~Proble-
me, so daf} die zusitzlichen Spannungsansétze nur geringfiigig verbesserte Ergebnisse
ergeben. Sind Membran- und Biegeanteil aber durch exzentrisch angebrachte Steifen
oder durch ein beziiglich der Mittelfliche unsymmetrisches Materialgesetz gekoppelt,
so ist eine fiir beide Anteile gleichartige Formulierung notwendig.

Die Implementierung des Biegeanteils ist mit (10.33) und (10.35) identisch der des
Membrananteils und soll deshalb nicht mehr ausgefiihrt werden.

11.2.3 Die EAS-Formulierung des Membrananteils

Der im vorhergehenden Abschnitt benutzte Spannungs-Verschiebungs-Ansatz basiert
auf der komplementiren Energie. Insbesondere fiir materiell nichtlineare Probleme sind
jedoch Formulierungen, die auf der potentiellen Energie beruhen, einfacher zu handha-
ben. Aus diesem Grund soll die EAS-Formulierung verwendet werden. Mit Ausnahme
des nicht mehr globalen sondern lokal ~ orthogonalen Bezugssystems entspricht die
Formulierung jener in Kapitel 7.

Die Membranapproximationen sind festgelegt durch den Raum

- €rr
E, = {éh € [Log Yo, = [GS.SJ =Ma;ax€ 1R4} (11.43)
2&5]h
wobei analog zu (7.9)
detJy T
= ;T M .
Sy 10 M (11.44)
mit TpT aus (11.30) und
E0D00
Mz =000y (11.45)
0n &0

Gewdhlt wurde die vierparametrige Approximation (11.45), da die Fiinf-Parameter—
Approximation (7.20) nur unwesentlich bessere Ergebnisse ergibt und sich somit der
zusétzliche Aufwand nicht lohnt.
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Mit den in (10.32) einzusetzenden, abgeleiteten Formfunktionen (11.32) sowie (10.34)
konnen die Untermatrizen (7.13) bis (7.15) und damit iiber (7.16) die Elementsteifig-
keitsmatrix gebildet werden.

k= K-LTD"IL (11.46)

Das Element kommt in dieser Form aber nicht durch den Patch Test, da die Basisvekto-
ren in (10.32) von Integrationspunkt zu Integrationspunkt variieren und somit die kon-
stanten Verzerrungsanteile zerstéren. Eine Aufspaltung in eine Einpunkt-Integration
und hoherwertige Anteile (analog zu (11.40)), die ermdéglicht, daf3 die konstanten Antei-
le auf ein einziges Basissystem bezogen werden und damit exakt sind, ist fiir (11.46)
nicht moglich.

Ist das Element eben, das heiflt unverdrillt, so kann jedoch ein nicht variierendes ortho-
gonales Bezugssystem gewihlt werden. Mit am Mittelpunkt berechneten Basisvektoren®

0xXp Ix
T = o lE=n=0 (11.47)

schreibt sich die Operatormatrix als

LX)
. aar %r
B, = i (11.48)
Js 98
9% 8 | 0% 9
Jdr as ds ar

Ein einziges Bezugssystem kann jedoch eine verdrillte Elementgeometrie nicht erfassen.
Fiir diesen Fall muf3 die Operatormatrix nach (10.32) berechnet werden.

11.2.4 Die EAS - Formulierung des Biegeanteils
Eine entsprechende Interpolation der Kriimmungen &, (Vierparameter — Approximati-
on analog zu (11.43) bis (11.45)) ergibt mit den B~-Matrizen und dem Werkstoffgesetz

(10.35) die Steifigkeitsmatrix des Biegeanteils. Dabei ergibt sich IDIbm nach (10.33a);

ﬁbb berechnet sich fiir verdrillte Elemente nach (10.33b), fiir ebene Elemente analog
zu (11.48) mit konstanten Basisvektoren.

6. Die Basisvektoren konnten auch an irgend einem anderen Punkt aufgestellt werden.
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11.3 Zusammenstellung der Schalenelemente

In Tabelle 11.5 sind die Formulierungen der diskutierten Schalenelemente in einer
Ubersicht dargestellt. Zu Vergleichszwecken bei den numerischen Beispielen soll das
in Spalte 1 aufgefiihrte selektiv reduzierte Verschiebungsmodell (SRI) dienen. Dabei
steht DISP fiir die herkdmmliche 2x2-integrierte Verschiebungsformulierung.

Das auf [Dvorkin, 84] zuriickgehende Bathe-Dvorkin-Element (B/D) hat einen ANS-
formulierten Querschubanteil; Membran- und Biegeanteil entsprechen jedoch dem rei-
nen Verschiebungsmodell.

Anteile SRI B/D HR-ANS EAS-ANS
Membran DISP DISP HR-A EAS-4
Biegung DISP DISP HR-A EAS-4
Querschub 1x1 ANS ANS ANS

Tabelle 11.5: Zusammenstellung der Schalenelemente

In der dritten Spalte ist das Element HR~ANS aufgelistet, das fiir Membran- und Bie-
geanteil den Hellinger-Reissner Ansatz (11.29) besitzt. Der Querschubanteil entspricht
der fiir das Bathe-Dvorkin Element benutzten ANS~Formulierung.

Fiir das Element EAS-ANS wurde wiederum die ANS-Formulierung fiir den Querschub
benutzt; die Interpolation des Membran- und Biegeanteils erfolgt mit dem vierparame-
trigen EAS-Ansatz.

Anmerkung: Elemente mit einer Hellinger - Reissner Formulierung filr den Quer-
schubanteil (oder auch einer modifizierten HR - Formulierung mit Ver-
zerrungen anstatt Spannungen) erfiillen nur mit Hilfe besonderer Pro-
jektionsoperatoren [Wang, 89] den Patch Test; aus diesem Grund und
aus Griinden der Effizienz scheint die ANS-Formulierung fiir den Quer-
schubanteil konkurrenzlos.

Die ANS-Methode kann in der gezeigten Weise jedoch nur auf den
Querschubanteil, nicht aber auf den Membran- oder Biegeanteil ange-
wendet werden. Aufgrund des bei der Membran und bei der Biegung
mdglichen Querdehneffekts kdnnen die Verzerrungsfelder ndmlich nicht
einfach reduziert werden, sondern sie miissen bei vierknotigen Elemen-
ten vollstdndig linear sein.
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12 NUMERISCHE BEISPIELE DER SCHALENELE-
MENTE

Untersucht wurden die in Tabelle 11.5 zusammengestellten Elemente:

SRI

B/D

HR-ANS

EAS-ANS
Zu Vergleichszwecken wurden die vier-, neun- und sechzehnknotigen isoparametri-
schen Verschiebungsmodelle, das neunknotige Pinsky - Element [Pinsky, 87] sowie die
Simo - Platte [Simo,90] eingesetzt.

Das neunknotige Pinsky ~ Element ist ein ANS - formuliertes Schalenelement, wobei
die beim Verschiebungsmodell biquadratischen Membran-, Biege- und Schubverzer-
rungsfelder durch eine Berechnung an jeweils sechs Kollokationspunkten reduziert wer-
den. Das Element ist "locking” ~ frei, passiert aber nicht den Patch — Test, da fiir die
Biege- und Membranverzerrungen aus Griinden der Effizienz kein orthogonales Be-
zugssystem benutzt wird.

Die vierknotige Simo - Platte hat einen EAS - formulierten Querschubanteil, wihrend
der Biegeanteil unveréndet ist, also dem reinen Verschiebungsmodell entspricht. (Ent-
sprechend der obigen Namensgebung wiirde das Element DISP - EAS heilen).

12.1 Patch Test der vierknotigen Plattenelemente

Fiir den Patch Test der vierknotigen Plattenelemente wird wiederum die in Bild 8.1
gezeigte Netzkonfiguration benutzt. Mit den in Bild 12.1 dargestellten Lastfillen wird
iberpriift, ob die Zustinde konstanter Momente mdglich sind. Exakte Ergebnisse kin-
nen sich nur dann ergeben, wenn keinerlei Schubverzerrungen aufgebaut werden.

1

4 c 4 ‘

M yx Myy Moy

Bild 12.1: Lastfille des Platten — Patch Tests

Passiert wird der Test von den Elementen B/D, HR-ANS und EAS-ANS. Nicht bestan-
den wird er vom reinen vierknotigen Verschiebungsmodell, der Simo - Platte (exakte
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konstante Momente sind nur fiir Parallelogrammelemente mdoglich) sowie, aufgrund
der ZEM, von dem selektiv unterintegrierten Verschiebungsmodell SRI und dem voll-
stindig unterintegrierten Element URI.

12.2 Eigenwertanalyse verschiedener Platienmodelle

Die Eigenwertanalyse eines Elements mit quadratischer Form (Seitenléngen 1,0; Dicke
0,1; E-Modul 1,0 und v=0,0) soll die Steifigkeiten der Deformationsmodes des 2x2 -
integrierten Verschiebungsmodells, der selektiv und reduziert integrierten Modelle SRI
und URI sowie der Elemente B/D und HR-ANS verdeutlichen. (Aufgrund der unverzerr-
ten Elementgeometrie ist das Element EAS-ANS mit HR-ANS identisch).

URI {1 x 1) DISP (2 % 2) SRI B/D HR-ANS

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 00347222 ylpr, ¥ 0 0.0347222 yi, yir 0027777 xlp

0 0.0532407 x13, xlf, ) 0 0.0416667 xlg, xfo  |0.027777 it

0 0.0532407 xclt, iy, | 0.0416667 iz, «ly  [0.0416667 lir, xfy  0.0347222 yjr, yim

o 0.0713352 x5, (v, yi)| 0.0416667 xlr, scfz  |0.0713352 w, (v, yim)] 0.0713352 xs, (417, yiiv)

0.083333 «3,
0.083333 x¢,

0.118056 «j,, yi"
0.118056 «g,, yi

0.083333 x4,
0.083333 «s,

0.083333 s,
0.083333 5,

0.083333 x5,
0.083333 15,

0.083333 x5,
0.520833 5

0.324498 v, yin, (x§,
0.520833 y

0.083333 «g,
0.520833 y§
0.520833 y

0.324498 yjo, yln, (x§,)
0.520833 y§
0.520833 ys

0.324498 y", yin, (x5,
0.520833 y§
0.520833 y¢

0.520833 y¢ 0.520833 y

Tabelle 12.1: Eigenwerte und zugehdrige Verzerrungsverteilung verschiedener vierknotiger

Plattenmodelle

In Tabelle 12.1 sind die 12 Eigenwerte der fiinf Elementmodelle mit den in den jeweilig-
en Eigenmodes enthaltenen Verzerrungen angegeben. Die zweite Spalte zeigt die Ergeb-
nisse des vollintegrierten Verschiebungsmodells. Aufgrund der parasitiren linearen

Schubverzerrungen y]g“ und y‘”i“ haben die Kriimmungsmodes kg und «yy, zu hohe Ei-

genwerte. Kriimmungsmodes ohne parasitdre Schubverzerrungen bekommt man mit
den Modellen URI und SRI. Durch die Unterintegration treten jedoch vier beziehungs-
weise zwei zusdtzliche Nulleigenwerte auf.

B/D passiert den Patch Test, da aufgrund der ANS - Formulierung des Querschubanteils
die Modes «f; und «y, exakt sind. Das Element HR-ANS hat neben den exakten kon-
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stanten Modes /cg§ und f, auch verbesserte lineare Kriimmungsmodes, da Kgy als kon-
stantes Feld angesetzt wurde. Die Kopplung zwischen den linearen Schubmodes und
der Drillung Icg,] bleibt bestehen. Diese Kopplung, die die unterintegrierten Elemente

URI und SRI nicht zeigen, wirkt sich aber erst dann negativ aus, wenn die Elemente
als verdrillte Schalenelemente eingesetzt werden (siche Kapitel 12.10).

12.3 ”Locking” ~ Tests

12.3.1 Vierknotige Elemente

Um das "locking” ~ Verhalten der vierknotigen Plattenelemente zu untersuchen, wurde
eine naviergelagerte Quadratplatte (L=1; E=1; v = 0,3) unter Einzellast berechnet,
wobei die Plattendicke h sukzessive verringert wurde (Bild 12.2). Die Ergebnisse wurden
mit der Kirchhoff ~ Losung wey einer diinnen Platte verglichen.

B/D bzw. Simo, Netz (A)_ _

8/D, Netz
@ | ’

B

10 100 1000 10000 100000  L/h

Bild 12.2: "Locking” - Test fiir vierknotige Elemente
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Idealisiert wurde ein Viertel der Struktur, wobei ein unverzerrtes und ein verzerrtes
Elementnetz benutzt wurde. Bekannt ist das “locking” des vollintegrierten Verschie-
bungsmodells, das selbst bei Rechteckelementen auftritt. Das Simo - Plattenelement
[Simo, 90] ist ein Beispiel fiir all die Elemente, die bei Rechteckgeometrien kein ”lock-
ing”, fiir verzerrte Elemente jedoch “locking” zeigen. Die Ergebnisse dieses Elements
sollen verdeutlichen, daf} fir ein ”locking” - Test die Netzkonfiguration so allgemein
wie moglich verzerrt sein mul3. Ein ”locking” - Test nur fiir Rechteckelemente ist ohne
Aussagekraft. "Locking” - frei ist das Element B/D sowie die nicht dargestellten Ele-
mente HR-ANS, EAS-ANS, SRI und URI.

12.3.2 Hoherwertigere Elemente

e

________ 9 kn - 2x2

9 kn - Pinsky

16 kn - 3x3

1 i o

5 50 500 5000 50000 500000 L/h

Bild 12.3: ”Locking” ~ Test fiir hGherwertige Elemente

Fiir den "locking” - Test hoherwertiger Elemente (getestet wurden die voll und reduziert
integrierten neun- und sechzehnknotigen Verschiebungsmodelle sowie das neunknotige
Pinsky - Element [Pinsky, 87]) wurde eine eingespannte, mit einer Einzellast belastete
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Kreisplatte (R = 5; B = 1; v = 0,3) gewdhlt (Bild 12.3). Durch die krumme Berandung
sind die Elemente automatisch quadratisch verzerrt; fiir das sechzehnknotige Element
wurden die Innenrander zusatzlich kubisch verzerrt.

Die Ergebnisse zeigen, daf} die vollintegrierten Verschiebungsmodelle keinesfalls ”lok-
king” - frei sind. Erst eine Unterintegration oder eine ANS - Formulierung befreien
die Elemente vom ”shear ~ locking”. Angemerkt sei, daB das gegeniiber dem neunknoti-
gen Element schlechtere Abschneiden des sechzehnknotigen Elements daran liegt, daB
die kubischen Elemente stirker verzerrt sind (siehe Bild 12.3).

12.4 EinfluBl der Netzverzerrung

Ein Viertel einer naviergelagerten Platte (Einzellast in Systemmitte) wurde mit vier Ele-
menten idealisiert (Bild 12.4). Um den EinfluB} einer Netzverzerrung zu studieren, wur-
de der Mittelknoten entlang der Diagonalen verschoben.

: oL
! symm. F E = 1,92.10"
o < v =0,3
h = 0,001
F =10
€
W, 2 S
(@) ]
o O— ———
— 2y

Bild 12.4: Viertelplatte mit unverzerrtem und verzerrtem Elementnetz

a SRI B/D HR-ANS | EAS-ANS Simo

0 0,987 0,987 - 1,002 1,002 0,987
0,025 1,002 0,982 0,997 0,997 0,169
0,050 1,008 0,972 0,986 0,986 0,056
0,075 1,005 0,956 0,969 0,968 0,028
0,100 0,989 0,933 0,943 0,942 0,017
0,125 0,954 0,900 0,909 0,908 0,012

Tabelle 12.2: Normierte Verschiebung der Viertelplatte bei zunehmender Netzverzerrung

In Tabelle 12.2 ist die Verschiebung unter der Einzellast, normiert beziiglich einer kon-
vergierten Ldsung, fiir sechs verschiedene Verzerrungsstufen angegeben. Analog zu
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den Scheibenberechnungen (Kapitel 8.3) schneidet das Hellinger — Reissner Modell
HR-ANS geringfligig besser ab, als das EAS-ANS - bezichungsweise das B/D - Ele-
ment.

Deutlich wird nochmals das “shear - locking” des Simo - Plattenelements, so daB diese
EAS - Formulierung fiir den Querschubanteil einer Schale nicht in Frage kommt.

12.5 Naviergelagerte Kreisplatte
Eine naviergelagerte Kreisplatte (SS1 ~ Lagerung) mit Radius = §, Dicke = 0,1, E =

10,92-10* und v = 0,3 wird mit einer Gleichlast q = 1 belastet. Fiir die Viertelplatte
wurden drei verschieden feine Netze gewdhlt (Bild 12.5).

|
| 1
. |
Rl ; \ J;i;\
A N=3 N =12

Bild 12.5: Viertelausschnitt der Kreisplatte

Elemente SRI B/D HR-ANS | EAS-ANS Simo
N= 3 3,0773 3,6430 3,6642 3,6642 2,2363
N =12 3,7050 3,9037 3,9086 3,9086 3,7106
N =48 3,9119 3,9628 3,9640 3,9640 3,9128

Tabelle 12.3: Mittenverschiebung der naviergelagerten Kreisplatte
(Reihenidsung ergibt 3,9831 [Simo,90])

In Tabelle 12.3 ist jeweils die Mittenverschiebung fiir fiinf verschiedene Elemente ange-
geben. Vor allem bei dem groben Netz mit stark verzerrten Elementen zeigt sich das

exzellente Verhalten der Elemente B/D, HR~ANS und EAS-ANS.
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12.6 Schrige Platte

Die in Bild 12.6 dargestellte schrige Platte (naviergelagert) mit Lingen L = 100, Dicke
=1, E=10° und v = 0,3 ist durch eine Gieichlast q = 1 belastet. Da eine SS2 - Lagerung
eine zu hohe Einspannwirkung an den stumpfen Ecken erzeugt, wurde die Navierlage-
rung als “soft support” (SS1) idealisiert, das heifit, lediglich die Querverschiebung w
ist behindert.

In Tabelle 12.4 ist die Mittendurchbiegung fiir verschieden feine Elementnetze angege-
ben. Aufgrund der in jedem Element konstanten Jakobimatrix ist auch das Simo - Ele-
ment "locking” - frei. Nicht {iberbewertet werden sollten die Ergebnisse des SRI - Ele-
ments; hier scheint sich das zu weiche Verhalten des unterintegrierten Querschubanteils
mit dem versteifenden Verhalten des Biegeanteils zu kompensieren.

Auffillig ist das gegeniiber den Elementen B/D und Simo verbesserte Verhalten von
HR -ANS und EAS - ANS. Wegen der komplizierten Momentenverldufe (mit Singulari-
titen in den Ecken) wirkt sich der verdnderte Biegeanteil bei diesem Beispiel besonders
deutlich aus.

>y - ) /

&

Ss1
L =100

Bild 12.6: Schrdge Platte

Netz URI SRI B/D HR-ANS |EAS-ANS | Simo

4x4 4,8568 4,5085 3,9182 4,2122 4,2122 3,9303
6x6 4,9492 4,4853 3,8873 4,2234 4,2234 3,9326
8x8 4,8542 4,4378 3,8991 4,2239 4,2239 3,9840

10x10 4,7776 4,4387 3,9752 4,2591 4,2591 4,0761
12x12 4,7293 4,4511 4,0589 4,3032 4,3032 4,1575
14x14 4,6996 4,4665 4,1299 4,3424 4,3424 4,2217
16x16 4,6812 4,4820 4,1875 4,3738 4,3738 4,2726

Tabelle 12.4: Mittenverschiebung der naviergelagerten, schrigen Platte
(Reihenldsung ergibt 4,455 [Simo, 90])
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12.7 Quadratplatte unter Gleichlast

Ein Viertel einet durch eine Gleichlast q belasteten, diinnen Quadratplatte (naviergela-
gert) wird mit einem 2x2 - beziehungsweise 4x4 - Netz idealisiert (Bild 12.7). Fiir
jeweils ein unverzerrtes und verzerrtes Elementnetz sollen die Querverschiebungen w
und Querkrifte qx entlang der Mittellinie A — B verglichen werden (Bild 12.8 und 12.9).

1A B L =20
T ™" h=002
! 6

I R E=2110

i ! v=0,3
— | q= 0,02

| :
o e e e

i |
o L L j O et X
l L2 ,

Bild 12.7: Viertelausschnitt einer Quadratplatte

Da die Ergebnisse der Elemente B/D, HR~ANS und EAS-ANS dicht beieinander lagen,
sind lediglich die Resultate des Elements HR~-ANS aufgetragen. Als Vergleichsidsung
dienen die mit einem regelméBigen 8x8 - Netz berechneten Verldufe des Pinsky - Ele-
ments, wobei die geringen Querkraftspriinge noch geglittet wurden.

Um die Fahigkeiten des Elements HR-ANS klar aufzuzeigen, sind die Querkraftverliu-
fe dieses Elements ungegléttet dargestellt. Herausgestrichen werden muB der nur gerin-
ge Qualitiitsverlust beim Ubergang vom unverzerrten zum verzerrten Elementnetz, so-
wohl bei den Verschiebungsverldufen als auch bei den Querkraftverldufen.
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0,05 -

Ay

Bild 12.8: Queﬁerschiebung wdes Elem— Bild 12.9: Querkrdfie g, des Elements HR-ANS
ents HR-ANS entlang der Mittellinie entlang der Mittellinie einer Quadratplatte
einer Quadratplatte
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12.8 Halbkugel mit Loch B
Bild 12.10 zeigt einen Viertelausschnitt einer Halbkugel mit Loch mit der punktweisen
Belastung. Das Beispiel ist in der Literatur vielzitiert, da bei einer unkorrekten Schalen-
formulierung die vierknotigen Elemente “shear — locking” aufweisen.

R =10
h = 0,04
E= 6825.10
V=03
symm,
¥4
Fa1
F=1 V
/B
Y

Bild 12.10: Halbkugel mit Loch

Tabelle 12.5 gibt die Querverschiebung w, des Punktes A bei zunehmender Netzver-
dichtung wiedet. In [MacNeal, 85] wurde ein Vergleichswert von 0.094 angegeben;
neuere asymptotische Berechnungen [Simo, 89/1] weisen jedoch auf einen Wert von
0.093 hin.

Da die getesteten Elemente von oben konvergieren, hat das gegeniiber HR-ANS oder
EAS-ANS etwas steifere Element B/D fiir grobe Netze die besseren Werte.

Netz SRI BD HR-ANS EAS-ANS
2x2 0,11064 0,10953 0,11127 0,11126
4x4 0,10212 0,09912 0,09985 0,09985
8x8 0,09502 0,09410 0,09455 0,09455
16x16 0,09419 0,09324 0,09352 0,09352

Tabelle 12.5: Radialverschiebungen der Halbkugel mit Loch
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12.9 Scordelis ~ Lo — Schale

Die Geometrie des Scordelis ~ Lo - Dachs, eine Zylinderschale unter Eigengewicht
(spezifisches Gewicht p), ist in Bild 12.11 gegeben. Die Schale ist an den Endscheiben
gelenkig gelagert, die Endscheiben sind jedoch in Richtung der Schalenachse flexibel.
Aus Symmetriegriinden wurde wiederum nur ein Viertel der Struktur idealisiert.

E=4,32.108
v =00
h= 025
p = 360

Bild 12.11: Scordelis ~ Lo Schale

Fiir vier verschieden feine Netzeinteilungen wurde die Durchbiegung des Mittelpunkts
der freien Kante wg verglichen. In Tabelle 12.6 beziehungsweise 12.7 sind die berechne-
ten Werte sowie die auf den Vergleichswert 0.3008 ("deep shell solution” [Saleeb, 87])
bezogenen Abweichungen in Prozent angegeben.

Netz SRI BD HR-ANS EAS-ANS
2x2 0,37778 0,35728 0,41952 0,41952
4x4 0,28894 0,28320 0,31469 0,31470
8x8 0,29678 0,29428 0,30428 0,3042%
16x16 0,30164 0,30040 0,30308 0,30308

Tabelle 12.6: Randverschiebung wy der Scordelis - Lo Schale

Netz SRI B/D HR-ANS EAS-ANS
2x2 +25,6% +18,8% +39,5% +39,5%
4x4 -4,0% -5,9% +4,6% +4,6%
8x8 -1,3% -2,2% +1,2% +1,2%
16x16 +0,3% -0,2% +0,8% +0,8%

Tabelle 12.7: Abweichungen in % fiir die Randverschiebung wyg der Scordelis — Lo Schale
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Dal} die Elemente SRI und B/D fiir das 2x2 - Netz die besseren Ergebnisse ergeben,

liegt daran, daf} wie im vorigen Beispiel die Elemente von der weichen Seite her konver-
gieren. Die aufgrund der reinen Verschiebungsformulierung zu steifen Membran-— und
Biegeanteile der Elemente SRI und B/D wirken sich deshalb positiv aus. Fiir feiner wer-
dendere Netze zeigen die Elemente HR-ANS und EAS~ANS jedoch das bessere Konver-

genzverhalten.

In Bild 12.12 und 12.14 sind die Membranléngskrifte n,, und die Momente m,, des Ele-
ments HR~-ANS fiir die rechte Hilfte der Struktur gezeigt. (Die Berechnung erfolgte

am Viertelsystem mit 8x8 Elementen.)

INSTITUT
FUER
BAUSTATIK

MAX= 7, 37E+04
MIN=-1,78E+04

LEGEND

= 7, 37E+04

Bild 12.12: Membranldingskrdfte n,, fiir die Scordelis-Lo Schale, berechnet mit dem Element

HR-ANS (gezeigt ist das halbe System).
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Die Verldufe entlang der Linie A—DB sind nochmals in den Bildern 12.13 beziehungswei-
se 12.15 gegeben. Zum Vergleich sind die Ergebnisse des Elements B/D sowie die
exakten Verldufe [Scordelis, 69] eingetragen. Bemerkenswert ist, daB bei beiden Ele-
menten praktisch keine Spriinge fiir die Schnittgré8en n,, und my, auftreten (die Verldu-
fe sind nicht gegléttet). Die Ergebnisse des Elements HR-ANS liegen durch die verbes-
serte Approximation der Membranschubkrifte und Drillmomente etwas ndher an der
exakten Losung.

A nrr

80000

exakte Losung

- 50000

| | HR - ANS \

B/D

Bild 12.13: Membranlingskrifte n,, der Elemente B/D und HR-ANS entlang der Linie A--B
der Scordelis-Lo Schale (8x8 ~ Netz fiir das Viertelsystem);
exakte Losung aus [Scordelis, 69].
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INSTITUT

FUER
BAUSTATIK

MAX= 9., 71E+01
MIN=-b,57E+02

O
2.6

3. 71E+01

Bild 12.14: Momente m,, fiir die Scordelis-Lo Schale, berechnet mit dem Element HR-ANS
(gezeigt ist das halbe System).

exakte Losung

]

-500

Bild 12.15: Momente m,, der Elemente B/D und HR-ANS entlang der Linie A——B der
Scordelis—Lo Schale (8x8 — Netz fiir das Viertelsystem);
exakte Lisung aus [Scordelis, 69].
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Die Membranschubkrifte n, zeigen, wenn man das Element B/D benutzt (Bild 12.16)
groB3e Oszillationen, vor allem um den Punkt B herum (die Werte oszillieren in den
dortigen Elementen von -17400 bis +17400). Diese oszillierenden Verldufe schlucken
Energie, und aus diesem Grund hat das Element B/D die etwas geringeren Verschiebun-
gen und SchnittgroBen. Die Berechnung mit HR-ANS Elementen (Bild 12.17) zeigt die
quantitativ korrekten Membranschubkréfte (entsprechend dem Ansatz sind die Verldufe
in den Elementen abschnittsweise konstant).

INSTITUT

FUER
BAUSTATIK

MAX= 1. 74E+04
MIN=-1.74E+04

i,
) i)
SR
Ll
vt )
AN
ORI
ittt
i,
AR
0",

LEGEND
—1-1. 74E+04

0,
B,
Gl
h
0,
rtatii
RN
ittt
ittt

.

1.74E+04

Bild 12.16: Membranschubkrdfte n,, fiir die Scordelis—Lo Schale, berechnet mit dem Element
BID (gezeigt ist das halbe System).
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la,"l,"(
1,000,

2.50E+03
7 5=
[ 7soewes
1.00E+04

Bild 12.17: Membranschubkrifte n,; fiir die Scordelis~Lo Schale, berechnet mit dem Element
HR--ANS (gezeigt ist das halbe System).

12.10 “Locking” - Test fiir Schalen

"Locking” - Tests werden meist nur fiir Platten durchgefiihrt. In diesem Beispiel zeigt
sich jedoch, daf} "locking” - freie Plattenanteile bei Anwendungen auf Schalen durch-
aus zu "locking” fithren kdnnen.

Untersucht wurden die Verschiebungen und Spannungen eines 90° - Zylinderaus-
schnitts (Bild 12.18), der am oberen Rand eingespannt und am unteren Rand durch
ein konstantes Moment belastet ist, wobei die Schalendicke jeweils um den Faktor 10
verringert wurde. Aufgrund des reinen Biegezustands miissen die Verformungen damit
um den Faktor 1000 zunehmen.

Fiir das regelmiBige Elementnetz (Bild 12.19) bringen alle Elemente die gewiinschten
Verschiebungen und exakten Spannungen (Momente sind konstant, Normal- und Quer-
krifte sind Null). Ist das Netz aber derart verzerrt, dafl verdrillte Elemente entstehen,
so zeigen die Elemente HR-ANS, EAS-ANS und B/D ein deutliches "shear-locking”
(Verformungszunahme nur um den Faktor 10) mit hohen Spannungsoszillationen.

Um ein "membrane-locking” auszuschlieBen, wurde zusétzlich das Element 1x1-ANS
(Membran- und Biegeanteil sind 1x1 - integriert, der Querschubanteil wurde geméaf
der ANS - Formulierung interpoliert) untersucht. Da auch dieses Element versteift,
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nicht jedoch das SRI - Element, kann das Versteifen als ”shear-locking” der linear
verlaufenden Querschubanteile identifiziert werden. Die linearen Querschiibe verstei-
fen die konstante Drillung gy, was bereits in Kapitel 12.2 angesprochen wurde.

R =10
L =10
v=203
E = 1000

Bild 12.18: 90° - Zylinderausschnitt unter konstantem Moment

3,33 133 133

<
-
38

HR-ANS, EAS - ANS, B/D, SRIT 1x1 - ANS 0°

.

1 10 100 1000 10 000 100 000 RI/h

Bild 12.19: “Locking” - Test fiir vierknotige Schalenelemente
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Zusammenfassend kann festgehalten werden, daf3 das "locking” ~ Problem dann auf-
tritt, wenn die Elemente verdrillt sind und die Drillung kg, eine nicht zu vernachléssi-
gende Rolle spielt.

12.11 Vorverdrillter Kragarm

Um das Verhalten verdrillter Elemente 2u testen, wurde der in Bild 12.20 gezeigte Krag~-
arm ("pretwisted beam”) berechnet. Gewahlt wurde eine regelmiflige Netzverfeine-
rung. Die zu dem Wert 0,001754 [MacNeal, 85] normierten Endverschiebungen sind
in Tabelle 12.8 aufgelistet.

| = 12,00
b= 11

h = 0,32

E = 2910’
v= 022

Bild 12.20: Vorverdrillter Kragarm

Die Elemente HR-ANS und EAS-ANS bringen die deutlich besseren Ergebnisse, was
die Wichtigkeit einer verbesserten Membranapproximation zeigt. Dafl der Querschub
trotz der verdrillten Elementgeometrie keine versteifende Wirkung hat, zeigt das fast
identische Verhalten der Elemente SRI und B/D. Dies liegt weniger an der Dicke des
Kragarms, sondern hauptsichlich daran, dal bei diesem Lastfall die zum "locking”
fihrende Drillung kgy kaum aktiviert wird. Erst wenn die Elemente auch in der Struktu-
rebene verzerrt werden und damit die Drillung kg, zur Momentenabtragung aktiviert
wird, tritt das im vorigen Beispiel diskutierte "shear ~ locking” auf.

Netz SRI BD HR-ANS EAS-ANS
1x6 0,802 0,801 0,961 0,926

2x12 0,921 0,920 0,987 0,961

4x24 0,975 0,974 0,995 0,082

Tabelle 12.8: Normierte Verschiebung des verdrillten Kragarms
(Vergleichswert: 0,001754 [MacNeal, 85])
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12.12 Zylinder mit Endscheiben

In Bild 12.21 ist der durch zwei Einzellasten F belastete kurze Zylinder gezeigt, der
fiir alle Finiten Element — Modelle ein duBerst schwieriges Problem darstellt. Der Zylin-
der ist auf den Endscheiben gelenkig gelagert, eine Verschiebung der Endscheiben in
Zylinderachse ist allerdings moglich. Aufgrund bestehender Symmetrien muB nur ein
Achtel der Struktur idealisiert werden.

F=1

« E =30.10°
v =0,3

Endscheibe

Bild 12.21: Zylinder mit Endscheiben unter Einzellast

In Tabelle 12.9 ist die Querverschiebung wg des Punkts B fiir die verschiedenen Elemen-
te und Netzkonfigurationen angegeben. Uberraschend ist die fiir alle Elemente gleichar-
tig langsame Konvergenz; die Elemente B/D, HR-ANS und EAS-ANS bringen zum
Beispiel fiir ein 4x4 ~ Netz weniger als 40% der exakten Verschiebung. Da die unterinte-
grierten Elemente URI und SRI (ZEM treten nicht auf) dhnlich langsam konvergieren,
ist jedoch klar, daf die Ursache nicht in falschen oder zu hochwertigen Interpolationen
liegen kann. Auch die Schnittkraftverldufe zeigen keinerlei Oszillationen.

Da sich fiir den Lastfall Eigengewicht ein dhnlich schiechtes Konvergenzverhalten er-
gibt, kann auch der singuldre Charakter der Belastung nicht der Grund fiir die zu steifen
Ergebnisse sein. Hauptursache fiir die langsame Konvergenz ist die Uberbewertung der
Membran-.und Querschubsteifigkeiten. Berechnungen mit reinen Membranelementen
zeigen, daB3 bei diesem Beispiel die Membranwirkung zwar eine groBe Rolle spielt, bei
einem groben Elementnetz aber Giberschétzt wird. Die Uberbewertung der Querschub-
steifigkeiten wird deutlich, wenn man die Ergebnisse der in Tabelle 12.9 aufgelisteten
Elemente mit denen des Elements DKQ (das Element besitzt keine Querschubsteifig-
keit) vergleicht. Fiir ein 4x4-Netz betrégt die Durchbiegung des DKQ - Elements wg
= 1,159-107% [Frey, 89].
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Die Uberbewertung der Membran- und Querschubsteifigkeiten liegt nicht an der
schlechten Abbildung der Geometrie, die eine Art Faltwerkswirkung hervorrufen kénn-
te, denn auch Berechnungen mit Elementen, die die Geometrie exakt abbilden (siche
zum Beispiel [Gruttmann, 88]), zeigen das gleiche, langsame Konvergenzverhalten.
DaB fiir ein verfeinertes Netz die Schnittkraftverldufe dennoch zufriedenstellend sind
(vor allem die Querkraftverldufe fallen bei vielen schubelastischen Platten- und Schale-
nelementen schlecht aus), zeigen die Bilder 12.23 und 12.24.

Netz URI SRI B/D HR-~-ANS  |EAS-ANS
4x4 0,87738 0,67961 0,66699 0,70027 0,70027
8x8 1,48978 1,36264 1,35055 1,38016 1,38016
16x16 1,76456 1,69427 1,69140 1,70541 1,70541

Tabelle 12.9: Verschiebung wg 10™* des Zylinders mit Endscheiben;
(Exakte Lésung: 1,82488'107° [Huang, 85])

‘ anal.Lsg.— =
11,0

+2,0
Fw .10

s |

Bild 12.22: Querverschiebung w des Elements HR-ANS entlang der Linie A--B
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anal.Lsg.

=03\
Lx4 L
m=m---- 8x8 ‘
+-0,06 e 16 x 16 :
......... ]
' e, |

Bild 12.23: Membrankrifie n,. des kurzen Zylinders entlang der Linie A—B, berechnet mit
dem Element HR-ANS.
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Bild 12.24: Querkréfte g, des kurzen Zylinders entlang der Linie A--B, berechnet mit dem
. Element HR-ANS.

12.13 Wassergefiillter Stahlbehélter

In einem abschlieBenden Beispiel sollen zwei Entwiirfe eines wassergefiillten Stahlbe-
hilters analysiert werden (Bilder 12.25 und 12.26). Im ersten Entwurf besteht der Behil-
ter aus einem 8000mm hohen Zylinder und einem unten angesetzten 1500mm hohen
Kegelabschnitt, im zweiten Entwurf ist der Ubergang vom Zylinder zum Kegel mit ei-
nem Rundungsradius a=2800mm ausgerundet. Der 20mm dicke Behilter hat im oberen
Teil einen Durchmesser von 8000mm und unten eine kreisrunde Offnung mit 400mm
Durchmesser.
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Bild 12.25: Wassergefiillter Stahibehdlter; der Entwurf 2 (ausgerundeter Zylinder—Kegel-
Ubergang) ist gestrichelt dargestelit.

Der Tank ist vertikal auf vier breiten Fuflstiitzen gelagert, die, wie in Bild 12.26 zu
sehen, durch jeweils drei horizontal verschiebliche Lager idealisiert wurden. Der obere
Rand wurde aufgrund des steifen Randtrégers als horizontal unverschieblich angenom-
men.

Aufgrund bestehender Symmetrien kann die Berechnung am Viertelsystem erfolgen.
Benutzt wurden fiir das Viertelsystem acht Elemente in Umfangsrichtung und 31 Ele-
mente in Meridianrichtung. Im Vordergrund der Diskussion steht ein Vergleich der Ele-
mente B/D und HR-ANS, weswegen sédmtliche Spannungsbilder ungegléttet dargestellt
sind. Die Ergebnisse des Elements EAS-ANS sind nicht gezeigt; sie stimmen mit denen
des Elements HR-ANS praktisch {iberein. Zunéchst soll der Entwurf 1, dann der Ent-
wurf 2 diskutiert werden.
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Entwurf 1 Entwurf 2

Bild 12.26: Finite Elementmodelle der Entwiirfe 1 und 2

12.13.1 Entwurf 1

In den Bildern 12.27 bis 12.30 sind die Meridian- und Ringkrifte ng und n,, sowie die
Meridian~ und Ringmomente mg, und m,, fiir den Entwurf 1 dargestellt, links jeweils
fur das Element B/D, rechts fiir das Element HR-ANS.

Bei den Meridiankriften ng, (Druckspannungen tiber den Vertikallagerungen, Zugspan-
nungen im unteren Bereich und zwischen den Vertikallagern) ergibt sich ein nur gerin-
ger Unterschied zwischen den Elementen B/D und HR-ANS. Da sich die Vertikallager
nach innen verschieben, entstehen in diesem Bereich bei den Ringkréaften n,, hohe
Druckkrifte; hier unterscheiden sich die Resultate der beiden Elemente um fast 14%.

Aufgrund dieser Einschniirung entstehen im Ubergangsbereich Zylinder-Kegel hohe
Meridianmomente. Die Verteilung der Ringmomente my,, ist qualitativ der Verteilung
der Meridianmomente &hnlich, da die Ringmomente hauptséchlich durch den Quer-
dehneffekt entstehen. Das Element HR-ANS bringt fiir die Meridian- als auch fiir die
Ringmomente bis zu 18% hohere Werte. Bei Netzverfeinerung in Meridianrichtung neh-
men die Momentenspitzen aufgrund der konzentrierten Lagerung weiter zu, so daf die
maximalen Werte mit Vorsicht zu genieflen sind.

123


ibbaf
Textfeld


-7.14E402 -7.49E402

-4 99E+02 ASE#02

2 -3 45E+02 B1E+02
-1.92E+02 J03E+02
-3.B0E+01 -4, 50E+01
1.166402 | 1 13402
2.63E402 2. 1E+02
4.20E+02 4.29E+02
5.85E402 5.97E+02

Bild 12.27: Meridiankrifte ng; des Entwurfs 1
(links Element B/D, rechts Element HR-ANS)

-2 936403

-2.58E403

-5.22E401
2.22E+02
8. 4RE+02

2 52E+02
9.44E+02

Bild 12.28: Ringkrifte n,, des Entwurfs 1
(links Element BID, rechts Element HR-ANS)
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~5. 476403
3.39E+03
-1.30E+03
7. 91E+02
2.88E+03
4.97E+03
7.06E+03
9.14E+03

-4.B63E+03
~2.82E+03

-1.01E+03
7.98E+02
2.61E403
4. 42E+03
6.23E+03
8.03E+03

B 9 54403 1 126404

Bild 12.29: Meridianmomente mg; des Entwurfs 1
(links Element BID, rechts Element HR~ANS)

-2.1IE+03

-1.84E+403
-1.24E+03
-6.38E+02
-3.57E+01
5.67E+02
1176403
L. TIE+03
| 2.30E+03

1.48E+03
7.88E+02
9.53E+01
5.98E+02
1.296+03
1.98E+03
{ 2 .68E+03
3.37E+03

Ceb s W e

Bild 12.30: Ringmomente m,, des Entwurfs 1
(links Element BID, rechts Element HR-ANS)

Einen Uberblick iiber den Beanspruchungsgrad der Struktur geben die Bilder 12.31 und
12.32 mit den von Mises - Spannungen am Auflen— beziechungsweise Innenrand. Deut-
lich wird die maximale Beanspruchung im Ubergangsbereich Zylinder-Kegel, wobei
die Resultate des Elements HR-ANS um 10% hoher liegen. Zur Bewertung der Ergeb-
nisse wurde eine verfeinerte Berechnung mit der vierfachen Elementanzahl durchge-
filhrt. Fiir beide Elemente ergaben sich Spannungswerte, die bei den Spitzenwerten
bis zu 18% und im Schnitt 6% bis 8% {iber den jeweiligen, hier gezeigten Werten lagen,
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so daf} die prinzipiell héheren Ergebnisse des Elements HR-ANS als die genaueren

betrachtet werden kénnen.

W 4.31E401

Bild 12.31: Von Mises — Spannungen am Auflenrand des Entwurfs I

f 1 OGE+02

1.04E+400
2.21E+01

8.51£+0t

1.27E+02

1. 48E+02
1.69E+02

1.38E+00

8.86E401
1.10E+02
1.32E+62
1.54E+02
1.76E+02

(links Element B/D, rechts Element HR-ANS)

Bild 12.32: Von Mises —~ Spannungen am Innenrand des Entwurfs 1

3.08E-01
2. 64E+01
5.28E+01
7.86E+01
1.05E+02
1.31E402
1.53E+02
1.83E+02
2.09e+02

1.44E+02
{.73E+02
2.02E+02

o 2.30E+02

(links Element B/D, rechts Element HR-ANS)
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12.13.2 Entwurf 2

Im Entwurf 2 wurde der Knick im Ubergangsbereich Zylinder-Kegel durch eine Ausrun-
dung vermieden. Wihrend sich die SpannungsgréBen im ersten Entwurf in Umfangs-
richtung kaum &nderten, das heiBt sich eher eine axialsymmetrische Spannungsvertei-
lung einstellt, zeigen die sechs Spannungsbilder nun eine hauptsdchlich lokale
Beanspruchung im Bereich der Vertikallager, allerdings auf einem geringeren Niveau.
Die lokale Stiitzwirkung wurde im Entwurf 1 in gewisser Weise durch die Kraftumlen-
kung mit hoher Spannungskonzentration im Knick "{iberspielt”.

Die im ersten Modell noch so hohen Momente m; konnten durch die Ausrundung redu-
ziert werden, was sich letztendlich in deutlich geringeren von Mises - Vergleichsspan-
nungen ausdriickt.

Wie im ersten Entwurf ergibt das Element HR-ANS die deutlich héheren Werte (meist
ca. 15%) und liegt damit néher an der exakten Lisung.
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~9.34E402
-3, RE+02
-2.25E+02
-1.07E+02
1.00E+04
1.27E+02
2.45E+02
3.62E+02
S.IE+02

-9.12E+02

1.08E+02
7.50E+00
1.21E402
2.346+02
3.0E+02
S.27E+02

Bild 12.33: Meridiankrdifte ny des Entwurfs 2
(links Element BID, rechts Element HR~ANS)

1.64E+02
6.37E+01
2.91E+02
5.13E+02
8.68E+02

1.71E402
3.10E+01L
2.33E+02
4.35E+02
= 1.36E+02

Bild 12.34: Ringkrifte n,, des Entwurfs 2
(links Element BID, rechts Element HR-ANS)
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-3, 496403
-2.31E+403
-1.136403
5.55E+01
24E403
2.42E403
3.B0E+03
- 4.78E403
!5 96E402

3.15E+03
4.12E403
= 5.03£40%

Bild 12.35: Meridianmomente my des Entwurfs 2
(links Element B/D, rechts Element HR-ANS)

31 146403 -1. 296403

| 5055402
i 1206403
1.59E 403 |

| sgri0y B

1.39E403
1. 84E+03
2.29E403

Bild 12.36: Ringmomente m,, des Entwurfs 2
(links Element B/D, rechts Element HR-ANS)

129


ibbaf
Textfeld


4.87E-01
1.62E+01
3.19E+01
4.7IE+01
6.34E+0L
7.918401
f 9. 48E+0L
1. 11E+02
1.26E+02

. 2.126-01

614401
7.6BE+401
9.196+01
§ 1.07E402
1.22E+02

Bild 12.37: Von Mises — Spannungen am Auflenrand des Entwurfs 2
(links Element BID, rechts Element HR-ANS)

2.30E-01
1 40E+01 freeress

3.26E-01
1.60E+01
3.13E+01
. 75E+01
6.32E401
i 7.89E401
9.46E+01
1.10E+02
1.26E+02

5 B5E+0L
b ¢ 50 |
| 83401
b 9698401
¥ | 116402

Bild 12.38: Von Mises — Spannungen am Innenrand des Entwurfs 2
(links Element BID, rechts Element HR-ANS)
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13 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Ziel dieser Arbeit war die Formulierung robuster vierknotiger Schalenelemente, die die
folgenden Eigenschaften erfiillen:

® "locking” - frei
@ mathematisch stabil
e geringe Empfindlichkeit bei geometrischer Verzerrung

Die Ursache fiir die verschiedenen "locking”-Arten der Finiten Elemente liegt an einem
nicht ausbalancierten Verhéltnis zwischen der Anzahl der Verschiebungsformen auf
der einen Seite und der Anzahl der Spannungs- oder Verzerrungsformen auf der ande-
ren Seite. Durch dieses unausgeglichene Verhaltnis sind reine Biegemodes beziehungs-
weise reine deviatorische Modes nicht moglich.

Die gewiinschte Balance kann mit hybrid-gemischten Formulierungen erreicht werden.
Ein zentraler Punkt ist jedoch die Erfiillung der Stabilititsbedingung, die sich in zwei
Teile, die Elliptizitdts— und die Babuska-Brezzi-Bedingung, gliedert. Diese zwei Bedin-
gungen, die eigentlich globale Bedingungen darstellen, kdnnen bei hybrid-gemischten
Methoden, wo die Spannungs— oder Verzerrungsansitze nicht stetig iiber die Element-
grenzen hinweg angesetzt werden, auf Elementebene iiberpriift werden.

Die Erfiillung der Elliptizitdtsbedingung bei kompressibler Elastizitit macht keine
Schwierigkeiten; die Spannungs- oder Verzerrungsansitze milssen lediglich linear un-
abhéngig sein. Die Babuska--Brezzi-Bedingung fordert, daB fiir die Verschiebungsmo-
des die entsprechenden "Partner” bei den Spannungen beziehungsweise Verzerrungen
vorhanden sind. Durch eine mechanische Deutung konnte eine Hilfe in Form einer ta-
bellarischen Untersuchung zur Konstruktion von stabilen, aber auch versteifungsfreien
Elementen gegeben werden. In der tabellarischen Untersuchung wird - allerdings nur
fiir den &-n-Parameterraum ~ iiberpriift, ob fiir jeden Verschicbungsmode (Starrkor-
perverschiebungen ausgeschlossen) ein entsprechender ” Arbeitspartner” bei den Span-
nungen oder Verzerrungen vorhanden ist.

Als Alternativen zur Verschiebungsmethode wurden vier hybrid-gemischte Formulie-
rungen diskutiert, die allesamt trotz des gemischten Ansatzes zu einer Elementssteifig-
keitsmatrix fiihren:

1. Die "assumed natural strain” - Formulierung

Grundidee ist eine Reduktion der Verzerrungsfelder des Verschiebungsmodells,
wobei das Ziel die Elimination der versteifenden Anteile ist. Da die neuen Verzer-
rungsfelder an Kollokationspunkten direkt aus den Feldern der Verschiebungsab-
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leitungen berechnet werden, bendtigen die Verzerrungsfelder keine eigenen Frei-
werte; der Charakter des Verschiebungsmodells bleibt erhalten. DaB der Methode
das Prinzip von Hu-Washizu zugrundeliegt, konnte in einfacher Form gezeigt wer-
den.

2. Die Hellinger-Reissner — Formulierung

Ausgangspunkt dieser Formulierung ist das Prinzip von Hellinger-Reissner. Ein-
gefiihrt werden neben den Verschiebungsansdtzen Spannungsansitze. Aufgrund
der diskontinuierlichen Spannungsansitze kénnen die Spannungsfreiwerte auf
Elementebene herauskondensiert werder, was zu einer Elementsteifigkeitsmatrix
fiihrt.

3. Die "enhanced assumed strain” -~ Formulierung

Das "enhanced assumed strain” - Konzept ist, was den Ansatz betrifft, dem ”assu-
med natural strain” - Konzept sehr dhnlich; die sich aus den Verschiebungsablei-
tungen ergebenden Verzerrungsfelder werden allerdings nicht reduziert, sondern
durch zusétzliche Felder erweitert. Zu einer Elementsteifigkeitsmatrix gelangt
man wiederum durch Elimination der Verzerrungsfreiwerte.

Daf die Formulierung die Methode der inkompatiblen Verschiebungsmodes als
Sonderfall enthilt, wird deutlich, wenn man die erweiterten Verzerrungsfelder mit
den Verzerrungsfeldern identifiziert, die sich aus den abgeleiteten inkompatiblen
Verschiebungsmodes ergeben.

4. Die Hu-Washizu - Formulierung

Anhand det echten Dreifeldformulierung wurde zum einen das Problem der
“zero-energy-modes” diskutiert. Es konnte gezeigt werden, daBl "zero-energy-
modes” nicht nur fiir die Verschiebungen (ZEMy,) sondern - wenn die entspre-
chenden Arbeitspartner fehlen - auch fiir die Verzerrungen (ZEM(g)) oder fiir
die Spannungen (ZEMg)) entstehen kénnen. Zum anderen wurden bei den Drei-
feldformulierungen die Einfliisse der Felder aufeinander diskutiert. Fiir eine prak-
tische Anwendung ist die Dreifeldapproximation aber zu aufwendig.

Die numerischen Beispiele in Kapitel 8 und 12 haben gezeigt, daB es nicht eine beste
Formulierung gibt, sondern daB je nach Art des Finiten Elements das eine oder andere
Konzept giinstiger ist. Bei der Formulierung eines vierknotigen Schalenelements kénnen
- getrennt fiir Membran-, Biege- und Querschubanteil — die folgenden Formulierungen
vorteilhaft eingesetzt werden: '

Membran- und Biegeanteil: Die beiden Anteile kénnen aufgrund der shnlichen
Differentialbezichungen gleichartig formuliert werden. Die Hellinger-Reissner—
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und die "enhanced assumed strain” - Formulierung eignen sich hervorragend. Die
”assumed natural strain”— Formulierung ist weniger geeignet, da die Verzerrungs-
felder des Membran- oder Biegeanteils nicht einfach reduziert werden kénnen.
Zum Beispiel sind fiir ein optimales Vierknotenelement vollstandig lineare Mem-
branverzerrungsfelder notwendig.

Querschubanteil: Fiir den Querschubanteil kann die "assumed natural strain”-
Formulierung eingesetzt werden. Die Reduktion der Querschubverzerrungen zu
konstant-linearen Feldern fiithrt zu "locking”~ freien Elementen. Es wurde ge-
zeigt, daf} das Konzept einer B~-bar-Methode entspricht, so daf} der Aufwand dem
der reinen Verschiebungsformulierung entspricht. Weniger geeignet sind die Hel-
linger-Reissner - beziehungsweise die “enhanced assumed strain”- Formulie-
rung, da beliebig verzerrbare "locking”- freie Elemente nur mit Hilfe besonderer
Projektionsoperatoren [Wang, 89] formuliert werden konnen.

Aufbauend auf den obigen Ausfilhrungen wurden zwei Schalenelemente formuliert, die
eine Verbesserung des Bathe~-Dvorkin-Elements darstellen. Fiir das Element HR-ANS
wurde der in [Pian, 84] gewadhlte Ansatz flir den Membran- und Biegeanteil gewéhit.
Geringfiigig bessere Resultate konnten mit héherwertigeren Spannungsansétzen und zu-
sitzlichen inkompatiblen Verschiebungsansitzen erzielt werden, der zusédtzliche Auf-
wand ist jedoch nicht vertretbar. Das Element EAS~ANS hat einen jeweils vierparame-
trigen Ansatz filr die erweiterten Verzerrungsfelder des Membran- und Biegeanteils,
was zu vollstindig linearen Verzerrungsfeldern fithrt. Fiir den Querschubanteil wurde
-~ analog zu dem Flement von Bathe und Dvorkin — jeweils das "assumed natural
strain”~ Konzept benutzt.

Die Verbesserung der beiden Elemente gegeniiber dem Bathe-Dvorkin-Element wird
vor allem bei groben Diskretisierungen deutlich (siehe zum Beispiel die Ergebnisse der
Motley-Platte oder des vorverdrillten Kragarms), bei feiner werdendem Netz ist der
Unterschied meist gering. Der eigentliche Vorteil der Elemente HR-ANS beziehungs-
weise EAS-ANS steckt jedoch in nicht oszillierenden Schnittkraftverlufen (siehe Scor-
delis-Lo-Schale).

Da fiir materiell nichtlineare Probleme "assumed stress”— Prinzipien eher ungeeignet
sind (Werkstoffgesetze sind meist in der Form o = Ce gegeben, oder in der Plastizitét
werden die Algorithmen liber Verzerrungen gesteuert), scheint das Element EAS~-ANS
am attraktivsten.

Einziges Problem bleibt das ”shear-locking”, das bei verdrillten Elementen auftritt.
Dieses "locking” liegt an einer Kopplung zwischen der konstanten Drillung und den
linear verdnderlichen Querschiiben. Ein ”locking”-freies Verhalten konnte hier nur
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durch eine Unterintegration der Querschubanteile (Reduktion auf konstante Felder) er-
reicht werden. Abhilfe kdnnte aber auch das Benutzen eines modifizierten Schubkorrek-
turfaktors schaffen (siche [Tessler, 85]), der die zu hohen Querschubsteifigkeiten ver-
drillter Elemente korrigiert.
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riicksichtigung der Profilverformung.

W. Block, G. Eisenbiegler, R. D. Kugler, H. Lieb, G. Mller,

J. Miiller, K.-H. Reineck, J. Schiaich, K. H. Schweizerhof, F. Seible:

Platten - Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil 1i.

E. Ramm:

Geometrisch nichtlineare Elastostatik und finite Elemente.

B.-M. Sulke:

Berechnung dinnwandiger prismatischer Faltwerke mit verformbarem meht-
zelligen Querschnitt,

E Fujii:

Anwendung der Methode der finiten Elemente auf die Berechnung von Stahl-
betonplatten.

B. Brendel:

Geometrisch nichtlineare Elastostabilitét.

H. G. Berg:

Tragverhalten und Formfindung versteifter Kuppelschalen liber quadrati-
schem GrundriB auf Einzelstiitzen.

F. W, Bornscheuer, B. Brendel, L. Hafner, E. Ramm, J. M. Séttele:
Fallstudien zu Schalentragwerken (in englischer Sprache).

R. 1. Del Gaizo:

Liegende zylindrische Behalter und Rohre auf Sattellagern endlicher Breite.
R. W. Rembold:

Beitrag zum Tragverhalten ausgewahiter Plattentragwerke unter Beriicksich-

tigung der Reissnerschen Theorie und der Methode der gemischten finiten
Elemente.
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J. M. Sattele:
Ein finites Elementkonzept zur Berechnung von Platten und Schalen bei stoff-
licher und geometrischer Nichtlinearitat.

L. Hafner:
EinfluB einer RundschweiBnaht auf die Stabilitdt und Traglast des axialbe-
lasteten Kreiszylinders.

K. Schweizerhof:
Nichtlineare Berechnung von Tragwerken unter verformungsabhangiger Be-
lastung mit finiten Elementen.

H.-P. Andra:
Zum Tragverhalten des Auflagerbereichs von Flachdecken.

P. Osterrieder:
Traglastberechnung von rdumlichen Stabwerken bei groBen Verformungen
mit finiten Elementen.

T. A. Kompfner:
Ein finites Elementmodell flir die geometrisch und physikalisch nichtlineare
Berechnung von Stahlbetonschalen.

A. Diack:
Beitrag zur Stabilitt diskret langsversteifter Kreiszylinderschalen unter
Axialdruck.

A. Burmeister, F. W. Bornscheuer, E. Ramm:
Traglasten von Kugelbehéltern mit Stutzen und Formabweichungen unter
Innendruck und Stltzenlangskraft.

H. Stegmiiller:
Grenzlastberechnungen filissigkeitsgefiiliter Schalen mit "degenerierten”
Schalenelementen.

A. Burmeister:
Dynamische Stabilitat nach der Methode der finiten Elemente mit Anwendun-
gen auf Kugelschalen.

G. Kammler:

Ein finites Elementmodell zur Berechnung von Tragern und Stltzen mit
offenem, diinnwandigem Querschnitt unter Ber{icksichtigung der Interaktion
zwischen globalem und iokalem Versagen.

A. Matzenmiller:

Ein rationales Ldsungskonzept fir geometrisch und physikalisch nichtlineare
Strukturberechnungen.

D. Tao:

Die Technik der reduzierten Basis bei nichtlinearen finiten Element-Berech-
nungen.

K. Weimar:

Ein nichtlinearés Balkenelement mit Anwendung als Langssteifen axialbe-
lasteter Kreiszylinder.

K.-U. Bletzinger:

Formoptimierung von Flachentragwerken.

S. Kimmich:

Strukturoptimierung und Sensibilitatsanalyse mit finiten Elementen.
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