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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird mit Hilfe des Konzepts der Degeneration
ein 3-dimensionales finites Balkenelement mit exzentrischem AnschluB be-
schrieben. Neben der kontinuumsmechanischen Betrachtungsweise wird der
Ubergang auf eine lokale Elementformulierung vorgestellt, die den- orien-
tierten Eigenschaften des Elements Rechnung trigt und nach Durchfihrung
einer Vorabintegration iiber den Elementquerschnitt auf die iiblichen Bal-
kenschnittgréBen fiihrt.

Die Beriicksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte erfolgt durch die
mitgehende Lagrange-Formulierung des inkrementellen Bewegungsvorgangs
im Raum, dem elastoplastischen Materialverhalten wird die inkrementelle
Darstellung der FlieStheorie zugrunde gelegt,

Im zweiten Teil der Arbeit wird am Beispiel der lingsversteiften Kreiszy-
linderschale unter Axialbelastung die Verwendung des Balkeneclements ur
Idealisierung der Steifen diskutiert.

Summary

This dissertation describes the formulation of a 3-dimensional beam finite
element with nodal eccentricities which has been derived using the concept
of degeneration. In addition to a continuum mechanics formulation, the
transformation of the element to local coordinates s proposed. The trans-
formation accounts for the orientated properties of the element and leads to
a set of commonly used resultants after application of explicit integration
over the cross-section.

The updated Lagrangian description of displacement is used to account
for geometrically nonlinear effects and the elastoplastic material behaviour
is based on the incremental description of the flow theory.

In the second part the example of a longitudinally stiffened cylinder
subjected to axial load is utilized to demonstrate the application of the
beam element for the idealization of the stiffeners.
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1 Einleitung

Mit der Vorstellung eines Schalenelements, basierend auf dem Konzept der
sogenannten Degeneration, setzten Ahmad u.a.[5) im Jahre 1970 den Grund-
stein fiir eine neue Generation von Strukturelementen. Unter Heranziehung
von kinematischen Zwangsbedingungen lassen sich die Strukturelemente di-
rekt aus den Grundgleichungen der dreidimensionalen Theorie ableiten und
stellen somit einen Sonderfall des 3D-Kontinuums dar. Seine Popularitit
verdankt dieses Konzept seiner einfachen Formulierung unter Umgehung
der traditionellen klassischen Vorgehensweise.

Um den erhéhten numerischen Rechenaufwand infolge des Integrati-
onsprozesses iiber das Elementvolumen gegeniiber einer Integration tiber
eine Referenzfliche in der Schalentheorie zu reduzieren, wurde bereits ein
Jahr spiter von Zienkiewicz u.a.[67] fiir schwach gekriimmte Schalen auf
die Mdglichkeit einer analytischen Vorabintegration iiber die Elementdicke
hingewiesen, wodurch man sich dem klassischen Konzept anniherte [55).

Auf dieselbe Art und Weise 138t sich durch konsequente Durchfiihrung ei-
nes weiteren Degenerationsprozesses aus dem degenerierten Schalenelement
ein kompatibles degeneriertes Balkenelement ableiten [13],[24].

Inhalt des ersten Teils der vorliegenden Arbeit ist die Formulierung ei-
nes "degenerierten” nichtlinearen Balkenelements, welches in das FE-Pro-
grammsystem NISA80 [56] implementiert wird. Dem FElement liegt ein
isoparametrisches Verschiebungsmodell zugrunde, bei dem Ausgangs- und
Verschiebungsgeometrie in derselben Weise interpoliert werden, und es ist
kompatibel mit dem NISA8¢-Schalenelement.

Neben einer kontinuumsmechanischen Betrachtungsweise in den globalen
kartesischen Koordinaten mit Kinematen, die auf das raumfeste Globalsy-
stem bezogen sind, wird auf die Mdglichkeit des Integrationsprozesses in
orthonormalen lokalen Elementkoordinatensystemen eingegangen, was ins-
besondere aus Griinden numerischer Effizienz vorteilhaft erscheint.

Schwerpunkt des ersten Teils bildet sodann eine lokale Elementformu-
lierung (wobei auch die Kinematen auf orthonormale Lokalsysteme an den
Elementknoten bezogen sind) mit Durchfiihrung einer Vorabintegration iiber
den Querschnitt.

Neben geometrisch nichtlinearen Effekten wird schlieflich noch dem ela-
stoplastischen Materialverhalten durch ein vereinfachtes Stoffgesetz auf der
Basis einer inkrementellen Darstellung der FlieBtheorie Rechnung getragen.



Im zweiten Teil der Arbeit wird das Balkenelement zur Idealisierung der
Liangssteifen von Kreiszylinderschalen unter Axialbelastung herangezogen
und einer Steifenidealisierung durch Schalenelemente gegeniibergestellt. Die
Stabilitdts- und Traglastuntersuchungen konzentrieren sich hierbei auf den
globalen Versagensmodus des versteiften Zylinders, lokales Steifenversagen
kann mit dem Balkenelement nicht erfaflt werden. Durch die Méglichkeit des
exzentrischen Anschlusses der Elementmittellinie an die Zylinderhaut kann
die Lage der Steifen (innen, zentrisch, aufien) und auch das Steifenprofil (aus
Finzelquerschnitten zusammengesetzte offene Profile) sehr einfach variiert
werden.



NICHTLINEARES BALKENELEMENT

2 Annahmen

Das hier vorgestellte Balkenelement ist mit Hilfe des Konzepts der Degenera-
tion direkt aus dem 3-dimensionalen isoparametrischen Kontinuumselement
hergeleitet, wobei die folgenden Annahmen vorausgesetzt sind:

e Kinematische Annahmen
Der Elementquerschnitt bleibt auch unter Verformungen eben und
formtreu, die Normalen miissen jedoch nicht senkrecht zur Element-
mittellinie bleiben, wodurch Schubverformungen zugelassen sind. Die
Verformung des Elements wird nur noch durch Gréfen der Element-
mittellinie beschrieben.

¢ Statische Annahmen
Die Normalspannungen in beide Dickenrichtungen werden vernach-
lassigt und leisten im Arbeitsausdruck keinen Beitrag.

Die Annahmen fiir die Kinematik gehen in die Definitionen des Geometrie-
sowie des Verschiebungsfeldes ein, wihrend die statischen Annahmen als
Zwangsbedingungen in die Werkstoffmatrix des 3-dimensionalen Kontinu-
ums eingesetzt werden.

Durch die Voraussetzung des Ebenbleibens des Querschnitts kann aus
dem entsprechenden Verschiebungsfeld des Elements die Torsionssteifigkeit
nur fiir den Kreisquerschnitt ermittelt werden. Zur Erfassung der Torsi-
onssteifigkeit fiir Rechteckquerschnitte muf ein zusitzlicher lokaler Lings-
verschiebungsansatz zur Beriicksichtigung der Querschnittsverwolbung ein-
gefiihrt werden, um die bei der Torsion nach Saint Venant geforderte unbe-
hinderte Verwélbung des Querschnitts zu erméglichen.



3 Nichtlineare Formulierung der Kontinuums-
gleichungen

Die Herleitung der Elementmatrizen des Balkenelements basiert auf der
Grundlage der in [44],[9] dargestellten Lagrange-Darstellung der nichtli-
nearen Kontinuumsgleichungen.

Pl ?x, . 2x2 , 2><3 )

2
Zustand 7
Pl'%,, "%,, x4) /
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\@ Zustand Z
Oxy . x4 Xy /
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Bild 3.1 Bewegung eines Korpers im Raum

Die Beschreibung des inkrementellen Bewegungsvorganges eines Korpers
im kartesischen Koordinatensystem erfolgt nach Bild 3.1 mit Hilfe von drei
Zustandslagen:

¢ dem undeformierten Ausgangszustand °Z
e einem bekannten deformierten Gleichgewichtszustand 12

o dem gesuchten benachbarten Deformationszustand 2Z



Die einzelnen Zustinde werden durch linke Kopf- bzw. FuBzeiger un-
terschieden. Der linke Kopfzeiger kennzeichnet in dieser Schreibweise den
jeweiligen Wirkungszustand einer GréBe. Fehlt dieser Kopfzeiger, so han-
delt es sich um eine inkrementelle GréBe zwischen den Zustandslagen 17
und 2Z. Durch den linken FuBzeiger ist der Bezugszustand, in dem diese
Gréflen gemessen werden, gekennzeichnet.

3.1 Prinzip der virtuellen Arbeit

Ausgangspunkt bildet das in der Zustandslage 2Z aufgestellte Prinzip der
virtuellen Arbeit:

8W = 62W (y) + 8*W 5y = 0 (3.1)
Der Anteil der inneren virtuellen Arbeit

62W (s = _Avng Se d(2V) (32)

kann hierbei mit dem Cauchy-Spannungstensor 3r und den virtuellen Ver-
zerrungen, definiert iiber virtuelle Infinitesimalverschiebungen, ausgedriickt
werden.

Unter der Verwendung des objektiven Spannungstensors Piola-K irchhoff
zweiter Art sowie des energetisch konjugierten Verzerrungstensors Green-
Lagrange wird der unbekannte Bezugszustand 2Z durch einen bereits be-
kannten Gleichgewichtszustand *Z ersetzt:

W (5 = — / 257 §2¢ d("V) (3.3)
ny

Der Verzerrungstensor nach Green-Lagrange 148t sich im weiteren als
Funktion der Verschiebungsableitungen anschreiben,

1,,. i o,
neij = 5 (3 + R + ik k) (34)

womit der virtuelle Greensche Verzerrungstensor iiber den kinematischen
Operator B mit dem virtuellen Verschiebungsfeld verkniipft werden kann.

2
8¢ = One

2 *%626=§I§62& (3.5)



An dieser Stelle erfolgt nun eine Diskretisierung nach der Methode der
finiten Elemente. Unter Verwendung eines Verschiebungsmodells wird das
kontinuierliche Verschiebungsfeld t(z,y,2) iiber problemgerechte Ansitze
durch verallgemeinerte Verschiebungen U an diskreten Knotenpunkten ap-
proximiert (siehe Abschnitt 4.1), und die kinematischen Beziehungen kénnen
in diskretisierter Form angeschrieben werden:

e

92U
Werden die duflere und innere Arbeit in verallgemeinerten diskreten Kno-

tenkréiften ausgedriickt, so erhilt man mit dem Vektor der inneren Krdfte

82e = 1= §°U = 2B §°U (36)

2 = /"V 2BT 235 ¢("V) (3.7)
das Prinzip der virtuellen Arbeit in diskretisierter Form:
F{, 82U = ’F(,) §°U (3.8)

Diese Gleichung stellt fiir den unbekannten Zustand 2Z eine Gleichge-
wichtsaussage dar, deren Losung mittels konsistenter Linearisierung des Vek-
tors der inneren Krifte erfolgen kann (vergleiche auch [66] und [57], [35] [36]
und [45)).

3.2 Linearisierung des Vektors der inneren Krifte

Um Gleichung ( 3.8 ) in ein lineares algebraisches Gleichungssystem iiberzu-
fiihren, wird im weiteren ein Vektor der sogenannten Ungleichgewichtskrifte
als Differenz der verallgemeinerten inneren und iuBeren Knotenkrifte ein-
gefiihrt, der im Falle eines Gleichgewichtszustandes verschwindet.

R = 2F(a) - 2F(,~) =0 (3.9)

Da die inneren Kréfte im Wirkungszustand 2Z noch unbekannt sind,
werden sie tiber eine Taylorreihenentwicklung nach den primiren Variablen
U aus den Gréfen des bekannten Gleichgewichtszustandes 1Z entwickelt.
Durch den Abbruch dieser Taylorreihe nach dem zweiten Reihenglied wird
der Vektor der inneren Krafte im Inkrement 'Z — 2Z beziiglich der Kno-
tenvariablen U sodann linearisiert.

L/ OF
2F(,~) = IF(,‘) + n(—é‘f(}‘l> U4 (3.10)



Werden in Gleichung ( 3.9 ) die inneren Krifte des gesuchten Zustan-
des 2Z durch die bekannten inneren Krifte des Gleichgewichtszustandes 1Z
ersetzt, so verbleiben die Ungleichgewichtskrifte

"R="F—-'Fuy=1K: U (3.11)

mit der Tangentensteifigkeit

1/ 9F,; 1/ 58 1, oB\T '
1y 9ET@N _ 1pT (92 gb 1 n
nKe = (aU ) ”[w nB n<6U>+ n(OU) #S| d"V)(3.12)

n

Mit Gleichung ( 3.11 ) liegt somit ein lineares Gleichungssystem vor, aus
dem das Verschiebungsinkrement U und somit das gesuchte Verschiebungs-
feld

WW=1U+U (3.13)

bestimmt werden kann.

In Gleichung (' 3.12 ) kénnen in den ersten Term des Integrals auf der
rechten Seite iiber den Spannungsgradienten die Werkstoffgleichungen ein-
gebracht werden (vergleiche Abschnitt 4.6):

19SN 108\ e\ 1,
n(%) - n(b‘é) n(-éfﬁ) ~iclp (3.14)

Zur Beschreibung des Stoffgesetzes wird der Werkstofftensor nur in in-
krementeller Form bendtigt, was besonders im Hinblick auf das in Kapitel 8
beriicksichtigte nichtlineare Materialverhalten von Bedeutung ist.

Somit setzt sich die Tangentensteifigkeitsmatrix ( 3.12 ) zusammen aus
den beiden Anteilen

}th = %Ke/u'*'}ng (3'15)
mit
Ko = [ IBTICIBA(Y) (3.16)
ny
1 o8B T
1 __ 1 n
K, = [ ) n(_“aU) 1§ d(my) (3.17)



Liegt geometrisch nichtlineares Systemverhalten vor, so ist die Opera-
tormatrix B von den Verschiebungsinkrementen abhingig und der Lineari-
sierungsfehler nach ( 3.10 ) ist durch eine Gleichgewichtsiteration zu korri-
gieren. Dasselbe gilt auch fiir nichtlineares Materialverhalten, bei dem die
Werkstoffmatrix C eine Funktion der Dehnungsinkremente darstellt. Glei-
chung ( 3.13 ) beinhaltet somit nur noch eine Niherungsaussage und ist
durch sukzessives Losen der folgenden Gleichungen zu verbessern:

RO = 2F (- R (3.18)
2yl = 2gt-1) 4yl (3.19)
W) = [ ABTCUG)ISCU@) arv)  (3.20)
mit 2F =17
und O =1U

Der Iterationsprozess ist so lange zu wiederholen, bis geeignete Konver-
genzkriterien wie z.B.

e Norm der Verschiebungsinkremente [12]
[T < Tol - PU)

o Norm der Ungleichgewichtskrifte
IPREY|| < Tol - | AF|

mit AF = 2F(,) — F(,

e Absolutwert der groBten Urngleichgewichtskraft
*RE9| < Tol - | AF|

e Energiekriterium

EG) - [ZR(it)}T 8‘(&) < Tol - 2 p(it)

mit 2p(it) = [2F(a)]T. 25 (it)

10



beziiglich einer von der gewiinschten Genauigkeit abhingigen Toleranz-
schranke "Tol’ erfiillt sind. Diese Vorgehensweise entspricht dem Iterati-
onsverfahren nach Newton-Raphson.

Aus Griinden der numerischen Effizienz wird beim sogenannten modi-
fizierten Newton-Raphson Verfahren die Steifigkeitsmatrix hiufig nur zu
Beginn eines neuen Inkrements aufgestellt und im Verlauf des Iterations-
prozesses konstant beibehalten. Im Falle hoher Nichtlinearitat filhrt dieses
Vorgehen jedoch zu einer groBeren Anzahl von Iterationszyklen bzw. zu ei-
nem Verlust der Konvergenz, und es sind alternative Strategien wie z.B. die
Quasi-Newton-Verfahren [51] vorzuziehen.

3.3 Kinematische Operatormatrix

In diesem Abschnitt soll die kinematische Operatormatrix B niher betrach-
tet werden, die infolge der Verwendung des Greenschen VerzerrungsmaBes
eine nichtlineare Funktion der Knotenverschiebungen U darstellt.

Der Verzerrungstensor nach ( 3.4 ) wird zunichst in einen linearen und
einen nichtlinearen Anteil beziiglich des Verschiebungsvektors aufgespaltet.

?Le = iez + ifnl - (3.21)
Mit Hilfe des Vektors der Verschiebungsableitungen
2d7 = [af af af] (3.22)
mit
df = Guin Juiz 2uig)

sowie den Matrizen

(3.23)

OO OO D =
SO - OSOoOO
(== R v Y e B wve Y e
OO~ OO
OO -
O oo oo
o= OO oo
O oo oo
SO O OO

und

2A = | 0 d 0 0 d; O 0 ds 0 (3.24)



koénnen der lineare und der nichtlineare Anteil des Greenschen Verzerrungs-
tensors angeschrieben werden zu:

1 = PId (3.25)
201 = -;—P 24 24 (3.26)
Somit 148t sich unter Beriicksichtigung der Beziehung
0A od
Pou! = PA5u

der virtuelle Greensche Verzerrungstensor als Funktion der virtuellen Kno-
tenverschiebungen angeben:

27 od 2/ 8d
2 2
82 = P n(——aU) +2A n( au) §U

il

= P(2B+ 2A1B)6U
= 2B§U (3.27)

Dieser kinematische Operator B im gesuchten Zustand 2Z wird nach der
Linearisierung ( 3.10 ) durch GréBen im bekannten Gleichgewichtszustand
17 ausgedriickt und verbindet die durch eine Differentiationsstufe getrenn-
ten virtuellen Dehnungen mit den virtuellen Knotenverschiebungen, wobei
die Matrix A nunmehr eine Funktion der Verschiebungen 1 U darstellt.

fle = lBSU (3.28)
!B = P(lB+ lAlB) (3.29)

Es soll an dieser Stelle angemerkt werden, dafl bei der Reihenentwick-
lung nach ( 3.10 ) und somit beim Ubergang von Gleichung ( 3.27 ) nach
Gleichung ( 3.28 ) die virtuellen Verschiebungen der Zustinde 2Z und 1Z
nicht unterschieden werden. Diéses Vorgehen ist gerechtfertigt, solange sich
im Inkrement 'Z — 27 keine Anderung der Randbedingungen (wie z.B.
bei Kontaktproblemen) einstellt.

Die Operatormatrix 1B kann direkt aus der Variation eines gewahlten
FE-Verschiebungsansatzes u (siehe Abschnitt 4.1) gewonnen werden.

lr6d o 1 du -
14 197 _ Iy =19 4!
§ld = n(”“aU)é U= 5o n(-(w)é U=1B6U  (330)

12



Mit dieser Operatormatrix sowie der Beziehung

1708 | /0B YOAN 14 4, [0B
n(ﬁ)-]? n(—aTj—)—Fn(b-ﬁ) nB+nAn56 (3.31)

aus ( 3.29 ) kann die Tangentensteifigkeit ( 3.12 ) aufgestellt werden.

LKy = 1K, + LK, + 1K! 4+ 1KIT 4 1K1 (3.32)
Die einzelnen Steifigkeitsanteile beinhalten hierbei:
K. = [ ABTLGIBACY)
K, = / IBTLELA LB d("Y)
ny

[ ABTIAT LGB ()
ny

n

[, ABTIAT LG IA LB d(Y)

a1 (OANT
r o _ T T 3.33
o= [T (55) PTisaev)  (333)
YoB\"
1l Tig gm
an -[‘V n(aU P n d( V)
toB\" ;
I — T T
o= [ n(aU AATPT IS d("Y)

“
mit der Werkstoffmatrix:
1c=pPTlCcP (3.34)

In die Matrix LK und die beiden ersten Anteile der Matrix 1K, gehen
die Anfangsverschiebungen 'u linear ein, in den dritten Anteil von 1K,
quadratisch.

Sind die priméren Knotenvariablen im Verschiebungsansatz nur linear
enthalten (z.B. Kontinuumselement), so ist die Operatormatrix B von U
unabhingig und die Steifigkeitsmatrizen K1 und K1 entfallen. Bei dem in
dieser Arbeit vorgestellten Balkenelement gehen die Rotationsfreiheitsgrade
jedoch tber trigonometrische Funktionen in den Verschiebungsansatz ein,
und diese Anteile sind zu beriicksichtigen.
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3.4 Mitgehende Lagrange-Formulierung

In den bisherigen GréBen steht noch der nicht naher definierte Bezugszu-
stand "Z . Von den prinzipiell allen méglichen bekannten Gleichgewichts-
zustinden "Z werden iiblicherweise die beiden Zustinde n = 0 (Ausgangszu-
stand) bzw. n = 1 (Gleichgewichtszustand vor dem Inkrement) gewihlt und
als totale (T.L.) bzw. mitgehende (updated) Lagrange-Darstellung (U.L.)
bezeichnet, Wird eine U.L.-Formulierung gew&hlt, so entfallen die Steifig-
keitsmatrizen KIf und K, mit den Anfangsverschiebungen 'u .
In der vorliegenden Arbeit wird im folgenden ausschlieBlich die mitge-
~hende Lagrange-Darstellung mit dem Bezugszustand 1Z verwendet und es
gilt somit:

1A = 0 (3.35)
Is 2 1 (3.36)
B = p! (3.37)
1
0B (9A
1(‘3‘6) - [ 8U> 13 (3.38)
Die weitere Beriicksichtigung der Beziehung
oA Tlp-lpl1f
( au) P T8 (3.39)
mit 7T = (711 T2 Ta3 T12 T3 Tas)
Ti1 T2 T13 [#]
T o= | Ta T T3 T = (7]
731 T32 T33 [#]

fithrt schlieBlich auf folgende Anteile der Tangentenstelﬁgkeltsma,trlx nach
Gleichung ( 3.32 ):

K. = [ 1BTIE1BAY)

K, = [ 1B7TiriBacy)

1511 i: ! T1 1 (340)
o= [ 55) BT {7 d('V)

K = 1K, =0



4 Herleitung der Elementmatrizen

In diesem Kapitel wird die isoparametrische Formulierung des Balkenele-
ments vorgestellt. Mit den gewédhlten Ansitzen fiir das Geometrie- und
Verschiebungsfeld sowie den aus dem 3-dimensionalen Kontinuum abgeleite-
ten Stoffgleichungen werden die in Kapitel 3 hergeleiteten Elementmatrizen
K und F;) als diskretisierte Bewegungsgleichungen der Kontinuumstheorie

ermittelt.

4.1 Geometrie- und Verschiebungsansatz

Zur Interpolation des Geometrie- und Verschiebungsfeldes aus den Kno-
tengréBen werden entsprechend der Knotenanzahl des Elements (siehe
Bild 4.1) die in Tabelle 4.1 angegebenen Ansatzfunktionen verwendet

(z.B. aus [23]).

linear quadratisch kubisch
Bild 4.1 Balkenelemente
Element linear quadratisch | kubisch
(2 Knoten) | (3 Knoten) (4 Knoten)
N1 11-8) [ 36016 | -F1-6)(1-9¢)
¥ | ga+9 | - | sa-eya-sg
N® HA+E | H1-)(1+3¢)
Nt —16(1+€)(1 - 9¢?)

Tabelle 4.1 Interpolationsfunktionen
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Die Lage des Elements im Zustand ™ Z ist durch folgendes Geometriefeld
beschrieben:

Mo 1 Mo )
(6O = N A St en) Y NH TV
i=x1

1=1

M
1 ipi ;
+ §(C+€c)zNh<mV< (41)

t=1

Hierbei bedeuten:

Myt Ortsvektor des Elementknotens ¢
Nt Interpolationsfunktion des Elementknotens 4
&,m,(  natlirliche (lokale) Elementkoordinaten
en,ec  Exzentrizitdt der Elementmittellinie
von den Elementknoten
hi?.’ hé Elementdicken am Knoten ¢
Vi, Ve Einheitsvektoren in Richtung der
natiirlichen Koordinaten n und ¢
(bezogen auf das kartesische Koordinatensystem)

Die Elementmittellinie kann in diesem Ansatz exzentrisch an die Be-
zugslinie mit den Elementknoten angeschlossen sein ( Bild 4.2 ), wodurch
aus mehreren Einzelelementen zusammengesetzte Querschnitte auf densel-
ben Knotenpunkt bezogen werden kbénnen.

Die beiden Vektoren ™V} und ™V} sind im Raum durch ihre Richtungs-
kosinus definiert ( Bild 4.2 ) und werden in Analogie zum Vorgehen in [44]
durch die vier unabhingigen Winkel &, ¥;,9, 0, ausgedriickt (Bild 4.3 ),
um die erwiinschte Kompatibilitdt zum dort hergeleiteten 3-dimensional de-
generierten Schalenelement sicherzustellen.

[ cosm@i | [ cos™®} | ‘
mVi= | cos™@ | = | sin™Oicos™ Y (4.2)
| cos™O} | | $in™Ojsin™ (" |
[ cos™ Wi | [ cosm Wi ]
mVEi= | cos™¥h | = | sin™Wicos™d’ (4.3)
| cos™ ¥y | | sin™ ¥ sin™ @t |

Diese beiden Elementdirektoren konnen wihrend des Verformungsver-
laufs von der Ebene senkrecht zur Mittelachse des Elements abweichen, wo-
durch Schubverformungen zugelassen sind.
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Bezugslinie

Bild 4.2 Balkenelement mit Exzentrizitat

Durch die Hinzunahme der Schubverformungen ist fiir die Knotenvaria-
blen im Verschiebungsansatz nur noch C° Kontinuitét erforderlich (siche
z.B. [20]).

Der Verschiebungsvektor zwischen den Zustinden ®Z und ™Z wird ent-
sprechend dem isoparametrischen Konzept direkt aus dem Ansatz fiir die
Geometrie gewonnen und lautet:

mu(fa 77,0 - mx(£7 7 C) - Ox(fa 7 C)
M
— ZNZ mui
1=1

1

M
+5(n+eg) Y NRE(™VE -0 Vi)

i=1

M‘ . . I3 .
(C+e) D N'hy(™VE - V) (44)
=1

]

+

DN
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ﬂ'\vg
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77!@

7”@1

m Q

m
X1

Bild 4.3 Definition der Elementdirektoren

mit den globalen Elementknotenverschiebungen

mo.1

u 0

= mxt - Oxi (4.5)

In diesem Ansatz koénnen die Winkel im Verformungszustand ™2 aus
den Winkelgrofen im Ausgangszustand °Z sowie den Winkelinderungen
mah,™ ™ 9™ w im Zustand ™Z bestimimt werden, wie es in Bild 4.4 am

Beispiel des Elementdirektors V dargestellt ist.

m\I,zl — O‘I’i+ mwi
m@i - O(I)i+ m(,Oi
m@zl - 0@11+ m,'91'
in — OQi+ mwi (46)

Es sei erwihnt, dafl bei dieser Definition die Winkeldnderungen (Rota-
tionen) unabhingig von ihrer Grofe kommutativen Charakter besitzen.

18



Bild 4.4 Winkelanderungen des Vektors fVZ

Das virtuelle Verschiebungsfeld im Zustand ™Z kann aus dem Verschie-
bungsansatz ( 4.4 ) und den Definitionen ( 4.2 ) und ( 4.3 ) abgeleitet

werden:

6mvi m a‘/717
= oot

§mVi = [m(

mit

[

maV:l & ™ot mext o mad
) ()] [15] e

OVLi\ m[{dVi §mot . .
—£ i ¥ — mpi g moi
o) aw)] |65 ] -rane

0 S =™
~sin™ @ sin™ W]  cos™Plcos™ WY
cos™ P'sin™ W] sin™@lcos™ YL

0 O
~sin™Q'sin™O)  cos™Nicos™OY |
cos™Qsin™O)  sin™Qlcos™ O}
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R mat i mwi
- 2] e[
Somit erhilt man das virtuelle Verschiebungsfeld:

M M
) . 1 o '
§mu(g,m, Q)= Yo NE™u o+ S(nte) ) Ny "G My
i=1 i=1
1 Moo
+ (0 e LN E T (49)
Werden in dieser Beziehung die virtuellen Gréfen durch die inkremen-

tellen ersetzt, so liegt das beziiglich der Knotenvariablen linearisierte Ver-
schiebungsfeld fiir das Inkrement vor.

o
\

Bild 4.5 Formtreuer Querschnitt

Unter der Voraussetzung eines formtreuen Querschnitts nach Bild 4.5
148t sich mit der Zwangsbedingung

<ViVE>=0 (4.10)

von den 7 Freiheitsgraden je Elementknoten (3 Verschiebungen, 4 Win-
kelinderungen) ein nunmehr linear abhéngiger Rotationsfreiheitsgrad eli-
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minieren. Dies fiihrt auf den endgiiltigen Verschiebungsansatz fiir das In-

krement:
M M
i 1 §1i mewiyi
u(€m =Y N'u' 4 S(n+e) ) Nhy "G
=1 t=1
1 Mo
+ 5+ eg);N’h’( mRirt (4.11)
mit den 6 Knotenvariablen
| w e
ut = | uh und = | ¢! (4.12)
uf 9
Die Matrizen Fi und G¢ enthalten:
A [ ] —gin™ Pl 0
"F = | —sinm@isin™ Ul cos™Picos™ Vi 0 (4.13)

0

—sin™Qsin™OF  ™a* sin™Qi Mt

cos™Pigin™ Y sin™ Hicos™ Wi 0

0 —sin™ @}

m gt gin™ )¢ mci

mGt = +cos™Qicos™Of

- . co o gl cogm ()i mei

mQ)t m )t m 7 m{yr mht A .

_ cos™Qsin™ O} at cos™Q ™p +sinmQicosm i |
(4.14)
mit den Faktoren
mgi = L (4.15)
sin™ ¥ sin(mQ —m §i)

™ = cos™O%sin™ W — sin™ O cos™ fcos(™Q =™ 1) (4.16)
Mol = sin™0icos™ ¥} — cos™ @} sin™ fcos(™Q —™ &%) (4.17)

Bei diesem Ansatz ist jedoch darauf zu achten, da der Nenner in Glei-
chung ( 4.15 ) nicht gleich Null wird, wodurch folgende Sonderfille auszu-

schlieflen sind:
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1. m¥i = 0, d.h. der Vektor V{ zeigt in Richtung der x-Achse.

2. mQi = M, d.h. die Vektoren Vi und Vi sowie die x-Achse liegen in
derselben Ebene, was eine Identitit der Rotationsinkremente it und
9% bedeutet.

Durch diese beiden Sonderfille ist somit sicherzustellen, dafi die Balkenbe-
zugslinie weder in der Ausgangsposition noch wihrend des Verformungsver-
laufs eine Lage senkrecht zur #1-Achse einnimmt.

In den im Verschiebungsansatz ( 4.4 ) gewahiten Winkeldefinitionen be-
steht keine Beschrinkung in der Grofie sowie der Reihenfolge der Rotatio-
nen. Im folgenden wird dieser Ansatz zur Ermittlung der verallgemeinerten
inneren Krifte herangezogen, wihrend der in den Rotationen linearisierte
Ansatz fiir das Verschiebungsinkrement ( 4.11 ) bei der Aufstellung der Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen verwendet wird.

4.2 Verschiebungsgradienten

Zur Aufstellung der Steifigkeitsmatrix sowie der inneren Krifte werden die
bendtigten Verschiebungsableitungen nach den Raumkoordinaten z, 22, Z3
mit Hilfe der Operatormatrix B direkt aus den Knotenvariablen gewonnen.

Die Transformation des Differentialoperators zwischen dem kartesischen
Koordinatensystem z1, ¢, @3 und dem natiirlichen krummlinigen Koordina-
tensystem £, 7, ¢ erfolgt mit der Jakobi-Matrix J, die aus dem Geometriean-
satz ( 4.1 ) ermittelt wird.

Jakobi-Transformation:

2 oz, 2w Os o
¢ ¢ 8z
O | _ | 8z 9z Oz 2 (4.18)
on - on an an dzy ’
2 9z3 Oz Qz3 9
3¢ ¢  a¢ ¢ B3
J
bzw:

e o

3o | =] o

8 3

owa 8(

22



Fiir die weiteren Beziehungen wird die inverse Jakobi-Matrix in der Form

[
J= (31t (4.19)
(3!
benutzt, und es werden folgende Matrizen und Vektoren definiert:
, T T
uT = (u*" ) = (u} u% ul @l ! 191...u{”u§4u§'!<pM1/)M19M)
A7 = (ugg uay vre ung Uz ung Uz Uz, Uac)
a7 = (ur, w12 uy3 U1 Uz U3 u3,1 u3,2 U33)
1 0 07 0 0 07 0 0 07
0 00 100 0 0O
6 00 0 00 1 00
o Joro|l  fooo|  fooo
Li={0 0 0 Lyo=101 0 Ly=10 0 0
0 00 0 00 0 1 0
0 0 1 0 0 0 000
0 0 0 0 0 1 0 0 0
L0 0 0 | L0 0 0| 0 0 1 ]
Die Ableitungen der linearisierten Verschiebungen ( 4.11 ) nach den
natiirlichen Koordinaten liefern mit
B{ = NI (4.20)
B, = NI (4.21)
B = N'.L (4.22)
die Bezichung:
I ~ Mo
d= ZB}-U‘
i=1
Mpi o
+ 5B+ (14 en)BHG
=1
Mg o
+ 2 5Bl ((+e)BYF - rf (4.23)
i=1

Die Verschiebungsableitungen beziiglich der Raumkoordinaten Zy,Zq,T3
kénnen mit Hilfe der Matrix
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[ (Jie) ™ 0 0
(Jzk)_l 0 0
(Jgk)_l 0 0
o 0 (J1k)_1 0
Ly = J-Lig= 0 (Jzk)_l 0
0 (Jax)t 0
0 0 (Jlk)—l
0 0 (Jgk)"l
L0 0 (Ja)™" ]
und
B = NI (4.24)
Bi = NI (4.25)
B = Ni.Lg (4.26)
dargestellt werden als
o M M hi )
d=J-d=) B! }:2” (Bi + (n+e,)BL)G - rf
t=1 =1
M 1 )
Z—éﬁ +(C+e)BLF - xt (4.27)
=1
oder zusammengefaﬁt:
d=B-U (4.28)

Die kinematische Operatormatrix B ist im Anhang Al angegeben.

4.3 Steifigkeitsmatrizen

Mit der im letzten Abschnitt hergeleiteten Operatormatrix B nach Glei-
chung ( 4.28 ) kdnuen die Steifigkeitsmatrizen und inneren Krafte nach Ab-
schnitt 3.4 berechnet werden.

— / lBT lc IB d(lv)
iTiBd('Y)

-

-
=
|

(4.29)
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Die Komponenten der Steifigkeitsmatrix K;I sind im Anhang A2 angegeben.
Werden im Gleichungssystem

(K. +iK{+iK). U= Fo) - 'Fy (4.30)

die Steifigkeitsanteile K, und K; nicht gesondert bendtigt, so konnen sie
auch zusammengefaft werden, was besonders im Hinblick auf die numerische
Berechnung sehr effizient ist.

Ky =K. +1K] = [ 1BT(PTICP+IT) 1BACY)  (431)
1&

Die Matrix %(A) entspricht in dieser Schreibweise einer modifizierten Werk-
stoffmatrix, welche die Anfangsspannungen des Systems mitberiicksichtigt.

4.4 Innere Kriafte

Zur Bestimmung der inneren Krifte
IFg = / IBTPTIr a('y) (432)

werden die Verschiebungsgradienten aus den Gesamtverschiebungen ™u und
den Gesamtrotationen ™r gebildet und Gleichung ( 4.27 ) wird daher ersetzt
durch:

M,\, .
md = ZB;_muz

BB L (4 e BHCVE -0 V)

£

+ (BL + (¢ + e¢)BLY(™VE AL (4.33)
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4.5 AuBlere Krifte

Die bisher nicht niher betrachtete virtuetle duflere Arbeit 62W(a) setzt sich
aus den Arbeitsanteilen mehrerer duflerer Krifte zusammen:

o Knotenkrifte 2P?
virtueller Arbeitsanteil: 62W4q) = 2pi bul

o Oberflichenkrifte 3p;
Linien- bzw. Streckenlasten, bezogen auf das Linienelement d(?s)
virtueller Arbeitsanteil: 62W(,) = 2, 3p; 6u; d(*s)

¢ Volumenkrifte Z f;
Volumenkraft, bezogen auf das Volumenelement d(*V')
virtueller Arbeitsanteil: §2W(,3) = foy f58u; d(PV)

Die Oberflichen- und Volumenkrifte kdnnen im weiteren diskretisiert
und mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebung in dquivalente Ele-
mentknotenkrifte umgerechnet werden.

Vorgehensweise am Beispiel der Linienlast:

pj(g)

i
]
g N8 g

1 2 3 A

Bild 4.6 Aquivalente Knotenlast am Knoten 1
Nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen sei die Arbeit der ge-

suchten dquivalenten Knotenkraft eines Knotens kinfolge der virtuellen Kno-
tenverschiebung 6uf gleich der Arbeit der Linienlast infolge der durch u¥
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ausgelSsten virtuellen Verformung des Elements, approximiert durch die In-
terpolationsfunktion N*(¢) des Knotens .

k k

I

+1
GG

M
mit () = Y N'.pi
1=1

pj- ... Lastordinate am Knoten i

(%)

ol
!
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4.6 Werkstoffgesetz

Im Rahmen des Konzepts der Degeneration werden die Normalspannun-
gen in den "Dickenrichtungen’ des Balkenelements vernachlissigt sowie eine
Formtreue des Querschnitts vorausgesetzt. Durch Einsetzen der entspre-
chenden Zwangsbedingungen

Y 2 S
Tog = Tag = To3 = 0

in die isotrope 3-dimensionale Werkstoffmatrix (z.B. aus [9])

1 & &0 0 0
- 1—p
2 1 &0 0 0
i . 1-p
o _B0-w |5 L 00 00
(+wd-20)| 0 0 0 555 0 0
0 0 0 0 iy 0
1-2
L0 0 0 0 0 5y ]

(4.34)

ergibt sich die 3-dimensional degenerierte anisotrope Werkstoffmatrix im
Lokalsystem z}, 25, 2§ zu:

Cl

]
™

(4.35)

> O O O

)

[ T cus B oo S oo B s B e |
o o oo oo
o o oo oo

[ N aw i e B oo Bl oo B

o Oy
N3
=
+

Auf Grund der kinematischen Annahme des Konzepts der Degeneration,
dafl die Normalen im Verlauf der Verformung des Elements gerade bleiben,
wird bei einer Querbelastung die in Wirklichkeit parabolische Verteilung
der Schubspannungen iiber den Querschnitt durch eine konstante Verteilung
ersetzt. Dieses Modell wird durch den Faktor £ = 5 zur Berechnung eines
effektiven Querschubmoduls in der degenerierten Werkstoffmatrix korrigiert.

Resultieren die Schubspannungen jedoch aus einer Torsionsbeanspru-
chung, so ist dieser Korrekturfaktor & = 1 zu setzen (vergleiche auch
Abschnitt 7).
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Fir grofie Verformungen kann das Werkstoffgesetz mit dem Spannungs-
tensor Kirchhoff-Piola 2.Art und dem Green-Lagrange Dehnungstensor be-
schrieben werden:

08l = 8Chn Be (4.36)

Mit Hilfe der Tensortransformation

m
p
mCrpars = T, 0 Tp,i 0 %q,5 0 Cijkl § Trk 6 Tl (4.37)

ist Gleichung ( 4.36 ) auf die entsprechende Form

mTpg = mCpars mErs (4.38)
der mitgehenden Lagrange-Formulierung mit dem Cauchy-Spannungstensor
und den FEuler-Almansi-Verzerrungen iiberzufiithren. Die Almansi-Verzer-
rungen werden hierbei aus den Verschiebungsableitungen der Gesamtver-
schiebungen im Zustand ™ Z berechnet.

1
m.l m, ! m,, ! m,,! m,. ! )
mEij = §(mui,j i = i ki) (4.39)

Unter Voraussetzung kleiner Verzerrungen ist die Tensortransformation
(4.37 ) nicht erforderlich und anstelle des konstitutiven Tensors mCl kann
niherungsweise der Tensor J'C! ;i mit der unverformten Ausgangslage als
Bezugszustand verwendet werden. Die Komponenten der Werkstoffmatrix
diirfen dann als konstant angenommen werden und stimmen mit den Kom-
ponenten aus Gleichung ( 4.35 ) {iberein.

In der globalen Formulierung der Elementmatrizen mufl die Werkstoff-

matrix C* mittels einer Tensortransformation 4. Ordnung
mcpqrs = TAp; mqu Ak TAsl %iju ( 4.40 )

schliefilich noch auf das globale Koordinatensystem transformiert werden
(vergleiche [44]).
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4.7 Numerische Integration

Zur Berechnung der Steifigkeitsausdriicke ] K, und { K, sowie der inneren
Krifte }F ist eine Integration iiber das Elementvolumen notwendig. Unter
Verwendung der Transformationsbeziehung ( 4.18 ) kann das Volumendiffe-
rential in den natiirlichen Koordinaten ausgedriickt werden zu

d™V = det |"J(€,n,()|dédndC (4.41)

und die Integration kann im natiirlichen Koordinatensystem &, n, { erfolgen.

Die Ausdriicke

tke(6,m,0) = 1BT(£,1,0)1C(€,n,0) - iB(£,7,¢)
Ho(6,m,Q) = 1BT(En, Q) 1T n,0) - 1B, 7,¢)
£ n,0) 1BT(&,m,0) - 17(€,1,0)
in ( 4.29 ) sind im allgemeinen gebrochen rationale Funktionen, die nicht ex-
plizit integrierbar sind. Aus diesem Grunde erfolgt die Integration iiber das

Elementvolumen numerisch, z.B. mit Hilfe der Gaufischen Quadraturformel

(vergleiche z.B. [6],[23],[50]).

+1 41 1
/V Fgn,0dv = [ 1 [ [ F ) det i, )l dednac

il

il

re Tno T¢
=302 2 weli) wn(d) we(k) F (&, m5, Gi) det [3(&,ms, )]
t=1 j=1 k=1
mit
TéyTa T¢ ... Anzahl der Integrationspunkte entlang
der natiirlichen Koordinaten £,7,(
we, Wy, we ... Wichtungsfaktoren
&y Ck ... natiirliche Koordinaten der Integrationspunkte

Mit der Quadraturformel nach Gauf kénnen mit r Integrationspunkten
Polynome bis zur Ordnung 2r — 1 exakt integriert werden.

Fiir ein gerades Element und konstanter Jakobi-Matrix a8t sich aus den
Interpolationsfunktionen nach Tabelle 4.1 auf Seite 15 die erforderliche
Anzahl der Integrationspunkte ermitteln.

Liegt eine beliebige (gekriimmte) Elementgeometrie vor, so stellen die
Integranden in { 4.29 ) gebrochene rationale Funktionen dar, die numerisch
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Integrand Element max. Ordnung | Integrationspunkte

& o Qe T ¢

BTCB linear 2 2 2 2 2 2

quadratisch | 4 2 2 3 2 2
kubisch 6 2 2 4 2 2

Tabelle 4.2 Anzahl der Integrationspunkte fiir geradlinige Elemente

nicht mehr exakt integrierbar sind. Im Regelfall liefern die in Tabelle 4.2
angegebenen Integrationsordnungen jedoch auch hierfiir zufriedenstellende
Ergebnisse.

Werden weniger Integrationspunkte als fiir eine exakte Integration der
Matrizenfunktionen erforderlich verwendet, so spricht man von einer redu-
zierten bzw. Unterintegration, die besonders zur Beseitigung von Locking-
Phénomenen beim linearen und quadratischen Element eine grofie Rolle
spielt.

Diese Reduktion der Integrationsordnung kann jedoch begleitet sein von
einem unerwiinschten Rangabfall der Elementsteifigkeitsmatrix, wobei sich
unechte kinematische Mechanismen des Elements einstellen ( zero-energy mo-
des).

Fir die Integration in Dickenrichtung sind immer 2 Integrationspunkte
ausreichend, solange von linearem Werkstoffverhalten ausgegangen wird.
Wird materielle Nichtlinearitit beriicksichtigt, so ist eine Quadratur mit-
tels der Simpson-Regel zu bevorzugen, um auch die Randspannungen zu
erfassen.

Ein zusétzlicher Aspekt der Integrationsordnung kommt schlieBlich noch
der Spannungsberechnung des Flements zu, da diese in der Regel an den
selben Integrationspunkten durchgefiihrt wird. Innerhalb eines Elements
ist die Giite der Spannungsgrofien nicht konstant, sondern an Punkten mit
bestimmter Lage besonders ausgeprigt (Barlow-Punkte [8], Tabelle 5.11.1
in [18]). Dies ist besonders im Hinblick auf die Erstellung einer korrekten
elastoplastischen Werkstoffmatrix von Bedeutung. Fiir das quadratische
(kubische) Element stimmen diese Punkte entlang der Elementlingsachse
mit den Stiitzstellen einer 2-Punkt (3-Punkt) Gau$-Integration iiberein.
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Um bei zunehmender Elementverfeinerung fiir den Grenzfall konstanter
Dehnungen innerhalb eines Elements noch Konvergenz zu erreichen, muf}
jedoch eine Mindestanzahl der erforderlichen Integrationspunkte so gewahlt
werden, da$ die Determinante der Jakobi-Matrix und somit das Elementvo-

lumen
+1 41 41
/dV=/ / / det |3(£,7, ()| dedyde
v -1 J-1 J-1

bei beliebiger Elementgeometrie noch exakt erfafit wird.
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5 Lokale Formulierung

Die in Kapitel 4 dargestellte Herleitung der Elementformulierung basiert auf
den Gleichgewichtsbedingungen sowie den kinematischen und konstitutiven
Beziehungen des 3-dimensionalen Kontinuums. Hierbei werden die struktur-
mechanischen Eigenschaften der dueren kinematischen Variablen (Verschie-
bungen haben iiber den Querschnitt nur konstante und linear veranderliche
Anteile) in die Ansitze fiir die Geometrie- und Verschiebungsfelder einge-
bracht, andere Annahmen (keine Normalspannungen in Dickenrichtung) ge-
hen in das Werkstoffgesetz ein. Weiterhin sind alle Kraft- und WeggréSien
auf ein globales Koordinatensystem bezogen.

Diese Vorgehensweise erlaubt somit eine Beschreibung des mechanischen
Verhaltens diinnwandiger Tragwerke (z.B. Schale, Balken) unter Umgehung
spezieller zwei- bzw. eindimensionaler Modelltheorien.

Als Nachteil dieser kontinuumsmechanischen Betrachtung ist besonders
bei dem hier vorgestellten Balkenelement die Tatsache anzusehen, daf die
mit nur drei Werten auf der Hauptdiagonalen duflerst schwach besetzte lo-
kale Werkstoffmatrix ( 4.35 ) durch die Transformation ( 4.40 ) im allge-
meinen Fall in eine vollbesetzte 6 X 6-Matrix fibergeht, was z.B. bei der
Berechnung des Steifigkeitsanteils

1RT 1 1 .9/1
/;V1B 1C 1Bd('V)

einen erheblichen numerischen Rechenaufwand darstellt.

Die im folgenden skizzierte Einfiihrung lokaler orthonormaler Element-
koordinatensysteme trigt den orientierten Eigenschaften des Linienelements
Rechnung und bereitet gleichzeitig den Weg fiir die in Kapitel 6 behandelte
analytische Vorabintegration {iber den Elementquerschnitt.

5.1 Integration im Lokalsystem

Eine Elementformulierung auf dem Fundament der klassischen Kontinuums-
mechanik muf nicht zwingend in einem einheitlichen Koordinatensystem
erfolgen. Alle auftretenden Grofien kénnen in beliebigen Bezugssystemen
ausgedriickt werden, ohne die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen
zu verletzen. So werden in diesem Abschnitt neben dem globalen Koordi-
natensystem zusédtzliche orthonormale Elementkoordinatensysteme an den
Integrationspunkten des Elements eingefiihrt, auf die alle im Verlauf der
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numerischen Integration iiber das Elementvolumen bendtigten Grofien zur
Berechnung der Steifigkeitsmatrizen bezogen werden (Bild 5.1 ).

—- X,

Xq

Bild 5.1 Lokales Elementkoordinatensystem am Integrationspunkt

In der Zustandslage ™Z wird an der Stelle ™x(¢) der Balken-Bezugslinie
dieses lokale Elementkoordinatensystem folgendermafien definiert:

o Der Einheitsvektor ™e;(£) der lokalen ™x{-Achse zeigt in Richtung
der Flement-Bezugslinie ({allt mit der natiirlichen Koordinate £ zu-
sammen) und kann somit direkt aus der ersten Zeile der Jakobi-Matrix
nach Gleichung ( 4.18 ) bestimmt werden.

e Zur Ermittlung der beiden zu ™ey(£) orthogonalen Einheitsvektoren
mey(¢) und ™es(€) der lokalen Achsen ™x) und x4 wird einer der bei-
den bekannten interpolierten Elementdirektoren ™V, (&) oder ™V,(¢)
herangezogen, z.B.:

Mey(€) = mVe(€) x Mer(§) (5.1)
Mea(€) = mei(£) x "ex(€) (5.2)

Fiir den Sonderfall, da8 keine Schubverformung vorliegt, sind ™ey(£) und
™V, (€) bzw. Mes(€) und ™V, (¢) identisch.
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Im Verlauf der numerischen Integration iiber das Elementvolumen wird
an jedem Integrationspunkt ein lokales Elementsystem aufgestellt. Unter
Verwendung der Transformationsbeziehung

() = ™A-"u(f) (53)

zwischen dem Globalsystem z1,%2,z3 sowie dem Elementsystem zi, zh, =4
148t sich der Verschiebungsansatz ( 4.11 ) in diesem Lokalsystem ausdriicken
durch:

M
w'(§,n,() = Y N AW
i=1
1
+ 77+e,7)ZN‘h'mAmG"
1_1
1 Lo .
+ §(C+e¢)2N'thAmF’r' (5.4)
=1

Zur Ermittlung der lokal orientierten Verzerrungen bzw. Verschiebungs-
gradienten ist auerdem die Jakobi-Matriz entweder auf das Lokalsystem zu
transformieren

J=J-A : (5.5)

oder aber direkt im Lokalsystem des jeweiligen Integrationspunktes aufzu-
stellen.

Die lokalen Verschiebungsableitungen sind gegeben durch die Beziehung:

Ox 0%/ 9z} dux
r ‘
g = ((‘?zk k) 9= By 07" 6:v kt oer Ozy, ax (56)
=0

Die Transformationskoeffizienten g%’: bzw. die Transformationsmatrix ™A‘
in Gleichung ( 5.4 ) sind in kartesischen oder affinen Koordinatensystemen
konstant und ihre Differentiation nach den lokalen Koordinaten verschwin-
det.
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5.2 Lokale Knotenkinematen

In den bisherigen Formulierungen waren die Knotenfreiheitsgrade immer im
einheitlichen globalen Koordinatensystem definiert, wodurch vor dem Zu-
sammenbau der Systemsteifigkeit eine Transformation der Elementsteifig-
keitsmatrizen entfallt.

Werden jedoch zur Behandlung von Spezialproblemen wie z.B.

o Querschnittsverwolbung oder
o lokales Plattenbeulen

zu den Ansatzfunktionen weitere lokale Knotenfreiwerte hinzugefiigt, so er-
scheint ein ginzlicher Umstieg auf lokale Elementkoordinaten vorteilhaft.
Bei gekriimmten Elementen besitzt jeder materielle Punkt der Bezugslinie
ein eigenes Lokalsystem, im Verlauf der numerischen Integration werden
diese Lokalsysteme jedoch nur an den Elementknoten sowie Integrations-
punkten bendtigt (Bild 5.2 ).

Bild 5.2 Lokalsysteme an den Knoten und Integrationspunkien
Die Elementformulierung in den lokalen Koordinatensystemen erfolgt

analog der Herleitung in Abschnitt 5.1, nur daff anstelle der im Verschie-
bungsansatz nach Gleichung ( 5.4 ) auf das raumfeste globale Koordinaten-
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system bezogenen Gréfen uf,r!, G* und F¥ jetzt solche Gréfen verwendet
werden, die sich auf das lokale Elementkoordinatensystem des Jjeweiligen
Knotens ¢ beziehen. Die Matrix ™ A" beinhaltet nunmehr eine Transforma-
tionsbeziehung zwischen einem Lokalsystem am Knoten i und einem Lokal-
system an der Stelle £.
M .
u’(f,"?, C) = ZNi mAn' u”

i=1

. .
+ %(n +ey)Y N'R ™A MG
i=1

M
+ 21((+e<)_§_;1v*' he mANmE o (5.7)
=
Im Falle eines gekriimmten Elements ist zu beachten, da8 die Trans-
formationsmatrix an der Stelle ¢ jetzt dem Knoten i zugeordnet ist und
gegeniiber Gleichung ( 5.4 ) nicht mehr fiir alle Knoten konstant bleibt.
Die Jakobi-Matrix mufl im Verlauf der numerischen Integration iiber
das Elementvolumen im lokalen Elementkoordinatensystem des Jeweiligen
Integrationspunktes aufgestellt werden.

5.3 Transformation Element — System

In der lokalen Formulierung des Balkenelements nach Abschnitt 5.2 sind
die inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix sowie der Vektor mit den ver-
allgemeinerten inneren Kriften auf das lokale Elementkoordinatensystem x’
bezogen. Vor der Addition dieser Elementanteile auf die entsprechenden Sy-
stemwerte miissen sie auf das raumfeste globale Systemkoordinatensystem
x transformiert werden.

Die Anteile der Verschiebungskomponenten in der Elementsteifigkeits-
matrix und die Kraftgrofien der verallgemeinerten inneren Krifte lassen sich
durch einfache Vektortransformationen auf das globale KOS transformie-
ren. Zur Transformation der inkrementellen Rotationskomponenten sowie
der MomentengréBen der inneren Krifte ist eine weitere Transformations-
beziehung notwendig.

Hinweis:

Anders als bei den Verschiebungsinkrementen w’ !, die vom kar-
tesischen Lokalsystem x” auf das kartesische Globalsystem x
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transformiert werden, ist bei den Rotationsinkrementen und den
Momentengréflen trotz ihres Vektorcharakters eine andere Trans-
formation erforderlich. Infolge der Definition der Elementdirek-
toren sind die Rotationsinkremente r’* zwar in x’* definiert, r¢
jedoch nicht in x (vergleiche Bild 4.3 ).

Gegeben sei die Transformationsmatrix A der Verschiebungen nach Glei-
chung ( 5.3 ). Weiterhin betrachten wir die Relativverschiebung eines Punk-
tes auf dem Elementquerschnitt am Knoten iin Richtung der lokalen 2
Achse gegeniiber der Verschiebung der Mittellinie:

A = LY(p4e,)-hi -G r (5.8)
Auy = 1(C+eg) b Froxt (5.9)
mit den lokalen Rotationsinkrementen
"
rﬂ — T,b"
"

Diese lokalen Relativverschiebungen lassen sich nach ( 5.4 ) als transfor-
mierte globale Grélen ausdriicken:

Al =1(np+e,)-hi-Ai.Gi.rf (5.10)
Au'y =1(C+ec) hi-AlFioxt (5.11)
Aus der Identitit der Gleichungen ( 5.8 ) und ( 5.9 ) mit den Gleichungen

(5.10 ) und ( 5.11 ) erh8lt man nunmehr zwei Gleichungen zur Bestimmung
der gesuchten Transformationsmatrix fiir die Rotationsgrofen:

Gy =AGir =G (5.12)
F'or' =AiF.r =F.r (5.13)
Aus den Gleichungen ( 5.12 ) und ( 5.13 ) lassen sich schliefilich die

gesuchten Transformationsbeziehungen fiir die Rotationsfreiheitsgrade ge-
winnen:

no__ gt 1 A5 1 — Pl 1
T3 = 9" = G, ' 11Ic"";c “‘Rék'r;c (514)
"o 1 =i ] — Di :
ry =9 = N A TRR = Rop - 7% (5.15)

== PGB - Fln Ry =Rk (516)
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Falls F'5; = 0, so ist Gleichung (/5.16 ) zu ersetzen durch:

7" 7"

=g = Fn (B~ F'ay Riy) vl = Ry vl (5.17)

Laut Definition der Normalenwinkel (Seite 21) miissen G'{3 und F"i 12
immer verschieden von Null sein und von F’3; und F’}; ist mindestens ein
Wert ungleich Null, so daff die Matrix R zur Transformation der Rotati-
onsinkremente r' eindeutig bestimmt werden kann.
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6 Vorabintegration iiber den Elementquerschnitt

Schon kurz nach der Vorstellung des Konzepts der Degenerationvon Schalen-
elementen [5] wurde in [67] die Moglichkeit vorgestellt, durch eine analytische
Vorabintegration {iber die Schalendicke den numerischen Rechenaufwand
zur Erstellung der Steifigkeitsmatrizen deutlich zu reduzieren. Es wurde
hierbei schon auf mdgliche Fehler bei Anwendung dieser Technik auf Scha-
lenprobleme mit grofier Elementdicke hingewiesen. Einen weiteren Defekt
dieses 'Standard’-Verfahrens stellt die Verletzung der Bedingung einer ver-
zerrungslosen Starrkdrperrotation gekriimmter Elemente dar, was Irons in
seiner isoparametrischen Schalentheorie in [30],[32] und [31] beriicksichtigt.
Weitere Korrekturmoglichkeiten dieses Sachverhalts werden auch in [19], [20]
und [38] vorgestellt. Im Anhang A3 wird das Auftreten solcher parasitdrer
Verzerrungen bei Starrkérperrotationen am Beispiel des 2-dimensional dege-
nerierten Balkenelements aufgezeigt, was sinngemafl auf das 3-dimensional
degenerierte Schalen- bzw. Balkenelement {ibertragen werden kann.

6.1 Interpolation der Normalenwinkel

Zur Berechnung der Steifigkeitsausdriicke des Balkenelements nach ( 4.29)
ist eine Integration {iber das Elementvolumen erforderlich. Unter Annahme
gewisser zusatzlicher Naherungen kann hierbei die Integration iiber die Quer-
schnittsfliche vorab erfolgen, wobei das Element nur noch durch Gré8en der
Elementmittellinie beschrieben wird. Es verbleibt somit nur noch eine Inte-
gration iiber die Lingsrichtung des Elements (Linienelement).

[ F(&) Faln,)av = /E Fi(6) /< /ﬂ Fy(n,)dnd¢ det|3|-de  (6.1)

Vorabintegration
Die angesprochenen zusatzlichen Naherungen sind im Einzelnen:

1. Die Jakobi-Matrix wird auf der Mittellinie erstellt und sei iiber den
Querschnitt konstant.

2. Das Konzept der Degeneration setzt das Geradebleiben der Element-
normalen voraus, was bei gekriimmten Elementen eine nichtlineare
Dehnungsverteilung iiber den Querschnitt bewirkt, Bei der Vorab-
integration wird nun der Verlauf dieser Dehnungsverteilung infolge
Annahme 1 als héchstens linear angenommen.
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Diese beiden Naherungen entsprechen der in der Schalentheorie gebriuch-
lichen 1.Approximation nach Love und werden auch als technische Schalen-
theorie nach Love/Kirchhoff bezeichnet.

Der "Defekt’ bei der Standard-Vorabintegration kann durch die Anwen-
dung einer eindimensionalen Theorie behoben werden, wobei im Verschie-
bungsansatz nur noch Gré8en der Elementmittellinie interpoliert werden.
Im Ansatz fiir das lokale Geometriefeld werden anstelle der Normalen selbst
jetzt die Winkel der Normalen interpoliert:

M ,
mxl(é-ﬂ%C) — ZNt mAli mxlt + %(77 + en)hn m-\,l77

i=1

+ %(C + ec)h( mV'C ( 6.2 )

Qie Ausdriicke

1 1M

3y =513 Nk, (6.3)
i=1

1 1 Mo

5Che = "Q‘CZNWC (64)
i=1

werden in den Ansdtzen fiir die Geometrie und die Verschiebungen gesondert
interpoliert. Im Verlauf der Integration iiber das Elementvolumen werden
sie an den jeweiligen Integrationspunkten ermittelt und analytisch iiber die
Elementdicken integriert. Die Elementnormalen, ausgedriickt durch die in-
terpolierten Winkel, lauten:

[ cos ™0

V', = | sin™0f - cos ™ | (6.5)
sin ™0 - sin ™

[ cos ™

V= | sin ™} - cos mP' (6.6)

| sin ¥} - sin ™’

mit den interpolierten Winkeln

m@! — ileNi mh mQ/___z:iI\_'f__lNi mQn

myl = TM Nimgh m@ =y M Nimgy (6.7)
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Das Verschiebungsfeld wird direkt durch Differenzbildung der Geometrie-
felder in den Zustandslagen ™Z und °Z aus dem Geometrieansatz ( 6.2 )
gebildet.

M .
mu'(f, n, C) - E Ni mAli mult
=1

1 m
+ é‘(’H‘ en)hn( V'n - Ovln)

b eh("VIe= OV (638)

Durch Linearisierung beziiglich der Rotationen ergibt sich das inkrementelle
Verschiebungsfeld zu:

M .
u’(f, 77,() — Z Ni mA/i u”
i=1
1 LA
4+ 5(77"*' eﬂ)h’fl mGIZNz !’“
i=1
1 M i
+ §(C+e()h< mE YN (6.9)
i=1

Gegeniiber dem Verschiebungsansatz ( 5.7 ) werden anstelle der Rand-
verschiebungen hier die Rotationen interpoliert, eine Transformation der
Rotationsanteile mit der Matrix A’ entfallt.

Die Matrizen ™F' und ™G’ werden entsprechend den Gleichungen
(4.13) und ( 4.14) gebildet, jetzt aber mit den interpolierten Winkeln
(6.7) an der Stelle £. Als Ableitungen nach den natiirlichen Koordina-
ten werden ferner benétigt:

M .
rnxl75 — Z‘N:£ mAli Mol ( 6.10 )
: i=1
"y = shy "V (6.11)
1
"= She MV (6.12)
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M > . h
Al 1t
i=1
1 Mo
+§(n+ €y)hy mG’EN,'f r’
=1
1 A
+3(CH e TE Y N o
=1
1. m /M i g
=hy "G'> Nir
2 =1
1 M i i
‘2—h( mFIZNt rli

i=1

(6.13)

(6.14)

(6.15)

Zur Berechnung der Verschiebungsableitungen werden somit Kriim-
mungsinderungen «(¢) und die Verdrillung I'(¢) der Mittellinie herange-

(3]

SONL = | ke(€)

zogen.
M
i=1
mit
I'(¢)
K¢(€)
Kn(€)

Kn(€)

It

a(p' % R R
— Nz /1
; 7€ (p
aé i=1

1]
(o5
<
i
AN RN

vy ’i ¢Ii
aé 1z=x] ¢
9 X

= 2= N 9
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6.2 Aufspaltung der Operatormatrix B

Die Operatormatrix B wird im weiteren in zwei "Membrananteile’ By und
B, sowie zwei 'Biegeanteile’ B3 und B, aufgespaltet, damit die von 7 und
¢ abhingigen Anteile separat vorliegen und die Dickenintegration explizit
erfolgen kann.

B(&,7,¢) = B1(§) + Ba(§) + (¢ + e¢)Ba(§) + (n + €n)B4(§)  (6.20)

uy uj uh ¢l P uh up uh oYy
B =| By 0 1 o B,
i ¢y

Hete)$ | o | By | tte)¥| o | B,

Die Anteile By bis B4 des kinematischen Operators sind in Anhang A5
angegeben.
Im weiteren werden die Matrix By und die von den Exzentrizititen

abhingigen Anteile der Matrizen B3 und By zur Matrix B zusammenge-
fafit.

_ h h
]3=B2+e¢éB3+ef§B4 (6.21)

" Somit kann das Volumenintegral des Steifigkeitsausdruckes folgendermafien
umgeformt werden:

+1
K =/ BTDB, det|J|d¢ (6.22)
-1
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X
[ %]
0

&
i

Ky =

+1 " T T
/1 (BIDB + BTQ(B; + BT Q,By) det|J|de  (6.23 )

+ o T T
/1 (BTDB, + BIQ(B; + BIQ,B,) det|J|d¢ ( 6.24 )

+1 -
/ (BTDB + BIR(B; + B] R, B,
-1
+B7Q¢B; + Bj QB + BTQ,B, + BIQ,B
+B Q¢ By + B Qy¢B3) det|J|de (6.25)

Die iiber die natiirlichen Koordinaten des Elements am Jjeweiligen Inte-
grationspunkt vorabintegrierten Materialmatrizen lauten hierbei:

D
Qy
Q¢
Qn¢
Ry

R¢

1

H

/ " / ' dnd¢

1 hy
/ N e S dd

/“/ C'h%d d¢

/+1 / orhahe nCdndC (6.26)

C’—’L dnd
n? dnd¢

/H/ c %2 dnd¢

Mit diesen Beziehungen fiihrt die Vorabintegration der Spannungen auf
die integralen Grofen:

P
M,

Il

il

1 p41
/ T dnd¢

-1 -1

+Hot p
f / T2 dndg

Hth
I T B¢ anac

h (6.27)
[ / T ””Cnc dnd(

+1 h?
/ 2 T-—n dnd¢

+1 41 h
/ T dnd
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Die Anfangsspannungsmatrix lautet somit:

Kgll = B F etlJId{

—
+

—l

KhL, = / (BT#B + BYNI By + BTN, By) det|J|de

+

,_n

+1 .7 P

Ky = [ FBl+B{{M¢B1+B N, By) det|3|dE (6.8
+1 .1

KLy = ) (B PB4+ B M¢B3+B M, Bs+

MCB + B M«Bg + B3 WCB4+
BIM, B + BIM,, By + Bf M, c Bs) det|J|d¢

7Zur Berechnung der inneren Krifte werden entsprechend die Spannungs-
integrale

+1 +1
F = / / rdnd¢
“H w»ildh
M, = / 7 dndg (6.29)
hth he
M, = / 2 ¢ dndc
). 2

herangezogen, womit das Integral der inneren Kréfte umgeformt werden
kann zu:

+1 _
/ BTrdv =/ (BTF + BTF + BIM, + BTM,)df  (6.30)
JV e |

Liegt nichtlineares Werkstoflverhalten vor, so sind die integralen Quer-
schnittsgrofen { 6.26 ), ( 6.27 ) und ( 6.29 ) im Verlauf der Integration iiber
die Balkenlidngsachse am jeweiligen Integrationspunkt & mittels Simpson-
integration vorab numerisch iber den Querschnitt aufzuintegrieren. Unter
Voraussetzung elastischen Werkstoffverhaltens 148t sich diese Vorabintegra-
tion iiber den Elementquerschnitt explizit analytisch durchfiihren und fiihrt,
wie im nachsten Abschnitt dargestellt, auf die in der Balkentheorie gebriuch-
lichen Querschnittsgrofien.
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6.3 Elastisches Stoffgesetz

Auch unter Beriicksichtigung geometrischer Nichtlinearitit wird als Nihe-
rung ein linearer Dehnungsverlauf tiber den Querschnitt angenommen (ver-
gleiche Anhang A4 ). Wird zudem elastisches Werkstoffverhalten zugrunde
gelegt, so kénnen nach Bild 6.1 die Spannungen iiber den Querschnitt in
einen konstanten sowie zwei lineare Anteile aufgespaltet werden.

g -0

~E

T

¢ C
<Jo s ]
] . "N . ‘}lﬂ
£ Ty 3

Bild 6.1 Aufspaltung der Spannungen

h h
7(n,¢) = 7(0,0) + n—é’l'r(l,()) + C-2—CT(0, =704y +(r¢ (6.31)
T(n,¢) = To + 0Ty + (T (6.32)
Die SpannungsgréBen 7, und 7¢ bzw. T, und T, sind hierbei die jewei-
ligen Randspannungen der natiirlichen Koordinaten n=1und {=1.

Aus den vorabintegrierten Materialmatrizen ( 6.26 ) erhilt man jetzt die
vorabintegrierten elastischen Materialmatrizen:

D = 4C”
Q = = =
R, - ?,530,9”‘ (6.33)

R = Lnicre
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Die aus den Spannungen resultierenden integralen Grofen nach den Glei-
chungen ( 6.27 ) und ( 6.29 ) gehen iber in die vereinfachten Beziehungen:

N +1

P / / Ty dndc 4T,

. 1

w, = [ / T, 22 andc = 2h,,

. h he

N ::/ / T£2dd=—hT

e ¢* dnd( = 3h¢Te (6.34)

My =

R +1

M,, = / / To 2dnd<~—hg'r0

~ +1 h( 2 9

My = /1 /1 To ¢ dnd¢ = ghgTo

und
v 41 41

F = / / To dnd( = 47p
+177h

M, = / / &%“whﬂ=§Mm (6.35)
U 2

M = / / 5 T dndC = Sher
-1 J1 2 3

Nach der in dieser Arbeit eingeschlagenen Vorgehensweise behilt die
Jakobi-Matrix auch bei analytischer Vorabintegration unverdndert die Di-
mension 3 X 3 wie in der numerischen Dickenintegration . Die Jakobi-
Determinante enthilt somit noch den Querschnittsanteil

1
A= Zhyhe (6.36)

des Elements. Alternativ kénnte dieser Querschnittsanteil mit in die
vorabintegrierten Materialmatrizen eingebracht werden, die sodann in die
gebrauchlichen Querschnittswerte

D = hyh C°
R, = ?@Mci (6.37)
R = LhhicC

der Balkentheorie iibergehen wiirden.
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Aus den Vektoren F, M,, und M nach Gleichung ( 6.35 ) ergeben sich
jetzt die iiblichen BalkenquerschnittsgréBen nach Bild 6.2 :

fA TlldA N
0 0
0 0
¥ —
f4m12dA Q2
Jam3dA Qs
0 0
fA T11.’I)2dA Mz fA Tllz‘adA M3
0 0 0 0
0 0 0 0
M, = = M, = =
n fA T12:122d/1 0 ¢ fA TlgxgdA MT2
fA 7'13272dA MT1 IA 7‘13.’1)3(114 0
0 0 0 0

mit dem Torsionsmoment My = M7y + Mrs

Bild 6.2 SchnittgroBen des Balkenelements

Infolge der Annahme des Geradebleibens der Normalen haben die Schub-
spannungen 7y in 7)-Richtung und die Schubspannungen 713 in (-Richtung
einen konstanten Verlauf und die Integrale Jam1222dA und [ 4 T1323d A ver-
schwinden.
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7 Verschiebungsansatz fiir die Querschnittsver-
wolbung

Das Konzept der Degeneration basiert u.a. auf der Annahme, dafl die Bal-
kennormalen wihrend der Verformung gerade bleiben. Das Verschiebungs-
feld nach Gleichung ( 4.11 ) bzw. nach ( 6.9 ) bei lokaler Formulierung bein-
haltet somit ein Ebenbleiben des Querschnitts und als Torsionswiderstand
stellt sich, wie bei einem Kreisquerschnitt ohne Querschnittsverwélbung, das
polare Trigheitsmoment ein.

In [26] wird darauf hingewiesen, daf fiir einen Quadratquerschnitt durch
den Schubkorrekturfaktor k& = 2 in der Werkstoffmatrix (vergleiche Ab-
schnitt 4.6) die Torsionssteifigkeit ebenfalls korrigiert wird. Das polare
Trigheitsmoment

L 4

Jp='6‘(1,

ergibt sich fiir einen Quadratquerschnitt mit der Seitenlinge a zu

1 4

f,,:J,,-k:;z—'—éa

gegeniiber dem analytischen Wert des Torsionswiderstandsmoments

1 4

Jtl‘ma

Diese ausschlieBlich bei einem Quadratquerschnitt auftretende Zufillig-

" keit wird in den nachfolgenden Ausfiihrungen jedoch micht beriicksichtigt,

und der Schubkorrekturfaktor in der Werkstoffmatrix wird zur Berechnung
der Schubspannungen infolge Torsionsbeanspruchung zu k = 1 gesetzt.

Um die fiir Torsion nach St Venant notwendige Bedingung der un-
behinderten Querschnittsverwolbung zu erfiillen, wird iiber den Element-
querschnitt ein lokaler Verschiebungsansatz mit einem zusatzlichen Wolb-
freiheitsgrad an jedem Knoten eingefiihrt. Diese Wolbfreiheitsgrade wer-
den nach Aufstellung der lokalen Elementsteifigkeitsmatrix mittels stati-
scher Kondensation auf Elementebene herauskondensiert, wodurch sich die
Verwoibung frei einstellen kann.
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7.1 Zentrisches Element

Um die Torsionssteifigkeit nach St. Venant zu erfassen, mufl der Verschie-
bungsansatz eine Querschnittsverwélbung zulassen, die im weiteren nicht be-
hindert ist. Zur Beriicksichtigung der Querschnittsverwélbung wird ein Ver-
schiebungsansatz in der lokalen Balken-Langsrichtung eingefiihrt, der durch
die Funktion A definiert ist.

w'1(n,¢) = A(n, Q)T (7.1)
mit
A... Einheitsverw6lbung
I' = dy'[da'y ... Verdrillung bzw. Verwindung

Die Funktion A definiert die Verwélbung des Querschnitts und muB zur
Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen und der Bedingungen am Quer-
schnittsrand s den Gleichungen

i LN O
m*}-mxﬂ (7.2)
d(I:a A ; d.’l?’g_‘_
(333—"“ )ds (5;,-;+m2) ds =0 (7.3)

geniigen [60].
Geeignete Ansitze fiir die Einheitsverwdlbung, die diese Bedingungen
erfiillen, finden sich z.B. in [10].

M(n,0) = hh‘nc (7.4)

A(m,¢) = ”‘ Bald pe iz ~ n22) (75)
mit

_f 41 fir ke > hy
1= -1 fiir ke <hy

Der in 7 und ¢ lineare Ansatz A beschreibt die Querschnittsverwélbung
eines Rechteckquerschnitts mit sehr groBem Seitenverhiltnis, der kubische
Ansatz Ay hingegen entspricht dem Verlauf der Querschnittsverwdlbung ei-
nes Quadratquerschnitts. Die Verliufe sind in Bild 7.1 dargestellt.
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kubisch

Bild 7.1 Querschnittsverwdlbungen infolge Ay (links) und Ag (rechts)

Fiir Rechteckquerschnitte mit einem beliebigen Seitenverhiltnis h,/h¢
liefern die Gleichungen { 7.4 ) und ( 7.5 ) den Verschiebungsansatz

w'1(1,¢) = T1da(n, €) + T'2A2(n, €) (7.6)

mit zwei weiteren {Element-) Freiheitsgraden I'y und [';. Bei unbehinder-
ter Querschnittsverwolbung kénnen diese zusitzlichen Freiheitsgrade mittels
statischer Kondensation aus der Elementsteifigkeitsmatrix eliminiert werden
und es stellt sich das Torsionswiderstandsmoment Jp nach St. Venant ein. -

Im Bild 7.2 ist der EinfluB von I'; alleine und Ty und Ty auf Jr in
Abhingigkeit des Seitenverhaltnisses h¢/h, aufgetragen.

Fiir Seitenverhiltnisse h¢ /hy, > 10 betrigt die Abweichung des Verschie-
bungsansatzes mit der Verwélbung I'y gegeniiber dem Ansatz mit I'y und
T'y weniger als 2%.

Im Hinblick auf den Anwendungsbereich des Elements als Steifenelement
mit entsprechend grofem Seitenverhiltnis wird nur der Ansatz Ay in das
lokale Verschiebungsfeld eingebracht. Der zusétzliche kubische Ansatz Ay
wiirde zudem bei numerischer Integration iiber den Elementquerschnitt 4x4
Integrationspunkte erfordern. ‘
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e 0.3t

2

L8}

2 .

g o2y Jr=k-h3 he

2 — . — Ansatz mit X,

HO — — Ansatz mit Ay und X,
6.1 analytische Lsg.
0.0 . . . : ’

0.0 4.0 8.0 2.0 16.0 20.0

Seitenverhaltnis he /hy,

Bild 7.2 Torsionswiderstandsmomente in Abhingigkeit des
Langsverschiebungsansatzes

Der lokale Verschiebungsansatz mit der VerwSlbung nach Ansatz ( 7.4 )
kann nunmehr angegeben werden zu:

M M
i m R Mgt 1 , ;i
u/(é‘v 77,C) = ZNz TA" M 4 5(77‘*“ en)hn mG’ZNi v

=1 - t=1

1 LA
+ '2“(C+6()h(mF/?;;N1P”

1 Moo
+ qeChahep Y ONTTY (17)
i=1

mit

p=|0 (7.8)

Wird auch hier iiber die Dicke vorab analytisch integriert, so erhilt

man folgende Aufspaltung der kinematischen Operatormatrix (Anteile in
Anhang A5):
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1 / ! 7/ ' A
uy up uz @' P P Ty uy uh uf o P 9Ty

B = | By 0 + 0 B,
@ P9 T ¢ P Ty

+ (C+e()%4 0 B; + (77“*‘@77)%1 0 By
o' P9 Ty

+ g ¢t 0 B;
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7.2 Exzentrisch angeschlossenes Element
Fallen Drehachse und Elementschwerachse nicht zusammen, so wird die Ein-
heitsverwélbung durch die Gleichung

< 1

A(n,¢) = A, O+ ZhnhC("'eTlC +e¢n) (7.9)

beschrieben [4]. Die Verwélbung eines Punktes P entspricht hierbei dem
Flacheninhalt der in Bild 7.3 markierten Rechtecke.

=~ Ihg

e

ey

/
Bezugslinie

Bild 7,3 Verwolbung bei Exzentrizitit

Zur Erfassung des Torsionswiderstandsmomentes nach St. Venant eines
aus mehreren Einzelelementen mit gemeinsamer Bezugslinie zusammenge-
setzten Querschnittes sind zwei Vorgehensweisen moglich:

1. Wird der Wélbansatz nach (7.4 ) bzw. ( 7.5 ) des zentrischen Flements
verwendet, so ist ausschlieflich eine unbehinderte Querverwélbung
der Einzelquerschnitte sichergestellt. Um den aus der Exzentrizitit
herrithrenden zusitzlichen Verwdlbungsverlauf zu ermdglichen, muf
sich jedes exzentrisch angeschlossene Element um seinen Normalen-
vektor, in dessen Richtung eine Exzentrizitit vorhanden ist, frei ver-
drehen k6nnen. Dies kann durch Verwendung von Koppelknoten nach
Bild 7.4 bewirkt werden, wo alle Freiheitsgrade bis auf die Rota-
tionen ¢}, 9}, 9%;; der Einzelelemente gekoppelt und somit identisch
sind. Die Steifigkeitsmatrizen der Einzelelemente werden jeweils ge-
sondert aufgestellt und kondensiert.
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2. Sollen alle Einzelelemente des Querschnitts dieselben Freiheitsgrade
besitzen, so ist der lokale Wolbansatz ( 7.9 ) mit Beriicksichtigung der
Exzentrizitit zu verwenden. Die Steifigkeitsmatrizen aller Einzelele-
mente des Querschnitts sind zunichst zu addieren und erst dann kann
die Kondensation erfolgen. Eine Beriicksichtigung der Wélbeffekte ist
nicht mehr méglich, da die Verwdlbung der Profilmittellinie nicht mehr
behindert werden kann.

Die erste Vorgehensweise benotigt zwar zusitzliche Rotationsfreiheits-
grade zusammengesetzter Querschnitte, ist jedoch im Hinblick auf den Pro-
grammieraufwand zu bevorzugen, da die Topologie des zusammengesetzten
Querschnitts nicht gesondert beriicksichtigt werden muf. Sollen Wélbeffekte
der Profilmittellinie mitgenommen werden, so ist diese Vorgehensweise zwin-
gend und wird fiir das vorliegende Balkenelement verwendet.

Bild 7.4 Zusammengesetzter Querschnitt
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Beispiel: Torsion eines Kragtriagers mit I-Profil

Profil: IPB 200
h = b= 200mm,t; = 15mm,t, = 9mm, | = 3000mm
My = INmm, E = 210000N/mm?, u = 0

T
i
qiL

Bild 7.5 Kragtriger unter Torsionsbeanspruchung

Der Kragtriger wird mit den beiden Idealisierungen

- Modell 1: 1 kubisches Element in Lingsrichtung

- Modell 2: 3 kubische Elemente in Lingsrichtung
nach Bild 7.6 approximiert. An der Einspannstelle besteht jeweils eine
Walbbehinderung, indem die gegenseitige Verdrehung der drei Querschnitts-
teile unterdriickt wird.

Modell 1 Modell 2

> ™~
Bild 7.6 FE-Modelle des Kragtrigers mit I-Profil
Als Vergleichslésung fiir den Verlauf der Verdrehung entlang der Balken-

achse mit Behinderung der Verwélbung an der Einspannstelle wird in Bild
7.7 die L8sung der Differentialgleichung
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2
EJy%f‘PIV — GJre't = my

herangezogen, die von beiden Modellen sehr gut approximiert wird. In
der vorliegenden Elementformulierung wird der Verlauf der Querschnitts-
verwolbung innerhalb des Elements nicht als konstant angenommen, son-
dern er entspricht nach Gleichung ( 7.7 ) der Ordnung der Interpolations-
funktionen, woraus sich im Gegensatz zu dhnlichen Untersuchungen in [11]
das gute Verhalten schon der einfachen Idealisierung mit Modell I erklart.

6 r

g L = THEORETI[SCHE LSG.

v | KUB. EL. (WOELBFREI)
G | KUBISCHES ELEMENT

4 3 KUBISCHE ELEMENTE

Verdrehung x10~3 (rad)

0 1000 2000 3000
Balkenachse [mm]

Bild 7.7 -Verlauf der Verdrehung entlang der Balkenachse

Hinweis: Auch fiir zusammengesetzte Querschnitte liegen keine integralen
SchnittgréBen vor, sondern weiterhin "Einzelteil-SchnittgréBen.

ML = 2821-10"'Nmm
QT = 1.692-1073N
MHE = 9.742.10"?Nmm
QI = 0

MHT = 2821-10"'Nmm
QUL = 1.692-1073N

My = M} + MF + MET + QT - h = L.ONmm
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7.3 Statische Kondensation

Zuar Elimination der Verdrillungsfreiheitsgrade I werden diese in der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix als erste Anteile angeordnet. Nachfolgend wird dies
am Beispiel eines 2-Knoten-Elements verdeutlicht.

2
I T2 uf uh ud ot 9t ud ud ud 2 2 92

T
Krr Ky [ K3y
I
T
| K
| n
| . 0
K K (1]1U | K }}U g
| n
i 1
I __|_ _______
! K
| n
| o
K i‘}I« K IZJIU | K lzsz g
| n
| 2
|
Knoten 1 Knoten 2

Mittels dieser Steifigkeitsmatrix kann nun das lineare Gleichungssystem

K K r R
e [R] e

angeschrieben werden. Auf der rechten Seite stehen die verallgemeinerten
Knotenkrifte R mit

Rr=0

fiir unbehinderte Verwélbung,
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Aus der ersten Zeile dieses Gleichungssystems ergeben sich sodann die
Knotenverdrillungen zu:

I'= Kﬁl(Rr — Kry U) = —Kﬁl Kry U ; ( 7.11)

Einsetzen dieser Knotenverdrillungen in die zweite Zeile des Gleichungs-
systems liefert schlieflich das um die Verdrillungsfreiheitsgrade reduzierte
Gleichungssystem

Kiw U =Ry (7.12)
mit
K}y = Kyv - Kor Kt Kru (7.13)

Diese als statische Kondensation bezeichnete formale Vorgehensweise,
bei der die Inverse der Untermatrix Krr gebildet werden muf, ist fiir die
praktische Durchfiihrung unzweckméBig. Als effizienter Kondensationspro-
zeB erweist sich eine sukzessive Elimination der einzelnen Verdrillungsvari-
ablen I, was einer vorgezogenen Zerlegung der Elementsteifigkeitsmatrix
entspricht (vergleiche [6], [50], [63]).
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7.4 Drillknicken bei unbehinderter Verwdlbung

Fiir ein lineares Balkenelement der Lange ! und dem Seitenverhiltnis
hn/h¢ < 1lassen sich mit dem Wolbansatz nach Gleichung ( 7.4 ) die Stei-
figkeitsanteile eines Knotens beziiglich der Rotation ¢ und der Verwdlbung
T' = I'; bestimmen zu:

1 G
Koo = g"“hh<(h2+h)”7 I
Krr = »C; - —h h((h2 + h2 )
G
I(WF = T . ﬁhnh((hﬂ - hc)

Durch den Prozess der statischen Kondensation geht der Steifigkeitsterm
K, iiber in:

Fir Seitenverhaltnisse h,) /h¢ < 1 erhilt man aus dieser Gleichung die Bezie-
hung fiir das Torsionstrigheitsmoment diinnwandiger Querschnitte J; nach
St. Venant. Die Anfangsspannungsmatrix bleibt vom lokalen Wélbansatz
unbeeinflufit, und mit dem Anteil

Kg:i’-lll Thnhe(hl+ ) =

lasst sich das Eigenwertproblem fiir das Drillknicken des Stabes [59] an-
schreiben zu:

K.+ AK,
G Jt - A0'11 Jp

0 Dbzw.
0
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8 Werkstoffverhalten

Fiir eine zuverldssige Beschreibung des Elementverhaltens ist neben der
Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitdt in den kinematischen
Beziehungen auch eine zutreffende Formulierung der Werkstoffgleichungen
bei nichtlinearem Materialverhalten unerlaflich.

Das Verhalten der verschiedenen Materialien im plastischen Bereich 148t
sich jedoch nicht mit einem allgemeingiiltigen Gesetz beschreiben. Jedes
Modell baut auf hypothetischen Grundlagen auf und stellt somit den Versuch
dar, experimentelle Ergebnisse mathematisch mit vertretbarem Aufwand zu
beschreiben.

Ziel dieses Kapitels ist die Aufstellung eines speziell fiir das 3-dimensional
degenerierte Balkenelement zugeschnittenen konstitutiven Tensors C¢P fiir
elastisch-plastisches Materialverhalten, wobei die inkrementelle Formulie-
rung der Fliefitheorie zugrunde gelegt wird. Die Formulierung erfolgt unter
der Annahme infinitesimal kleiner Verschiebungen und Rotationen, wobei
zur Beschreibung des Materials die Ingenieurspannungen ¢ und die Inge-
nieurdehnungen e herangezogen werden.

In Abschnitt 8.1 wird unter Zugrundelegung verschiedener Annahmen
{Normalenregel und isotrope Verfestigung) kurz auf die Herleitung im 3-
dimensionalen Spannungsraum eingegangen, wonach in Abschnitt 8.2 die
spezielle FlieSfliche nach Huber-von Mises eingebracht wird. Gebrauchs-
formeln zur einaxialen Materialbeschreibung finden sich in Abschnitt 8.3.
In Abschnitt 8.4 wird die elastisch-plastische Matrix fiir das degenerierte
Balkenelement hergeleitet und in Abschnitt 8.6 wird dann schliefilich noch
ein vereinfachtes einaxiales Modell ohne Interaktion zwischen Normal- und
Schubspannungen vorgestellt. Weitere spezielle Stoffgesetze fiir unterschied-
liche Belastungskombinationen finden sich z.B. in [49].

Zur Beschreibung grofler Verschiebungen und Rotationen bei weiter-
hin kleinen Verzerrungen kann dieses Materialmodell direkt in die bisherige
U. L. -Formulierung mit lokalen Elementkoordinatensystemen eingebracht
werden. Es sind lediglich die Ingenieurmafle o und e durch die Cauchyspan-
nungen 7 und die Euler-Almansi Dehnungen € zu ersetzen.
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8.1 Flieflitheorie

Zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens werden in der Flief-
theorie neben den elastischen konstitutiven Gleichungen drei weitere Bezie-
hungen herangezogen:

1. Eine Fliefbedingung als skalare Funktion zur Beschreibung der Flief-
grenze.

2. Ein Fliefgesetz, wodurch nach Fliefibeginn die plastischen Dehnungs-
inkremente mit den aktuellen Spannungen und Spannungsinkrementen
in Bezug gebracht werden.

3. Ein Verfestigungsgesetz, welches die Anderung der FlieBbedingung im
Verlauf der Plastizierung definiert.

Die FlieBbedingung
F(o,k)=0 (8.1)

ist eine skalare Funktion zur Beschreibung der Flieffliche im Spannungs-
raum und ist abhingig von den aktuellen Spannungen und dem Parameter
% zur Erfassung der Materialverfestigung im einaxialen Zugversuch. Sie zeigt
an, ob bei einem bestimmten Spannungszustand FlieSen eintritt oder nicht.

F <0 elastisches Materialverhalten
F =0 Flieflen

F >0 unzulissig

Aus den Postulaten von Drucker iiber ein stabiles Werkstoffverhalten
148t sich das assoziierte Fliefigesetz
oOF
de? = A— 2
© do (82)
ableiten, wonach die plastischen Dehnungsinkremente im Hauptspannungs-
raum normal zur FlieBfliche stehen (Normalenregel). Der Skalar A ist im
folgenden noch zu bestimmen.
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Schreitet nach FlieBbeginn die Plastizierung fort, so ist nur noch eine
Bewegung auf der Fliefifliche F' = 0 m&glich, und es gilt die Beziehung:

oF\T oOF
{5}—} da-—5-n—dn_0 (83)
Der senkrecht zur FlieBoberflache stehende Vektor
OF
= e 4
4= b (84)

wird auch als Fliefvektor bezeichnet. Infolge der als klein vorausgesetzten
Verzerrungen lassen sich die Dehnungsinkremente als Summe elastischer und
plastischer Anteile darstellen:

de = de® + def (8.5)
Das Spannungsinkrement kann iiber die konstitutive Beziehung
do = C*(de — deP) (86)

ermittelt und unter Einbeziehung von ( 8.2 ) in ( 8.3 ) eingebracht werden,
wodurch der Skalar X in ( 8.2 ) angegeben werden kann zu:

alCede
T A+ aTCea (8.7)
mit
10F
A—“'X’z)"‘;dlﬁ? (88)

Wird nun schlieflich noch das FlieBgesetz ( 8.2 ) mit A nach ( 8.7 ) in
die konstitutive Gleichung ( 8.6 ) eingesetzt, so 148t sich diese Gleichung
umformen zu:

do = C?de (8.9)
mit der gesuchten elastisch-plastischen Werkstoffmatrix
CeaaTCe
CP = CF i 1
A+ aTCea (810)

Uber den Parameter A findet die im einaxialen Zugversuch beobachtete Ma-
terialverfestigung Eingang in die Matrix C®. Der Verfestigungsparameter
% ist vom einaxialen plastischen Vergleichsdehnungsmafl e? abhingig, das
sich unter der Annahme gleicher Dissipationsarbeit des mehraxialen und
des Vergleichszustandes zu

2
&P = \/§efjefj (8.11)
ergibt.
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Er kann mit einer der folgenden Hypothesen ([37] ,[40]) bestimmt werden:

e Arbeitsverfestigung (work hardening)

Hypothese: Der Verfestigungsparameter & entspricht der

Dissipationsarbeit.
_ 124 efj
kK = WP :/0 ade? :/(; U;jde?j (8.12)
de = dW?P = 5’de7’ = U,‘jde% ( 8.13 )
A = »%%aTa (8.14)

¢ Dehnungsverfestigung (strain hardening)

Hypothese: Der Verfestigungsparameter « entspricht dem
plastischen Dehnungsanteil.

&
ko= &= [ de (8.15)
0
de = de? = %de’fjdeﬁ?j (8.16)
oF [2
= JOF 2. _
A oo\ 32 8 (8.17)

In Gleichung ( 8.9 ) ist die Werkstoffmatrix C°» vom augenblicklichen
Zustand der Spannungen und Dehnungen und deren Geschichte abhiingig.
Zur Ermittlung der Spannungen ist Gleichung ( 8.9 ) daher innerhalb der
Gleichgewichtsiteration nach ( 3.18 ) bis ( 3.20 ) iiber die Beziehung

N i
260t = 1 4 ) kcepAe( t)

k=1

(8.18)
)

im Iterationsschritt (¢t) iiber eine Anzahl geniigend kleiner Subinkremente

entweder explizit (z.B. Euler Vorwéarts Methode) [56] oder in einem Itera-

tionszyklus implizit zu l6sen (vergleiche auch [17] mit einer vertauschten
Reihenfolge der Iterationsschleifen).
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8.2 Materialmodell

In der vorliegenden Arbeit wird die Fliefbedingung nach Huber-von Mises
verwendet, die fiir Metalle eine gute Ubereinstimmung mit experimentel-
len Ergebnissen aufweist. Aufgrund der Beobachtung, daBl hydrostatischer
Druck das Plastizierungsverhalten von Metallen nicht beeinfluit, wird die
Fliefbedingung hypothetisch als Funktion der zweiten Invarianten J, des
Spannungsdeviators sowie der FlieBspannung &y aus einem einaxialen Zug-
versuch dargestellt.

Unter Annahme einer isotropen Verfestigung kann die Flieflbedingung
angegeben werden zu:

F(ofj,n) = f(afj) ~Y (k) =0 (8.19)
mit
! 1 ! 7
floij)) = Ja= 50501
1.
Y(k) = 3—012:

sowie den Deviatorspannungen

0‘1{]- = O35 — -gdmm&,'j
Geometrisch kann diese Fliefliche im Hauptspannungsraum als Kreiszylin-
der mit Achse auf den Hauptspannungen ¢y = o = o3 interpretiert werden
(entspricht dem hydrostatischen Spannungszustand).

Die aus einem einaxialen Versuch stammende VergleichsflieBspannung o
ist bei Beriicksichtigung von Materialverfestigung vom einaxialen plastischen
Vergleichsdehnungsmaf} &7 abhangig.

Aus der FlieBbedingung kann der Fliefivektor abgeleitet werden zu:

aT = ((111 g9 33 20,12 2(1,13 2&23) ( 820 )
oF

a = — =0 (8.21)
¥
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Um die elastisch-plastische Werkstoffmatrix ( 8.10 ) aufzustellen, ver-
bleibt noch die Bestimmung des Parameters A nach ( 8.8 ) zur Berticksich-
tigung der Materialverfestigung. Infolge ( 8.19 ) wird:

(’)F_ dY 2_ d&f

o = Tk T T30 (8.22)
Je nach Verfestigungshypothese erhilt man schlieBlich:
e bei Arbeitsverfestigung
dk = 0oyde? (8.23)
oOF 2 dﬁ'f 2
== L2 A )
Ok 3 der 3 (8:24)
T
o = = ()
o
* 2.
) = 2f=2Y=§a} (8.25)
4
A = §T”6‘} (8.26)
*) nach dem Theorem von Euler (33]
® bei Dehnungsverfestigung
dk = def (8.27)
oF 2_do 2 _
& = _-?;afa.éf=~§a, T? (8.28)
A = %Tvaf ga;ja;. |
4
= §T” 6} (8.29)
mit dem plastischen Tangentenmodul des einachsigen Zugversuchs
do E.T
P o o | 2
Tr = 42 (E_T) (8.30)
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8.3 Einaxialer Vergleichsz ustand

Das Materialverhalten des mehraxialen Spannungszustandes wird iiber die
Fliefibedingung aus einem einaxialen Vergleichszustand abgeleitet. Zur pha-
nomenologischen Beschreibung der aus Zugversuchen gewonnenen einaxialen
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen sind verschiedene mathematische Mo-
delle entwickelt worden, von denen an dieser Stelle zwei vorgestellt werden
sollen (aus [65]).

1. Bilineares Stoffgesetz (Bild 8.1)

o clastisch 52 < &¢

Et = E ( 8'31 )
o = Eté ( 8.32 )
e plastisch 62 > 53
£ = n(-g-ﬂ-—1>+l (833)
€g Jp
g_g _ ni‘i (8.34)
€o 4]
Bo- 7o ln_E (835)
€ n €g n
g
nz1 2 3
5
10
5l 50
j L st é
eO

Bild 8.1 Bilineares Stoffgesetz
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2. Stiickweises Potenzgesetz (Bild 8.2 )

e elastisch 62 < 52

Ey = E (8.37)
& = FEe (8.38)
» plastisch &2 > &2
€ a\"
R (8.39)
€0 (00)
de 7 \" ! do
0 0 0
= = 1-n
E, = T:Z:E(i‘l> (841)
€ n €0
& 1/n
5 = (—) %o (8.42)
2
¢ n=1
2
3
5
10
St 50
s
7
/
- 8

Bild 8.2 Stiickweises Potenzgesetz

Falls 7 > &3, so lautet das Inkrement der FlieBspannung in beiden
Fallen:

d5 = Eydé = TPde? (8.43)
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Weitere Gebrauchsformeln fiir einaxiale Stoffgesetze wie
e Ramberg-Osgood Potenzgesetz
e Stoffgesetz nach DIN 4114

finden sich z.B. in [65].

Erfolgt eine monoton zunehmende Beanspruchung mit einmaliger pla-
stischer Belastung (plastischer Werkstoff bleibt nach Entlastung elastisch),
so liefert die meist verwendete isotrope Verfestigung eine gute Materialbe-
schreibung. Der bei zyklischer Belastung in Zugversuchen zu beobachtende
Bauschingereffekt ist durch ein kinematisches Verfestigungsmodell oder aber
durch Modelle mit mehreren Schichten [42] bzw. mehreren Fliefiflichen [34]
(Konzept nach Mrdz) zu erfassen. Diese Mehrschichtmodelle (Overlays) und
Modelle mit mehreren FlieBflichen sind besonders bei Programmen mit be-
reits implementiertem bilinearem elastisch-ideal plastischem mehrachsigem
Stoffgesetz geeignet, sowohl die kinematischen Verfestigungs- als auch Entfe-
stigungseigenschaften mit zu berticksichtigen. Zyklusabhingige Anderungen
der Materialeigenschaften sind jedoch auch von diesen Modellen nicht zu er-
fassen.
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8.4 Elastisch-plastische Werkstoffmatrix des 3-dimensional
degenerierten Balkenelements

Unter Beriicksichtigung der Bedingungen 022 = 033 = 093 = 032 = 0 sowie

723 = 0 14Bt sich die FlieBbedingung ( 8.1 ) anschreiben zu:

3 1_
F = Zoﬁ + o+ o - ~3-a} (8.44)

Mit den Vektoren
al = [01,,0,0,20%,,20%,,0]

3
U'T = [50’{1,0,0,0’;2,013, 0]

und der elastischen Matrix C¢ nach ( 4.35 ) erhilt man folgende elastisch-
plastische Werkstoffmatrix C ( 8.10 ):

1-aof] 0 0 -aojyoi; —aofyof; 0
0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0

ep = .
C¥=E1 _aolioly 0 0 1 0oy —aolyel, 0| (8:45)

—aopyoi3 0 0 —aolyo1; §-off 0O

0 00 0 0 0
Der Faktor « beinhaltet:
2_4 2 T 1, -1
o= [gaf (1+ §—E— T) - 50’11]

(fir die Querdehnzahl p = 0)

Alternativ 148t sich diese Matrix C®? auch durch Kondensation entspre-
chend dem Vorgehen in Abschnitt 4.6 aus der in [9] oder [48] angegebenen 3-
dimensionalen elastisch-plastischen Werkstoffmatrix herleiten, was bei dem
hier verwendeten Plastizititsmodell auf ein identisches Resultat fihrt.
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8.5 Graphische Darstellung der v.Mises Fliefibedingung
des 3-dimensional degenerierten Balkens

Aus dem Spannungstensor des 3-dimensional degenerierten Balkenelements
011 012 013

g = 091 0 0 ( 8.46 )
J31 0 0

lassen sich durch Losung der charakteristischen Gleichung

o1u—A o2 o13
det o0 ~-A 0 =0 ( 8.47 )
a31 0 —'A

die Hauptspannungen ermitteln zu:

1
oy = A= 3 (011 + \/‘7%1 + 4(o?, + Ufa)) (8.48)
1
oy = A2 = 5 (0’11 et \/0'%1 + 4(0'122 + 0'123)) ( 8.49 )
oy = A3 =0 ( 8.50 )

Die v.Mises FlieSbedingung, ausgedriickt in den Hauptspannungen
FE(O’]—-0‘2)2-}-(02-—0‘3)2-{'(0'3—-0'1)2“25?:0 (851)

fiihrt hiermit auf die Gleichung einer Ellipse in der von den Hauptspannun-
gen o1 und oy aufgespannten Ebene (Bild 8.3 ).

0}~ o103+ 05 —55=0 (8.52)
Der 6-dimensionale Spannungsraum kann jedoch infolge der Bedingung
U9 == U033 = 023 = 0 ( 853 )

auch direkt im Spannungsraum oy1, 013, 013 dargestellt werden.
Mit der Invarianten des Spannungsdeviators

1
Jp = 5‘7121 + oty + ot (854)
geht die Flieflbedingung

72



0,20,=0,

0,~0,-Ebene

Bild 8.3 FlieB-Ellipse in der o1-05-Ebene

1
FE%6121+0122+0'%3—§5’12:=0 (8.55)
iiber in die Gleichung eines Ellipsoiden nach Bild 8.4 .
2 2 2
11 , 912 |, Oi3
Sty tis =1 (8.56)

Bild 8.4 FlieB-Ellipsoid
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8.6 Vereinfachtes Stoffgesetz

Zur Formulierung der Stoffgesetze kann bei dem vorliegenden Balkenelement
vereinfachend von einem einachsigen Spannungszustand ausgegangen wer-
den, bei dem eine Interaktion zwischen den Normal- und Schubspannungen
unberiicksichtigt bleibt.

Durch diese Annahmen erfolgt die Ermittlung des elastoplastischen
Spannungszustandes sowie des elastoplastischen konstitutiven Tensors C°?
jeweils direkt aus der nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Ma-
terials ohne weitere Korrekturmafinahmen. Auch kann das vom einaxialen
Zugversuch her bekannte Verfestigungsverhalten ohne weitere Verfestigungs-
hypothesen iiber Gebrauchsformeln nach Abschnitt 8.3 eingebracht werden.

Bei dem hier verwendeten Modell mit voneinander entkoppelten einaxia-
len Spannungszustdnden ist die FlieBbedingung jeweils direkt durch die Be-
ziehungen

F(011,35) = opn—-065=0

F(O’lg,a'f) = 30’?2 — (_7? =0

F(013,57) = 30}3—5%=0 (8.57)
gegeben, eine Fliefiregel wie bei den mehraxialen Spannungzustinden ent-
fillt. Diese vereinfachten Beziehungen entsprechen im 3D-Spannungsraum

011,012,013 dem in Bild 8.4 eingezeichneten Quader um den FlieB-
Ellipsoiden.

74



8.6.1 Implementierung im Programm

Die Behandlung der physikalischen Nichtlinearitdt erfolgt durch eine inkre-
mentelle/iterative Vorgehensweise nach folgendem Schema, (vergleiche auch

[41]):

1. Aus den ausiterierten Verschiebungen 'u des Gleichgewichtszustandes
1Z sowie den vom Lastinkrement R hervorgerufenen Verschiebungs-
inkrementen u werden das neue Verschiebungsfeld 2u = lu + u und
daraus die Gesamtdehnungen 2€ berechnet.

2. Die Gesamtdehnungen setzen sich additiv aus einem elastischen und
einem plastischen Anteil zusammen (vergleiche Bild 8.5 , dargestellt
fiir kinematische Verfestigung).

Zg = Zgol 4 20! (8.58)
Es ist hierbei zwischen folgenden Fillen zu unterscheiden:

e &7, < Zg < €fo
Die untere und obere FlieBdehnung wird nicht tiberschritten, d.h.
das Materialverhalten bleibt elastisch.
Zépl P lépl , Et = E ’

° 2> ¢ fo
Die obere FlieBdehnung wird iiberschritten, d.h. die Plastizierung
tritt ein oder schreitet fort.
el=(1-L)%~&) , E=T

e 22 < &y,
Die untere FlieBdehnung wird unterschritten, d.h. die Plastizie-
rung tritt ein oder wird fortgesetzt.
Zegrl = (1 — %)(25-{» &) , E=T

Die Werkstoffgréfle E;, wird zur Berechnung des neuen elastoplasti-
schen konstitutiven Tensors C® verwendet.

3. Mit dem elastischen Dehnungsanteil 2¢¢ werden die Spannungen in
diesem Iterationsschritt ermittelt, aus denen die zur Kontrolle des
Gleichgewichtszustandes erforderlichen inneren Krifte F(;) berechnet
werden.
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Die Ungleichgewichtskrifte 2R (%) = Fo) — 2Fg§"1) im Iterations-
schritt ¢t werden durch Gleichgewichtsiteration entfernt.

Im Verlauf der Iteration zwischen Zustand !Z und Zustand 2Z wird
immer vom bereits ausiterierten Gleichgewichtszustand ! Z ausgegangen, so
dafl keine Wegabhingigkeit innerhalb der Inkrementiteration vorliegt. Der
Iterationsprozess kann mit konstanter oder in jedem Iterationsschritt neu
aufgestellter Steifigkeitsmatrix erfolgen.

Bild 8.5 Elastische und plastische Dehnungsanteile

76



Beispiel: Kragtrager mit I-Profil

Profil: IPB 200
h = b= 200mm,t; = 15mm,t, = 9mm, ! = 3000mm
E = 210000N/mm?, u =0

P t,
| T
7 :

Bild 8.6 Kragtrager mit I-Profil

Der Tréger nach Bild 8.6 wird in Léngsrichtung mit zwei kubischen
Elementen idealisiert. Die Anzahl der Simpsonintegrationspunkte iiber den
Querschnitt betrigt in den Flanschteilen 3 X3, im Steg 3x 11. In den Bildern
8.7 und 8.8 sind die Verliufe der Momente und Querkrifte im Traglastzu-
stand fiir die Integrationsordnungen mit 3 bzw. 4 Integrationspunkten {iber
die Elementachse aufgetragen. An der Einspannstelle bildet sich jeweils ein
FlieBgelenk, jedoch sind die Spannungsgrofien im plastizierten Element an
den Stiitzstellen der 4-Punkt Integration unbrauchbar. (Dasselbe Verhalten
trifft auch fiir eine hier nicht dargestellte Idealisierung mit quadratischen
Elementen zu, die im plastischen Bereich nur an den Stiitzstellen einer 2-
Punkt Integration brauchbare Spannungswerte aufweisen.)
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M/(P )

Bild

C 4 INT.PKTE
& 3 [NT.PKTE

1000.0 200¢.0 3000.0

Balkenachse [mm]

8.7 Momentenverlaufin Abhangigkeit der Integrationsordnung

O 4 INT.PKTE
8 3 INT.PKTE

1000.0 2000.0 3000.0
Balkenachse [rnm]

Bild 8.8 Querkraftverlauf in Abhdngigkeit der Integrationsordnung
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ANWENDUNG ALS LANGSSTEIFEN AXIAL-
BELASTETER KREISZYLINDER

9 Systemidealisierung

9.1 Grundgeometrie des untersuchten Zylinders

TN
g
= by
r= 291,6 mm ]— dS
L= 3237 mm /‘d\s/
t= 0,81 mm f
E=210000 N/mm |1 =0,3 40 Steiten

Bild 9.1 Grundgeometrie des untersuchten Zylinders

Der in Bild 9.1 dargestellte Zylinder entspricht bei einer breiten Versteifung
mit 20 Rechteck-Innensteifen (d,/t, = 16,1, = t) dem Versuchszylinder UC8
aus [62]. Dieser Zylinder weist ein lokales Beulverhalten auf und wurde in
[24] ausfiihrlich mittels Stabilitéts- und Traglastberechnungen untersucht.

Inhalt der folgenden Kapitel ist das in [24] nur noch kurz angedeutete
globale Beulverhalten von Zylindern mit dieser Geometrie bei enger Aus-
steifung durch Langssteifen.
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9.2 Finite-Element-Idealisierung

Die Elementbibliothek des FE-Programms NISA80 [56] stellt folgende 3-
dimensional degenerierten Schalenelemente mit isoparametrischem Verschie-
bungsansatz zur Verfligung:

¢ Dreieckselemente mit 3, 6 oder 10 Knoten
e Viereckselemente mit 4, 8, 9 oder 16 Knoten

Eine Diskussion des Elementverhaltens dieser Schalenelemente findet
sich z.B. in [55].

In der vorliegenden Arbeit wird das 8-Knoten Schalenelement der
Serendipity-Klasse mit 2 x 2 Gauf-Integrationspunkten fiber die Element-
fliche zur Idealisierung des Zylinders eingesetzt.

Zur Idealisierung der Lingssteifen mit Schalenelementen werden eben-
falls die 8-Knoten Elemente herangezogen, die im Falle einer Versteifung
mittels T-Steifen in Abschnitt 13 noch durch zusitzliche 9-Knoten Lagrange-
Elementen fiir den Flansch erginzt werden. Diese reine Schalendiskreti-
sierung dient sodann als Referenzldsung gegeniiber einer Idealisierung der
Steifen mit dem im ersten Teil dieser Arbeit hergeleiteten 3-dimensional de-
generierten Balkenelement, dessen Anwendung als Steifenelement anhand
der untersuchten Beispiele diskutiert wird.

In Langsrichtung gestattet eine Ausnutzung der Symmetrie die Betrach-
tung des halben Systems. In Umfangsrichtung ist die Wahl des Zylinderaus-
schnitts von der Anzahl der Langssteifen und der Anzahl der zu erwartenden
Umfangsbeulwellen abhingig und von Fall zu Fall gesondert zu untersuchen.

Die Rander des Zylinders werden in Umfangs- und Radialrichtung in den
Verschiebungen festgehalten, die Verdrehungen bleiben unbehindert. Um
eine verformungsgesteuerte Lastaufbringung zu simulieren, werden die Axi-
alverschiebungen der belasteten Rinder einschliefllich der Steifen gekoppelt
und haben somit stets dieselbe GroBe. Dieses Vorgehen bewirkt an den Aus-
steifungen eine Einspannung des Zylinderrandes beziiglich seiner Tangente.

80



9.3 Stabilitatsuntersuchungen

In der Beurteilung des Tragverhaltens eines Systems kommt dem Auffin-
den der kritischen Lasten mittels einer Stabilitdtsuntersuchung eine zen-
trale Bedeutung zu. Die inkrementell/iterativen Lésungstechniken unter
Verwendung der Methode der finiten Elemente liefern hierzu ein bedeuten-
des numerisches Hilfsmittel zum Auffinden von Verzweigungs- und Durch-
schlagspunkten der Last-Verformungs-Diagramme, wobei den unterschiedli-
chen Einfluifaktoren wie

e geometrische und physikalische Imperfektionen
o Abweichungen von den Randbedingungen des idealen Systems

o Lastexzentrizititen

gesondert Rechnung getragen werden kann.

Zum Uberblick der numerischen Msglichkeiten zur Behandlung von In-
stabilitdtserscheinungen wird auf das Schrifttum [15], [16], [44] und [64] ver-
wiesen.

Das hier verwendete statische Stabilititskriterium fiir indifferentes
Gleichgewicht fiihrt im Falle proportionaler Laststeigerung

TP = AP

mit dem Referenzlastvektor P und dem Lastfaktor ™\ auf ein nichtlineares
Eigenwertproblem der Form: ’

[0Ke + "A(TK; +FKL) + ™MK +PKI]- "u=0 (9.1)

In den Berechnungen der vorliegenden Arbeit wird ein linearer Verfor-
mungszustand als Grundzustand herangezogen, aus dem durch Variation
des Verschiebungsfeldes ein infinitesimal benachbarter Nachbarzustand ent-
wickelt wird. Weiterhin bleiben infolge der verwendeten U. L. -Formulierung
die Vorbeulverschiebungen unberiicksichtigt. Gleichung ( 9.1 ) geht so-

mit iiber in das lineare Eigenwertproblem der klassischen Stabilititsunter-
suchung:

[0Ke+ ™ATK!]- "u=0 (9.2)

Die den Eigenwerten zugeordneten Eigenvektoren werden in den nach-
folgenden nichtlinearen Berechnungen zur Bestimmung der aufnehmbaren
Grenzlasten als Imperfektionsbeulmuster der Ausgangsgeometrie iiberlagert.
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Ausschnitt | Steifen- | NDOF | BAND Oi UVW LHW
elemente [N/mm?]
180° Schale 6554 963 461 14 3
Balken 4479 656 461 14 3
90° Schale | 3264 | 493 461 14 3
Balken 2239 336 461 14 3
18° Schale 632 117 515 10 1
Balken 447 80 514 10 1
klassische Beulspannung (unversteift) 353 *

Tabelle 9.1 FEigenwertberechnungen. Aussteifung:
40 Rechteckinnensteifen, dy = 4.86mm,t, = 0.81mm

Wihrend sich in den beiden Ausschnitten von 90° und 180° die Knoten-
linien der Beulfigur unabhéngig von der Lage der Steifen einstellen, wird dje
Beulfigur des 18°-Ausschnitts in erster Linie von der Idealisierung geprigt.
Dieser Sachverhalt wird in Abschnitt 9.6 nochmals aufgegriffen und niher

diskutiert.

Im weiteren werden der Geometrie der Ausschnitte von 18° und 90°
Imperfektionen affin zur jeweiligen ersten Eigenform mit einer maximalen
Amplitude von der GroBe der Wanddicke iiberlagert und geometrisch nicht-
lineare Berechnungen mit elastischem sowie elastoplastischem Werkstoffver-
halten durchgefiihrt. Das Last-Verschiebungsverhalten der beiden unter-

schiedlichen Idealisierungen kann Bild 9.5 entnommen werden.

*weiter Bereich, vergleiche Bild 10.1
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Bild 9.4 Globale Beulformen der Zylinderausschnitte 18° und 180°
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Bild 9.5 Last-Verschiebungsverhalten der 18°- und 90°-Ausschnitte
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Unter Annahme elastischen Materialverhaltens unterscheiden sich die
beiden Modelle durch das Auftreten eines ausgeprigten Primérbeulens des
18°-Ausschnitts, dessen Lastniveau oberhalb des Wertes des 90°-Ausschnitts
bei entsprechender Radialverschiebung einer Innenbeule liegt. Wird zusitz-
lich nichtlineares Werkstoffverhalten beriicksichtigt, so ist zu erkennen, daB
die maximal aufnehmbaren Tragspannungen eng gekoppelt sind mit dem
geometrisch nichtlinearen Tragverhalten und eine Traglaststeigerung in er-
ster Linie erreicht werden kann durch Mafnahmen, die eine Erhchung der
primédren Beulspannungen zur Folge haben. Eine Traglastberechnung des
mit Balkenelementen versteiften 18°-Zylinderausschnitts weist gegeniiber
der Losung mit Schalenelementen keine Unterschiede auf.
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In den Bildern 9.6 und 9.7 sind die Verformungsfiguren des 90°-Aus-

46N /mm?*) und unter

der Maximalbelastung (Axialspannung o = 375N/mm?) mit jetzt deutlich

ausgeprigten Innenbeulen dargestellt.

schnitts zu Belastungsbeginn (Axialspannung o

= 46 N/mm?

Ausschnitts unter o

Bild 9.6 Verformungsfigur des 90°-
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Bild 9.7 Verformungsfigur des 90°-Ausschnitts unter o
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9.5 Eigenwertberechnung ohne Kopplung der Axialver-
schiebungen des Lastrandes

Das Stabilitits- und Tragverhalten der Kreiszylinderschale wird in grofiem
MaBe von der Art der Lastaufbringung beeinfluft (vergleiche [24]). Die
Simulation einer verformungskontrollierten Lastaufbringung kann numerisch
auf unterschiedliche Weisen erfolgen wie z.B.:

e Kopplung von Freiheitsgraden, wobei die entsprechenden Freiheits-
grade in der Systemsteifigkeitsmatrix zu einer Gleichung zusammen-
gefafit werden.

e Zusatzliche Zwangsbedingungen iiber Lagrange-Multiplikatoren.

o Modifikation des Gleichungslosers zur Berucks1cht1gung vorgeschriebe-
ner Verformungen.

Die erste Moglichkeit der Kopplung ist im Programmsystem NISA80 vorge-
sehen, beinhaltet jedoch folgende Nachteile:

e Werden sehr viele Freiheitsgrade gekoppelt, so verschlechtert sich die
Konditionierung des Gleichungssystems.

e Aus den gekoppelten Freiheitsgraden resultieren hiufig grofe Band-
breiten, die insbesondere wie in NISA80 bei Gleichungslésern mit
konstanter Bandbreite zu unwirtschaftlichen Speicherplatzbelegungen
fiihren.

In diesem Abschnitt wird daher zur Eigenwertberechnung verschiedener
Zylinderausschnitte mit konstanter Axialverschiebung tiber den Lastrand als
Alternative zur Kopplung folgendes Konzept verfolgt:

1. Der Blockloser in NISA80 wird ersetzt durch den modifizierten Glei-
chungsléser nach [14] mit Hiillenstruktur-Technik und eingebauter
Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen.

2. Zunichst erfolgt ein linearer Rechenschritt, wobei als Beanspruchung
allen Knoten des Lastrandes eine konstante axiale Verschiebung vor-
gegeben wird. Nach der Gleichungsldsung stehen an den Knoten mit
vorgeschriebener Verformung die aus dem Verformungslastfall resul-
tierenden Lagerreaktionen zur Verfiigung.
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3. Als zweiter Rechenschritt folgt die Eigenwertberechnung. Die kon-
stanten Axialverschiebungen des Lastrandes werden zur Berechnung
des Spannungszustandes im Zylinder herangezogen. Die entsprechen-
den Freiheitsgrade werden sodann festgehalten und gehen nicht mehr
in das zu losende Eigenwertproblem ein. Durch diese Manahme ist
eine Behinderung der Querschnittsverwilbung am Lastrand sicherge-
stellt.

Wie aus Tabelle 9.2 ersichtlich, reduziert sich in der Eigenwertbe-
rechnung durch diese Vorgehensweise gegeniiber der Kopplung von Frei-
heitsgraden die Bandbreite des 180°-Zylinderausschnitts um 75%, die des
90°-Ausschnitts um 52%. Werden die Axialverschiebungen des Lastrandes
gekoppelt, so erfolgt die Knotennumerierung in Umfangsrichtung des Zylin-
ders, um die konstante Bandbreite des NISA80-Blocklosers moglichst klein
zu halten. Die Berechnungen mit den Zwangsbedingungen am Lastrand
erfolgten fiir alle Ausschnitte einheitlich mit einer Knotennumerierung in
Lingsrichtung des Zylinders. Hieraus resultiert die vom Ausschnittswinkel
unabhingige Bandbreite, die im Falle des 18° Ausschnitts selbstverstand-
lich durch Umnumerierung in Langsrichtung auf die Grofle des Wertes bei
Kopplung vermindert werden kénnte.

Ausschnitt Zwangsbedingungen Kopplung
lin. Schritt Eigenwert Eigenwert

NEQ |NEQ BAND | NEQ BAND

180° 6697 6553 239 | 6554 - 963
90° 3337 3263 239 3264 493
18° ‘ 649 631 239 632 117

Tabelle 9.2 Vergleich zwischen Kopplung und Zwangsbedingungen.
(Aussteifung: Schalenelemente)
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Infolge der Verwendung einer konstanten Bandbreite im Programm
NISAS80 wirkt sich die Bandbreitenreduzierung der Ausschnitte von 90° und
180° direkt auf den erforderlichen Speicherbereich aus. In der Eigenwert-
berechnung des 180°-Ausschnitts wire somit allein fiir die elastische Stei-
figkeitsmatrix und die Anfangsspannungsmatrix zusammen ein Speicherbe-
reich von 96 MByte (Kopplung) gegeniiber 24 MByte (Zwangsbedingungen)
erforderlich.

Fiir lineare Berechnungen kénnen im Gleichungsloser nach [14] die Reak-
tionskrifte f; an den Freiheitsgraden ¢ mit vorgeschriebenen Verformungen
direkt aus der Steifigkeitsmatrix K ermittelt werden, da die Zeilen 7 bei der
Faktorisierung iibersprungen werden.

f; = Kijx; (9.3)

Wird jedoch nichtlineares Systemverhalten beriicksichtigt, so sind die
Reaktionskrifte iiber die inneren Krifte der Elemente an den entsprechen-
den Knoten zu berechnen.

9.6 FE-Netz und Lage der Symmetrierdnder

In den Zylinderausschnitten des vorhergehenden Abschnitts fielen die Sym-
metrierander in Umfangsrichtung mit den Steifen zusammen. Die beiden
Randsteifen sind somit beziiglich einer Rotation um die Lingsachse (Tor-
sion) festgehalten, was insbesondere beim 18°-Ausschnitt von Bedeutung
sein kann. Dieser Sachverhalt, sowie die Frage des Einflusses der FE-
Netzverfeinerung soll am Beispiel des 18°-Ausschnitts in diesem Abschnitt
diskutiert werden. Zu diesem Zweck werden in einem weiteren Idealisie-
rungsmodell die Symmetrierdnder jetzt zwischen den Steifen angeordnet
(vergleiche die Bilder 9.8 und 9.9 ) und das FE-Netz des Zylinderfeldes zwi-
schen zwei benachbarten Steifen wird fiir beide Modelle in Umfangsrichtung
von 2 X 7 Elementen auf 4 x 7 Elemente verdichtet.
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Bild 9.8 18°-Idealisierungen Modell fa (links) und Modell 1b (rechts)

ey
[ \ [~ taad A\)\\
. \“‘\\
-
™ L P~
S el . ] L] td
~ . | “\_.‘/_\
I ] Wy T4 B
— ™ S Y
™ ’ P
™ \\w‘\
[ \\ ™ el \\\ I
T \“\«».
- \L\

Bild 9.9 18°-Idealisierungen Modell 2a (links) und Modell 2b (rechts)

Wie aus den in Tabelle 9.3 zusammengefaiten Resultaten der Eigen-
wertberechnungen ersichtlich, wird das globale Versagen von allen Modellen
gleichermafen gut erfaft, lokale Versagensmodi treten nur bei den Model-
len 2 auf. In Modell 2a stellt sich infolge der jetzt moglichen Verdrehungen
aller Steifen um ihre Langsachse neben dem globalen Versagensmodus ein
zusitzlicher lokaler Versagensmodus ein. Zur genaueren Berficksichtigung
des hoherwelligen Lokalbeulens ( siehe Bild 9.10 ) ist jedoch das verfeinerte
FE-Netz nach Modell 2b erforderlich, dessen niedrigste nominale Beulspan-
nung jetzt deutlich unterhalb des Wertes fiir globales Versagen liegt. Fiir die
weiteren Studien werden daher nur noch die beiden Idealisierungen Modell
2a¢ und Modell 2b herangezogen. '
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Steife Schale Schale Balken
Zylinder || 2 X 7 Elemente | 4 X 7 Elemente | 4 X 7 Elemente

Beulen || lokal global | lokal global | lokal global

Modell 1 |} - 515 | - 515 | nicht gerechnet
Modell 2 || 465 514 | 377 513 | 375 512
409 406
446 443

Tabelle 9.3 FE-Modelle 18°-Ausschnitt: Beulspannungen [N/mm?]

0e1 = 3TTN/mm? Gy = 409N/mm?

it E

““‘WA’
i .
e o
A bk
B i b
i el
i i
Oe3 = 446 N/mm? Oeq = 513N /mm?

i
i

it

Bild 9.10 Beulformen Modell 2b mit 4 x 7 Elementen
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10 Kritische Imperfe’kt ionsform

Kennzeichnend fiir das Beulverhalten der perfekten isotropen Kreiszylin-
derschale unter Axialbelastung ist die Vielfalt der méglichen Beulmuster
beziiglich eines vorhandenen Lastniveaus. So liefert die analytische Losung
der Beulbedingung nach Fligge (z.B. aus [27] oder [43]) fiir die unversteifte
Schale mit den Abmessungen nach Bild 9.1 einen weiten Bereich von Lings-
halbwellen mit nahezu derselben kritischen Beullast ( Bild 10.1 ).

1080. @ X
N
. ooa.@ .
o
AN
£ eonol .
£
= 780, 0
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o . 3
5 500. B
g 490.0 |
w 308.8
% ——= 1 LHW
X emaot oo 2 LHW
< B
108.8F — — 4 LHW
—— 5 LH¥
2.8 . , . N . . . ,
2.0 4.8 8.0 12.8 16. @ 20. 8

Umfangsvollwellen

Bild 10.1 Beulbedingung nach Fliigge

Im Gegensatz hierzu ist die klassische kritische Last lingsversteifter Zy-
linder im allgemeinen mit einem eindeutig definierten Beulmodus verbun-
den, bei dem das Auftreten einer einzigen Langshalbwelle dominant wird
(vergleiche auch [7] und [22]). Die GréBe der zu dieser Beulform zugehéri-
gen kritischen Last kann nun durch den Anteil des Steifenquerschnitts am
Gesamtquerschnitt des versteiften Zylinders entscheidend beeinflut werden.

Fir zwei Zylinder mit 40 und 80 Lingssteifen sind hierzu die Ergebnisse
von linearen Eigenwertanalysen in Bild 10.2 aufgetragen. Beide Zylinder
haben dieselbe Gesamtquerschnittsfliche, die bei Variation der Steifenbreite
ds; durch entsprechende Anpassung der Zylinder- und Steifendicken (mit
t =t,) konstant gehalten wird.
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[N/mm?]

714,

nominale Axialspannung

Bild 10.2
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Beulspannungen in Abhingigkeit des Aussteifungsgrades

Die den globalen Versagensmodi zugehorigen nominalen Beulspannun-
gen wachsen wie erwartet mit zunehmendem Anteil des Steifenquerschnitts
am Gesamtquerschnitt in starkem Mafle an. Infolge der fortschreitenden Re-
duktion der Wanddicke stellen sich jedoch gleichzeitig lokale Versagensmodi
ein, deren Spannungsgrofen unter den klassischen Wert des unversteiften Zy-
linders fallen kdnnen. Weiterhin droht mit zunehmender Steifenschlankheit
auch ein zuséitzliches Steifenbeulen, was hier mit den zur Steifenidealisierung
verwendeten Balkenelementen jedoch nicht erfafit werden kann.
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10.1 Traglastberechnung

Zur Klarung des Einflusses der Beulmodi lokal/global auf die aufnehmbare
Traglast des Zylinders werden der Geometrie von Modell 2 (Bild 9.9 ) die
zur niedrigsten Beulspannung (lokal) zugehérige Beulform und die zur glo-
balen Beulspannung zugehdrige Beulform als Imperfektion mit einer jeweils
maximalen Amplitude von der Grofle der Wanddicke iberlagert. Die in
Tabelle 10.1 zusammengefafiten Ergebisse der geometrisch und materiell
nichtlinearen Traglastberechnungen machen deutlich, da8 sich die zur hoch-
welligen lokalen Beulform affine Imperfektion versteifend auswirkt und die
zur hoheren Beulspannung zugehodrige globale Beulform maBgebend wird.
Dies steht in Ubereinstimmung mit den Untersuchungen in [61], nach denen
fiir Globalbeulen eine halbe Sinuswelle als dominierende Imperfektion an-
gegeben wird. In den weiteren Berechnungen werden deshalb ausschlieflich
Imperfektionen affin zu einer globalen Beulform herangezogen. Weiterhin
erweist sich zur Traglastberechnung mit Imperfektionen affin zur globalen
Beulform das Netz mit 2 x 7 Elementen als ausreichend.

Die Last-Verschiebungskurven der Idealisierung mit 4 x 7 Elementen zwi-
schen den Steifen mit Imperfektionen affin zur lokalen und globalen Beulform
sind in den Bildern 10.3 und 10.4 aufgetragen, die Verformungsbilder in
den Traglast- sowie den Endzustinden (Zustinde bei Abbruch der Berech-
nungen) kénnen den Bildern 10.5 und 10.6 entnommen werden.

Imperfektion 2 kx 7 Elemente | 4 x 7 Elemente
affin zur [N/mm?) [N/mm?)
lokalen Beulform | nicht gerechnet 241
globalen Beulform 194 191

Tabelle 10.1 Tragspannungen von Modell 2. FlieBspannung oy = 340N/mm?
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11 Einﬂuﬁ der Exzentrizitat auf die Beullast

Infolge der Vorkrimmung des Zylinders treten beim Beulen zusitzliche
Membranspannungen auf, die im Falle des Globalbeulens in exzentrisch
angeordneten Steifen Biegemomente hervorrufen. Diese Biegemomente
verstiarken bei innen angeordneten Steifen die Beuldeformationen bzw. wir-
ken diesen bei AuBensteifen entgegen [29]. Eine anschauliche Erklirung
dieses Phinomens findet sich in [58].

In [52] werden die Differentialgleichungen fiir das Beulen exzentrisch ver-
steifter Zylinder fiir verschiedene Randbedingungen gelost, und anhand von
Rechenbeispielen mit systematisch variierten Parametern wird der EinfluB
der Exzentrizitit von Ring- und Langsversteifung sowie der Randbedingun-
gen auf die Beullasten untersucht.

Diesem priméaren Exzentrizititseffekt der giinstigen AuBenversteifung
wirkt jedoch ein sekundirer Effekt entgegen, nach dem innen angeord-
nete Lingssteifen die Dehnsteifigkeit in Umfangsrichtung stérker vergréBern
als Auflensteifen (siehe [53], [54]). Liegt ndmlich eine Innenbeule vor, so
erfahrt die innenversteifte Zylinderhaut zusétzliche Langsdruckspannungen,
die aulenversteifte dagegen zusitzliche Lingszugspannungen. Diese zusatz-
lichen Spannungen vergrofern (Innensteifen) bzw. vermindern (Auflenstei-
fen) entsprechend der Querdehnzahl des Materials die Membrandruckspan-
nungen in Umfangsrichtung und erhohen somit bei Innensteifen die Beullast
bzw. bauen diese bei Auflensteifen ab. Analog werden bei einer Aufen-
beule die Membranzugspannungen in Umfangsrichtung vergréfiert (Innen-
steife) bzw. verkleinert (AuBensteife).

Dieser Sekundareffekt spielt fiir mittellange Zylinder eine nur unterge-
ordnete Rolle, kann jedoch fiir sehr kurze Zylinder {iberwiegen.

Lineare Stabilititsuntersuchungen an der perfekten Schale unter Ver-
wendung des exzentrisch anschlieBbaren 3D-Balkenelements lassen nach
Bild 11.1 den oben angesprochenen Exzentrizititseffekt fiir das globale
Beulen ebenfalls erkennen. Die unterhalb der globalen Beulspannungen auf-
tretenden lokalen Beulspannungen bleiben hingegen von der Exzentrizitat
unbeeinflufit. (Wie schon in Abschnitt 10 gezeigt, knnen auch hier von
dem verwendeten FE-Netz mit 2 X 7 Elementen in Umfangsrichtung die
hochwelligen lokalen Beulmodi nicht exakt erfat werden, wie die ebenfalls
in Bild 11.1 eingetragenen zusatzlichen lokalen Werte einer Eigenwertbe-
rechnung am verfeinerten Netz mit zentrischer Versteifung e = 0 deutlich
machen.)
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Bild 11.1 EinfluB der Exzentrizitat auf das Globalbeulen.
40 Rechteckinnensteifen, d; = 4.86mm,t, = 0.81mm

In experimentellen Untersuchungen hingegen tritt der Einfluf der Ex-
zentrizitdt auf die Beullast infolge geometrischer Imperfektionen erheblich
vermindert auf [25], was auch die Untersuchungen im nichsten Abschnitt
zeigen werden.
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12 Einflufl der Imperfektionsamplitude auf das
Tragverhalten

Der in Abschnitt 11 am perfekten Zylinder aufgezeigte Einfluf der Exzentri-
zitat auf die Beulspannung konnte in experimentellen Untersuchungen nicht
in diesem Mafle beobachtet werden (vergleiche [25]). Verantwortlich hierfiir
sind unvermeidliche geometrische Abweichungen von der idealen Zylinder-
geometrie, wodurch die zustzlichen Membrankrifte in der Zylinderhaut ab-
gebaut werden.

In diesem Abschnitt soll der Einfluf der Imperfektionsamplitude auf das
globale Stabilitits- und Traglastverhalten des exzentrisch lingsversteiften
Zylinders mit 40 Rechtecksteifen (dy = 4.86mm,t; = t = 0.81mm) durch
nachfolgende Studie am Modell 2a ( siehe Bild 9.9 ) niher beleuchtet
werden. Die Imperfektionsform wird einheitlich fir alle Berechnungen af-
fin zur globalen Beulform des zentrisch versteiften Zylinders (e = 0) aus
Abschnitt 11 angenommen, variiert wird die maximale Amplitude.

12.1 Lineare Beuluntersuchungen

Das Ergebnis einer Beulstudie mit linearen Stabilititsanalysen ist in
Bild 12.1 zusammengefat. Mit zunehmender Imperfektionsamplitude re-
duziert sich der giinstige FinfluB der AuBenversteifung und fiir die Imper-
fektionsamplitude wo = 4t kehrt sich der positive Exzentrizititseffekt der
Auflensteifen gegeniiber der Innenversteifung sogar um.

60C.0 F

wn
[
P=1
=}

=
o
I
=3

w
o
Q
(=]

n
o
o
=3

O AUSSENVERSTEIFT
& [NNENVERSTEIFT

=3
=3
[=3

=1

[0 2.0 3.0 4.0
Imperfektion w, /t

nominale Axialspannung [N/mm?]
.DO

Bild 12.1 Exzentrizititseinflu bei imperfekter Geometrie
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12.2 Nichtlinear elastisches Tragverhalten

Die Last-Verschiebungsdiagramme der geometrisch nichtlinearen Berech-
nungen mit elastischem Materialverhalten sind in den Bildern 12.4 bis 12.8
zusammengefaft und lassen folgende Einfliisse der Imperfektionsamplitude
auf das Tragverhalten des Zylinders erkennen:

e Die Zylindergeometrien mit kleiner Anfangsimperfektion weisen ein
ausgeprigtes Primarbeulverhalten auf, das mit zunehmender Imper-
fektionsamplitude reduziert wird und schlieBlich vollkommen ver-
schwindet.

o Die Lage der Steifen hat nur einen Einflul auf die Gré8e der priméren
Beulspannung. Die im Nachbeulbereich beim Minimum auftretenden
nominalen Spannungen (Nachbeulspannungen) besitzen annihernd
dasselbe Niveau.

e Mit wachsender Verformung nimmt der giinstige EinfluB der AuBenver-
steifung ab und die Last-Verformungskurven der Zylinder mit Innen-
und Auflensteifen gehen ineinander iiber.

o Bis zum Auftreten des Priméirbeulens nehmen die AuBen- und In-
nenbeulen gleichermaBen zu. Mit zunehmender Verformung im Nach-
beulbereich dominieren jedoch die Innenbeulen, und die Auenbeulen
werden kleiner (vergleiche Bild 12.9 ).

Diese Ergebnisse verdeutlichen die groSle Imperfektions-Sensitivitit des
Zylinders, die einem wachsenden Abbau des Membranlastanteils zuzuschrei-
ben ist. In den Regelwerken wird diesem Phinomen durch Hinweise auf
Einhaltung bestimmter Vorbeulmafe Rechnung getragen.

Als oberer Grenzwert fiir die aufnehmbare Spannung bietet sich die
Nachbeulspannung an, die infolge ihres nahezu konstant verlaufenden Ni-
veaus als charakteristische Grofe des Zylinders angesehen werden kann. Zur
Bestimmung der unteren Grenze der Stabilitatslast sei auf das Konzept der
verzerrungsfreien Verbiegungen [21] [22] [28] beziehungsweise der reduzier-
ten Membranbeulung [64] hingewiesen.
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12.3 Traglastberechnungen

In den geometrisch nichtlinearen Untersuchungen des vorhergehenden Ab-
schnitts blieb ein Uberschreiten des elastischen Bereichs der Spannungen
unberiicksichtigt. Weitergehende Berechnungen an den Zylindern mit Im-
perfektionsamplituden w, = 0.25¢ und w, = ¢t unter Einbeziehung elastopla-
stischen Werkstoffverhaltens sollen daher diesen zusitzlichen Einfluf} erfas-
sen.

Die Ergebnisse der Traglastberechnungen unter Zugrundelegung einer
FlieSspannung von oy = 340N/mm? sind in den Bildern 12.10 bis 12.13
als Last-Verformungskurven aufgetragen und lassen sich wie folgt zusam-
menfassen:

1. Imperfektionsamplitude w, = 0.25¢
Die primiren Beulspannungen sind infolge Plastizierung des Werk-
stoffs von der Lage der Steifen unabhingig,.

2. Imperfektionsamplitude w, =t
Die Nachbeulspannungen des Zylinders mit elastischem Materialver-
halten eignen sich als oberer Grenzwert der aufnehmbaren Spannun-

gen.
&‘S" 500.0 - Innenbeule AuBenbeule
£ |
2, uao.0t
Bl
g 300.0t
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E o l :
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Bild 12.10 Traglastberechnung. Innensteifen, w, = 0.25¢
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Bild 12.11 Traglastberechnung. Innensteifen, w, = ¢

Gegeniiber den Berechnungen mit elastischem Werkstoffverhalten hat
sich der giinstige Einflu der AuBenversteifung infolge Plastizierung des Ma-
terials erheblich reduziert (vergleiche auch [46]). Im Falle der Zylinder mit
kleiner Anfangsimperfektion (w, = 0.25¢) liegen die priméiren Beulspannun-
gen sowohl fiir Innenversteifung als auch fiir AuBenversteifung weit oberhalb
des Lastniveaus, bei dem FlieBen des Materials eintritt, und beide Tragspan-
nungen werden in erster Linie durch das nichtlineare Werkstoffverhalten be-
stimmt.

Im Falle der gréBeren Anfangsimperfektion (w, = t) fillt die Tragspan-
nung des innenversteiften Zylinders mit der jetzt niedrigeren priméren elasti-
schen Beulspannung zusammen und ist somit von der geometrischen Nicht-
linearitdt abhingig. Die nominale Tragspannung unter Aufenversteifung
kénnte hier durch eine hohere Fliefispannung weiter gesteigert werden.
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13 Zylinder mit T-Steifen

Bei den bisher betrachteten Rechtecksteifen ist zu beriicksichtigen, daff mit
zunehmender Steifenbreite d, die Erhohung der Biegesteifigkeit begleitet
wird von einer gleichzeitigen Destabilisierung der Steife infolge Zunahme
der Schlankheit. ‘

In Tabelle 13.1 sind die nominalen Beulspannungen der Zylinderidea-
lisierung nach Modell 2b mit Rechtecksteifen der Breite d; = 4.86mm und
d, = 9.72mm gegeniibergestellt.

Die Beulspannung unter globalem Versagen erh6ht sich infolge der Quer-
schnittsverdopplung der Steifen um 28%, jedoch ist gleichzeitig ein Absinken
der niedrigsten Beulspannung infolge Lokalbeulens auf die Gré8e des klassi-
schen Wertes des unversteiften Zylinders festzustellen.

Steifenbreite d, | Beulmodus Beulspannung | Beullast |
(] (N/mm?) | [kN]
4.86 lokal 375 616

| global 512 | 840

9.72 lokal 354 637
global 655 1178

klass. Beulwerte (unversteift) 353 524

Tabelle 13.1 Zylinder mit 40 Rechteck-Innensteifen. ¢, =t = 0.81mm

Ein Uberschreiten der in [24] oder in den Regelwerken [2] und [3] ange-
gebenen Grenzschlankheiten der Rechtecksteifen kann durch den Ubergang
auf andere Steifenprofile umgangen werden, wobei hiufig offene L- oder T-
Profile Anwendung finden.

13.1 Idealisierung der T-Profile

Zur Idealisierung zusammengesetzter offener Profile ist die Effizienz des Bal-
kenelements gegeniiber Schalenelementen noch ausgeprigter als bei den ein-
fachen Rechtecksteifen.
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In Tabelle 13.2 sind die beiden FE-Idealisierungen nach Modell 2a
des innenversteiften Zylinders mit Balken- und Schalensteifen gegeniiberge-
stellt, wobei im Falle der Steifenidealisierung mittels Schalenelementen ne-
ben den 8-Knoten Elementen des Stegs fiir den Flansch 9-Knoten Elemente
verwendet werden, um auch die Zwischenknoten der Elemente des Stegs am
Ubergang zum Flansch anschlieSen zu kénnen (siehe Bild 13.1).

Steifen- | NDOF | BAND Oki
elemente [N/ mm?]

Schale 979 177 493

Balken 459 82 495

Tabelle 13.2 Eigenwertberechnungen. Aussteifung: 40 T-Innensteifen
dy =d;y =2.43mm,t, = ty = 0.81lmm

Bild 13.1 Idealisierung der T-Steifen mit Schalenelementen
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Demgegeniiber konnen bei der Steifenidealisierung mit Balkenelemen-
ten die Elemente des Flansches ohne zusatzliche Knoten einfach den vor-
handenen Stegelementen iiberlagert werden. Die Anzahl der Freiheitsgrade
sowie die Bandbreite der Systemsteifigkeitsmatrix bleiben hiervon unbeein-
flufit. Der Vergleich der globalen Beulspannungen aus beiden Modellen zeigt
wie bei den bisherigen Rechtecksteifen eine sehr gute Ubereinstimmnng der
Ergebnisse.

13.2 Vergleich: Rechteck- mit T-Profil

Der Rechteckquerschnitt mit der Breite d;, = 9.72mm nach Tabelle 13.1
wird ersetzt durch ein flichengleiches T-Profil mit Steg- und Flanschbreite
ds = d; = 4.86mm, die Dicke bleibt unverindert ¢, = t; = t = 0.81mm.
Diese Anderung des Steifenprofils ist gekennzeichnet durch zwei gegenlaufige
Einfliisse auf das lokale und globale Beulverhalten des Zylinders (vergleiche
Tabelle 13.3): k

1. Die niedrigste lokale Beulspannung wird mit ca. 35% deutlich erhoht.

2. Bedingt durch die Reduktion der Biegesteifigkeit beziiglich der Scha-
lenhaut reduziert sich die globale Beulspannung um ca. 14%.

Weiterhin treten beim Zylinder mit T-Steifen unterhalb des globalen
Beulens nur noch zwei lokale Beulmodi gegeniiber zehn des Zylinders mit
Rechtecksteifen auf, was auf den stabilisierenden Einfluf§ des T-Profils hin-
weist.

Steifenprofil | Beulmodus Beulspannung |
[N/mm?]
Rechteck lokal 354
global 655
T lokal 479
global 562

Tabelle 13.3 Vergleich zwischen flichengleichem Rechteck- und T-Profil
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In Bild 13.2 sind schliefllich die Last-Verformungs-Diagramme der geo-
metrisch nichtlinearen Berechnungen des Zylinders mit Rechteck- und T-
Steifen fiir elastisches und elastoplastisches Materialverhalten dargestellt.
Auch hier ist das Tragverhalten des Zylinders mit T-Steifen durch die re-
duzierte Biegesteifigkeit der Versteifung gekennzeichnet, Die Traglast des
Zylinders mit Rechtecksteifen wird in erster Linie durch ein Materialver-
sagen bestimmt, wahrend im Falle des mit T-Profilen versteiften Zylinders
die Last-Verformungskurven schon bej einem niedrigeren Lastniveau in den
stark nichtlinearen Bereich libergehen und die aufnehmbare Grenzlast somit
in weit stirkerem Mafle auch von der geometrischen Nichtlinearitit gepragt
wird.

“‘E 500.0 ¢ innenbeule AuBenbeule
£ usoof

2, uo0.o b

o 350-0F Rechteck

g 0.0t

g

8 250.0 |

Mg 200.0 |

e 1s0.0 ¢t

< @ ONL. EL. T

© 100.0} & NL. EL. R

= ¢ NL., PL, T

& S0.0F o NL. PL. R

E oo , -

2 -12,0 <10.0 -8.0 ~8.0 -4.0 -2.0 6.0 2,0 4.0

Radialverschiebung [mm)]

Bild 13.2 Last-Verschiebungsverhalten der mit Rechteck- und T-Profilen
versteiften Zylinder

Die Vergleichsrechnung mit einer Schalenidealisierung der T-Steifen
fiihrt auf eine nominale Tragspannung von oy, = 253N /mm? und steht mit
dem Wert oy = 249N /mm? bei Balkenidealisierung in bester Ubereinstim-
mung, so dafl auf eine gesonderte Darstellung dieser Diagramme verzichtet
wird.
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Schluflfolgerungen

In der vorliegenden Arbeit wird mit Hilfe des Konzepts der Degeneration ein
3-dimensionales nichtlineares Balkenelement mit linearem, quadratischem
oder kubischem Verschiebungsansatz beschrieben. Das Element ist kompa-
tibel zu dem in [44] entwickelten Schalenelement, und durch die Moglichkeit
des exzentrischen Anschlusses lassen sich auch aus mehreren rechteckigen
Teilprofilen zusammengesetzte Querschnittsformen modellieren.

Die Formulierung basiert auf der materiellen Beschreibung des Bewe-
gungsvorgangs und fithrt {iber das Prinzip der virtuellen Verriickungen auf
eine inkrementelle Gleichgewichtsbedingung, deren Losung nach konsisten-
ter Linearisierung auf iterative Weise erfolgt.

Neben einer Formulierung in raumfesten kartesischen Koordinaten wird
auch der Ubergang auf eine Formulierung in lokalen orthonormalen Element-
koordinaten mit lokalen Knotenkinematen aufgezeigt. Diese Vorgehensweise
erweist sich insbesondere im Hinblick auf die Integration der Steifigkeitsma-
trix mit einer sehr schwach besetzten lokalen Werkstoffmatrix, sowie auch
hinsichtlich der Einfiihrung zusitzlicher lokaler Verschiebungsansitze zur
Erfassung der Querschnittsverwdlbung bei Torsionsbeanspruchung als vor-
teilhaft.

Durch eine Trennung der Integrationen iiber den Querschnitt und in
Richtung der Balkenldngsachse kann die Querschnittsintegration vorab er-
folgen und fiihrt auf die in der Balkentheorie iiblichen Querschnittswerte und
Schnittgrofien. Zur fehlerfreien Beschreibung verzerrungsloser Starrkorper-
rotationen gekriimmter Elemente sind in der verbleibenden Integration iiber
die Balkenlingsachse jedoch anstelle der Randverschiebungen die Rotatlo-
nen zu interpolieren.

Nichtlineares Materialverhalten wird durch einen einachsigen Span-
nungszustand ohne Interaktion zwischen Normal- und Schubspannungen mit
Hilfe eines Schichtenmodells beriicksichtigt. Durch diese Vereinfachung kann
die Ermittlung des elastoplastischen Spannungszustandes und der elastopla-
stischen Werkstoffmatrix auf direkte Weise erfolgen.
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Im zweiten Teil der Arbeit wird das Balkenelement zur Modellierung der
Léngssteifen axialbelasteter Zylinder herangezogen. Die Ergebnisse dieser
Studie lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e Vergleich: Balkensteifen - Schalensteifen

Die ldealisierung der Steifen durch Balkenelemente erweist sich ge-
geniiber einer Idealisierung durch Schalenelemente hinsichtlich der Re-
sultate als ebenbiirtig, solange lokales Steifenversagen ausgeschlossen
werden kann. Die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert sich bei einer
Idealisierung durch Balkenelemente um 30% (Rechtecksteifen) bis ca.
50% (T-Steifen). Die Balkensteifen erfordern zudem gegeniiber dem
unversteiften Zylinder keine zusitzlichen Knotenpunkte.

o Berechnung an einem Ausschnitt
Ausschnittsberechnungen von 180° und 90° liefern identische Ergeb-
nisse, und die Knotenlinien der Beulfigur bilden sich unabhingig von
der Lage der Steifen ab. Am weiter reduzierten Ausschnitt von 18°
hat die Lage der Symmetrierdnder (auf den Steifen / zwischen den
Steifen) einen Einflul auf das Auftreten lokaler Beulmodi.

e Verformungskontrollierte Belastung
Die modifizierte Gleichungslésung nach [14] mit Beriicksichtigung vor-
geschriebener Verformungen ist der Kopplung von Freiheitsgraden vor-
zuziehen, da sie keine Vergroflerung der Bandbreite bewirkt.

e Imperfektionsform
Eine Imperfektion affin zur globalen Beulform mit einer Lingshalb-
welle erweist sich fiir die Traglastberechnung als maBgebend.

o Aussteifungsgrad
Mit zunehmendem Aussteifungsgrad steigen die den globalen Eigenfor-
men zugehdrigen nominalen Beulspannungen stark an, jedoch treten
zusitzliche lokale Versagensmodi auf.

e Exzentrizitit der Steifen
Der giinstige Exzentrizitdtseffekt der AuBenversteifung bei Eigenwert-
berechnungen reduziert sich mit zunehmender Imperfektionsampli-
tude. In den geometrisch nichtlinearen Untersuchungen gehen die
Last-Verschiebungsverldufe der auflen- und innenversteiften Zylinder
im Nachbeulbereich ineinander iiber. Die priméiren Beulspannungen
nihern sich mit zunehmender Imperfektionsamplitude.
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Wird zusdtzlich nichtlineares Materialverhalten berlicksichtigt, so
pragt bei kleinen Imperfektlonsamphtuden in erster Linie der Werk-
stoff das Tragverhalten.

T-Steifenprofil

Infolge der reduzierten Biegesteifigkeit des T-Profils gegenuber einem
flachengleichen Rechteckquerschnitt bei unverdnderter Blechdicke ver-
mindert sich auch die nominale Beulspannung mit globaler Figenform.
Weiterhin hat die geometrische Nichtlinearitit einen stirkeren Einflufl
auf die Traglast als bei Rechtecksteifen.
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A Anhang

Al Kinematische Operatormatrix

(Seite 24)
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A2 Steifigkeitsmatrix K’

(Seite 25)

Infolge der im Verschiebungsansatz nichtlinear enthaltenen Rotationsva-
riablen entsteht nach Linearisierung der diskretisierten virtuellen Arbeits-
gleichung ein zusétzlicher Steifigkeitsanteil K/, Die Komponenten dieser
Steifigkeitsmatrix lassen sich mit Hilfe der Vektoren

U = (u uf uh of gt 0)T

T T
T = Pr= (7'11 T12 T13 721 T22 T23 T31 T32 T33>

wie folgt bestimmen: (k,/ =4,5,6 und p = k — 3)
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A3 Starrkorperbewegung bei Vorabintegration

Am Beispiel des 2-dimensional degenerierten Balkenelements mit globaler
Formulierung wird zur Beschreibung des Geometriefeldes der Interpolation
der Normalenvektoren eine Interpolation der Normalenwinkel gegeniiberge-
stellt. Anhand einer infinitesimalen Starrkorperrotation beziiglich des Ko-
ordinatenursprungs wird das unterschiedliche Elementverhalten beider For-
mulierungen bei analytischer Vorabintegration iiber die Elementdicke auf-
gezeigt. Die Balkendicke wird als konstant angenommen.

%2

- X4

Bild A3.1 2-dimensional degeneriertes Balkenelement

A3.1 Interpolation der Normalenvektoren

Die Vektoren der Normalen und Tangente am Knoten ¢ in Bild A3.1 sind
definiert als:

mn;:[cos ® ] mt‘:[ sin™® ] (A3.1)
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Fiir das Balkenelement lautet der Ansatz fiir das Geometriefeld:

Mo Mo
mX = EN' mxt + n-é.Z;N’ mn' (A3.2)

Durch Differenzbildung der Geometriefelder in den Zustinden ™Z und
0Z kann das Verschiebungsfeld abgeleitet werden zu:

M M
mo, _ tm, .t E fm_oi 0 i) \
u=3y N u+712§N(n n') (A3.3)
i=1 i=1

Fiir das Verschiebungsinkrement gilt ferner:
Mo M
us=) Nu-nd NOmt o (A3.4)
i=1 =1
Die Jakobi-Matrix ist definiert als:

m
my = [ Mo "Iz ] (A3.5)

m m
Tin T2y

bzw. in inverser Form:

[mJ]_l 1 |: ™ Lom _mxzvfjl (A3.6)

T det[m ] | ~May, Mo

(Zur Vereinfachung der Notation wird in den weiteren Ausfiihrungen das
Summationssymbol unterdriickt.)

Die Ableitungen des Geometrie- sowie des inkrementellen Verschiebungs-
feldes nach den natiirlichen Koordinaten £ und 7 folgen als:

mx’e - ,if mx1+n_}2_"_N’tE mni
Ao
MKy = —2-N' "n' (A3.7)
— N ogi _’}_Ni mii i
Ue = Ngw =05l ‘2
u, = ——gN" mei o (A3.8)
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& X4
Bild A3.2 Starrkérperrotation um den Koordinatenursprung

Fiir eine Starrkorperrotation nach Bild A3.2 mit

¢ = = konstant
wh o= —abe (A3.9)
wird im folgenden exemplarisch die Komponente uy; der Verschiebungsab-

leitung mit und ohne Beriicksichtigung der Abhangigkeit der Jakobi-Matrix
von 7 dargestellt.

Uy, = mJﬁl Uy ¢ i Jl-21 1,9 (A310)

det|™J| uyy = (%N"sinméi) . (Nfﬁu‘i - n%Nfgsin’"Q" )
+ (Ne™zh+ n%N,’ssinmi{)‘) . (—2—N‘sin’"<§' ") (A3.11)
Mit den Bedingungen der Starrkérperrotation nach (A3.9) folgt hieraus:

det|"J| w1y = %N"sinm@"(Nfgui + Nfga:é p)=10
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Vorabintegration : J = J(n=0) = Jo

Durch die Annahme einer {iber den Elementquerschnitt konstanten Jakobi-
Matrix wird Gleichung (A3.11) ersetzt durch:

det|"Jo| wyy = (%N‘sz‘nm@').(N;;:u;~ngzvj£sinmq>‘ ©')
+(N% ™ah) - (%N‘sinmd)‘ ©') (A3.12)

Infolge der Starrkérperrotation geht dieser Ausdruck iiber in:

det ["Jo| uyy = %N‘sinmqﬁ( Niu$ + Niah o — nngesinm@ﬂp) (A3.13)
e W

[ —
Membrananteil Biegeanteil

Die Verschiebungsableitung enthilt einen von 1 abhingigen Biegeanteil,
der nur im Sonderfall eines geraden Elements (™®* = konstant) verschwin-
det.

A3.2 Interpolation der Normalenwinkel

Anstelle der Normalen- und der Tangentenvektoren werden in dieser alter-
nativen Formulierung die Winkel interpoliert:

ORI eyt B eotsd RVERT

o= | i) |- (] w
Geometriefeld: |
mx = N'™x' 4 77% ™n (A3.16)
Verschiebungsfeld:
mu= N " 4 ng- (™n ~n) (A3.17)
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Verschiebungsinkrement:
u=N'u - n-g my Nip! (A3.18)
Ableitungen nach £ und #:
mxe = Ni™x'+ ng mENG ™ P (A3.19)
Xy = —=Tn (A3.20)

hom
u; = Niu «-nﬁth’fga -—77— nN ™% Nigf (A3.21)

w, = %mt Nig (A3.22)

Die Komponente u1,; des Vektors der Verschiebungsableitungen folgt jetzt
zu:

t

h . i h
det|™J| uyy (»2—sznm<1>)-( vEul 7

2sznm‘1> Nﬁgo -

n%cosmq) Nfg mHi NIpl)

. . h oo o
+H(Ne ™2y + n—2-cosm(1> N ™®%). (g-sinmtb NIg?)

i

(ésin"‘@) -( 'gu’l - n—gsinmi’ N_'é(p")

+(N ™a}) - (—sznm<I> Nigh) (A3.23)
mit der Elementkriimmung

dmd

m - t m#t
K==0m=N;"3 (A3.24)

sowie der Kriimmungsinderung
K= N& ¢ (A3.25)
Infolge der Starrkérperrotation nach (A3.9) geht (A3.23) iiber in:
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det |™J| uy,y = —g-sinm@( Newi + Nz ¢ ~n§sin"‘<1> N'ep) (A3.26)
R LSS A N s’

Membrananteil K
=0 =()

In Gleichung (A3.23) ist festzustellen, daB sich die Terme mit der Ele-
mentkrimmung gegenseitig aufheben. Dieser Sachverhalt ist insbesondere
bei Durchfiihrung der Vorabintegration mit konstanter Jakobi-Matrix iiber
die Dicke von Bedeutung und soll durch eine Transformation auf lokale
Gréflen verdeutlicht werden.

Wird die Zustandslage ™Z als schubverzerrungsfrei angenommen, so fal-
len die Vektoren der Normalen und Tangente mit den lokalen kartesischen
Koordinaten zusammen und kénnen zur Transformation auf lokale Gréfen
herangezogen werden. Die lokalen inkrementellen Verschiebungskomponen-
ten ergeben sich dann zu:

uw = m¢T
w, = ™n’u (A3.27)

u

Durch dieselbe Transformation erhilt man weiterhin aus den Gleichungen
(A3.19) bis (A3.22) die Bezichungen:

k..
ue = ™tTug= "IN u‘—n«z—N’}(p'

R
upe = ™nlug= mnTN"Eu'—n-iNfe myt NI

u, = M™Tu,= —%N‘gbi
u'zm = mnTu,,,=0 (A3.28)

und

dhe = "IN -t NE e

2y = 0
h
S = 5 (A3.29)
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Die Terme mit der Elementkrimmung gehen nur in die Verschiebungs-
ableitungen

, . h_ . . ho ..
det ™3| u} , (TN mx 5N @) (-5 Nip?) (A3.30)

(=) -(mnTNf& mut n%N)’é myt Nipl) (A3.31)

det ImJI 'U;,Z’l

o1 >

ein (unterstrichene Terme), leisten jedoch wegen ihres unterschiedlichen Vor-
zeichens keinen Beitrag zur Schubverzerrung. Weiterhin erfiillt der iiber die
Elementdicke konstante Verlauf der Schubverzerrungen auch die kinemati-
sche Annahme des Geradebleibens der Normalen.

Wird die Jakobi-Matrix iiber die Elementdicke als konstant angenom-
men, so entfillt der von # abhingige Term aus Gleichung (A3.30), und die
Verschiebungsableitung u} , nimmt iiber die Elementdicke einen konstan-
ten Wert an. Um auch jetzt der Forderung eines konstanten Verlaufs der
Schubverzerrungen iiber die Elementdicke zu geniigen, ist in u}; der von g
abhéngige Anteil zu eliminieren, wodurch die Darstellung verzerrungsfreier
Starrkérperrotationen auch fiir gekrimmte Elemente gewdhrleistet ist.
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Beispiel: 90° Kreisbogen

-

r=5000 mm

h= 50 mm

b= 10 mm
E=2,110° N/mm®
P= 200 N

Bild A3.3 Kreisbogen unter Vertikallast

Der Kreisbogen nach Bild A3.3 wird mit vier quadratischen Balkenelementen
idealisiert, die Gauf-Integration erfolgt mit 2 x 2 x 2 Stiitzstellen. In Ta-
belle A3.1 sind die Ergebnisse linearer Berechnungen mit Interpolation der
Normalenwinkel den Ergebnissen mit Interpolation der Normalenvektoren
gegeniibergestellt. Die Lastabtragung erfolgt in diesem Beispiel fast aus-
schliefllich iiber Biegebeanspruchung, und der Defekt bei einer analytischen
Vorabintegration iber die Dicke mit Interpolation der Normalenvektoren
macht sich mit 30% Abweichung der Verformungen am Lastangriffspunkt
deutlich bemerkbar.

Dickenintegration: | Inter- u v ®
Jakobi-Matrix polation [mm] [mm] [rad]
J=Ju Normale | -571.2827 -897.1504 -0.2285197

Winkel | -571.2115 -897.3425 -0.2285315

J =J(m=0) = Jo Normale | -405.5309 -636.8644 -0.1622197
Winkel | -571.2117 -897.3427 -0.2285315

Analytische Losung -571.4 -897.6 -0.2286

Tabelle A3.1 Interpolation der Normalenwinkel und der Normalenvektoren
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A4 Nichtlineare Dehnungen bei Vorabintegration

(Seite 47)

Bei Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitit werden bei der
U.L.-Formulierung die Dehnungen durch den Fuler-Almansi Verzerrungs-
tensor beschrieben, der hier in den Verschiebungsableitungen ausgedriickt
wird: i

ik = 5 [mtik + kg = i - i x] (A4.1)

mit einem linearen Verschiebungsverlauf iiber den Elementquerschnitt
(Bernoulli)
wi(€nC) =+ -l + ¢ uf (A12)

u’? = u;(E, 0»0)
u:,(E) = ’U,(f,l,()) - u?
ug = U,C(f) = u(¢,0, 1)— u?

n
U;

Die Verschiebungsableitungen sind gegeben durch die Gleichung
omu; _ 0 ., ) day,

= My
Ommj day ¢ c’)ij

(A4.3)

LTI
mui».?_

mit
ol = [£n(]
£(EmC) = al+ neal+ ¢ af
o, e
vernachldssigt
.’E? = (Ej(f,o,o)
2] = &](§) = 2;(£,1,0) - 2
mg = w§(§)=m1(€a0a1)_m?

Die hierbei angedeutete Vernachlissigung der von den Koordinaten 7 und ¢
abhéngigen Anteile des Geometrievektors x fithrt auf einen linearen Verlauf
der Verschiebungsableitungen iiber den Elementquerschnitt.
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Im weiteren werden diese Verschiebungsableitungen in drei Komponen-
ten zerlegt:

mui g = oy ol € (A4.4)
mud. ... Verschiebungsableitung der Mittellinie
mui; ... Verschiebungsableitung der Randfaser n=1  (A4.5)
m, fyj Verschiebungsableitung der Randfaser (=1

Die Dehnungen nach Gleichung (A4.1) ergeben sich somit zu:

1
m, — m,,0 m, 0 m,0 .m0
mEsk = 5 m¥s,k + mik,j — mii,j " mli, k)
1
my, N n m,,0 m,, 7 m, n 0
+ 5 N (Ul + i = ke mble = mikiy mbik)
- m, < m, 0  m, ¢ m, ¢ m 0
+ C(m Sh ot UL T mlbigmbig — mbss " mUik)
- —Cmunumuc +mu§4.mun)
277 miy  mbik T mbi; T mP k) .
1 2 (m,
7 m,, 1
- 577 (mui,j : mui,k)
1
22 m ¢  mC
- 2( (mui,j'mui,k) (A46)

Die Dickenkoordinaten 1 und { gehen quadratisch in den Dehnungsver-
lauf nach Gleichung (A4.6) ein. Als Niherung wird ein linearer Verlauf
zwischen den entsprechenden Randwerten angenommen.
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A5 Kinematische Operatormatrix zur analytischen Vorab-

integration
(Seite 44) Bi = PBi
oy 0 0
nN 0 0
nN';B 0 0
0 | nNivl 0
Bi=| o0 2N 0
0 aN's 0
0 0 nN‘al
0 | o Ny
0 0 nN';3
0 nN';l S N nN‘;l MG
0 n N ™F, nNip ™Gl
0 nNia‘m,lla nN:3‘mGl13
nN;1 'mpél + nN.al - ,21 nN:I 'mF2,2 + 'nNial m 122 i nNil - 123
]35 = nﬁ;z ‘mFél + nNiz S '21 nNiz 'mF2'2 + nN';z i ’22 ‘ nN:2 'mG'zs
wNig MFY + o Nig ™Gy | oV " Fly + nNig ™ Ghy | N33 ™Gha
Wiy TF 4 a N5 MGy | N My + Ny MGy | n N5 ™Gy
WV TES + n Nl ™Gy | o lVig g + o N3 ™Ghy | 1Ny ™Gl
W Nig mFS 4w Nig ™Gy | nNig ™ Flg + nNig ™ Ghy | nN35-™Ghs
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W>
we-

i

w)
—-
il

0 nN';l TF 0
0 n N ™F, 0
0 n iS'mFllZ 0
nN'sy F e 2 0
nN';2'mF£1 nNy ™Fiy 0
nN:s i él nN‘;B 'mFL;2 0
nN‘;l 'mFél nN';l 'mFéz 0
Ny T FYy n Ny ™F, 0
n N Y L 0
0 0 nNil'm l13
0 0 nlNip ™Gls
0 0 n :3'm ’13
nN:1'mG121 nNil'mGIn nN';l’m '23
nN'o ™Gy w3 ™Gy N}y ™Gl
WNg ™Gy | aNg™Ghy | nNyp™Ghy
an;l'm .{31 nN';l'm I32 nNil’m 33
nN';2';'1 51 nNig ™Gy n Ny ™Gy
e w33 ™ Ghy w33 ™Gy
WNy = IR N
HN:] =" _7'_21'Ni
N = an~31,Ni
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Erweiterungen fiir Verdrillungsfreiheitsgrade (Seite 53)

0 0
0 wNig %1
0
0 0
B} 0 Bi 0 B
0 0
0 0 0
0
0 0 0 wNoy
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Bi=| 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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