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Bezeichnungen

X=y~2 Kartesisches Koordinatensystem. Ursprung = Kegelspitze
a=g-y Krummliniges orthogonales Koordinatensystem
Dimensionen: a [em], B [1], v [1]

g = % [1] dimensionslose Koordinate in Richtung «

o) [1] Offnungswinkel der Schalenmittelfléche; c¢ = cot ¢
Yo [1] Offnungswinkel zwischen innerer und duferer
Schalenoberfliche

ly s, [m] Mantelldngen von der Kegelspitze S zum unteren
bzw. oberen Rand der Kegelstumpf-Schalenmittelfléche

a,;, 8[m] unterer bzw. oberer Grundkreisradius der Schalen-
mittelfléache

Materialkonstanten

E [Mp/m?| Elastizitéitsmodul
G [Mp/mz] Schubmodul

b [1] Querkontraktionszahl

Cocs €48 2 Eyy [1] Dehnungen

Eufs EBys Eya [ 1] Gleitungen

uy, Vs Wy [m] Verschiebungen eines Punktes P

u, v, w [m] Verschiebungen eines Punktes P der

Schalenmittelfldche (y = 0)
Oxa s Opg s Oyy [Mp/mq Normalspannungen

Tuf s Opy s Op [Mp/mq Schubspannungen
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Noos gy Nap, Npo [Mp/m] Normal- und Scherkrifte
My, Mgy Maps Mpo [Mpm/m] Biege- und Drillmomente

Qs Qp [Mp/m] Querkrifte

ﬁag, Qo [Mp/m] Kirchhoffsche Ersatzschnittkrifte
E v,

D= ——J% [xp/cm?] Modifizierte Dehnsteifigkeit
1-p

E v} ,

K = memectoce [kp/cm ] Modifizierte Biegesteifigkeit

12(1-p?)

2

k= [1]

Weltere Bezeichnungen und Abkiirzungen sind im Text erliutert.
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1. FEinlej tung

Die Behandlung der Biegetheorie von Rotationsschalen nimmt
ihren Anfang bei Reipner und Meifner. Aus vereinfachten BezieQ
hungen fiir die rotationssymmetrisch belastete Schale mit all-
gemeinem Querschnitt erhalten sie ein Differentialgleichungs-
system 2, Ordnung filir eine Spannungs-~ und eine Verschiebungs-
funktion, das auf eine einzige Differentialgleichung 4. Ord-
nung zuriickgefiihrt wird. Fir die Kegelschale erweisen sich
Besselfunktionen als Ldsung (vergl. z.B. [ 51 ).

Honneger [ 8] erkannte, daf sich aus der Annahme eines speziel-
len Wanddickengesetzes grofe Vereinfachungen fiir die LOsung des
Problems ergeben. Fiir eine proportional zum Abstand von der Ke-
gelaspitze zunehmende Schalendicke ergeben sich elementare Lo-
sungen. Lichtenstern [ 9] bringt weitere Vereinfachungen: Ver-
nachléssigung deeruerkontraktion und der Ringbiegemomente beil
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen. Eine strenge L&sung
bringt Fliigge [ 3] , eine Naherungstheorie wieder Nash [ 10].

Plir die unsymmetrisch belastete Kegelschale mit linearem Wand-
dickengesetz leitet Pfliiger [ 1] eine Stabilitidtstheorie ab. Aus
geometrischen Uberlegungen werden die Verzerrungs-Verschiebungs-
Beziehungen gewonnen . Die Gleichgewichtsbedingungen werden so-
wohl aus statischen Betrachtungen als auch aus dem Prinzip vom
Minimum der potentiellen Energie abgeleitet. Die Beuldeterminan-
te wird vereinfacht. Gebrauchsfertige Beultafeln sind angegeben.

An diese Arbeit anlehnend gibt Nollau [ 2] eine Biegetheorie der
randbelasteten Kegelschale wieder. Ndherungen werden erst beil
der endgiiltigen Berechnung der Schnittkridfte eingefilhrt. Eine
dhnliche Theorie findet sich bei Fliigge [ 3].

Die unsymmetrisch belastete Kegelschale konstanter Dicke behan-
delt Hoff [11]. Vereinfachte Verzerrungsausdriicke liefern eine
nur fiir steile Kegelschalen gililtige Theorie (als Grenze wird

B = 300 angegeben). Flir sein Differentialgleichungssystem in den
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Verschiebungen u, v, w schlédgt er eine Losung nach Frobenius {19]
vor. Darauf aufbauend bringt Seide [12) eine Theorie mit voll-
stidndigeren Dehnungsausdriicken, die beim Grenziibergang zum Zy-
linder dem Grad der Donnelschen Ndherung entspricht und die auch
fiir Kegelschalen mit gropem Offnungswinkel gilt. Zwei gekoppelte
Differentialgleichungen fiir eine Spannungs— und eine Verschie-
bungsfunktion werden auf eine Differentialgleichung 4. Ordnung
reduziert, fiir die der Verfasser jedoch keine LOsung angibt.
Wilson [ 13] berechnet einen Ausschnitt aus einer Kegelstumpf-
schale, der lings der Erzeugenden einfach unterstiitzt ist und

an den beiden anderen Réndern beliebig gelagert ist. Aus allge-
meinen Beziehungen nach Goldenveizer [20lentwickelt er eine Theorie
rie im Grad der Donnel-Nidherungen, nur in den Schubkrédften wer-
den Zusatzterme fiir ndtig erachtet. Fiir das System der Verschie-~
bungsdifferentialgleichungen gelingt ein Separationsansatz, und
als Losung ergeben sich Reihen, die jedoch schlecht konvergieren.
Mit Hilfe von Computern gewonnene Ergebnisse sind angegeben.
Zrost [ 14] leitet eine Biegetheorie aus Wlassows Theorie der
schwach gekriimmten Schalen her. Spannungs-~ und Verschiebungs-
funktion werden zu einer iibergeordneten Funktion zusammengefaft.
Pir letztere ergibt sich eine Differentialgleichung 8. Ordnung,
die in zwel Differentialgleichungen 4. Ordnung aufgespalten
wird. Die Lbsung nach Frobenius mit einem Potenzreihenansatz ge-

staltet sich numerisch sehr aufwendig und schwierig.

Den Ausschnitt aus einer Kegelstumpfschale bei Biegerandstdrungen
in Radialrichtung behandelt Medwadowski [ 15] bei Annahme weltge-
hender Niherungen in Anlehnung an Geckeler und Schorer. Die Theo-

rie gilt nur fir kleine Offnungswinkel.

Die orthotrope Kegelschale berechnet Koss [16] unter zahlreichen
Ndherungen fiir eine Schale mit Rippen in Léngs- und Ringrichtung.

Spezielle Probleme werden in [17)] und [ 18] aufgegriffen.
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In der voriiegenden Arbeit soll nochmals die Kegelschale mit
linear veridnderlicher Wanddicke behandelt werden.

Wenn fir eine Schale das Differentialgleichungssystem, das die
drei Gleichgewichtsbedingungen beinhaltet, als Funktion der Ver-
schiebungen u, v, w der Schalenmittelfldche angegeben wird, so
milssen die Differentialoperatoren dieses Gleichungssystems Sym-
metrie zu seiner Hauptdiagonalen aufweisen. Wlassow[4, S. 207 ff.]
fihrt diese Eigenschaft auf das Bettische Reziprozititsgesetz zu-
riick.

Die in [1], [2] und [ 3] angefilhrten Differentialgleichungssysteme
weiser-alle die geforderte Symmetrie nicht auf.

In dieser Arbeit soll die Biegetheorie der Kegelschale auf an-
derem Wege entwickelt werden als in den vorgenannten Arbeiten.
Die Symmetrie des Differentialgleichungssystems - bzw. die Ab-
welchungen davon und ihre Auswirkungen auf das Ergebnis - soll
dabei besonders betrachtet werden.

In[1),[2) und [ 3] werden die Verzerrungs-Verformungs-Bezie-
hungen stets aus der geometrischen Anschauung gewonnen. Um von
dieser Anschauung und eventuell damit verbundenen Inkonsequen-
zen loszukommen, werden im folgenden diese Beziehungen aus der
rdumlichen Elastizitédtstheorie, wie sie in [ 4] dargestellt ist,
hergeleitet. Uber das Prinzip vom Minimum der potentiellen Ener-
gie ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen; auf diesem Weg
sind Fehler aus der statischen Anschauung ausgeschlossen. Es
zeigt sich, dap man auch auf diesem Weg kein symmetrisches Dif-
ferentialgleichungssystem erhdlt.

Die homogene Losung des Problems wird liber die Auflosung der
charakteristischen Gleichung gewonnen. Der gesamte Rechengang
wird geschlossen im Matrizenkalkiil dargestellt.

Auf dieser Basis wird ein Programm fiir einen elektronischen
Rechenautomaten aufgestellt.

Ein Rechenbeispiel veranschaulicht die Anwendung der Theorie.
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2. Die Vergerrungs-Verschiebungs—-Beziehungen

2.1. Geometrie der Kegelschale

Bild 1 zelgt die Geometrie der Kreiskegelschale. Durch die

Spitze S der Schale ist ein kartesisches Koordinatensystem x-y-z
gelegt. Die z-Achse ist die Rotationsachse des Kegels, die Achsen
X und y bilden eine senkrecht hierzu verlaufende Ebene durch S.

Auferdem wird ein speziell der Form der Kegelschale angepaftes
krummliniges Koordinatensystem a-B-y eingefihrt. Ein beliebiger
Punkt P der Schale ist festgelegt durch seinen Abstand a von der
Kegelspitze S, den Winkel B zwischen den Ebenen y=z und P-z und
den Winkel y zwischen der Schalenmittelfliche mit dem 0ffnungs-
winkel ¥ und der Geraden S-P. AuBerdem wird der Winkel

8= %+ Y (2.1)
eingefiihrt.

P*(a,B) ist der auf der Schalenmittelfldche gelegene Fufpunkt
des Punktes P(a,B,y).

Die Fléchenscharen a = const sind konzentrische Kugeln um S,

B = const sind Ebenen durch die z-Achse, Y = const sind Doppel-
kegel mit der Spitze in S. Die Koordinaten sind krummlinig von
gemischten Typ (da die Koordinatenlinien a gerade sind).

Die Koordinatenlinien a und B sind Hauptkriimmungslinien der
Schalenmittelflédche, d.h. Linien, fiir die die Kriimmungsradien
der Schalenmittelflédche Extremwerte annehmen. Da die Kriimmungen
der Koordinatenlinien B ungleich Null sind, liegt eine einfach
gekrimmte Schale vor; das GauPsche Krimmungsmap ist Null. Die
Schalenmittelflidche ist abwickelbar.

Eine Transformation des a-f-y~Systems auf das x-y-z-System er-
gibt folgende Beziehungen:

X = &-8inf - sinB

y = &-cosf - sin@ (2.2)

z = o-cos®
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Plir die Bestimmung der Verzerrungen werden die Laméschen Koef-

a-p-

-sin°8

figienten H,, Hz’ H3 gebraucht. Sie sind geometrische, vom Ko~
ordinatensystem abhidngige Grégen und ergeben sich fiir das
y-System nach [4, S. 153] zu:
2 2 2
e _ (Ox) (8y), (8z 2B - sin? 28, sin? 26 -
H, = (aa) +(6a) +(6a) = $in“B-5in°8 + cos’B-sin* @ +cos?8 =1
2 2 2
2 _ (8x 9y 923\, 2 2 2 =g
o= (35) +(55) * (55) = @ sint8icosta+sin?B) -a
2 ax ¥ (dy Y (dz 2 2 2 2 . 2 2
H =(—) +(-——) +(———) = o?(sin’B-cos?@ + cos?B -cos’B +sint®) = a°.
Yoy ¥ dy

Die

werden damit:

9H aH oM, |
n Hn Ta 38 a1
1 / 0 0 0
2 o-s5in@ sin 8 0 o cos 8
3 a 1 0 0

2.2. Die Verzerrungen im elastischen Kontinuum

Laméschen Koeffizienten und ihre partiellen Ableitungen

(2.3)

Bei der Verformung eines elastischen Kdrpers erfidhrt irgendein

Punkt P(

in Richtung der Koordinaten «,B,Y.

ayB,Y)

dieses Korpers die Verschiebungen Upy Vi Wy
Der Verformungszustand des

dreidimensionalen Korpers in der Umgebung des Punktes P wird
durch sechs Verzerrungsgrdpen bestimmt. Es sind dies die drei

Dehnungen

tungen €445,

Eaxs Egps

E[jr, Efa( 9

Eyy

in Richtung
welche die Winkeldnderungen zwischen

&, B,y

und die drei Glei-

Elementkanten angeben, die vor der Verformung auf den Koordina-

tenlinien

a und B,

B und v,

Y und «

lagen.

Die Beziehungen zwischen den Verzerrungen und den Verschiebungen
ergeben sich nach [4, S. 159] zu:
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top T i%\éﬁ ’ H;'H;%%Wr*'@].‘/fl'%%“r
- =-}%-—%@f+ﬁ-—g—£§ “Y’LF;TH;'%%VY
o g () e
o ) b
o - () ()
Mit Gleichung (2.3) erh#lt man daraus fir die Kegelschale:
o ™ jgét
- o<'s1/n@ ‘ 6av/3Y * coiXB Yy
Ery “é"“r*%'%r (2.48 - £)
Eap = a~1sma'%lﬁjil “é% ("‘g')
Epy smo&@ 607 (si\f:r@') * o&-rsm@'%%t
e = o o g ()
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2.3, Geometrische Hypothesen der Schalentheorie und ihre
Folgerungen

Wlassows "Grundgleichungen der allgemeinen Schalentheorie!
(siene [ 4, S. 169 ff])basieren auf der Forderung, dap die
Fldchen vy = const von der Schalenmittelfl&che y = 0 &Hqui-
distant sind. Da solche Flidchen auch die Schale begrenzen sol-
len, wird in jener Abhandlung fiir alle Schalen eine konstante
Dicke vorausgesetzt.

Die vorliegende Schale verdnderlicher Dicke unterscheidet sich
von denen konstanter Dicke unter anderem dadurch, dap der dritte
Lamésche Koeffizient H3 * 1 ist.

Der Berechnung von Schalen konstanter Dicke wird im allgemeinen
die folgende geometrische Hypothese I zugrundegelegt:

I) Ein zur Schalenmittelflidche normales geradliniges Linien-
element bleibt auch nach der Verformung der Schale gerad-
linig und normal zur verformten Schalenmittelflidche und
dndert seine Linge nicht.

Pir konstante Schalendicke folgt hieraus unmittelbar

€op = Epa = Egp = 0. (2.5)

Setzt man die Beziehungen (2.5) auch fiir die vorliegende Schale
veranderlicher Dicke an, so ist die Forderung der Hypothese I
nicht mehr streng erflillt.

Gleichung (2.5) bedeutet nidmlich:

I1) Ein LinienelementAparallel zur Koordinatenlinie vy
schlieft nach der Verformung der Schale mit einer Paral-
lenen zur verformten Schalenmittelflédche im Fuppunkt
P*(a,ﬁ) des Linienelementes dieselben Winkel ein wie
vor der Verformung und &ndert seine Form und Linge nicht.

Hypothese II bietet sich fiir das ¥rummlinige Koordinatensystenm
a~p-y an, weil ihr die einfachen Gleichungen (2.5) zugrundelie-
gen. Sie erscheint damit hier sinnvoller als Hypothese I.
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Pie Gleichungen (2.5) werden den weiteren Berechnungen zugrunde-
gelegt.

In [1] bis [3] wird jedoch Hypothese I benutzt. Flr spédtere Ver-
gleiche sollen die Differenzen in den nichtverschwindenden Ver-
zerrungsgrofen abgeschidtzt werden, die zwischen entsprechenden
Ausdriicken auftreten konnen, die gemidp Hypothese I bzw. II be-
gtimmt worden sind.

Bild 3 zeigt den Schnitt
durch die Schale in einer
Ebene B = const. Der Win-
kel Yo ist dabel stark
iiberhoht dargestellt.

Bild 3: Schnitt durch die Schale
in einer Ebene B = const

Hypothese {%I} : Linienelement {%} dndert seine Liénge auch beil
einer Verformung der Schale nicht. Die Dehnung {iz} in Rich-
tung {E} ist eine der beiden Hauptdehnungen, wdhrend die andere
orthogonal dazu Null ist; die Gleitung in der Ebene B = const
ist Null. Die Dehnung {iﬁ} in Richtung {;‘;} ist die Projektion

von {561} auf diese Richtung (siehe Bild 4).
T
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EE,I = EI'CO.S‘y' S:. S;

€ g = Ep-COSY

Bild 4: Dehnungen in der Ebene B = const nach Hypothese I
bzw. II

Setzt man nun die Dehnungen in x-Richtung gleich, so ist
& T frx
Epr = EI-coszx.
Der Unterschied f in den Dehnungen in a-Richtung ist also
hochstens

2 2
F=1-cosly = 1-(1-% 4 -5 =gt (2.6)

Die Verzerrungen gps und £,5 werden von den unterschiedlichen
Dehnungshypothesen sicher in noch geringerem Mafe beeinfluft.

Wenn auch der Winkel y stets klein ist, weil er sich zwischen
den Grenzen y = 1 Yo/2 , den Schalenoberfléichen halten mug, so
ist doch yg die Gropenordnung, in der auch das Verh&linis von
Biegesteifigkeit zu Dehnsteifigkeit der Schale liegt. Diese
Grépgenordnung ist die kleinste, die in den folgenden Ableitungen
noch beriicksichtigt wird. Man darf also nicht erwarten, dap sich
aus den folgenden Ableitungen, denen Hypothese II zugrundeliegt,
dieselben Ausdriicke ergeben wie sie in [1] und [ 2] angegeben
sind. In den Koeffizienten von yz sind Abweichungen zu erwarten.
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Setzt man nun Gleichung (2.5) in die Gleichungen (2.4¢), (2.4e),
(2.4f) ein, so ergibt sich

1 1 owy ~
« v Ty oy =0
sin® & vy 1 aw,
ol b + AL _
a Oy (S/n @) a-sin8 3B 0 (2.7a - ¢)

1 Buy ‘i(m:
a Oy % % or)

i
[}

Die Gleichungen (2.7) sind ein homogenes System linearer par-
tieller Differentialgleichungen flir die Verschiebungen Uyy V.
Wy

Die Verschiebungen eines auf der Schalermittelflédche gelegenen

Punktes P*(a,ﬂ,o) in Richtung der Koordinaten a, g, y seien
U, v, W.

X"

ur(a,/B,U) = yla,B) = u
vp (@,8,0) = vi{a,B) = v (2.8)
w%(a,B,O)

wia B) = w

Nun kann man das Differentialgleichungssystem (2.7) und die
Beziehungen (2.8) dazu benutzen, die Verschiebungen Uy, Vyo
Wy eines Punktes P(a,B,Y) auszudiucken in den Verschie-
bungen u, v, w seines Fuppunktes P (a,8,0) auf der Schalen-
mittelflédche und den Koordinaten «, B, y des Punktes P.

Plir das Differentialgleichungssystem (2.7) fiihrt ein Potenz-
ansatz in y zur Losung:

u?'(a//‘;ly‘) = U(O(‘/j) +A13’ +A2X2+A3Z‘3 +A4y‘#+ cor

i

vy (0,8, ¢) via,B) + B,y + Byt + Byt + Bgt 4 (2.9)

Wp @B, 4) = wio,B) +Ciy + Cop+ Gy’ + Cpt+

Piir y = 0 sind die Gleichungen (2.8) erfiillt.
Die Potenzreihen kdnnen in den hSheren Potenzen von y abgebro-

chen werden, da y <! ist.

Die Faktoren A, B,, 04 (n=1, 2, 3, ...) sind Funktionen von
u, v, w, &, B. Sie sind von y unabhingig. Diese PFaktoren miissen
nun bestimmt werden.
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Gleichung (2.7a) kann umgeformt werden zu

Swr _

ay Yy
Aus den Gleichungen (2.9a), (2.9c) wird damit

Uy = U - Ay _AZXZ"A3Y3“ALYL"" (2.10a)
_laa\; = 020, +3C, 4 +AC, T + 50t (2.10D)

Koeffizientenvergleich von (2.10a) und (2.10b) ergibt:

C, = -u

G = -+A

C; = “%Az (2.11)
C = -ThAs

G = -1a,

Gleichung (2.7¢) kann umgeformt werden zu:

Mit den Gleichungen (2.9a), (2.9¢) wird daraus:

5“t

3y = At 2Ap F3Ag P hAy  H B As (2.12a)
Lot (e ) Ow ) Lo 96y 2
« Ba( x ) (w-a Ba) *(Q @ aa)y'+<C? @ Ba)y !
9C;y 3 G, 4
+(C3—o«~67&1)3r +(C4—a'a—a)3f o (2.12b)

Koeffizientenvergleich der Gleichungen (2.12a) und (2.12b) er-
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gibt unter Benutzung von Gleichung (2.11):

A, = w-a‘-‘%
b = oo §2) = ~Fluma 32)
Ag =§1‘(Cz-a<~g—iﬁ) - _%{w_a‘%wz%) (2.13)

und Gleichung (2.11) ergibt mit Gleichung (2.13):

1 1 aw
C, —-"-Z—A, = ———Z(W—O('—-ao()
1 ! il
C; = -TAZ = +?(U"(X'—Eg-) (2.14)
- -L e r (g W, 2 B
G Fhs Y (w-a & 50(2)
Gleichung (2.7b) kann umgeformt werden zu:
. 3 v aw,
2. =2 r. ) = 2% 2.15
sin”8 Gx(sinaj an ( )

Aus der linken Seite der Gleichung (2.15) wird mit Gleichung
(2.9b):

8 V. dv

2. S & SR - .

sin* @ ay(s/na) 3y sin@ - vy C0s8
—'Lav -sin @

7y (B, +2B,y +3By g’ + 4B, 4%+ .. )

2
(sin ¢ + g-cos 1 - %SI'nz}——ggcosz}+... )

" vy -cos B = (v+B g+ Byt + Bygt+. ) ,
2
“(cost —y-sind ——’Zﬁcosz} +é£5/nz}+...)
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d V.
‘2 & SEEE U —y. .
sin @'83* (sm@ ) sin ¢ {(B, v col ¥) +(ZBZ+ v) yt

+(353+-—2’ B,+Bz-cm‘ﬁ+~27-vzcolz})-y‘“

(LB, ~Fv + 2By cot v+ LB cotd) y + ]} (2.16a)

Die rechte Seite von Gleichung (2.15) wird:

aw, dw  acC ac 8Cs 3
Wy oW B Y2 2 T3 -
a8 R A A T I A (2.16D)

Koeffizientenvergleich der Gleichungen (2.16a) und (2.16b) ergibt
unter Benutzung von Gleichung (2.14):

1 6_vy~
B1=V-Cofz}—m'€/3
8 = -1 _“'___Aﬁg)
2 2 sind 48 (2.17)

cotd du 2 aw x  Bw )
sind 98 sind 88  sind dx 9B

B3=~—é—(v-cofz}+

2c09-1 Bu | _a  _Qu? 2ot dw  2a-cotd 8w

- 1 Lot vy . .
8= 5 v+ sind 88 | sind 0xdB sind 0B sind  0a 9B

)
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2.4. Die Verzerrungen der Kegelschale

Flir die Weiterrechnung empfiehlt sich die Einfihrung einer
Summationsschreibweise.

Setzt man Ag = u
By = v (2.18)
CO = w i

80 lagsen sich die Verschiebungen Uypy Vyy Wy gemdp den Glei-
chungen (2.9) anschreiben als:

ur==§:Anﬁ-ym
m=0
Vy‘%sm'fm (2.19)

...oo LM
Wr—n%Cm ¥ .

1

und cot & in
n 8

Ferner miissen die trigonometrischen Punktionen p
eine Reihe entwickelt werden:

(2.20)
cot 8 =

Die Koeffizienten Ay, Bmy Cmm der Gleichungen (2.19) und Ty fm
der Gleichungen (2.20) gind fiir m = 0, 1, 2 in Tafel 1 zusammen-
gestellt. Dabei wurden fiir die partiellen Ableitungen einer be-
liebigen Funktion f = f(a,B) die folgenden, zweckmédBig erschei-
nenden Abkiirzungen eingefiihrt:

ST T
fr= X Fx fr= simd 9B
2.21
fll - azvﬁi VLA [ . 62f . "= 1 R 62f usw ( )
do? ! sin?d 8x 88 ' sin?d 8B3¢

Mit diesen Abkiirzungen sind die nachstehenden Rechenregeln zu
beachten:
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' 8 8t :
- = f Las) =t Ly et f) = 2F +4f '+
8 fuprupn Daf) =2 p 2 e ) = b1 b
% B f da (& da
S Tt S A N PR e VDU I P R L
% B B % B
(2.22)

Aus den Gleichungen (2.4a, b, d) wird mit Benutzung der Glei-
chungen (2.19), (2.20):

& A
e = .
oo rg:o da Y
e m . 88 =
€pp = _ZL Eo[Am+,§,( 6/3n “nen *Cn'fm-ﬂ)]Axm (2.23)
& 1y 8 An 88
o =SS 5 -] S

€an = Zfa/:: ’ X'm

m=0
eap = > bop 1™ (2.24)
m=0
€ap ‘2.05:;3 ?fm
mit
o Fpy = o a;lm
by = A+ 3y (G T # G e (2.25)

& A 4B,
D([;'/; =Z_ai3_n_.rm-n_5m+0(' Bam .

ne=0

Die Koeffizienten ET“, Erp"ﬂ, E’:,; der Gleichungen (2.24) sind in
Tafel 1 aufgestellt. Damit sind die Verzerrungence,,, £ps » E«p der
Schale bekannt als Funktionen der Verschiebungen u, v, w der
Schalenmittelfléche.
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usauo T4 yuUNg
*I39WOUOSTIY pPuUn UsFUNJIILSZISA ‘USTUNQSTYISISA JINJ USYTSIZUS404 JOp USIUSTZTIISON :T 18181

0= o= o=w
wt 9= g wh T3 = g wh T = A
[~ oo (=]
o=w o=w o-w
g urs
Ex.@Mn ; w .W@Mn 993 Ex.EmMux\,
0=w o=w
s uauoIpUny  ayasiuyawouoblyy w? e M = 003 ygbunliazis wh Yy M - *n  :usbungangos.ap
A2 4 Z 4 4
[mem -_ES{,HLMJ: +.:€N~8+ﬂ-v ﬁ..}\smml\s.g%ﬁ .m.v_?ouw..uﬂ +N % +N- ({1,402 + ﬂv A A 4
M= M [ A+ A-D-] @103 M- M= M09 -1 J00- A
A+ A-DN M- Q02+ A+D nla
o, ¢/g/ 0o,
a0 ERRS R w
(L +,109) 0 joo g 00+ £ (Mm=m) - (n-nm<- (n-mL- 1
[ {4400~ £ 402~ n- M= 0]02-A M= M !
§ 109 J M A n| o
“4 fouis- “ “ag “y w
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Die Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen (2.24), (2.25) sollen
mit denen bei Nollau [2] verglichen werden. Gleichung (2.6) gab
schon den Anhalt, daB Abweichungen in den Gliedern mit% yz Zu er-
warten sind.

Filhrt man die Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen aus [2] in
die hier benutzten Bezeichnungen iiber und entwickelt alle Brii-
che, bel denen y im Nenner auftritt, in Reihen, so zeigt sich
die Richtigkeit der Fehlerabschitzung (2.6): fiir m = 0 und

m =1 sind die Koeffizienten Eg,, Eps, Enp identisch. Unter-
schiede ergeben sich fiir m = 2,

Man erhilt aus [2 ] :

- Eéa =0
a-f,:ﬂ = u-cot’d +cot ¢ [w-cot?d +w'+ w| (2.26)
a-iﬁ=u5mfﬁ+whﬂ—W+wﬂ

Die Werte aus Tafel 1 fiir m = 2 und die Gleichungen (2.26)
zeligen, dap numerische Unterschiede in den Verzerrungen wesent-
lich vom Schalendffnungswinkel ¢ abhingen. Die Unterschiede ge-
hen umso mehr zuriick. je groper cotv ist, d.h. je kleiner ¢
ist und damit je steiler die Kegelschale ist. Beim Grenziiber-
gang zur Kreiszylinderschale, der sich aus v-—=0 ergibt, stim-
men die verschiedenen Ausdriicke dann iiberein. Das mupf sich er-
geben, weil die Hypothesen I und II fir die Verzerrungen mit
¥-—=0 , a—=o gleichfalls ineinander iibergehen.

Differenzen zwischen den entsprechenden Ausdriicken treten vor
allem in den Termen der Verschiebungen u und v auf, bei w
sind sie gering. Die Verschiebungen wu und v liegen aber bel
Schalentragwerken allgemein eine Gréfenordnung niedriger als die
Verschiebungen w, so daf erst fiilr groBe Winkel % eine wesent-
liche Abweichung in den Resultaten beider Theorien zu erwarten
ist.
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Als Sonderfall sind in den Gleichungen fiir die Kegelschale die
Gleichungen der Kreiszylinderschale enthalten. Die Koordinaten
der Zylinderschale seien x, ¢, z und der Radius r. Beim Grenz-
iibergang sind dann die folgenden Gesetzméfigkelten zu beachten
(siehe Bild 5):

?

S N
3

| g

5

£

P8,y 3| |Pix.g2)
Pa, B, g% P*x, )

l-—a——‘} ———r‘——izL—m

Bild 5: Kegelschale und Zylinderschale

t—=0 ; Qoo ; o p—=—z ;
cot f—==oo a-sind=qg-—=r ; ai-coh}—-——; ; (2.27)
af __ ar . of _ . 8f
da x ! on 8¢
: _Ou _ Pw
z;’fz)eo(a Exx = Fy vt z
; = v, Lo (o1 8w 2+(Lows L Pwy 2
ngogﬂﬁ_ S = ﬁtp+f" v (’“ZW re (Vz) ("3 r? ‘PZ)
. 1 du v 1 Bu, 1 dv_ 2 d*w
gn'z)iuﬂ = 5x¢“?'3§+_x+(_ﬁ'7+r ax " r axa(p) z*
1oou, 1 Fwy 2 2.28
+(r3 d¢ r? 6x6¢> z ( )

Die Gleichungen (2.28) sind identisch mit den Ausdriicken in der
Fliiggeschen Theorie der Kreiszylinderschale (siehe z.B.
[3, 8. 2121)).
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3. Die Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen

3.1, Herleitung der Differentialgleichungen

Die Biegetheorie der diinnen Schalen 1&ft sich zurlickfilhren auf
ein System von drei gekoppelten linearen partiellen Differen-
tialgleichungen fiir die Verschiebungen wu, v, w der Schalen-
mittelflidche. Diese sind die Gleichgewichtsbedingungen eines
Schalenelementes in den Richtungen der drei Verschiebungen.

Bei Wlassow [4, S. 161 ff.] sind die elastischen Grundgleichun-
gen fiir ein orthogonales krummliniges Koordinatensystem angege-
ben. Dabei werden die Gleichgewichtsbedingungen in den Spannun-
gen an den Elementflichen aufgestellt; die Spannungen lassen
sich iiber die Verzerrungen in den Verschiebungen ausdriicken. Er
erh&lt schlieflich [4, Gleichungen (5.17)]

(A+2v]) HZH”%% ‘ZV[EQB‘<H3 wt’)—%(szﬁ)] *Hy Hy B =0

(A+2v)—f_£l'g—/34—2v[% (H,wa)-a%(ﬁawx)] YHyH By =0

(A+2v )H’52~%—2v [ (tywp)- 5‘% (W, wo)] * HiHy Py =0
mit =(7-+~£‘i(7;}—-m und v - z(im

Hier soll nur die Losung des homogenen Gleichungssystems

(By = Bp = Py = 0 ) untersucht werden. Fir die Partikularlo-
sung bietet die Membrantheorie bei stetiger Lastverteilung,
kleinem Wanddickenwinkel vy, und nicht ganz flachen Schalen
guten Ersatz.

Die Gropen A (Volumdehnung) und w (Drehwinkel) kinnen aus den
Werten € der Tafel 1 bestimmt werden. Schreibt man mit diesen
Werten das Gleichungssystem [ 4, Gleichungen (5.17)] an, so be-
geht man einen Fehler: Infolge der geometrischen Hypothesen
(2.5) sind die Schubverzerrungen Epy = €px = 0. Damit ergeben
sich bel diesem Vorgehen auch keine Querkrdfte. Gleichung (2.5)
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ist jedoch nur im Hinblick auf die Geometrie zu verstehen. Sie
soll ausdriicken, dap die beiden Schubverzerrungen Epy und €y«
und die Dehnung Eyy gegeniiber den drei anderen Verzerrungen
€xxs Egp s €ap klein sind und daher die letzteren unwesentlich
beeinflussen. Sie sollvnicht besagen, dap die Querkridfte beim
Gleichgewicht vernachlidssigt werden konnen.

Im vorliegenden Fall lassen sich die Gleichungen [4, (5.17)] der
raumlichen Elastizitédtslehre also nicht verwenden, weil sonst
die Gleichgewichtsbedingungen verletzt wiren.

Meistens beschreitet man zur Aufstellung der Verschiebungs-Dif-
ferentialgleichungen folgenden Weg: man formuliert die 6 Gleich-
gewichtsbedingungen eines Schalenelementes, drei Krdfte-~ und
drel Momentenbedingungen in Richtung «, B, Y. Momente, Normal-
und Schubkrédfte driickt man iiber die Spannungen und Verzerrungen
in den Verschiebungen aus. Zwei Momenten-Gleichgewichtsbedingun-
gen liefern Ausdriicke fiir die darin enthaltenen Querkr&fte, und
mit diesen Ausdriicken ergeben die drei Krdfte-Gleichgewichtsbe-
dingungen die gesuchten Differentialgleichungen. Dieser Weg ist
in [ 1] und [2] fiir die Kegelschale aufgezeigt.

Im folgenden sollen die gesuchten Differentialgleichungen aus
dem Variationsprinzip gewonnen werden. Bei Anwendung des Prin-
zips vom Minimum der potentiellen Energie bietet das den Vorteil,
daf man mit vorhandenen Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen
diese Gleichungen rein formal aufstellen kann, ohne noch einmal
auf die geometrischen Verh#ltnisse der Schale eingehen zu miissen.

Die Beziehungen fiir die Energie der Schale werden mit der Annah-
me gewonnen, daf die Verformungen wu, v, w klein sind gegen-
iiber der Schalendicke. Dies entspricht einer Rechnung nach Theo-

rie I. Ordnung.
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3.2, Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt:

Von allen mdglichen Gleichgewichtslagen nimmt ein System
diejenige Lage ein, filir dle die potentielle Energie ein
Minimum ist.

Die potentielle Energie I setzt sich zusammen aus dem Potential

der #uBeren Krdfte Ty und dem Potential der inneren Krafte T; .

[}

T = T, +T, (3.1)

Mit
Ty= - 2Aq s T o= - A
wird daraus
T = -2Ag-A; . (3.2)
Aus dem Energiesatz Agq+ A, =0
erhdlt man schlieglich
77=+2A-—A,‘=+A,‘. (3.3)
Das Prinzip besagt
T =+A =Mn
oder: die erste Variation des Energieausdruckes muf verschwinden

o/l

0 oder

A= 0. (3.4)

fl
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3.3. Die Formdnderungsarbeit der Kegelschale

Die innere Arbeit oder Formédnderungsarbeit einer Schale sei Ai’
die auf die Volumeneinheit bezogene Form&nderungsarbeit sei 8.
Es ist:
Eaxa Eap Eyy Eupp Eny Eya
-q; = f Bocex A€ * fsﬁ,,de,,ﬁ + fo-”de” +[O,pde +f6,,,,dep,, +/6,,,de,a. (3.5)
0 0 0 0 0 0

Mit Gleichung (2.5) vereinfacht sich die allgemeine Gleichung
(3.5) zu:

Ea Expp

Epp
-aq; = f6aad5ua +f6/3ﬁd5/3/3 + 60‘/3 de(xﬂ . (3.6)
0 0 0

Das Hookesche Werkstoffgesetz lautet:

£ 8xa = Ouo™HOpp = Hbpy G-Eap = Oup
Ereps = Ogp = UGypy ~ 16y G epy = Gpy (3.72 - £)
Eoepy = Oy ~MOua™ Ubpag G eya = Opu

Pihrt man auBer der Hypothese (2.5) auch noch

6y =0 (3.8)

Ty

ein, so vereinfachen sich die Gleichungen (3.7a, b, 4), nach
den Spannungen aufgelfst, zu:

£
B = -2 (Exex * M- €gp)

£
6pp = Ty—z (epp + 1 Exan) , (3.9a2 - ¢)
E
bap™ O eap = Frrip) Exp
Es sei darauf hingewiesen, dap die beiden hier verwendeten Hypo-
thesen Eyy = 0 und 57r= 0 iber die Gleichung (3.7c) zuein-

ander im Widerspruch stehen und fiir p * 0 die Beziehung
b = —Gﬁﬁ ergeben. Dieser Widerspruch wird aber in allen klas-
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sischen Abhandlungen der Platten- und Schalentheorie still-
schweigend in Kauf genommen (siehe z.B. bei Girkmann [6, S. 468,
Gleichungen (1190)]). Br erscheint vertretbar, weil die Erfil-

lung der Gleichung (3.7¢) hier von untergeordneter Bedeutung
ist.

Es wird Gleichung (3.9) in Gleichung (3.6) eingesetzt, wobei man
beachtet, dap die Werte g4, und €sps proportional von Null bis
auf den Endwert anwachsen.

1 £ 2 2 1-u
7 1_N2{5a“+e,,,,+2uswe,3,,+-~2—~ei,,} (3.10)

-q; =

Die Form&nderungsarbeit der ganzen Schale wird:

~Aj = ‘faidV (3.11)
)

Dabei ist AV = ds,-dsy-dsy (siehe Bild 6).

Mit ds,= d«

dsp= ay-dB=~osindli+ycotd)dBb [y

dsy= ody o
wird
%
dV=ol(1+y-cotd)sind dx dBdy  (3.12) )
¥,
&Y Element

Bild 6: Schnitt durch die Kegelschale mit Element
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Es wird
re+%

E ! I-u -
_Ai = —7—:"1—2—‘/.‘/.‘/‘ -?' {ei‘ﬂ*‘s;ﬁ*zﬂeuaeﬁﬁ + ‘—Z‘— Eiﬁ}az(7+fc0t‘l})slf72}d0( dﬁdy’
(F)y‘-#f:/g (3 13)

Mit Gleichung (2.24) wird aus Gleichung (3%.13):

y=+hz

-Aj= Z%/f/ —lelt{<f:(a)2+2[;a'5;a'x+[2f;a 'Eoz(zx +(£D1(O(>2] fz-f” '}+
H (F)y-%/z

H{(E5s Y #2805 g1 #2635 Eh0 + Eap ¥ ]y+ .}
+2“{[:‘°‘ Egp +[[°‘°°‘ Eop * Fae [ﬂo/s]f’“[fofaf/j/;*f;a E/;p +Ey f;,,Jyzﬁ.‘} +
’ Z:Zﬁ{(f;/s)z"ZE;p f;/g'g" +[2f:/1 [:p +([;‘/3)z] fz',_ . }]I ‘.

(14 ycot #) o° sin do d dy (3.14)

Die Integration iiber den Winkel y 1#8%t sich ausfiihren.
+¥ofp

[ar
~%f;

%

+8/s

[ray
-%/;

(3.15)

i
<

+hfp | 2
3 .
fyzdar T ke mit k=1
KA

Hohere Potenzen als yz kOnnen vernachlédssigt werden, da die

Integration iber y3 wieder Null ergibt und aus den Integralen

o . . \ . . , 2 %22 .
liber y" Glieder mit dem Multiplikator k =(f?> hervorgehen, die
gegen 1 vernachlissigt werden diirfen.
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Gleichungen (3.15) in Gleichung (3.14) berilicksichtigt:

...AI

[T L L (e + 2o £+ S (B2 +
“(f) 4

k{2 o Bl # (Eao )+ 2 Epg Epy +(Epp) +

24 [Equ Epp + B Eap * Eaabi] + %ﬁ[?f«:ﬁ Elye(E1 )]+
+2c0t [ Eao bl * Eap Epp] + 210 cOt S | En Epp * F Ega ] +
+(1-u) cot § - Eugblg }ﬂ'az»sim}‘ da dB (3.16)

Nun lassen sich die Werte aus Tafel 1 einsetzen. Es wird

A= sz —urpuu +uvtic- uw+—l-u +uu'vHe uw+l~liu
) 2 ¢
Ll S /T R RN o NP S b RN o/ LI BN
7 uv P uv + R v 2 'A% R v +2V
. ! 1+c? o, 1*U 1
tevw + g chw k[ A Sl +—puu 5 uut

1 . 1 wy, ! 12 1 it
t5uy +c((1+c’)~uw+—2~uw'+uw )+—2-pu +—2-u'u’+

u I'U u* ")+——,uu"v‘+ pcuw—lu v+

+ I;M "\/'+—27—u V+*;—C u W~’—Z—‘l—(1—3c)v +—_(l 3c? )vv'+

to(- L (-mvws 2(-wvw') - TE(1-3¢) v re($ (-wviw-

- —g—(l—,u) v'w"+21v'w— 7’ vw'-uv'w*) +77 cA(1+ct) wi+ %czww'+
rtww 7’w'z+pw’w" + w’w"+(7-/.x)w'2—2(1—/.1) ww!'+
+2i W' 4 uwhtwe + (1) whl + % w*?|}sind da dB  (3.17)

Hierbei wurde abkiirzend cot® = ¢ gesetzt.
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2.4. Variation der Forménderungsarbeit

GemdB Gleichung (3.4) ist zu bilden & Ay = 0.
Es ist

~A; =ff/"(a,u, wudid U v v viw wiwlw! wlw')-sin o do dB (%.18)
Es genligt die Variation des Integranden in Gleichung (3.18).

Fuir die Verschiebungen u, v, w miissen die variierten Funktio-
nen U=wu+w;f 5 V=v+ w, £, 3§ W=w+ wsy- f3; elnge-
fihrt werden. f1, fz’ f3 8ind beliebige Funktionen, die die-
selben Randbedingungen wie u, v, w erfiillen miissen. w,, w,,
w; sind reelle Konstanten. Fiir Wy = w, = wy =0 gehen U, V,
W in die gesuchten Lésungsfunktionen wu, v, w iiber.

Der Variationsvorgang braucht jedoch nicht ausgefihrt zu werden.
Die Losungen ergeben sich als die Eulerschen Differentialglei~
chungen, und zwar je eine fiir die Variation nach Wy, Wy, Ws.

(Fl - -8 O 0 oF 9 oF &' or 6 o
Y 8u Bx Bus 6B Ous B’ Buwe O3B Auep OB dugp

8F 8 B8F 8 oF &° oF 82 aF 8 oF

=0

=30 2 5 98 5 G v ¥ 5@ By 3 gy ™

oF 0 8f @ of , & 8F . @& oF 8 o

e i PR T = S W s ” 387 Bwgs
(3.19)

Su - Gu
do ' Yg an

Die Gleichungen (3.19) lassen sich auch darstellen als Opera-
toren der Verschiebungen u, v, w und deren Ableitungen :

Es bedeuten uy = 3 usw.

0

]

[Fla = Ly + Lyoo + Lyom

(3.20)

1
(=1

[F1, = Ly * Lytv) + Lyw =

[Fly = Ly #L00 + Ly = 0
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Die Operatoren, die sich nach Einsetzen der Gleichung (3.17) in
die Gleichungen (3.19) und Durchfithrung der partiellen Diffe-
rentiationen ergeben, sind in Tafel 2a angegeben.

Genauso wie die Tafel 2b zum Vergleich angegebenen Operatoren
nach Nollau [2 ], sind die Operatoren nicht symmetrisch zur Haupt-
diagonalen, das heift, es ist Ly # Lki' Obwohl rein formal von
den bel Wlassow angegebenen Beziehungen der rdumlichen Elastizi-
tdtslehre ausgegangen und die artgleichen geometrischen Hypothe-
sen, wie sie Wlassow flir die Biegetheorie der Kreiszylinderscha-
le formuliert, eingefiihrt wurden, konnte-die geforderte Symmetrie
der Operatoren nicht erreicht werden.

Moglichkeiten fiir eine Anderung im Differentialgleichungssystem
bestehen einmal in der Formulierung anderer geometrischer Hypo-
thesen, als der im Abschnitt 2.3. erdrterten. Eine Mitnahme der
Schubverzerrungen erschwert die mathematische Losung des Problems
ungemein; auch erscheint es fraglich, ob es geeignetere Hypothe-
sen als die von Bernoulli bzw. die flir diese Arbeit modifizierte
Bernoulli-Hypothese gibt. Zum anderen kénnteauch der Wegfall von
Gleichung (3.8) im Elastizitdtsgesetz noch Anderungen bewirken.
Eine Handhabe, die das Gleichungssystem zwingend symmetrisiert,
scheint sich nicht zu bieten, so dap man auch noch auf Probieren
angewiesen wire.

Ein Vergleich der in den vorhergehenden Abschnitten hergeleiteten
Differential-Operatoren gemip Tafel 2a mit den in [ 2 ] angegebenen
gemdf Tafel 2b zeigt nur Unterschiede in den mit k = y§/12 behaf~
teten Termen, was auch nach den Diskussionen der Gleichungen (2.6)
und (2.26) zu erwarten war. Auch hier stimmen jedoch noch die
wichtigsten Terme liberein, das sind insbesondere die hdchsten Ab-
leitungen der Verschiebungsfunktionen w.

Das in [2 ] angegebene Differentialgleichungssystem fiir eine Kegel-
schale konstanter Dicke weist auch keine Symmetrie auf, so dap die
Storung der Symmetrie also nicht allein auf das Wanddickengesetz
zurilickgefiihrt werden kann. Auch die Form der Schale wird dabei ei-
ne Rolle spielen.
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4. Losung der Differentialgleichungen

4.1. Lésungsansatz und charakteristische Gleichung

Die Gleichungen (3.20) stellen in Verbindung mit den Werten
der Tafel 2a ein System von drei homogenen linearen partiellen
Differentialgleichungen vierter Ordnung fiir die Verschiebungen
u, v, w dar. Es sind gemidf der LOsung des Variationsproblems
Eulersche Differentialgleichungen. Daher fiihrt in a-Richtung
ein Potenzansatz gzum Ziel, wihrend in f-Richtung ein harmoni-
scher Ansatz das Differentialgleichungssystem befriedigt.

!

00
u =ZA:n~le-cosm/3
v = z:@;-pL"~ﬂnnw (4.1)
w=§: C,:,px”’lcosm/}

Hierbei sei ¢ = %L (4.1a)
die dimensionslose Koordinate in Richtung o, bezogen auf eine
beliebige feste Linge [ .
n n
n 0 i - 8 a = £m
By du
Die drei Differentialgleichungen Tafel 2a ergeben mit dem Ansatz
(4.1) fiir jede Harmonische m drei lineare Gleichungen (4.2)

mit den Unbekannten A*, B*, C*.

Es gilt 9 (4.1v)

dy A+ dy B+ dyyC"

0 I
°© o

dy A"+ dpy B85+ dyy-C* (4.2)

dy A"+ dyp B+ dgy LT =0

Die Koeffizienten d;, des Gleichungssystems (4.2) sind von m
abhingig und enthalten die Unabhéngi ge A},, deren Index m hier
kiinftig nicht mehr angeschrieben wird, da sich die weiteren Un-
tersuchungen stets auf eine bestimmte Harmonische m beziehen
sollen. Das Gleichungssystem ist homogen und hat daher nur dann
von Null verschiedene L&sungen fir A*, B*, C*, wenn die Koef-

fizienten-Determinante det D verschwindet.
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dy dpp dg
det D = dy dyp dy| =0 (4.3)
dy dy dy

Diese Bedingung liefert eine Bestimmungsgleichung fiir die Eigen-
werte \' , die sogenannte charakteristische Gleichung. Mit der
Substitution

A=A+ 1/2 (4.4)
werden die Koeffizienten dj der Determinante (4.3) gem#f dem
lLosungsansatz (4.,1) aus Tafel 2a bestimmt.

Diese Koeffizienten dy werden in Matrizenschreibweise darge-
stellt als

dic = O}LH.Z) “aga b (4.5)
Die Koeffizienten der Vektoren 4, und der Matrizen ¥y sowie
die Elemente des Vektors { sind in Tafel 3 angegeben. Der Vek-
tor { ist nach Potenzen von A geordnet. Die d,; gehen aus
den d; hervor, wenn A mit -A und f mit -A° vertauscht
werden,
Die Ausrechnung der Determinante ist eine sehr miihsame Arbeit.
Die ungeraden Potenzen von A verschwinden, und es entsteht
eine Gleichung 8. Grades fiir A bzw. 4. Grades fir N :

le+gsl5+g47\l' +gz7«,? +g, =0 (4.6)

Die g; lassen sich darstellen als

¥/

¥*
9 = m"(rs-?"—)' g"(s-%,m)‘ G0 (4.7)

Die Koeffizienten dieser Vektoren und Matrizen finden sich in
Tafel 4.

Auch die in [2,‘G1eichung (16a - e)] angegebenen Ausdriicke fiir
8j lassen sich in die Form der Gleichung (4.7) bringen. Dabei
dndern sich nur die Matrizen q;. Splirbare Unterschiede im Er-
gebnis sind lediglich fiir dicke Schalen und grofe Offnungs-
winkel ¥ zu erwarten.
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Tafel 3: Koeffizienten der Vektoren 4% , der Matrizen ’19;-'k

und des Vektors f£.
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Tafel 4: Koeffizienten der Vektoren vm: ’ dér Matrizen gi
und des Vektors €

Auch die bei Nollau [ 2, Gleichungen (16)] angegebenen Koeffi-
zienten der charakteristischen Gleichung lassen sich in Form
der Gleichungen (4.5) ausdriicken. Die entsprechenden Matrizen
gf erh&lt man aus den in Tafel 4 angegebenen, wenn man dort die
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Elemente 815 mit % und & mit % multiplizieren, widhrend man &7
und &) Streicht. Die Anderungen in den Matrizen qr sind geriﬁg-
fugig und werden sich nur bei dicken Schalen auswirken. Obwohl
die Bernoulli-Hypothese abgedndert wurde, ergeben sich kaum Un-
terschiede in den Koeffizienten und damit auch in den Wurzeln
der charakteristischen Gleichung. Das kann als Anzeichen dafiir
gedeutet werden, dapB auch die Stoérung der Symmetrie im Diffe~
rentialgleichungs~System von geringem Einflup auf das Endergeb-
nis sein kann, was auch Wlassow [4 ] bei der Diskussion unter-
schiedlicher Theorien fir die Kreiszylinderschale bemerkt.

4.2. Wurzeln der charakteristischen Gleichung

Die charakteristische Gleichung (4.6) ist eine Gleichung 4. Gra-
des fir A, Aus ihr erhdlt man die 4 Wurzeln f,, Xz, x@, Ai. Sie
ergeben sich je paarweise konjugiert komplex oder reell. Aus phy-
sikalischen Griinden miissen die reellen Wurzeln f; stets positiv
sein,

Nun wird Wurzelpaar Aﬁ und XZ betrachtet. Die sich ergebenden
Werte flir A und A sind in Tafel 5 angegeben.

komplexe Figenwerte reelle Figenwerle
Losungen der , ) )
Gleichung 4.Grades | X;, =  tiv X;=%,>0; X,=%,>0
fur A ‘
M=t &t in, A=tE A tE,
daraus A : ~ .
>"5,5—_51-”21 l5=—§1 ; 5=_Ez
1 ! . ' . 1 1 _ !. ;= __1__ 1
, 1 xu=§’71W/=viW1 A B TP Sl Al
mit X = -5 ‘ {1 .- Vo " T gl o 1 '
d Asg= -7 2in, = E; 2, As=-8 7 E5ils’”§{7=gg
| ' 1 ]
Erwt =T EI‘"1 h 7Zr¢L = 7ZP Erd = ?r- 1

Tafel 5: Wurzeln der charakteristischen Gleichung

Die Eigenwerte X3, XA, Nq, Na werden entsprechend aus den

2 . . .
Wurzeln Ay Xi gebildet. Es zeigt sich, daf die Losung der
charakteristischen Gleichung stets wenigstens ein komplexes
Wurzelpaar X;p4,ergibt.
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4.%, Allgemeine LOsung des Ansatzes

Aus Gleichung (4.1) entnimmt man

2 . )«I 00
U= Ay ¢'™ - cosmB =3 u,, cos mB
m=0 m=0
oo * l, ) 0o i
V"ZBm‘?m'Sln mf3 =va'smm/3 (4.8a ~ ¢)
m~ md

S w N o0
w=2 Cp ™ cos mB =S wy,-cos mf
m<0 m0

i

Mit den Werten aus Tafel 5 fiir A, ergibt sich aus (4.8¢c)

wxzﬁf‘?k" r=12..,8. (4.9)

Komplexe Eigenwerte K',.. ergeben gedidmpfte Schwingungen fiir die
Verformung w in a-Richtung. Aus reellen Eigenwerten )\'p folgen
reine Potenzfunktionen. Piir komplexe Eigenwerte A'r ergeben sich
auch komplexe Integrationskonstanten C: , die auf reelle Kon-
stanten C, umgerechnet werden sollen.

Nach Tefel 5 ist: X, . =E&zin , r=1357 (4.102)

Gleichung (4.10a) wird in Gleichung (4.9) eingesetzt. Mit
Hilfe der Eulerschen Gleichungen

e ™« cosx ¢ isinx (4.11)
erhdlt man
Wy =S O (CE# €Y, ) cos(n, - Ing) #i(Ch ~Chyp)-sin(g,.-Inp)] (4.12a)
F
r=1357.

Mit . CamCh o+ Chy (4.13%a)
.13%a

und CN;‘ l.( C: - C:” )
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wird aus Gleichung (4.12a)
wm-ZQ?'r-[Cr<cos(qP-1np)+Cm,~sin(qp-m9)] : r=1357. (4.14a)

* *
Cp und Cp,y sind reelle Konstanten, Cp und Cn,; sind konjugiert
komplex.

Entsprechende Umformungen flir Ai und Bt ergeben aus Glel-
chung (4.8a - b):

U, “Z o [An-cos (n. - Inp) + Ay -sin (1. Ing)]

o (4.14a)
Vm=ng)?“[B,.'cos(rl,.-lng))+B,,+,<s/n(7]p-ln97]
b) Reelle Eigenwerte A:
Nach Tafel 5 ist: X, =& r=1, 2,...,8. (4.100)
. * * #*
Mit A, = An , B. =B , C = Cp (4.13b)

erhdlt man
um =Z?¥n . Ar‘
Vi = ST ob - B, (4.14b)

r

Wrn wngr'Cr

4.4, Verhdltnis der Integrationskonstanten

* #* ¥
Die Integrationskonstanten A, , B. , Cr sind miteinander iiber

* *
das homogene Gleichungssystem (4.2) verknlpft. A,. und B, sollen
nun in Gr ausgedriickt werden, bzw. A, und B. in C. . Aus dem ho~-
mogenen Gleichungssystem (4.2) folgt:

AL a g b A
e d e o 2 4.1
mit dy, dy dy dy dy = dy (4.16)
= e Cp =
dy  dy tyy dy  dy

Die Werte dy erh#lt man aus Gleichung (4.5), fiir die jetzt auch
der Vektor £ bekannt ist.
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Mit Av = ap Ch = ey Cpug
Ar'+1 = arwl Cr‘ + dr‘ Cr’+1
(4.172)
Bp = br‘ Cf’ - bm1 Cf‘*l
By ™ brap Cn b Cpyy
¥ P 3
und Qrra= Og 200
» .
brrar= be 105 (4.18)
¥ _ ® R
Cr;r‘+1 = Cp + G

erh#lt man liber die Gleichung (4.13a) und (4.15), (4.16):

* % ¥ ¥ ¥ % LR
L Slpta; gy - bacr +b5c;5

a, - L b X < (4.19a)
Cq + (::7 Cp * CJ
L4
. . = dpcy ~dych by = b c3 - bjcp
red sz - C;Z r+1 C;2+ C;Z
b)_Reelle Eigenwerte ):
Ar = a,C. B, = b, C. (4.17v)
¥ &
ar by
a. = — = .
P b = 2k (4.19b)

Damit lassen sich in jedem Fall nun die Werte Uy und v, der
Gleichung (4.8) bzw. (4.14) in Wy, ausdriicken. Als Integrations-—
konstanten tauchen nur noch die Werte Cp auf (r = 1, 250003 8),
die sowohl fiir reelle wie komplexe Eigenwerte reell sind,

Es zeigt sich, daf reelle Eigenwerte nur bei niedrigen Harmoni-
schen m auftreten. Jedoch sind auch dann nur 4 Wurzeln reell,
wdhrend sich die anderen 4 Wurzeln als konjugiert komplexe Paare
ergeben. Die Lisung ist dann eine Koppelung der Ansdtze (4.14a)
und (4.14b).
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5. Die Verschiebungen und die Schnittgréfen

5.1. Die Beziehungen zwischen den Schnittgrofen und den
Verschiebungen

Die Integration der Normalspannungen Oux 5 Opg DzZW. der Schub-
spannungen oup, Op, Uber die Schalendicke ergibt die Normal-
bzw. Schubkridfte, Plir die Momente muf der Hebelarm ay der
Spannungen mitintegriert werden. Siehe Bild 7a.

Ny =/GM(7+C-{)0& dy
%

-%
2

Nug =fo;,,(1+c-y)<x dy

Nao f[thxdy
(5.1a - D)

My =~ Ga,,(l+c‘f)azydy
My = =[om o’y dy
Map = __/‘Got/i(“'c'y) O(ardf

Moo = ~[Opa o v d

Mit Hilfe der Gleichungen (3.9) und (2.24) lassen sich die Span-
nungen in den Koeffizienten der Dehnungen ausdriicken.

Eg

Es seien D “ T die Dehnsteifigkeit
M

\ Z (5.2)
£y ,,D.ﬁi

und K= D 12

=0k die Biegesteifigkeit.
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Mo’

Abmessungen des Schalenelements

Bild 7b: Schnittgrsfen fir das Momentengleichgewicht am
Schalenelement
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Nach Integration liber vy erhdlt man:

Ny =0-alfo +kic £ +EL)+u(fan+kic £, + )]
o 33 - {-] IU ’3 ﬂﬁ ﬂﬁ

No = 0-olbyy +k g +plEoe+k L]}

Na = 0+ B (£ + k(e £rg # Edp )
I~ o
Npo = 0-7ﬁ ca{Egy + ko Eag}

My =K« { ox +Ecxu %k(c‘E:(a+f°3(a)+“[c'ff;ﬂ+f/;f’+:52k(c‘£/§ﬂ+[/§ﬂ)]}
My =Ko {QW 5k Eﬂﬂ*P[Eaa 5k f“d]
Mo = _K'%_'“?[C'f:ﬁ*f;ﬁ*%k(c"—r:ﬁ*f:ﬂ )

1...
Muw = K St o {E4y + k- Fag) (5.3)

In der Biegetheorie der Kreiszylinderschale werden bei den
Schnittkrdften die mit k behafteten Terme meist vernachléds-—
sigt; in den Momenten werden auperdem nur die Ableitungen der
Verschiebungen w berilicksichtigt (Donnel-Niherungen). Ahnliche
Ndherungen fithrt auch Nollau [ 2] flr die Kegelschale ein. Zah~
lenbeispiele zeigten jedoch, daf diese Ndherungen bei der
Kegelschale nicht statthaft sind. Sie konnen in einzelnen
SchnittgroBen das Ergebnis um mehr als 50% verfidlschen.

Lediglich die in den Momenten auftretenden Terme, die mit k be-
haftet sind (in den Gleichungen (5.3) unterstrichen), diirfen
vernachléssigt werden., Sie liegen in y bereits eine Potenz ho-
her als entsprechende Terme bei den Krdften, und Vergleichs-
rechnungen ergaben Fehler in der Grofenordnung 1%, bei ihrer

Vernachl&ssigung.
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Die Querkrdfte Q, und Qp gewinnt man wie iiblich aus den zwei
Momenten-Gleichgewichtsbedingungen (siehe Bild 7b).

Momenten-Gleichgewicht in Richtung o:

(M,
—-—6———da sin® dB +-57§’——d3da Myl sin® dff - O 11 B 3 ot =0

oder

QD‘-:B%(M;J'MA:(*M[.S“‘MIB) (5.4a)

Momenten-Gleichgewicht in Richtung B:

oM Mop &) . :
——873—& dB do + Q(_._a_o(L"L da sind dB + Mg, dat sin ¥ d ~ Qg dox o sin ¥ df =0

oder 1

. QB=~&—(M/3 +M‘;‘f3+MfXB+Mﬁ°‘) (5-4b)
Um die Ableitungen der Momente M, und Myp ausfilhren zu kén-
nen, driickt man letztere in den Verschiebungen aus:

Ma= Ko {=cu'+w"+ul-cv'+w +w")

(5.5)
M= K- (=) afc (v-v') - we+ w'' |

Damit wird

Qo = K{-c[3u'+u" e (2v +v™)] +3uw'+ (4 +,u)w”+w"’+p(2w"+W'")}+—17(M;3,,(—M,3)
Qg = K- {c(2v=2v"= ") = 2w’ 4 2w+ wh" |+ (M5 + M) (5.6)

Da infolge der geometrischen Hypothesen (2.5) nicht geniigend
Integrationskonstanten zur Erfiillung aller statischen Randbe-
dingungen vorhanden sind, miissen die Schnittgrofen Nug, Mup

und Q« 2u den Kirchhoffschen Ersatzkrédften zusammengefagt
werden.

Nog = Nog = COtD L Mg

(5.72 - b)

*) Hier ist die Ableitung in [ 2] mit einem Vorzeichenfehler
behaftet, der sich auf die Ergebnisse sehr stark auswirken
kann.
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5.2, Verschiebungen und Schnittgrdofien als Funktion der
Konstanten C

Die Gleichungen (4.14) ergeben mit den Umrechnungen (4.17) fiir
die Integrationskonstanten A und B die Verschiebungen u, v, w als
Funktionen der Konstanten C an.

S sel eine Wirkung, das soll heifen irgendeine Schnittgrége oder
eine Verschiebung oder irgendeine Ableitung dieser Gropen.

Dann 188t sich schreiben:

$=F 3t 8 [(B.C= PryyCray 1COS(9, 17 9)+(Bpy ot poCrusin (0]}, (5.8)

Mit

§m=Z9?'"[(p,.C,—p,..,C,,,)coshzrlnp)+(p,.+,Cﬁp,C,.,,)sin(qunp)] (5.9)
wird S-F-;',tm~§m_=f'~§§m . m=012, ... (5.10)
Fiir die Summation iiber r in (5.8) bzw. (5.9) ist zu beachten:
&) Komplexe Eigenwerte N : r=1, 3,5, T
b) Reelle Eigenwerte A_: r=1, 2,..., 8.

Es wird 1, = Py =Crpq = 0 und cosin, Ing)=1, sin(n.lng)=0.

Tafel 6a enthdlt die Werte F, tyn, p., und p.,, flr die Verschie-
bungen u, v, w sowie flir einige Ableitungen derselben.

Daraus erh#lt man gemdp Tafel 1 die p.-Werte fiir die Reihenglie-
der E;,,, E;Bﬁ s E';,ﬂ der Verzerrungen €, s €pp s €up -

Mit ihnen wieder lassen sich nach den Gieichungen (5.4), (5.6)
und (5.7) die p.-Werte fiir alle Schnittgropen angeben. Siehe Ta-
fel 6b.

Zur praktischen Berechnung von 5”, geht man am besten zur Matri-
zenrechnung iiber. Folgende Matrizen und Vektoren werden einge-
fihrt:

- 2
tan ; (5.11)
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S| tm |F p. fir reelle oder komplexe Eigenwerte A’
Eox u'

57 i n

oo |COSTB || - w

E:o( %UII

[/;/3 U+Mv+c-w

E;,,, cos mB ;1— —cu+(M-ct)w-w

Ef;p (i——M +c?). u+%u'+c[(—2'-—l‘12+c2)w+7’w’]
E:B “Mu-v+v

E,,:/; sin mB -& c(Mu-v+v)+2Miw'-w)

£, ME-c?)-u-Mu+ Flv-v)smclw-w)

Ny |cos mB E;wk(cf;ut’iu)+u[£,§,,+k(c-f,},,+f,§,,)]
Ng |cosmB E,;ﬁ+k-f,fﬂ+p(fja+k-fz)

0

Nup |sin mB 2 [E prkic fap*fa;a )
Nﬁa sinmB 1— [Eot[i*k Eo(/&]
My {cosmp [c o+ Fay+l(c Egp Egp))
Mg | cos ms ~[Egp+u- Elal

) K| " 1]
Ma|sinma | | -5 lc Eag + Evp

. 1~ o
Maa | 5in mB3 -'—zﬁ' Eap

Qo |cosmB| | =cl3ususp-M (vev' )] +ul-202 we (312 W'+ (s ) W'+ w"s M- Mao, ~ Mg
Qp |sinmB (1-wle@v-2v'-v") +M Q2w =2w'-w" )} =M - Mz + Mpa

N;/g sinmB |0 Nop — €k - Mo

Qo |cosmB| K| Qu + M Mup

In der 4. Spalte dieser Tafel ist unter u, u, E;a, Mpxsooo UBW.
stets der p.-Wert dieser Wirkung S zu verstehen!

Tafel 6b: Beiwerte p,. der Dehnungen und der Schnittgrigen


ibbaf
Textfeld


r e 4
&l
e
& b
& 4
& b,
ety
L & t/, J

Wen =

[- L
[

Ruo =

e,
€;
Men= |
&
[ p 0 0
0 p, 0
0 0 p
Poo ™

Da stets hochstens ein Eigenwert-Quatrupel reell

fon T

Ps
B

r-

by

- 56 -

-

mit e, = 95“ = gtrie
L. = cos(n.lng)
oy = sin(ny.Ing)
fir r=12357

0 -
0
-p,
Ps
Ps P
Ps Ps
Py ~Pg
Dy by |
mit e, = 9?;

far r=12...8

Ps
Ps
Py

th

ist,

(5.12a)

(5.13a)

(5.12b)

(5.1%b)

treten

m und R nie rein wie in Gleichungen (5.12b) und (5.13b) auf,
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sondern sie bilden sich fir vier Eigenwerte nach den Glei-
chungen (5.12a), (5.1%a), fiir die anderen vier nach Gleichun-
gen (5.12b), (5.13b).

Damit 188+t sich Gleichung (5.9) schreiben als

S.= m-p ¢ (5.14)

Die Wirkung S soll jetzt nicht - wie nach Gleichung (5.8) bzw.

(5.10) - nur an einer einzigen Stelle der Schale mit den Koor-

dinaten a und f bestimmt werden, sondern an allen ‘Gitterpunkten
eines Rasters mit den Koordinaten

%=? =0 P p und B =ﬁr:/32,-~,/3)<'

Dazu werden die Vektoren 4 und die Matrix T eingefiihrt.

cos (mf3,) sin(mf,)
cos (mB,) sin (mB,)

4n = cos (mf;) bzw. 4y = gin {mBs) (5.15)
bos(mﬁk) sin (mB,)

Der Vektor 4 lduft mit dem cos(mB) oder sin(mp), je nach dem, ob
tm = cos(mfB) oder t, = sin(mf) ist (Tafel 6).
w'(g;)
= | mip) (5.16)
W'(Q,‘)

mi(p) bestimmt sich dabei gemdp Gleichung (5.12a) oder (5.12b).
Damit erh&dlt man die Matrix Tm fiir die Grope §m = by §m an
allen i-k Gitterpunkten zu:

Ty = 41Tl (5.17)
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In Gleichung (5.17) #ndert sich bei der Berechnung verschie-
dener Wirkungen jeweils nur die Matrix R .

Schlieflich ergibt sich filr jede Wirkung

T = f‘-;?"rm (5.18)

Fiir die Bestimmung von f sind dabei zwei Fidlle zu unterschei-
den:

a) F = const. Es sei f=F (5.19a)

Gem#p Gleichung (5.18) ist die Matrix 7==§:?% mit den kon-
stanten Faktor P zu multiplizieren. "

b) F = PF(a)
Fap) 0 0
0 Fa,) 0
Bs ist f .- 0 Frogy - (5.19b)

Fea)

f 18t eine Diagonalmatrix. Dieser allgemeine Fall beinhaltet
den Fall F = const. als Sonderfall, fiir den f = F- g wird
(¢ = Eipheitsmatrix).
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6. Randbedingungen

Das homogene System erhdlt Verschiebungen und damit Spannungen
nur aus den vorzugebenden Randbedingungen (vergl. Abschnitt 3).
Gem#B den LOsungsansitzen fiir die Verschiebungen u, v, w (siehe
Gleichungen (4.1)) wird eine in Umfangsrichtung geschlossene
Schale vorausgesetzt; die durch zwel Fléchen «, = konst. und
@, = konst. begrenzt ist.

fir jeden Rand sind vier Randbedingungen vorzugeben, die auf
ein Gleichungssystem zur Bestimmung der 2x4 Integrationskon-
stanten C, ... Cq fithren, wenn man sie mittels der Gleichung
(5.14) formuliert. Die Randbedingungen konnen statischer oder
geometrischer Art sein. Eine statische Randbedingung schlieft
die jeweils zugehtrige geometrische aus und umgekehrt. Die sta-
tischen und geometrischen GrdéBen, iiber die bei Formulierung der
Randbedingungen verfiigt werden kann, sind nachfolgend aufge~
fihrt, wobel zugehorige Gréfen iibereinander stehen.

Statische Randbedingungen enthalten | Ny | Nep | Qa M
Aussagen
Geometr. Randbedingungen iber u v w w

Bine Koppelung zugehdriger Griofen iiber Federkonstanten oder all-
gemeiner iiber Federmatrizen ist bei elastischer Lagerung (z.B.

Anschlup von anderen Schalen oder von Randtrigern) méglich.

Die Randbedingungen konnen nicht homogen sein, da sonst die Ver-
schiebungen und Spannungen Null sind. Wenigstens eine statische

oder geometrische Grofe muP an einem der beiden Rénder von Null

verschieden sein.

Fir am Rand angreifende Einzellasten ist eine Fourierentwick-
lung anzusetzen. Die Ableitung erfolgt flir n Einzellasten
(Krafte oder Momente), die in gleichen Abstidnden liber den Um-
fang 2na eines Randes verteilt sind. Die Lasten miissen immer
auf einer endlichen Breite 2ae angreifen; ¢ kann allerdings
beliebig klein gewdhlt werden (Bild 8).
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p(B3) Linzellasten P
P
2ae
‘ SR - 3
n 2
0 - 2L 2n
lliee el [
oo | e |
n n
Bild 8: Funktionsverlauf p(p) fir n Einzellasten P
Die Fourierentwicklung fiir n Einzellasten lautet:
p(/3)=p+%p—'2 mr%m——@'cos(mm (6.1)
. m=n2n,...

Die Funktion p(B) spaltet sich auf in die gleichmiBig iiber
den Umfang verteilte Last

A ro (6.2)

und die in Bild 9 dargestellte Gleichgewichtsgruppe

p(B) = %22 , ";ﬂf-;;ne) “cos(mB) . (6.3%)
p(f)
P(r-neg)
2na-e
i , S - 3
R IR P ¥ it 3 f

=~
5

llle ¥ 5% )

e 2Ma L_ 2na [;
n

n

Bild 9: Gleichgewichtsgruppe aus n Einzellasten P und einer
Streckenlast p.
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Die Zerlegung einer am Schalenrand
angreifenden Kraft P, die mit der
Kegelachse den Winkel v einschlieft,
ergibt (Bild 10):

oberer Rand: N, = -P-cos(r-¥)
Ou = Psin-#)
fir t=F: N = -P-cos®
B8x = P-sind
unterer Rand: Ny = P-cos(T-4)
8u = = P-sin(t-9)
fleT=—g—: Ny = P-cos &
Qy = -P-sin ¥ (6.4)

In Tafel 7 sind die hiufigsten Randbedingungen fiir Einzellasten

und gleichmépig vertellte Lasten zusammengestellt.

Fir n =

Z 2 gibt die Reihenentwicklung (6.1) stets Gleichge-

wichtszustinde wieder. Die Formulierung der Randbedingungen

bereitet keine Schwierigkeiten. Die Sonderfédlle

m =1

m=0 und

miissen davon losgeldst werden. In beiden Fdllen ergeben

sich unabhingig von irgendwelchen Parametern zwei Doppelwur-—

zeln
T und

Dies fihrt zu
I 1
Xy =f =0
) i
A =8,

L}
-~

2 g
AT
X, =g =1
T (6.5)
Np =& = =2
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Die charakteristische Gleichung (4.7) 18Bt sich durch
N 2
A - %h + f% dividieren; die verbleibende Gleichung 4. Grades

liefert die anderen vier Wurzeln xuzqs aus
b 2
A+ g, A +tg, =0 (6.6)

Der Vektor 4 ist identisch mit dem aus Tafel 5, die Vektorengi
sind fiir m = O und m = 1 verschieden. Sie sind in Tafel 4a an-
gegeben. Durch die Eigenwerte N nach Gleichung (6.5) werden
Membranspannungszustinde dargestellt (vergl. [2] ).

Eine Lastentwicklung nach Gleichung (6.1) verlangt fiir m = 0
stets C, = Cg = 0, da die antimetrischen Gripen ﬁap bzw. v
identisch Null sind. Bei den Lastfdllen 2b und 2c¢ (Tafel 7)
sind die Fdlle la und 1b die Teilzustdnde fir m = 0. Fiir die-
se Gleichgewichtsfélle mup auch Gy = C, = O gesetzt werden,
da keine Membranspannungen anfallen, Im Lastfall 3a ist C; 0
fir m = 0, da Membranspannungen auftreten.

In diesem Fall, wie auch stets flir den Pall der PFourierentwick-
lung fiir m =1 (Lastfall 3b), welcher nie ein Gleichgewichts-
zustand sein kann, milssen die Randbedingungen des gegeniiber-
liegenden Randes eine Aufnahme der anfallenden Lasten zulassen,
miissen also wenigstens teilweise geometrische Bedingungen ent-
halten. Alle Konstanten werden von O verschieden angesetzt, auch
wenn vier von ihnen Membranspannungszustidnde wiedergeben.
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§'= 1_-/<£'2'CZ 1 o | @ |t || et | et | bt
a) m=0

%= w Al 2

g= | 1t | E V7|3 |5 | T | -3
b) m =1

G- |7 |« 42 |

gy = [ BLlggls |6 -2 P4 -3

Tafel 4a: Vektoren 9 und Vektor ©§ der charakteristischen
Gleichung (6.6) fir m = 0 und m =1

Seither wurde allen Formeln und Betrachtungen eine Schale in
Form eines Kegelstumpfes zugrundegelegt, also eine Schale mit
zwel Réndern. Fiir die an der Spitze geschlossene Kegelschale
vereinfachen sich die Randbedingungen: es wird C; = C; = Cp =
Cg = 0.

Bei langen diinnen Schalen beeinflussen sich gegeniiberliegende
Rénder nicht mehr. Numerisch wird das im Gleichungssystem, aus
dem die Integrationskonstanten bestimmt werden, deutlich; in
den Gleichungen fiir den der Randbelastung gegeniiberliegenden
Rand treten dann in den Koeffizienten gewaltige Grdfenordnungs-
unterschiede auf, die insbesondere bei hdheren Harmonischen m
105O bald iiberschreiten konnen. Dies berechtigt, Cs... Cg = 0
zu setzen.
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7. Programm fiir einen Elektronenrechner

Die bei der Durchrechnung eines Lastfalles aus Tafel 7 anfal-
lende numerische Arbeit ist sehr grof. Pir die Ausrechnung
aller Wirkungen aus einem eingigen Lastglied der harmonischen
Entwicklung einer Einzellast ist auch ein guter Rechner mit
einer elektrischen Tischrechnenmaschine mehrere Tage beschif-
tigt. Mehrere Glieder einer Reihenentwicklung zu erfassen, wie
es die Lastentwicklung vorschreibt, stdft auf kaum noch ver-
tretbaren Rechenaufwand.

Dabel erweist sich der Rechenablauf des dfteren als numerisch
recht anfdllig, insbesondere bei der Erfassung hsherer Harmo-
nischer. Befriedigende Ergebnisse erfordern wenigstens eine
6~bis 7-stellige Mantisse., Kontrollen sind oft schwierig oder
gar nicht durchfilhrbar. Rechenfehler sind daher nicht leicht

aufzudecken; sie kdnnen sich auf das Ergebnis katastrophal aus-
wirken.

Um zu numerischen Aussagen iiber die Biegetheorie der unsymme-
trisch belasteten Kegelschale zu kommen, erschien daher die
Programmierung des Problems fiir eine elektronische Rechenan-
lage ratsam.

Das Programm gestaltet sich bel Anwendung des Matrizenkalkiils
relativ libersichtlich, weshalb in den Abschnitten 4 und 5 weit-
gehend diese Schreibweise angewandt wurde.

Tafel 8 zeigt ein stark vereinfachtes Flufdiagramm fiir den Fall
einer Schale mit zwei Ridndern und einer Lastentwicklung, die
mit m=n 2z 2 beginnt (Gleichgewichtsgruppe). Nur die wesent-
lichen Stationen des Rechenablaufes sind angefilhrt. Flir jede
neue Harmonische m wird der grofe Zyklus wiederholt. Nach Er-
reichen eines belieblyg vorgegebenen max m wird die Rechnung
abgebrochen. Im aufgezeichneten FlupBdiagramm wird nicht auf die
unterschiedliche Behandlung reeller und komplexer Eigenwerte
eingegangen.
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Bei dilnnen, langen Schalen oder bei hdheren Harmonischen m
kénnen in den Zeilen 5 bis 8 der Gleichungsmatrix § extreme
Gropenunterschiede in den Koeffizienten auftreten (1050 und
mehr!). Im Gleichungssystem wirkt sich dies als vierfacher
Rangabfall aus. Praktisch bedeutet das: eine gegenseitige Be-
einflussung zweier Riénder aus Randbelastungen kann nicht mehr
erfaBt werden. Mit geniigender Genauigkeit fiir die weitere Rech-
nung kann die Schale als "unendlich lang" betrachtet werden.
Auch ist es mdglich, daB dann einige oder auch alle Punkte des
Rasters, an dessen Gitterpunkten die Wirkungen Sm bestimmt
werden sollen, soweit vom gestdrten Rand entfernt liegen, dap
diese Wirkungen wegen gewaltiger Grofenunterschiede in den Ele-
menten der Matrix f nicht mehr bestimmt werden kdnnen. Hier
kann ein vorzeitiger Abbruch der Berechnungen erzwungen werden.

Die mit diesen Erscheinungen verbundenen Abfragen und Modifi-
zierungen des Programms sind in Tafel 8 der Ubersichtlichkeit
wegen weggelassen; auch fehlt darin die Behandlung der Spezial-
f5lle m = 0 und m = 1. Im Detail bringt die Programmierung
eine Vielzahl von Abfragen, Entscheidungen und Fallunterschei~
dungen mit sich.

Das Programm wurde aufgestellt fiir die Rechenanlage ER56
(Standart Elektrik Lorenz) der TH Stuttgart, eine Maschine
von mittlerer Grope und Geschwindigkelt.

Berechnen lassen sich mit dem Programm sdmtliche Wirkungen in-
folge Randbelastungen an einem Rand nach Tafel 7 sowie Einheits-
lastzustinde infolge No, Nops Mas Qo fir beliebiges m. Die
Wirkungen werden an allen Stellen eines vorzugebenden Rasters
mit 9 =01y 95009 und B By s Bypseeos Bx Destimmt. Dabei
ist i E 40, k = 15 ; ik 100.

A

Rechenzei ten hingen wesentlich ab von der Anzahl der Harmoni-
schen m der Lastentwicklung, aber auch von der Grife des Ra-
sters, dem Lastfallu.a. Fir die Durchrechnung einer Schleife
des FPlupdiagramms Tafel 8 braucht der Rechner etwa 1 bis 2
Minuten.
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8. Beispiel., Schnittgrpen und Verformungen an einem
Konverter

8.1. Aufgabenstellung

Bild 11 zeigt System und Abmessungen eines 2zu berechnenden
Konverters.

Die einzelnen Teile des Systems sind:

1. Ein Tragring T mit Hohlkastenquerschnitt, dessen Querschnitt
als formtreu angesehen werden darf, da er durch zahlreiche
Schotte ausgesteift ist.

2. Oberhalb des Ringes zwel Kegelschalen K1 und Kz, letztere
endet oben frei.

3. Unterhalb des Ringes eine Kegelschale K;, an der unten die
Bodenplatte sitzt. Die Dicke und Aussteifung der Bodenplatte
berechtigen, dieselbe fiir die Rechnung als vollkommen dehn-
und biegestarr zu betrachten.

Gesucht sind die Spannungen und Verformungen von Schale und Trag-
ring aus dem Lastfall Eigengewicht der Schale + Ausmauerung +
Fiillgut = 1000 Mp bei senkrechter Stellung.

Fir die Rechnung soll diese Last zundchst als Gleichstreckenlast p
an der Innenkante des Tragringes angreifen. Die Eigengewichtslast
grelft jedoch iiber die ganze Schale verteilt an, die Last aus Aus-
mauerung und Flillgut wirkt hauptséchlich auf die starre Bodenplat-
te. Deshalb wird ein rotationssymmetrischer Lastfall betrachtet,
bei dem eine Last von 800 lip suf die Bodenplatte angenommen wird,
die am Tragring mit einer entgegengesetzten Vertikallast im Gleich-
gewicht steht. Vom Plillgut, der Ausmauerung und dem Elgengewicht
her kommen noch rotationssymmetrische Lasten, die liber die Scha-
lenfldche stetig verteilt sind und hauptsdchlich einen Membran-
spannungszustand ergeben, der weder fiir die Verformungen noch fiir
die Spannungen ins Gewicht fdl1lt und daher vernachlissigt wird.

® una

Die Last wird iiber zwei Drehzapfen Z an den Stellen B = O
g = 180° abgenommen, Die beiden Einzelkrdfte P werden in den
Tragring T auf eine Breite von 2¢ = 2-16° eingeleitet. Die Dreh-

zapfen 2 werden starr angenommen.


ibbaf
Textfeld


- 69 -

-
B,
3, =375~
< .
0 K,
Vi
A~
=50
° |
o 173
% N
“ kl
3
SN
S
I"Si\' o
1722 162 |\ %8 L [dTt=65
S 2684 % | %%
] T
. . I Y4
o 3632° { | 1456° ‘
g i P=500 Mp
B -85 i 1265
i fetpe | o el { =
fa55 o]
= l P=4,382 Mplm
P
1
KI
Alle MoBe sind Achsmafe
Dehn-und biegestarre Bodenplalle E=21-10° kpjem?
u=203

Bild 11: System des Konverters mit Abmessungen
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8.2. Lisungsweg

Das System ist aus verschiedenen Schalen, einer starren Platte
und einem ebenen Ring zusammengesetzt. Kontinuitdt und Gleich-
gewicht fordern an jeder Ubergangstelle die Gleichsetzung der
vier Verformungen u, v, w, w' und der vier Kraftgrspen Ny, Nus,
Qos Ma. Zur Losung bieten sich drei Methoden an:

1. Direkte Formulierung der Ubergangs—~ und Randbedingungen. Je-
der Rand fordert 4 Randbedingungen, jeder Ubergang 8 Uber-
gangsbedingungen. Der Ubergang zur Bodenplatte kann hier als
Randbedingung formuliert werden. Es ergibt sich also ein
System mit 32 linearen Gleichungen, das durch spezielle Uber-
gangsbedlngungen in den Verformungen zwischen den Schalen K,

und K und dem Tragring T noch auf 28 Gleichungen reduziert
werden kann.

2. Das Kraftgropenverfahren. An jedem Ubergang von einem Trag-
werkteil auf den folgenden wirken vier Einheits~Kraftgrifen
X;=1. Kontinuitdtsbedingungen liefern 12 lineare Gleichungen
fiir die insgesamt 12 unbekannten Kraftgropen.

3., Das Forménderungsgrifenverfahren. An jedem Schaleniibergang
wirken vier Einheits-Deformationszustdnde ¢ = !. Gleichge-
wichtsbedingungen liefern 12 lineare Gleichungen filir die ins-
gesamt 12 unbekannte Forménderungsgropfen.

zu 1. Vorteil: direkte Bestimmung aller Integrationskonstanten,
keine Superposition einzelner Zustdnde erforderlich.
Nachteil: umfangreiches Gleichungssystem; beim Aufstellen
uniibersichtlich; kann bei diinnen oder langen Schalen
Schwierigkeiten flir die numerische L&sung bringen.
Geeignet insbesondere flir mehrere Lastfdlle am selben
System.

zu 2. und 3. Vorteil: iiberschaubar; numerisch stabil.
Nachteil: viel Superpositionsarbeit.
Methoden 2 und 3 sind fiir das zu berechnende System gleich-
wertig.
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freier Rond

Ringtréger

—TP
)

Dig Uberzéhligen Ersalz -Schub-
kréafte sind so dorgestellt :

x Kraftrichtung v. Beschauer weg
© Kkraftrichtung z. Beschauer hin

B/ege und dehnstarre Platte

Bild 12: Grundsystem und statisch Uberzdhlige fiir eine Berech-
nung nach dem Kraftgrofenverfahren. Querschnitt
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Das System wird nach dem KraftgrdBenverfahren (Methode 2) be-
handelt. In Bild 12 sind die statisch Uberzdhiigen X1 bis Xn
dargestellt, wie sie an den Grundsystemen Kz, Kys T und K; an-
greifen. Im "Nullzustand" (){1...)(,2 = 0) ist nur der Tragring T
belastet. Aus dieser Belastung entstehen Verformungen &; an den
Stellen der uUberzdhligen X; (i = 5,6,...,12).

Die "Einheitszusténde" X; =1, X =0 (fir alls k + i) ergeben

die Verformungen &, an den Stellen k¥ (k = 1,2,...,12).

Flir die Berechnung des Nullzustandes ist die vorgegebene, nicht
rotationssymmetrische Belastung in eine Fourierreihe zu ent-
wickeln, denn die Schalentheorie erlaubt nur die Behandlung ei-
ner harmonischen Belastung. Alle Ubergangsbedingungen lassen
sich nur fir eine konforme Krifte- und Verformungsvertelilung
formulieren. Die statisch unbestimmte Rechnung mup also fiir je-
des Reihenglied m der Lastenentwickiung getrennt durchgeriihrt
werden.

Die Rechnung soll nach Behandlung der Reihenglieder m = 0,2,4,6
abgebrochen werden. Bild 13 zeigt die so erhaltene Anndherung
der Lastverteilung an die Eingellasten P. Die Ergebnisse recht-
fertigen den Abbruch der Reihenentwicklung nach der Harmoni-
schen m = 6.

bom

gleichmaBig verteilte Last Gber
eine Breffe 2¢ = 2-16°

Anncherung der Belastung durch
<\ & Glieder der Fourierentwicklung (m=02.4,6)

Bild 13: Anndherung der Belastungsfunktion bei
Fourier-Analyse
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8.3, Der Kreisringtriger

8.3.1, Der Kreigringtridger unter harmonischer Belastung

Eine geschlossene Darstellung der Theorie in [7] enthdlt einige
Inkonsequenzen. Die Theorie wird deshalb neu hergeleitet. Sie
gilt nur fir Kreisringtridger, fir deren Querschnitt Schwerpunkt
und Schubmittelpunkt zusammenfallen (doppelt symmetrische Quer-
schnitte).

Bild 14 definiert Koordinaten, Schnittkrédfte, Verformungen und
die Belastungen am Element der Lange ds = a dB.

di
+B
N
> A

4\ N % o5 o ¢ *
] \M Ay

& ds 7 “

Q K m,ds
\\\\\\L o§> W
¢
& Belastung des Verschiebungen

Element mit Elements

Schnittgrépen

Gleichgewichtsbedingungen am Element:

ZP(U)= 0
ZFM:O

2™ 0

2Mup= 0
My, = 0

Ezﬁﬁw)z 0

f .
Fir die Ableitungen nach B soll gelten %%; =f

~NdB -d@, - g, ds
dN-0,dB8 +nds

da, + q,ds

dM, - M,di -Q,ds +myds
dM;, * M,dB +my ds

aM, -Q,ds +m, ds

L]

]

i

u, v, w und
Verdrehung

(8.1a - ¢)
(8.1d -~ f)
(8.2)
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Aus den Gleichungen (2b) und (2c¢) erhdlt man fiir die Quer-
krifte:
Q, = N+ an

. (8.%3a ~ b)
Q, = ~a-gq,

Gleichung (8.3a) wird in die Gleichungen (8.1a) und (8.1f) ein-
gesetzt, ebenso Gleichung (8.3%b) in die Gleichungen (8.le) und
(8.14):

N+ N =-qgg -an’
d (8.43)

i

. . 5
My~ a-N a-m,+ d-n
M= M = —a-m,
e : (8.4b)
Mp= My = " a'q +am
Die Gleichungen (8.4a) gelten fiir den in seiner Ebene belaste-
ten Ring; die Gleichungen (8.4b) gelten fiir den quer zu seiner
Ebene belasteten Ring. Beide Gleichungspaare sind entkoppelt.

Das Elastizi tdtsgesetz flir die Schnittgrépen N, M,, M; kann
ausg demjenigen fiir die Kreiszylinderschale hergeleitet werden
(siehe z.B. [6] ), wenn man = 0 setzt und hohere Ableitungen
der Verschiebungen in Richtung der Erzeugenden streicht. Es
widerspricht teilweise dem in [ 7] angegeben.

v = £E (vi+u) + —£~z—2—(u+u")
a a

(8.5a - b)
£7,
/‘72 = agz (u+u™)
£
M, = EZ—"(’W"”X)
(8.5¢ - d)

6y e .
Mp = gz (X-w")

mit X=oqgx. (8.6)
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Verformungen und Belastungen miissen als harmonische Funktionen
von B so angesetzt werden, dap in jeder Gleichung nur affine

Gropen auftreten.

Ansdtze fiir die Verformungen:
(ol
u = D Uy, cosmB
m=0
o0

Vo= Dy, sinmB
m=1
(8.7)

o0
= > Wy cos mf
m=0

Qs = me' cos mf3

m=0

B3
i

>
[

Ansitze flir die Belastungen:

[
>y - sin mB

n =
m=l
o
q = 2., cos mB
m=0
00

q, = }—_'bq‘,m' c6s mB3
(8.8)
m= 2,m - sin mB

my,= 2,m, - sin mB

m,= 2.m; © €05 mf3
m=0

Ansitze fir die Schnittgrifen:

N = > Ny cos mB

" (8.92,b)
My= DM, cos mB

mO0
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M o= ZM,m - cos mh
m={

oo (8.9¢,d)
My =2M - sin mB
maf
Plihrt man noch die dimensionslosen Verhidltniswerte
GJT GZ'/L‘
= und Y, = (8.10)
1], ‘ Z 7,

ein, so ergeben die Gleichungen (8.5) mit den Ansétzen (8.7)
und (8.9):

a Ny= %%L[(VQ+’ —mt) Uy %'”7'Wn]

E7,

M= “ET'(l‘mU‘um )

(8.11

EJ

= S0 i -1,
£3

M= ot Y lme X+ mow]

Diese Bezlehungen setzt man in die Gleichungen (8.4) ein und
erhdlt: :

m*-1 \ @ 1

(=B iy v vy = g b gy emny)
2 (8.12a)
a !

m Uy + My, =ﬁ-‘(”m"5'mzm)

e

(1+mP %) Xy =P 1+ ¥,) Wiy = A
& (8.12b)

S X )y = 5 (00 ey

Fir vorgegebene Belastungen lassen sich aus den Gleichungspaaren
(8.12a) und (8.12b) die verformungen bestimmen. Aus ihnen folgen
mit den Gleichungen (8.11), (8.9) die Schnittgropen.

Der Sonderfall rotationssymmetrischer Belastung ist aus allen

Gleichungen leicht abzulesen.
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8.%.2. Transformation der Schnittgrtfen und Verformungen

Die statisch Uberzdhligen X5 ... X;; greifen gemdf Bild 15 an
den inneren Ecken A und B des Ringtrigers an. Es ist daher ndtig,
ihre Wirkungen auf den Schwerpunkt S zu transformieren.

Es sei ¢ = —2% , (8.13)

a

dann ergeben sich die Belastungen des
Ringtrdgers infolge der Uberzdhligen X
aus der nachfolgenden Tafel (verglei-
che auch Bild 14):

n q g, m, m, my
-d
Xog =1 g F70
- +4. b,
Xepo = 1 =1y 70
Xy =1 t1-¢
Bild 15: i ;
. - d -
Die statisch Uber- Xe/12= Tl #1y tTP | FT0
zdhligen am Kreisg-
ringtréiger
(8.14)

Umgekehrt miissen die aus den Lastzustidnden errechneten Verfor-
mungen der Schwerlinie auf die Eckpunkte A und B transformiert

werden:
id + d +._d_
Ugyg =U*72% =ut3=X oder Ung,, = Ym * 75 Xm
Vajg =<ﬂ‘v+%f,‘ t%-% VAIBg =@ V™M 5 U TN 50 Wy
b b b
WA/B =W"732=W_7EX WAIBm=Wm——2? X,—n
Xag = X Xay = Xm (8.15)
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8.3.3. Verformungen am Kreisringtriger

Systemwerte gemdp Bild 11:
a=3925cm b=585em d=2135cm t =t,=65cm

a-b
I b -
Q= a 092548 7a 0074522 “a 0,271

F = 3536 cm? 7 = 19212000 om*  J,= 2601300 cm* 7, = 7455600 cm*

=21.198 2 =L
E=2110"klem* u=03 6= Z{Iw)f 76 £

2.
01326 y, = L 0941,

67,
YT E 7

Exzentrlzltét der Krdfte P: e = 1165cm € =16° 8027925\

Kreisringtriger unter duperer Last:

Die gleichmépig verteilte Last p greift

@D [ ©) an der Innenkante des Ringtrégers an, die
i zwel Eingzellasten P = 500 Mp an den Stel-
! len § = 0° und B = 180° auf einer Breite
Y 2¢ = 32° mit der Exzentrizitit
| T e = 116,5 cm (Bild 16).
| P Es ist p = 438,14 kp/cm.
Q| ® P wird gem#f Gleichung (6.1) in eine Rei-
P1 I 135,75 he entwickelt, und zusammen mit p ergeben
sich die Lasten auf die Schwerlinie des
a=3925 £:1165 Ringes zu
Bild 16:
Kreisringtriger
unter Huperer Last q,(R) = - 810,98 z s:n(me) - cos(mf3) [kp/cm]
mh (8.16)
& sinime)
my(B) = - 63859 —94479~22,'4————~-cos(m/3) [kpemjem] .
me2h,..

Mit den Belastungen nach Gleichung (8.16) geht man in das Glei-
chungssystem (8.12b) und erhilt fiir jedes m = 0,2,4,... die Ver-



ibbaf
Textfeld


- 79 -

formungen X, und wmy und aus diesen mit Hilfe der Umformungen
(8.15) die Verformungen der Innenkanten A und B des Ringtridgers,
die bis auf das Vorzeichen die 6iO—Werte des Systems sind {(Ver-
formungen infolge HuBerer Last an den Angriffsstellen der sta-
tisch Uberzdhligen).

Die Belastungen des Ringtrégers infolge der Einheitslasten X; ...
X, = 1 entnimmt man der Aufstellung (8.14) und bestimmt iiber die
beiden Gleichungssysteme (8.12a) und (8.12b) die Verformungen ugn,
Vins Wmy Xm flir jedes m. Diese Verformungen der Ring-Innenkanten
sind die éik—Werte.

Die s0 ermittelten 610" und oik—Werte sind in Tafel 9 fiir m = 0,2,4
angegeben.

8.4. Verformungen an den Kegelschalen K,,_K;,_gz

Die Berechnung der 6ik-Werte an den drei Kegelschalen eriolgte
elektronisch mit dem in Abschnitt 7 beschriebenen Programm. Die
Einheitslasten X, .o Xy wirken gemédp Bild 12 einzeln auf die
Schalen. Die Verformungen im Sinne der statisch Uberzdhligen an
den Rd&ndern sind die 6ik—Werte. Fir m = 0,2,4,6 sind sie fiir die

Schalen K,, K K; in den Tafeln 10a, 10b, 1l0c angegeben.

z’
Iine durchgreifende Rechenkontrolle bietet hier die Forderung

8§, = &8, .
ik ki
fel 10a liegen die Fehler durchweg unter 2%, wobei zu beachten

auf Grund des Bettischen Reziprozitdtsgesetzes. In Ta-

ist, daB sich die 8-Werte an voneinander verschiedenen Randern
der Schale (zum Beispiel §,, und &;; ) noch um den Faktor ¢ =4/
unterscheiden, der das Verhdltnis der Umfinge am oberen und un-
teren Rand angibt. In Tafel 10c liegen die Fehler in derselben
Gropenordnung. Empfindliche Unterschiede bis zu 30% zeigen sich
jedoch fiilr m = 2 in Tafel 10b, wenngleich filir alle anderen m die
Symmetrie sehr gut ist. Der Fall m = 2 stellt die unglinstigste
Belastung einer solchen Schale dar. Fiir die flachere Schale KZ
stellt die Vernachlédssigung der unterstrichenen Terme in den
Gleichungen (5.3) wohl schon eine zu weitgehende Ndherung dar,
obschon diese Ndherungen auch in den "genauen" Biegetheorien
ghnlicher Schalen enthalten sind. Die Mitnahme dieser vernach-
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Verformungen & an der Schale K1 [em]

Tafel 10a
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m ! dy %, % a4
0 1 +500, 40 +19,669
3 + 19,668 + 14988
1 +398285 |+3528L3 |[+1898,5 -197 967
2 2 | +40014L  |+375172 |+2179.9 -199 065
3 |+ 25294 |+ 25154 |+ 17,040 |- 12509
L |-198321 |-1758L3 |- 938,65 + 98699
1 + 11644 |+ 98172 |+ 114,60 - 27926
i 2 + 98218 |+ 84267 |+ 101,67 ~ 23704
3 + 114,75 |+ 10175+ 25182 | - 24641
4 - 27935 (- 12,5182 |- 24613 |+ 69957
1 + 29218 |+ 23688 |+ 45929 | - 44016
6 2 + 23690 |+ 19429 |+ 37771 | - 36182
3§+ 45931 (+ 37770 |+ 17090 | - 55826
4 - 44028|- 36189 |- 55838 |+ 79,374
Tafel 10b: Verformungen 8 an der Schale K, [cm]
m { d'éi d;D“ d;1i d;zl'
0 g |+ 65477 +19,537
11 |+ 19536 + 11510
g |+1117,5 + 405,16 |+ 21,025 - 233,01
2 10 |+ 405,17 |+ 173,68 |+ 6,8987 |- 96,571
1M+ 21024 |+ 6,8983|+ 11482 |- 09422
12 - 233,03 |- 96577 |- 09426 |+ 11621
9 {+3311,3 {+1206,2 + 32,820 - 669,12
i 10 |+ 12062 |+ 45827 |+ 11,528 - 250,70
10 |+ 32817 |+ 11527 |+ 1,1932 |- 3,734k
12 |~ 669,18 |- 250,72 |- 37354 |+ 18754
9 1+40436 |+14083 + 41,943 -~ 59338
6 10 |+1408,3 |+ 50381 |+ 14,594 - 210,55
11 B 41940 |+ 14593 [+ 1,2431 - 45066
12 |- 593,43 |- 21056 |~ 45073 |+ 103,04

Tafel 10c: Verformungen & an der Schale K; [em ]
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lédssigten Terme bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten,
der Rechenaufwand steigt jedoch noch stark an. Fir das behan-
delte Beispiel sind die besprochenen Differenzen von unterge-
ordneter Bedeutung, da - wie man noch sehen wird - die Schale
K, fir das gesamte Tragwerk ohnehin nur eine geringe Ausstei-
fung bringt.

8.5. Gleichungssystem filr das Kraftgrogenverfahren und Auflosung

Jetzt kann das Gleichungssystem flir das gesamte Tragwerk aufge-
stellt werden, das fir jedes m in 12 Gleichungen 12 Kontinuitdts-
bedingungen enth#dlt. Die Matrix der éik getzt sich zusammen allls
den 5ik-Werten fiir den Ringtriger T und die Schalen K,, K,, K;:

(6] = [80] + ('] + [dh] + 6] (8.17)

Flir jeden einzelnen éik-—Wert sind allerdings hdchstens 2 Summan-
den ungleich Null.
Das Gleichungssystem lautet dann

[di ]uz,m ' {X*]uz,n - [—%](12,1) (8.18)

Die Aufldsung dieser Gleichungssysteme je fiir m = 0,2,4,6 ergibt
die Uberzéhligen X; gemdg Tafel 11.

m = 0 2 A 6

X, - 000389 | - 65633 - 262405 ~- 28889
X, - + 170359 + 507307 + 49222
X3 ~ 043683 - 397916 - 208,187 - 216048
X, - + 176077 + 64,1737 + 62607
Xg - 776427 | + 33789 |- 787710 | - 230845
X - + 373107 | + 264692 + 457748
X; +1.78,83 - 291573 + 144121 +188120
Xg — + 44,1924 + 895874 - 284783
Xq -~ 776407 + 415520 + 111,524 + 240609
Xp -~ ~1380,06 - 150,571 - 171395
Xy -1478,80 - 146,345 ~1051,41 -322608
X — - 406148 + 212,016 + 912725

Tafel 12: Uberzdhlige X, firm= 0,2,4,6.

MaBeinheiten [kp]-[cm]
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Die tatsdchliche Belastung der Schalen ergibt sich jetzt, wenn
man die Einheitszustidnde mit den entsprechenden Xi multipliziert
und summiert. Fiir jedes m lassen sich dann die Wirkungen (Ver-
formungen und Schnittgrépfen) an jeder gewiinschten Stelle bestim-
men. Dann ist noch iiber m (m = 0,2,4,6) 2u summieren.

Flir die elektronische Berechnung erweist es sich jedoch als prak-
tischer, jede Schale unter gleichzeitiger Wirkung sdmtlicher Xi
zu berechnen, wodurch man sich die erstgenannten Summationen
erspart.

Die wichtigsten Verformungen und Schnittgropen sind in den
Bildern 17 aufgetragen,

Die Verformungen und Schnittgrogen des Ringtridgers sind in den
Bildern 18 angegeben.

8.6. Korrektur-Lastfall

Pir die vorhergehende Rechnung wurde angenommen, dag die'gesamte

Last von 1000 Mp an der Innenkante des Ringtridgers angreift. Tat-
séchlich wird die Last liberwiegend iber die starr angenommene Bo-
denplatte und iiber Wandreibung an der unteren Kegelschale K; an-
greifen,

Hier soll als unginstigster Fall angenommen werden, daf 800 Mp an
der Bodenplatte angreifen. Die Krdfteverteilung fiir diesen Zusatz-
spannungszustand wird nun

, N bestimmt.
p =350kpjem Ringlriger 7T P Ny 3 ) )
] EEREER Gemdp Bild 19 werden die
TTTTTYH Krédtte p und p, an den
] Réndern der Schale K| in
' hale K, ~
Schale K, die Komponenten N, und H
Starre Lest
Bodenpiatte _ Hy ZerLegt.
l ¢ ‘ ‘ l l - Die Kréfte N, und Naierge—
ben einen rotationssymme-
p, = ki1 kplem Nof | B ¢ 7
trischen Membranzustand,
Bild 19: in dem die Schale nur durch

Zusatz-Spannungszustand Léngskréfte N beansprucht

wird.
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i u,v, w, e

R
4 S
] Py +00625
4
] 2 +0,0464
] g 3
1 +0314-10
1w
t + + } o
] 90° B8
)l 003 com 310,
’ 002 2-10
. 001 1-107°
-00531 ] " 0 0
-00660 | U Verschigbungen uv,w  Verdrehung a
-0.908-16°
7 Bild 18a: Verformungen am Tragring T
AMN
M‘l
+224-10% ]
o M.
|3 4 +66200
N
N 6
+797-10° - L +10710
M ot
2 N
=}
£
- 40900 : . — ' ; = -
w0° B
-6.11-10°
40-10° kp 10-10% kpem

7 30-10°
N 20-10° 5.0°
10-10°
0 0
Normalkraft N Momente

Bild 18b: Verlauf der Biegemomente My, M,, des Torsionsmomentes
M; und der Normalkraft N am Tragring T
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Am oberen Rand No = -55? = + 367 kplem

)

am unteren Rand Ny = 605'1} = + 462 kplem .

Die Horizontalkomponente H, am unteren Rand der Schale K; wird
von der starren Bodenplatte ohne weiteres aufgenommen.
Am oberen Rand der Schale K'1 wirkt die Horizontalkomponente
H = p-tg¥= 109 kp/cm auf den Ringtriger T. Auf seine Achse be-
zogen erfdhrt er daraus die Belastung

g, = 109 kp/cm

my= 109107 = 11670 kpom/cm .

Damit liefert Gleichung (8.12a) Up =~ 2,26-10° e
und Gleichung (8.12b) Xp= 175 107 cem .
Daraus wird d;D = -d,, = 4B 10_6
o = *250107° om
oo = = 702 - 107 cm
und damit X, = - 8,482 Xg = +19,732
X, = +171,3 X, = - 3623 .

Die Randschnittkrédfte am oberen Rand der Schale K" ergeben .sich

wa Ng = + 187 kplem
My = — 3623 kpcmjcm
Ma = — 108 kpecmfem .
Der Tragring erhdlt daraus die Beanspruchungen
N, + 4416 kp
My = = 1,391 10° kpem
My, = + 8237 kpem .

8.7. Spannungsnachweise

8.7.1. Spannungsnachweis fiir die Kegelschale

Gem&f Bild 17 erreichen die verschiedenen Schnittgropen an den
Schalen ihre Groptwerte an der Stelle, an der die Schale K'1 an
die Unterkante des Ringtridgers anschlieft (mit Ausnahme der unbe-

deutenden Schubkriafte Naﬁ)‘
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Die Schubkrifte und Drillmomente sind klein gegen die Normal-
krifte und Biegemomente, so dap der Spannungsnachweis auf die
Stellen P = 0° und B = 90° Dbeschrinkt werden kann. Infolge
Symmetrie von Belastung und System an diesen Stellen liegen
hier die Hauptspannungen in Richtung der Achsen o« und B.

[3 60(0( 5(3/_;
innen auBen innen | auBen
B/’ggegpamungs_ NO( =~ +1679 +305 + 305 NB = +1396 | +254 +254
zusland My=-3024 |- 600 |+ 600 |Mg=-979 |-194 |+194

0° | Korrektur-  |No=+ 367 |+ 67 |+ 67 |Ng=+187 |+ 34 |+ 34
sponnungszust. | M= - 362 |- 72 |+ 72 |Mg= - 106 |- 21 |+ 21

endgtltige Spannung - 300 |+1044 + 73 |+503

Biegespannungs-| N ~1279 | =233 |- 233 [ Ng=+1489 |+271 |+271
zustand My=-2037 |-404 |+ hOL |Mp= - 616 |-122 |+122
90° | Korrekiur- Ne=+ 367 |+ 67 |+ 67 |Na=+ 187 |+ 3& |+ 3k
spannungszust. | M= - 362 |- 72 |+ 72 |Ma=-108 |- 21 |+ 21
endglitige Sponnung -6L2 |+310 +167 | +448

Tafel 14: Spannungen am oberen Rand der Schale K'I [kp/cmz]

8.7.2. Spannungsnachweis am Ringtridger

Plir die Lingsspannungen aus Biegung und Normalkraft wird der
Nachweis an den Stellen § = 0° und B = 90° erbracht. Die Punkte
1-2-%3-4 sind die Eckpunkte des Ringtrigers gemdf Bild 16.

B=0° 6 G, 63 G

N = - 36435 -1 -11 -1 ~ 11
M;= +2103-10% -117 =117 +117 +117
My=+ 797108 + 90 - 90 - 80 + 90
- 38 =218 + 16 +196

/3=90° 61 6, G3 G,

N = + 70600 +20 +20 +20 +20
M= +932.10° | -52 - 52 +52 +52
M, = -~ 6,11-10% - 69 +69 + 639 -69
=101 +37 +1h] + 3

Tafel 15: Normalspannungen am Ringtréger [kp/cmZ]
Das Torsionsmoment erreicht mit M;= + 19,2-106 kpcm an der
Stelle B = 20° etwa sein Maximum. Es folgt 7 = 118 kp/cmz.
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8.8. Diskussion der Ergebnisse

Die 64, ~Werte flir die Schalen K, und K; (Tafeln 10a, c¢) und die
b-Werte fiir den Tragring (Tafel 9) sind von sehr unterschied-
licher Gropenordnung; das Verhdltnis liegt oft iiber 50:1. Das
zelgt die grofe Steifheit des Tragrings, insbesondere fiir die
nicht rotationssymmetrischen Fdlle m = 2,4,6. Trotzdem werden
die Beanspruchungen im Tragring um etwa 30% reduziert gegeniiber
einem Lastfall, bei dem die gesamte Last an Ringinnenkante an-
greift und nur suf den Tragring allein wirkt. Die Schalen erhal-
ten dabei an den Anschlufstellen teilweise wesentlich grofere
Spannungen als der Tragring. Die Volleinspannung der Schale K;
in einer starren Bodenplatte wirkt sich kaum aus im Auftreten
von Biegemomenten, als vielmehr in hohen Lingskrdften. Eine ge-
wisse Nachgiebigkeit der Bodenplatte wiirde eine gilinstige Span-
nungsumlagerung bringen.

Die Rechnung zeigt, dap die Lastentwicklung bis m = 6 fiir einen
Spannungsnachweis auf jeden Fall ausreicht. Die Verformungen
stellen sich hauptsichlich bei der Harmonischen m = 2 ein; sie
sind bei m = 6 bis auf etwa 1% angendhert. Fiir die Schnittgrs-
Ben bringt der FPall m = 6 hichstens etwa 10% Veridnderung im Span-
nungszustand; die Ergebnisse sind also sicher mit kleinerm Fehler
als 10% behaftet.

Der Spannungsnachweis im Abschnitt 8.6.1. und 8.6.2. zeigt, dap
der Behdlter den statischen Erfordernissen geniigt. Die Verfor-
mungen sind noch klein gegen die Wanddicke, womit die Vorraus-
getzungen der Theorie erfiillt sind.

Eine endgiiltige Kontrolle der Rechnung liefert die Uberpriifung
aller Kontinuitdtsbedingungen. Leider bringen die Kirchhoffschen
Ersatzschnittkrdfte am freien Rand der Schale ein groges Drill-
moment Maﬁ’ was sich im Rahmen dieser Theorie nicht umgehen l&pt.
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9. Zusammenfassung

Mit dieser Arbeit wurden zwei Ziele verfolgt.

1. Es wurde gezeligt, dap auch bei formaler Herleitung der Bie-
getheorie der Kegelschale mit linear verdnderlicher Wanddicke
aus den Grundgleichungen fiir das rdumliche Kontinuum dann keine
Symmetrie auftritt, wenn man die in der Schalentheorie iiblichen
Ndherungen einfiihrt. Die Operatoren L; sind von L,; verschieden,
fiir den Grenziibergang zur Zylinderschale werden sie allerdings
gleich. Die méglichen Ursachen dafiir liegen, wie in Abschnitt
3.5. erwdhnt, vor allem in den geometrischen Hypothesen. Die
Auswirkungen auf die numerische Rechnung diirften im allgemeinen
gering sein. Beachtenswert ist die nach Einfiihren der LOsungs~-
ansitze fiir u, v, w auftretende Antimetrie in den Koeffizien~
ten 4; bzw. d,; der charakieristischen Gleichung dergestalt,

daf die d);, aus den dj hervorgehen, wenn A mit -~A vertauschi
wird.

2. Der Rechnungsgang, wie er prinzipiell schon in [ 2] darge-
stellt ist, sollte méglichst liberschaubar zusammengefaft wer-
den, wozu die Matrizenrechnung angewandt wurde. Dadurch wird
die gesamte Rechnung auf wenige Matrizenoperatoren reduziert,
Die Zusammenhénge lassen sich so leicht iiberblicken, und das
Problem ist auf diese Weise einer Programmierung gut zugénglich.
Es zeigte sich, dap die in [2 ] vorgenommenen Niherungen in den
Schnittgrofen bei den untersuchten Schalen und Lastfdllen nicht
statthaft sind, da sie grope Abweichungen bringen.

Die in der Durchfilhrung der Rechnung auftauchenden numerischen
Schwierigkeiten und gropen Ungenauigkei ten durch oftmalige Dif-
ferenzenbildung wurden durch Aufstellen eines Programmes fiir
einen Elektronenrechner behoben.

Mit Hilfe dieses Programmes wurden als Anwendungsbeispiel Ver-
formungen und Spannungen an einem Konverter bestimmt,
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