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Zusammenfassung

Die Traglastberechnung raumlicher Stabtragwerke unter Berlcksichtigung
lokalen Querschnittsversagens und der Interaktion mit globalen Versagens-
formen steht im Mittelpunkt dieser Arbeit. Zu diesem Zweck wird ein finites
Balkenelement fir beliebige, diilnnwandige Querschnitte so verallgemeinert,
daB die Erfassung der Profilverformung mdglich ist. Die inkrementellen
Gleichgewichtsbeziehungen werden auf kontinuumsmechanischer Grundlage
mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen formuliert. Es wird eine mitge-
hende Koordinatendarstellung mit lokalen, kartesischen, elementfesten Ko-
ordinatensystemen (updated Lagrange - Darsteliung) verwendet,

Der Querschnitt eines Profiistabes wird aus einzelnen Platten zZusammenge-
setzt, dadurch kann die Profilverformung durch die Biegewirkung der ein-
zelnen Querschnittsplatten beschrieben werden. Die in den Einzelplatten
wirkenden Membranspannungen werden durch Integration (ber den Quer-
schnitt zu BalkenschnittgréBen zusammengefaBit. Die Ersteflung der inkre-
mentelien Elementsteifigkeitsmatrix geschieht unter Verwendung kubischer
Interpolationspolynome. Sie setzt sich, abhdngig vom Querschnitt, aus der
Balkensteifigkeitsmatrix, mehreren Steifigkeitsmatrizen der einzelnen Quer-
schnittssegmente und Kopplungsmatrizen zusammen.

Das Element wird zur geometrisch und physikalisch nichtlinearen Untersu-
chung rdumlicher Stébe eingesetzt. Die Bestimmung von Verzweigungslasten
und die Berechnung nidhtlinearer La'st-Verformungsbeziéhungen ist méglich.
Zur Erfassung plastischer Werkstoffzustande wird ein in integralen GréBen
{Spannungsresultanten) formuliertes FlieBgesetz verwendet, das den Erfor-
dernissen des speziellen Elementes angepaBt wird. :

Mehrere numerische Beispiele zeigen im Vergleich mit bekannten Lésungen
die Brauchbarkeit des Verfahrens.



Summary

The subject of the present study is the ultimate load analysis of 3-D framed
structures with particular reference to local and distortional buckling. Based
on a nonlinear finite beam element with an arbitrary, thin-walled open cross
section, a special beam element with additional (loca!) degrees of ‘freedom is
derived. Using a continuum mechanics approach the incremental equilibrium
equations are formulated with the principle of virtual work. An updated La-
grangian approach with a local cartesian element frame attached to the
moving element is used.

The cross section of the beam element is composed of single plates. The local
deformations of the cross section are described by plate bending equations.
The membrane stresses are represented by the beam equations. By using
cubic interpolation functions the incremental element stiffness matrix is deri-
ved. The total matrix is composed of single beam-, plate- and coupling ma-
trices.

The new element is applied in geometrically and materially nonlinear analy-
sis of beams and beam-columns. Eigenvalues and nonlinear load-deflection
curves are calculated. To describe nonlinear effects due to plasticity an ap-
proximate yield criterion given by llyushin is used (stress-resultants are used
instead of stresses).

Several numerical examplies are given and compared to previous results.
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€ Gesamtdehnungsinkremente

o plastische Dehnungsinkremente

Koordinatensysteme

X, Y, 2 raumfestes kartesisches Koordinatensystem
X, V.2 Querschnittskoordinatensystem
X, Y, Z Segmentkoordinatensystem

Matrizen und Vektoren

N gesamte Spannungsresultanten [ NN, N,y]
gesamte Spannungsresultanten [ M, M, Mxy]

n inkrementelle Spannungsresultanten [ n, n, n,y]

m inkrementelle Spannungsresultanten [ m, m, m,,]

[ Vektor der inkrementellen Spannungen

G Vektor der Gesamtspannungen

C elastische Werkstoffmatrix fir den ebenen Spannungszustand

C, plastische Werkstoffmatrix Membranspannungsanteile

C, plastische Werkstoffmatrix Biegeanteile

C.. plastische Werkstoffmatrix Biege-/Membrananteile

L, Ly lineare Ansatzfunkfionen

@, ®, kubische Ansatzfunktionen

@, zweidimensionale Ansatzfunktionen

ug Vektor der Stabendverschiebungen in x-Richtung

Vy Vektor der Stabendverschiebungen in der x, y Ebene

Wy, Vektor der Stabendverschiebungen in der x, z Ebene

0,4 Vektor der StabendverschiebungsgréBen far Torsion

w, Vektor der lokalen Stabendverschiebungsgrifien



1.0 "Einleitung

Im Bauwesen und anderen Ingenieurdisziplinen sind Balken und Stitzen aus
Stahl haufig verwendete Bauteile. Sie kommen als einfache ebene Trager,
sowie als Teile rdumlicher Rahmensysteme vor. Die Berechnung dieser
Bauteile erfolgt seit jeher nach der Balkentheorie. Auch moderne finite Ele-
ment Programme, die die Berechnung von Tragern und Rahmen unter Be-
ricksichtigung verschiedener Effekte, wie der Querschnittsverwéibung oder
geometrisch- und stofflich nichtlinearen Einflissen gestatten, basieren meist
auf der Balkentheorie. Die Grinde sind einleuchtend , denn auch bei finite
Element Programmen héngen Zeit und Preis der Berechnung von der Pro-
blemgréBe, also der Anzahl der Freiheitsgrade ab. Die Beschriankung auf das
wesentliche Tragverhalten ist daher ein Gebot der Wirtschaftlichkeit. Es wer-
den vielfach sogenannte “diinnwandige” Profile I,[;L verwendet, denn der
Querschnitt soll aus Griinden der Materialeinsparung dem Tragverhalten
angepaBt werden. Da die Wanddicke dieser Profile im Vergleich zu den son-
stigen Querschnittsabmessungen klein ist, ist die Annahme der Quer-
schnittstreue - also die Unverformbarkeit des Querschnittes in sich - nur eine
Naherung der Balkentheorie, die nicht uneingeschrankt glltig ist.

Vor allen Dingen im kritischen Bereich vor oder nach der Stabilitatslast und
in teilplastischen Zustdnden ist diese Annahme nicht mehr richtig, Infolge der
Diinnwandigkeit kénnen die einzelnen Scheiben eines Profiles auch fiir sich
alleine versagen. Vielfach begegnet man diesem Problem mit der Vorgabe
von Mindestdicken oder der Forderung nach getrennten Nachweisen der
Balkenwirkung des Gesamttrégers einerseits und der Plattenwirkung einzel-
ner Profitelemente (Flansch,Steg) andererseits.

Getrennte Nachweise sind jedoch nur bedingt aussagekriftig, denn die
Traglast eines aus einem dinnwandigen Profil bestehenden Tragers kann
durch eine értliche Schwéchung des Querschnittes durch Verformung oder
Plastizierung eines Querschnittsteils abgemindert werden. Ebenso ist die
Beanspruchung einer einzelnen Scheibe vom Belastungs- und Verformungs-
zustand des gesamten Tragers abhéngig. Um also rdumliche Trager in allen
Fallen richtig zu beurteilen, muB die Annahme von der Querschnittstreue
aufgegeben und die Verformung des Profiles durch Plattenbiegung der Ein-
zelscheiben berlicksichtigt werden,
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Um zur Berechnung dieses Effektes bestehende Computerprogramme ver-
wenden zu kénnen, bleibt nur die Mdglichkeit, den gesamten Trager mit
Platten- / Scheibenelementen zu modellieren. Dies hat allerdings zur Folge,
daB ein sehr aufwendiges Modell entsteht, das nur bei kieinen Systemen
oder zur Untersuchung einzelner Systemteile wirtschaftlich eingesetzt wer-
den kann. Es ist wiinschenswert, zur Berechnung raumlicher Trager und
Rahmen ein Element zur Verfligung zu haben, das die Beriicksichtigung der
Profilverformung ohne eine aufwendige Systemidealisierung gestattet. Prin-
zipiell bestehen zwei Mdglichkeiten zur Entwicklung eines solchen Elemen-
tes. Erstens, durch herauskondensieren von “unwichtigen” Freiheitsgraden
aus einem aufwendigen Modell heraus oder zweitens, durch Hinzunahme
von “Querschnittsfreiheitsgraden” zu einem einfachen Balkenmodell. End-
produkt beider Wege ist ein Balkenelement mit zusatzliichen Querschnitts-
freiheitsgraden. In Bild 1 sind die prinzipiellen Schritte zur Erzeugung dieses
Elementes am Beispiel eines [ - Tragers gegeniibergestellt.

Weg @ geht von einer ldealisierung des Tragers mit finiten Platten- / Schei-
benelementen aus. Die bei einer solchen Idealisierung auftretenden diskre-
ten Freiheitsgrade (fanf pro Elementknoten) sind an einem Systemausschnitt
angetragen (Schritt@). Um die Falle der Freiheitsgrade zu reduzieren, kann
man die VerschiebungsgréBen der einzelnen Systemknoten, analog zu den
Ublichen Balkenannahmen, durch die Verschiebungen bzw. die Verdrehun-
gen eines signifikanten Punktes ausdriicken. Weiterhin kénnen die Biege-
verformungen des Querschnittes, durch die Annahme ihres Verlaufes, in
einzelne, unabhdngige VerschiebungsgréBen zusammengefaBt werden
{Schritt @ ). Weg beschreibt die Entwicklung des “speziellen” Balken-
elementes ausgehend von einem allgemeinen, rdumlichen Balkenelement
mit Wélbfreiheitsgraden (Schritt m ). Unter Beibehaltung der “globalen” Bal-
kenfreiheitsgrade werden dem Element zuséatzliche, lokale Freiheitsgrade
hinzugefigt, die die Verformung des Querschnittes erfassen (Schritt [é] ).
Beide Wege fiihren zu einem speziellen Balkenelement mit zusétziichen,
lokalen Freiheitsgraden (Schritt ).

Zur Entwickiung des hier beschriebenen Elementes wurde der Weg
beschritten,
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2.0 Literaturtibersicht

Auf dem klassischen Gebiet der Stabstatik gibt es seit jeher eine Fille von
Arbeiten, die, ausgehend von den Eulerschen Differentialgleichungen oder
von Energiemethoden mit globalen oder bereichsweisen Ansétzen, Lésungen
fir das Biegetorsionsproblem des offenen dinnwandigen Stabes aus linear
elastischem Werkstoff angeben. Sukzessiv wurde, neuerdings auf der
Grundlage finiter Element Modelle, das Verhalten des Balkens durch
Berlcksichtigung eines elasto-plastischen Werkstoffgesetzes und groBen
Verformungen /75/, /93/ besser erfaBt. Eine ausfilhrliche Ubersicht hierzu
findet sich in der Arbeit von Osterrieder /75/. Er selbst entwickelt, auf der
Basis des Prinzips der virtuellen Verrickungen mit bereichsweisen Ver-
schiebungsanséatzen, ein Balkenelement fiir offene, beliebige, diinnwandige
Querschnitte. Um die Gesamtverformungen in einen Starrkdrperanteil und
einen Deformations- oder Relativverformungsanteil zu zerlegen, verwendet
er eine Darstellung mit einem mitgehenden, lokalen, kartesischen Koordina-
tensystem. Diese Formulierung gestattet die Beschreibung beliebig groBer
Verschiebungen und Rotationen. Die Wlassow - Hypothesen fiir offene dinn-
wandige Querschnitte werden dabei sowohl fiir die Verformungsinkremente
als auch fur die gesamten Relativverformungen verwendet. Das entwickelte
Element wird zur geometrisch und physikalisch nichtlinearen Untersuchung
von ebenen und rédumlichen Rahmentragwerken eingesetzt. In der verwen-
deten bilinearen Spannungs - Dehnungs - Beziehung fiir elastisch plastischen
Werkstoff ist fir wiederholte Belastung eine kinematische Verfestigung vor-
gesehen. Es wird jedoch nicht von der Annahme abgewichen, daB die Quer-
schnittsform auch bei Verformungen erhalten bleibt. Das Versagen von Ein-
zelplatten eines Profiles (Steg- und Flanschbeulen) wurde ausgeschlossen.
Das Kipp - Problem unter Aufgabe der Querschnittstreue behandelt Fischer
/32/ 1966, indem er zur Lésung des Problems die Energiemethode in Ver-
bindung mit dem Ritzschen Verfahren verwendet. Damit ist er in der Lage,
die L.6sung des Kipp - Problems von I-Tragern, die auBer durch exzentri-
schen Druck auch noch durch gleichmaBig verteilte Last am Tragerldngsrand
querbelastet sind, anzugeben. Er behandelt Falle der Gabellagerung mit und
ohne Verwdlbungsbehinderung an den Stabenden bei Voraussetzung elasti-
schen Werkstoffverhaltens.

- Untersuchungen iber das Stabilitdtsverhalten dinnwandiger Querschnitte
unter Berlicksichtigung der Profilverformung und der Auswirkung von
Bindeblechen und Abkantungen werden von Schardt /95/ angegeben. Zur
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Berlcksichtigung der Interaktion zwischen lokalem Versagen durch Platten-
beulen und globalem Versagen durch Ausweichen von Stiben infolge von
Kippen, Knicken und Biegedrillknicken wurden verschiedene Modelle ent-
wickelt.

Die vorliegende Literatur 148t sich hier unter dem Gesichtspunkt der Geo-
metriebeschreibung in zwei Gruppen einteilen. Zum einen wird versucht, die
Platten- und Scheibenwirkung des Querschnittes durch entsprechende Ele-
mente, aus denen der Querschnitt zusammengesetzt wird, zu beschreiben.
Zum anderen versuchen verschiedene Autoren auf der Basis von Balkenmo-
dellen die Plattenwirkung durch unterschiedliche Annahmen zu erfassen. Es
werden haufig, von den von Karmanschen Differentialgleichungen der Ein-
zelplatte ausgehend, liber Faltwerksbetrachtungen, Formeln fir die zuladssi-
gen Lasten aufgestellt. Vielfach ergeben sich jedoch hieraus Einschrankun-
gen beziglich des verwendbaren Werkstoffgesetzes, der ErfaBbarkeit der
Interaktion zwischen lokalem und globalem Versagen und der Querschnitts- -
form.

2.1 Elastisches Material

Bulson /17/ beschreibt auf der Basis der Plattendifferentialgleichung das
lokale Beulverhalten von Einzelplatten -und beliebig zusammengesetzten
Querschnitten. Er berechnet zunachst nur ein lokales Beulen der Einzelplat-
ten, die gemeinsamen Kanten aneinanderstoBender Platten bleiben dabei
gerade. Darlberhinaus nimmt er an, daB die Beulwellenanzah! einzelner
Querschnittsplatten in Langsrichtung gleich ist. Die Interaktion zwischen glo-
_balem und lokalem Versagen beschrdnkt er auf Falle, in denen die Verdre-
hung des Querschnittes um die Liingsachse ausgeschlossen ist, d.h. nur
Knicken ist mdglich. Die Beulform ist auf eine lokale Beulwellé in Langsrich-
tung beschrankt, die nicht in allen Fallen die richtige Versagensform darstelit.
Ebenfalls von der klassischen Plattentheorie ausgehend, benutzen Tien und
Wang /109/ die Differentialgleichung der Einzelplatte zur Darstellung eines
dinnwandigen Querschnittes, den sie mit Hilfe der Methode der finiten Dif-
ferenzen berechnen. Sie bestimmen SchnittgréBen an den Einzelplatten aus
der Faltwerkstheorie und setzen diese als Membrananteile in die Differen-
tialgleichung ein. Ihr Vorgehen erméglicht die Beriicksichtigung der Schei-
benwirkung bei kurzen Tragern, beschrankt sich aber auf die Losung des
Eigenwertproblems fir lokales Beulen.

Literaturiibersicht 7



Ein anderer Weg wurde von Hancock /43/ unter Verwendung der finiten
Streifenmethode eingeschlagen. Er unterteilt einen Trager in Langsrichtung
in Streifen und nimmt an, daB diese sich nach der Plattentheorie verhalten.
Die Langsverschiebungen in der Plattenebene werden durch einen sinus-
férmigen, die Querverschiebungen der Plattenebene durch einen linearen
Ansatz beschrieben. Die Anndherung der Verschiebungen aus der Platten-
ebene heraus wird in Langsrichtung durch eine Fourierreihenentwicklung
(mit Sinuswellen) und in Querrichtung durch ein Polynom 3.0rdnung durch-
geflihrt. Der sinusférmige Ansatz in Langsrichtung stellt jedoch eine gewisse
Einschrdnkung dar, da entsprechend dem gewihiten Ansatz nur ein be-
stimmter Beulmodus darstellbar ist, der jedoch nicht von vorne herein be-
kannt ist. Der ermittelte Lastfaktor hingt damit vom gewshlten Ansatz ab.
Eine Interaktion der verschiedenen Beulmodi ist wegen der Orthogonalitat
des Fourier-Ansatzes nicht méglich. Beispielsweise ist mit Hancocks Verfah-
ren die Interaktion einer lokalen Beule mit 4 Halbwellen und dem globalen
Versagen des Gesamttragers in Form einer Halbwelle nicht erfaBbar. In /44/
wird dieser Ansatz auf die Beriicksichtigung von Imperfektionen bei gekop-
peltem Versagen erweitert.

Stellvertretend fiir eine Zahi von Autoren, die das Problem mit finiten Ele-
menten untersucht haben, seien hier noch die Uberlegungen von zwei Ver-
tretern der in Abschnitt 2.0 definierten Gruppen dargestetit.

Akay, Johnson und Will /1/ idealisieren den Steg eines Querschnittes durch
finite Dreieck- und Rechteckelemente. Sie beschreiben das Scheibenverhal-
ten der Trager durch zwei Freiheitsgrade pro Knoten und das Plattenverhal-
ten durch drei Freiheitsgrade pro Knoten und ermittein mit diesen Elementen
die elastische Steifigkeitsmatrix. Die hohe Anzahl der Freiheitsgrade wird far
die immer wieder neu zu ersteilende geometrische Matrix reduziert, indem
sie hierflir nur noch die Verschiebungen aus der Ebene heraus beriicksich-
tigen. Durch die Verwendung von allgemeinen Platten- / Scheibenelementen
sind ihnen in der darstellbaren Querschnittsform und der Erfassung der In-
teraktionen keine Grenzen gesetzt. v

Rajasekaran und Murray /82/ beschreiten den in Bild 1 mit B bezeichneten
Weg. Sie erzeugen, ausgehend vom Prinzip der virtuellen Verriickungen,
Steifigkeitsmatrizen flr ein rdumliches Balkenelement, das die Méaglichkeit
der Profilverformung durch Verwendung von zusatzlichen Plattenfreiheits-
graden erhéait. Diese zusatzlichen Freiheitsgrade berdcksichtigen nur -die
Biegeverformung der einzelnen Querschnittssegmente, wobei jeweils der
Steg und die Gurte eines Profiles durch eine Platte dargestellt werden und
die einzelnen Platten an den Langskanten des Profiles verbunden sind. In
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Stablangsrichtung ist eine Unterteilung in Elemente wie bei gewdhnlichen
Balkenelementen méglich. Sie ermitteln Steifigkeitsmatrizen flr I-Profile und
fuhren damit Eigenwertuntersuchungen durch, aus denen sie kritische L&n-
gen far Trager unter festen duBeren Lasten berechnen. Es wird versucht, mit
einem Minimum an Freiheitsgraden auszukommen, um ein sehr handliches,
rechenzeitsparendes Element zur Vérﬁ]gung zu haben. Die damit erzielten
Ergebnisse kinnen jedoch fiir Versagen des Steges nicht voll befriedigen, da
hierfir der Ansatz nicht ausreichend ist.

2.2 Beriicksichtigung von elastoplastischem Werkstoffverhalten

Grundlagen zur Ermittlung der plastischen Versagenslast von Stahltrdgern
unter Berdcksichtigung lokaler Beulerscheinungen wurden 1957 von Haaijer
/38/ gelegt. In einer theoretischen Arbeit gibt er Gleichungen zur Behandlung
des plastischen Beulproblems von unterschiedlich gelagerten Platten an.
Weitere Grundlagen ermittelt Haaijer zusammen mit Thirlimann /39/ im dar-
auffolgenden Jahr; sie fihren Versuche an langsbelasteten Stahitragern mit
I - Profil durch. Hierbei wurden sowohl die Langen der Trager, als auch die
Querschnittsabmessungen so variiert, daB unterschiedliche Querschnittsteile
(Flansch oder Steg) fir das Versagen des Gesamttrigers maBgebend wur-
den. ' ‘

Eine neuere Arbeit zum plastischen Beuien wurde von Stoverink /106/ vor-
gelegt. Der Autor ersetzt die Platten- und Scheibenwirkung der Querschnitte
durch ein Gifté"rrostmodell nach Hrennikoff, das er so verfeinert, daB er durch
Anpassung der Ersatzflichen seiner Stibe auch plastische Zustinde im Ele-
ment erfassen kann. Die Profilverformung nahert er durch Einfilhrung eines
Ersatztragheitsmomentes fiir vertikale, den Steg eines I-Tragers ersetzende
Stiabe an.

Ahnlich wie /1/ idealisiert Henkel /47/ den Querschnitt durch Platten- /
Scheibenelemente mit finf Freiheitsgraden pro Knoten. Er untersucht ela-
stisch - plastisches Werkstdffverhalten, beschrankt sich aber bei der Stabili-
tatsberechnung auf die Losung des Eigenwertproblems des nur global ver-
formten Systems. Das hat zur Folge, daB nur Membranspannungen zur Pla-
stizierung flhren und die Biegespannungen in den Platten lediglich in das
Eigenwertproblem eingehen. Unter praktischen Gesichtspunkten ist jedoch
gerade der Punki, an dem das System in einen globalen oder einen lokalen
Beulmodus verzweigt, von groem interesse. Um zu diesem Punkt zu gelan-
gen, fihrt er eine plastische Scheibenberechnung durch, ermittelt daraus
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plastische Zonen und 16st mit verminderter Steifigkeit das Stabilitatsproblem.
Die duBere Scheibenlast wird solange gesteigert, bis die aufgebrachte Last
nur noch unwesentlich von der ermittelten Stabilitatslast abweicht.

Mit Henkels Vorgehen vergleichbar ist auch eine Untersuchung von El-Gha-
zaly, Sherbourne und Dubey /30/, die zur ldealisierung des Stegbereiches
Dreieckselemente mit 9 Freiheitsgraden verwenden und die Gurte durch
eindimensionale Balkenelemente darstellen. Sie ermitteln Beullasten unter
Bericksichtigung der Interaktion zwischen lokalen und globalen Beulmodi,
beschranken sich aber ebenfalls auf Langsspannungen zur Festlegung von
elastischen und plastischen Bereichen.

Spezielle Elemente zur Beschreibung des Verhaltens von Stahlprofiltragern
werden in /14/ und /26/ angegeben. Bradford /14/ entwickelt ein Balkenele-
ment mit Verschiebungs- und Verdrehfreiheitsgraden an den Profilkanten, um
die Querschnittsverformung zu erfassen. Seine Untersuchungen sind aller-
dings auf das Eigenwertproblem von statisch bestimmten Einfeldtragern mit
konstantem bzw. linearem Momentenverlauf beschrinkt, da dadurch die
Momentenverteilung im Balken vorab bekannt ist und als Ausgangswert in
die Beulanalyse eingehen kann. Das von Dawe und Kulak /26/ angegebene
Verfahren zur Bestimmung der lokalen Versagensiasten von Breitflanschtra-
gern ist ebenfalls Einschrankungen bezlglich der Belastung und Lagerung
unterworfen. Sie beschreiben das Querschnittsverhalten mit einem speziell
I-Profilen angepaBten, quintischen Ansatz in Quer- und einem sinusférmigen
Ansatz in Langsrichtung. Um die Stabilitdtsbedingung fir die Einzelplatte
bzw. den daraus zusammengesetzten Querschnitt angeben zu kénnen, ist
auch hier ein definierter Membranspannungszustand notwendig, der fir ein
vorgegebenes Lastniveau ermittelt wird, um damit das Eigenwertproblem zu
I6sen. Die Gewinnung des richtigen Lastniveaus erfordert ein iteratives Vor-
gehen. Die Autoren bestétigen ihr Modell durch Vergleichsrechnungen mit
den von Haaijer und Thirlimann /39/ angegebenen Versuchen, sowie durch
eigene Versuchsreihen mit langs- und biegebelasteten I - Tragern.

Der EinfluB von 6rtlichem Beulen auf die Verdrehfdhigkeit in FlieBgelenken
wird von Kuhlmann /53/ untersucht. Um flr die Anwendung des FlieBgelenk-
verfahrens eine zuldssige Gelenkverdrehung angeben zu kénnen, untersucht
sie das Nachbeulverhalten im FlieBgelenk, denn bei Beulbeginn tritt kein
schlagartiges Versagen.auf, sondern die Verdrehung, bei der der Querschnitt
seine plastische -Tragfahigkeit verliert (bersteigt im allgemeinen die Beul-
verdrehung.

Diese Ubersicht, die exemplarisch fiir weitere &hnliche Vorgehensweisen
steht, macht deutlich, daf3 vor allen Dingen der Lésungsweg B fiir elastisch -
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plastisches Material bisher nicht ohne deutliche Einschrinkungen beschritten
werden konnte. Diese Arbeit versucht, aufbauend auf der Arbeit von Oster-
rieder /75/ und dem Modell von Rajasekaran /82/, einen Beitrag zur allge-
meineren Erfassung des gekoppelten lokal - globalen Beulens von Stahltra-
gern mit beliebigem Querschitt zu leisten.

Literaturiibersicht 11



3.0 Losungskonzept der Arbeit

Ziel der Arbeit ist die Traglastberechnung raumlicher Stabtragwerke mit ei-
nem auf kontinuumsmechanischer Grundlage entwickelten finiten Balkenele-
ment mit Berlcksichtigung der Profilverformung. Die Behandlung folgender
Probleme ist méglich

- beliebige unsymmetrische ,offene, diinnwandige Querschnitte
- endliche Verschiebungen und Rotationen
- Untersuchung von globalem Verhalten des Gesamttragwerkes

- Untersuchung von lokalem Querschnittsverformungen an 6rtlich stark
beanspruchten Stellen

- Untersuchung der interaktionen von globalem und lokalem Verhaiten
- Spannungsprobleme und Eigenwertanalysen

- elastisch und elastisch-idealplastisches Werkstoffverhalten,
teilplastizierte Zonen

Zunachst wird die inkrementelle Gleichgewichtshedingung fir ein aligemei-
nes Kontinuum mit dem Prinzip der virtuellen Verrlickungen formuliert. Den
Bezugszustand fiir die Berechnung des inkrementellen Verformungszustan-
des bildet der letzte bekannte Deformationszustand, was zur “updated” La-
grange-Formulierung (U.L.) des Problems fihrt.

Die Arbeitsgleichung wird in Anteile aus Balkenwirkung und Plattenwirkung
der Querschnittssegmente sowie gemischte Terme zerlegt. In den Balken-
anteilen wird die Theorie der offenen dinnwandigen Stabe, in den Platten-
anteilen die Kirchhoffsche Plattentheorie eingebracht. Man erhalt die stoff -
freien Grundgleichungen.

Die Spannungsinkremente werden mit Hilfe eines Werkstoffgesetzes durch
die Dehnungsinkremente ausgedriickt. Im Sinne der Verschiebungsmethode
der finiten Elemente wird das Problem durch Einbringen von Verschiebungs-
ansatzen flir Balken- und Plattenfreiheitsgrade diskretisiert.

12



Durch Integration erhalt man die inkrementellen Elementsteifigkeitsmatrizen,
die, nach einer Transformation vom lokalen, mitgehenden Elementkoordina-
tensystem in ein raumfestes, globales Systemkoordinatensystem, mit der
direkten Steifigkeitsmethode zur Gesamtsteifigkeitsmatrix aufaddled werden
Durch Aufldsung des Gleichungssystems kann man die globalen ‘Knotenver-
sch:ebungsmkremente errechnen die zu den Gesamtverschlebungen des
vorhergehenden Zustards addiert werden

Aus den ins Elementkoordmalensystem zurucktransformlerten Knotenver~
schlebungen werden die KnotenkraftgroBen des aktuellen Zustands ermitteit
und mit den duBeren Lasten ins Glelchgewscht gesetzt Auftretende lefe—"
renzkrafte (Unglelchgewmhtskraﬂe) werden |terat|v entfernt.
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4.0 Grundgleichungen zur Beschreibung des inkrementelien
Gleichgewichtes

Ausgehend vom Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir das 3D - Kontintium
werden die inkreméntellen GleichgeWichtsbeZiéﬁUngen fir einen Stab mit
offenem dinhwandigem Querschnitt und der Méglichkeit der Profilverfor-
mung hergeleitet.

Die verwendete Schreibieise und Art der Darstelliing folgt im wesentiichen
der Arbeit von Raim /87/. Die vorliegetide Arbeit stelit eine Erweiterung des
von Ostemeder 1751 eniwnckelten Balkenelementes dar D|e Grundgielchun-

Zustand 1 herats (ihk?éméhtelles Vargehen).

41 Prinzip der virtuellen Verrtickungen

Das Pran|p dér VIrmelIen Veruckhngen stelit fir den gesuchten Zustand 2 die
Gleichgewichtsaussage dar.

AL Deihi o Dt ‘ B
oW = Wy + Wy = 0 (1)

Hierin ist Wy, die Virtuelle intiere Arbeit, bezogen auf ein raumfestes karte-
sisches Koordinatensystem.

= 2By = f sy 2y ) = %Wy @

Defor‘matlonszustand 1.

oy = ¥, s ® ey d'V) ®)



Sowohl der Spannungs- als auch der Verzerrungstensor kénnen additiv in
einem bekannten Anteil des Verschiebungszustandes 1 und einen inkremen-
teilen Anteil zerlegt werden.

1
=yt s (4 a)

2 1
16 = 1&; T 4§ (4 b)

Fir die Gleichheit von Wirkungs- und Bezugszustand geht in Gleichung (4a)
der Kirchhoff - Piola Tensor 2. Art in den Cauchy Spannungstensor {ber.

}Sij - 1tij (5)
Mit
6’12851 = 61€ij (6)
erhalt man aus (3) und (4)
.J.‘v 15i 8 18 di'vy + J‘v }Tij B gy a'v) = % Wia) )

Durch Aufspaltung des inkrementellen Green - Lagrangeschen Verzérrungs-
tensors in lineare und nichtlineare Anteile

1 .
18 = 5 (Uij ol U ) (8 a)
1
185§ = ?(1Ui,j + 1) 8b)
_ 1 a
Mij = "2“(19k,i1uk,j.) 8¢c)

folgt daraus fir die inkrementelie Arbeit
1 2 1
f,s8edv + f Ttdqdv = 3wy, - f,'eseav -

Im weiteren wird zur vereinfachenden Schreibweise auf den linken unteren
FuBzeiger verzichtet, da sich alle Terme auf den Zustand 1 beziehen. Bei
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Beriicksichtigung lokalen Querschnittsverhaltens setzen sich die Gesamtver-
formungen aus lokalen (Platten-) und globaien (Balken-) Verformungen zu-
sammen. Die Plattenverformungen stellen hierbei zusétzliche Verformungen
dar, die nur aus der Biegeverformung der einzelnen Querschnittsplatten
resultieren.

u=u + u {10 a)

Ebenso kann man die Spannungsinkremente aus Balken- bzw. Plattenver-
formungen berechnen

s = § + 8 (10 b)

Die hochgestellten Indizes bezeichnen die Herkunft der einzeinen Verfor-
mungs- bzw. Spannungskomponenten.

B ... Balken P ... Platte

T enthdlt die Spannungskomponenten des bekannten Bezugszustandes 1, die
zur Ermittlung des inkrementellen Zuwachses bendtigt werden. Auf ihre
Ermittlung wird in einem spateren Kapitel eingegangen; sie werden deshalb
nicht in Platten- und Balkenanteile aufgespalten.

Nig-

Bild 2 : Verschiebungskomponenten von Balken und Platte



Damit ergibt sich aus Gleichung (9)

5, s?5ePdv 4+ ¥ sfostdv + 5 s®5¢" av
+§, s o dv + 5, st 5eBPav + 5, 8 5¢5 dv
+jv‘zan83dv + f, 'z av (11)
+ jv1r sq'Bdv + jv't 3n°F dv
= %W ~ [, 'tseav

Die doppelten Indizes bezeichnen die einzelnen Anteile bei Produkttermen.

4.2 Mitgehende Koordinaten - Darstellung

Um, der Gblichen Stabtheorie diinner Querschnitte folgend, nur mit. Normal-
spannungen in Stablangsrichtung sowie Schubspannungen in der Ebene der
Einzelplatten operieren zu kdnnen, wurde von Osterrieder ein lokales, mit-
gehendes Bezugskoordinatensystem eingefihrt. Dariberhinaus ist es not-
wendig, ein eigenes Koordinatensystem fir jedes Querschnittssegment an-
zugeben, auf das die lokalen, rein additiven Querschnittsverformungen be-
zogen werden. Die Wah!l der Grundelemente muB3 so aligemein sein, daB
daraus beliebige Querschnitte zusammensetzbar sind. Es sind also drei
Koordinatensysteme zur Beschreibung des Problems notwendig (vg!. Bild 3).

- ein globales Bezugskoordinatensystem X ,Y , Z

- ein lokales, mitgehendes Querschnittskoordinatensystem X, v, Z fir jedes
Balkenelement

- ein lokales, auf das aktuelle Querschnittskoordinatensystem bezogenes
System fir jedes Segment des Querschnittes (Platte) x ,y , z.

Grundaleichunaen zur Beschreibuna des inkrementellen Gleichaewichtes 17



im Sinne der finiten Elemente wird das Gesamtsystem in endliche (finite)
Balkenelemente und jedes Element in eine bestimmte, vom Querschnitt ab-
hangige Anzahl von Unterelementen eingeteilt. Gleichung (11) wird dann auf
jedes Element und seine Subelemente angewendet. Die Arbeit des gesamten
Systems folgt aus der Summation Uber alle Elemente und Unterelemente.

B4 B i, . BB
%[fvs s dv + jv Tén-- dv ]

. PaP B P Po.B
+ %:{;;”vs e dv + [ 8" 8¢ dV + [ s 82 dV

B ._PB P, BP
+ f,s8e T dv + [ sTeeTdV (12)
1 PP 1 PB 1 8P
+ jv o dv + f ténTdv + §, Tom dv]
= %W, - 2 'téedv
(a) o e v
n... Anzah! der Elemente ; ns ... Anzahl der Subelemente

Die endlichen Gesamtverschiebungen eines Querschnittspunktes setzen sich
aus einer groBen Starrkdrperverschiebung, einer kleinen Relativverschie-
bung des Balkens (— Balkenspannungen) und einer Verschiebung der
Querschnittssegmente bezogen auf den Ausgangsquerschnitt (— Plattenwir-
kung) zusammen.

Bild 3 : Koordinatensysteme : Global - Balken - Platte



4.3 Voraussetzungen und Annahmen

1. Die rdumlichen Stdbe besitzen offene, abschnittsweise konstante, pris-
matische Querschnitte._Zur Beriicksichtigung der Querschnittsverformung
und zur numerischen Behandlung des Querschnittes bei physikalischer
Nichtlinearitat wird dieser aus ebenen Segmenten (Platten) zusammen-
gesetzt.

2. Der Querschnitt ist dinnwandig (b,h > > t). Die Verteilung der Spannun-
gen lber die Dicke eines Segmentes ist bei elastischem Werkstoffverhal-
ten linear. Die Spannungen werden aus Balken- und Plattenwirkung be-
stimmt.

3. Die Verschiebungen eines Punktes auf der Querschnittsfliche werden
durch Superposition der Balken- und Plattenverformungen bestimmit,

4. Die aus der Balkentheorie resultierenden Stablangsspannungen sind
Uber die Dicke der Einzelplatten konstant, gleich den Werten in der Mit-
telflache. Umlagerungen dieser Membranspannungen infolge der Ver-
zerrungen der Plattenmittelfliche beim Ausbeulen der vierseitig gelenkig
gelagerten Platte werden nidherungsweise im Mittel berlcksichtigt.

§. Die aus der Anderung der Léi'ngsnormalspannungen entstandenen
Schubverzerrungen in den Mittelflachen der Einzeiplatten sind gering und
werden vernachldssigt. Das hat zur Folge, daB die zu den Querkraften
des Balkens gehérenden Schubspannungen nicht (ber ein Werkstoffge-
setz, sondern aus dem Gleichgewicht am Stabelement berechnet werden.

6. Der Verlauf der Verwdlbung in Dickenrichtung wird als konstant ange-
nommen.

7. Der Querschnitt ist in der Lage seine Form zu verdndern. Die daraus
resultierenden Plattenmomente werden mit den Annahmen der Kirch-
hoffschen Plattentheorie ermittelt.

8. Die Flachennormale auf einer Einzelplatte bleibt auch im verformten Zu-
stand normal zur Mittelfliche, Querschubverzerrungen der Platten wer-
den vernachlassigt.

9. Mit den Annahmen der Kirchhoffschen Plattentheorie wird das Werkstoff-
gesetz der Einzeiplatten zwischen Plattenmomenten und Plattenkrom-
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mungen definiert. Die Plattenquerkrafte werden als abhéngige GroBen
aus den Momenten ermittelt.

10. Der Winkel zwischen aneinanderstoBenden Platten bleibt an der gemein-
samen Kante erhalten.

11. Das zwischen Spannungen und Dehnungen geltende Stoffgesetz wird
entweder linear elastisch oder elastisch - idealplastisch angenommen.

Entlastungen werden in dieser Arbeit nicht berticksichtigt.

12. Als Belastung kénnen sowohl Einzel- und Linienlasten des Balkens als
auch Filachenbelastungen der Einzelplatten erfa3t werden. Die Lasten
behalten auch bei Verformung der Stabe ihre Richtung bei.

Mit den gemachten Annahmen werden die Spannungen eines allgemeinen
Volumenelementes auf die fur dinnwandige Einzelelemente relevanten
Spannungen reduziert. Die Annahmen gelten sowohl fiir den Spannungs-
zustand in der Konfiguration 1 't als auch fir den inkrementellen Span-
nungszuwachs s. Die Spannungskomponenten sind in Bild 4 angegeben.
Die Verldufe der Spannungskomponenten tber die Plattendicke sind, nach
Balken- und Plattenanteilen getrennt, fiir elastisches Materialverhalten in
Bild 5 und fur plastisches Materialverhalten in Bild 6 auigetragen.

Aus der Kirchhoffschen Plattentheorie folgt s,, = 0

t.... Plattendicke

Biid 4 : Spannungskomponenten an einem Flachenelement

20



Balken Platte

Bild 5 : Spannungsverlaufe fir Balken- und Plattenanteile - elastisch

Die einzelnen Verzerrungskomponenten sind linear lber die Dicke einer
Querschnitisplatte verteilt. Bei elastischem Werkstoff ergeben sich die glei-
chen Verlaufe flir die korrespondierenden Spannungen. Bei plastischem
Werkstoffverhalten wird das in Kapitel 5 naher beschriebene, integrale
Werkstoffgesetz, das in Spannungsresultanten der Mittelfidche formuliert ist
verwendet. Die Spannungsveriaufe sind in Bild 6 angegeben.

Balken Platte

Bild 6 : Spannungsverlaufe fir Balken- und Plattenanteile - plastisch

4.4 Entwickiung der Grundgleichungen

Die folgenden Ableitungen werden fir ein Element durchgefihrt. Infolge der
Annahmen (4) - (8) verschwinden die gekoppelten Balken-Platten-Terme des
inkrementellen Spannungsanteils aus Gleichung (12), denn die entsprechen-
dernt GréBen haben einen symmetrischen beziehungsweise antimetrischen
Verlauf. Gleichung 13 verdeutlicht diesen Umstand bei Betrachtung einzelner
Komponenten.
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j.vsB sefav = [ B £ dz=0 (13a)
Elastisch : jvsp 58 dv = jv £B dz =0 (13b)
Plastisch : [,foeav = [, LB dz =0 (13¢)

In der weiteren Gleichungsentwickiung existieren unterschiedliche Bezugs-
koordinatensysteme fur die einzelnen Anteile. Alle Integrale die ausschliefi-
lich Terme aus Balkenwirkung enthalten (Index B) beziehen sich auf das
mitgehende Querschnittskoordinatensystem. Die verbleibenden Integralaus-
driicke, die nur Plattenterme (Index P) oder gekoppelte Platten-Balkenterme
(Index BP) enthalten, sind auf das lokale Koordinatensystem der Einzelplatte
bezogen. Dadurch wird fir die gekoppelten Terme eine Transformation not-
wendig. Auch die Spannungen der Konfiguration 1 'ty beziehen sich auf
dieses Kordinatensystem. Die Bezugskoordinatensysteme sind an den je-
weils verwendeten Indizes zu unterscheiden.

Gleichung (12) kann mit den relevanten Spannungen folgendermaBen ge-

schrieben werden

J‘V = 0 dv + .f S 5 8_ + Y——)dV + J‘V"TS&SW%? dVv
+ [ ) av Mg S + nig) av

P oo P ) P o P 3 P 3
+ L[, shdeidv + f sy 8epdv o f sy 8y e ) dV

+ f rwdng dVv + f 1y, 8npydv o+ f Ty 80ng o+ nyc) AV

+J "B AV + [ "1y 8(ngy ) 4V

+ f, O @V f "y 300G+ nye)dv ] (14)

_ 2 R
= oWy — W,
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Der Term
Wy = [ 't 8edv (15)

stellt die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte im Zustand 1 dar. Zunichst sol-
len nur die Terme der linken Seite betrachtet werden, aus denen die elasti-
sche und die geometrische Steifigkeitsmatrix hergeleitet werden kénnen,
womit die Ldsung des linearen Eigenwertproblems mdéglich ist. Auf die inne-
ren Kréafte wird in einem spéateren Kapitel eingegangen.

In der weiteren Herleitung wird Gleichung (14) durch folgende Vernach-
ldssigungen vereinfacht,

- Die inkrementellen Verzerrungen g; werden durch ihre linearen Anteile ey
ersetzt. Diese Linearisierung kann im Hinblick auf das zu erstellende, in den
Verformungszuwéchsen lineare Gleichungssystem vorgenommen werden.
Die Nichtlinearitat wird dann auf iterativem Weg bericksichtigt.

- Die aus den Schubspannungen in der Plattenmittelfiache herrihrenden
nichtlinearen Plattenanteile werden als klein vernachlassigt.

Die Vernachlassigungen sind in Gleichung (14) durch Unterstreichung ge-
kennzeichnet. '

Im weiteren werden die Summenwerte der Verzerrungsinkremente folgen-
dermaBen abgekuirzt:

gij = (e|j + e“) (163)
Yg = {n; + i) (16b)
Die Schubverzerrungen in den Balkenanteilen kénnen auf das lokale Koordi-
natensystem der Einzelsegmente bezogen werden. Sie werden mittels einer

Transformationsbeziehung aus den Verzerrungen im Querschnittskoordina-
tensystem gewonnen (vgl. /75/).
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Damit erhalt Gleichung (14) folgende Form

§,sdemav + | sy 8gq dv

+f, i g AV + V1t%6y§7dv + V%%Sy%dv

+ L[ shdeldv + [ sy, dep, dv + [ s, 895 dv (7)

—+

j\, 1Ixx 5“5; dv + jv 11:xx 8“5: dv + jv1txx 5le§ dv ]
2 1
= Wi~ W,

Die beiden ersten Zeilen der Gleichung (17) fihren zur elastischen und zur
geometrischen Steifigkeitsmatrix des Balkens. Sie sind in der Arbeit von
Osterrieder /75/ ausfuhrlich beschrieben. Deshalb sollen hier nur die neuen
Terme, die aus der Plattenwirkung des Querschnittes resultieren, genauer
betrachtet werden.

In der weiteren Entwicklung werden die reinen Balkenelemente nur in sym-

bolischer Schreibweise mitgefiihrt.

j‘vsasede + §, <% on®av (18)
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Mit der in den Gleichungen (8a - 8¢) aufgestemen Beziehungen zwischen den
Verzerrungen und den Verschiebungen 148t sich Gleichung (17) in folgende
Form Uberflihren

[,s%8e%av + [ "en®av + 2 s suf,av
+ o f, sy Bup, dv + f, s Bug,dv. + [ sy Bulcav

1 1 PP P P P P
+ —z—jv T OlUyy Ugu + Uy, up, + up, ub ) dv

1 8 B B P
+ "_jv Tx 6(‘ux,x ux,x + uy

[
X uy,x + Uz x uz,x) dv

1 P P B P B
-[V Tx S(Ux,x Uy x + Uy x Uy« + Uy x uz,x) dav ]

= 2 1
= W, — BW

Wie bereits in Kapitel 1 ausfihrlich dargestellt wurde, soll ein Element ent-
wickelt werden, dessen Effizienz aus der Bericksichtigung der wesentlichen
Effekte des untersuchten Problems herriihrt. Deshalb werden weitere, phy-
sikalisch vertretbare Vereinfachungen getroffen. Die Langs- und Querdeh-
nungen einer Querschnittsplatte sind im. allgemeinen klein gegenuber den

' Krimmungen. Aus diesem Grund werden die quadratischen Terme der
Léngs- und Querdehnungen u,, ( u,, ) vernachlassigt (unterstrichene Terme
in Gleichung 19).

4.4.1 Querschnittskinematik fiir Balken und Platte

Die einzelnen Segmente (Platten) eines Querschnittes werden nicht als un-
abhéngige Elemente behandelt, die eine Kopplung erst beim Zusammenbau
des gesamten Systems erfahren. Vielmehr wird angestrebt, das globale Ver-
formungsverhalten des Querschnittes als Ganzes durch die Balkentheorie
und die Verformungen der Querschnittssegmente als zusatzliche Verformun-
gen bezogen auf den Gesamtquerschnitt eines Elementes zu erfassen. Es ist
deshalb notwendig die Verschiebung eines beliebigen Punktes auf dem
Querschnitt als Funktion der Verschiebungen des Referenzpunktes -
Schwerpunkt (S) bzw. Schubmittelpunkt (M) - des Gesamtquerschnittes aus-
zudrlcken.
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Um eine vektorielle Zerlegung von Verdrehungen zu ermdglichen werden die
Verformungszuwachse fur ein Lastinkrement als klein vorausgesetzt. Das
erfordert kleine Lastinkremente bei der Verformungsberechnung, stellt aber
keine Beschriankung beziiglich endlicher Verformungen dar (vgl. /75/).

Die Lage des lokalen Plattenkoordinatensystemes wird durch die Koordina-
ten der Platteneckpunkte im Querschnittskoordinatensystem (Balken) be-

stimmt.
z
}‘ T
- /E
y P vn |
1
| B / ¢ H
i i
[}
Bild 7 :
y
AN
st @D
z
Bild 8 : Transformationsbeziehung einer Platte im Querschnitts-

koordinatensystem
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Beide Koordinatensysteme haben die gleiche x-Achse. Die Lage des Plat-
tenkoordinatensystemes wird durch die Fortschrittsrichtung fir y von i nach
j definiert. Nach Bild 8 ist damit eine eindeutige Beziehung zwischen den
Koordinatensystemen gegeben.

cL =y -y . (20a)
sL = 3 -7 (20b)
oL = Vs + ol (20¢)

Man kann damit die aus Verschiebung des Gesamtquerschnittes (Balken)
resultierenden Verschiebungen eines beliebigen Querschnittspunktes im
jeweiligen Segmentkoordinatensystem (Platte) angeben.

8 —8 SL WB_Q_L_

B
-
u, = w = v oL + BL (21a)
B B 8 CL —a SL
Rl |
uy, v + v BL + W BL (21b)

Die Komponente u? stellt eine Starrkérberverschiebung in der Ebene der
Platte dar und wird somit in den gekoppelten Termen nicht beriicksichtigt.

Zur weiteren vereinfachenden Schreibweise werden folgende Abkiirzungen
verwendet.

@® = uf (22a) . u = u, (22d)
v o= uy (22b) v = u, (22e)
W o= (22¢) w o= u, (221)

Die Verschiebungsterme der Gleichungen (22f) - (22e) werden zuséatzlich mit
einem oberen Index B oder P nach ihrer Herkunft unterschieden.
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4.4.2 Einbringen der Querschnittskinematik

Durch Verwendung der in Gleichung (21) angegebenen, geometrischen Be-
dingung ergibt sich folgende Form der Grundgleichung

f,8%8e%av + | Pan®av + x (] sL8ulav

+ sy Vi dv + [ sl suldv + [ s 8vidv

2
(23)
1 B SL -8 CL
+ ?5V1txx5[ Wi( - Vi-—[—)‘L—' + Wi—B—L-) ] dv
1 SL CL _-»
+ —2—-]\/1%(8[ - —D—l:—viwlpx + Bfwiwi] dv }

_ 2 1
= T8Wq — BW,

Das Verhalten eines Querschnittspunktes wird durch die charakteristischen

Querschnittsverschiebungen (U, , Vy, Wy, 0,,) und seine Koordinaten im

Querschnittskoordinatensystem eindeutig beschrieben.

Vo= vy - (2 - 2y)° O (24a)
W o= Wy + (Y~ Yu)® O (24b)

Mit den Annahmen der Kirchhoffschen Plattentheorie lassen sich samtliche
Plattenverformungen in Abhéangigkeit der Verschiebung senkrecht zur Plat-
tenebene ausdricken.

vo= - wf;z (25a)
o o= - w;z (25b)
wh o= w (25¢)
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Eingesetzt in Gleichung (23) ergibt sich

f,s%de®av + jv1tBSanV
+ B4, k2B —wi)dv + [ ], 28( ~wh,)dv

+ fvs:yzﬁ( M\ fvsyxsz wh, )dv

+ %jv‘rxxmwf; )2 av

SL

1 - - . —
+ “2_jv1rxx8(wi(( = Vet (Z = Zy) OEM,X)B‘I:‘ (26)

— ~ = R CL
+ W,F;( Ws,x + (y - YM) GEMx)"’[‘)*I:‘] dv

L) v 5 = \F SL
ol a8 - G~ @~ 20 B whZE

(W G - V) O wh SR av)

- 2 1
= 5W(a) SW(i)

4.4.3 Uberfilhrung der Spannungen in SchnittgréBen

Im Sinne einer (blichen Balken- bzw. Plattentheorie ist es sinnvoll, die An-
nahmen beziiglich der Spannungsveridufe in die Arbeitsgleichung einzubrin-
gen und mit resultierenden Spannungen (SchnittgréBen) weiterzuarbeiten.
Die Integration der Langsspannungen Uber die gesamte Querschnitisfliche
beziehungsweise die Bericksichtigung ihrer Verdnderung mit den Quer-
schnittskoordinaten ¥ und Z sowie der Einheitsverwélbung w, liefert die re-
sultierenden Kréfte der Balkentheorie P, M;, M;, M, . Die integration der
Schubspannungen 1, , 1, in der Querschnittsebene und die Beachtung des
Uber die Dicke eines Segmentes linear verteilten Verlaufes fuhrt zu den
Querkréaften Q;, Q; und dem St. Venantschen Torsionsmoment. Die GréBen
werden auf die charakteristischen Querschnittspunkte, Schwerpunkt bzw.
Schubmittelpunkt, bezogen.
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Bild 9 : Schwerpunkt - Schubmittelpunkt

Durch Integration der linearen Anteile der Spannungen t,,, 7, und 1, Uber
die Segmentdicke kann man SchnittgréBen (Momente) der einzelnen Platten
ermitteln.

Die aus dem linearem Verlauf der Schubspannungen folgenden Drillmomente
einer einzelnen Platte sind dem Torsionsmoment des Balkens vergleichbar.
Sie stellen aber flir den zusammengesetzten Querschnitt lediglich einen
additiven, aus der zusatzlichen Verdrillung der einzelnen Platte resuiltieren-
den, Anteil dar, wahrend im Torsionsmoment die Verdrillung des in sich
unverformten Querschnittes enthalten ist.

Einzelplatte:

s
Balkenanteile

-durch Integration
Uber Gesamtquerschnitt

V2
Bild 10 : Spannungsverlaufe Uber die Plattendicke (elastisch})
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Analog werden die inkrementellen Spannungszuwachse, die beim Ubergang

vom Zustand 1 zum Zustand 2 entstehen, zu resultierenden SchnittgréBen
zusammengefaBt

5 s"Se®dv + 5, % 5n° dv

+ rg;s{jA( ~ m, dwh, = m, dwh, —m,, dwh, — m, dwh, ) dxdy

1 N - = _ s B SL
+ _é‘yv%*xb [W.Z( - VABA,x + (Z -2y OEM,X)_ﬁr
@)
— = = A C
b (W 4§ - 5 080 Se] av

1 v o - o -
o), e L (T~ @ = 2 D) whoe

* DL
. s R CL
+ (W, + —YM)OEM,X)WiBT_‘]dV}

_ 2 1
= dW, — W
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5.0 Werkstoffabhiingige Grundgleichungen

Der Arbeit von Osterrieder /75/ folgend wird zur Beschreibung des Werk-
stoffverhaltens vorausgesetzt, daB nur kleine Dehnungen auftreten. Zur Be-
rechnung der Spannungen werden von den Gesamtverformungen die Starr-
kérperanteile abgespalten und nur die verbieibenden Dehnungen verwendet.
Dariiber hinaus werden nur kleine Verschiebungsinkremente zugelassen.

5.1 Elastisches Werkstoffverhaiten

Im elastischen Fall tritt unter den genannten Annahmen keine Kopplung der
Werkstoffbeziehung fiir die Balken- und Plattenanteile auf. Die Balkenspan-
nungen werden mit dem Elastizitdtsmodul bzw. Schubmodul aus den nichtli-
nearen Verzerrungsinkrementen bestimmt.

Entsprechend der Zusammenfassung der Spannungen zu SchnittgroBBen wird
beim Balken das in der Arbeitsgleichung formulierte Integral Gber das Volu-
men eines Querschnittsteilchens in zwei Anteile aufgespalten. Somit kénnen
aus der Integration tiber den Querschnitt entstehende GréBen (Flache oder
Tragheitsmomente), die bei elastischem Material nur von der Querschnitts-
form abhangig sind, in der Arbeitsgleichung konstant gehalten werden, wo-
durch nur noch eine Integration (ber die Lange des Balkens durchzufiihren
ist.

%

i abd(A) = Fu" (28)

Diese Querschittswerte werden iblicherweise, obwohl es sich um keine Ma-
terialgroBen handelt, in die Werkstoffmatrix des Balkens eingebracht und die
Spannungs-Dehnungs Beziehung in Spannungsresultierenden (Schnittgré-
Ben) angegeben.

*} Zur Beschreibung der Querschnittswerte wurde die von Bornscheuer /10/
eingefiihrte Bezeichnung der vielfach verwendeten Bezeichnungsweise
Jy . J; ... vorgezogen.
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- ) o
P EF 0 0 0 o0 U's
My 0 EFfy 0 o o ||V
Mil = |0 o EFF 0 0 W (29)
Myg 0 0 0 GJ 0 5IxM
My, ] 0 o o0 o0 EFww— 5,
- L

Auf der Grundlage des Hookeschen Werkstoffgesetzes fiir einen zweidimen-
sionalen Spannungszustand kann fiir ein Plattensegment folgende Beziehung
angegeben werden

m, 1 v 0 = Wiy
m, = K v 1 0 - W‘Pyy (30)
Myy 0 0 1-v = (wh, +wh,)

Et

Mit Kk = —Ef
' 20 = V9

Die Plattensteifigkeit k enthalt ebenfalls einen werkstoffunabhangigen Term
(Plattendicke t), da durch die Verwendung von Plattenmomenten auch hier
eine Vorabintegration durchgefihrt wird.

Im Rechenprogramm NISA werden alle querschnittsabhingigen Werte vor
Beginn der Berechnung aus der Querschnittsgeometrie ermittelt und bei
elastischem Material fur alle gleichformigen Elemente abgespeichert.
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Die werkstoffunabhangige Grundgleichung (27) erhalt nach Einbringung der
Werkstoffgleichungen (29) und (30) folgendes Aussehen.

8 B 1.8 B
f,s73e%dv + [ 't"sn’dv

+ nxs{k&\[ (W,F;x"”VW;y)SW.Pxer (VWi Wiy ) 3w,
+ (W + Wy ) Sy ! - (Wi + Wh) Swhy ] dxdy
+ %jv‘rxxaxwi)zdv
b S WL W @~ 2 ) o (31)
Fow (W 5~ V) B Sl 0V
Foa g e L (T @ 2 B whSE
F (W + 7~ ) Ban) wh Sl AV

I

2 1
Wi, — W,

5.2 Elastisch - plastisches Werkstoffverhalten

Bei beginnender Plastizierung verlieren die in Kapitel 5.1 beschriebenen
Voraussetzungen ihre Gultigkeit. Das Werkstoffgesetz gilt nicht mehr flr den
gesamten Querschnitt, sondern ist, je nach Plastizierungsfortgang, an jedem
Querschnittspunkt unterschiedlich. Auch die Querschnittswerte, Schubmittel-
punkt und Schwerpunkt, sind einer Verdnderung unterworfen. Dariber-
hinaus beeinfluBen sich Platten- und BalkenschnittgroBen gegenseitig, so
daf3 die Aufrechterhaltung getrennter Werkstoffmatrizen nicht mehr moglich
ist. Es muB ein Werkstoffgesetz gefunden werden, daB diesem Umstand
Rechnung tragt und eine Verbindung zwischen den Balken- und den Platten-
groBen erméglicht.
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Durch die Vernachlassigung von Normal- und Querschubspannungen in Dik-
kenrichtung der Einzelplatten reduziert sich das Problem auf einen dreidi-
mensionalen Spannungsraum zur Beschreibung des ebenen Spannungs-
zustands. Es empfiehlt sich, die auch von Osterrieder verwendete von Mises-
FlieBbedingung entsprechend zu erweitern. Osterrieder verwendet zur Be-
schreibung plastischer Zustande naherungsweise ein eindimensionales
FlieBgesetz in Stablangsrichtung, wobei er die Schubspannungen in der
Querschnittsebene, aus denen das St. Venantsche Torsionsmoment errech-
net wird, mittels der von Mises-Bedingung begrenzt und ein maximales, auf-
nehmbares Torsionsmoment ermittelt. FlieBen tritt in seinem Element dann
auf, wenn die Gesamtldngsdehnungen ‘= die FlieBdehnung e Uber-
schreiten. Dieses fiir den eindimensionalen Zustand mégliche Vorgehen hat
den Vorteil, daB FlieBen infolge der direkt aus den Verschiebungen be-
stimmbaren Dehnungen ermittelt wird. Dies ist sinnvoll, da die Verschie-
bungsmethode der finiten Elemente im allgemeinen die Verformungen eines
Systems besser approximiert als die Spannungen. .

Beim nun vorliegenden mehrdimensionalen Spannungszustand kann man
nicht mehr so verfahren, da durch die FlieBbedingung eine mehrfach ge-
krimmte Flache im Spannungsraum festgelegt wird. Nach Plastizierungsbe-
ginn kénnen sich die einzelnen Spannungskomponenten in ihrem Verhaitnis
zueinander verandern, sie beschreiben jedoch immer einen Punkt auf der
FlieBfliche. Damit ist die Definition einer einzigen FlieBdehnung nicht mehr
méglich. Die andere Méglichkeit, die FlieBbédingung als eine Beziehung
zwischen den wirkenden Spannungen und einer Vergleichsspannung (z.B.
von Mises-Bedingung) zu formulieren, setzt allerdings voraus, daB die
Spannungen mit ausreichender Genauigkeit ermittelt werden und nimmt
damit indirekt EinfluB auf die Wahl der Ansatzfunktionen und der Elemen-
teinteilung. Bei elastischem Stoffgesetz ist es mit vertretbarem Aufwand
mdéglich, die integrale der Gleichung (29) nach der Diskretisierung analytisch
zu integrieren und somit die Steifigkeitsbeziehung eines Elementes explizit
zu erstellen. Damit kann einerseits Rechenzeit eingespart und andererseits
eine, im Rahmen der verwendeten Naherungen und Ansatze, exakte Steifig-
keitsbeziehung aufgestellt werden, die nicht mit numerischen Ungenauigkei-
ten behaftet ist.

Bei Beriicksichtigung stofflicher Nichtlinearitat ist die analytische Integration
der Gleichung (31) nicht mehr durchfihrbar und man muB auf numerische
Integrationsverfahren zuriickgreifen. Die Wahl des geeigneten Verfahrens ist
dabei ebenso wichtig wie die Beschrinkung der resultierenden Datenflut.
Denn jeder Punkt des Elementes kann einen unterschiedlichen Spannungs-
zustand und damit nach FlieBbeginn eine andere Werkstoffbeziehung als sein
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Nachbarpunkt aufweisen. Die Biegebeanspruchung der Einzelplatten hat
daruberhinaus zur Folge, daB nicht nur Gber die L&ngsrichtung und den
Querschnitt eines Elementes, sondern auch Uber die Dicke der Platten inte-
griert werden muB. Bei reinen Plattenelementen wird die Dickenintegration
oft iber sogenannte Schichten durchgefiihrt. Dazu wird die Gesamtplatte in
Dickenrichtung in Schichten eingeteilt, jeder Integrationspunkt auf der Flache
muB dann in jeder Schicht vorhanden sein. Die Anzahl der Schichten erhoht
die Anzah! der Integrationspunkte multiptikativ. Um den sich ber die Quer-
schnittsebene dndernden Verlauf der Spannungen erfassen zu kénnen, ist es
notwendig, mindestens 5 - 7 Schichten zu verwenden; da an jedem Integra-
. tionspunkt fiir jede Schicht konstante WerkstoffgréB8en angenommen werden.
Durch Einflihrung von Schichten wird der tatséchliche Verlaufin Form einer
Treppenfunktion angenahert, diese Anndherung wird verbessert, wenn durch
Verwendung von mehr Schichten die Treppenstufen verkleinert werden.

Bei plastischem Werkstoffverhalten ist es notwendig, fiir einen Lastschritt an
jedem Integrationspunkt eine Reihe von Elementinformationen vorzuhalten.
Dies sind, zusétzlich zum aktuetlen Spannungszustand und dem des voran-
gegangenen Schrittes, die bereits vorhandenen plastiéchen Dehnungen, aus
denen die Werkstoffbeziehung der aktuellen Konfiguration und die Relation
des Spannungszustandes bezuglich der FlieBfldche ermittelt werden.

Da in dieser Arbeit die Einzelplatten nur als Unterelement in das (berge-
ordnete Balkenelement eingebaut werden, erscheint eine Erfassung plasti-
scher Zustande mittels eines Schichtenmodells zu aufwendig und steht damit
im Widerspruch zur urspringlichen Zielsetzung. Aus diesem Grund soll hier
ein integriertes Stoffgesetz Verwendung finden, d.h. die Flie3bedingung wird
in der Mittelfliche in Abhdngigkeit von Langskraften und Biegemomenten
formuliert. Die Dinnwandigkeit der Einzelplatte kommt dieser Annahme ent-
gegen, da dadurch die Laststufe vom FlieBbeginn in einer Randfaser bis zur
vollstandigen Durchplastizierung relativ klein wird.
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Bild 11: Spannungsverteilung an einer Einzelplatte des Querschnittes

Das Verfahren beruht auf dem energetischen Ausgleich der Zwischenzu-
stdnde. Eine entsprechende FlieBbedingung wurde von llyuschin bereits
1947 entwickelt. Crisfield /20/ hat diese Bedingung 1974 zur Untersuchung
von Platten mit der finiten Element-Methode Ubernommen.

5.21 Voraussetzungen und Annahmen

Die Formulierung einer entsprechenden FlieBbedingung basiert auf der von
Mises-Bedingung

1
M, = —(six + 85, — 5,5, + 3s2,) < 1 (32)
Cg

Unter Voraussetzung folgender Annahmen:

1. Es wird die Theorie der diinnen Platten verwendet, Schubverfor-
mungen senkrecht zur Mittelfliche werden vernachlassigt.

2. Neigungen Ow bzw ow < < 1.
ax oy
3. Es wird elastisch - ideal plastisches Material angenommen.
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Die von llyuschin entwickelte gendherte Bestimmungsgleichung flr die
FlieBflache hat folgende Form

f = 2N2 , ASMN 146!\2! < 33)
t? of V3 ol t ot

Mit
N o= N2+ NJ o~ NN, + 3N (34a)
M o= M o+ M- MM, + 3M (34b)
TR 1 1
MN = M.N, o+ M Ny = o MCN, = o M N+ B M N, (34c)
und § =

gt]zl

N und M bezeichnen die Spannungsresultanten der Einzelplatte

(vgl. Bild 12).

Diese Bedingung muB den Erfordernissen des speziellen Problems noch an-
gepaBt werden. Dazu missen, um diek FlieBbedingung an einem Punkt im
Element anwenden zu kénnen, die Spannungen aus den beiden Elementan-
teilen (Balken und Platte) berechnet werden. Die aus Plattenwirkung der
Querschnittssegmente berechenbaren SchnittgréBen M, M,, M, (val
Kapitel 4) liegen bereits in der gewlinschten Form vor, wahrend die Balken-
schnittgréBen in resultierende Spannungen (N, , N, ) in der Mittelflache der
Einzelplatte umzurechnen sind. Weder aus Balken- noch aus Plattenschnitt-
groBen erhalt man eine resultierende Normalspannungskomponente N, .,

die auch im weiteren nicht beriicksichtigt wird, da infolge der langlichen
Form der Querschnittsplatten eine bemerkenswerte Spannungskomponente
in der Plattenbreite auszuschlieBen ist. Die Berlicksichtigung aller Platten-
biegeanteile (M,, M,, M, )} hingegen ist von groBer Bedeutung, denn im
maBgebenden, biegebeanspruchten Teil einer ausgebeulten Platte kann
durchaus ein quadratisches Seitenverhaitnis vorliegen (siehe Bild 13).
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Bild 12: Resuitierende Spannungen an einer Querschnittsplatte
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Bild 13: Mdégliche Ausbreitung einer lokalen Beule

5.2.2 Herleitung des Stoffgesetzes aus der FlieBbedingung

Nach FlieBbeginn kdnnen sich die Spannungen nur noch auf der FlieBflache
bewegen. Die Anderung einer Spannung bedingt die Anderung der anderen
und zwar so, daB die Variation der FlieBbedingung &6f = 0 ist.

(—g-f—)To = Q (35)

Qal
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Mit Hilfe der Prandti-Reuss-Bedingung a8t sich der Vektor der plastischen
Dehnungsinkremente folgendermaBen darstellen

I
Bz = Ao -

Die inkrementellen Spannungen ergeben sich aus folgender Beziehung
o(x,y,z) = C(c(xy,z) — &lx\y72)) (37}

Durch Elimination des Faktors A kann hieraus die elasto-plastische Werk-
stoffmatrix gewonnen werden.

Im Fall der integralen FlieBbedingung entféllt die Veranderung der Span-
nungen iber z. Der Spannungstensor wird dann durch zwei Anteile, der in
der Mittelfliche wirkenden Spannungsresultanten, gebildet.

Die Variation der FlieBbedingung liefert

T T

5f = fn + f,m = 0 (38)
hierin ist
1 N 28 OM
§ = — 2 4 22 T 39
" 2 ON V3 I oM (39a)
28 OJN 16 OM
f,o= 22 2 4 22N 39b
m Ja ¢ ON “ OM (39b)

n und m sind die Vektoren der inkrementeilen Spannungsresultanten und N
und M die entspechenden Vekioren der Gesamtspannungsresultanten.

ny my
n = Ny (40a) m = my (40b)
n,, M,y
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Im vorliegenden Fall gilt

2N, 2M, — M,
aN IM
— = =N 41 _— = 2M, - M 41b
N x (41a) EXY) y x ( )
6 N,, 6 M

xy
Die Annahme, daf} die FlieBbedingung als plastisches Potential behandelt
werden kann, ergibt eine Proportionalitatsbeziehung zwischen den plasti-
schen Dehnungsinkrementen und den partiellen Ableitungen des Potentials.

g, = A, (42a)

K, = Afy, (42b)

Die fur die integraie FlieBbedingung giltige Glelchung (42) entspricht der
allgemein giltigen Gleichung (36).

FUr das verallgemeinerte, inkrementelle elastische Stoffgesetz wird Hooke-
scher Werkstoff angenommen. Daraus folgt

n = t C(e~ g) (43a)
£
) m = —=C(k - k) (43b)
mit
1 v 0
c - —E _|v 1 o0 (44)
12(1 — v?)

0 0 (1-v2

Durch Einsetzen von Gleichung (42) und (43) in (38) ergibt sich

ftC(e — M) + f——C(k = Af,) = 0 (45)

12

Gleichung (44) 148t sich folgendermaBen umformen
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3 3
flice + f,Tn—:Z—CK - afflter, + f;-it-gctm] =0 (46)

Hieraus laBt sich . bestimmen, zu

3
A= LN [ftce + f;Tté—cK] (47)
ffece, + f,Tn—:?Cfm
Unter Einfihrung folgender Abkiirzungen
T, = fitCH, (48a)
£
T, = 1',,\-1—2~Cfm (48b)

kann man die plastischen Dehnungsinkremente durch die Gesamtdehnungs-

inkremente ausdricken.

13

_ 1 T T
Sp = m(tfnfncﬁ ‘f" 12 fnfmCK) (493)
K, = L (it ce + Lot ek (49b)
P T, + T, mon 12 mm
und damit schlieBlich
n = Ci¢e+ C, Lk (50a)
m = C ¢+ C x (50b)

42



mit den Werkstoffmatrizen

c, = tC — T;L——-]—_m—Cfnf;C (51a)
Con = — m—ﬁMCfmfgc (51b)
12(T, + T,)
c, = Lo ——_L—Cfmf;c (51c)
12 12(T, + T,)

Zur Aufstellung der Werkstoffmatrix sind mehrere Matrizenmultiplikationen
bzw. Divisionen notwendig, die eine analytische Auswertung der Werkstoff-
matrix ausschlieBen. Da deren Aufsteliung jedoch, abhingig vom Span-
nungszustand, von Integrationspunkt zu Integrationspunkt unterschiedlich ist
und fur plastisches Material die Steifigkeitsmatrix ohnehin numerisch ge-
wonnen werden muB, wird die Werkstoffmatrix ebenfalls auf numerischem
Weg ermittelt. Die Grundgleichung 148t sich dann allerdings nicht mehr, wie
bei elastischem Material (Gleichung 31), explizit, sondern nur in symboli-
scher Matrizenschreibweise angeben.

Die Gleichung lautet

8 B iy,
jva(eB)Tcne dv + § 't3n®dv
+2{ ] 3(e®) Ckdv + [ 8k CokdV + IVSKTCnmeBdV
\% v
1
+ -2~j'v1rxx8(wf;)2dv
(62)
| = = \ Rl L
+ .[V1Txx8[wi( - VBBA,x + (Z"ZM)egM,x)%‘
- -  _ \® CL
W (W + (= V) W) Gl avy
- 25 1
= “5W, W,
Vereinfachend wurde hier das gemischte Produkt (w? w3 ) bzw. (we wh)

aus Symmetriegrinden zusammengefaBt. Zur Anordnung . in der Steifig-
keitsmatrix sind beide Ausdriicke getrennt zu entwickeln.

Werkstoffabhingige Grundgleichungen 43



In Gleichung (52) werden folgende Abklrzungen verwendet:

e = (53a)

Tixx
R’ = (53b)

ko= | W, (53c)



6.0 Diskretisierung mit der Methode der finiten Elemente

Das durch die Gleichungen (31) und (52) beschriebene Problem weist, mit
den inkrementelien Verschiebungen, unendlich viele Unbekannte auf. Flr
jeden Punkt auf der Ldngsachse bzw. dem Querschnitt kdnnen unterschied-
liche Verschiebungen errechnet werden. Ein Grundprinzip der Methode der
finiten Elemente ist es, die unendlich vielen unbekannten Verschiebungen
durch die Annahme ihres Verlaufes {ber x,y und z in eine endliche Zahl von
diskreten VerschiebungsgréBen an definierten Punkten umzusetzen. Man
macht sich dabei die Methode von Ritz zunutze, verwendet die Anséatze der
Verschiebungen jedoch nur bereichsweise innerhalb eines Elementes. Dar-
dber hinaus werden bei der finiten Element Methode die Ansétze so gewahlt,
daB die diskreten VerschiebungsgrﬁBen geometrisch deutbare GréBen dar-
stellen. Bei der Wahl der Ansatzfunktionen sind folgende Anforderungen zu
stellen, um den Arbeitsausdruck integrieren zu kénnen und bei einer Netz-
verfeinerung Konvergenz zur wahren Lésung zu garantieren., '

6.1 Anforderungen an die Ansitze

a.) Lineare Unabhéangigkeit: .

Die einzelnen Anteile des Ansatzes muissen linear unabhéngig voneinander
sein, andernfalls entstehen im Gleichungssystem abhéngige Gleichungen,
d.h. das System wird singuléar. i

b.) Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen verlangt entsprechend den
kinematischen Gleichungen ein stetiges Verzerrungsfeld |m betrachteten
Bereich sowie die Erfullung der kinematischen Rand- und Ubergangs-
bedingungen. Ist im Arbeitsausdruck die n-te Ableitung der Verschiebungs-
funktion enthalten, so muB die Funktion und ihre Ableitung bis zur Ordnung
(n-1) stetig sein, um den Ausdruck integrieren zu kdnnen (Integrabilitats-
bedingung).

Far das hier betrachtete Element bedeutet dies, es miissen mindestens qua-
dratische Polynome verwendet werden, da sowohl Balken- als auch Platten-
terme 2. Ableitungen enthalten. Die Ordnung der Ansitze muB so gewahlt
werden, dafl mindestens konstante Verzerrungen (Krimmungen bei Biegung)
bzw. Spannungen im Element beschrieben werden kénnen. Es missen im
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Verschiebungsansatz gerade die Terme enthalten sein, die zu einem kon-
stanten Verzerrungsverlauf flihren.

c.) Der Verschiebungsansatz muf3 alle moglichen Starrkérperverschiebungen
enthalten. Die einzelnen Starrkérperzusténde dirfen jedoch zu keinen Ver-
zerrungen bzw Spannungen fihren.

d.) Die Lésung solite gegen Verdrehungen des Bezugskoordinatensystemes
invariant sein, d.h. die Terme des gewahiten Ansatzpolynomes missen bei
einer Koordinatentransformation erhalten bleiben. Diese Forderung nach
“geometrischer Isotropie” ist dann erfillt, wenn der Ansatz vollstdndig im
elementbezogenen (lokalen) Koordinatensystem definiert ist.

6.2 Wahl einer geeigneten Verschiebungsfunktion

Zur Beschreibung der Balkenverformungen werden von Osterrieder /75/ far
die Querverschiebungen, sowie die Verdrehungen und die Querschnittsver-
wdlbung kubische “Hermite”’-Polynome gewdahlt. Fir die DarsfeHung der
Langsverschiebung wird ein linearer Ansatz verwendet. Zur Berucksichti-
gung der lokalen Profilverformung sind fir die Einzeiplatten Ansatzfunktio-
nen fiir ein zweidimensionales Verschiebungsfeld erforderlich. Die Hinzu-
nahme der Profilverformung mittels lokaler Freiheitsgrade vergroBert das
Problem in nicht unerheblichem MaBe. Es werden deshalb zwei verschiedene
Plattentypen entwickelt um eine mdglichst effiziente Erfassung des lokalen
Querschnittsverhaltens zu erreichen. Auf der anderen Seite soll ermdglicht
werden, daB, bei ungiinstiger Abbildung des Querschnittsverhaltens durch
das gewdhlte Element, auf Elementebene eine Verfeinerung zur Losungsver-
besserung durchgefithrt werden kann. Um das Verhalten von Gurtpiatten
oder Abkantungen abbilden zu kénnen, wird ein Plattenelement (Typ 1) fir
eine dreiseitig gelagerte Platte verwendet. Da einseitig ein freier Rand vor-
handen ist, wird in Querrichtung ein linearer und in L&ngsrichtung ein kubi-
scher Polynomansatz fiir die Querverschiebungen gewahit (vgl. Bild 17 und
18). Als diskrete Freiheitsgrade werden die Langsverdrehungen an den
Knoten 1| und J des Elementes eingefihrt und, aus Kompatibilitats-
griinden, die Veranderung der Verdrehung in Langsrichtung (Verwindung).
Dieser Plattentyp hat somit vier Freiheitsgrade.

Fiir Stegplatten, bzw. zur Verdichtung des Unterelementnetzes, wird ein
zweites Plattenelement entwickelt, daB in beide Richtungen einen kubischen
Verschiebungsansatz aufweist. Ein vollstdndiger bikubischer Ansatz fordert
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als Freiheitsgrade die Verdrehungen in zwei Richtungen und die Verschie-
bung quer zur Plattenebene an jedem der vier Eckpunkte des Elementes. Aus
spater noch genauer erlduterten Grinden wird als zuséatzlicher Freiheitsgrad
die Verwindung an jedem Knoten eingefiihrt. Es entsteht daraus ein Platten-
element mit 16 Freiheitsgraden.

Bild 14: Inkrementelle Knotenverschiebungsgroen des Balkens

Die Vektoren der diskreten Knotenverschiebungen des Balkens lauten

us = [TGg(0) TeL) 1" (54a)
vu = [0 LOu0) VL) LBuw) ] | . (5ab)
wy = [®0) L8,y0 wy) LB,w ] (54c)
Om = [0m(0 LBwu0 Baull) LByw) 17 (54d)
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¢, (0,0) L
/ 'n = -%—
9,, (0.0 /)'/
Bild 15: Knotenverschiebungsgrofen eines Querschnittssegmentes

(Platte Typ 1)

Der Vektor der diskreten Knotenverschiebungen fiir eine Platte Typ |
wo = [ 0x(00) 0, (0.0) 0L0) (0T (55)

9, {LO) gre, (L0

7,1 L,0)

¢ (L, D)
2P +—a— xy
X /
0 |~ (L, 0l

@, L, D)

Bild 16: Knotenverschiebungsgriofen eines Querschnittssegmentes
(Platte Typ If)
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Der Vektor der diskreten Knotenverschiebungen fiir eine Platte Typ i

we = [ 9,00 9,00 v(00) ¢(00)

©«(0.D) ¢,(0D) v(0,D) ¢, (0D)

(56)
P (L0) @, (L0) v @ (L0)
¢ (L,D) 9,(L,D) V(D) LD I
Mit den Vektoren der Ansatzfunktionen
L = [ (1 -8y &7 (57a — d)

L, =L(n-1) T
B = [ (1-35+28%) (528 +8%) (38% —28%) (B2 -¢) T
@, = L1 =38n"+2n%) (n=2n"+0") (30" - 20°) (W~ n*) T

kénnen die Verschiebungen an einer beliebigen Stelle §=‘ %, n= —é—
innerhalb des Elementes dargestellt werden.

Balken:
ug(8) = L{ug (58a)
vu () = v, (58b)
wy (E) = @ w, (58¢)
0w () = @0, (58d)
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Die Ansatzfunktion L,, hat ein anderes Vorzeichen als die analoge Funk-
tion in £ — Richtung, da flr jede Platte die Definition eines eigenen Koordi-
natensystemes notwendig ist. Die positive y-Richtung weist von i nach j.
Die x-Richtungen des Platten- und des Querschnittskoordinatensystems sind

identisch.

(&) = DLy®w, (59a)

Lin - Pqg Lim* Py Lan: Oy Lyw O

Bild 17: Platte Typ | freier Rand auf der linken Seite
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w ) = D Lo @ W, (59b)

Bild 18: Platte Typ | freier Rand auf der rechten Seite

Fir eine Platte des Typs Il lautet der Vektor der Ansatzfunktionen.

weEmn) = [ DD, 0y~ LD, Dy Dy Dy DDy Oy
Ddy @y~ Ly, By Dy Dy DD, Dy
(60)
D (D271 q)gg - L (Dm (D“u (I)h‘ (D3§ D (1)21.[ (DAE,
D (D“W (D3;’ —- L (D3Y1 (D45= (D3Tl (D3§ D (D4Tl (DAY, ] W
w (€, n) = @, Wy

Die Ansatzfunktionen sind in Bild 19 dargestelit.
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Biid 19: Ansatzfunktiorien der Platte Typ il



6.3 Inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix bei elastischem
Werkstoffverhaliten

Der Zusammenhang zwischen den Dehnungen und den Spannungsresultan-
ten der Mittelfliche wird durch Einbringung der Verschiebungsansatze in
eine Beziehung zwischen diskreten Knotenverschiebungen und Stabend-
schnittgréBen fiir die Balkenwirkung und diskreten, fiktiven Knotenmomenten
bzw. -kréften flr die Plattenanteile (berfiihrt. Es werden dabei sowoh! fiir die
Verschiebungsinkremente als auch fiir die virtuellen Verschiebungen diesel-
ben Anséatze verwendet. Die reinen Balkenterme sind hier nicht explizit dar-
gestellt, sie kénnen /75/ entnommen werden.

AuBerdem ist zu beachten

%E— = —:_— (61a)
—Z—;; = 715 (61b)
5, Cdxdy = LD [ Jdkdn 62).
und
—a%“’» = By (63a)
—a%d). = o, . (63b)

6.3.1 Spannungsveriauf

Die Arbeitsgleichung in Form der Gleichung (31) setzt sich aus linearen und
quadratischen Termen zusammen. Die linearen Terme filhren jeweils fir
Balken- und Plattenanteile getrennt zur elastischen Steifigkeitsmatrix des
Elementes bzw. der Subelemente. Die quadratischen Terme geben die Ver-
anderung der Steifigkeit durch Berlcksichtigung des wirkenden Kraftzustan-
des am verformten System wieder, sie fithren zur sogenannten geometrl-
schen Steifigkeitsmatrix. ) '

Die “elastische” Steifigkeitsmatrix enthalt werkstoffabhangige GréBen und
bleibt, bezogen auf das mitgehende Querschnittskoordinatensystem, bis zum
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Plastizierungsbeginn konstant, wihrend die geometrische Steifigkeitsmatrix,
durch den sich verdndernden Kraft- bzw. Verformungszustand, in jeder
Laststufe ein anderes Aussehen aufweist. In ihr beeinflussen sich die einzel-
nen Anteile des Elementes gegenseitig. Zwar ist keine Beeinflussung der aus
Plattenwirkung resultierenden Spannungen auf die reinen Balkenverform-
ungen gegeben, aber die aus BalkenschnitthéBen stammenden Spannungen
missen in den geometrischen (nichtlinearen) Termen der Platte und den
gemischten Plattenbalkentermen bericksichtigt werden. Zur Aufstellung der
geometrischen Balkensteifigkeitsmatrix verwendet Osterrieder /75/ die dis-
kreten KraftgréBen, da Verschiebungs- und KraftgréBen auf das gleiche
Querschnittskoordinatensystem bezogen sind. Bei der Aufsteliung der geo-
metrischen Plattensteifigkeitsmatrix und der gemischten Balkén - Platten -
Matrizen ist es notwendig, die BalkenschnittgréBen auf die einzelnen Platten
zu beziehen. Um die Matrizen auf analytischem Weg bestimmen zu kdnnen,
muB der Verlauf der Spannungen in einer Einzelplatte bekannt sein. Ent-
sprechend der Voraussetzung ist die Verteilung der Langsspannungen Gber
die Plattendicke konstant. AuBerdem wird davon ausgegangen, daB die Ein-
zelplatten durch Abspaltung des Starrkérperanteiles keinen groBen Relativ-
verschiebungen ausgesetzt sind, d.h. sie bleiben in Querrichtung gerade. Da
der Balkenquerschnitt nur lineare Verwdibungen erfahrt, kann die Lings-
spannung als linear {iber die Plattenbreite angenommen werden.

NS i atatiss u y

VZ ‘Txx( 0. D)

Bild 20: Verlauf der Normalspannungen in Plattenmitte

Der Verlauf ist durch die Kenntnis der Spannungsordinaten an den Element-
eckpunkten eindeutig beschrieben. Sie knnen bei elastischem Material di-
rekt aus den diskreten Balkenschnittkréiften ermittelt werden.
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Fir eine Platte gilt:

T = T (0,0) + ("1, (00) — '1,(0,0)) 0 (64)

Fir den Schubmittelpunktsabstand eines Punktes kann ebenso verfahren
werden.

(Y(0,00 = yy) + (Y(OD) — ¥(0,00)n (65a)

<
!

~

S
i

~
]
N
=
I

(Z(0,0) — Zy) + (Z(OD) — Z(0,0))n (65b)

Durch Einbringen der Verschiebungsansétze und des Spannungsverlaufes
lassen sich alle Integralausdricke der Gleichung (31) als Integrale quarti-
scher Polynome darstellen. Sie kénnen, zur Einsparung von Rechenzeit, bei
elastischem Werkstoffverhalten, vorab analytisch integriert werden.
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6.3.2 Ermittlung der Steifigkeitsmatrix

Unter Beriicksichtigung der im vorherigen Abschnitt angegebenen Bezie-
hungen folgt aus Gleichung (31)

Subl..Jug + vyl ()vy + ()01 + dwi Ll )wy + () 0]

+ 800 L) O T Ledvy F (dwy ]

N S 1 T v '
+ zowl L[] LOK(—F Pen e Ponee © 502 P, 6 Pen, nn

1 T

+ T(bén.nn @i, qn T q’én nn Dén 34
D 1?
1 —v T p

+ 202 D, g0 2 Doy, 2y ) ANCE

Tt T
+ e Txxl*g‘“’én,a‘l’én,adﬂdi T w

T 101 1 1 T -
H oWl L ] D ey P o (T ) v

66)
11 1 1 T cL (
+ jo jotLD Ty By, Py, INAE(FF) W

101 1 = = 1 T SL
+(j0jotLD T =2+ zM}F(Dén,é(bé‘;’dndﬁ( - 50

1¢1 — —
+ o (¥~ Yu )—*‘I’gn*q’ggdnd& L))o ]

SL)

L

T 11 1 1 T
+ X by §, fteo ruFméygmén,gdndg( -
T 11 1 1 T «( CL
+ 3wy L teo zxx7¢§,§¢én,gdndg<ﬁf) W,
SL
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Die angegebene Formel stellt die inkrementelle Arbeit eines aus ns Einzel-
platten bestehenden Balkenelementes dar. Jeder Integralausdruck fihrt zu
einer eigenen Matrix. Die Summe aller Matrizen ergibt die Elementsteifig-
keitsmatrix im lokalen Querschnittskoordinatensystem. Die Gesamtmatrix
1aBt sich in zwei Teile, die elastische und die geometrische Matrix, aufspal-
ten. Bezeichnet man den Vektor aller diskreten KnotenverschiebungsgroBen
mit

v = [ug vy wy 8y w 1 (67)

dann erhédlt man durch Multiplikation der Steifigkeitsmatrix mit dem Vektor
der VerschiebungsgréBen den Vektor der inkrementellen KnotenkraftgréBen.

S = (ke + k) v (68)

Zur Ermittlung der einzelnen Teilmatrizen muB vorausgesetzt werden, daf3
Stoffeigenschaften und Geometrie innerhalb eines Subelementes konstant
sind. Die konkrete Ermittlung der Teilmatrizen soll an dieser Stelle nicht
beschrieben werden, die Matrizen kénnen dem Anhang 1 enthommen wer-
den. Zum besseren Verstdndnis soll jedoch kurz die Struktur der Element-
steifigkeitsmatrix exemplarisch erlautert werden.

Die ersten beiden Terme von Gleichung (31) stellen die elastische und geo-
metrische Matrix des Balkens (vergl. /75/) dar, sie haben jeweils eine Grifle
von 14x14 und bilden den Kern der Matrizen. Die weiteren, lokalen Platten-
steifigkeitsmatrizen vergréBern die Matrizen, wobei die Gesamtzahl der
Freiheitsgrade von der Anzahl der verwendeten Querschnittspiatten und dem
Plattentyp abhéngt. Die Werte des dritten Integrales fithren zur elastischen
Steifigkeitsmatrix der Einzelplatten, die fur Platten vom Typ | durch eine 4x4
und flr Platten des Types |l durch eine 16x16 Matrix dargestellt werden. Die
Matrix selbst ergibt sich aus der Addition von finf Einzeimatrizen. Das vierte
Integral fihrt zur geometrischen Matrix einer Einzelplatte. Die lbrigen Aus-
drucke stellen die Kopplung zwischen Platte und Balken dar, sie ergeben
ausschlieBlich Terme der geometrischen Matrix. Die einzelnen Kopplungs-
matrizen kdnnen in Gruppen eingeteilt werden, die jeweils die Balkenbiegung
in ¥ oder Z-Richtung sowie die Torsion mit der Plattenbiegung koppeln. Es
handelt sich hierbei um je 4x4 Matrizen (Typ I) bzw. 4x16 Matrizen (Typ 1),
die sich fur die drei Gruppen jeweils aus drei unterschiedlichen Matrizen
errechnen lassen. da der Verlauf der Spannungen und der Geometrie in
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jeweils einen konstanten und einen linearen Anteil aufgespalten wird (vgl.
Kapitel 6.2}.

In den Bildern 21 - 25 ist die Struktur der Matrizen flr zwei unterschiedliche
Subelementierungen symbolisch dargestellt. Die Einzelmatrizen der Steifig-
keitsmatrix sind in den Tafeln 1-14 im Anhang 1 enthaiten.

Anhand eines Beispieles soll die Struktur der ermittelten Matrizen bzw. die
Anordnung der Steifigkeitsmatrizen der Einzelplatten in der Elementsteifig-
keitsmatrix demonstriert werden.

~—a?
y
Fd Nummern der Balkenknoten
ij, k... zusatzliche Subknoten
Bild 21: Minimale ldealisierung eines Balkenelementes mit I-Quer-

schnitt
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8] Biegung
L} Langsdehnung
T| Torsion (St. Venant)
4 W] Verwdlbung
] AZAT [l obergurt
7 wava £  Untergurt Plattenbiegung
] Z ] Steg
PR A
Bild 22: Elastische Elementsteifigkeitsmatrix mit 5 Subelementen
1% 18 22
15) ]l 5]
o )1 (o] |o] 6] [o]lele 5’
E < IXe]  [RDG DKok LT [ 2 va
o| [&] (o] [o] B lolele A é
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ol 8] [o] o] [®] Blelsl 7= =
X Xl xR paal” | A
ol gl Jo] 9] 6l 1
o 3 o S_ L Of 1.3
o X6l fo U s :
I T R B
| ] Langsdehnung
% = Torsion (St. Venant)
7 [=] Verwslbung
me H W lHﬂ i ] obergurt
= b z - /z{,—./ Untergurt Plattenbiegung
LA VA ke, QA i & steg

Bild 23: Geometrische Matrix
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Hierbei konnen folgende Feststellungen getroffen werden:
Kopplung Balken - Platte:

Eine Kopplung von Balken- und Plattenbiegung entsteht nur, wenn die Ver-
schiebungskomponenten in die gleiche Richtung weisen. Es ergeben sich
zum Beispiel aus der Stegbiegung eines I - Profiles keine Kopplungsterme
mit der Balkenbiegung um die schwache Achse. Diese Beobachtung gilt al-
lerdings nur flir symmetrische Querschnitte, bei denen die einzelnen Platten
rechtwinklig zueinander angeordnet sind. Fir Balkentorsion hingegen erge-
ben sich fir jede Querschnittsplatte entsprechende Kopplungsterme. Mit
Ausnahme der Langsverschiebung werden alle Balkenterme mit Plattenter-
men gekoppelt. '

Kopplung Platte - Platte:

Eine gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Platten ist, soweit sie keinen
gemeinsamen Knoten haben, nicht gegeben.

Ein zweites Beispiel (Bild 24) soll die Verdnderung der Elementsteifigkeits-
matrix bei einer anderen Subelementierung darsteilen. Es gibt 14 Einzelma-
trizen fur die beiden Piattentypen (s. Anhang 1), die fir jedes Subelement
(Platte), seiner Geometrie angepaBt, mehrfach verwendet werden. Es ist
mdglich, ein Element aus beliebig vielen Subelementen zusammenzusetzen.
In der vorliegenden Arbeit wurde eine obere Grenze von 8 Subelementen pro
Element eingefihrt, um die Matrizen nicht zu sehr aufzubldhen. Testrech-
nungen bestatigen, daB damit gute Ergebnisse mdoglich sind.

Bild 24: Einteilung des Querschnittes in Unterelemente (Platten)
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Freiheitsgrade angeschl.
Knoten | Knoten J Subelem.
Balken 1-6,13 7-12,14

Subknoten 1 15-18 35 - 38 1,2,3
Subknoten 2 19 - 22 39 -42 3,4
Subknoten 3 23 - 26 43 - 46 45
Subknoten 4 27 - 30 47 - 50 56
Subknoten 5 31-34 51-54 6,7,8

Die Querverschiebung und die Verdrehung um die y-Achse werden als lokale
Randbedingung der Elemente 3 und 6 an den Knoten 2 und 8 behindert.

1% 22 30 38 54
Balken
1% ;
. %
30
38 /
46 HEHFE
54

l Elemente 1,2 (Typ 1)
1 Element 3 (Typ I
Element 4 (Typil)
Element 5 (Typ 1)
N Element 6 (Typ Il)
Elemente 7,8 (Typ 1)

Bild 25:

Elementsteifigkeitsmatrix fur I-Profil mit 8 Subelementen
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6.4 Inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix bei elastisch-plastischem
Werkstoffverhalten

Die Aufstellung der inkrementellen Steifigkeitsmatrix ist bei Ber(cksichtigung
von plastischem Werkstoffverhalten nicht mehr auf analytischem Wege mdg-
lich. Dariiber hinaus ist beim gewahlten Vorgehen zur Erzeugung der nicht-
linearen Werkstoffmatrix die Matrix selbst nur auf numerischem Weg aufzu-
stellen.

Es wird also ein numerisches Integrationsverfahren notwendig. Jedoch wird
der urspringliche Vorteil der analytischen Berechnung der Steifigkeitsmatri-
zen nicht volistandig aufgezehrt. Das hat folgende Grinde:

- Far nicht teilplastizierte Elemente kdnnen weiter die analytisch
gewonnenen Matrizgn verwendet werden.

- Ein GroBteil der Berechnung einer nichtlinearen Last-Verfor-
mungsbeziehung kann, bis zum Plastizierungsbeginn, mit den ela-
stischen Werten ermittelt werden.

6.4.1 Wahl eines numerischen Integrationsverfahrens

Ein wesentliches Kriterium zur Auswahl des Verfahrens stellt die Ordnung
des zu integrierenden Ausdruckes dar. Die gewdhiten Ansitze enthalten
maximal kubische Polynome, durch Vektormuitiplikation der Ansatzvektoren
entstehen die zu integrierenden Matrizen. Die Ausgangsterme der numerisch
zu integrierenden elastischen Steifigkeitsmatrix sind maximal von 4. Ord-
nung, da die Ansatzfunktionen durch Einbringung der geometrischen Glei-
chungen abgeleitet und in ihrer Ordnung erniedrigt werden. Allerdings be-
zieht sich diese Betrachtung auf den geometrischen Anteil der Matrix, durch
Einbeziehen der Werkstoffgleichungen wird die Ordnung wieder erhéht. Eine
genauere Erfassung kann nur durch méglichst viele Integrationspunkte er-
reicht werden. Daraus ergibt sich als Forderung an das Verfahren:

- Erfassung des Plastizierungsbeginns eines Elementes durch iInte-
grationspunkte an den Randern des Elementes.

- Erhohung der Integrationspunkte in gleichen Abstédnden, um Ver-
anderungen der Materialkennwerte besser zu erfassen.
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Das héufig verwendete GauBsche-integrationsvertanren wurde wegen der
ersten Forderung nicht eingesetzt. Eine Variante dieses Verfahrens, das
GauB-Lobatto-Verfahren, verwendet Integrationspunkte auf dem Rand, es
liefert jedoch fiir drei Integrationspunkte pro Richtung die gleichen Werte wie
das einfachere Simpson-Verfahren, dem hier wegen der einfachen Erhéhung
der Integrationspunkte sowie den gleichméaBigen Abstanden zwischen den
Punkten der Vorzug gegeben wurde.

6.4.2 Ermittiung der Steifigkeitsmatrix

Durch Einbringung der Verschiebungsansatze wird Gleichung (52) diskreti-
siert. Um die von Osterrieder /75/ ermittelte Balkensteifigkeitsmatrix weiter
verwenden zu kénnen, wird die Werkstoffmatrix fur die aus Balkenwirkung
resultierenden Scheibenspannungen weiter spezialisiert. Die Interaktion zwi-
schen Langs- und Schubspannungen wird zunédchst vernachlassigt und die
Matrix C, entsprechend kondensiert, so daB nur noch die Interaktion zwi-
schen Léngsspannungen und Plattenmomenten enthalten ist. Damit werden
die Balkenldngsspannungen sowie die Balkenbiegemomente bestimmt. Die
Interaktion mit den Schubspannungen wird dann mit Hilfe der FlieBbedin-
gung als Begrenzung der aufnehmbaren plastischen Schubspannungen
zul't, . berlicksichtigt. Damit wird analog zu /75/ ein aufnehmbares St.
Venantsches Torsionsmoment ermittelt. '

1
Mrs,pe = 2ul 1y, p Wy p, (69)

Wy p bezeichnet das vollplastische St. Venantsche Torsionswiderstandsmo-
ment.

Das elastisch berechnete St. Venantsche Torsionsmoment wird mit dem so
ermittelten Grenzwert verglichen und durch ihn ersetzt , wenn dieser Wert
Gberschritten wird.
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Die linke Seite der diskretisierten Arbeitsgleichung (52) hat dann folgendes
Aussehen.

U RN R S R T [ Lo @ cnm.&)gn wy d dn
+ 3wl L f, Lo ®y, Cy B, A& dn) w

(ffro B, Cpy ®L; dE dn VP

(o Jy 1D o P @y e 02 o) w ]
+xowl [} f1in e, Ij Dy D dnde (= 2= vy

10t 1 1 T CL
+ jo jOtLD txx?(bamg(bé’édnd?;(ﬁ) Wy

(70)
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vze [ j;;’(Lquxx—f?—(Déig(bgmédndé( - Shyw
+ nzsaw{,‘ j; jo‘tLD%xx%m“mgn acmda ) w,
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7.0 Zusammenbau der Elementmatrizen zur
Systemsteifigkeitsmatrix

Die virtuelle Arbeitsgleichung wurde wegen der Diskretisierung des Systems
bisher nur auf ein Element angewendet. Um ein ganzes System zu beschrei-
ben, missen die einzelnen Elemente zusammengefiigt werden. Dazu ist es
notwendig, die bisher im elementeigenen Querschnittskoordinatensystem
aufgestellten Elementsteifigkeitsmatrizen in ein globales Systemkoordinaten-
system zu Uberfithren. In diesem Koordinatensystem kann der Zusammen-
bau der einzelnen Elemente zur Systemsteifigkeitsmatrix mittels der direkten
Steifigkeitsmethode durchgefiihrt warden. Am selben Knoten angreifende
Elemente liefern dann flr GUbereinstimmende Freiheitsgrade jeweils einen
additiven Steifigkeitsanteil fir diesen Freiheitsgrad. Dies gilt auch fur die
lokalen Querschnittsfreiheitsgrade, die auf die lokalen Ausgangskoordina-
tensysteme des unverformten Querschnittes bezogen sind. Alle Freiheits-
grade des Systems sind im Vektor r zusammengefaBt. Die korrespondie-
renden KnotengréBen (StabendgréBen des Balkens bzw. fiktive Knotenkrafte
der Platten) im Zustand 1 werden, ebenfalls ins globale Koordinatensystem
transformiert, zum Vektor 'F der inneren Krifte aufaddiert. Die Differenz
zum Vektor der duBeren Lasten 2R in der gesuchten Konfiguration 2 muB fir
die richtigen inneren Kréfte verschwinden. Die Beziehung fir das gesamte
Tragwerk lautet dann:

T

5r Kr = 50 (R - 'R 72)

Daraus kénnen die gesuchten Verschiebungsinkremente bestimmt werden.

7.1 Transformationsbeziehung

Der Zusammenbau der Elemente erfolgt in unterschiedlichen Koordinatensy-
stemen flr global definierte BalkengréBen und lokal definierte PlattengréBen.
Fir die globalen Balkenfreiheitsgrade, Verschiebungen G,V, W und Verdre-
hungen 6,, 6, 6, an beiden Elementknoten kénnen die in /75/ angegebenen
Transformationsmatrizen weiter verwendet werden. Es ist jedoch zu beach-
ten, daB die zum Teil im Schubmittelpunkt des Querschnittes definierten
GréBen auf einen flr alle Balkenfreiheitsgrade einheitlichen Punkt, den

4 bau der E} tmatrizen zur Systemsteifigkeitsmatrix 65



Schwerpunkt zu beziehen sind. Er wurde ausgewdhlt, da bei Stahlbauten
{iblicherweise die Systemlinie in die Schwerachse gelegt wird. Die {okai de-
finierten GréBen, Querschnittsverwélbung 6,,,, bzw. die Plattenfreiheitsgra-
de, werden untransformiert in die Gesamtsteifigkeitsmatrix Ubemorﬁmen. Zu
diesem Zweck werden die von Osterrieder /75/ angegebenen Transforma-
tionsmatrizen lediglich um die Anzahl der zusétzlichen lokalen Freiheitsgra-
de vergréBert und mit dem Wert 1 fir die entsprechenden Hauptdiagonalter-
me versehen. Es wir dabei vorausgesetzt, da3 die lokal definierten Frei-
heitsgrade in den Nachbarelementen entsprechend ausgerichtete Freiheits-
grade vorfinden (geradlinige, gleichartige Trégerabschnitte - vgl. Kapitel
7.1.1) Die Transformationsbeziehung zwischen den lokalen und den globalen
KnotengréBen hat dann folgende Form

v = AT'T vg (73)

Sg = ‘T AT § 74)

Damit erhalt man die auf das globale X,Y,Z - Koordinatensystem bezogene
globale Elementsteifigkeitsmatrix K.

Sg = TN aT Kk AT 17 vg . (75)
e
K
Hierbei geben AT ... die Transformationsbeziehung zwischen Schubmittel-
punkt und Schwerpunkt und T ..... die Transformationsbeziehung zwischen

lokalen und globalen Koordinaten, an.

Die Orientierungsidnderung des elementbezogenen Querschnittskoordina-
tensystemes der Konfiguration 1 bezluglich des globélen Systemes wird
schrittweise, durch kleine inkrementelle Anderungen vorgenommen, um die
endliche Verdrehung des elementfesten Koordinatensystemes gegeniber
dem Ausgangssystem erfassen zu konnen. Die Transformationsmatrix des
Zustandes 1 wird daher durch die Multiplikétion der Transformationsbezie-
hungen fir jeweiis kieine inkrementelle Schritte bestimmt.

T o= Ty T e T T (76)
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Dieses Vorgehen setzt voraus, daB die lokalen Plattenfreiheitsgrade bereits
auf das Querschnittskoordinatensystem des Balkens bezogen sind, was
durch Verwendung der Transformationsbeziehungen (20 a-c}, (21) und (22 a)
gewahrleistet ist. Die Winkel werden aus der Lage der Plattensegmente im
Querschnittskoordinatensystem bestimmt, die sich durch eine Addition der
Verschiebungsinkremente zu den Ausgangskoordinaten ergibt. Es wird aller-
dings vorausgesetzt, daB die Relativverformungen (Plattenverformungen)
gegentiber dem unverformten Querschnitt fur sich alleine gesehen klein sind.
Eine endliche Gesamtverschiebung eines Querschnittspunktes ergibt sich
durch Addition einer inkrementell ermitteiten, groBen Starrkorperdefor-
mation der Balkenldngsachse und den jeweils als klein angesehenen Ver-
schiebungen des Querschnittes bzw. der Querschnittssegmente, bezogen auf
den starren Querschnitt.

711 Vertraglichkeit zwischen Elementen

Die rein lokale Definition von Verwdlbung und Plattenverformungen hat zur
Folge, daB eine Kopplung der Freiheitsgrade nicht maoglich ist, wenn zwei
Tragwerksteile (Elemente) unter einem bestimmten Winkel verbunden werden
sollen (zum Beispiel Stltze-Trager in einem Rahmensystem). Die Profilver-
formung kann nur fir jeden Trager allein betrachtet werden. Die Eckbereiche
kénnen nur unter Berlicksichtigung des ausgefiihrten Anschlusses genau
erfaBt werden, dazu bedarf es einer feinen ldealisierung des Eckbereiches,
was allerdings das hier verwendete Konzept sprengen wirde. Als méglicher
Weg bietet sich eine Vorabermittlung des AnschluBverhaltens und eine Er-
stellung von Knotensteifigkeitsmatrizen an. Solche Knotenmatrizen kénnten
im AnschluBbereich anstelle der verwendeten Stabelemente in die Gesamt-
steifigkeitsmatrix hineinaddiert werden. Untersuchungen zum Problem der
Kopplung zwischen Biegung, Torsion und Verwdélbung bei Anschliissen offe-
ner Profile wurden zum Beispiel von Ohlschliger /74/ durchgefuhrt, der
Federmatrizen fur verschiedene AnschluBtypen erzeugt. Die Erstellung sol-
cher Matrizen hat allerdings folgende Schwierigkeiten: :

a) Fir jeden Knotentyp bzw. bei veranderten Querschnittswerten kénnen
sich di€ Steifigkeitsverhaltnisse im AnschiuBbereich so verandern, daf
eine neue Knotenmatrix aufzustelien ist.

b) Die Erfassung von nichtlinearen Einflissen im Knotenhereich bedingt
ebenfails eine Veranderung der Knotenmatrix.
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Die Beriicksichtigung von Knotenanschlissen ist in der vorliegenden Arbeit
durch die Wahl der Randbedingungen der lokalen Freiheitsgrade méglich.
Es bestehen drei Mdglichkeiten:

a) Lokale Freiheitsgrade kénnen ohne Rucksicht auf die Orientierung der
anschiieBenden Stiabe gekoppelt werden.

b) Zwei oder mehr aneinander anzuschlieBende Stibe werden nur in den
globalen Balkenfreiheitsgraden gekoppelt, die lokalen GréBen bleiben
jeweils frei. Damit ist eine freie Querschnittsverformung der Einzeltrager

moglich.

c¢) Die lokalen Freiheitsgrade werden an den AnschluBknoten behindert.
Es entsteht dadurch quasi eine unnachgiebige Steife, die die Profilver-
formung unterbindet.

Da fiir jeden einzeinen Freiheitsgrad unterschiedliche Lagerungsbedingun-
gen einzugeben sind, kdnnen auch lokale Verformungen differenziert behan-
delt werden. Es ist zum Beispiel mdglich, die Profilverformung ganz oder
teilweise zu unterbinden, eine Querschnittsverwdlbung aber zuzulassen.
Das Verhalten realer Konstruktionen ist mit den Alternativen b) und c) am
besten abzubilden. Sie dienen auch als Grenzwerte fiir den EinfluB des Kno-
tenbereiches auf die Gesamtstabilitat einer Konstruktion.

7.4.2 Vertriglichkeit innerhalb eines Elementes

Ein einzelnes Element wird aus einer Reihe von Subelementen (Platten) zu-
sammengesetzt. Sowohl an den im Element vorhandenen Verbindungskan-
ten, als auch an den Knoten zwischen zwei Elementen muB die innere Arbeit
richtig wiedergegeben werden, es diirfen keine Springe oder Knicke auftre-
ten. Die Kontinuitat wird beim verwendeten Plattenelement durch den ge-
wihliten bikubischen Ansatz garantiert. Jeder einzelne Freiheitsgrad ist sc
gewahit, daB far einen Einheitszustand das Verschiebungsfeld (iber die Ele-
mentkanten hinweg stetig verlauft. Das sich aus Uberlagerung aller Verfor
mungen ergebende Gesamtverschiebungsfeld ist damit zwangslaufig konti-
nuierlich (Bild 26).
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Vi 20—
o~

Vi

Bild 26: Verschiebungsfeld fir v, = 1

An der Kante zwischen Steg und Gurt sind allerdings noch zuséatzliche Be-
trachtungen notwendig. Sie sollen am Beispiel eines [ - Profiles erlautert
werden. Die Freiheitsgrade Verdrehung ¢, und Verwindung ¢y, verlaufen
unabhéngig von der Lage der Platte im Querschnitt kontinuierlich. Aus Bild
27 b.) ist ersichtlich, daB8 der Winkel zwischen Steg- und Gurtplatte erhalten
bleibt. Die Querverschiebung v und die Verdrehung ¢, aus dem Steg finden
jedoch im Gurt keinen Partner. Sie stellen Scheibenfreiheitsgrade der Gurt-
platten dar, die hier nicht bericksichtigt sind.

kpyi =0

R ]
- Pl =0

] // ngJ =0

Bild 27: a) ldealisierung mit 4 Platten  b) Einheitszustand

Bei der Idealisierung werden diese Freiheitsgrade deshalb unterdriickt (Bild
27a). Dies ist zuldssig, da die Scheibensteifigkeit des Gurtes um ein vielfa-
ches Uber der Plattensteifigkeit des Steges liegt. Dariiber hinaus ist die Be-
hinderung dieser Freiheitsgrade notwendig, um eine klare Trennung von
Balkenverformungen und den zusétzlichen Profilverformungen aufrechtzuer-
halten. Andernfalls wiirden gleiche Verformungsanteile in beiden (Balken-
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und Platten-) Freiheitsgraden auftreten, und zu einer Verfadlschung der Er-
gebnisse fuhren.

\

\\ S Rt
_T ,) PU— 7 ___7

/, = ,/ + l,

! / \

! Sao \
el W Sl S

Verdrehung Balken Verbiegung Platten
Bild 28: Verformung des Querschnittes

70



8.0 Berechnung der Spannungen

8.1 Spannungsermittlung bei elastischem Werkstofigesetz

Zur Erstellung der inkrementellen geometrischen Elementsteifigkeitsmatrix
und zur Bildung des Vektors der Ungleichgewichtskrifte werden die Span-
nungen bzw. die resultierenden Spannungen im Zustand 1 bendtigt.

i «
18 W(I) = jv 1tij bqeij dv (77)

Sowohl in den inneren Kraften Gleichung (77) als auch bei der geometrischen
Matrix treten die Cauchy-Spannungen 11”» des Zustandes 1 auf. Ein geeigne-
tes Stoffgesetz, das den Anforderungen der Objektivitat gentigt, sollte in den
Kirchhoff-Piola Spannungen 2. Art und den Green - Lagrange Verzerrungen
- beide bezogen auf den Ausgangszustand definiert werden. Durch Transfor-
mation kénnen diese Variablen in die Cauchy - Spannungen bzw. die Almansi
Verzerrungen Gberflihrt werden; der diese MaBe verbindende “Stofftensor”
entsteht dann durch Transformation 4. Ordnung. Da das vorliegende Pro-
blem auf kleine Dehnungen beschrankt ist, kann ndherungsweise auf diese
Transformation verzichtet werden. Es wird deshalb ven folgendem Stofige-
setz ausgegangen:

1 1 1
15 = 1Ciu 18k (78)

1 1 1 1 1 1
18 = ?(1uk,l ol T gl qupy) (79)

Bei Beschrinkung auf die relevanten Spannungen ergibt sich aus Gleichung
(77) im lokalen x, y, z Koordinatensystem fiir eine Einzelplatte

1 1 . 1
Wiy = [, 1t Biey dV 4+ §, 1ty dieyy dv
(80)
1
2§, 1ty ey dV
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Mit den nach Platten und Scheiben- (Balken) Anteilen aufgespaltenen Ver-

schiebungskomponenten

1

ue = 'W® - oz W
1 _ 1B 1P
u, = v z w,
W, = We o+ W

e = Uk = z'Wh - —;—[(1112)2 + (V5
podr -3
1ty T - Z1W§v
2 48y = 193 - ZZ’WF:(y
mit
W= (W + 0 - ) T S
- (Ve — @ 20 0 251
und
V= W+ 7 - T D) SE
— (VB + @ - 2 00 2]

DL

(81a)
(81b)

(81¢)

(82a)

(82b)

(82c)

(82d)

(82e)

Mit den GroBen 'uB, B, 'wB werden die, in die lokalen Plattenkoordi-
natensysteme transformierten, gesamten Relativverschiebungen des Balkens

ausgedruickt.

In Gleichung (82) sind die nichtlinearen Verzerrungsanteile zur Berechnung
der St. Venantschen Torsion und die quadratischen Terme der Plattenkrim-
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mungen als klein vernachléassigt. Darlber hinaus werden auch die Terme
(W )2 und (w5 wh), die den sekundaren Membraneffekt der Einzel-
platten darstellen, nicht berlcksichtigt. Der Membranspannungseffekt in x-
Richtung (wf)? wird in Form einer gednderten Langsspannungsverteilung
Gber den Querschnitt (Uberlagerung aus Balken und Platte) beriicksichtigt
(val. Kapitel 9).

Die inkrementellen, virtuellen Verzerrungen 3 ,e; erhalten infolge der Ver-
nachlassigung von Querdehnungen in den Balkenanteilen folgendes Aus-
sehen

S8 = BUX — z dwh, (83a)
Sy = 0 — z8wh, (83b)
28,8, = 80, — z82wh, (83c)

Setzt man als Werkstoffbeziehung das Hookesche Werkstoffgesetz fir elasti-
sches Material ein, erhdlt man die Spannungen im Zustand 1, die, multipli-
ziert mit den virtuellen Verzerrungen, die innere Arbeit ergeben. Es ist dabei
zu beachten, daB sich aus den in z-Richtung linearen Plattenverzerrungen
z 1wf;x und den Uber die Segmentdicke konstanten Balkendehnungen

'S, Integrale der folgenden Form zu Null ergeben

z.B. J,E 'S z dwhdv = 0 (84)
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Gleichung (80) 4Bt sich folgendermaBen angeben

1
S W,

i

§,E Uk duS dv + [ G gy dgg dv

+ jv E('Wy + v'w,,) 2 3w, dv

E(1-v) (85)

- %—jv EL(WSP + (VB + ('wB) ] oud av

- % jv E [(1wi)2 + (1wiP 1w"i)] bui dVv

Gleichung (85) enthalt Produkte der Verschiebungsableitungen der Konfigu-
ration 1. Durch Einbringung der Verschiebungsansdtze entstehen daraus
Produkte der diskreten KnotenverschiebungsgréBen. In Matrizenschreibwei-
se ergibt sich folgende Form

kv (86)

ks ist hierbei die Sekantensteifigkeitsmatrix der Konfiguration 1, sie kann
wieder in eine elastische und eine geometrische Matrix zerlegt werden. Die
geometrische Sekantensteifigkeitsmatrix, fiir sich betrachtet, ist unsymme-
trisch, darlber hinaus fehlen in ihr nichtlineare Terme zur Bestimmung der
Plattenmomente. Das heift, daB diese Werte zunachst ohne den EinfluB geo-
metrischer Nichtlinearitat ermittelt werden. Dieser Umstand ist folgender-
mafBen zu begriinden: Die verwendete Theorie zur Beschreibung des Plat-
tenverhaltens geht von einer ebenen Platte aus, die Verformungszuwéchse,
aus denen die Spannungen (Momente) der Platten ermittelt werden, beziehen
sich auf eine ebene, ungekrimmte Referenzflache. Im Sinne der “updated
Lagrange- Formulierung” wird beim Ubergang von Konfiguration 1 in Konfi-
guration 2 die neue Lage der Referenzflache bestimmt. Bei diesem Vorgehen
bestimmen sich die geometrisch nichtlinearen Effekte aus der Transforma-
tionsbeziehung zwischen der Referenzflaichen der unverformten Lage 0 und
der verformten Lage.
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8.2 Riicktransformation der Spannungen

Ausgangskoordinatensystem ist das jeder Platte zugeordnete lokale Koordi-
natensystem im unverformten Querschnitt %, %, % . Belastungen der
Platte bleiben gemaB diesem Koordinatensystem richtungstreu. Die inneren
Krafte hingegen werden am verformten System bestimmt.

Durch eine Ricktransformation der inneren Kréfte ins Ausgangskoordina-
tensystem kénnen diese mit den angreifenden duBeren Kraften ins Gleichge-
wicht gesetzt und die Ungleichgewichtskrafte ermittelt werden, die dann ite-
rativ zu entfernen sind (siehe Kapitel 9). Die in der Plattenebene wirkenden
Scheibenspannungen haben hierbei einen dominierenden EinfluB. Beim
gewdhiten Modell werden nur Léngsspannungen aus der Balkenwirkung
bertcksichtigt, die, unter Voraussetzung kleiner Querschnittsverformungen,
dann gemaB Bild 29 transformiert werden. In Bild 29 ist die unverformte
Lage einer Platte im Querschnitiskoordinatensystem und die aus den zu-
satzlichen Plattenverformungen resultierende verformte Referenzfliche dar-
gestellt. Abhangig von den wirkenden BalkenschnittgréBen kann der Verlauf
der La&ngsspannungen Uber eine Querschnittsplatte ermittelt werden (fir P
konstant, fur M2, MZ, ME finear).

Bild 29: Spannungen in der verformten Lage

Zunéchst werden die resultierenden Spannungen der Mittelfliche entspre-
chend dem Verlauf in y-Richtung in diskrete Knotenkréfte umgerechnet, die
dann ins Ausgangskoordinatensystem zuriicktransformiert werden. Da die
Verformungen der Querschnittsplatten als klein vorausgesetzt werden, kon-
nen die vektoriellen GréBen ebenso transformiert werden.
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8.3 Spannungsermittlung bei elastisch-plastischem Werkstoffverhaiten

Nach Uberschreiten des elastischen Werkstoffbereiches kénnen die inneren
Krafte nur noch numerisch bestimmt werden. Die Griinde hierfir wurden in
friheren Kapiteln bereits erlautert. Zur Bestimmung der Knotenkréfte wird
die in Kapite! 5 beschriebene Werkstoffbeziehung verwendet. Sie ist jedoch
erst nach Erreichen der FlieBflache glitig, da sie die Verédnderung der ein-
zelnen Kraftkomponenten zueinander, bei einer Bewegung des Spannungs-
punktes auf der FlieBflache, beschreibt. Es ist dazu allerdings notwendig, den
genauen DurchstoBpunkt des Spannungsvektors durch die FlieBflache, also
das Lastniveau, bei dem der gerade betrachtete Querschnittspunkt vom ela-
stischen in den plastischen Zustand Ubergeht, zu kennen. Uberschreiten nun
innerhalb eines Lastinkrementes ein oder mehrere Punkte die FlieBgrenze,
so ist unwahrscheinlich, daB fir diese Punkte mit einer elastischen Berech-
nung gerade der Spannungszustand ermittelt wird, der den DurchstoBpunkt
charakterisiert. Normalerweise werden die elastisch ermittelten Spannungs-
komponenten einen Punkt auBerhalb der FlieBflache beschreiben. Um aber
das angegebene Werkstoffgesetz zur Berechnung der Kréfte verwenden zu
kénnen, mufl die elastische Spannung korrigiert werden. Anhand eines ein-
fachen zweidimensionalen Beispieles soll dieser Umstand naher erlautert
werden, das Vorgehen im Programm wird in Kapitel 9 beschrieben.

B4
my & B2
C1 ¢ B
A C3 812
Dy
o mx
Bild 30: FlieBflache far zwei Spannungsresultanten

Es wird exemplarisch nur das Verhalten eines einzigen Querschnittspunktes
betrachtet. Zunachst werden die Spannungen oder resultierenden Gréfien
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unter Zugrundelegung elastischen Werkstoffverhaltens errechnet. Punkt A
beschreibt den Spannungszustand des ausiterierten Inkrementes i-1 durch
Laststeigerung wird im ersten Iterationsschritt des neuen Inkrementes i der
Punkt B, erreicht. Die Uberpriifung der Spannungen liefert f>0. Mit Hilfe
einer Interpolation zwischen dem Punkt B, {Inkrement i) und dem Punkt A
(Inkrement i-1) wird der DurchstoBpunkt C, auf der FlieBflache bestimmt. Mit
den, diesen Punkt Gberschreitenden, Dehnungsinkrementen und der elasto-
plastischen Werkstoffmatrix, die aus dem Spannnungszustand des Durch-
stoBpunktes ermittelt wird, wird der Spannungszustand am Ende des Inkre-
mentes i, tangential zur FlieBfliche abgeschédtzt (Punkt D,). Mit dieser Ab-
schatzungen werden die Ungleichgewichtskrafte fir die Newton - Raphson
lteration ermittelt. Im folgenden Iterationsschritt wird, ausgehend vom Punkt
A, auf elastischem Weg der Punkt B, errechnet. Damit wir erneut der Durch-
stoBpunkt (C,) bestimmt und der Spannungszustand am Ende des Inkre-
mentes (Punkt D,) abgeschéatzt. Dieses Vorgehen wird wiederholt, bis fir den
Punkt D Konvergenz erreicht wird.

Zur Ermittlung der Knotenkrafte bei elastisch-plastischem Werkstoffverhalten
ist ebenso wie bei elastischem Werkstoff die Aufstellung einer Sekantenstei-
figkeitsmatrix notwendig, die aus der stoff-freien Gleichung (77) hergeleitet
werden kann. Diese Matrix wird fir jedes Element numerisch ermittelt, indem
fur jeden Integrationspunkt die zutreffende Werkstoffbeziehung in den Ar-
beitsterm eingebracht wird. Das Integrél Uber das Elementvolumen wird
dabei durch eine Summe Gber die Integrationspunkte ersetzt. Auswahl und
Wichtungsfaktor der einzelnen Punkte ergeben sich aus dem Integrations-
verfahren.

In matrizieller Schreibweise kann die innere Arbeit bei Verwendung von ela-
stisch-plastischen Werkstoffmatrizen in folgender Form geschrieben werden.

Wy, = jvzs(eB)T c,e®dv + j’vs(eB)T C.n K° dV

+ [5KkCy kaV + + [5K Cp e®av
(87)

+ [,s(e®)y com®av + f 5 (e®) ¢, % av

+ jvss(eB)T c., n dv
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Zusatzlich zu den Abklrzungen der Gleichung (53) wurden foigende Abkir-
zungen verwendet

se = s5e° + z ok (88a)
e = e® + z.x + 118 + qP + an (88b)
2
w
o= -4 (89a)
21 0
W w
X X
L 0 (89b)
2 0

Nachdem die in Gleichung (87) enthaltenen Vektoren der Verschiebungsab-
leitungen durch die Ansatzfunktionen in die diskreten Knotenfreiheitsgrade
Gberfiihrt worden sind, kann, durch Auswertung der Integrale, die gesuchte
Sekantensteifigkeitsmatrix erstelit werden.
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9.0 Implementierung im Rechenprogramm

Das hier entwickelte dreidimensionale Balkenelement mit Profilverformung
wurde in das Programmsystem NISA 80 /40/ implementiert. Mit diesem
Programm kénnen geometrisch und materiell nichtlineare Probleme berech-
net werden. Es ist neben Fachwerk-, Platten-, Scheiben- und Schalenelemen-
ten auch ein 3-D Balkenelement zur Berechnung von Balken mit offenem,
diinnwandigem Querschnitt enthalten /75/. Aufbauend auf der Grundstrukiur
dieses Elementes wurde das neue Element eingebaut. Vorhandene Pro-
grammteile, wie ein blockstrukturierter Gleichungsléser zur Lésung des
Gleichungssystems unter Ausniitzung der “Skyline”-Struktur des Systems
(Vermeidung von Nulloperationen), lterationsprozeduren nach der Newton-
Raphson und Bogenldangenmethode sowie ein Eigenwertldser wurden ver-
wendet. Ein vorhandenes Plotprogramm konnte nicht eingesetzt werden, da
damit nur die Verschiebungen der Balkenschwerachse darstellbar sind, die
hier interessierenden Querschnittsverformungen aber nicht sichtbar werden.
Deshalb wurde ein neues Plotprogramm angefertigt, um Ergebnisse zu ver-
anschaulichen und eine optische Kontrolle zu ermdglichen.

9.1 Berechnung von Last-Verformungskurven mit Hilfe eines
inkrementellen Rechenverfahrens

Die rechte Seite der Arbeitsgleichung eines geometrisch nichtlinearen Pro-
blems hat folgendes Aussehen

U =R - "F 1<n<2 (90)

R stellt den Vektor der duBeren Last und "F den Vektor der inneren Kréfte
in einem Zwischenzustand n dar. Méchte man nun ein nichtlineares Problem
berechnen, so sind zu Beginn nur die duBeren Lasten, nicht jedoch die in-
neren Kréfte des Systems bekannt. Man ermittelt sich also zundachst, unter
Vernachlassigung des Einflusses der inneren Krifte auf die geometrische
Steifigkeitsmatrix der linken Seite, die Verformungen des Systems und dar-
aus die inneren Kréfte, wobei nichtlineare Anteile im Verzerrungstensor be-
ricksichtigt werden. Die hieraus resultierenden inneren Krifte korrespon-
dieren mit dem ermittelten Verformungszustand, nicht jedoch zwangslaufig
mit den auBeren Lasten, so daB sich eine Differenz zwischen auBeren Lasten
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und inneren Kraften ergibt. Diese Differenzkrifte, die sogenannten “Un-
gleichgewichtskrafte”, missen zur Befriedigung des Gleichgewichtes iterativ
entfernt werden. Im hier verwendeten Programm werden diese Kréafte solan-
ge als Last auf das System aufgebracht, bis sich, mit den daraus berechen-
baren Verformungsanteilen, die inneren Kréfte im Gleichgewicht mit den
auBeren Lasten befinden und die “Ungleichgewichtskréfte” verschwinden.
Die hier vorliegende Form der Arbeitsgleichung ist durch die verwendete
Linearisierung des nichtlinearen virtuellen Verzerrungstensors & ¢;; entstan-
den. Der Tensor wurde in Hinblick auf das zu erstellende, in den Ver-
formungszuwdéchsen lineare Gleichungssystem durch seinen linearen Anteil
de;, ersetzt. Werden die ermittelten inneren Krafte verwendet, um die geo-
metrische Matrix der linken Seite zu verbessern, so wird dadurch zwar die
Ilterationsgeschwindigkeit verandert, die Richtigkeit des Ergebnisses ist je-
doch nur von der Genauigkeit der SchnittgréBen der rechten Seite abhéangig.
Ein inkrementelies Vorgehen bei der Berechnung von nichtlinearen Proble-
men ist auch besonders durch die Wegabhangigkeit begriindet, so dndert
sich zum Beispiel bei Plastizitat das Werkstoffverhalten abhangig vom auf-
gebrachten Lastniveau und dem erreichten Verformungszustand.

Bei der Berechnung sind zwei Kriterien zu beachten, die sich aus den in der

Herleitung verwendeten Annahmen ergeben:

1. Die Elementeinteilung muf so fein gewéahlt werden, daB iber die aktu-

elle Sehne des verformten Elementes integriert werden kann.

2. Die Lastinkremente sind klein genug anzunehmen, um weiterhin eine
vektorielle Behandlung der Verdrehungsinkremente zu ermdglichen.

911 Iterationsverfahren

Zur Berechnung von Last-Verformungskurven mit dem erzeugten Element
konnten im Programm verhandene lterationsverfahren verwendet werden.
Sie sind in /75/, /87/ und /92/ ausfiihrlich dargestellt und sollen hier nur kurz
erwahnt werden. Die verwendeten Losungsverfahren sind alle der Gruppe
der inkrementell-iterativen Verfahren zuzuordnen, die, im Gegensatz zu rein
inkrementellen Methoden, gréBere Lastschritte erlauben. Sie kénnen in zwei
Gruppen eingeteilt werden.
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a.) Iteration mit Lastkontrolie
b.) lteration mit Kontrolle der Bogenlidnge

In beiden Gruppen kann die lteration jeweils mit dem Standard- oder dem
modifizierten Newton-Raphson-Verfahren durchgefiihrt werden. Sie unter-
scheiden sich nur darin, daB3 beim modifizierten Newton-Raphson-Verfahren
die Tangentensteifigkeitsmatrix K nicht in jedem Iterationsschritt, sondern
nur bei Bedarf, meistens zu Beginn eines neuen Lastinkrementes aufgestelit
wird. Das Standard-Newton-Raphson-Verfahren ist in Bezug auf die ltera-
tionsanzahl meist ginstiger, da die neu erstellte Tangentialsteifigkeitsmatrix
der sich andernden Last-Verformungsebene besser angepaBt ist. Von Nach-
teil hingegen ist, daB die Methode durch haufiges Neuerstelien der Steifig-
keitsmatrix rechenintensiver ist als das modifizierte Verfahren. Eine absolute
Aussage zugunsten der einen oder der anderen Methode 148t sich nicht
treffen, denn vielfach wird der Vorteil von wenigen Iterationsschritten durch
die aufwendigere Berechnung innerhaib eines Schrittes kompensiert. Eine
Auswahl ist oft am konkreten Beispiel zu treffen, wobei es auch méglich ist,
wahrend der Berechnung einer nichtlinearen Last-Verformungsbeziehung
das lterationsverfahren zu wechseln. Die mit b.) bezeichnete Methode der
Iteration mit Kontrolle der Bogenlinge kann haufig in den Bereichen, in
denen das System infolge hoher Last und dominierenden geometrischen
oder materiellen Effekten nur noch eine eine geringe Steifigkeit aufweist,
eingesetzt werden. Die geringe Reststeifigkeit des Systems kann sonst zu
numerischen Problemen durch Konvergenzschwierigkeiten, die selbst bei
sehr kieinen Lastschritten nicht Gberwunden werden kénnen und zur Diver-
genz des lterationsverfahrens fiihren. Es ist dann sinnvoll, das Lastinkrement
mittels spezieller Algorithmen einer vorgegebenen Bogenliange anzupassen.

9.1.2 Konvergenz - Divergenz

Um die Konvergenz der verwendeten Verfahren feststellen zu kénnen, muB
ein Schrankenwert flir die iterationsbeendigung angegeben werden. Solche
Kriterien kénnen lokal oder global in den Verformungen oder den Kraften
definiert werden. Bei den lokalen Kriterien wird der Zuwachs der Kompo-
nenten im fetzten lterationsschritt auf eine ReferenzgréBe bezogen. Das im
Programm NISA verwendete globale Verformungskriterium hingegen bezieht
die Vektornorm der Verschiebungszuwichse des n-ten Iterationsschrittes
Ar" auf die Norm der inkrementellen Verschiebungen r + Ar".
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_rad i o 91)
[l e + A ]
Hierin ist ¢ die gewiinschte Genauigkeitsschranke. Durch den Bezug auf
inkrementelie GroBen wird dieses Kriterium bei kleiner werdenden Last-
schritten und konstant gehaitenem ¢ verscharft.
Um Divergenz zu erkennen und damit unndétige Rechenschritte bis zur
“numerischen Explosion” zu ersparen wird eine Kraftenorm verwendet, und
zwar wird die Norm der Ungleichgewichtskrafte mit der Norm der inkremen-
tellen Lasten verglichen. Dieser Vergleich wird nach der Halfte der als Maxi-
mum vorgegebenen lterationsschritte ausgefiihrt. Flir den Fall, daB die
Ungleichgewichtskréfte gréBer sind als die inkrementelle Last, wird die Be-
rechnung abgebrochen und mit einem kleineren Lastinkrement oder einem
besseren lterationsverfahren erneut gestartet. Zu diesem Zweck werden im
Programm die Daten des letzten ausiterierten Zustandes in einem “Restart-
File” gesichert.

9.2 Eigenwertuntersuchungen

Im Gegensatz zum Spannungsproblem gehdren beim Stabilitatsproblem
mehrere Gleichgewichtslagen zu einem Lastniveau. Die beiden mdoglichen
statischen Instabilitatsformen sind das Durchschlags- bzw. das Verzwei-
gungsproblem.

R
r & r
Bild 31: Durchschlagsproblem - Verzweigungsprobiem

Bei Stabsystemen ist das Versagen durch Verzweigen haufiger anzutreffen.
Es kommen hier die typischen Versagensformen Knicken, Biegedrillknicken
oder Beulen von Einzelteilen (Steg oder Flansch) vor. Man muf hierbei zwei
Arten von Verzweigungsproblemen deutlich unterscheiden.

a.) Verzweigung aus einem linearen Pfad der Last-Verformungskurve heraus.
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b.) Verzweigung aus einem nichtlinearem Pfad der Last-Verformungskurve
(nichtlinearer Vorbeulbereich).

Der nur langsbelastete Euler-Stab ist eindeutig der Gruppe a) zuzuordnen,
da das Versagen schlagartig, ohne zuvor bemerkbare Verformungen quer zur
Stabachse erfolgt. Hier hauptsachlich betrachtete, lokale Versagensformen
weisen meist ein nichtlineares Vorbeulverhalten auf, bis der nichtlineare, zur
Versagenslast des Balkens als globales System fithrende Ast, durch einen
lokalen oder gekoppelt lokal-giobalen Ast der Last-Verformungskurve ver-
lassen wird. Die Definition des statischen Stabilitatsproblems ergibt sich aus
dem Indifferenzkriterium, das besagt, daB neben einem im Gleichgewicht
befindlichen Grundzustand, mindestens ein infinitesimal benachbarter Zu-
stand existiert, der mit derselben Belastung im Gleichgewicht steht. Daraus
ergibt sich die Forderung, daB der Vekior der infinitesimalen Verschie-
bungsinkremente, der beim Ubergang vom einen in den anderen Zustand
entsteht, fiir den Lastvektor Null errechnet werden kann. Das fiihrt auf die
Formulierung des Eigenwertproblems in folgender Form

(K. + AK; D¢ =0 (92)

X\ ist ein linearer Multiplikator fiir die geometrische Steifigkeitsmatrix. Es wird
also vorausgesetzt, daB sich der im kritischen Zustand vorliegende Span-
nungszustand durch Extrapoiation aus dem Spannungszustand zum Zeit-
punkt der Eigenwertuntersuchung ergibt. Es ist hdufig ausreichend, zur Be-
urteitung eines Systems den niedrigsten Eigenwert A, als kritischen Last-
faktor zu bestimmen. Wird das Eigenwertproblem ohne Berlicksichtigung
bereits aufgetretener Verformungen, im Sinne einer Anfangsstabilitatsunter-
suchung, geldst, so erhalt man die sogenannte klassische Stabilitatslast.

Zur L.8sung des nichtlinearen Stabilitatsproblems wird unter Beriicksichti-
gung bereits eingetretener Verformungen auf einem bestimmten Lastniveau
eine lineare Eigenwertanalyse entsprechend Gleichung (84) durchgefihrt. Es
ist allerdings notwendig, diese Untersuchung begleitend zur nichtlinearen
Last-Verformungsbeziehung auf unterschiedlichen Laststufen solange durch-
zufiihren, bis sich der kritische Eigenwert A, = 1 einstellt. Dieses Vorgehen
wird von verschiedenen Autoren zur Bestimmung von Versagenslasten bei
Beriicksichtigung nichtlinearen Werkstoffverhaltens verwendet /26/,/47/.

Die Verzweigungslast in einen lokalen Versagensmodus oder einen gekop-
pelten lokal-globalen Modus kann auf diesem Weg ermittelt werden. Das
Vorgehen soll am Beispiel eines durch Biegung (global) betasteten I-Trdgers
kurz erlautert werden.
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Da keine lokalen Biegeverformungen voriiegen, wird in einem solchen Trager
aufgrund hoher Langsspannungen 6rtlich die FlieBgrenze Uberschritten.
Fihrt man mit den in diesem Lastniveau vorhandenen Materialgréen eine
Eigenwertuntersuchung durch, so wird sich infolge der verminderten Quer-
schnittstragfahigkeit z.B. eine lokale Versagensform einstellen, die unterhalb
einer klassischen Stabilitatslast ohne Berlicksichtigung nichtlinearen Materi-
alverhaltens liegt. Der zu dieser Laststufe gehdrende Lastfaktor A, entspricht
allerdings nicht der plastischen Beullast, da der Spannungszustand voraus-
setzungsgemaB linear bis zum Versagen extraploliert wurde, was der Wirk-
lichkeit nicht entspricht. Um sie zu ermitteln, muB3 die Eigenwertuntersu-
chung auf einem héheren Lastniveau, bei weiter fortgeschrittener Plastizie-
rung wiederholt werden. Der Eigenwert A,;, nimmt bei weiter ansteigendem
Lastniveau solange ab, bis der ermittelte Ausgangszustand der Eigenwert-
untersuchung dem Endzustand (Versagenszustand) entspricht, also A, = 1
wird. Ein GroBteil der in Kapitel 2 aufgefiihrten Untersuchungen des plasti-
schen, lokal-globalen Stabilitatsproblems beschrénken sich auf die Bestim-

mung der Verzweigungslast in Ahnlicher Weise.

9.3 Umsetzung ins Programm - Programmablauf

Der Ablauf der Berechnung wurde der bestehenden Programmstruktur an-
gepaBt, wobei einige Programmteile abhéngig von den speziellen Erforder-
nissen des Elementes anzufertigen waren. Bild 32 zeigt den prinzipiellen
Ablauf fiir ein Lastinkrement, einzelne Programmteile werden im folgenden
genauer erlautert.

In den Ablaufdiagrammen (Bild 32 - 35) werden folgende Abklrzungen ver-
wendet:

N Nummer eines Elementes

NE ... Nummer eines Subelementes (Platte)
NUME ... max. Anzahl der Eilemente

NPLA ... max. Anzahl der Subelemente pro Element
Spg.res. ... Spannungsresultanten

StN.R. ... Standard Newton - Raphson Verfahren
Mod.N.R. ........ Modifiziertes Newton - Raphson Verfahren
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Bestimmung der globalen
Verschiebungsinkremente r

!

Transformation ins

Querschnittskoor.sys. v,

lokale

A

Prifen, ob

plastisch

elastische Berechnung
der Knotenkrifte

Element bereits

s

plastische Berechnung
der Knotenkrafte

Ungleichgewichtskrifte

U=R-"F

l inkr. Elementsteifigkeitsm. k

!

L Systemsteifigkeitsmatrix K—I

KAr = U

Biid 32:

Implementierung im Rechenprogramm

neue Gesamtverschiebungen

e = o+ A

neues Lastniveau

Ablaufdiagramm fGr die inkrementell-iterative Berechnung
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9.3.1 Vorgehen bei der Annahme elastischen Materials

Die Einzelplatten stellen keine eigenstédndigen Elemente dar, sondern sind
Teile eines (bergeordneten Balkenelementes. Um allerdings mit den Grund-
platten beliebige Querschnittsformen nachbilden zu kénnen, ist es nicht
méglich, den Plattenfreiheitsgraden feste Pasitionen innerhaib der Element-
steifigkeitsmatrix zuzuordnen. Im vorliegenden Programm wird in der Einga-
be die Beschreibung des Querschnittes durch Querschnittspunkte, deren
Koordinaten im elementfesten Querschnittskoordinatensystem anzugeben
sind, veriangt. Zwischen diesen Punkten werden die Plattensegmente defi-
niert. Das lokale Koordinatensystem einer Platte wird hierbei durch die
Orientierung von Querschnittspunkt i nach j festgelegt. Durch die Angabe
mehrerer Punkte auf einem geraden Querschnittsteil ist die Unterteilung die-
ses Segmentes (z.B. Steg) in mehrere Platten méglich. An jedem Quer-
schnittspunkt muB die Anzahl der lokalen (Platten-) Freiheitsgrade angege-
ben werden. Hiermit wird die Auswah! der Einzelplatten gesteuert. Die Ein-
gabe dieser Daten ist flir jeden neuen Querschnitt im System erforderlich, bei
Verwendung eines einheitlichen Querschnittes nur einmal. Aus den Num-
mern der Querschnittspunkte wird eine Querschnittszuordnungsmatrix er-
stellt, mit der die Anordnung der Steifigkeitsanteile einzelner Platten in der
Elementsteifigkeitsmatrix ermittelt werden kann. Durch eine Summations-
schleife Gber alle Querschnittsplatten ergibt sich die gesamte Elementsteifig-
keitsmatrix, die nach elastischen und geometrischen Anteilen aufgeteilt wird.
Die Kopplungsterme zwischen Balken und Platte werden getrennt nach zu-
sammengehdrenden Gruppen von Freiheitsgraden berechnet und in der
geometrischen Matrix angeordnet. Die zur Erstellung der geometrischen
Matrix notwendigen Spannungen im Zustand 1 Jr,, werden aus Stabend-
gréBen und Querschnittswerten des Balkenquerschnittes an den Eckpunkten
der Einzelplatten bestimmt. Der Verlauf der Spannungen Uber die Platten-
breite wurde bereits bei der analytischen Berechnung der Steifigkeitsanteile
mitberiicksichtigt. In den Diagrammen auf den folgenden Seiten ist der Ab-
lauf der beiden Subroutinen LEST und LGEST zur Erstellung der Element-
steifigkeitsmatrix angegeben.
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N=1,NUME Schleife tber alle Elemente

Aufruf LEST

Berechnung von Linge, Breite, Dicke
aus aktuetten Querschnittskoordinaten

NE=1NPLA Schleife Uber alle Platten

Freiheitsgrade
am Knoten {u. J
=4

Zuordnungsmatrix Zuordnungsmatrix
fur Plattentyp 1 fur Plattentyp 2
Steifigkeitsmatrix Steifigkeitsmatrix
Platte Typ 1 mit Platte Typ 2 mit
Geometrie von NE Geometrie von NE

!

Anordnung der PlLattensteifig-
keitsmatrix in der Element- i
steifigkeitsmatrix

R ey T

Riicksprung ins
Hauptprogramm

Aufruf LGEST

1 N # NUME

Bild 33: Ablaufdiagramm zur Bestimmung der Iokalen Anteile der
elastischen Elementsteifigkeitsmatrix
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N=1NUME Schleife (iber alle Elem

Aufruf LGEST

Berechnung der Schnitt-
groBen flir Element N

NE=1,NPLA Schleife tber alle Pi:
)i Freiheitsgrade n
am Knoten | +J ]
=4
Berechnung der Spannungen Berechnung der Spannungen
in der Platte in der Platte
geometrische Platten- geometrische Platten-
steifigkeitsmatrix Typ 1 steifigkeitsmatrix Typ 2
Addition in Steifigkeitsmatrix Addition in Steifigkeitsmatrix
gekoppelte Terme gekoppelte Terme
Platte Typ 1 - Verschiebung v®8 Platte Typ 2 - Verschiebung v8
gekoppelte Terme gekoppelte Terme
Piatte Typ 1 - Verschiebung w® Platte Typ 2 - Verschiebung w8
gekoppelte Terme gekoppelte Terme
Platte Typ 1 - Verdrehung 6° Platte Typ 2 - Verdrehung §®
Addition in Steifigkeitsmatrix | l Addition in Steifigkeitsmatrix
NE # NPLA

|

N # NUME }

Bild 34: Ablaufdiagramm zur Bestimmung der lokalen Anteile der
geometrischen Elementsteifigkeitsmatrix
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9.3.2 Programmablauf bei Beriucksichtigung plastischen Materiais

Die Berticksichtigung eines nichtlinearen Werkstoffes erfordert einen erheb-
lich gréBeren Aufwand als die rein elastische Berechnung. Zum einen erhéht
sich der Rechenaufwand, da die analytisch ermittelten Steifigkeitsmatrizen,
aus denen sich direkt die Knotenkrafte ergeben, durch die nur noch punkt-
weise definierbare Werkstoffbeziehung, nicht mehr verwendbar sind. Zum
anderen ist durch die Wegabhingigkeit des Problems die Notwendigkeit
gegeben, wesentlich mehr Informationen als fiir die rein elastischen Berech-
nung abzuspeichern. Fir plastisch bzw. teilplastische Elemente wird es not-
wendig, in einem aktuellen Lastschritt i , neben den Verformungen und
der Elementldnge des letzten, ausiterierten Lastniveaus i-1 , auch die
Spannungsresultanten des zurickliegenden Schrittes -1 zu kennen. Sie
sind notwendig, um den Spannungszuwachs an plastischen Punkten, bzw.
den Durchstoipunkt des Spannungsvektors durch die FlieBflache, beim
Ubergang von elastischem zu plastischem Verhalten, zu ermitteln. Die fiinf
Spannungsresuitanten (n,, Ny, My, My, m ) werden an den Integra-
tionspunkten auf der Plattenmittelfliche bestimmt. Bei Verwendung der
Simpson-Integration sind fir jede Platte mindestens drei Punkte in Langs-
und Querrichtung, also neun Punkte vorzusehen. Bei einem aus acht Platten
zusammengesetzten I-Profil, ergeben sich damit 81 Punkte pro Element, an
denen je fiinf Spannungswerte vorzuhalten sind. Bei mehr Integrationspunk-
ten steigt der Speicherbedarf multiplikaﬁv an. Um dieser Datenflut Grenzen
aufzuertegen, werden im vorliegenden Programm nur fiir die Elemente, die
auch tatsdchlich plastisch geworden sind, die resultierenden Spannungen im
Schritt -1 abgespeichert. Dadurch wird eine Variable notwendig, die vor
Eintritt in die plastische Berechnung angibt, ob das betrachtete Element im
zurlickliegenden Schritt bereits plastisch war. Die FeldgréBle dieser Variable
ist allerdings nur so groB wie die Anzahl der Elemente. Bei einer elastisch-
plastischen Berechnung kénnen fiir jedem Punkt (Integrationspunkt) eines
Querschnittes drei unterschiedliche Zustande eintreten.

A) Element bleibt elastisch.

B) Element war im Schritt i-1 noch elastisch, einzelne Punkte des Elementes
Uberschreiten im betrachteten Schritt i erstmals die FlieBgrenze.

C) Einige Punkte des.Elementes waren im Schritt i-1 bereits plastisch.

Treten in einem Element erstmals plastische Punkte auf (Zustand B), so wird
der Spannungszustand dieses Elementes nach Beendigung der . Iteration
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abgespeichert. Es wird dabei nicht unterschieden, ob ein Integrationspunkt
plastisch oder elastisch ist. Der Code: "Element plastisch” wird bereits beim
ersten plastischen Punkt gesetzt. Dieses Vorgehen erfordert zwar im plasti-
schen Ast der Berechnung (Zustand C) eine nochmalige Untersuchung der
einzelnen Integrationspunkte, ist aber wirtschaftlicher, da die Elementinfor-
mation nur fir teilplastische Elemente aufgehoben wird und auch nur diese
den rechenintensiveren plastischen Ast durchlaufen. Insbesondere wenn
man dariiber hinaus berlicksichtigt, daB sich beim hier betrachteten Problem
des lokalen Versagens, die plastischen Zonen meist ortlich konzentriert in
wenigen Elementen einstellen. Der Ablauf der Berechnung ist in Bild 35 dar-
gestellt, er soll zundchst noch etwas ausfuhrlicher erlautert werden. Die
Nummern beziehen sich auf die einzelnen im Bild dargesteliten Schritte.

Zur Berechnung wird eine Schieife Uber alle Elemente durchlaufen.

1. Zu Beginn eines jeden lterationsschrittes innerhalb eines Inkrementes
wird der Vektor der globalen Knotenverschiebungsinkremente r
berechnet. Durch Transformation werden die Verschiebungsinkremen-
te des Elementes v, bestimmt.

2. Anhand einer Variablen, die fur t_eilplastizierte Elemente von 0 auf 1
gesetzt wird, wird entschieden, ob das Element bisher elastisch war.

A1 Ist das Element elastisch, werden mit den Elementverschiebungsinkre-
menten neue StabendschnittgréBen berechnet.

A2 Die BalkenschnittgréBen werden mit den geometrischen Werten des
Querschnittes in Spannungresultanten (n,, n, )in den Integrations-
punkten auf der Mittelfldiche der Querschnittsplatten umgerechnet. Die
Umrechnung ist notwendig, da die FlieBbedingung nur in diesen Gro-
Ben formuliert ist.

A3  Aus der Werkstoffmatrix und der Matrix der Ableitungen der Ansatz-
funktionen werden die Plattenmomente an den Integrationspunkten
(my, my, mxy) berechnet.

A4 Mit den ermittelten Spannungsresultanten wird die Einhaltung der
FlieBbedingung Gberprift. Ist f < 1 koénnen die Knotenkrafte (Bal-
kenschnittgréBen und fiktive Knotenkréfte der Platten) durch Integra-
tion der Spannungsresultanten fiir das betrachtete Element ermittelt
werden.
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B1

B2

B3

B4

BS

B6

Alle Schritte missen fir jeden Integrationspunkt durchgefiihrt werden.

Ist die FlieBbedingung liberschritten fi > 1, dann wird mit den vor-
handenen Verschiebungen des letzten Schrittes der Spannungszustand
des Lastniveaus i-1 ermittelt.

Aus dem Spannungszustand wird die FlieBfunktion im Zustand i-1
bestimmt.

Fir jeden Punkt wird naherungsweise der Faktor berechnet, an dem
=1,

der Spannungsvektor die FlieBfliche beriihrt a = T
il

Mit diesem Faktor werden die Spannungsresultanten bei Erreichen der
FlieBflache abgeschatzt (Index E ... estimate).
Hier

e =[1~-ale._, + ag,

Mit den abgeschétzten Spannungsresultanten wird die Werkstoffmatrix
des Punktes ermittelt und damit die resultierenden Spannungen des

Lastinkrementes nach folgender Beziehung berechnet

O = o + [1~a] Cog £

Punkte, an denen die FlieBgrenze nicht Uberschritten wird, bleiben
gegentiber der elastischen Berechnung unverindert. Aus den resultie-
renden Spannungen werden die Knotenkrafte durch numerische Inte-
gration gewonnen.

Ein Punkt wird erst nach Beendigung der lteration als plastischer Punkt
abgespeichert. Wahrend der lteration wird der Faktor zur Bestimmung
des DurchstoBpunktes immer wieder neu ermittelt.
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Far Elemente die plastisch waren, sind die resultierenden Spannungen
des vorangegangenen Schrittes i-1 abgespeichert. Der Wert der
FlieBfunktion wird fir jeden Punkt neu ermittelt.

Mit der Werkstoffmatrix des letzten ausiterierten Zustands werden die
resultierenden plastischen Spannungsinkremente nach dem aktuellen
Schritt | abgeschatzt und zu den Spannungsresultierenden des vor-
herigen Schrittes addiert. Fir die Spannungsinkremente an den bisher
elastischen Punkten wird die elastische Werksteffmatrix verwendet.

Mit den geschatzten Spannungsresultierenden wird die FlieBfunktion
des aktuellen Schrittes bestimmt. Es ergeben sich drei Verzweigungs-
moglichkeiten:
1 ... Punkt war elastisch (f,_, < 1)

und bleibt elastisch (f, < 1) — weiter A5
2 ... Punkt war efastisch (f,., <1}

und wird plastisch (f = 1) — weiter B3
3 ... Punkt war plastisch (f_, = 1)

und bleibt plastisch (f, > 1) — weiter C4

Die Spannungen nach dem letzten Inkrement und nach dem aktuellen
Schritt werden gemittelt.

Mit der neuen Spannungsschétizung wird eine neue Werkstoffmatrix
Cppay Ermittelt.

An den plastischen Punkten werden die Spannungsresuitierenden
nach folgender Formel bestimmt

GpL = G-q + Cpla &

Die Knotenkrafte werden durch Integration erzeugt.



N = 1, NUME

Schieife tber alle Elemente

Bestimmung der Verschiebungs-
inkremente global r, lokal v,

Prifen ob
Element im Inkrement i-1
bereits plastisch war

|

Bestimmung der FlieB-
funktion im Schritt i-1

T
Berechnung der
Spg.res. im

Schritt i mit Werk-
stoffmatrix Schritt i-1

Mittelbildung
o = ?( 6.4 t+ o)

!

neue Werkstoffmatrix
in Abhangigkeit
von o,

2
A1 StabendgroBen (Balken)
im Schritt i
]
Umrechnung Stabkrifte
A2 im Spg.res. am int.pkt
Schritt i (elastisch)
A3 Berech. d. Plattenmom,
am int. punkt (elastisch)
A4 N ~TFlieBbedingung
f, > 1
Berechnung der
B1 Spg.res. am int.pkt.
Schritt i-1
Berechnung der
B2 FlieBfunktion
im Schritt i-1
Abschétzung des
B3 tnkrements das die
FlieB fl. erreicht
a= 1 f,
fi = fieg

!

0

Bild 35 a:

Spg.res. am Ende
des Inkrements
6 = Oy + Cp, &

Ablaufdiagramm bei plastischem Werkstofiverhalten
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B4 Spg.res. bei Erreichen
der FlieBflache

ge = (1—a)o_, + ag
BS Spg.res. im Inkrement i

Gp = G + {1~ a)Cpet
A5 . Integration der Spg.res.
B6 o — Knotenkrifte
c7

A
weiter wie
Bild 32

Bild 35 b: Ablaufdiagramm bei plastischem Werkstoffverhalten

Der weitere Weg der Berechnung ist fir plastische und elastische Elemente
prinzipiell gleich und folgt dem in Bild 32 beschriebenen Weg.

Fir jedes Element wird der Vektor der Ungleichgewichtskréfte durch die Dif-
ferenz der AuBeren Lasten und der inneren Kréfte bestimmt. Das Glei-
chungssystem wird fur die verbleibenden Ungleichgewichtskréfte erneut ge-
16st, bis die Norm der Verschiebungszuwéchse im aktuellen lierationschritt,
bezogen auf den Gesamtverschiebungszuwachs im Inkrement, die vorgege-
bene Genauigkeitsschranke nicht mehr Gbersteigt. Je nach verwendeten lte-
rationsverfahren (Standard Newton-Raphson oder modifiziertes Newton-
Raphson-Verfahren) wir die inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix neu er-
stelit. Mit den vorhandenen Spannungsresultanten an jedem Integrations-
punkt kann punktweise die Werkstoffmatrix erzeugt werden, aus der sich
wiederum auf numerischem Weg die Elementsteifigkeitsmatrix berechnen
1aBt.
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10.0 Berechnete Beispiele bei elastischem Materialverhalten

Die in diesem Kapitel aufgefiihrten Beispiele wurden unter der Vorausetzung
elastischen Materialverhaltens berechnet. Der Schwerpunkt liegt auf der
Uberprifung des entwickelten Berechnungsverfahrens und dem Studium
unterschiedlicher EinfluBgréBen. Die Begrenzung der Tragfahigkeit bei
Uberschreitung der FlieBgrenze wurde hierbei auBer Acht gelassen.

Die Berechnungen der Beispiele 10.1 - 10.4 wurden im Rahmen einer vom
Verfasser betreuten Diplomarbeit /31/ durchgefiihrt.

10.1  Parameterstudien zur linearen Plattenbiegung

Zunéchst soll mit dem neu entwickelten Element reines Plattenverhalten un-
tersucht werden. Da ein Querschnitt auf unterschiedliche Art und Weise aus
Einzelplatten zusammengesetzt wird, wurden einige Parameterstudien
durchgeflihrt, die grundlegende Erkenntnisse flir weitere Berechnungen lie-
fern sollten; denn die Einteilung, Anzahl und Form der Plattenelemente,
sowie die verwendeten Plattentypen (Anzahl der Freiheitsgrade) nehmen
starken EinfluB auf die Ergebnisse.

Es wurden zwei verschiedene Plattenelemente auf ihre Brauchbarkeit hin
getestet. Ein vierknotiges Element mit 12 Freiheitsgraden (Verdrehungen
¢, ¢, und Vertikalverschiebung v) und ein vierknotiges Element mit 16 Frei-
heitsgraden (zusatzlich ¢, ). Endgltig implementiert wurde das Element mit
16 Freiheitsgraden (im weiteren mit PL 16 bezeichnet), da die Ergebnisse
aufgrund des besserenvElementverhaItens erheblich genauer waren. Die mit
diesem Element durchgefiihrten Untersuchungen sind in den beiden folgen-
denden Beispielen auszugsweise dargestellt.

Beispiel 10.1.1: Vierseitig naviergelagerte Quadratplatte mit Gleichlast
. .
e
X L = 100 cm
D = 100 cm
Lt te t=05cm
L E = 2.1 104
2o v =00 cm
roo0 00
2 p =100
cm
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Verformungen
Element Elem.anz. Vy o Py Py Py max.
Abw.
x-Ri  y-Ri [em] [102] {10%] [103] [10°]| [ % ]
exakt 0.186 4.50 6.15 -4.50 -6.15
PL16 4 4 0.186 4.51 6.12 -4.51 -6.17 0.5
4 2 0.187 4.65 6.24 -6.21 1.0
4 1 5.03 6.93 12.6
2 2 0.188 6.28 -6.28 2.0
Tabelle 10.1: Quadratplatte mit Flachenlast
Momente
Elem.anz. m, m, me max.
. Abw.
Element inx iny | [10%kNm/m] | [10°kNm/m7] | [10°%kNm/m]} [ %]
exakt 36.76 36.76 46.29
PL16 4 4 37.86 37.86 46.68 29
4 2 38.10 43.68 47.11 18.0
2 2 44.00 44.00 47.73 19.6
Tabelie 10.2: Quadratplatte mit Flachenlast
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Aus den in den Tabellen 10.1 und 10.2 kénnen zur Frage der Elementeintei-
lung wichtige Informationen gewonnen werden. Die Bestimmung von Verfor-
mungen kann mit einer Minimalidealisierung von 2 x 2 Elementen fiir eine
Einzelplatte geniigend genau durchgefihrt werden. Das heiBt, wenn es nur
auf die Genauigkeit der Verformungen ankommt, z.B. bei der Bestimmung
des Lastfaktors A in einer linearen Eigenwertuntersuchung, dann sind mit
wenigen Elementen bereits gute Ergebnisse erzielbar. Spielt allerdings die
Genauigkeit der ermittelten Spannungen eine dominierende Rolle, sollten
mehr Subelemente pro Element verwendet werden, um brauchbare Ergeb-
nisse zu erzielen. Die hier gewédhlte maximale ldealisierung von 4 x 4 Ele-
menten erscheint ausreichend zu sein.

Im Beispiel 10.1.2 wurde als weiterer wichtiger EinfluBfaktor das Langen zu
Breiten - Verhaltnis eines Elementes untersucht.

Das Plattenelement muB als Subelement eines Gbergeordneten, globalen
Balkenelementes gesehen werden. Die Einteilung des Balkenelementes in
Einzelplatten wird am Anfang der Berechnung vorgegeben, wobei darauf
geachtet werden solite, die Einteilung des Querschnittes in Einzelplatten
nicht unnétig fein zu wahlen, da dadurch die Elementsteifigkeitsmatrix auf-
gebldht wird. Eine Verfeinerung der Idealisierung durch mehr Balkenele-
mente ist dagegen weitgehend unkritisch, da die Unterteilung in Langsrich-
tung die Bandstruktur der Gesamtsteifigkeitsmatrix nicht stért und die
Brauchbarkéit nicht veréndert. Prinzipiell kann man sagen, daB eine feinere
ldealisierung mit Balkenelementen eine lineare Erhéhung. des Rechenauf-
wands bedeutet, wahrend eine feinere Querschnittsidealisierung durch Er-
héhung der Freiheitsgrade und der Bandbreite etwa quadratisch in die Re-
chenzeit eingeht.

Wird nun die Systemidealisierung lediglich durch eine feinere Unterteilung
in Langsrichtung verbessert, kann dies infolge einer Anderung des Langen
zu Breiten - Verhaltnisses der Plattenelemente zum gegenteiligen Effekt fiih-
ren. Es ist also wichtig eine Grenze der Elementform festzulegen, bei der
noch keine negativen Einfliisse sichtbar werden.

Die Untersuchungen der Beispiele 10.1.1 und 10.1.2 sollen unter Beachtung
der oben genannten Kriterien eine Minimalidealisierung des Querschnittes
durch Einzelplatten festlegen und damit eine sinnvolle Idealisierung der
Querschnitte weiterer Beispiele gewahrleisten.
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Beispiel 10.1.2: Vierseitig naviergelagerte Rechteckplatte mit Gleichlast

Y
f 3 -
L = 1000 cm
D = 100 cm
t =05cm
E = 2.110¢ k
cm
v = 0.0
p = 1044
cm
Verformungen
Element Elem.anz. Elem. Vi Py Py L max.
Abw.
x-Ri  y-Ri verh.| [cm] [102] [10%]} (107 [ % ]
exakt 0.594 19.00 19.04 -9.28
PL16 40 4 1:1 0.595 19.01 “19.05 -9.29 0.1
20 4 2:1 0.595 19.01 19.05 -9.35 0.7
8 4 5:1 0.595 19.00 19.05 -9.84 6.2
20 2 1:1 0.595 19.01 19.05 -8.38 1.0
8 2 25:1 0.595 19.00 19.05 -9.88 6.4
8 1 5:1 19.02 19.02
4 1 25:1 18.61 18.61

Tabelle 10.3: Rechteckplatte mit Flachenlast
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Momente

Elem.anz. My My m,e max.
Abw.
Element inx iny| [103%Nm/m] | [10°%kNm/m7] | [10°kNm/m] [ %]
exakt 124.88 24.00 67.60
PL16 40 4 130.02 25.67 _68.11 6.9
20 4 130.02 25.50 68.50 6.3
8 4 130.02 24.20 70.79 47
20 2 145.80 27.20 69.00 16.7
8 2 145.80 24.44 71.27 16.7
8 1 83.30 22.90 74.85 50.0
4 1 82.45 18.72 69.74 51.4
Tabelle 10.4: Rechteckplatte mit Flachenlast

Die Ergebnisse verdeutlichen, daB bis zu einem Seitenverhaltnis 4 : 1 keine
zu grossen Abweichungen durch eine Elementverzerrung zu erwarten sind.
Bei dariber hinausgehenden Verhiltnissen nehmen die Abweichungen
langsam zu. Das gewdhlte Gesamtverhéltnis der Platte entspricht der haufig
vorkommenden Form der Platten, z.B. als Stegplatte eines Balkens. Dariiber
hinaus macht diese Parameterstudie deutlich, daB vorallem das Biegemo-
ment m, bei der hauptsichlich einachsig gespannten Platte durch die Anzahl
der Plattenelemente in Querschnittsrichtung beeinflult wird. Um hier ausrei-
chend genaue Ergebnisse zu erhalten, ist die Idealisierung des Querschnittes
mit 4 Platten notwendig.

Die in beiden Beispielen verwendete Minimalidealisierung mit einer Platte in
Querrichtung entspricht der von Rajasekaran /82/ verwendeten Elementein-
teilung; es zeigt sich bereits hier, daB sein Element fir Biegezustinde von
Stegplatten nur bedingt einsetzbar ist.
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10.2 Beuluntersuchungen ebener Rechteckplatten

Wird, wie in dieser Arbeit, ein spezielles Element fir eine spezielle Frage-
steliung entwickeit, so mu8 die Genauigkeit der Naherung durch einen Ver-
gleich mit existierenden Losungen erfoigen. Analytische Losungen werden,
im Rahmen einer Theorie, oft als exakte Ldsungen angesehen, da sie weit-
gehend frei von numerischen Ungenauigkeiten und dem Problem der ldeali-
sierung sind.

Es wurden zunachst Beuluntersuchungen an den beiden Einzelplattentypen
durchgefiihrt. Durch Vergleich der Beulrandspannung mit bekannten Ldsun-
gen sind Parameterstudien moéglich, die weitere Aufschliisse tiber das Ver-
halten des neuen Elementteils - die Plattenwirkung - ergeben.

Die Beulrandspannung von Rechteckplatten kann mit folgender Formel be-
schrieben werden (vgl. Petersen /79/):

6‘“ = T 12:(515,"2\,2) ] (%)

k, stelit einen EinfluBfaktor der Lagerbedingungen, Geometrie und Rand-
spannungen dar.

Die Geometrie und die Belastung der Einzelpiatten werden im Hinblick auf
den Einsatz des Elementes als Teil eines Balkenquerschnittes ausgewahlt.
Die Form wurde ausgehend von der Quadratform in Langsrichtung variiert.
Es ergaben sich Beulformen mit einer Sinus- Halbwelle in Quer- und mehre-
ren (abhangig vom Langenverhditnis) in Langsrichtung.

Als Belastungstyp wird zunéchst eine konstante Langsdruckkraft angesetzt,
die dann schrittweise in eine linear verteiite Langsspannung umgesetzt wird.
Damit kénnen die wichtigsten, aus einem Balken resultierenden, Span-
nungsverlaufe fir die Einzelelemente erfaf3t werden.

10.2.1 Beuluntersuchungen vierseitig gelenkig gelagerter
Rechteckplatten

Die im folgenden dargestellten Piattentypen werden untersucht und mit dem
analytischen Wert der Beulrandspannung nach /79/ verglichen.
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Berechnete Platten

Plattentyp Lagerung L D t in[em]
P1  vierseitig gelenkig 100 100 05 []
P2 vierseitig gelenkig 150 100 05 | |
P3  vierseitig gelenkig 200 100 05 [}
P4 vierseitig gelenkig 500 100 05 [
PS5 dreiseitig gelenkig 100 100 0.5 [‘_’_[
P6 dreiseitig gelenkig 200 100 05 []
P7 dreiseitig gelenkig 500 100 05 [

| astidealisierung

T O Ok
Foy Ox F oy
F =1 F=20 F = -1

F... Formfaktor des Randspannungsverlaufs

Tabelle 10.5: Plattentypen

Elem.anz. Rechnung Literatur Abw.

Platte x-Ri  y-Ri| Beulform Oy [kN/cm?] 179/ L% ]
P1 4 4 1 HW 1.898 1.898 0.0

4 2 HW 2.960 2.966 0.2

4 4 3 HW 5.414 5.272 27

P2 6 4 2 HW 2.060 2.059 0.0

6 4 1 HW 2.228 2.227 0.0

P3 8 4 2 HW. 1.898 1.898 0.0

8 4 3 HW 2.230 2.228 0.1

4 1 HW 2.967 2.966 0.0

Tabelle 10.6: Beulrandspannung in Abhéngigkeit von Plattenverhiltnis und
Beulform
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Elem.anz. Rechnung Literatur Abw.
Platte x-Ri  y-Ri| Beulform o LkNIcm?] 179/ %]
P1 2 2 1 HW 1.905 1.898 0.4
2 2 2 HW 3.375 2.966 13.8

1 4 1 HW 2.021 1.898 6.5

1 4 2 HW 3.020 2.966 1.8

1 2 1 HW 1.918 1.898 1.0

1 2 2 HW 3.236 2.966 9.3

P2 3 2 2 HW 2.080 2.059 1.1
3 2 1 HW 2.236 2.227 0.4

P3 4 2 2 HW 1.906 1.898 0.4
4 2 3 HW 2.264 2.228 1.6

4 2 1 HW 2.981 2.966 0.5

2 4 2 HW 1.994 1.898 5.1

2 4 3 HW 2.696 2.228 21.0

2 4 1 HW 3.013 2.966 1.3

4 1 2 HW 2.024 1.898 " 6.6

4 1 3 HW 2.324 2.228 43

2 1 2 HwW 2.115 1.898 115

2 1 3 HW 2.753 2.228 23.6

P4 5 HW 1.910 1.898 0.6
8 2 6 HW 1.987 1.962 1.3

8 2 4 HW 2.003 1.994 0.4

Tabelle 10.7: Beulrandspannung in Abhdngigkeit der ldealisierung
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Platte Rand- Beulform| Rechnung |Literatur | Abw. |Beulform Rechnung
spannung G LkNIem?} 179/ % o LkN/cm?

P1 F=1.0 1 HW 1.898 1.898 0.0 2 HW 2.960

F=04 1 HW 2.696 2.695 0.0 2 HW

F=0.0 1 HW 3.709 3.706 0.0 2 HW 5.543

F=-02 1 HW 4.510 4510 0.0 2 HW 6.457

=-0.3 1 HW 5.031 4.980 0.1 2 HW 6.985

F=-0.4 1 HW 5.660 5.669 0.2 2 HW 7.563

F=-05 1 HW 6.419 6.400 0.2 2 HW 8.192

F=-06 1 HW 7.332 7.260 1.0 2 HW - 8.875

F=-07 1 HW 8.426 8.350 1.0 2 HW 9612

=-0.8 1 HW 9.718 9.727 0.9 2 HW 10.410

F=-09 1 HW 11.210 i0.910 27 2 HW 11.270

F=-1.0 2 HW 12.420 12.100 2.6 1 HW 13.000

Tabelle 10.9: Beulrandspannung in Abhangigkeit von der Belastungsverteilung
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Einteilung Elem.anz. | Literatur Eigene Rechnung Abw.
inx iny 179/ O LAN/em?] %

a 4 4 12.10 12.42 26

b 4 4 12.10 12.18 0.7

c 4 4 12.10 12.21 0.9

d 4 4 12.10 12.18 0.7

b 8 4 12.10 12.15 0.4

c 8 4 12.10 12.16 05

d 8 4 12.10 12.15 0.4

Art der Elementeinteilung (konstante Unterteilung in x-Richtung)

% .50 - 50
al - = bl 35
~25 -25
0 0
25
50 50
y
-50 -50
cl -10 dl 1395
-28 -20
0 10
50 50
Tabelie 10.10: Abhéngigkeit der Beulrandspannung von der Elementein-
teilung in Querrichtung
Berechnete Beispiele bei elastisch Materialverhalten
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In Tabelle 10.6 sind die Ergebnisse in Abhangigkeit von den Plattenseiten-
verhéltnissen und der Beulform aufgetragen. Hier wurde zundchst nur die
auBere Form variiert, die Elementeinteilung wurde so angepaBt, daB sich far
die einzelnen Elemente die optimale Form (Quadrat) ergab. Die Ergebnisse
zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Sollwerten der analytischen
Lésung. Es fallt allerdings auf, daB héhere Beulmodi mit mehrwelligem
Beulmuster stirker vom exakten Wert abweichen. Der zunehmende Fehler ist
in der Elementeinteilung begriindet, denn bei hdherer Beulwellenanzahi ste-
hen bei gleichbleibender Einteijlung weniger Elemente zur Darstellung einer
Beulhalbwelle zur Verfligung. Die Betrachtung eines Extremfalis macht diese
Erklarung noch deutlicher. Verwendet man zum Beispiel nur 1 Element um
noch 2 oder mehr Wellen darzustellen, so kann der gewéhlte dargestellte
Verschiebungsansatz nicht mehr zutreffend sein. An den Ergebnissen einer
weiteren Untersuchung (Tabelle 10.7), bei der die Elementeinteilung der vier
Plattentypen bis hin zur Minimalidealisierung von 2 x 1 Element verandert
wurde, |48t sich dieser Zusammenhang ebenfails ablesen.

Als weiterer EinfluB wurde die Veranderung des Randspannungsverlaufs fur
unterschiedliche idealisierungen untersucht. Die Werte kdnnen der Tabelle
10.8 entnommen werden. Es werden immer die ersten beiden Eigenwerte mit
den zugehdrigen Eigenformen ermittelt. Fir die 4 Platten wurden die Rand-
spannungen von einer konstanien Verteilung ausgehend bis zu einer linearen
Randspannungsverteilung mit gleich groBen Zug- und Druckordinaten vari-
iert. Der EinfluB der Elementanzahl pro Beulhalbwelle ist auch hier deutlich
erkennbar, wobei ein weiterer negativer EinfluB aus der linear verdnderten
Randspannung resultiert. Die Untersuchung zeigt, dafB3 eine Idealisierung
von 2 oder mehr Elementen pro Halbwelle zu ausreichenden Ergebnissen
fihrt. Sinkt jedoch die Elementanzaht unter 3 Elemente fir 2 Halbwellen, so
sind verhaltnismaBig grofe Abweichungen zu erwarten. Das Seitenverhéltnis
der Einzelplatten sollte in diesen Fallen eih Verhiltnis von 2 : 1 nicht (ber-
schreiten, da sonst durch die Uberlagerung mehrerer negativer Einflisse die
Genauigkeit der Ergebnisse beeintrachtigt wird.

Am Beispiel der Quadratplatte wurde der EinfluB der Randspannungsvertei-
lung unabhangig von anderen Parametern genauer untersucht. Die Werte der
Tabelle 10.9 wurden alle mit einer Einteilung von 4 x 4 Elementen ermittelt.
Es zeigt sich dabei, daB die berechneten Beulwerte dann griéBere Abwei-
chungen von den Sollwerten aufweisen, wenn der Verlauf der Randspannung
sich dem Grenzlastfall mit gleichgroBer Druck- bzw. Zugordinate nahert. Die
Erklarung hierfir liegt ebenfalls in der abnehmenden Elementanzahl pro
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Beulhalbwelle, denn der Druckbereich wird kleiner, was eine unsymmetri-
sche Verschiebung der Beule in Plattenquerrichtung zur Folge hat.

Da die Anzahl der Plattenelemente in Querrichtung mdaglichst nicht erhoht
werden sollte, wurde untersucht, ob durch eine Anpassung der Elementgro-
Be, also quasi einer Elementverdichtung im Druckbereich, eine Verbesserung
der Ergebnisse ohne Erhdhung der Gesamtelementanzahl erreicht werden
kann. Es wurden dazu vier unterschiedliche Netzeinteilungen verglichen
(siehe Tabelle 10.10). Durch Verschiebung der Elemente in den beulgefahr-
deten Druckbereich (b,c,d) kann eine wesentliche Verbesserung der Ergeb-
nisse erzielt werden, was nicht ohne weiteres vorherzusehen war, da ja das
Langen / Breitenverhéltnis negativ zu Buche schlagt.

10.2.2 Beuluntersuchungen dreiseitig, gelenkig gelagerter Platten

Fiar den zweiten, in zusammengesetzten Querschnitten vorkommenden Plat-
tentyp (Typ It - dreiseitig gelagerte Platte) wurden vergleiciende Untersu-
chungen angestellt, die den Einsatzbereich des einfacheren Elementes ab-
grenzen sollen. Zu diesem Zweck wurden Beulwerte fir das spezielle Gurt-
element (PL 4) mit !inear-kubischem Ansatz und dem aufwendigeren; aber
allgemeineren bikqbischen Plattenelement (PL 16) berechnet. Vergleichswer-
te wurden ebenfalls /79/ entnommen.

Vergieicht man zun&chst, bei gleicher ldealisierung, nur die beiden Element-
typen, so sind keine nennenswerten Ergebnisunterschiede festzustellen. Die
grésseren Abweichungen des Plattentyps P7 in Tabelle 10.11 sind lediglich
auf eine insgesamt geringere Elementanzahl zuriickzufiihren. Fir die in Ta-
belle 10.5 angegebenen Randspannungsverlaufe liefert das Element PL 4
jedoch hohe Fehlerquoten. Vorallem bei sehr kurzen Platten (Extremfall :
Quadratplatte) sind die Fehler signifikant. Bei Betrachtung der sich einstel-
lenden Verformung kann dafir ieicht eine Erkldrung gefunden werden, denn
der lineare Verformungsansatz in Plattenquerrichtung ist fiir kurze Platten
weit von der Realitat entfernt. Kurze Platten werden nicht mehr hauptséchiich
einachsig in Langsrichtung gekrimmt, sondern erfahren zweiachsige Bie-
gung.
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tatsachlicher Verlauf Naherung mit PL 4

Schnitt A - A

Bild 36: Verformung einer dreiseitig gelagerten Platte

Allerdings sollte man daraus nicht schiieBen, daB Element PL4 génzlich
ungeeignet ist. Fir hauptsichlich vorkommende, lidngliche Stegplatten ist
dieses Element sogar wegen der geringen Anzahl von Freiheitsgraden, bei
gleichzeitig guten Ergebnissen, dem genaueren PL16 Element vorzuziehen.
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Elem.anz. Rand- Rechnung Literatur Abw
Platte X-Ri  y-Ri spannung | o,, [kN/cm?] 179/ %
PL16 F=1.0
P5 4 1 0.671 0.669 0.3
P6 8 1 0.319 0.313 1.9
P7 10 1 0.220 0.213 3.3
PL4 F=1.0
P5 4 1 0.676 0.669 1.0
P6 8 1 0.320 0.313 22
P7 10 1 0.221 0.213 3.7
PL4 F=0.0
P5 4 1 max Spg. am 0.902 0.878 2.7
P6 8 1 freien Rand 0.427 0.415 29
P7 10 1 - 0.294 0.285 3.3
PL4 F=-1.0
P5 4 1 Druck am 1.257 1.353 7.6
P6 8 1 freien Rand 0.631 0.641 1.6
P7 10 1 0.427 0.442 3.5
PL16 F=0.0
P5 4 1 max Spg. am 2.254 2.341 3.8
P6 8 1 gelag. Rand 1.200 1.232 2.7
P7 10 1 0.854 0.878 28
PL4 F=0.0
P5 4 1 max Spg. am 2.254 2.708 18.0
P6 8 1 gelag. Rand 1.200 1.282 6.8
P7 10 1 0.854 0.883 3.4
Tabelle 10.11: Vergleich der Beulrandspannung in Abhéngigkeit von der Bela-

stungsfunktion und der Beulform
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10.3 Lokales Beulen zusammengesetzter Querschnitte

Im folgenden Kapitel sollen Untersuchungen zum lokalen Beulen verschie-
dener Querschnitte mit den Ergebnissen von drei unterschiedlichen Autoren
verglichen werden. Es kommt hierbei erstmals die interaktion zwischen den
einzelnen Querschnittssegmenten zum Tragen. Je nach Abmessung ist Steg-
oder Flanschbeulen maBgebend, der Beulwert selbst ist jedoch immer vom
gesamten Querschnitt abhéngig, da die einzelnen Platten fiir angrenzende
Querschnittsteile elastische Einspannungen darstellen.

10.3.1 Lokales Beulen von I und [ - Profilen unter konstanter
Langsspannung

Unter der Annatime rein lokalen Versagens spielt die tatsichliche Ldnge der
Tréger eine untergeordnete Rolle, da sich der Versagensmodus durch die
Behinderung des globalen Ausweichens bei ladnger werdenden Tragern le-
diglich mit mehr Halbwellen einstellt, die kritische Spannung aber keinen
groBen Schwankungen unterworfen ist. Tréigt man die kritische Spannung
Gber der Tragerlange auf, so ergeben sich - dhnlich der Einzelplatte - Girlan-
denkurven, welche fur eine Variation der Ldnge, von einem Minimalwert
ausgehend, ein Ansteigen der kritischen Spannung nur solange zulassen, bis
eine benachbarte Beulfigur mit mehr oder weniger Beulwellen energetisch
glnstiger ist.

G,
kig m=1 m=2 m=3 m=bk

\.)Q,)Q)(,/ Minimalwert

w /D

Bild 37: Beulkurven ebener Platten

Der Léngenbereich zwischen zwei benachbarten Beulmodi wird mit zuneh-
mender Tragerldnge, also fiir den betrachteten stabférmigen Triger, immer
kleiner, so daB die Beulwerte kaum vom Minimalwert abweichen. Aus die-
sem Grund wurden als Vergleichswerte die minimalen Beulspannungen,
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ohne Berucksichtigung einer festen Tragerldnge, ermitteit. Den Programm-
berechnungen wurde eine quadratische Elementeinteilung im Stegbereich
zugrunde gelegt. Die mit nur einem PL4 - Element idealisierten Gurtplatten
hatten, entsprechend der Einteilung der Elemente in Langsrichtung, unter-
schiedliche Seitenverhiltnisse.

Die Vergleichswerte nach /79/ stellen nur eine Naherung dar. Die Losung des
Beulproblems fir gekoppelte Platten wird dort mit einer geschlossenen Lo-
sung der Differentialgleichung fiir lange Plattenstreifen angegeben. Der Ein-
spanngrad der einzelnen Platten wird durch Drehfedern dargestellt, die aus
der Steifigkeit der Einzelplatte ermittelt werden. Daraus ergibt sich der Ein-
spanngrad als Mittelung der Stegplatte (vierseitig) und der Gurtplatte (drei-
seitig gelagert). Es ist zwar méglich Beulwerte fiir Gurt oder Steg anzugeben,
aber die Wechselwirkung wird nicht vollstandig erfa8t. Die Bestimmung der
Vergleichswerte nach Petersen /79/ kann Anhang 2 entnommen werden.

Beispief 10.3.1: Lokales Beulen [ - Profil
1'%
E=2110¢ ",’7\1’2
D, 8 2 D, = 100cm
sl t D, = 50cm
L D4 | t=05cm
! o v =03

Ergebnisse nach Petersen /79/

Steg : o = 231 kN/cm?
Gurt: o, = 152 kN/cm?

Eigene Berechnung

Gurt: o = 1.42 kN/cm?
Gurt wird maBgebend
Abweichung 7 %
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Beispiel 10.3.2:

Lokales Beulen [ - Profil

ol [k
t

i
|

D,

Ergebnisse nach Petersen /79/

2.37 kNicm?
5.69 kN/cm?

Steg: oy
Gurt : oy

Beispiel 10.3.3:

Dy

Ergebnisse nach Petersen /79/

i

2.42 kN/icm?
579 kN/cm?

Steg: Oy
Gurt: oy

i

112

E = 2110t KN
cm?

D, = 100cm

D, = 2bcm

t = 05cm

v = 0.3

Eigene Berechnung

Steg: o, = 2.25 kN/cm?
Steg wird maBgebend
Abweichung 5 %

Lokales Beulen I - Profil

£ =2110 X
cm?

D, = 100cm

D, = 25cm

t =05cm

v =03

Eigene Berechnung

Steg: oy = 2.42 kNicm?
Steg wird maBgebend
Abweichung 0 %



Fir weitere Querschnitte kénnen Vergleiche mit den-von Bulson /17/ ermit-
teiten lokalen Beulwerten angestellt werden. Er leitet ein Gber die Rand- und
Ubergangsbedingungen geschlossenes Gleichungssystem her, dessen Lo-
sung den minimalen Beulwert ergibt (vgl. Bild 37). Fir die eigene Berech-
nung ergab sich daraus folgende Schwierigkeit: Die Beuluntersuchung kann
nur fir Tréager mit festen Geometriewerten (Lange, Querschnitt) durchgefihrt
werden. Da in der Vergleichslésung von Bulson jedoch keine feste Linge
angegeben war und die Beulspannung in Abhéangigkeit von den Breitenver-
haltnissen der Querschnittsplatten aufgetragen ist, muBte durch mehrere
Versuche erst eine Tréagerldnge bestimmt werden, fir-die der Beulwert mini-
mal wird. Die Ergebnisse sind auf den folgenden Seiten dargestellt, wobei
sich eine gute Ubereinstimmung der eigenen Berechnungen mit den Werten
von Bulson ergibt.
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Beispiel 10.3.4: Lokales Beulen I- Profil mit konstanter L&ngsspannung
’ kN
E=2110"——-
__.{.i cm?
D, 1 v =03
i = D, = 100cm
D, I t D, = variabel
L = variabel
I e
D, t=05cm
o tea - v3) (1)12 )0
o= e L oy
min K2E t2 I
Eigene Ergebnisse
D,Lem] D,/D, o, [kN/iem?] K,
20.0 0.2 2.424 5.10
60.0 0.6 0.950 2.00
90.0 0.9 0.464 0.98
Ergebnisvergleich Beulfigur

i

.V

,4

Bulsan /17/

gelenk. gelag. Piatten

eigene Berechnung

0 0.2

04

Beulkurven

06



Beispiel 10.3.5: Lokales Beulen [ - Profil mit konstanter Langsspannung
¢ kN
P E=2110—
ti cm
v =103
0 1 D, = 100cm
2 R D, = variabel
t L = variabel
L | t = 05cm
D
1
1201 = V%) (D}
Konin = o \ 7 Oki
Eigene Ergebnisse
D,[em] D,/D, ol kN/cm?] K,
20.0 0.2 2.212 4.662
40.0 0.4 1.788 3.750
80.0 0.8 0.699 1.473
Ergebnisvergleich
K, A Beulfigur

Il i

0 0.2 0.4

Bild 39: Beulkurven
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/ \
e Bulson 717/
o gelenk. gelag. Platter
+ eigene Rechnung
R
D,/D,
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Beispiel 10.3.6:

Lokales Beulen Hutprofil mit konstanter Ldngsspannung

A
E = 2110 AL
cm
o . v =03
! Tz D, = 100cm
t .
— D, = variabel
D t‘" L. = variabel
oot P t=05cm
D, B, D,
2
12(1 — v9) (D1 )
Ko = —— 10K
min nQE t2 I
Eigene Ergebnisse
D,fem] D,/D, oL kN/cm?] k,
60.0 0.6 1.24 2.60
80.0 0.8 - 0.79 1.67
Ergebnisvergleich —
Beulfigur
k4
304 ‘ ’
~.J |
20+
+
R———— Bulson /17/
1.0t
+ eigene Rechnung
0 0.6 o8 1.0 1.2 D,/D,
Bild 40: Beulkurven
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10.3.2 Lokales Beulen biegebelasteter Trager mit I - Querschnitt

Infolge konstanter Ldngsspannungen weisen beulende Trager ein regelmasi-
ges, sich wiederholendes Beulmuster auf. Der gesamte Trager ist am Versa-
gen beteiligt, da zum Zeitpunkt des Versagens in jedem Querschnittspunkt
dieselbe Spannung wirkt. Betrachtet man hingegen einen querbelasteten
Triger, sa ist der Spannungsverlauf ungleichméaBig uber die Lange verteilt.
Es kommt dadurch zu einer Héchstbeanspruchung in einem speziellen Punkt,
an dem dann das Beulen eingeleitet wird. Die Bezeichnung "lokales Beulen”
ist in diesem Fall zutreffender, da nur ein lokal eingrenzbarer Bereich beult.
Tien /109/ fUhrte entsprechende Untersuchungen an unterschiedlich langen
I - Tréagern durch. Als Belastung wurden eine Einzellast und eine Gleich-
streckenlast Ober den ganzen Trager gewdhlt. Die Vergleichsrechnung mit
dem entwickelten Element wurde unter folgenden Voraussetzungen durch-
gefUhrt:

1. Der Trager wurde gegen globales Ausweichen behindert, nur rein lo-
kale Beulformen wurden ermdglicht.

2. Die Elementeinteilung des Steges wurde mit 4 Plattenelementen pro
Element durchgeflihrt. Die Einteilung wurde entsprechend der Variante
b der Tabelle 10.10 gewahlt, um durch eine Elementverdichtung im
Druckbereich die zu erwartende Beulform besser zu erfassen.

3. Der Querschnitt konnte sich in den Auflagerbereichen frei verformen,
es wurden keine Steifen angenommen.

4. Die Last greift im Schwerpunkt an, auftretende Quernormalspannungen
im Steg werden nicht bericksichtigt.

Die Geometrie und Belastung, sowie die Querschnittswerte der untersuchten
Profile sind in der folgenden Tabelle angegeben,
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Beispiel 10.3.7: Lokales Beulen - Trager mit Einzellast

System und Belastung

ZI lp
L S

A A
X = 2.1 100 A
= 0.3
7 Je 1e.
i L2 ? L2 ? L = variabel
Geometrie
4
e t D
y 1
D, = 100cm
D, = variabel
I t=05cm
b, D,
201 - vy (D7
k2 - 2E s ( t )Gm

Querschnittsidealisierung
Gurte : je 1 Element PL4 )
Steg : je 4 Elemente PL16 Einteilung b

Ergebnisse
D, L _bl‘- Elemente in P, Ty K, Tien

[cm] [cm] : Langsrichtungl [AN] {[akNiem?2]  [1] 1109/
25 450 18 18 202.95 6.85 0.902
25 225 9 9 461.71 7.78 1.025
25 100 4 4 993.70 7.45 0.982 1.12
50 450 9 9 112.00 2.16 1.138 1.01
50 200 4 4 273.90 2.35 1.237

Tabelie 10.12: Lokales Beulen - I-Trager mit Einzellast Vergleich mit Tien
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Beispiel 10.3.8:

Lokales Beulen T - Trager mit Gleichlast

System und Belastung

1

v i Ty

\L N/
X A E = 2110 S
cm?
v =03
e L a L = variabel
Geometrie wie Beispiel 10.3.7
‘Ergebnisse
D, L —DL— Elemente in P Oy ok Tien
[em] [em] 2 Langsrichtung| [kN/m] | [kNiem?]  [1] 1109/
25 450 18 18 0.80 6.08 0.8
25 225 9 9 3.48 6.61 0.87 0.3
50 450 9 9 0.43 1.87 0.99 0.88
50 200 4 4 2.38 2.04 1.09 0.41
Tabelle 10.13: Lokales Beulen - I-Trdager mit Gleichlast Vergleich mit Tien
[
ks r eigene Rechnung
201 o D, = 50.
+ D, = 25
gelenk. gel. Gurtplatte Tien /109/
10 4 \\ o] / R A D = 50
“*--—-——--_.._.__j—__ vV b, = 25
A v
12 34 9 18 L/D,
Bild 41: Vergleich
119
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Die gestrichelte Kurve in Bild 41 stellt den Grenzwert fur eine gelenkig gela-
gerte Obergurtplatte dar. Fiir den Lastfall “Einzellast” ist die Ubereinstim-
mung der Ergebnisse befriedigend, wahrend bei der Gleichstreckenbelastung
- vorallem fur sehr kurze Trager - gréBe Unterschiede auftreten. Sie sind in
den unterschiedlichen Annahmen begrindet. Mit dem hier entwickelten Ele-
ment wurde, im Hinblick auf den Einsatz als Balken, die Lastabtragung durch
reine Biegespannungen (Ladngsspannungen) beschrieben, wihrend Tien das
Scheibenverhalten durch einen zweidimensionalen Spannungszustand be-
riicksichtigt. Dies wirkt sich besonders bei kurzen Tragern aus. Die von ihm
ermittelten Werte liegen grundsatzlich unter den hier berechneten Beulla-
sten, da sich der zweidimensionale Spannungszustand negativ auf die Beul-
last auswirkt. Mit Hilfe der von Tien angegebenen Berechnungsformel des
Scheibenspannungszustandes kénnen die GroBen der Spannungsresultanten
n,und n, far verschiedene Schlankheiten verglichen werden. Die Verlaufe
von n,und n, fir den Stegbereich des im Beispiel 10.3.8 dargesteliten I-
Trager unter Gleichlast sind in Bild 42 angegeben.

T T T AL

R
ny - o
D4
y n,=0
y:- L Yy -
Bild 42: Verlaufe der Spannungsresultanten im Steg

Betrachtet man die Maximalspannung am gedrickten Rand, dann kann der
Zusammenhang zwischen den Spannungsresultanten der Mittelfiache
n,und n, wie folgt angegeben werden

9 .

R _ Rr|4D7 | 16D,D4

ny, = Ny 3 T 5
3L L

Fiir unterschiedliche Gurt zu Steg Verhaltnisse ( D,/D, ), die die Schlankheit
der Gurte fir sich angeben, ist das Verhaitnis von nf/n} Gber der Trager-
schlankheit im folgenden Diagramm aufgetragen. Ab einer Schlankheit von 3
wird die Maximalordinate der Langsspannung gréBer als die zunachst domi-
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nierdende Quernormalspannung und nimmt mit wachsender Schlankheit
schnell zu. Der Einflu8 von n, auf die kritische Beulspannung ist infolge des
zum gezogenen Rand hin auf Null abnehmenden, linearen Verlaufes geringer
als der von n,. Petersen /79/ gibt hierzu an, daB n, bereits ab einer Schlank-
heit von 3 vernachlassigbar ist.

!
]
i
]
o
[

= 4D,

Bild 43: EinfluB der Quernormalspannung

Wenn der Vergleich der kritischen Spannungen auch nicht voll befriedigen
konnte, so zeigen doch die ermittelten Versagenszustinde eine gute Ube-
reinstimmung. Die sich daraus ergebenden Beulmodi der beiden Beispiele
sind in Bild 44 dargestellt. Es ist dabei zu beachten, daB die Netzlinien nur
zur Darstellung der Querschnittsverformungen eingetragen sind und nicht
dem tatsachlich gerechneten Elementnetz entsprechen. Da durch die norma-
lerweise verwendete Darstellung der Verformungen von Balkensystemen
durch die Verformungsfigur der Systemtinie, die hier interessierenden Quer-
schniftsverformungen unsichtbar bleiben, wurde ein spezielles Nachlaufpro-
gramm entwickelt, mit dem die auf Balkenebene ermittelten Verformungen in
eine dreidimensionale Darstellung umgesetzt werden kénnen. Das in den
Bildern verwendete Elementnetz kann von der eigentlichen Berechnung
unabhdngig, gréber oder feiner gewshit werden.
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N
T~

[ 1777

[T 77

[ 7777
/

Ansicht A - A

9%l
Ansicht B-B
Z

Einzellast in Feldmitte

- cben:

Beulmodi

Bild 44:

Gleichstreckenlast

unten :
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10.4 Gekoppeltes lokal - globales Stabilitatsversagen

Im folgenden Kapitel soll anhand ausgewdahiter Literaturbeispiele der Uber-
gang zwischen dem rein lokalen Versagen des Querschnittes und dem glo-
balen Versagen des Trégers als Ganzes aufgezeigt werden. Hierzu wurde
die lineare Stabilitats-(Verzweigungs-)last berechnet. Bei konstant gehalte-
nen Querschnittswerten wurden Trager unterschiedlicher Langen untersucht,
so daB sich die Bereiche gegeneinander abgrenzen lassen. Hauptaugenmerk
soll dabei auf dem gekoppelten Versagensbereich liegen, in dem sich die
unterschiedlichen Beulformen zu einer gemeinsamen Form dberlagern und
dadurch die Beul- oder Knicklast abgemindert wird. Es wurden Untersu-
chungen fir I und [ - Profile unter konstanter Momentenbeanspruchung,
verdnderlicher Momentenbeanspruchung aus Gleichstreckeniast und kon-
stanter Langsbelastung angestellt, fir die sich entsprechende Vergleichs-
werte in der Literatur finden. Die Berechnungen wurden mit Werten von
Hancock 742/, El-Ghazaly, Sherbourne und Dubey /30/ und Rajasekaran /82/
verglichen. Die Darsteilung der Ergebnisse ist der von diesen Autoren ver-
wendeten Auftragungsweise angepafBt. Es werden dabei die kritischen Span-
nungen, die zum Versagen flihren, Uber dem Schlankheitsverhaltnis L / D,
aufgetragen. Zusétzlich sind in den Schaubildern noch die Grenzkurven der
far sich isoliert betrachteten Versagensformen der einzelnen Querschnitt-
steile und der Trager als Ganzes (Kippen, Knicken) eingetragen. Sie wurden
mit Formeln aus dem Handbuch von Petersen /79/ ermittelt. Die Abgrenzung
und Beurteilung der Ergebnisse wird damit einfacher und die Losungen der
einzelnen Autoren kénnen besser eingeordnet werden.

Beispiel 10.4.1: Gabelgelagerter Trager mit I - Profil unter konstanter
Momentenbeanspruchung

Dieses Beispiel wurde von allen drei angegebenen Autoren berechnet. Das
System und die Querschnittswerte sind auf der folgenden Seite zusammen-
gestellt. Die Querschnittswerte sind als Verhéltnisse der Gurt - und Stegab-
messungen angegeben, da die absolute GroBe dieser Werte keine Rolle
spielt und nur das Steifigkeitsverhaltnis entscheidend ist. Die Idealisierung
des Stegbereichs erfolgte mit vier Elementen ber die Steghdhe in den Vari-
anten a - d (Tabelle 10.10). Die Unterteilung der Elemente in Langsrichtung
ist fir die einzelnen Berechnungen ebenfalls angegeben. Die Ergebnisse
sind in Abhangigkeit von den nominalen Knickspannungen o, = M, /W,
aufgetragen ( W, flr Druckgurtschwerpunkt).
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System und Belastung

MK: N/ . \/ MKi
x= A =y E=2110 2N
cm
v =03
o -] = variabel
L
Geometrie

t; t
_J D, = 11.7cm

ty D,/ D, = 4.61
] D,
Y D,/t, = 340
NSNS S D,/t, = 5.07
D, b
Ergebnisse
L —bL—~ Elem.anz. My Oy Ty 100 Versagens-
[em] " lin x-Ri.in y-Ri | [kNem ] | [kN/em?] E form
2.34 0.2 2 b7 41850 | 1116.5 5.30 | lokal
11.68 1.0 4 d%) 14095 376.0 1.80 | lokal
17.52 1.5 6 d7) 14295 381.4 1.82 | lokal/gekopp.
23.36 2.0 8 d7) 14110 375.9 1.79 | gekoppelt
35.04 3.0 12 d7) 10485 209.7 1.33 | gekoppelt
58.40 5.0 20 a”) 4139 110.3 0.50 | gekoppelt
*) Elementeinteilung entspechend Tabelle 10.10

Tabelle 10.14: Gabelgelagerter [-Trager mit konstanter Momentenbeanspruchung
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Die in den Bildern 45,46,49 und 50 angegebenen Bereiche flr lokales, ge-
koppeltes oder globales Versagen wurden aus den zu Verzweigungslasten
gehdrenden Eigenformen bestimmt. Eine Zuordnung in den gekoppelten
Versagesbereich wurde vorgenommen, wenn lokale und globale Verformun-
gen in gleicher GréBenordnung beteiligt waren.

Im folgenden ist noch eine Variante mit doppelt so breiten Gurten aber sonst
gleichen AusgangsgroBen angegeben.

D,/D, = 2.31
D,/t, = 34.00
D,/t, = 101
Ergebnisse

L ] O;

L R Elem.anz. M, Ty 3 100 Versagens-
[em] " lin x-Ri. in y-Ri { [kNem] | [kN/em?] form
5.38 0.5 4 b 14905 223.3 1.06 | lokal
11.66 1.0 4 d* 8375 125.6 0.598 | lokal
23.32 2.0 8 d* 8195 122.8 0.585 | lokal
58.30 5.0 20 'd¥) 7435 111.3 0.530 | gekoppeit

116.60 10.0 25 a?®) 4770 71.4 0.340 | gekoppelt
174.90 15.0 30 av 2880 42.0 0.200 | gekoppelt
174.90 15.0 15 2 El 3292 49.4 0.235 | gekoppelt
583.00 50.0 30 2El 728 10.9 0.052 | global

*} Elementeinteilung entspechend Tabelle 10.10

Tabelle 10.15: Gabelgelagerter I-Trdger mit konstanter Momentenbeanspruchung

Auf den folgenden Seiten sind die Versagensformen flr unterschiedlich lange
Trager im Plotbild dargestelit.
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L/D, = 5.0

L/D, = 2.0 ;

= 1.0 ;

- /D,

Beulmodi

Bild 47:
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Bild 48: Beulmode - L/D, = 50.0
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Die Ergebnisse sind in Aniehnung an die Auftragungsweise von Hancock in
logarithmischem MaBstab angegeben. Sie weisen duchgehend eine gute
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der anderen Autoren auf. Die bei
Variante 1 auftretenden Abweichungen von Ei-Ghazaly /30/ im stark gedrun-
genen Tragerbereich und Hancock beim L/ D, - Verhaltnis von 2.0 sind durch
deren Annahmen bedingt.

Die von El-Ghazaly gewahlte {dealisierung mit eindimensionalen Balkenele-
menten zur Beschreibung des Gurtbereichs ist fur kurze Tragerldngen nicht
ausreichend, da hier ein ausgeprégtes Plattenverhalten der dreiseitig gela-
gerten Gurtpltatten durch zweiachsige Lastabtragung flr eine Erhéhung der
aufnehmbaren Last sorgt. Beim gewéhlten Querschnittsverhaitnis wird der
Druckgurt fur das Versagen maBgebend, was zur Unterschatzung der Versa-
genslast fihrt. Dies wird noch deutlicher, wenn man die Beulkurven der iso-
liert betrachteten, gelenkig gelagerten Steg - bzw. Gurtplatte mit zum Ver-
gleich heranzieht. Sie stellen Grenzwerte dar, die nicht unter-oder Uber-
schritten werden dirfen. Im allgemeinen war eine sehr gute Uberein-
stimmung der Ergebnisse mit den Werten von Hancock festzustelien. Die
bereits erwahnte Abweichung ist darauf zurlckzufiihren, daB Hancock den
Versagensmodus durch die Fourierreihenentwicklung in Langsrichtung (vgl.
Kapitel 2) festlegt und sich die zum niedrigsten Beulwert gehdrende Form
Uberhaupt nicht einstetlen kann. :

Die gute Ubereinstimmung der berechheten Beulwerte mit den Ergebnissen
von Rajasekaran war zu erwarten, da das hier maBSgebende Gurtelement aus
gleichen Anséatzen hergeleitet wurde. Numerisch' geringe Unterschiede sind
durch eine bessere Erfassung des Stegverhaltens bedingt, welches auf die
gegebenen Verhaltnisse der Variante 1 jedoch nur einen sekundé&ren EinfluB
hat.

Fir die Variante 2 mit breiteren Gurten standen nur Vergleichsiésungen von
Hancock zur Verfigung. Die bereits gemachten Feststellungen gelten hier
ebenfalls. Flr das L/ D, - Verhéaltnis von 5.0 weist der von ihm ermittelte Wert
wiederum eine groBe Abweichung auf, da als Versagenszustand fur den
Obergurt 3 Halbwellen angesetzt wurden. Die eigene Berechnung zeigt einen
Bereich, in dem gekoppeltes Versagen auftritt. Bemerkenswert ist dabei, daf
in den lokal - globalen Versagenszustdnden die Form hauptsachlich durch
die globale Beulfigur, das Kippen, dominiert wird; die lokalen Verformungen
beschreiben ebenfalls eine Halbwelle, obwohl rein lokal versagende Platten
bei grosserer Schlankheit D,/ L meist ein mehrwelliges Beulmuster zeigen.
Es wird dadurch sehr deutlich, daB eine echte Interaktion besteht, die auch
bis zu sehr langen Tragern hin wirksam bleibt (L /D, = 35).
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Beispiel 10.4.2: Gabelgelagerter I- Trager unter Gleichlast

Bei diesem Beispiel steht eine andere Belastung sowie eine andere Versa-
gensform im Vordergrund. Durch die schmale Ausbildung der Gurte ist fur
das lokale Beulen der Steg verantwortlich. Verglichen werden die Werte mit

Ergebnissen von Rajasekaran /82/.
Beziigiich der Annahme der Lastangriffshéhe und der Quernormalspannun-
gen gilt Annahme 4 des Kapitels 10.3.2.

System und Belastung

—
N

EEETREENRE
v N _ . kN
Ay Ay E=2110 e
L L , v =03
I o L = variabel
Geometrie
z
[}
-——+ T D, = 15.0cm
t D, = 2.5cm
t, = 0.3cm
t, = 0.5cm
B — D1
y
4t
S I 3 N
D, b, |
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Ergebnisse
L O
L o Elem.anz. Oy —E——100 Versagens-

[em] " fin x-Ri. in y-Ri | [kN/ecm?] form
15.0 1.0 d ™) 373.54 1.78 | lokal
225 15 6 d7) 323.75 1.54 | lokal/gekopp.
30.0 2.0 8 d7 298.50 1.42 | gekoppelt
45.0 3.0 12 a” 177.20 0.84 | gekoppelt
75.0 50 20 a™) 69.50 0.33 | gekoppelt

*) Elementeinteilung entspechend Tabelle 10.10

Tabelle 10.16: Gabelgelagerter I-Trager unter Gleichlast

Die Ergebnisse sind in Bild 49 graphisch dargestellt. Zum Vergleich sind
wiederum die nominalen Beulspannungen der gelenkig gelagerten Steg - und
Gurtplatte eingetragen. Der Unterschied der eigenen Berechnung zu den von
Rajasekaran bestimmten Werten ist auf die bessere Idealisierung des Steg-
bereichs zurlckzufiihren. Rajasekaran verwendet nur ein bikubisches Plat-
tenelement zur Beschreibung des Stegverhaltens, was fir den vorliegenden
Biegelastfall unzureichend ist. Wie die Untersuchungen der Einzelplatten
unter Biegedruck {(Kapitel 10.2) anschaulich gezeigt haben, wird die eigentli-
che, ausbeulende Druckzone mit nur einem Plattenelement zu ungenau er-
faBt. Die sich tatsachlich einstellende Beulfigur kann nur grob angendhert
werden. BekanntermaBen verhalt sich eine idealisierung rﬁit wenigen Ele-
menten steifer als eine feinere; aus diesem Grund ist die von Rajasekaran
ermittelte Beulspannung zu grof3.
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Beispiel 10.4.3: Langsbelasteter Stab mit T - Profil

Als letztes Beispiel dieser Gruppe wird ein ldngsbelasteter Stab mit

- Profil betrachtet. Die globale Versagensform dieses Trdgertyps unter-
scheidet sich von den bisher betrachteten 1- Profilen, die durch ihre sym-
metrische Geometrie und die gewéhite Belastung nur kippen konnten. Fur
das [ - Profil sind als globale Versagensform, Biegedriilknicken fir mittlere
Schiankheiten ( L/ D, = 5 — 10 ) und Knicken um die z-Achse fiir grofere
Schlankheitsverhaitnisse ( L/ D, > 10 ) mdglich. Fir nicht doppeit symme-
trische Profile waren im hier untersuchten Bereich keine Vergleichswerte aus
der Literatur verfiigbar; die Ergebnisse wurden daher durch Betrachtung der
Grenzkurven fir rein lokales und rein globales Versagen kontrolliert.

System und Belastung

YT
PK| PK«
\ N/ _ kN
—> X X &— —> E=2110'"——
v =03
o - i L. = variabel
L Last im Schwerpunkt
Geometrie
a2
| D, = 10.0cm
th D, = 5.0cm
M t, = 0.3cm
y‘ ® S D, t, = 0.5cm
yu = 3.646cm
vl
fa————t{
D,
("
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Ergebnisse

L —é‘—— Elem.anz. Py Oy %('—100 Versagens-
fem] " lin x-Ri. in y-Ri |[kNem] |[kN/cm?] form
10 1.0 4 d* 832.7 104.09 0.496 | lokal
20 2.0 8 d* 766.0 95.75 0.456 | lokal
25 25 10 d¥) 764.0 95.50 0.455 | lokal/gekopp.
30 3.0 12 d*) 761.0 95.12 . 0.453 | gekoppelt
40 4.0 16 d¥) 563.7 70.46 0.336 | gekoppelt
50 5.0 20 d*) 438.0 54.76 0.261 | gekoppelt
100 10.0 20 a*®) 239.1 | 2990 | 0.143 | gekoppeit
100 10.0 40 2Et 282.1 35.26 0.168 | gekoppelt
200 20.0 20 2El 114.3 14.25 0.068 | global

) Elementeinteilung entspechend Tabelle 10.10

Tabelle 10.17:

Berechnete Beispiele bei elastischem Materialverhalten

Gabelgelagerter [-Trager mit Langsbelastung
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25 L/D, = 40

Versagensmodi eines [ - Profiles L/D,

Bild 51:
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Bild 52: Versagensmodi eines [- Profiles L/D, = 5.0 ; L/D, = 20.0
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10.5 Berechnung einer I - Stiitze als Spannungsproblem

Der Einsatz des Elementes zur Berechnung von Spannungsproblemen soll in
diesem Beispiel gezeigt werden. Im Gegensatz zu Eigenwertanalysen ist bei
der Bestimmung einer nichtlinearen Lastverformungsbeziehung eine An-
fangsverformung notwendig, durch die die geometrische Nichtlinearitat akti-
viert wird.

System und Belastung

P =88 KN
P, = 88kN
—_— % 4 X =— P E=aqip
v =03 em
- e L = 50cm
L
Geometrie
y
—+ A =9.09cm?
h 5.84 Jr = 0.581 cm¢
2= F,, = 218.9 cm?
Tt 5.84 F,, = 10.90 cm
t, = 0.50cm
e t, = 0.34cm
253 2353

Die Querschnittswerte wurden so gewahit, daB die lokale und die globale
Versagenslast bei ungekoppelter Betrachtung ungefahr das gleiche Niveau
erreichen. In Bild 53 ist die nichtlineare Verformungskurve des Trédgers an-
gegeben. Als Imperfektion wurde in Balkenmitte eine Stérlast angebracht, die
eine Maximalverformung von 1 mm bewirkte. Um einen gekoppelten Versa-
gensmodus zu aktivieren, wurde zusitzlich eine lokale Storlast aufgebracht,
durch die das Profil eine Anfangsverformung von 0.13 mm erhielt. Beide
Lasten wurden konstant gehalten, so daB sich ein Verformungszuwachs nur
infolge der steigenden Langsbelastung ergab. Als Vergleichswerte sind in
Bild 53 die nach /79/ ermittelten ungekoppelten linearen Stabilitatslasten far
globales Versagen (Knicken) und lokales Versagen (Flanschbeulen) angege-
ben. Eine weitere Verzweigungslast fir gekoppeltes lokal - globales Versa-
gen wurde mittels einer linearen Eigenwertanalyse mit dem Programm NISA
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bestimmt. Es zeigt sich, daB fiir die gewahlten Querschnittsverhéltnisse, bei
denen beide ungekoppelten Versagensarten beim gleichen Lastniveau ein-
treten, die erreichbare Stabilitatslast sehr anfallig gegenlber Imperfektions-
anderungen reagiert. Die Uberlagerung der beiden Beulmodi fithrt zu einer
Abminderung der aufnehmbaren Last, da im fortgeschrittenen Vorbeulzu-
stand nur noch ein geringer Zuwachs der Membranspannungen im Flansch
mdglich ist. Nahezu der gesamte inkrementelle Spannungszuwachs wird
durch die Biegeverformung der Flansche absorbiert, so daB die globale Bie-
geverformung des Gesamttrdgers nicht mehr aufgenommen werden kann,

was zum Versagen flhrt.

P [kN)
i
1000 +
_________________________________ PR¥e = 9470
e iy Pf,-lom, = 903.0
pgekeP = 819.0
778 Fmmmmme
4
4
I/
§
]
]
I
i
|
500 H
1
|
4
! -=== {okale Verformung
: globale Verformung
i .
|
]
1]
]
1
t
+ + | + + + } e
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 w [mm]
Schnitt A-A
A t A
4 iy oM
Bild 53: Last - Verformungskurve
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11.0 Beispiele unter Beriicksichtigung elastisch - plastischen
Werkstoffverhaltens

111 Test des Materialgesetzes an Einzelplatten

Ebenso wie bei elastischem Werkstoffverhalten sollen erste Untersuchungen
an Einzelplatten durchgefiihrt werden, um das Verhalten des neuen Ele-
mentteils ohne Kopplungseinfliisse studieren zu kénnen. - Es wurden zwei
Rechteckplatten untersucht, wobei zunéchst nur das plastische Verhalten im
Vordergrund stand, und in einem zweiten Beispiel geometrische nichtlineare
Einfliisse berlcksichtigt wurden.

11.1.1  Querbelastete Quadratplatte

Die Untersuchungen wurden an der im folgenden dargestellten Quadratplatte
durehgefiihrt. Als Vergleichslésung liegt eine Berechnungen von Séttele /92/

- vor.

System und Abmessungen:

q = konst. L=20in
* t D = 20in
t =0.1in

L E=1.10108

in?

v =200
- - Material voliplastisch

D Lagerung:

vierseitig gelenkig

Idealisierung:
Das Beispiel wurde mit 4 x 4 Elementen { PL16 ) berechnet. Eine feinere

Unterteilung mit 4 x 4 Elementen fir ein Plattenviertel erbrachte nur gering-
fligig abweichende Ergebnisse.
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Ergebnisse:

in Bild 54 sind Last - Verschiebungskurven fur den Plattenmittelpunkt aufge-
tragen. Die duBere Last g ist auf die Traglast der FilieBlinientheorie bezogen.
Das voliplastische Moment hat den Wert

2
My = 0';:*4— = 90 Ibs

Daraus ergibt sich g, zu

24m, Ibs
0 = = 54—
Ge DL in?
4
1.0+ TR -y
—'+‘ -
/+’
&
'’
L (4
y
/4
- FlieBbegi —Q—  eigene Berechnung {KA
o5 ieBbeginn KA FlieBbeginn 0.58
. \ .
. ek St
FlieBbeginn SA Sa'mele 192/
1 FlieBbeginn 0.577
f + : i t ¢ : + | e
50 10.0 W “n]
Bild 54: Last - Verschiebungs - Kurve

Die Kurve der eigenen Berechnung liegt, wie zu erwarten war, etwas Uber
der Berechnung von Séttele. Dies ist hauptsachlich auf das verwendete, in-
tegrale Werkstoffgesetz zuriickzufihren, wodurch ein Punkt der Platte erst
dann als plastisch betrachtet wird, wenn er Uber die gesamte Plattendicke
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durchplastiziert ist. Die von Sé&ttele verwendete Schichtintegration ist in der
Lage bereits teilplastische Bereiche an der Plattenober - oder unterseite zu
erfassen. Der Fortgang der Plastizierung ist in Bild 55 dargestellt.Hierbei
werden Unterschiede der beiden Berechnungen deutlich. Der FlieBbeginn
tritt fast beim gleichen Lastniveau in den Plattenecken auf (Plastizierung in-
folge von Drilimomenten). Bei der eigenen Berechnung breitet sich dann
diese plastische Zone von den Ecken her aus, bis kurz vor Erreichen der
maximal aufnehmbaren Last die Plattenmitte zu plastizieren beginnt. Die
beiden plastischen Bereiche wachsen zusammen und bilden schlieBlich ei-
nen FlieBmechanismus. Bei der Berechnung von Séttele wird nach dem Pla-
stizieren der Eckbereiche zunachst auch die Plattenmitte plastisch, und beide
Bereiche werden bis zum endgultigen Zusammenwachsen gleichmaBig gré-
Ber. Die Unterschiede sind darin begrindet, daB3 Sattele den FlieBbeginn an
der Plattenoberfliche auftragt, wiahrend das hier verwendete Modell nur
vollplastische Punkte erkennt. Um diese Begriindung zu festigen, wurde mit
den im Programm NISA vorhandenen Originalelement von Sattele eine wei-
tere Berechnung durchgefiihrt, wobei diesmal nur durchplastizierte Punkte
aufgetragen wurden. Es zeigte sich hierbei ein deutlich spaterer FlieBbeginn
in Plattenmitte, &hnlich dem der eigenen Berechnung.

062 0.87 0.98 1.00 057 065 0.7% 0.825
eigene Berechnung Sattele /92/
Bild 55: Aushreitung der FlieBzonen
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11.1.2 Imperfekte Rechteckplatie unter Lingslast

Um die gleichzeitige Erfassung materiell und geometrisch nichtlinearer Ef-
fekte an Einzelplatten zu testen, wurde die folgende ldngsgedriickte Recht-
eckplatte untersucht. Das Beispiel wurde ausgewahlt, da der hier verwendete

Ansatz fUr die Einzelplatten voraussetzt, daB die Verkirzung infolge des
Langsdruckes konstant (iber den Plattenrand erfoigt.

System und Belastung

Yy
uy = konstant

Geometrie
L = 222.25 mm
D = 254.00 mm
t = 3.175mm
Werkstoff
=205 105
= 0.3 N
O = 250 ——r
F mm?
Randbedingung

vierseitig gelenkig gelagert

idealisierung

4 x 4 Elemente PL 16
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Dem System wurde eine Imperfektion affin zur ersten Eigenform aufgebracht
(eine Sinushalbwelle in x- und in y- Richtung). Die Berechnung wurde mit
zwei unterschiedlichen Imperfektionsamplituden durchgefihrt.

1.

o
i

0.254 mm — % = 0.08

N
o
I

2540 mm — % = 0.8

Als charakteristische GréBen der Platte kénnen die Langskraft P., die
vollstdndige Plastifizierung bewirkt

Pe = opDt = 201.61kN

und die Euler-Last P,, angegeben werden.

Pi = ko Dt = 9553KN
mit k = (« +--)
a
und o, = — TEt
201 =) D

Die Ergebnisse werden anhand der Last- Durchbiegungskurve im Plattenmit-
tefpunkt beurteilt. Sie sind im Vergleich mit Berechnungen von Séttele /92/
aufgetragen.
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Ergebnisse:

L&
Fe
0.6 +
2.540 mm
0.5 +
i’[ T A
3
0.4 4+
LB
03
0.2 +
———  Séttele /92/
01 +
=T eigene Rechnung
5"0 “wimm]
Bild 56: Last- Durchbiegungskurven

Fir die imperfektion 2,54 mm wurden zwei Berechnungen durchgeflihrt, da
mit dem entwickelten Element eine exaktie Erfassung der sich infolge von
Plattenquerverformungen andernden Léngsspannungen (Membraneffekt)
nicht méglich ist. Kurve A ergibt sich durch eine genéherte Beriicksichtigung
des Membraneffektes und Kurve B aus Berechnung unter vollstdndiger Ver-
nachldssigung dieses Effektes. Zunachst soll das Problem naher erlautert
werden. Im verwendeten Plattenelement sind nur Langsspannungszustiande
entsprechend den Balkenannahmen mdglich, da es als Teil eines Balkens
entwickelt wurde. Beim hier betrachteten Beispiel ist der Verlauf der Langs-
spannungen {lber die gesamte Plattenbreite konstant. Bei zunehmender
Ausbiegung der Platte verandert sich dieser Verlauf allerdings, da die Lén-
genanderung der Platte in der Mitte kleiner ist als an den Randern. Das fihrt
dazu, daB sich die Platte in den Randern abstitzt und dadurch in der Mitte
Zugspannungen entstehen, die die wirkenden Langsdruckspannungen ab-
mindern. Da der verwendete Ansatz eine richtige Erfassung des Membran-
zustandes nicht zuldBt, wurde der sich d&ndernde Langsspannungsverlauf
durch eine einfache Mittelbildung zwischen den Langsdehnungen der Mittel-
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linie und den Randern erfait (Kurve A). Bei Vernachldssigung dieses Effek-
tes (Kurve B) flihrt der “geometrische” Abtriebseffekt infolge der Langs-
druckkraft zu einem schnelleren Ansteigen der Verformungen und damit zu
friherem Versagen. Beriicksichtigt man, daB das Element von Sattele den
Lingsspannungszustand besser erfaBt, so ist der Vergleich der beiden Be-
rechnungen durchaus befriedigend. Die Mittelbildung ist im Vergleich der
beiden Kurven deutlich erkennbar. Kurve A liegt zunachst Gber der Ver-
gleichskurve und sinkt bei zunehmenden Verformungen unter die Kurve ab.
Das heiBt, der entlastende Membraneffekt wird bei kleinen Verformungen
Gber- und bei gréBeren unterschatzt.

11.2 Berechnung der plastischen Beulverzweigungslast fiir ein
langsbelatetes I - Profil

Die Berechnung der plastischen Verzweigungslast soll an folgendem Beispiel
gezeigt werden.

Geometrie:
= kN
t, E = 2.010' —— (29600 ksi)
e ] * cm?
v =03
ety D, =100 cm
Y Dy D, = 50 cm
L =400cm
t, =15 - 30cm
t, =3.0cecm
D, D2
}-‘————"—-—-i
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Belastung:

P
FlieBspannung (Norm):
F, = 248 > (36 ksi)
) m
L FlieBspannung (Versuch):
o = 296 (44 ksi)
mm

f

Als Vergleichsldsung werden die von Dawe und Kulak /24/ angegebenen
Werte verwendet. Die Autoren geben die Verzweigungslast fir Iéngé— und
biegebelastete I - Profile an. lhre Ergebnisse beruhen auf einer numerischen
Lésung mit einem speziellen Balkenelement (vgl. Kapitel 2). Sie vergleichen
ihre Berechnungen mit selbst durchgefihrten Versuchen und erreichen damit
gute Ubereinstimmung. Das hier berechnete Profil wurde einer Parameter-
studie entnommen, in der Dawe und Kuiak /24/ den EinfluB der Flanschbreite
im Verhaltnis zur Stegbreite untersuchen. Die Querschnittswerte der ver-
wendeten Profile werden nicht explizit angegeben, sondern kénnen nur aus
den VerhaltnisgroBen der Ergebnisse “zurickgerechnet” werden. Die Auto-
ren geben die Steghdhe im Verhéaitnis zur Stegdicke und die Flanschbreite im
Verhaltnis zur Flanschdicke an und multiplizieren beide Werte zusétzlich mit
der Wurzel der in der kanadischen Norm angegebenen FlieBspannung
W)

in der Berechnung wurde der in Bild 57 angegebene Eigendehnungszustand
beriicksichtigt. Die Maximalordinaten der Eigenspannungen wurden mit dem
Betrag von 0.3 6. angenommen und in Dehnungen ausgedriickt.

Die Berechnung der plastischen Verzweigungslast ist nicht in einem Schritt
moglich, da der zum Versagen flthrende Spannungszustand nicht von vor-
neherein bekannt ist und auch nicht, wie bei der Bestimmung der elastischen
Verzweigungslast, linear extrapoliert werden kann. Es muB} vieimehr in ver-
schiedenen Laststufen eine Eigenwertuntersuchung vorgenommen werden.
Bei beginnender Plastizierung wird die Querschnittstragfahigkeit entspre-
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chend abgemindert, so daB der Eigenwert A mit steigender Last abnimmt. Die
Grenzlast ist erreicht, wenn A den Wert 1 annimmt, da der zugrundegelegte
Spannungszustand dem Versagenszustand entspricht. Es ist hierbei aller-
dings zu bericksichtigen, daB fiir das Plastizieren lediglich, der aus duBerer
Last und den Eigenspannungen resultierende Langsspannungszustand ver-
antwortlich ist. Bei Uberschreitung der FlieBspannung wird jedoch fiir alle
Querschnittsfreiheitsgrade vollplastisches Verhalten angenommen. Die Ver-
zweigungslast wurde mit dem angegebenen Profil fir drei unterschiedliche
Dy/t, Verhdltnisse berechnet. Die Ergebnisse sind in Bild 59 aufgetragen. Die
Versagenslast P ist auf die vollplastische Last Pr = A o bezogen.

£,
€,
€
€y
€y
., /
€
Bild 57: Verlauf der Eigendehnungen

Je nach Lénge des Trégers stellt sich ein Versagensmodus mit 3 - 5 lokalen
Beulen ein. Infolge des (ber die Querschnittslidange konstant verlaufenden
Spannungszustandes kommt es nicht zur Ausbildung einer dominierenden
lokalen Beule, sondern, ahnlich elastischem Verhalten, zu einem regelmaBi-
gen Beulmuster. Im Versagenszustand befinden sich ungefahr 25 % sowohi
jeder Gurthélfte als auch des Steges im plastischen Bereich { vgl. Bild 58 ).
Die eigenen Ergebnisse liegen ungefihr 10 % unter den von Dawe /24/ an-
gegebenen Werten. Dieser Umstand diirfte hauptséchlich auf die hier ver-
wendete Annahme von ideal-plastischem Materialverhaiten nach Uber-
schreiten der FlieBgrenze zurlickzufiihren sein. Dawe hingegen berticksich-
tigt in seiner Berechnung Materialverfestigung .
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Bild 58: Plastische Zonen
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Biid 59: Verzweigungsiasten

150



11.3 Berechnung der Last-Verschiebungskurve eines langsbelasteten
L - Profiles

Die Berechnung einer nichtlinearen Last-Verschiebungskurve bis zur Ausbil-
dung eines lokalen Versagensmechanismus soll an folgendem Beispiel
durchgefihrt werden. Die Versagenslast des betrachteten [ - Profiles wurde
1886 von Argyris ,Balmer,Doltsinis und Kurz /2/ experimentell bestimmt und
die nichtlineare Last-Verschiebungskurve mit einer finite Element Rechnung
nachvollzogen. Hierzu idealisierten sie den Trager mit 900 Dreieckselemen-
ten, wobei eine Verdichtung der Elementeinteilung im Mittelbereich durch-
gefuhrt wurde.

Geometrie: AZ
} N
) E = 66000;;5—
v =03

[ S— ‘ D, D, = 30 mm

— e D, = 20 mm

t t =2.0mm
'*— o = 217D

System und Belastung:

nP
BT i
L. = 600 mm
Rt
PG i) L y -
Ii { P 1000 N
lokale Storlast Po = 10N
oKaie Qrias
g J- in Tragermitte P.=10N

Far die eigene Berechnung wurde eine Idealisierung mit 20 Balken- und
jeweils 4 Subelementen gewdhit. Durch die Betrachtung des imperfekten
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Systems treten infolge steigender Langsbelastung geometrisch nichtlineare
Effekte auf. Die Imperfektion wurde in Form von zwei konstant gehaltenen
Storlasten aufgebracht; eine Einzellast in Tragermitte, durch die eine globale
Querverformung des Tragers hervorgerufen wurde, und ein Kréftepaar an
den Gurten, zur Einleitung des lokalen Versagensmechanismus. Die Langs-
belastung des so vorverformten Tragers wurde mit dem Faktor A gesteigert.
In Bild 60 ist die ermittelte Last-Verschiebungskurve angegeben. Die Biege-
beanspruchung des Tragers infolge der vorgegebenen Stdrlasten und der
aus steigender Langslast resultierenden geometrischen Effekte ist zundchst
gering ( bis A = 8 ). Bei weiterer Steigerung der Last P nimmt jedoch die
Querverschiebung v stark zu und die Biegebeanspruchung steigt an. Infolge
der Zusammenwirkung der Langsspannungen und der zunehmenden Biege-
spannungen wird in Tagermitte die FlieBgrenze Uberschritten. Dadurch wird
die Steifigkeit der Profilplatten so abgemindert, daB8 die lokalen Verformun-
gen in Tragermitte ebenfalls stark zunehmen und sich ein teilplastischer
Mechanismus ausbildet (vgl. Bild 61 und 62 ). Eine weitere Laststeigerung ist
nicht mehr mdglich, die Querverschiebungen werden trotz zuriickgehender
Langsbelastung gréBer. Mit dem hier eingesetzten Element konnte die Entla-
stungskurve nicht nachvolizogen werden, da ab dem Grenzlastfaktor A =
9.32 keine Konvergenz mehr erzielt werden konnte. Dieser Umstand ist damit
zu erklaren, daB bei voranschreitende.r Systemverformung auch die lokalen
Querschnittsverformungen nicht mehr den Charakter kleiner Verformungen
aufweisen, sondern ebenso wie die globalen Systemverformungen als groBie
VerschiebungsgréBen betrachtet werden missen. Dies ist jedoch in dem hier
verwendeten Konzept nicht vorgesehen. Dariliberhinaus fehit dem Berech-
nungsmodell infolge des verwendeten idealplastischen Werkstoffgesetzes die
Méglichkeit der Materialverfestigung. Dennoch kann festgestellt werden, daf
die berechnete Versagenslast und die auftretende Versagensform mit einer
relativ einfachen Systemidealisierung gut angendhert wurde.
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Bild 60: Last-Verschiebungskurve
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Teilplastischer Versagensmechnismus eines [- Profiles

Bild 61:

V/

/]
/1]

/

Teilplastischer Versagensmechanismus eines [- Profiles

Bild 62:

- perspektivisch verzerrt
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12.0 Zusammenfassung und Ausblick

tn der vorliegenden Arbeit werden Stabe mit offenen, dinnwandigen Quer-
schnitten und Beriicksichtigung der Profilverformung untersucht. Es wird
sowohl physikalisch wie geometrisch nichtlineares Verhalten in die Untersu-
chungen einbezogen. Die im Kapitel 3 formulierte Zielsetzung war, auf der
Basis eines rdumlichen Balkenelementes ein erweitertes finites Element zu
schaffen, mit dem die Untersuchung der gegenseitigen Wechselwirkung zwi-
schen lokalem Querschnittsversagen und globalem Versagen des gesamten
Stabes méglich ist. Ausgehend von der inkrementellen Gleichgewichtsbedin-
gung flr ein allgemeines Kentinuum, wird die Grundgleichung entsprechend
den Balkenannahmen spezialisiert. Als Bezugszustand eines Inkrementes
dient der letzte bekannte Gileichgewichtszustand, damit entsteht eine mitge-
hende Lagrange - Formulierung. Die Verformung des Gesamttragers wird in
Balkenanteile und zusatzliche aus der Profilverformung resultierende Plat-
tenanteile aufgespalten. Dazu ist es notwendig ein Profil aus einzelnen Plat-
ten zusammenzusetzen, wobei sich eine Kopplung des Balken- und des
Plattenverhaltens entsprechend der Anordnung der einzelnen Platten zum
Gesamtquerschnitt ergibt. Im Sinne der Methode der finiten Elemente werden
die kontinuierlichen Verschiebungen mittels bereichsweiser Ansitze in dis-
krete VerschiebungsgréBen umgesetzt. Fiir diese diskreten GréBen werden
Steifigkeitsmatrizen entwickelt mit denen sowohi die Lésung des Verzwei-
gungsproblems, mit Hilfe von Eigenwertanalysen, als auch die inkrementell -
iterative Berechnung von Last - Verformungskurven méglich ist. Da das lo-
kale Plattenverhalten und seine Interaktion mit der Balkenwirkung fir eine
einzelne Querschnittsplatte formuliert ist, unterliegt das Konzept keinerlei
Querschnittsbeschrankungen. Es kdnnen beliebige, aus ebenen Einzelplatten
zusammensetzbare Querschnitte untersucht werden. In den Kapiteln 10 und
11 wird anhand ausgewdhlter Beispiele ein numerische Uberpriifung des
entwickelten Elementes durchgefihrt. Im Rahmen der verwendeten Nahe-
rungen werden hierbei gute Ubereinstimmungen mit bekannten Vergleichs-
I8sungen erreicht.

Das verwendete Konzept erlaubt einige, der im Kapitel 4 eingebrachten Ver-
nachldssigungen und Beschrankungen fallen zu lassen und den Einsatzbe-
reich des Elementes noch zu erweitern. Einerseits kénnte durch die Beriick-
sichtigung bisher vernachléssigter Schubspannungsanteile das Elementver-
haiten bei extrem gedrungenen Trégern, sowie in Einleitungsbereichen hoher
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Querlasten und im Auflagerbereich verbessert werden. Anderseits wére es
im Sinne einer wirklichkeitsnahen Werkstofferfassung wilnscheswert auch
Materialverfestigungen mit ins Stoffgesetz einzubeziehen und die Moglichkeit
von Entlastungen zuzulassen. Weiterhin wére eine verbesserte Erfassung des
Scheibenspannungszustandes in den einzelnen Querschnittsplatten anzu-
streben, da Spannungsumlagerungen aus der lokalen Verformung der ein-
zelnen Querschnittsteile nur ndherungsweise beriicksichtigt werden. Aller-
dings stoBt eine genauere Erfassung, sich nichtlinear Uber den Querschnitt
verandernder Langsspannungen, an die Grenzen der Balkentheorie, da ein
solcher Verlauf nicht durch die integralen BalkenschnittgroBen erfaBt werden
kann. Dieses Problem wird noch bedeutender, wenn man fiir die Profilver-
formungen groBe Verschiebungen zulaBt. Beim hier verwendeten Balkenmo-
dell kdnnten solche auf geometrische Effekte zuriickzufihende Spannungs-
umlagerungen, nur durch eine Anderung der Werkstoffbeziehung erfaBt wer-
den.
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%4 v§ vE vy
Y4 12 6 -12 6
SF 4 -6 2
S§ 12 -6
Sf 4
Tafel 11 : Elementsteifigkeit Platte Typ |
Werte aus @, @, ., Faktor
vi vi vy vy
SF 72 6 -72 6
e 8 -6 -2
Nig 72 -6
Nig 8
Tafel 12 : Elementsteifigkeit Platte Typ |
Werte aus Faktor

"
q)!;n, in q)ﬁn, 13l

D Kk

2Dk (1 —v)

60
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vi 7¢ v§ v
S7 72 6 -72 6
s? 8 -6 2
S¢ 72 6
Sy 8

Tafel 13 : Geometrische Elementsteifigkeit Platte Typ |

freier Rand bei | - Werte aus ©, . DL,

Piattentfreiheitsgrade

DUt} T (t, = )
Fakt Doty Ty i T
axtor 501_[ 3 P

Kopplung fur Platte und Balkenfreiheitsgrade 2,6,8,12 (Biegung um die z-Achse)

D2t [ T (t; — Ta) ]sL
Faktor ~ 2fffTe 4 [ty = Tl gSL
axtor SOL[ 2 5 DL

Kopplung fur Platte und Balkenfreiheitsgrade 3,5,9,11 (Biegung um die y-Achse)

Faktor

ot [t , i~ W) lcL
60L| 2 6 DL

Kopplung fiir Platte und Balkenfreiheitsgrade 4,10,13,14 (Torsion)

D2 ¢ [ Ty (ty = T4) _ —CL, _ _ SL
Faktor 1 oL 2 + 5 ] [(yi Y b5 — @& ~ 2 (5F )]
pre [ T (g — Tu) _ —-CL, _ _ SL.



vi 74 vy vy
ST 72 6 -72 6
S§ 8 -6 -2
Sf 72 -6
Sf 8

Tafel 14 : Geometrische Elementsteifigkeit Platte Typ |

freier Rand bei j- Werte aus @, DL,

- Plattenfreiheitsgrade

Dt (B T T
60 L

Faktor

3 4

- Kopplung fiir Platte und Balkenfreiheitsgrade 2,6,8,12 {Biegung um die z-Achse)

D2t T, (T, = 1) ] ~sL
t — ] B el SO A L
Faktor BOL[ 5 3 ]

4 T T Tl
Faktor DZt[u LY )JCL

T R T VT

- Kopplung fir Platte und Balkenfreiheitsgrade 4,10,13,14 (Torsion)

) prefn . (g 7 T v CLly o -SL
Faktor 1 ’6-[—)7:[‘2“ + "‘_T“'““:l [(Y/ Yae) (EZ ) (z: — z) ( DL )]
J

Dt T (b — ) [ cL —SL
P IR AL A =y (=) - Lo 2
Faktor 2 SOL[ 3 ) } {y; y,)(DL) (Z, — z){ BL
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Anhang 2

Nach Petersen /79/ wird die elasto - statische Beulspannung oy, eines zu-
sammengesetzten Querschnittes folgendermaBien bestimmt. Man ermittelt,
unter Ber(icksichtigung der elastischen Einspannwirkung der anschlossenen
Querschnittsteile, die Beulspannung getrennt fir Gurt und Steg nach folgen-
der Formel

2
E t
Okin = Kg, = (o) (A1)
. 12(1 — v9) n

n ... Nummer der Platte

Der Drehwiderstand an der gemeinsamen Kante von Gurt und Steg ergibt
sich fir Beispiel 10.3.2 nach /9/

@y = 0089 - 333/K, — 0.123 (A2a)

¢, = 0233 - 83.33/K, = 0.081 (A2b)

“RL = (py + 9))/2 = 01018 (A3)
=

Daraus folgt nach /79/

2 K
= e A4
Y T 5k oA
Steg:
Y = 0.49 (Asa)
Gurt:
Y, = 1.96 (A5b)

Aus Diagramm 8.79 in /79/ kann damit der Beiwert K_ entnommen und die
Beulspannung berechnet werden.

Steg: K 5.0 Oy = 237 (ABa)
Gurt: K, = 075 G, = 5.69 (A6b)

s2
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