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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Schalenelemente untersucht, die durch
sogenannte Degeneration aus dem 3-dimensionalen Kontinuum di-
rekt hergeleitet werden. Es werden verschiedene Integrations-
verfahren =zur Uberwindung der "Locking" Probleme gezeigt und
deren Vor- und Nachteile dargestellt. Mit einer Vorabintegra-
tion der Dickenrichtung, die auch bei nichtlinearem Material-
gesetz anwendbar ist, wird die rechenintensive Volumenintegra-
tion dieser Elemente beseitigt. Eine Beurteilung der Elemente
hinsichtlich der Effizienz schlieBt den ersten Teil der Arbeit

ab.

Im zweiten Teil werden Beispiele zur Stabilitdt wvon
wassergefﬁllten Schalen berechnet. Bel diesem Lastfall ist die
Wirkung des Innendrucks, der gleichzeitig mit der beulauslo-
senden Langskraft wirkt, ein wichtiger Parameter. Bei allen
untersuchten Schalensystemen ist eine deutliche Erhdhung der
Beullast vorhanden. Der Grund ist bei den Kegelschalen die Ab-
minderung der Imperfektionsempfindlichkeit, bei den zusammen-
gesetzten Schalen aus Kegel und Torus die glinstige Beeinflus-
sung des zweiachsigen Druckspannungszustandes. Die hier be-
rechneten kombinierten Schalensysteme sind nicht imperfek-
tionsempfindlich. Plastische Untersuchungen zeigen, daB bei
Kegelschalen unter Wasserlast das Materialversagen alleine
maBgebend wird. Bei den zusammengesetzten Schalen ist durch
die Mitnahme der Plastizitdt eine starke Interaktion zwischen
Beulen und Materialversagen vorhanden, die die Beullast deut-

lich abmindert.



summary :

“In this study degenerated elements in nonlinear shell analyses
are examined. Some remarks are given on reduced integration
methods in order to avoid locking phenomena. Integration
through the thickness is carried out independently from the
integration over the element area. This method also holds for
nonlinear material and replaces the time consuming volume in-
tegration usually applied for degenerated elements. Compari-

sons of the efficiency of different element types are shown.

The second part shows nonlinear analyses of liquid~-filled co-
nes and toroidal shells, Stability and ultimate load of shells
with this loading condition is strongly influenced by the in-
ternal pressure, which stabilizes the structure against buck-
ling. For all shells calculated a remarkable increase in buck-
ling load is recognized, but due to different reasons. For
conical shells imperfection sensitivity is decreased, but for
shells with combinations of conical and toroidial parts the
differences in buckling 1loads are only due to the change of
the two-dimensioal compression stress state. The analyzed
toroidal shells are not imperfection sensitive. If plasticity
is included, liquid-filled steel cones show only material fai-
lure. For the combined steel shells with conical and toroidal
parts, the buckling load is reduced drastically due to inte-

raction between buckling and material failure.
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1.0 Einleitung und Motivation

Die Untersuchung von Platten~ und Schalentragwerken mit der
Methode der finiten Elemente hat sich in den letzten Jahren
immer mehr in den nichtlinearen Bereich verlagert. Die Berech-
nung der Traglast unter Einbeziehung von Materialversagen und
geometrischer Nichtlinearitdt sowie die Beurteilung der Stabi-
litdt, ist bei immer schlankeren Konstruktionen zu einem we-
sentlichen Bestandteil der Standsicherheitsnachweise geworden.
Mit der Methode der finiten Elemente lassen sich auch komplexe
Strukturen unter Berlicksichtigung von Nichtlinearitidten f£iir
die Praxis genligend genau untersuchen., Allerdings ist gerade
bei Schalen der Aufwand nicht unerheblich. Die dabei verwen-
deten Schalenelemente und Algorithmen zur L&sung der nichtli-
nearen Gleichungen sind deshalb GCegenstand intensiver For-
schung. Diese Arbeit béfaBt sich mit degenerierten Schalen-
elementen und deren Anwendung zur Berechnung von Schalenkon-

struktionen,

Die verwendeten degenerierten Elemente =zeichnen sich durch
eine einfache Formulierung aus, da die Ausgangsgleichungen di-

rekt aus der 3-dimensionalen Theorie abgeleitet werden und so-

mit keine Schalentheorie erforderlich 1ist. Die Theorie mit

BN St

Schubverformungen ermdglicht unabhidngige Ansatzfunktionen fiir
die Rotationen und die Querverschiebung. Verwendet man Ele-
mente mit solchen getrennten Ansitzen fiir sehr diinne Schalen
oder Platten, kann durch die iibermdBige Zunahme der Schubener-
gie gegeniber der Biegeenergie ein Blockiéren der Elemente

auftreten, das sogenannte "Shear Locking"., Dieser Effekt ist



nicht bei allen Elementtypen gleich stark, sondern hangt auch
von der Ordnung der verwendeten Ansatzfunktionen ab. Ein wei~
teres Phidnomen ist das "Membrane Locking", das beim Einsatz
von niedrig interpolierten gekrlimmten Elementen auftritt, da
die dehnungslosen Verformungen nicht mehr richtig abgebildet
werden. Es entstehen bei reiner Biegung Dehnungen der
Mittelfldche, so daB die Ldsungen mit derartigen Elementen
viel zu steif ausfallen. Das folgende Bild zeigt das prinzipi-
elle Elementverhalten beim Auftreten von "Locking" Phdnomenen.
Im Diagramm der linken Seite ist das Ergebnis einer Platten~
rechnung mit zunehmendem Verhdltnis Lange a =zu Dicke h ge-
zeigt, im rechten Diagramm das Konvergenzverhalten des

gekrliimmten S9-Schalenelements bei der Berechnung eines 2ylin-

derschalenfeldes.
w "Shear Locking" w "Membrane Locking"
Ysoll Y011
so. S§9 (2%2 Integration)
1.0 T
sS4 Ss9
S9 (3*3
0.51 0.5¢ )
1 1 ) 1 A 1 1
10 102 10° 10* 10° 2000 4000 6001
Plattenschlankheita /h Anzahl der Unbekannten
Bild 1. "Shear Locking" und "Membrane Locking"

Sowohl "Shear Locking" als auch "Membrane Locking" koénnen mit
einer Beeinflussung der Integrationsordnung beseitigt werden,
indem einzelne Terme der Steifigkeitsmatrix eine Ordnung nied-
riger integriert werden, als dies normalerweise erforderlich
ist. Diese Vorgehensweise wird mit dem Begriff "reduzierte In-

tegration" bezeichnet. Die Anwendung der reduzierten Integra-



tion filhrt fast immer auf Einzelelemente mit "internen" Kine-
matiken, die bei geniigend vielen Halterungen des Gesamtsystems
nach dem Zusammenbau verschwinden. Diese "innere" Kinematik
wird, im Unterschied zu nicht unterdriickten Starrkdrperver-
schiebungen, mit "Zero-Energy-Modes" bezeichnet, da bei Akti-
vierung dieser Verschiebungszustinde keine Verzerrungsenergie
entsteht. Zu diesem Fragenkomplex - reduzierte Integration
und "Zero-Energy-Modes" - werden in dieser Arbeit Untersu-
chungen angestellt, die die Einsatzmdéglichkeiten der verschie-
denen Methoden und Elemente zeigen sollen. Genauere Begriffg-

definitionen sind in den einzelnen Kapiteln enthalten.

Die berechneten Anwendungsbeispiele sollen die Leistungsfdhig-
keit der Methode der finiten Elemente bei der Ldsung von
Stabilitdtsproblemen ' von Schalen zeigen. Da der Begqriff
Stabilitdt im wesentlichen fiir elastisches Verhalten steht,
werden mit Grenzlastberechnungen, als umfassender Begriff,
alle Arten von Versagenszustinden, wie z.B. elastisches Beu-
len, plastisches Beulen, reines Materialversagen, erfaBt. In
Bild 2 auf Seite 4 ist ein in dieser Arbeit untersuchtes Sy-
stem gezeigt. Es handelt sich um eine Kegelschale mit Wasser-
fiillung, die als Modell /1/ im Zuge der Bemessung eines soge-
nannten Biohochreaktors (Bild 3 auf Seite 4) untersucht wurde.
Weitere Modelluntersuchungen sind in /2/ an kombinierten Scha-~
lensystemen ausgeflihrt und sollen den Einfluf der Plastizie~

rung auf das Tragverhalten zeigen.

Die Problematik der flissigkeitsgefiillten Kegel- oder Torus-

schalen liegt in der Beulgefdhrdung des unteren Teils durch



o

. \%mﬁm%
.

Modellversuch

2

ila

hochreaktor

io

B

Bild 3.




hohe Langsdruckkrdfte, Lange Zeit wurde dieser Effekt nicht
ausreichend berlicksichtigt und ist erst durch zwei Unfialle in
Belgien an Wasserhochbehidltern wieder Gegenstand intensiver
Forschung geworden /3/. Das Ziel der Untersuchungen dieser
Arbeit ist der EinfluB des stitzenden Innendrucks auf die
Stabilitdts - und Versagenslast. Die existierenden Vor-
schriften zur Bemessung von Schalen lassen eine Stlitzwirkung
nur fiir die Kreiszylinderschale /4/, bzw. fiir die Kegelschale
/5/ zu, da die Effekte bei anderen Schalenformen noch nicht
ausreichend untersucht und quantifiziert sind. Ergebnisse aus
elastischen Versuchen lassen sich nicht immer auf das reale
Bauwerk iibertragen, da das Materialversagen eine groBe Rolle
spielt. Berechnungen mit einem Programm ermdglichen den Uberg-
‘ang von elastischem zu plastischem Material ohne Probleme, so
daB die zus&dtzlichen Effekte der Plastizierung bei der Unter-

suchung des realen Bauwerks berilicksichtigt sind.

1.1 Ubersicht Schalenelemente

[galtwerkselementéw [ggﬁrﬁmmte ElementeW
1 I

klassische isoparametrische isoparametrisch
Schalenelemente degenerierte Korperelemente
\ Elemente
flache steile
Schalen Schalen

Bild 4. Ubersicht Schalenelemente

Die Einordnung der degenierten Elemente in die Vielzahl der

vorhandenen Elemente ist in Bild 4 dargestellt (aus /6/).



Ergdnzend zu dieser Einteilung unterscheidet man noch nach der

Art der Ansidtze :

l. Verschiebungsmodelle

2. Spannungsmodelle

3. Hybride Verschiebungsmodelle
4. Hybride Spannungsmodelle

5. Gemischte Modelle

Zu jedem dieser Ansitze gehdren andere Ausgangsgleichungen.
Bei Verschiebungsmodellen geht man vom Prinzip der virtuellen
Verschiebungen /7/ oder dem Minimum der gesamten potentiellen
Energie aus, wobel ersteres allgemeiner ist. Modifikationen
der genannten Prinzipien beinhalten =zusitzliche Nebenbedin-
gungen, so daB die Ansprliche an die Ansatzfunktionen reduziert
werden k&nnen, Gemischten und hybriden Modellen liegt das
Prinzip von Hellinger-Reissner oder Hu-Washizu zugrunde. Hy-
bride Spannungsmodelle sind durch die M3glichkeit der Elimina-
tion der unbekannten Spannungen auf Elementebene interessant,
da die entstehenden Elementmatrizen nur noch Verschiebungs-
freiheitsgrade enthalten und somit in jedem Programm fiir Ver-
schiebungselemente verwendet werden kdnnen. Zusammenhange
zwischen Verschiebungselementen mit reduzierter Integration
und den hybriden Spannungsmodellen sind in /10/ dargestellt,
Hybride Verschiebungsmodelle und reine Spannungsmodelle haben

sich nicht durchgesetzt.

Nichtlineare Anwendungen mit hybriden Spannungsmodellen findet

man in /11/-/13/. Die folgenden Untersuchungen und Aussagen



beschrdnken sich jetzt immer auf Elemente, denen ein Verschie-

bungsmodell zugrunde liegt.

1.2 Gekrimmte Elemente aus einer Schalentheorie

Schalenprobleme sollten eigentlich am besten mit einer Scha-
lentheorie zu beschreiben sein, wenn keine Querschubverzerrun-
gen beriicksichtigt werden. Bei der Verwendung von allgemein
gekriimmten Schalenelementen ist die Aufstellung passender An-
satzfunktionen jedoch ein groBes Problem. Die folgenden Be~
dingungen 1 und 2 missen von allen Elementmodellen, die dritte
Bedingung bei Verwendung von Verschiebungsmodellen erfiillt

werden.

1. Starrkdrperverschiebungen diirfen keine Dehnungen erzeugen.
2. Konstante Dehnungszustinde miissen méglich sein.

3. C,-Kontinuitdt wegen der 2.Ableitungen im Energieausdruck

Diese Forderungen sind mit Verschiebungsansitzen nur durch
komplizierte Ansatzfunktionen (bis 5.0rdnung) zu erfiillen, in
denen Knotenvariable hdherer Verschiebungsableitungen vor-
kommen /14/. Verwendet man lineare oder quadratische Ansitze,
s0 werden die Starrkdrperverschiebungen nicht mehr richtig ab-
gebildet, was besonders im nichtlinearen Bereich eine wesent-
liche Rolle spielt. Um die 3.Forderung nach der C;Kontinuitét
zu umgehen, werden teilweise Schalentheorien mit Schubverfor~
mungen verwendet. Die Konvergenz bei diinnen Schalen wird dann
durch das Einbringen der Kirchhoff~Bedingungen an diskreten

Punkten erreicht, was gleichzeitig auch die 2zahl der Frei-



heitsgrade am Element reduziert. Diese Idee ist von verschie-

denen Autoren verwendet worden /15//16//17/.

1.3 Faltwerkselemente

Die einfachsten Schalenelemente erhilt man aus der ﬁberlage—
rung von bekannten Platten- und Scheibenelementen, wobei die
Geometrie innerhalb des Elements immer als eben vorausgesetzt
wird. Das bedeutet bei einer allgemeinen Schale, daB nur Drei-
eckselemente verwendet werden k&nnen, da mit 4 Punkten eine
Ebene liberbestimmt ist. Die Elementmatrizen enthalten im 1i-
nearen Fall keine Kopplung von Membran- und Biegewirkung. Bei
nichtlinearer Anwendung ist die Kopplung beider Anteile nur

lber die geometrische Matrix vorhanden.

# y * y z y
2 /WB * v N ,’B/'
N Sy
u \\ﬁ‘ é

ylw\‘Au\Ax " eu\A'
L™

X Plattenanteil Scheibenanteil x

w

Bild 5. Faltwerkselement Platte + Scheibe

Die Biegeanteile der Plattenelementen sind meist mit kubischen
Ansédtzen, die Membrananteile der Scheibenelemente mit linearen
Ansdtzen interpoliert. Dies erfordert eine auf das Tragverhal-
ten abgestimmte Elementeinteilung, unter Berlicksichtigung der
unterschiedlichen Konvergenzeigenschaften. Die Plattenele-

mente basieren entweder auf der Kirchhoff-Plattentheorie oder



der Reissner/Mindlin-Theorie. Erfolgreiche nichtlineare An-
wendungen sind das TRUMP-Element /18/ und das DKT-Schalenele-
ment. Letzteres ist aus dem DKT-Plattenelement /19/ durch die
ﬁberlagerung eines linearen Scheibenelements (CST) entstanden
/20/. Das DKT-Schalenelement mit nichtlinearén Erweiterungen
ist im Kapitel 3 beschrieben. An einem Beispiel ist gezeigt,
wie sich die unterschiedliche Konvergenz der Biege~ und Mem-
brananteile bei nichtlinearen Problemen unglinstig auswirken

kann.

1.4 Degenerierte Elemente

Im Unterschied zu Elementen aus einer Schalentheorie wird bei
der Degeneration die Reduktion des 3-dimensionalen Kontinuums
auf ein 2-dimensionales Flichentragwerk erst mit der Diskreti-—
sierung ausgefihrt. Die Annahmen der Schalentheorie sind also
nicht in den Ausgangsgleichungen enthalten, sondern werden
durch die Ansatzfunktionen und Materialgesetze eingebracht

/21/.

F_ \ o,
Schalentheorie

Reduktion 3D - 2D

Ausgangsformulierung in

Diskretisierung

|

\o

krummlinigen Koordinaten 4
< L s
r Diskretisierung mit ~a

Zwangsbedingungen 3D - 2D r
] X :
Ausgangsformulierung in
kartesischen Koordinaten

Bild 6. Konzept der Degeneration




Da die Querschubverzerrungen beriicksichtigt werden, missen die
unabhdngigen Ansatzfunktionen der Verschiebungen und Rotatio-
nen nur die C ~Kontinuitdt erfiillen. Die im Kapitel 1.2
angefihrten Bedingungen 1 und 2 werden bereits mit einfachen
Ansdtzen erflllt. Wegen der Beriicksichtigung der Schubverfor-
mungen kann das Element auch fir relativ dicke Schalen einge-
setzt werden. Die Beschreibung groBer Rotationen 1ist durch
Ansdtze mit trigonometrischen Funktionen einfach durchfiihrbar
/22/. Die Vorteile der einfachen Formulierung haben zu einem
verstdrkten Einsatz dieser Elemente geflihrt, wobei besonders
die linearen (4 Knoten) und quadratischen (8,9 Knoten) Ele-
mente verwendet werden /25/,/26/. Anwendungen mit hoherwerti-
gen Elementen, vor allem des kubischen S16-Elements, sind re-
lativ selten, da diese Elementversion sehr rechenintensiv ist.
Dafiir ist es das einzige Element der Familie der degenerierten
Elemente, das die bereits erwdhnten Nachteile des "Shear Lok-
king" und des ‘"Membrane Locking" nicht aufweist und deshalb
mit voller Integration als =zuverldssiges, robustes Element
eingesetzt werden kann. Alle niedrig interpolierten Elemente
und auch das Sl12-Element (kubisch, Serendipity) erZordern den
Einsatz der reduzierten Integration und verlagern damit das
Problem des "Locking" auf die "Zero-Energy-Modes", mit denen
eventuell kinematische Gesamtsysteme entstehen.
Zuverldssigkeit und Einfachheit der Verschiebungselemente er-
scheinen nach dem heutigen Stand der Forschung noch als

gegensdtzliche Bedingungen.

Ein allen degenerierten Elementen gemeinsamer Nachteil

gegeniiber Elementen aus einer Schalentheorie ist die rechenin-

_10_.



tensive Volumenintegration. Durch die Einflhrung einer Vorab-
integration der Dickenrichtung, die auch Efiir nichtlineare
Stoffgesetze gilt, wird die Effizienz und der Einsatzbereich
dieser Elemente stark verbessert. Gegenliber Elementen aus
einer Schalentheorie ist damit kein numerischer Mehraufwand
erforderlich. Die Herleitung dieser Vorabintegration ist im

Kapitel 2 dargestellt.

1.5 Axialsymmetrische Elemente mit Fourierreihen

Viele Schalenstrukturen haben eine rotationssymmetrische Geo-
metrie. Diesem Umstand kann bereits bei der Wahl der Elemente
Rechnung getragen werden, indem nicht eine flachenhafte, son-
dern eine linienhafte Idealisierung verwendet wird. Dabei wird
mit Hilfe von Fourierreihen das partielle Schalenproblem mit 2
unabhdngigen Variablen in ein gewdhnliches Problem i{iberfiihrt.
Im linearen Fall sind die einzelnen Fourierterme vollstandig
entkoppelt. Bei nichtlinearen Anwendungen ist dies nicht mehr
der Fall - die Kopplung der Fourierterme fiilhrt auf ein vollbe-
setztes Gleichungssystem. Trotzdem ist ein Gleichungssystem
mit Fourierreihen meist noch kleiner, als bei Verwendung einer
flachenhaften Idealisierung. In /27/ 1ist eine Formulierung
entwickelt worden, die die Kopplung der Fourierterme auf der
rechten Seite im Lastvektor berlicksichtigt und damit wieder
eine entkoppelte Steifigkeitsmatrix erreicht. Der entstehende
Fehler wird iterativ beseitigt, was bei nichtlinearen Pro-
blemen kein Nachteil ist. Das Verfahren arbeitet immer mit der
Anfangssteifigkeit, so daB in der Ndhe eines Traglastpunktes

Probleme mit der Konvergenz auftreten kdnnen. Ist ein Scha-

_ll_



lenproblem mit diesem Verfahren ldsbar, so ist'.es gegenliber
fldchenhaften Elementen immer wirtschaftlicher. Grenzfille
mogen sich beil konzentrierten Lasten ergeben, wenn eine sehr
groBe Zahl von Fouriertermen erforderlich wird. Liegt keine
rotationssymmetrische Geometrie vor, z.B. Schalen mit
Léngsverstéifungen oder Aussparungen, kdnnen nur noch

flachenhafte Elemente eingesetzt werden.



2.0 Degenerierte Schalenelemente

Das Konzept der Degeneration ist fiir Schalenelemente in 21/
von Ahmad vorgestellt worden. Die guten Ergebnisse und die
Einfachheit der Pormulierung haben zu einer Vielzahl von &An-
wendungen gefihrt. Der Grund fiir die Einfiilhrung der Degenera-
tion 1ist in den Schwierigkeiten der Verschiebungselemente zu
suchen, die lber eine Schalentheorie hergeleitet werden. Die
Ausgangsgleichungen werden im 3-dimensionalen Kontinuum aufge~-
stellt und filihren im nichtlinearen Bereich auf relativ ein-
fache Formulierungen. 1In /22/ ist diese Erweiterung in den
nichtlinearen Bereich mit Verwendung hdherwertiger Elemente

beschrieben.

Die degenerierten Elemente sind aber auch nicht frei von Nach-
teilen. Durch die Verwendung einer Theorie mit Schubverfor-
mungen tritt bei der Berechnung von diinnen Tragwerken das
"Shear Locking" auf, ein Effekt der bereits in der Einleitung
kurz erkldrt ist. An dieser Stelle soll aber betont werden,
daB "Shear Locking" nicht eine Eigénschaft der degenerierten
Elemente 1ist, sondern eine Folge der verwendeten Theorie mit
Schubverformungen. Auch das zweite Problem, das "Membrane Lok-
king" ist nicht eine spezielle Rigenschaft der degenerierten
Elemente, sondern in der ﬁnféhigkeit der linearen und quadra-
tischen Ansatzfunktionen zu suchen, wenn im gekriimmten Fall
dehnungslose Verformungen abgebildet werden miissen. Eine Viel-
zahl von Arbeiten ist auf dem Gebiet der degenerierten Scha-
lenelemente erschienen, die sich alle mit den reduzierten In-

tegrationsverfahren zur Vermeidung der "Locking” Probleme

_13_



beschdftigt haben. Stellvertretend ist hier nur eine Auswahl
zitiert /28/-/35/. In den folgenden Kapiteln wird auf die

Aufsdtze noch einmal genauer Bezug genommen.

2.1 Ausgangsgleichungen

Eine ausfiihrliche Darstellung der folgenden Gleichungen ist in
/22/ enthalten, woraus auch die Bezeichnungswelise Ubernommen
ist. Sie werden hier zum weiteren Verstdndnis nur knapp zu-
sammengestellt. Die Gleichungen werden aus dem Prinzip der
virtuellen Verschiebungen abgeleitet, da fiir die Diskretisie-
rung ein Verschiebungsmodell verwendet wird. Das Prinzip wird
in der noch unbekannten Endlage 2 formuliert und danach alle
GrdBen auf einen bekannten Zustand transformiert. Je nach wWahl
des Bezugszustandes erhdlt man die totale Lagrange Formulie-~
rung (T.L) oder die mitgehende, "updated" Lagrange Formulie-
rung (U.L). Bei T.L. ist die unverformte Lage, bei U.L. die
bereits erreichte Lage 1 vor dem Inkrement der gewdhlte Be-
zugszustand. Danit ist auch bereits ausgesagt, daB es sich um
eine inkrementelle Formulierung handelt. Die entstehenden
Gleichungen sind nichtlinear in den gesuchten Verschiebungsin-
krementen und werden flr die Aufstellung einer Steifigkeitsma-
trix linearisiert. Gleichung 2.1 =zeigt den linearisierten
Energieausdruck des Prinzips der virtuellen Verschiebungen

(P.d.v.V) in inkrementeller Form in der U.L. Formulierung.

P.d.v.V {inkrementell,linearisiert) (2.1}
J.C.. e 6e..dv+j1s 6.1 av=s2w —f1s &.e, . dv
V1 ijkl 17kl 1713 v‘} ij 7113 a V1 ij 71713
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C ist der konstitutive Tensor, e der lineare, n der nichtline-
are Anteil des Verzerrungstensors und s der Cauchy-Spannungs-
tensor. C,e,n sind inkrementelle GréBen. Die linke Seite be-
schreibt die linearisierte inkrementelle innere virtuelle Ar-
beit, die rechte Seite die Differenz der HuBeren Arbeit im Zu-
stand 2 und der inneren Arbeit im Zustand 1. Bei Verwendung

der T.L.-Formulierung wird der geadnderte Bezugszustand dadurch

angezeigt, indem\dep”linkewgntere FuBzeiger durch 0 ersetzt

wir%;“UGleichung 2.1 wird diskretisiert, wobéi fﬁr4die Ver-
échiebungen und die Geometrie Ansatzfunktionen eingefiihrt wer-
den, die noch keinem speziellen Element zugeordnet sind. Alle
Grdssen werden in einer passenden Vektor- bzw. Matrixform dar-

gestellt, die in folgender Form definiert sind :

Definitionen der verwendeten Matrizen (2.2)
T _ 1,11, 1 1 2.2 2 2 2 i i i i i
u- = [u1u2u3Aw A lu1u2u3A® AY© | ....u1u2u;AwlA$l]

i=1,k ... Anzahl der Knoten
T
el = [e e e e e L. Elemente des
11722733 712713 623] 61] o Verzerrungstensors
T
s = [s s s s o Elemente des
11722°33512%3 S23] Slj e Spannungstensors
. S11 %12 %93 € =e+n
s =1s s
21 S22 823 ¢ € ... linearer Anteil
53 1 832 833 Li Verzerrungsinkrement
- ; k N ... nichtlinearer Anteil
7 ¥ Verzerrungsinkrement
‘s O O
s =lo & o e = B u Operatormatrix B
P T N
_O O s Bui/axj 1\C!}= B u operatormatrix 8
Diskretisierte Form P.d.v.V. . (2.3)
sut (fBTcBav+ [BTsBav)u=su” P-su’ [BTs av
\Y% \% v
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Das erste Integral aus 2.3 filihrt auf die gewdhnliche .Steifig-

keitsmatrix K, das zweite auf die geometrische Matrix K, (An-

e

fangsspannungsmatrix). Die rechte Seite enthdlt die d&duBeren
Krifte der Lage 2 und die Element-Knotenkrdfte, die dem in-
neren Spannungszustand das Gleichgewicht halten, kurz als in-
nerexﬁgéﬁtg pezg}ghngt. Der Ausdruck der rechten Seite bildet
die Ungleichgewichtskrifte, die durch Iteration zum Verschwin-

den gebracht werden missen.,

2.2 Ansatzfunktionen

Fiir die Geometrie der Schale sowie fiir das Verschiebungsfeld

wird ein isoparametrischer Ansatz eingeflihrt (2.4 und 2.5).

Ansatzfunktionen Geometrie (2.4)
i i
X, . X cosq)1
_ i i 1 k i i i
X, = .§ [} x5 oy t ‘§ ® h cosq)2
i=1 i i=1 i
X3 x3 cosnb3
Ansatzfunktionen Verschiebungen (2.5)
i m i o, i
u1 . u1 . cos ¢1—cos ¢1
_ i i 1 i i m, i o, 1
u, = 121 (o] uy + > t i§1 ® h cos wz - Ccos wz
i N m, i o, i
u3 u3 cos ¢3-—cos w3

Die Verschiebungen eines jeden Schalenpunktes werden mit den
Verschiebungen der Mittelfldche und den Winkeldnderungen der

Normalen beschrieben. Dabe1 51nd Verschlebungen und Rotatloneq

nelnander 1nterpollert Der Ansatz gllt fir be-

liebig groBe Wlnkelanderungen der Normalen Alle Definitionen

flir die Beschreibung der Ansitze sind in Bild 7 auf Seite 19
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dargestellt. Ortsvektoren werden als gerichtete GréBem mit

einem Pfeil versehen.

Fir die Aufstellung der Ansatzfunktionen wird ein lokales,
normiertes Koordiatensystem r,s,t im Bereich -1 bis +1 verwen-

det.

8. Angaben lber die Ansatzfunktlonen ¢ bel i In-
terpolationsordnungen findet man 1ﬂ /22/ Die Elementdicke h
kann im Element verdnderlich sein und wird in der Fl&chennor-
malenrichtung gemessen. Als Unbekannte zur Beschreibung der

Winkeldnderungen stehen mehrere Moglichkeiten zur Auswahl. Aus

den ﬁrel

o——

erste Unbekannte dle dierqggwwdes Winkels " genommen, als

Werten der Richtungskosinus der Normalen wird als .

r pr03e21erten Normalen

gegenuber der x;Achse. Diese Definition ist im verwendeten

Programm NISA80 /38/ enthalten (siehe auch Bild 7 auf Seite

19).

Die trigonometrischen Funktionen der Gleichung 2.5 fir die Be-~
schreibung der Verschiebungen auBerhalb der Mittelfliche wer-

den filir die Aufstellung der 1nkrementelle e@f%gggi

i Koordinatenrichtungen ab. Die zusitzliche Llnearlslerung

wird nur”EEEW&EEWXHféééiiHRS“Her inkrementellen Steifigkeits-
matrix verwendet, die inneren Krdfte werden mit dem genauen

Ansatz 2.5 berechnet.
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Linearisierter Ansatz inkrementelle Verschiebungen (2.6)

i
Ll.] N u1 .
. X . . . A
uy | =z ot ué + % t © o-ht Tt
i=1 X i=1 AY
u L 1
3 U3

Mit der Wahl dieses Ansatzes 2.5 bzw., 2.6 sind zwei Bedin-

gungen eingefliihrt worden :

1. Die Normale dndert lhre Lange nicht.

2. Der Querschnitt bleibt eben.

Die dritte Bedingung fiir diinne Tragwerke, die Vernachldssigung
der Normalspannungen in Dickenrichtung, wird durch eine aniso-
trope, lokale Materialmatrix erfiillt. Diese Matrix C wird in
einem lokalen Koordinatensystem mit der Bedingung - Spannung
in Dickenrichtung soll Null sein - aufgestellt (siehe Bild 7
auf Seite 19). Danach erfolgt die Transformation auf das glo-
bale System, was im allgemeinen auf eine voll besetzte Matrix

C fihrt.

Die in Gleichung 2.4 und 2.5 angegebenen Ansdtze sind variabel
in der Anzahl der Knoten, die fiir die Interpolation verwendet
werden. In vielen existierenden Programmen sind diese Elemente
mit variabler Knotenzahl vorgesehen, so daB es dem Benutzer
obliegt, eine Auswahl des Elementtyps vorzgnehmen. Dazu ist
eine genaue Kenntnis des Elementverhaltens notwendig, da die
niedrig interpolierten Elemente stark unterschiedliches Kon-
vergenzverhalten zeigen. Die in NISA80 /38/ enthaltenen Ele-

mente sind im Bild 8 auf Seite 19 gezeigt
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¢=8 T
=8?1'
2 2
3= 0

Bild 7.

Anderung der -

4

X {Aw ... Winkel zwischen der Projektion von 0 in

die x2—x3—Ebene und der x.,-Achse

2

[—

0 -8ing
T= ~sing sing | cosp cos¢
J—cose sing | sing cos¢
r o
T o= ¢1
lokales
Koordinatensystem

Aufstellung Matrix C

Definitionen Ansitze

Bild 8.

S16 -~ kubisch

Lagrange

S12 - kubisch
Serendipity

S9 - quadratisch

Lagrange

88 - quadratisch
Serendipity

Isoparametrische Elementfamilie

-19_

54 - linear

Lagrange / Serendipity

S10 - kubisch

S6 - quadratisch

53 - linear

. Winkel zwischen der Normalen 7 und der x,-Achse

1

Matrix T zur Abbildung der 2 Rotationen
in die 3 Koordinatenrichtungen



2.3 Integration iliber die Elementdicke

Die Steifigkeitsausdriicke der Gleichung 2.3 werden normaler-
weise (ber das Elementvolumen numerisch integriert. Dabei wird
der komplette Integrand in Dickenrichtung und in der Fléache
ausgewertet. Um eine Vorabintegration der Dickenrichtung
ausfiihren zu kénnen, muB die Abh3ngigkeit des Integranden von
der Dickenrichtung explizit dargestellt werden. Liegt diese
Aufspaltung vor, kann das Dickenintegral getrennt vom

Flichenintegral ausgefiihrt werden.

Darstellung der Vorgehensweise bei Vorabintegration

s

f

+1 41
T
-~ B (r,s,t) C(r,s,t) B(r,s,t) |J(r,s,t)| drdsdt

B

f
-1

=By +By v+t By i3 =1,2,3

T ok ~
[/ B (r,s) [t C(xr,s,t) dt Bj(r,s) | J(x,s)] drds
-1-1 -1 ’

Vorabintegration der Dickenrichtung

v

% c(xr,s,t) + D(r,s), Qlxr,s), R(r,s)
k= 0 1 2

Bei elastischem Material ist die Ausfliihrung des inneren Inte-
grals analytisch mdglich, bei nichtlinearen Materialgesetzen

muB ein numerisches Verfahren herangezogen werdern.

Die Vorabintegration ist in /35/ filir elastische Probleme und
in /39/ fiir plastische Probleme beschrieben. Allerdings wird

in /39/ nur eine, bei nichtlinearem Material unzuldssige
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Ndherungsformulierung verwendet, die in einigen Fillen zu Kon-
vergenzschwierigkeiten filhrt oder sogar einen Abbruch der
Rechnung zur Folge hat. Die hier entwickelte Vorabintegration
enthdlt auBer der Annahme einer schwachen Kriimmung des Ele-

ments keine weiteren Ndherungen.

Steifigkeitsmatrizen : (2.7)

T
K= /B C Bav K, =/
v \Y

Fir die weitere Zerlegung muB jetzt eine wichtige Annahme ge-
troffen werden, die in den meisten Theorien dilinner Schalen iib~
lich ist. Vernachl&ssigt man bei der Beschreibung der Schalen-
geometrie die Kriimmungsunterschiede von Innen- und AuBenseite
der Schale;, so wird die Determinante der Jakobimatrix J
unabhdngig von der Dickenrichtung und es gilt der folgende

Uibergang vom Volumenelement dV zum Flichenelement dA:

Volumenelement --> Fldchenelement (2.8)
3
dv = |J]| dr ds at E =z (x, )°
. i,r
i=1 ’
1 3 2
dV = 5 h dt da G = ¥ ( x. )
2 . i,s
i=1 '
2 3
dd =vVEG = ¥ F = & (x. X, )
. . 1l,r 1,8
i=1 ’ ’
Dickenkoordinate : Z = % h t dz = % h dt
E,F,G sind die Koeffizienten der ersten quadratischen
Fundamentalform - die Ableitungen x,r und x,s k&nnen
aus der Jakobimatrix J entnommen werden,

Die Zerlegung der Matrix B in einen konstanten Anteil und ei-
nen von Z abhidngigen Anteil ist in Gleichung 2.9 gezeigt. Der
genaue Inhalt der Matrizen B,,B,,B, ist in Bild 9 auf Seite 24

in vollstdndiger Form wiedergegeben,
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Aufspaltung der Operatormatrix B : (2.9)
BcB - [B1|BZ+EB3TC (B, |8, +7 8]

u u,usAghd u u ulAphd u u,u jApad u u,u [ Apad

B = B, | o+ 0 | B, |+ o |By |-z

Fiihrt man nun das Produkt BT C B mit dieser Zerlegung aus,

entstehen folgende Untermatrizen K

S0

Multiplikation BTC B in zerlegter Form

1157 Knoten i ;
I
B B 1
C X B, + |‘
I B2 |
K !
U |}
:l L
1

S ISR TN B SNV ISR N
| R A R A T_i{
|
Knoten j : : Ausschnitt ![
1 |[
[ '
B X Ki | Ks ]xi
- K el
(B,+ By 2) N 4 2 N
I Anteil 17 Hl
;::::::?::ri;::*;!l_f:::::**rlj

Die Einzelanteile der Untermatrizen K werden in Dickenrichtung

integriert und neue Materialmatrizen

Alle Anteile mit Q verschwinden im elastischen Fall.

_22_
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Gewdhnliche Steifigkeitsmatrix K (2.10)
K = /S ¢ B'D B ) 4a la— entfailt im elastischen
el 1 1 I Fall da Q =0
58! T =
K = B.,D B, + B.R B T
e2” 4 27 P 3% P3 * [By2 By + B0 B)) da
K .=/ ( B'D B =
e3 A 1 2 + IBTQ B3) da
K ,= S/ ( BD |
ed” o 2P B * (B30 B)) da
Definition der Matrizen D,Q und R : (2.11)
D = J cCaz D =Ch
h
Q = S Czdz elastisch—3 Q = 0
h
R = J ¢ z%s R =cC n’/12
h

Die Matrix D entspricht der Dehnsteifigkeit der Schale, die
Matrix R der Biegesteifigkeit, wie sie bei einer Schalentheo-
rie definiert sind. Q beinhaltet die Kopplung zwischen allen

Spannungen und Dehnungen bei nichtlinearen Materialgesetzen.

Die mit B verwandte Matrix B wird analog der Gleichung 2.9 in
einen konstanten und in Z linear verdnderlichen Anteil aufge-
spalten, Die Integration der Dickenrichtung wird hier iiber
die Spannungen ausgefiihrt und es entstehen die Matrizen N.M

und L.
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1 T i ' 1 - (-
U U,y Uy Ag A Knoten 2 Knoten Kk

€11
©22
€33
Matrix B
€12 ,
e Knoten 1
13
€23
1
JL
Ui,
Y2
Y1,3
Y2,1
Ca
U2’2 Matrix B
Knoten i
Y2,3
U3,1
U3,z
u
3,3
J i
i i i i i i
* [ * *
O L0 ] 0 Y ety Y T, Eal O O Y Y
i i i i i i
* *t * *
O O, | 0 Y xEy, 1 ¥ )t IR ST BT
i i i i i i
* *t 0 * *
0 0 fol | ¥ieey | ¥ rey, @y 0 e e
i i i i i
RT3 0o | o |t et xt
o ot | o i+1| i2+12 i,1 i,1 21 "’i1 22
’ 4 * * *
ot | Y " O 1@ 5] O ¥ 0%ty | ¥ 0" 5
i i i i i
* Yo oxt 0 * *
i i | Y3 0] Yt E I N R NT
® 3 0 ¢ 1 i + i + i i i
) 4 * * * *
Yoores | Y1 s R A TR T
i i i i i
* * * *
o | o | ot ¥ 3"y ‘y,3+t22 R A A T
)3 )2 i . i, i i i
t. 0 0 * *
Yoot} ¥, s ® 3| ¥ 3831 ¥ 3%
T -1
o, = 37l I %0 =15 Sl I= 0,9,
3 j1 ;T j2 ,s
bt
21 S22 53
h h Y31 3 o oee
U e S O JUE S T B
=3 3720 733 3 I31 Ia0 I

Jakobi-Matrix

Bild 9. Operatormatrizen B und B




Geometrische Matrix K. (2.12)

AT ~ |

K.,= /S ( BIN B ) da
1 1

A

T o oT A AT A AT A ]

K = B_A

G2 i’f( oN B, o+ B.L B, + B, M By o+ B, M B2) da
AT AT A

K =

63 I{I ( B/N B, + B M B3) da
AT AT ~

K. =

a4 if ( B)N ﬁ1 + BiM B) da

Alle Vektoren oder Matrizen, die aus Spannungen aufgebaut
sind, enthalten immer die Elemente des Spannungstensors., Fir
die inneren Krifte F werden die Vektoren n und m definiert,
die entsprechend dem Vektor s aufgebaut sind, fiir die Aufstel-
lung der geometrischen Matrix die Matrizen N,M und L. Zur Be-
rechnung der Werte in n, N und L werden die Spannungswerte der
Mittelfldche verwendet (s b2zw. S ), flir die Berechnung von m

und M die Randspannungswerte an der Oberfléiche (s1und S1).

Innere Kréfte (Knotenkrdfte) : (2.13)

i = }/;f(B;rn)dA

i}

T
F, ;/;f ( By n+ Bgm) da




Pefinition von N,M,L : ‘ (2.14)
N = S s dz N = S_h
0
h
M = [ 8% dz elastisch——®» M = S1h2/6
h
=2 4= 3
L = [ S8 z°dz L =S, h” /12
0
h
Index 0 : konstanter Anteil -der Spannungen
Index 1 : linear verianderlicher Anteil (Randspannung)
Aufbau der Matrix N und des Vektors n
n, . = S s.. dz
1] h b
n = n,. n ) So ¥
[ 11 22“33”12“13“23]
~ S‘]
n = n n «
112 13 noo
n n n = f
12 P22 M3 N e no
n._n_n f
13 23 33 °c o n

Die Matrix N enthdlt die Membrankridfte und die Querkrédfte, die
Matrix M die Biege- und Drillmomente. Diese Interpretation
gilt bei Verwendung eines lokalen Koordinatensystems in der

Schalenflédche.

2.3.1 Materielle Nichtlinearitat

Die analytische Integration der Gleichungen 2.11 und 2.14 ist
bei materieller Nichtlinearitdt nicht mehr mdglich. In diesem
Fall ist eine Schichtintegration /40/ notwendig, die numerisch

mit Gauss- oder Simpsonintegration ausgeflihrt wird. Letztere
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hat den Vorteil, daB Punkte auf den Oberflichen vorhanden
sind. Alle Beispiele in dieser Arbeit sind mit Simpsoninte-

gration berechnet.

Die gezeigte Vorabintegration enthdlt bei einer geometrisch
linearen, materiell nichtlinearen Berechnung einer Platte kei-
ne Vernachldssigungen und bei Schalen nur die Annahme der
Krimmung der Mittelflidche fiir Innen- und AuBenseite der Scha-
le, d.h keine Abhdngigkeit von der Dickenrichtung. Bei einer
Plattenrechnung entstehen exakt die gleichen Matrizen, wie bei
einer Integration des Gesamtausdrucks der Gleichung 2.7 lber
das Elementvolumen. Dies unterscheidet das hier gewdhlte Vor-
gehen von der Darstellung in /39/, da dort die Matrix Q nicht
berlicksichtigt ist wund die Matrix R ebenso wie die Matrix L
nur ndherungsweise berechnet wird. AuBerdem wird dort die
Schichtintegration der Dickenrichtung fiir die Matrizen D,N,M
mit der Rechteckregel ausgefiihrt, was eine relativ hohe Zahl

von Schichten erfordert.

Ndherung fiir die Matrizen R und I nach /39/ : (2.15)

R = D n?/12

L = N n%12

Mit Vergleichsrechnungen wurde festgestellt, daB bei derar-
tigen Vernachldssigungen fiir unterschiedliche Steifigkeitsver-
hdltnisse an der Ober- bzw. Unterseite (z.B. Stahlbeton im Zu-
stand II) keine Konvergenz mehr erreicht und die Traglastrech-

nung abgebrochen wird. Die Ersparnis an Rechenzeit bei Verwen-
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dung der Ndherung nach 2.15 ist nur sehr gering, wihrend die
Vernachlissigung der Matrix Q die Erstellung der Steifigkeits-
matrix um etwa 10% beschleunigt. Der Gesamtanteil der Dicken-
integration an der Ldsung eines nichtlinearen Problems ist
aber nicht grdBer als 15%, so daB die genaue Berechnung ver-

wendet wird.

2.3.2 Geometrische Nichtlinearitdt

Die oben beschriebene Vorgehensweise ist im geometrisch line-
aren Fall und bei der "Updated" Lagrange Darstellung ohne wei-
tere Einschrédnkungen brauchbar. Im Fall der totalen Lagrange
Formulierung erscheint das Problem, daB die Ableitungen der
Anfangsverschiebungen in der Matrix B enthalten sind und somit
eine weitere Abhingigkeit von % vorliegt. Die Vernachldssigung
dieser Abhdngigkeit wvon Z bedeutet, daB die Verschiebungen
iber die Elementdicke als konstant angenommen werden.
Abschidtzungen iiber die GrdBe des Fehlers missen iber Ver-

gleichsrechnungen erfolgen.

Bei der Entscheidung flr die U.L Formulierung in voriiegender
Arbeit war nicht dieser Aspekt maBgebend, sondern die Tatsa-
che, daB bei der totalen Lagrange Formulierung ein deutlich
héherer Programmieraufwand vorliegt und dementsprechend mehr

Rechenzeit verbraucht wird.
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2.3.3 Rechenzeitvergleiche

vergleichsrechnungen mit Vorabintegration und Integration des
Gesamtausdrucks iber die Elementdicke ergeben ein Verhiltnis
von 1:1.5 bei der Aufstellung der Steifigkeitsmatrix mit ela-
stischem Materialgesetz. Die Reduktion von 2 Gausspunkten iiber
die Dicke auf einen Punkt fiihrt also nicht auf die halbe Re-
chenzeit. Dies ist durch einen hdheren Programmieraufwand be-
dingt, da die getrennte Ausfihrung von Matrix-Multiplikationen
mehr Rechenzeit bendtigt. Deutlich héher fAllt die Ersparnis
an Rechenzeit bei nichtlinearem Materialgesetz aus. Hier liegt
das Verhdltnis bei 1:3, wenn eine Simpsonintegration mit 7
Punkten (6 Schichten) liber die Elementdicke verwendet wird.
Genauere Angaben {iber die Rechenzeitverteilung bei einem
nichtlinearen Rechenlauf sind am Ende dieses Kapitels angege-

ben.

2.4 Integration in der Elementebene

Normalerweise wird die numerische Integration nach Gauss in
der Elementebene eingesetzt. Dabei ist je nach Elementtyp eine
unterschiedliche Integrationsordnung, d.h. eine andere Anzahl
von Integrationspunkten erforderlich. Die folgende Ubersicht
gibt die (bliche Anzahl von Integrationspunkten filir die ver-

schiedenen Elementtypen an.



Lineare Elemente (4 Knoten) 2*2 Gausspunkte
Quadratische Elemente (8,9 Knoten) 3*3 "
Kubische Elemente (12,16 Knoten ) 4%4 "

Quartische Elemente (16,25 Knoten) 5*5 "

Die Anzahl der Gausspunkte richtet sich nach dem Grad des zu
integrierenden Polynoms. Mit n Punkten kann ein Polynom vom
Grad 2*n-1 exakt integriert werden. Angewandt wird die Inte-
gration auf den Ausdruck B'D B dA, so daB die Ordnung dieses
Integranden entscheidend ist. Fiir ein ebenes, unverzerrtes
Plattenelement enthadlt die Matrix B Polynome vom Grad m, wenn
m die Ordnung der Ansatzfunktion ist. Dies resultiert aus der
Tatsache, daB auch bei der Ableitung nach der Richtung r, die
zwelte Richtung s mit der Ordnung m erhalten bleibt. dA ist in
diesem Fall unabhdngig von r und s, so daB sich ein Polynom
dér Ordnung 2*m ergibt, das mit m+l Punkten, flir jede Rich-

tung, exakt integriert wird.

Diese Integrationsordnung wird im folgenden immer als
vollstidndige Integration bezeichnet. Bei gekrilimmten Elémenten
ist durch die Transformation der Ableitungen lokal-global und
des von r und s abhidngigen Differentials dA, keine exakte In-
tegration mehr moglich. Es hat sich aber gezeigt, daB die
normale Integrationsordnung ausreicht und eine Erhdhung der
Anzahl der Gausspunkte keine wesentliche Verbesserung der Er-

gebnisse bringt.
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2.5 Darstellung der Energieanteile

Flir selektive Integrationsverfahren ist eine getrennte Dar-
stellung der Energieanteile der Steifigkeitsmatrix {(Gleichung
2.7) erforderlich. Dabei wird zusdtzlich zur Zerlegung der
Matrix B noch eine Aufspaltung der Materialmatrix D in Men-
bran- und Querschubanteile vorgenommen. Um die folgenden Ab-
leitungen zu vereinfachen, wird ein ebenes, unverzerrtes Ele-
ment in der x-y-FEbene vorausgesetzt, womit der Platten- und
Scheibenanteil entkoppelt dargestellt werden kann. Bei einem
gekriimmten Schalenelement sind die Ausdriicke komplizierter, da
die Ableitungen nach der Richtung z an den einzelnen Knoten
nicht mehr verschwinden. Die vollstdndige Verzerrungsenergie
aus Platten- und Scheibenanteil setzt sich aus Membran-, Bie-
ge- und Querschubenergie zusammen. In den folgenden Glei-
chungen sind u,v,w die Verschiebungen der Mittelfliche. Die
Rotationen sind so definiert, das a Verschiebungen in x-Rich-
tung und B Verschiebungen in y-Richtung erzeugt. Dies sind die

iblichen Platten~ und Scheibenfreiheitsgrade.

Verschiebungen und Rotationen Platte + Scheibe

Yy
Platte
—Ii—&-
—
u X
Scheibe
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Mit

diesen Definitionen ergibt sich die Verzerrungsenergie

einer Platte erweitert um die Membranenergie des Scheibenan-

teils
1.Anteil Membranenergie : (2.16)
1 8u2 2 - ’
oo JUE 2y g Gt Y (e gn ) an
2.Anteil Biegeenergie : (2.17)
a1 aaz da 38 38,2, 1-=v 3o 3B 2
74 ﬂ{ VBXWJ((W) + (W*“g;) } daa
B:Anteil Querschubenergie : (2.18)
1 Eh dw 2 aw 2
Vol ey {(s= =a)® + (== -8 4
i T+v }{J’ X (By )° 1 da
Es soll jetzt gezeigt werden, zu welchem Energieanteil die

verschiedenen Ausdriicke der Gleichung 2.10 Beitrdge liefern.

Dazu ist zuerst noch eine Aufspaltung der Materialmatrix not-

wendig.
Membran- und Querschubanteile Materialmatrix (2.19)
1y k ... schubkorrekturfaktor (5/6)
v | 7
%
D = —1E—T ° i Membran | © o
™ Y 2
2 /
1-v,
5k o o o
1-v,
—E—k Dm .. Membran DS. . Querschub

AnschlieBend werden die Elemente der Matrix B in einem lokalen

Koordinatensystem aufgestellt, das bei der Platte mit dem glo-
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balen Koordinatensystem ibereinstimmt. Es zeigt sich, daB die

Einzelmatrizen B1,B2,B3 teilweise sehr schwach besetzt sind,

was bei der Programmierung berlicksichtigt werden sollte. Die

Elemente der Matrix B sind nur in einer abgeklirzten Symbolik
dargestellt. Die genaue Definition dieser Symbole ist bereits
im Kapitel 2.3 erklirt.
Matrix B im lokalen Koordinatensystem (2.20)
Yot M3 s o by A
R .
K "4 0 -1
- Tw=|-1 0
) b2 . J nex
%
d)'2 4)'1 “Pr] '¢/2 2
4)"] -1 X!
4’/2 -1 Schale
By B, By

Verschiebungen und Rotationen werden fiir die nachfolgende Zer-

lequng in einer passenden Vektorform bendtigt, die eine Zuord-

nung zu den oben verwendeten Plattenfreiheitsgraden ermdég-
licht.
Definition der Verschiebungen und Rotationen (2.21)
X,
>3 ui i
v ? 59
u = v = u; r = 1
r i AU
3
Verzerrungsenergie eines Elements (2.22)
1
U= 5feceav = 3 [ uTBc B u av
Ve Ve




: . T
1 B DB 6.0 B/-D, B, /
T
20 B D, B o 70 BL-D B,
i<
T, T
3.0 By'R B, 8. By-R B, o
7
T, T
4 B1 m 82 (o] 9.} B1 D Bz
> Bg' W By o 10.) B+ DB,
TrnT
1.) V'B1'Dm' B1'V e vollsténdige Membranenergie
3.) rTB':I;‘R.B?’.r —) vollstédndige Biegeenergie
m
™ p. 1 Eh 3
s.>vB1D581v —_ Z'1+v'“a‘¥ 2+(_g_¥)2}
TRT 1y . 1 . Eh
7.>rBZDSBzr ———h Z'm'{“2+32}
TnT 1 Eh _ oW Iw
o) V'BI-D_B, T — BBy
1 Eh ow W
10.) rTBL DB, v — e s 3

Bild 10.

Energieanteile der Steifigkeitsmatrix
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Das Bild 10 auf Seite 34 zeigt die Zuordnung der Energiean-
teile der Steifigkeitsmatrix zu den VerschiebungsgrdBen in
einer schematischen und formelmdBigen Darstellung. Im Regel-
fall werden die Schubenergieterme 6~10 alle gemeinsam inte-
griert. Es gibt aber auch Vorschldge, die verschiedenen An-
teile unterschiedlich zu integrieren /41/, um die im folgenden
behandelten "Locking" Phdnomene zu vermeiden. Diese Vorgehens-
weise wird als selektive Integration ("selective reduced inte-
gration") ‘bezeichnet. Der Rechenaufwand steigt mit zuneh-
mender Zerlegung an, da mehr einzelne Matrix-Multiplikationen

erforderlich sind

2.6 Elementverhalten - degenerierte Elemente

Das bereits erwdhnte Problem des "Locking" bei den degenerier-
ten Elementen wird in den beiden folgenden Kapiteln genauer
untersucht. Sowohl "Shear Locking" als auch '"Membrane Lok-
king" sind abhdngig vom Elementtyp und damit von der verwen-
deten Interpolationsordnung. Bei hochwertigen Elementtypen,
z.B. dem kubischen Sl6-Element tritt im praktisch interes-
santen Bereich kein "Shear Locking" auf und das “Membrane Lok~-
king" nur in abgeschwidchter Form. Bei den niedrig interpo-
lierten FElementen - S4,58,S9 - sind beide "Locking" Phidnomene
kombiniert vorhanden. Die intensive Forschung auf diesem Ge-
biet hat sowohl Ursachen untersucht, als auch Methoden zur
Uberwindung der Probleme aufgezeigt. Einzelne Ergebnisse wer-
den im folgenden dargestellt. Ausfiihrliche Untersuchungen zum

Elementverhalten sind in /42/,/43/, /44/ enthalten.
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2.6.1 "Shear Locking"

Bei diinnen Tragwerken ist die Annahme unabhdngiger Ansitze flr
die Querverschiebungen und Rotationen nicht mehr gerechtfer-
tigt. Bei geringer Elementdicke tritt eine Kopplung zwischen
pbeiden Variablen auf, die der zweiten Bernoulli-Hypothese -
Normale bleibt wihrend der Verformung normal - entspricht.
Dies wird im folgenden auch als Kirchhoff-Bedingung bezeich;
net. Das Elementverhalten, aufgetragen iber den Parameter
a/h, zeigt im ndchsten Bild den Effekt des "Shear Locking" flr
die Elemente $4,S8 und S12. Es handelt sich dabei um eine
Platte mit der Seitenldnge a und der Dicke h mit Navier-Rand-

bedingungen unter Gleichlast.

v Die Zahlen
¥s011 den Klammer
1.0 AN B geben die A
zahl der EIL¢
sS4 (144) mente im PLi
s8 (16) tenviertel .

s12 (9) aus /44/

N\

10 100 1000 10000
plattenschlankheit a/h

Bild 11. Elementverhalten - "Shear Locking"

Die Kirchhoff-Bedingung wird liber die Schubsteifigkeit, die
als Penalty-Faktor betrachtet werden kann, in die Steifig-
keitsmatrix eingebracht. Bel der beschrédnkten Genauigkeit der
Zahlendarstellung in einem Rechner, ergibt das Produkt aus
groBer Schubsteifigkeit und verschwindender Schubverformung

nicht Null. Die eigentlich lastabtragenden Biegeenergieanteile
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verschwinden aus den Steifigkeitstermen und es bleibt nur die

sehr kleine Schubverformung librig.

Die Abhdngigkeit des “"Shear Locking" von der Ordnung der An-
satzfunktionen ist aus dieser Erkldrung aber nicht zu ersehen.
Hier bietet sich eine in /41/ entwickelte Darstellung an, mit
der gezeigt wird, daB lineare Elemente bei vollstdndiger Inte-
gration die Kirchhoffbedingungen im Elementmittelpunkt
erfiillen. Neben diesen erwlinschten und notwendigen Kirchhoff-
bedingungen im Mittelpunkt existieren noch unerwiinschte Bedin-
gungen, die fir das "Shear Locking" verantwortlich sind. Diese

Darstellung aus /41/ wird im folgenden kurz wiedergegeben.

Formdnderungsenergie Platte : (2.23)

U = h3 {W(_]E—::m Ajj' (Biegeenergie aus o und 3) dA
e

E 1

9w 2 9 2
+ k m—*\;-)‘ h—zAff [(a—x-on) +(-5‘¥'"B)]dA}
e

Hierin ist k der Schubkorrekturfaktor, h die Plattendicke und
A die Fldche des Elements. Der Vorfaktor des zweiten Aus-
drucks (Schubenergie) wird fir kleine Plattendicken h immer
grdésser, der Gesamtausdruck des zweiten Integrals geht aber
auf Grund der verschwindenden Schubverformung gegen Null. Dies

stellt die Kirchhoffbedingung im Sinne der Penalty~Methode

dar.
Zwangsbedingungen bei h --> 0 : (2.24)
ow _ _ ow _ _
(5; a) = 0 (W By =0
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Die Verzerrungsenergie wird jetzt unter Verwendung eines Ele-
ments mit linearen Ansdtzen fir die Verdrehung a und die Quer-

verschiebung w ausgedrickt.

Lineare Ansidtze flir w und o : (25)

@ =a +a;x ta,y+ta;xy

AW _
W= bO + b1 X + b2 y + b3 Xy % = b1 + b3 vy
w = (b b ) + + X
5z~ @ = (by —ag) + {by - ay) vy +ayxtagxy

Zur Vereinfachung wird nur noch die x-Richtung betrachtet. Der
entsprechende Schubanteil aus Gleichung 2.23 wird mit 2%2
Gausspunkten ilber die Elementflache integriert. Die Koeffi-
zienten ag-aj und b, ~bs kdnnen zusammengefaBt werden und erge-
ben aus dem Vergleich mit den Gleichungen 25 Bedingungen £ir

den Elementmittelpunkt (x=y=0).

Integration Schubenergie x-Richtung (2.26)
2
B _ 12 ga = Bw_ )2 ,ac 3 (dw_ .2
AU(S—X—O.) da = 4ab {(BX a)g + 5 v (5 )5
e
S T G L e
3 X ‘o 9 dx 9y ‘o
a,b ... Elementabmessung (...)o = Wert in Elementmitte

Die wunterstrichenen Terme sind Uberzdhlige Bedingungen und
fihren zu einem Blockieren des Elements. Gelingt es nun durch
eine andere Wahl der Integrationspunkte, die lberzdhligen Be-
dingungen zu eliminieren, erhdlt man ein Element, das kein
"Shear Locking" und auch keine ‘"Zero-Energy-Modes" enthdlt.
Dies 1ist im Kapitei " gpezielle selektive Integrationsverfah-

ren" auf Seite 50 gezeigt.

_38...



2.6.2 "Membrane Locking"

Das bei gekrimmten Schalenelementen auftretenden "Membrane
Locking" &uBlert sich in einem sehr schlechten Konvergenzver-
halten der Elemente. Das Bild 12 auf Seite 39 zeigt das Ele-
mentverhalten von verschiedenen Elementtypen bei der Berech-
nung einer Kreiszylinderschale unter zwei Einzellasten. Aus
dem Diagramm ist zu ersehen, daB auch das kubische Sl6-Element
nicht frei von "Membrane Locking" ist. Das Element liefert al-
lerdings noch relativ gute Ergebnisse. Bel reduzierter Inte-
gration des Membranenergieanteils wird die Konvergenz bei al-

len Elementen deutlich verbessert.

red. = reduzierte Integration (3*3 Punkte)

ip

Endquerschnitte
f p Ausgesteift (starr)

| | | ] -
1000 2000 3000 4000

Anzahl der Unbekannten

Bild 12. Elementverhalten - "Membrane Locking”

Die Ursache des "Membrane Locking" liegt im Auftreten von deh-
nungslosen Verformungen die von den Ansatzfunktionen bei
gekrimmter Elementgeometrie nicht richtig abgebildet werden.
Dies trifft vor allem auf die quadratischen Elemente (S8,59)
zu, wo dieser Effekt am deutlichsten zum Ausdruck kommt., Eine

ausflihrliche Untersuchung iber die Eigenschaften der Ansatz-
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funktionen ist in /45/ am Beispiel eines gekriimmten Balkenele-
ments enthalten. Hier soll nur eine einfache Betrachtung eines

schwach gekrlimmten Elements die prinzipielle Problematik dar-

stellen.
Dehnungsanteile aus der Elementkrimmung (2.27)
v Yy
2 M
/’*M u:—éﬁax
M2
I ' v o=7Et X
i | X 2,4
=a X
E ! w7
_du ov 3y
quadratisches Element 3 Knoten Cxx~ BX 3% Bx

Untersuchung des Verlaufs der

Langsdehnung bel reiner Biegung e = ===

Annahme: schwache Krlimmung

Aus den Formeln 2.27 ist zu ersehen, daB bei einer 2-Punkt
Gaussintegration die unerwiinschten Dehnungen der Mittelfléche
bei reiner Biegung verschwinden, da die Gausspunkte bei x= 1/V3
liegen. Das Element ist mit dieser Integrationsordnung wieder
brauchbar, enthdlt aber jetzt "Zero-Energy-Modes", so daB an-
dere Probleme auftreten kdnnen, die in einem spdteren Kapitel

beschrieben sind.

Eine zweite M8glichkeit der Uberwindung des Problems "Membrane
Locking” bietet die Facettierung, d.h. die Elemente werden oh-
ne Krimmung verwendet., Dies ist allerdings nur bei abwickel-
baren Flichen mdglich und widerspricht eigentlich der Verwen-
dung von isoparametrischen Elementen, die ja gerade zur Abbil-
dung gekrliimmter Geometrien mit diesem Ansatz verwendet werden.
DaB bei der Facettierung Vorsicht geboten ist, zeigen zwei

Beispiele aus /46/, in denen bei geringer Anzahl von Elementen
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eine deutliche Abweichung von der exakten LOsung zu sehen ist.
Das Konvergenzverhalten des S9-Elements ist besonders zu be-
achten, da mit 4 Elementen bereits eine gute Ldsung erscheint,
was sich aber bei einer Elementverdichtung in der Facette als

nicht richtig herausstellt.

2.7 Integrationsverfahren - Allgemeines

Das unbefriedigende Verhalten der niedrig interpolierten Ele-
meénte hat schon sehr frih zur Anwendung der reduzierten Inte-
gration gefiihrt /35/,/37/. Die anfidnglich sehr suspekt er-
scheinende Methode, ist inzwischen durch weiltere Forschung in
ihrer Wirkung genau untersucht worden. Verschiedene Verfahren
stehen zur Verfligung, die alle das Ziel haben, moglichst ein-
fache Elemente, z.B lineare 4-Knoten Elemente, allgemein an-
wendbar 2zu machen. Das groBte Problem ist dabei die
Zuverldssigkeit, da die bisher vorgestellten Verfahren nicht
bei allen Anwendungen gleich gut arbeiten. So bleibt beim Ein-
satz dieser Elemente fiir ein System mit unbekanntem nichtline-
aren Verhalten immer eine gewisse Unsicherheit, ob nicht das
Element flir eventuell auftretende Konvergenzprobleme verant-
wortlich ist. Notwendig sind dann Kontrollrechnungen mit
hdherwertigen, zuverladssigen Elementen (z.B. $16), die eine
entsprechend hdhere Rechenzeit haben. In den folgenden Kapi-
teln werden die unterschiedlichen Verfahren im Hinblick auf

die jeweiligen Vor- und Nachteile untersucht.
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2.7.1 "Zero-Energy-Modes"

Ein wesentlicher Aspekt bei reduzierter Integration sind die
"Zero-Energy-Modes", so daB dieses Phinomen im folgenden ge-
nauer beschrieben wird. Eine Eigenwertanalyse einer Element-
oder Systemsteifigkeitsmatrix ohne Lagerungen ergibt Null-Ei-
genwerte, deren Eigenformen die Starrkdrperverschiebungen dar-
stellen. Wird das Element oder System statisch bestimmt gela~
gert, missen diese Nulleigenwerte verschwinden. Bei den redu-
zierten Integrationsverfahren der degenerierten Elemente zeigt
sich nun, daB trotz statisch bestimmter Lagerung noch
zusdtzliche Null-Eigenwerte auftreten, deren Ursache eine in-
nere Kinematik der Elemente ist. Im englischen Schrifttum hat
sich dafir die Bezeichnung "Zero-Energy-Modes" eingeprdgt und

wird im weiteren mit ZEM abgekiirzt.

Elementtyp vollst.red. Anzahl der ZEM im
Integration Element System

5S4 1*1 6 6

S8 2%2 2 [

S9 2%2 7 7

Slé6 3*%3 6 6

Tabelle 1 : Eigenwertanalysen am Element und System

Tabelle 1 zeigt das Ergebnis von Eigenwertanalysen am Element
und am System. Das Element ist statisch bestimmt gelagert,
beim System, ein Ausschnitt einer Kreiszylinderschale mit 7#%7
Knoten, sind die Verschiebungen an allen 4 Eckpunkten
unterdriickt, Diese Lagerung ist bereits statisch unbestimmt,
verhindert deshalb aber keine zusitzlichen ZEM. Dies wurde

durch Vergleiche mit statisch bestimmter Lagerung festge-
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Bild 14. ‘“"Zero-Energy-Modes" Einzelelemente

stellt. Einige ZEM der Elemente sind im Bild 14 auf Seite 44

flir verschiedene Elemente dargestellt,

Der EinfluB der Randbedingungen auf die ZEM wird am Beispiel
einer Platte gezeigt. Die quadratische Platte ist mit 4*4 S4-
Elementen idealisiert und wird flir eine Eigenwertanalyse der
Systemmatrix verwendet. Dabeil werden alle Freiheitsgrade in
der Ebene (Scheibenanteil) unterdriickt, womit je Knoten nur
noch 3 Freiheitsgrade vorhanden sind. Es treten im Vergleich
zur oben untersuchten Kreiszylinderschale, hier sind je Knoten
5 Freiheitsgrade vorhanden, keine ZEM des Scheibenanteils auf.
Das S4-Element enthdlt 2, das S9-Element 3 ZEM aus dem Schei-
benanteil. Das Bild 15 auf Seite 45 zeigt die Verdnderung der
Anzahl der ZEM mit den Randbedingungen. Entscheidend flr das
Elementverhalten sind die Festhalterungen der Querverschiebung
(w). Werden bel zwel nebeneinander liegenden Knoten die w-
Verschiebungen unterdrickt, verschwindet dieser "hourglass-

mode" und die Rechnung liefert brauchbare Ergebnisse, trotz
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Symbole :

Platte mit

3 Freiheitsgraden @ Verschlebung w=0
je Knoten A Rotation Ag=0
4x4 - S4 Elemente > Rotation A¢=0
1*1 Integration -——Navierrand

=== freier Rand

4 ZEM
w oszillierend

3 ZEM
w brauchbar

keine ZEM !

Bild 15, "Zero-Energy-Modes" und Randbedingungen

1.0
a ... Seitenlidnge der Platte
h ... Plattendicke
1.0 [~ =
w
wsoll w
) Ysoll]
0.5 i 0.5 F—
5x5
eingespannte L'i
Platte 4x4 0.0
. 2 4 6 8
Elemente je Plattenseite
0.0 fir a/h=1000
102 100 10 408 g

Bild 16, S8~-Element mit reduzierter Integration
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susitzlicher ZEM in den Rotationen. Im Mittelpunkt des Ele-
ments - dies ist hier auch der Integrationspunkt - ergibt die
Mittelbildung aus den 4 Knotenwerten der Rotationen den rich-
tigen Wert, mit dem die Spannungen auBerhalb der Mittelfl&che
berechnet werden Kkdnnen. Diese Tatsache spielt in e%nem
spiteren Kapitel bei der Kombination des S4-Elements mit

hdherwertigen Elementen eine Rolle.

Aus der Tabelle 1 ist zu sehen, daB beim S8~Element keine ZEM
in der Systemmatrix enthalten sind. Damit bietet sich dieses
Element fiir eine allgemeine Anwendung an, da es mit 2*2 Gauss-
punkten sehr effektiv arbeitet. Es zeigt sich aber, daB das
"Shear Locking" nicht vollstdndig beseitigt ist (Bild 16 auf
Seite 45). Bei Systemen mit sehr vielen Halterungen (z.B.
eingespannte Platten) tritt ein schwaches Blockieren des Ele-
ments auf. Dies kann aber durch eine mdBfige Elementverdichtung
beseitigt werden. Zur Uiberpriifung der Ergebnisse ist dann der
Einsatz eines S9-Elements zu erwdgen, da bei vielen Halterun-
gen die ZEM ausgeschaltet sind. Der Ubergang vom einen zum an-
deren Element ist .durch Mitnahme des Mittelknotens bei der
Idealisierung einfach mdglich. Man muf nur bei den S8-Elemen-
ten die Freiheitsgrade der Mittelknoten vollstdndig
unterdriicken. Stimmen beide L&sungen im wesentlichen Uberein,
ist das S8-Element fiir die weitere nichtlineare Rechnung wirt-

schaftlicher.
Das in der Tabelle nicht enthaltene Sl2-Element hat bei 3*3
Integration keine ZEM in der Elementmatrix. Die Systemmatrix

ist also bei dieser Integrationsordnung niemals singuldr. Das
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Element ist trotzdem nicht brauchbar, da das "Shear Locking"
nicht beseitigt wird. Aus diesem Grund wird dieser Elementtyp

im weiteren nicht mehr untersucht und auch nicht verwendet.

2.7.2 Reduzierte Integration und "hourglass-—control"

Die bei den Eigenwertuntersuchungen verwendete vollstdndig re-
duzierte Integration ist sehr effektiv und kann vor allem ohne
Programmdnderungen angewandt werden. Das Problem der ZEM
schrdnkt allerdings die Brauchbarkeit dieses Verfahrens dann
ein, wenn die Systemmatrix ZEM enthdlt. Das Versagen der Me-
thode ist 1in den meisten F&dllen so offensichtlich, daB keine
Probleme mit der Interpretation der Ergebnisse entstehen. Bei
nichtlinearen Anwendungen ist eine sofortige Divergenz die
Folge. Fehler dieser Art sind also im Regelfall deutlich

sichtbar.

In /33/ ist ein Verfahren zur Kontrolle der ZEM angegeben, was
in Anlehnung an die Form der ZEM als "hourglass-control" be-
zeichnet wird. Bei dieser Methode werden verallgemeinerte Deh-
nungen definiert, die von den ZEM aktiviert werden, beil
Starrkorperverschiebungen aber verschwinden. Mit diesen Deh-
nungen und zugehdrigen verallgemeinerten Spannungen wird eine
sogenannte Stabilisierungsmatrix aufgestellt und zur normalen
Steifigkeitsmatrix addiert. Der Vorteil des Verfahrens ist die
Beibehaltung der 1-Punkt-Integration und damit die Effektivi-
tdt der S4-Elemente. Der Nachteil liegt in der Wahl eines Ska-
lierungsparameters filir die Werte der Stabilisierungsmatrix, da

bei zu groBen Werten das bereits bekannte "Shear Locking", bei

_47..



zu kleinen Werten wieder die Kinematik der ZEM auftritt. Diese
Tatsache schafft Probleme bei der Beurteilung einer Rechnung,
da durch "hourglass-control" die Fehler verkleinert werden
und nicht unbedingt sofort ersichtlich sind. Bei Anwendung
dieser Methode miissen daher mehrere Skalierungswerte unter-
sucht werden, um eine Absicherung der Ergebnisse zu haben. Fir
Parameterstudien mit einmal ‘'geeichtem" Skalierungswert ist

das Element effektiv einsetzbar.

2.7.3 Selektiv reduzierte Integration

Weitaus hdufiger findet man in der Literatur die Anwendung der
selektiven Integration fiir die Aufstellung der Elementmatri-
zen. Dabei wird die Tatsache berlicksichtigt, daB die Quer-
schub - und Membranenergieanteile die Ursache flir das schlech-
te Elementverhalten der niedrig interpolierten Elemente sind.
Nach der Aufspaltung der Energieanteile (siehe " Darstellung
der Energieanteile" auf Seite 31) kann man jeden Anteil mit
einer anderen Anzahl von Gausspunkten integrieren. Dieses Ver-—
fahren wurde erfolgreich bei Plattenelementen eingesetzt /47/,
wobei zu bemerken ist, daB trotz der selektiven Integration
noch 2 ZEM enthalten sind. Punktgestlitzte Systeme sind damit
auch mit diesem Verfahren nicht zu rechnen, da einer der ver-

bleibenden ZEM die w-Verschiebungen beeinfluft.

Bei Verwendung als Schalenelement ist normalerweise eine lo-
kale Formulierung notwendig /25/,/34/, um die Aufspaltung der
Energieanteile durchfiihren zu kdénnen. Lokal bedeutet hier, daB

in jedem Integrationspunkt ein in der Schalenfldche liegendes
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Koordinatensystem definiert wird, in dem die Operator-~ und
Materialmatrizen aufgestellt werden. AnschlieBend muB dann
durch eine Transformation der Steifigkeiten der Bezug zu den
global definierten Knotenvariablen hergestellt werden. Obwohl
die Transformation fir jeden Steifigkeitsanteil an jedem Kno-
ten ausgefiihrt werden muB, ist bei Vermeidung aller Nullopera-
tionen bei der Multiplikation BTD B die lokale Formulierung
glinstiger. Dies ist durch die schwach besetzte Matrix D be~

dingt.

Eine Trennung der Schubenergie ist auch bei globaler Formulie-
rung mdglich. Membran- und Schubanteil der Materialmatrix wer-
den im lokalen Koordinatensystem aufgestellt und anschlieBend
auf das globale System transformiert. Es entsteht im allge-
meinen flir beide Anteile eine voll besetzte Matrix C. Dieses
Verfahren wurde in dieser Arbeit zur Untersuchung des Ver-
haltens der selektiven Integration eingesetzt, da eine Umstel-
lung des bestehenden Programms NISA80 auf lokale Formulierung

sehr aufwendig gewesen wire.

Man unterscheidet bei der selektiven Integration noch zwischen

zwei MOglichkeiten :

1. Reduktion nur fir die Querschubenergieanteile

2. Reduktion Ffilir die Querschub- und Membranenergieanteile

Je nach Elementtyp kann 1 oder 2 notwendig werden, da es davon
abhingt, ob "Membrane Locking" in merkbarer Form auftritt. Die

Biegeenergie wird immer mit voller Integration berlcksichtigt.



Die Effizienz der Elemente wird dadurch verschlechtert, da der
Aufwand der Integration - z.B. 4 Punkte statt 1 Punkt - deut-

lich zunimmt.

2.7.4 gpezielle selektive Integrationsverfahren

Die im Kapitel 2.6.1 gezeigte Darstellung des "Shear Locking"
ergab fiir ein lineares Element neben den Kirchhoffbedingungen
noch zusitzliche Terme, die nicht erwiinscht sind. Vollstdndig
reduzierte und selektiv reduzierte Integration eliminieren
diese Zusatzterme, und zusdtzlich noch eine der beiden Kirch-
hoffbedingungen. Dies kann durch eine weitere Modifikation
der selektiven Integration vermieden werden, indem flir die
Schubenergieanteile der x- und y-Richtung verschiedene Anord-
nungen von Integrationspunkte gewahlt werden. Dieses Vorgehen
ist in /41/ flir das lineare 4-Knotenelement beschrieben. Die
gleiche Anordnung der Integrationspunkte, wenn auch mit einer
anderen Herleitung wird bereits in /30/ verwendet. Beide Ele-
mente enthalten keine ZEM und sind sowohl als dickes wie auch

als diinnes Platten/Schalenelement einsetzbar.

Anordnung der Integrationspunkte 2%1 und 1*2

+y &y
1f2 Integration fir 2*1 Integration fir
. dleaintelle aus @ ® » dieaAnteile aus
aw W
X (aX Ct) X ('5;—8)

Aus der Ubersicht iiber die Energieanteile in Bild 10 auf Seite
34 ist zu ersehen, daB filir eine derartige Trennung die vorlie~

gende Aufspaltung nicht ausreicht. Es missen in den Matrizen



noch weitere Unterteilungen vorgenommen werden, um die x- und

y-Richtung zu trennen, was zusdtzlichen Aufwand bedeutet.

Der groBe Nachteil dieser speziellen selektiven Integration
ist die Abhdngigkeit der Steifigkeitsmatrizen von der Element-
orientierung, da filir den Zusammenbau mit den global defi-
nierten Knotenvariablen gearbeitet werden muf. Dies erfordert,
daB die lokalen Elementkoordinaten mdglichst wenig von den
globalen Koordinatenrichtungen abweichen. Dreht man die Ele-
mente beispielsweise um 90 Grad, so verhalten sie sich wie
normal integrierte S4-Elemente und zeigen ein extremes "Shear
Locking". Der allgemeine Einsatz als Schalenelement ist damit
nicht méglich. Auch ist Vorsicht geboten bel nicht rechtwink-

ligen Plattensystemen.

2.8 Modifikation der Ansatzfunktionen

Eine andere Methode versucht die Probleme der Schubenergie bei
diinnen Elementen mit einer Modifikation der Ansatzfunktionen
zu Uberwinden. Der erste Vorschlag in diese Richtung wurde
fiir Plattenelemente in /48/ mit dem Heterosis-Element vorge-
stellt. Dabei werden unterschiedliche Ansatzfunktionen fiir die
Verdrehungen (S8) und die Verschiebungen (S9) in Kombination
mit selektiver Integration verwendet. Das Element enthidlt
keine ZEM wund zeigt kein *“Shear Locking". Die Programmierung
ist allerdings relativ aufwendig und das Element durch Verwen-

dung von 3*3 Integrationen auch nicht besonders effektiv.
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Neuere Entwicklungen interpolieren unabhidngig die Schubverzer-
rungen mit den diskreten Werten der Elementseitenmitte als
neue Knotenparameter und modifizieren damit die Schubenergie-
anteile der Elementmatrix. Die Stiitzwerte in den Elementmit-
ten sind aus dem Verschiebungsfeld errechnet. In /31/ ist
diese Methode aus der Kombination einer g9-Interpolation fir
die Verschiebungen und einer g4-Interpolation fiir die Verdre-
hungen abgeleitet. Ein Shnliches Element ist in /32/ als Scha-
lenelement hergeleitet und in /50/ die Anwendung dieser Metho-
de auf S8 und S9 Elemente dargestellt. Alle diese Elemente
enthalten keine ZEM und sind sowohl im dicken als auch im
diinnen Bereich einsetzbar. Es tritt kein "Shear Locking" auf.
Mit Verwendung der vollen Integration verliert das S4- und
auch das S8/59- Element viel wvon seiner Effizienz. Dieser
Nachteil muB gegeniiber dem Gewinn an zuverlassigkeit in Kauf

genommen werden.

2.9 Kombination von S4 und S16 Elementen

Die Genauigkeit einer nichtlinearen Rechnung wird von der Be-
rechnung der inneren Krifte, also der rechten Seite der Glei-
chung 2.3 bestimmt. Hierzu wurde die Methode -entwickelt, die
Steifigkeitsmatrix mit einfachen 4-Knotenelementen aufzustel-
len, die rechte Seite hingegen mit dem zuverldssigen Sl6-Ele-
ment zu berechnen. Beide Elemente verwenden dieselbe Knotento-

pologie (9 Elemente S4 = 1 Element S$16).

Eigene Rechnungen mit dieser Methode fiihrten wegen zu grofler

Unvertrdglichkeiten nicht zum Erfolg. Das Problem lag in den



X Integrationspunkte

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
9 S4-Elemente 1 S16-Element
Steifigkeltsmatrix K innere Kriafte F

Bild 17. Kombination S16 - S4-Elemente

Rotationen, die bei den 4-Knotenelementen mit 1-Punktintegra-
tion fast immer Anteile von "Zero-Energy-Modes" enthalten. Nur
im Integrationspunkt des S4-Elements ergeben sich die rich-
tigen Rotationen. Das Sl6-Element verwendet aber andere Inte~
grationspunkte und erzeugt somit sehr groBe Ungleichgewichts-
krdafte. Das Verschiebungsfeld konnte allerdings "konvertiert"
werden, wenn gleichzeitig eine Systemmatrix mit Sl6-Elementen
erzeugt wird. Mit dieser Matrix k&nnen mit einer Iteration
neue, Sl6-kompatible Verschiebungen erzeugt werden. Ein weite-
res Problem ist bei plastischen Berechnungen die unterschied-
liche Lage der Integrationspunkte, da die Spannungen im Inte-
grationspunkt bendtigt werden. Aus diesem Grund wurde die Me-

thode nicht weiter verfolgt.

2.10 Vergleich und Beurteilung degenerierte Elemente

Betrachtet man die isoparametrische Elementfamilie der degene-~
rierten Elemente, so ist bei der Vielzahl der Interpolations-

miglichkeiten und Integrationsverfahren eine Auswahl fir eine



bestimmte Anwendung erforderlich. Die Frage nach dem optimalen

Element kann nicht allgemein beantwortet werden. Einige Vor-

und Nachteile der beschriebenen Elemente lassen sich aber flr

eine Klassifizierung heranziehen.

Sl6

S9

s8

S4

Dieser hochwertige Elementtyp ist immer dann ange-
bracht, wenn ein noch unbekanntes Systemverhalten vor-
liegt. Flir Kontrollrechnungen gegeniiber den niedrig
interpolierten Elementen ist dieses Element in einem
Programmsystem von groBem Nutzen.

Dieses Element erfordert reduzierte Integration und
enthdlt "Zero-Energy-Modes". Selektive Integration be-
seitigt nicht die Probleme der ZEM, da bei gekriimnten
Elementen auch die Membranenergieanteile reduziert in-
tegriert werden missen.

Dieses Element erfordert reduzierte Integration,
enthdlt aber keine ZEM bei Systemen aus 2 oder mehr
Elementen. Das schwache "Shear Locking”" bei einge-
spannten Platten verschwindet bei mdBiger Elementver-
dichtung. Beim Einsatz als Schalenelement bei den in
dieser Arbeit gerechneten Beispielen zeigte sich ein
gehr gutes Elementverhalten.

Dieses Element erfordert reduzierte Integration und
enthdlt ZEM. Alle selektiven Integrationsverfahren
sind gegeniiber dem S8-Element mit vollstdndig redu-
zierter Integration unwirtschaftlicher. Das Element ist
mit einer 1-Punkt Integration und "hourglass-control"
mit bekannten Skalierungsparametern (systemabhangig)

fiir Parameterstudien effektiv einsetzbar und bietet



sich mit dieser Methode vor allem fir dynamische Anwen-

dungen an.

2.10.1 Rechenzeiten

Angaben zur Effizienz von Elementen basieren meist auf Rechen-
zeitvergleichen fiir die Steifigkeitsmatrizen. Dieses MaB ist
allerdings nicht besonders objektiv, da je nach Rechnertyp die
Verhdltnisse unterschiedlich ausfallen konnen. Die Rechenzelt
einer Elementmatrix beinhaltet auch keine Aussage ilber das
Elementverhalten und ist zudem bei einer nichtlinearen Analyse

nicht immer der wesentliche Anteil der Gesamtkosten.

Die Ubersicht in Tabelle 2 zeigt die Rechenzeiten fiir die Auf-
stellung der Elementmatrizen einschlieBlich dem Zusammenbau
zur Systemmatrix. Als System wurde der Ausschnitt einer
Kreiszylinderschale mit 49 Knoten gewdhlt. Die Idealisierung
erfolgte mit 2*2-816, 3*3-S8 und mit 6*6-354 Elementen, denen
immer das gleiche Knotenraster zugrunde lag. Gerechnet wurde
auf einer VAX 11/780 und auf einer IBM 3083. Bei der VAX wird
die CPU-Zeit von der Rechnerauslastung beeinfluBt, bei der IBM
dagegen nicht. Alle Werte sind -auf das S4-Element mit 1*1-In-

tegration bezogen.



Element Integration VAX 11/780 IBM 3083
54 1*1 1.00 1.00
sS4 2*2 3.56 2.76
S8 2%2 2.34 3.01
S8 3*3 5.35 5.04
S9 2%2 2.82 3.65
$S9 3*%3 6.35 6.85

S16 3*3 6.95 6.31
S16 4*4 12.84 11.60

Tabelle 2 : Rechenzeiten Systemmatrix

Die Zahlen der Tabelle 2 zeigen deutlich, daB das 4-Knotenele-
ment nur mit vollstdndig reduzierter Integration effektiv ist.
Selektive Integration ohne lokale Formulierung 148t die Ver-
gleiche gegeniliber den anderen Elementen noch schlechter aus-

fallen,

In der ndchsten Tabelle ist die Gesamtrechenzeit flir ein geo-
metrisch nichtlineares Problem dargestellt. Dabei gehen alle
Komponenten eines Programms in die Berechnung ein und iliber die

Iterationszahl auch das Elementverhalten.

8 ~ Erreichte Endpunkte der
nichtlinearen Vergleichs-
Genaue Geometrie und rechnungen
Randbedingungen siehe =z
2x2 816 = 4
o
2
: /
3x3
x3 8% % 7 -
N S16
. 1 S
Zylinderschale % 4x4 S4 (& > ;::i::
Idealisierung T 84—
1/4 Schale ~4 : L |
4] 10 20 30

Vertikalverschiebung w (mm)

Bild 18. Beispiel Kreiszylinderschale - Rechenzeiten




Die Itérationsmethode der konstanten Bogenldnge /56/ bietet
sich flir dieses Beispiel an, da es sich um ein "Durchschlag-
problem" handelt. Flir alle Elemente wurden 20 Schritte bei
gleicher Anfangsbogenlinge gerechnet. Wihrend der Rechnung
findet eine automatische Anpassung der Bogenldnge statt, die
mit der Anzahl der Iterationen gesteuert ist. Als optimale
Iterationszahl wurde hier 5 verwendet. Alle Elemente erreichen
mit 20 Schritten etwa den gleichen Last- und Verschiebungszu-
stand (siehe LV-Diagramm). Es ergeben sich folgende Rechen-

zeiten (CPU-Sekunden auf der CRAY 1):

Element Sl6 S9 sS4 sS4
Integration 4*4 2%2 1*]1 1*1

+ 2%2
CPU-Zeit 37.33 14.70 9.05 26.41

Tabelle 3 : Rechenzeiten - 20 Schritte nichtlinear

Das schlechte Abschneiden der selektiv reduzierten Integration
(nur Schubenergie reduziert) ist zum Teil auf die globale For-
mulierung zurlickzufilihren. Bei Programmen die mit selektiver
Integration arbeiten, ist alsoc auf die Art der Formulierung zu
dchten. Allerdings wird auch mit lokaler Formulierung die ge-
ringe Rechenzeit der S9-Elemente nicht erreicht. Hier geht
auch das Elementverhalten mit ein, das beim S9-Element zu ei-
ner geringeren Iterationszahl fiihrt und damit die Gesamtzeit

vermindert.
In Bild 19 auf Seite 58 ist ein Diagramm mit der Vertellung
der Rechenzeiten bei einer rein materiell nichtlinearen Rech-

nung gezeigt. Flir ein Plattenviertel, idealisiert mit 2%2-516
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Elementen und 4*4 Integration in der Ebene, sowie 7 Punkten in
Dickenrichtung ist die Verteilung des Rechenaufwands in
Abhingigkeit der Zahl der Inkremente aufgetragen. Dargestellt
sind immer die bis zum aktuellen Schritt aufsummierten Rechen-
zeiten., Der Anteil der Steifigkeitsmatrix umfaBt nur die Auf-
stellung der Elementmatrizen, nicht die Addition zur Systemma-
trix. Der Anteil Dickenintegration beinhaltet die Ausfiihrung
der numerischen Integration der Materialmatrix und die Inte-
gration der Spannungen zu den SchnittgréBen. Dies sind die In-
tegrale der Gleichungen 2.11 und 2.14, Der restliche Anteil
enthdlt Gleichungsaufl®Bsung, Normenberechnung, I/O-Operatio-

nen, Zusammenbau der Systemmatrix.

Mit zunehmender Plastizierung tritt der Anteil der Dickeninte~
gration und Steifigkeitsmatrix immer mehr in den Hintergrund,
wihrend die plastische Spannungsberechnung bereits nach ¢
Schritten etwa 40% der Gesamtrechenzeit ausmacht und das
Verhdltnis bei weiteren Schritten noch weiter zur Spannungsbe-

rechnung verschoben wird.

I/0 - Normen
Gleichungsldser .
Zusammenbau .
Dickenintegration » ,_elasto-plastische
“39%E§ Spannungsberechnung
E— (Subinkrementierung)
Brstellung der N
Elementsteifigkeits— = 54%[
matrizen l ﬁhglgl
l“ VIIIHT[
1 2 3 4 ~—>» Schrittzahl (Inkremente)

Bild 19. Rechenzeitverteilung - Traglast einer Platte
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Die plastische Spannungsberechnung erfolgt im Programm NISA80
mit einer Subinkrementierung zur Integration des differentiel-
len Stoffgesetzes (Prandtl-Reuss). Die maximale Anzahl der
Subinkremente ist auf 20 beschrdnkt. In jedem Subinkrement
wird eine Korrektur der Spannungen ausgefiihrt, um die FlieBbe-
dingung (v.Mises) einzuhalten. Dieser Algorithmus sollte durch
neuere, einfachere Verfahren ersetzt werden, was bei den ge-

zeigten Verteilungen groBe Verbesserungen bringen wird.

Die verschiedenen Vergleiche sollen darauf hinweisen, daB die
Beurteilung der Effizienz von Elementen ein sehr vielschich-
tiges Problem ist. Ein wesentlicher Faktor ist auch die Art
der Programmierung. Der unterschiedliche Programmierstil ver-
schiedener Gruppen kann die Ausfiihrungszeiten ohne weiteres in

einer GrdBenordnung von 30-50% beeinflussen.



3.0 Das DKT-Schalenelement

7u Vergleichszwecken wird das DKT-Schalenelement verwendet, da
es als sehr einfach und effektiv beschrieben wird. Dieses
Element gehdrt in die Klasse der Faltwerkselemente und bildet
die Schalengeometrie abschnittsweise eben ab. Das Element ent-
steht aus der Uberlagerung eines Plattenelements mit dis-
kreten Kirchhoffbedingungen (DKT = Discrete Kirchhoff Theory)
und einem linearen Scheibenelement (CST = Constant Strain Tri-
angle). Wie bereits in der Einleitung erwahnt, ist die Idee
der diskreten Kirchhoffbedingungen bereits in /15/ und /16/
beschrieben. In /19/ ist eine genaue Darstellung flr das
Plattenelement enthalten und in /20/ die Erwelterung auf das
nichtlineare Schalenelement. Das Biegeverhalten des Elements
ist durch den quadratischen Ansatz flir die Rotationen ausge-
zeichnet, wihrend das Membranverhalten ausgesprochen schlecht
ist. Dies ist keine Uberraschung, da das CST-Element bei
Scheibenproblemen sehr langsam konvergiert. Bei nichtlinearen
Anwendungen kann diese Diskrepanz zu folgenschweren Fehlern
fiihren, wie in einem Beispiel am Ende des Kapitels gezeigt
ist. Die grundlegenden Gleichungen und Matrizen werden kurz

dargestellt und eine Beurteilung des Elements gegebeh.

3.1 Ausgangsgleichungen und Ansatzfunktionen

Aus der Verzerrungsenergie des Plattenelements werden die
Schubanteile gestrichen, da bei diinnen Tragwerken der Biegean-
teil {berwiegt. Damit verbleiben im Energieausdruck zur Her-

leitung einer Steifigkeitsmatrix nur noch die Verdrehungen 3.
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Bild 20. Definitionen DKT-Element

Diese Verdrehungen werden mit einem guadratischen Ansatz in-
terpoliert, der in Bild 20 auf Seite 61 angegeben ist. Die Zu-
ordnung zu den Knotenvariablen, die aus den Verdrehungen und
der Querverschiebung w bestehen, bendtigt die diskreten Kirch-
hoffbedingungen, mit denen Rotation und Querverschiebung an
bestimmten Stellen im Element verknlpft werden. Es wird kein
Ansatz flir die Querverschiebung w im Element aufgestellt. Eine
zusdtzliche Bedingung {iber den Verlauf der Rotation Bn langs
des Elementrandes vervollstdndigt die Gleichungen zur Reduk-

tion der 12 Ansatzparameter auf die 9 Knotenvariablen.
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Diskrete Zwangsbedingungen DKT-Plattenelement (3.1)
BX + W, = 0
an den Eckknoten 1,2,3
B+ w = 0
Y Y%
BS + Wig = 0 an den Mittelknoten 4,5,6
8% = 1 sl o+ s)) 1,9 =1,2,3 k= 4,56

Die neuen Formfunktionen H und Hy sind abhangig von den An-
satzfunktionen ¢ und den Koordinaten der Elementeckpunkte. Die

genaue Herleitung ist in /19/ dargestellt.

Interpolation der Rotationen (3.2)
BX = HX u
B =
y Hy u
Steifigkeitsmatrix DKT-Element (3.3)
Y31 He,r " Y92 By
_ 1 _ -
B = 7a X371 Hy,r %12 Hy,s
_X31 Hx,r T X2 Hx,s +y31 Hy,r'*y21 Hy,s
K= ff BT D B da D = D (Biegung)
A
3.2 Nichtlineare Erweiterungen

Im nichtlinearen Bereich kann bei Verwendung von mitgehenden
Elementkocrdinaten die gleiche Vorgehensweise angewandt wer-
den. Erganzungen sind fir die geometrische Matrix notwendig.
Ausgehend vom zweiten Anteil der Gleichung 2.1 wird die geome-
trische Matrix unter der Annahme einer linearen Verteilung der

Verschiebung w lber das Element aufgestellt. Krimmungsanteile
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werden also in der Matrix Kcvernachléssigt. Die geometrische

Matrix ist im Anhang Teil A ausflhrlich dargestellt.

Geometrische Matix DKT-Element (3.4)
KG = jsij énij av nur Normalkrdfte, keine Momente
&n . = 4 su 4 s.. > N (konstant

nlj k,J k,1 13 im Element)

B

u = u ol a

K, i K.=8"NBa

G
u,v,w - lineare Ansitze,
A

damit B unabhdngig von r,s A ... Elementfléiche

Weitere Betrachtungen sind zur Berechnung der Gesamtmomente
erforderlich. Um das Problem der groBen Rotationen zu umgehen,
die bekannterweise keine Vektoreigenschaft besitzen und nicht
transformiert werden kdnnen, wird eine inkrementelle Ermitt=-
lung verwendet. Pir jedes Inkrement werden (ber lineare
Kriimmungs-Verschiebungsbeziehungen die Zuwdchse der Momente
errechnet und zu den bereits vorhandenen Momenten addiert. Die
rechte Seite mit den inneren Krédften wird damit, im Gegensatz
zu den im vorherigen Abschnitt gezeigten degenerierten Ele-
menten, nicht mehr exakt berechnet, so daB die Ldsung von der

Wahl des Inkrements beeinfluBt wird.

Fir die Membrankrdfte wird ein anderes Vorgehen gewdhlt. Hier
kdnnen aus den Differenzverschiebungen der Ausgangslage und
der Endlage (siehe Bild 21 auf Seite 65) die Verzerrungen
ebenfalls mit linearen kinematischen Gleichungen errechnet
werden, solange keine groBen Dehnungen auftreten (Abspaltung

der Starrkdrperanteile).



Alle Steifigkeiten, Krafte und Momente sind lokale GrdBen, so
daB vor dem Zusammenbau der Anteile mehrerer Elemente eine

Transformation lokal-global erforderlich ist.

3.3 Elementverhalten

Das Element wurde mit der dargestellten Formulierung in das
Programm NISA80 eingebaut, um einen Vergleich mit den degene-
rierten Elementen zu erhalten: Die Programmierung ist durch
die vielen Transformationen etwas aufwendig, wenn gleichzeitig
auch noch auf Effektivitdt im Programmcode geachtet werden muB
(z.B. Vermeidung von Nulloperationen). Es wurden mehrere Test-—
beispiele gerechnet, wobei sich bei Plattenanwendungen ein
gutes Elementverhalten zeigte, bei Schalenanwendungen dagegen
einige Probleme auftraten. Beim Beispiel der flachen Kreiszy-
linderschale unter einer Einzellast (Bild 22 auf Seite 65) er-
gaben sich besonders erwdhnenswerte Ergebnisse. Dieses hoch-
gradig nichtlineare System ist zum Test von nichtlinearen Ele-
menten gut geeignet. Die ebenfalls in Bild 22 éﬁf Seite 65 ge-
zeigte Lastverschiebungskurve mit 5*5 DKT-Elementen zeigt im
Anfangsbereich flir die Verschiebung w eine gute Losung, die
allerdings den Durchschlagpunkt, und damit die Traglast, zu
frih erreicht. Der Grund liegt in den viel zu hohen
Normalkriften, die aus einer nicht ausreichenden Idealisierung
kommen und sich im Laufe der nichtlinearen Rechnung aufbauen.
Vergleicht man nun =zur Beurteilung des Netzes nur die Ver-
schiebung am Anfang, so kdnnen gravierende Fehler auftreten.
Die Kontrolle der Krifte ist bei diesem Element unbedingt er-

forderlich.
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Bild 22. Beispiel DKT-Element
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Das Konvergenzverhalten des DKT-Schalenelements ist ebenfalls
kritisch zu bewerten. Die im Bild 22 auf Seite 65 darge-
stellten Lastverschiebungskurven (LV) erforderten deutlich
kleinere Inkremente als die Vergleichsldsung mit degenerierten
Elementen. Bei gleichem Inkrement konnte nur mit der echten
Newton-Raphson Iteration Konvergenz erzielt werden, was aber
die Rechenzeiten stark ansteigen lieB. Die komplette Berech-
nung der LV des DKT-Elements erforderte mehrere Unterbre-
chungen (Restart), da immer wieder eine Korrektur der
Bogenldnge (constant-arc-length-method) erforderlich war. Der
automatische Algorithmus zur Anpassung der Bogenlidnge war beim
DKT-Element nicht ausreichend, widhrend bei den degenerierten
Elementen die komplette Kurve mit einem Rechgnlauf erhalten
wurde. Die Rechenzeiten liegen hdher als bei Verwendung des

Sl6-Elements.

Die Konvergenzschwierigkeiten und damit verbunden der erhlhte
Aufwand an Rechenzeit und Bearbeitungszeit lassen den Einsatz
des DKT-Schalenelements fragwirdig werden. Bel allen Pro-
blemen, in denen die Membrantragwirkung eine groBe Rolle
spielt, ist dieses Element nicht zu empfehlen. Rechenzeitver-
gleiche flr das oben erwdhnte Beispiel fallen sehr unglinstig
aus. Als Plattenelement ist das DKT-Element effektiv einsetz-
bar ; alle Transformationen lokal-global sind dann nicht mehr

erforderlich.
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4.0 Grenzlastberechungen von diinnen Schalen

Die Anwendung von dlUnnen Schalen in druckbeanspruchten Kon-
struktionen ist hdufig mit Stabilitdtsproblemen verbunden. Fir
praktische Anwendungen sind einfache Formeln entwickelt wor-
den, wobei man sich auf einfache Geometrien (Zylinder, Kegel,
Kugel), einfache Lastfdlle (Axlallast, AuBendruck) und ein-
fache Randbedingungen beschrdnken muBte. Das Ziel vieler Ver-
suchsreihen und Parameterstudien ist oft, neue Formeln bereit-
zustellen oder vorhandene zu erganzen, um weitere Einfliisse zu
erfassen. Das Hauptproblem bei der Anwendung solcher '"ein-
facher" Formeln ist die Abgrenzung des Giiltigkeitsbereiches,

teilweise auch ihre komplizierte Handhabung.

Ein anderer Weg zur Ermittlung der Sicherheit gegen
Stabilitdtsversagen kann im Einzelfall mit Hilfe einer numeri-
schen Berechnung beschritten werden. Dazu ist allerdings eine
genaue Kenntnis der Giite des Rechenverfahrens und der
Glltigkeit der Idealisierung notwendig. Die folgenden Kapitel
zeigen die Anwendung der im vorherigen Teil behandelten dege-
nerierten Elemente bei der Berechnung von fliissigkeitsgefiill-
ten Schalen und Vergleiche der Ergebnisse mit Normen und Ver-

suchen,

4.1 Begriffsdefinitionen

Der Begriff Grenzlastberechnungen soll alle Arten von
Versagenszustdnden (Beulen, elastische Traglast, plastische

Traglast) zusammenfassen. FUr eine Unterscheidung der ein-
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zelnen Begriffe wird im folgenden eine kurze Interpretation
gegeben, wie Beullast, Traglast usw. in dieser Arbeit verstan-

den werden.

Mit Beullast ist im allgemeinen eine elastische Grenze defi-
niert, bei der eine Struktur verzweigt. Die Angabe einer
Beulspannung genligt normalerweise nicht, da bei variabler Dik-
ke oder veridnderlicher Geometrie und Belastung der Spannungs-
begriff nicht eindeutig ist. Zur Abgrenzung des elastischen
vom plastischen Beulen ist aber eine Spannungsangabe erforder-
lich. Die Berechnung der Beullast ist nicht immer €&indeutig.
In den meisten Fillen handelt es sich um die lineare Stabili-
tatsberechnung, die mit allen Programmen fiir Schalenstabilitat
ausgefliihrt werden kann. Dabei wird der VergrdBerungsfaktor
eines Grundzustands gesucht, bei dem das System mehrdeutige
Gleichgewichtszustédnde erreicht. Folgender Unterschied muB

beachtet werden :

o per Grundzustand ist ein Membranzustand. Diese Annahme
liegt fast allen analytisch berechneten Beullasten zugrun-
de. Meistens werden die Verformungen des Grundzustands

vernachlassigt.

o Der Grundzustand enthdlt alle Spannungen, d.h. auch Bie-
gestdrungen infolge unvertraglicher Randbedingungen oder
konzentrierter Lasten. Dieser Fall ist bei fast allen Re-

chenprogrammen vorhanden.
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Die Beriicksichtigung eines nichtlinearen Vorbeulverhaltens des
perfekten Systems kann die Ergebnisse ebenfalls deutlich be-
einflussen. Die geometrisch perfekte Kreiszylinderschale un-
ter Axiallast erreicht in diesem Fall bei Beridcksichtigung der
Biegerandstdrung nur noch 873% der klassischen Beullast. In
einigen Fdllen kann sich durch eine nichtlineare Vorbeulrech-
nung die Reihenfolge der Eigenwerte verdndern, z.B. von einer
rotationssymmetrischen Eigenform zu einer nicht rotationssym-
metrischen Eigenform, was auf die Beurteilung des Systems und
auf die Imperfektionsannahmen einen grofen Einfluf hat. Um
eine berechnete Beullast zu bewerten, muB definiert sein, wel-
che Methode zu Grunde liegt und welche Effekte berilicksichtigt

werden.

Der Begriff Beulen ohne weiteren Zusatz wird in dieser Arbeit
flir den geometrischen Effekt, d.h elastische vVorgidnge, verwen-
det. Spielt das Materialversagen eine wesentliche Rolle, han-
delt es sich um eine Traglast. Im Zwischenbereich, bei dem
beide Effekte - Beulen und Materialversagen - zum Tragen kom-

men, ist der Begriff "plastisches Beulen" gerechtfertigt.

4.2 Analytische Berechnungen

Das Stabilitdtsproblem von Schalentragwerken ist in der Lite-
ratur in einer Vielzahl von Verdffentlichungen zu finden.
Stellvertretend sollen hier nur einige zitiert werden. Die Be-
rechnung der Kreiszylinderschale unter Axiallast oder Mantel-
druck findet man in /58//59//60/, die Kegelschale mit gleicher

Belastung in /61//62/. Hierbei handelt es sich um lineare
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Beulanalysen, die von der Differentialgleichung ausgehen und
diese mittels eines Ansatzes flir die Verschiebungen 10sen. Die
Ansdtze gehen von einem {iber die gesamte Schale gleichmaBig
verteilten Beulmuster aus, mit verschiedenen Wellenzahlen in
Umfangs- und Langsrichtung. Untersuchungen an imperfekten Sy-
stemen sind ebenfalls mit analytischen Methoden durchgefihrt
worden. Eine ausfiihrliche Darstellung ilber imperfekte Kegel-

schalen unter Axiallast findet man in /63/.

Fir die Stabilitdtsberechnung mit dem speziellen Lastfall
Flissigkeitsfiillung sind keine analytischen Untersuchungen be-
kannt. Ersatzweise werden die Formeln des axialbelasteten Ke-
gels verwendet, die wegen des lokalen Beulversagens relativ
gute Ergebnisse liefern. Abminderungsfaktoren zur Berlcksich-
tigung der Imperfektionsempfindlichkeit werden aus Versuchen
ermittelt und auf die klassische Beullast des axialbelasteten
Kegels angewandt. Theoretische Untersuchungen parallel zu den
Versuchen wurden in /3/ mit dem Programm BOSOR 4 und in /1/

mit einem anderen Programm fiir Rotationsschalen ausgefihrt.

4.3 Numerische Verfahren - Finite Elemente / Programm

Unter den numerischen Verfahren mit Diskretisierung wird die
Methode der finiten Elemente am meisten eingesetzt, auch wenn
flir Spezialfdlle andere Verfahren (z.B. Differenzenverfahren,
halbanalytische Methoden, numerische Integration) effektiver
sein k&nnen. Der Vorzug der Methode der finiten Elemente liegt

vor allem darin, daB das Verfahren in der Anpassung an die



Geometrie, Lasten und Randbedingungen einer Struktur sehr fle-
xibel ist. Fir alle numerischen Berechnungen in dieser Arbeit

sind ausschlieBlich finite Elemente eingesetzt worden.

Aus den im ersten Teil dargestellten Schalenelementen wird das
degenerierte Element mit variabler Knotenzahl verwendet, Diese
Elemente sind im Programmsystem NISA80 /38/ enthalten. Bei der
Auswahl der Elemente war die Zuverldssigkeit entscheidend, so
daB in den meisten Fdllen das Sl6-Element zum Einsatz kam.
Ergaben Vergleichsrechnungen mit dem S8-Element ein
Ubereinstimmendes Ergebnis, wurden anschlieBende Parameterstu-
dien teilweise mit dem bedeutend billigeren $8-Element
ausgefihrt. Alle rotationssymmetrischen Rechnungen sind mit
einem isoparametrischen 4-Knoten Element (kubischer Ansatz)
ausgefihrt. Das Element entspricht einem Sl6~Element bei
rdumlichen Idealisierungen (Bild 23).

Z

4-Knoten Element (kubisch)
Materialmodell :

~ elastisch

- elasto/plastisch (Schichtenmodell)
Rotationsachse = z-Achse
volle Integration 4 Gausspurkte

Bild 23. 2-dim-degeneriertes Schalenelement in NISA80

Die nichtlinearen Rechnungen verwenden eine inkrementelle
Lastaufbringung mit Iteration in jedem Inkrement. Als Itera-
tionsverfahren wird hauptsédchlich die Methode der konstanten
Bogenldnge /56/ in Kombination mit modifiziertem und echten
Newton-Raphson Verfahren eingesetzt. Mit dieser Methode ist

eine Rechnung in den Nachbeulbereich ohne grofBe Probleme mdg-
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lich. Den plastischen Berechnungen liegt die v.Mises FlieBbe-
dingung und das Prandtl-Reuss-Gesetz zur Ermittlung der Span-
nungen zu Grunde. Die Integration der Werkstoffbeziehung, die
in differentieller Form vorliegt, erfolgt mit einer Subinkre-
mentierung. In jedem Subinkrement wird bei idealer Plastizitdt
eine Korrektur der erhaltenen Spannungen ausgefiihrt, um die
FlieBbedingung einzuhalten. Das Modell 148t isotrope Verfesti-
gung zu; alle folgendern Rechnungen sind aber ohne Verfestigung

gerechnet.

Die Eigenwertanalysen sind mit einem Subspace-Algorithmus
ausgefilihrt, der mit Matrizen in Blockstruktur arbeiteﬁ kann,
so daB keine Beschrinkung hinsichtlich der Problemgrdfe be-
steht. Der Gleichungsaufldser verwendet ebenfalls Matrizen in
Blockform und benutzt innerhalb eines Blocks die "Column-
Height" Technik. Die Speicherung erfolgt allerdings mit der
vollen Bandbreite, so daB eine unglinstige Numerierung zﬁ hohen

I/0~Zeiten fihrt.

Das Programmsystem NISA80 lauft auf den Rechenanlagen der
Universitdt Stuttgart. Die Berechnungen sind im wesentlichen
auf der CRAY 1/M ausgefiihrt worden, teilweise auch auf einer
IBM 3083 oder auf einer VAX 11/780. Die Limitierung der Idea-
lisierung bei einigen Fallen ergibt sich aus den Rechenkosten,
die bei umfangreichen Parameterstudien im plastischen Bereich
nicht unerheblich sind. Alle Verschiebungsbilder sind mit
einem Nachlaufprogramm erstellt, das allerdings keine Algo-

rithmen zur Unterdriickung verdeckter Linien enthdlt.
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5.0 Kegelschale mit Wasserfiillung

Das Interesse an derartigen Konstruktionen ist in den letzten
Jahren durch einige neue Bauwerke angestiegen. Ausgeldst durch
zwel Unglicksfdlle in Belgien wurden in /3/ eine Vielzahl von
Versuchen durchgefihrt, deren Ziel es war, eine Bemessungsvor-
schrift filir diese spezielle Belastung des Kegels zu finden.
Weitere Versuche finden sich in /64/ im Zusammenhang mit der
Bemessung eines Bioreaktors. Das folgende Bild zeigt die
Schnittkrafte nach der Membrantheorie Ffiir einen Kegel mit
Flissigkeitsflillung. %u beachten ist an dieser Stelle die un-
terschiedliche GréBe der Ringmembrankraft ng und der

Langsmembrankraft n, .

n A

Dichte g (10“5 N/mnz)
Flissigkeitsfiillung

Ringkraft n, Lingskraft o,

©

Bild 24. Schnittkrdfte Kegel

DaB bei diesen Konstruktionen iberhaupt ein Beulproblem auf-
tritt wurde anfangs nicht beachtet, da man die entlastende
Wirkung des Innendrucks {iberschidtzt hat. Die GréBe der

Langskrifte n(P nimmt durch den kubischen Verlauf mit kleiner
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werdender Aufstandsfldche stark zu und erreicht je nach Nei~
gung schnell einen kritischen Wert. Die gleichzeitig wirkende
Ringzugkraft stabilisiert die Konstruktion wieder, womit zwei

Fragestellungen aufgeworfen werden :

1. Wie groB ist der Einfluss des Ringzugs auf die Beullast ?

2. Welche Imperfektionsempfindlichkeit 1liegt hier vor?

Betrachtet man zusi3tzlich noch das Materialversagen, so kommt
die Frage hinzu, ob Uberhaupt noch ein Stabilitdtsproblem vor-
liegt, da die hohen Ringzugspannungen bereits frihzeitig zum
FlieBen fihren kdnnen. Diese verschiedenen Probleme werden im

folgenden behandelt.

Ein weitere Schwierigkelt ergibt sich aus der Art des Last~
falls. Fir die Sicherheitsdiskussion und die Traglastberech-
nung kann man mehrere Arten von Uberlasten definieren, die

alle zu verschiedenen Ergebnissen fiihren (Bild 25).

Bild 25, Definitionen von Uberlasten
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1. Erweiterung des Kegels nach oben mit gleicher Neigung und
der FillhShe H als Parameter.

2. Erweiterung des Kegels nach oben mit einem zylindrischen
Aufsatz und ebenfalls der Fillhdhe H als Parameter.

3. Zusatzlasten am oberen Rand, z.B. in Form eines geschlos-
senen Wasserbehdlters, womit nur die Lingskraft erhdht
wird.

4. Verdnderung des spezifischen Gewichts der Fiillung bei

gleicher Flillhdhe.

Alle diese Lastfdlle haben ideellen Charakter, da in einem re-
alen Bauwerk Kkeiner dieser Lastfdlle auftreten kann. Modell-
versuche und Rechnungen kdnnen aber damit ausgefiihrt werden.
In dieser Arbeit wird die Variation des spezifischen Gewichts
bei konstanter Flillhdhe als Lastparameter verwendet. g=1.0
entspricht also normalem Wasser. Falls keine anderen Angaben
gemacht sind, ist beil Traglasten, Eigenwerten usw. immer der

Lastparameter g gemeint.

5.1 Axialsymmetrische Analysen -~ elastisch

Fir die elastischen Untersuchungen wurde ein Modell aus den
Versuchen in /64/ verwendet. Das Ziel der Rechnungen ist aber
nicht der Vergleich mit dem Versuch, sondern die Darstellung
der unterschiedlichen EinfliBe beim Beulen von
flissigkeitsgefiillten Kegelschalen. Das Versuchsmaterial hat-
te ausgepragte orthotrope Materialeigenschaften, die in der
Rechnung nicht berilicksichtigt sind. Ein weiterer wichtiger Un~-

terschied ist die Lagerung des Versuchsmodells. Das in der
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Rechnung verwendete System ist am FuBpunkt fest eingespannt,
das Versuchsmodell hatte im Auflagerbereich eine =zusdtzliche
Folie =zur Verstdrkung. Damit tritt das Beulen im Versuch am
Ubergang vom dicken zum diinnen Schalenteil auf. Eine rota-
tionssymmetrische Untersuchung ergab, daB der EinfluB der ela-
stischen Stilitzung des beulgefdhrdeten Schalenteils nur einen
geringen EinfluB auf die Beullast hat und in den weiteren

Rechnungen nicht mehr bericksichtigt wird.

Die axialsymmetrischen Voruntersuchungen sollten die erforder-
liche Elementanzahl in Langsrichtung herausfinden. Die Berech-
tigung der Verwendung eines axialsymmetrischen Modells ergibt
sich aus der Tatsache, daB die Beullast und die Wellenzahl in
Lingsrichtung nur sehr wenig von der Anzahl der Umfangswellen
beeinfluBt wird. Dies ist aus den Untersuchungen in /64/ be-
kannt. Beim axialbelasteten Kegel oder Kreiszylinder ist diese
Vorgehensweise nicht sinnvoll, da dort die Umfangswellenzahl
die Beulform der LAngsrichtung stark verdndert. Der Wert der
Elementldnge (mm) in Tabelle 6 bezieht sich auf den Beulbe-
reich., Die Tabelle gibt die ersten beiden Eigenwerte einer 1li-
nearen Anfangsbeulanalyse an. Die rotationssymmet?ische Beul-
form ist im Bild 28 auf Seite 78 dargestellt. Ferner ist das
Ergebnis einer geometrisch pichtlinearen Analyse angegeben,

die durch eine begleitende Eigenwertanalyse ergdnzt wurde.
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Modellversuch berechnetes System

|

|
i

Vergleich der
rotationssymmetrischen
Detail Eigenwerte :
Auflagerbereich

mit Verstarkung = 1.584
Einspanrung = 1.590
frei drehbar = 1.418

Bild 26. Unterschiede Modellversuch -~ berechnetes System

e Geometrie und Werkstoff
H = 400 mm
@ R = 243 mm
t = 0.34 mm
a = 30°
E = 4300 N/mm2
v = 0.3
elastisch

Elementtyp 2-dim-deg
mit 4 Knoten (kubisch)

130

Variation der Anzahl
der Elemente in diesem
Bereich. (siehe Tabelle 6)

80 30 60 100

Bild 27. Geometrie und Elementeinteilung Modellkegel
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Elementlange l.Rigenwert 2.Eigenwert

2 * 40.00 3.15 4.20
4 * 20.00 1.78 1.87
5 * 16.00 1.68 1.81
8 * 10.00 1.59 1.61
12 * 6.67 1.56 1.59

Tabelle 6 : Elementldnge - Eigenwerte

Aus den Ergebnissen ist zu ersehen, daB im Bereich der Beulen
eine sehr feine Elementeinteilung erforderlich ist. Fiir die
nicht rotationssymmetrische Rechnung muBte ein KompromiB zwi-
schen Genauigkeit und Aufwand geschlossen werden. Deshalb wur-

de als Elementldnge fur diese Rechnungen 10mm gewdhlt.

2.8 |
begleitende Eigenwerte i

o ’? ? ? i Beulform lineare

o LS ™ ) ! Eigenwertanalyse
E | !
2 : i
o 1.8 I i
bt ! Verschiebung i
e} | i
B ;
§ [ !

-5

A |
2.0 ' ! o
2.0 B.5 1.9 1.5 .

Verschiebung w im Beulbereich (mm)

Bild 28. Ergebnisse der axlalsymmetrischen Rechnungen

Die nichtlineare -axialsymmetrische Rechnung £filhrt bei ela-
stischem Materialverhalten auf keinen Durchschlagpunkt. Die
begleitende Eigenwertanalyse zeigt, daB der Eigenwert mit zu-
nehmender Last auch zunimmt. Das Versagen erfolgt erst bei Be-

trachtung unsymmetrischer Verformungszustéande.
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5.2 Nicht axialsymmetrische Analysen - elastisch

Unter Verwendung der Idealisierung in Langsrichtung entspre-
chend den axialsymmetrischen Rechnungen, werden jetzt nicht
symmetrische Untersuchungen durchgefiihrt. Fir die Wahl des
Sektors miissen normalerweise Voruntersuchungen vorliegen, die
den Ausschnitt fir die Anwendung der Symmetrie festlegen. Die-
se Rechnungen werden am besten mit einem Rotationsschalenpro-
gramm ausgefiihrt, das Fourieransitze in Unfangsrichtung ver-
wendet. Beim hier berechneten System konnte aus /64/ die kri-
tische Umfangswellenzahl entnommen werden. Die Anzahl der not-
wendigen Elemente flir die Umfangsrichtung (eine Halbwelle)
wird durch eine Parameterstudie bestimmt. Bei den hier verwen-
deten Elementtypen sind drei S16 oder vier S8 Elemente aus-

reichend.

Dieser Ausschnitt ist

in den Beul- und

Verschiebungsbildern
dargestellt.

Bild 29. Nicht axialsymmetrische Idealisierung - Kegel




5.2.1 Eigenwertanalysen

Die Belastung erzeugt die in Bild 24 auf Seite 73 darge-
stellten Schnittkraftverldufe nach der Membrantheorie. Die un-
terschiedlichen Vorzeichen von Ringkraft und Langskraft flihren
bei einem allgemeinen Eigenwertldser auf das Problem der nega-
tiven Eigenwerte, die physikalisch dem umgekehrten Lastfall
WasserauBendruck entsprechen. Dieser Beulfall tritt aber bel
bedeutend niedrigeren Eigenwérten auf. Da ein EigenwertlOser
im Regelfall - z.B auch in NISA80 - immer die absolut nied-
rigsten Eigenwerte bestimmt, konnten die gesuchten Werte des
Lastfalls Wasserinnendruck nur mit einer Modifikation des Ei-
genwertldsers des Programms NISA80 erhalten werden. Mit Hilfe
eines Shiftfaktors wird der Nullpunkt der Eigenwertskala in
die N&he des gesuchten Eigenwerts verschoben. Die unerwiinsch-
ten Werte des Lastfalls AuBendruck haben damit einen absolut
grdBeren Wert, als die Eigenwerte des Lastfalls Innendruck.
Das Verfahren ist in der Dynamik zur Konvergenzbeschleunigung
schon lange bekannt -~ flir die Losung dieses Beulproblems ist
es eine Notwendigkeit. Das Vorgehen ist im folgenden kurz dar-
gestellt. K ist die elastische Steifigkeitsmatrix, K; ist die
geometrische Matrix, v stellt den Vektor der Eigeﬁform dar und

XA den gesuchten Eigenwert.

Der Shiftfaktor muB immer entsprechend dem =zu erwartenden
Eigenwert gewdhlt werden, der vom gewdhlten Grundlastniveau
abhdngt. Flr die Kegelschale unter Wasserlast ist bei g=0.1
ein Shiftfaktor von 15, bei g=1.6 ein Faktor von 0.9 angenom-

men worden.



Modifikation des Eigenwertldsers

(Kg + AKg) v =0 H j b
* 1
LKy + (A +nu)K, 1 v =0
G
kleine, negative
* .
K + | = Eigenwerte des
Lt e [ KG) tA KG Iov 0 Lastfalls
* WasserauBendruck
Ke = Ke + U KG A=A+ q

Die Ergebnisse der Eigenwertanalyse des nicht axialsymmetri-
schen Problems zeigen die Uberraschende Tatsache, daB die er-
sten beiden Eigenwerte exakt mit der rotationssymmetrischen
Rechnung {bereinstimmen. Erst der dritte Eigenwert hat eine
unsymmetrische Eigenform, entsprechend dem Ausschnitt mit 12
Wellen in Umfangsrichtung. Die Beulformen sind in Bild 31 auf
Seite 84 dargestellt. Da das endgliltige Versagen unsymmetrisch
erfolgt, muB sich die Reihenfolge der Eigenwerte mit zuneh-
mender Belastung dndern. Dies tritt erst kurz vor dem Verzwei-
gen auf. 1In der Tabelle 7 sind Eigenwerte angegeben, die mit
einer linearen Stabilit&dtsberechnung an zwei verschiedenen
Lastniveaus erhalten wurden. Der Grundzustand ist geometrisch
nichtlinear berechnet, enthdlt also neben allen Spannungen
auch die verformte Geometrie. Der Eigenwert ist mit der Dich-
te des Grundzustands multipliziert und stellt damit eine kri-

tische Dichte dar, bei der das System verzweigen wiirde.
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Beulform Eigenwerte Eigenwerte
bei g=0,1 beil g=1,6
symmetrisch 1.63 1.607
symmetrisch 1.65 1.635
12 Wellen 1.87 1.578

Tabelle 7: Eigenwerte 15-Grad Sektor

Das Maximum der nichtlinearen Rechnung, dargestellt im Last-
verschiebungsdiagramm in Bild 30 auf Seite 83, liegt bei
1.596. Es ist damit niedriger als der Grundzustand g=1.60,
bei dem die Eigenwertberechnung ausgefilihrt wurde. Die Diskre-
panz erkldrt sich aus der Moglichkeit, das perfekte System
Uber das kritische Lastniveau hinaus zu rechnen. Das Programm
muB diesen Zustand allerdings anzeigen, was in NISA80 mit 2
Indikatoren erfolgt. Einmal wird die Determinante der Steifig-
keitsmatrix beobachtet, die beim Uberschreiten eines kri-~
tischen Werts das Vorzeichen wechselt. Allerdings funktioniert
dies nur bei einer ungeraden Anzahl von Eigenwerten, die unter
dem aktuellen Lastniveau liegen, da bei einer geraden Anzahl
Eigenwerte das Vorzeichen positiv bleibt. Deshalb wird in
NISA80 auch die Anzahl der negativen Diagonalelemente angege-
ben, die bei der Dreieckszerlegung der Steifigkeitsmatrix auf-

treten.

In Bild 30 auf Seite 83 sind die Ergebnisse der eigenen Rech-
nung (Kegelschale unter Wasserlast) und die Kurve eines Ver-
suchs aus /65/ gegeniibergestellt. Der Versuch wurde mit dem
Lastfall Axiallast und konstanter Innendruck ausgefilhrt. Die
Reihenfolge der Beulen bei der eigenen LOsung wird durch den

Versuch bestatigt.
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Versuch Kegel unt

.8 I:R'chnung r Axiallast + Innendfuck
.8 e ~ —
o
g
EN-a ?&ﬁ
i ’ Rautenbeule
. perfekter § — e
% Kegel unter — ﬁ )
3@- 6 Wasserlast ?'3 ___|Ringbeule
g E;
o
2.0 . 1 i e o

2.8 Q. 4 B.8 1.2
Axialverschiebung o.Rand (mm)

Axialverschiebung o.Rand

Bild 30. Lastverschiebungskurve Versuch - Rechnung

5.2.2 Geometrisch imperfektes Systenm

Der relativ geringe Abfall der Last im {iberkritischen Bereich
- nur kiinstlich im Rechenmodell zu ermitteln - deutet auf eine
geringe Imperfektionsempfindlichkeit hin, die aber nicht so
grof ist, wie im Fall reiner Axiallast. Die entscheidende
Fraée bei Analysen mit geometrischen Imperfektionen ist die
Annahme der Imperfektionsform und Amplitude. Im wesentlichen

bestehen hier zwei Mdglichkeiten.

1. Uberlagerung von real méglichen, an bereits ausgefiihrten
Bauwerken gemessenen Imperféktionen.
2. Annahme einer vermutlich ungiinstigen Form, z.B. eine der

Eigenformen der Beulanalyse.

In dieser Arbeit wird der zweite Weg beschritten, wobei die
Amplitude bei den folgenden Rechnungen auf die Wanddicke
beschré&nkt ist. Da von vornherein nicht feststellbar ist, wel=-

che Beulform die unglinstigste ist, werden mehrere Berechnungen
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Wasserlast - Eigenwerte und Eigenformen - Grundlast g=0.1

Bild 31. Kegel - Beulformen -~ raumliche Idealisierung
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mit verschiedenen Imperfektionsmustern ausgefiihrt, In /63/
wird ebenfalls darauf hingewiesen, daB eine Uberlagerung der
ersten Beulform der perfekten Struktur nicht immer ausreichend
ist. Im dort untersuchten Fall der Kegelschale unter Axiallast
unterscheidet sich die Anfangsbeulform, in ihrer Welligkeit in
beiden Richtungen, stark von der endgliltigen Versagensform.
Diese Unterschiede sind in Langsrichtung bei den hier berech-
neten Systemen nicht vorhanden - in Umfangsrichtung findet der

Wechsel von symmetrischer zur unsymmetrischer Form statt.

5.2.3 Unsymmetrische Imperfektionen

Flir die weiteren Berechnungen werden die unsymmetrischen Beul-
formen C oder D aus Bild 31 auf Seite 84 Uberlagert (w/t=1.0).
Beulform C ist bei g=0.1, Beulform D bei g=1.6 aus einer be-
gleitenden Eigenwertanalyse ermittelt worden. Alle Rechnungen
wurden mit dem echten Newton-Raphson Verfahren begonnen, da
der Innendruck eine versteifende Wirkung zeigt und das modi~-
fizierte Newton-Raphson Verfahren bei derartigen Systemen sehr
schlecht konvergiert. Die Struktur mit der Imperfektion C er-
reicht 91% der Durchschlagslast der perfekten Schale, was nur
iber den stabilisierenden Effekt der Ringzugspannungen
erkldarbar ist. Das System mit der Form D als Imperfektion
versagte bel g=1.37. Da diese Imperfektion der endglltigen
Versagensform entspricht, liegt die Annahme nahe, daB es sich
um die unglinstigste Imperfektion handelt. Der ndchste Ab-
schnitt mit axialsymmetrischen Imperfektionen zeigt aber, daB

diese Annahme nicht richtig ist.
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Dichte der Fliissigkeitsfiillung g

- perfektes System
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5.2.4 Axialsymmetrische Imperfektion.

liberlagert wurde die Beulform A aus Bild 31 auf Seite 84. Die
Rechnung erreichte bereits beil ¢g=0.89 einen kritischen Punkt.
Bei diesem Lastniveau war eine Laststeigerung anfangs nicht
mehr moglich. Mit sehr kleinen Lastinkrementen konnte die
Rechnung fortgesetzt werden. In der Lastverschiebungskurve in
Bild 33 auf Seite 86 zeigt sich praktisch ein Verzweigungs-
punkt, wobei die bis dahin symmetrische Verschiebungsfigur un-
symmetrisch wird. Der Ubergang vom symmetrischen in ein un-
symmetrisches Verschiebungsfeld war ohne ZusatzmaBnahmen mdg-
lich, da die iberlagerte axialsymmetrische Imperfektion ge-
ringe numerische Unsymmetrien enthielt. Uberraschenderweise
tritt nach dem Verzweigen kein Lastabfall ein. Trotz des
leichten Anstiegs der Last im Nachbeulbereich wiirde das System
in einem Versuch ohne Verschiebungskontrolle durch das pldtz-
liche Ausweichen bei diesem Lastniveau versagen (vgl. Euler-
stab). Der Versuch Nr.5 in /64/ filir diesen gerechneten Kegel
hatte eine Versagenslast von g=1.0. Im Modell war 2ur
Verstdrkung des Auflagerbereichs eine zweite Folie aufgeklebt,
womit eine ringfSrmige Exzentrizitdt der Nullinie, d.h eben-
falls eine axialsymmetrische Imperfektion, vorlag. Dies kdnnte
der Grund flr die relativ gute Ubereinstimmung zwischen Rech-
nung und Versuch sein, trotz idealisierter Annahmen (ber Mate-

rial und Wanddicken.
Die axialsysmmetrische Imperfektion als kritische Imperfektion

steht auch in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in /66/ fiir

Kreiszylinderschalen. Die Ringzugspannungen aus dem Innendruck
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kénnen die unsymmetrische Imperfektion in gewissem MaBe wie-

der "ausbligeln"

5.2.5 EinfluB der Imperfektionsamplitude

Nach der Variation der Form der Imperfektion ist noch eine
Untersuchung der Amplitude notwendig. Dazu wird das Modell mit
einer ringformigen Imperfektion mit einer Amplitude von
w/t=4.0 nachgerechnet. Bel dieser Rechnung ergibt sich kein
ausgeprdgter Verzweiqungs- oder Durchschlagpunkt, was bei der
Definition einer Beullast Schwierigkeiten bereitet. Die Last-
verschiebungskurve zeigt nur ein sehr starkes Anwachsen der

Verformungen. Die Verschiebungsfigur bleibt symmetrisch.

1.2 ¢

T~ w/t=1.0
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Bild 34. EinfluB der Amplitude
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5.2.6 lastfall Tangentiallast

zur Beurteilung der Wirkung des Innendrucks werden im fol-
genden die gleichen Rechnungen mit einem anderen Lastfall wie-
derholt. Mit diesem nur rechnerisch mdglichen Lastfall, soll
der gleiche Verlauf der Léngsdruckkréfte n, erzeugt werden,
ohne die beim Lastfall Wasserlast vorhandenen Ringzugkrafte

n 7zu diesem Zweck wird eine linear verdnderliche Tangenti-

o*
allast aufgebracht (siehe Bild 35 auf Seite 89). Im Gegensatz
zu den vorher ausgefiihrten begleitenden Eigenwertanalysen bei
g=0.1 und g=1.6 wird Jjetzt eine 1lineare Anfangsbeulanalyse
verwendet. Tabelle 8 enthilt sowohl die Werte fiir Wasserlast,
die jetzt geringfiigig hdher sind, als auch die Werte fir Tan-
gentiallast. Fiir Tangentiallast zeigen sich keine axialsymme-
trischen Beulformen mehr (siehe Bild 31 auf Seite 84). Die
niedrigsten Beullasten haben die doppelte kritische Umfangs-

wellenzahl (24 Wellen)., Der Beulwert ist allerdings nicht we-

sentlich anders als beim Lastfall Wasserlast.

Beulform Tangentiallast Beulform Wasserlast
24 Wellen 1.58 symmetrisch 1.68
24 Wellen 1.64 symmetrisch 1.69
12 Wellen 1.75 12 Wellen 1.83

Tabelle 8 : Eigenwerte Tangentiallast

Die Ergebnisse der nichtlinearen Rechnungen an den gleichen
imperfekten Systemen wie bel Wasserlast sind zusammen mit dem
perfekten System in Bild 36 auf Seite 89 dargestellt. Er-
staunlich ist die Tatsache, daB nach wie vor die rotationssym-
metrische Imperfektion den grésseren Lastabfall verursacht.

Der Innendruck hat fiir alle Imperfektionsformen einen deutlich
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stabilisierenden EinfluB, der relativ unabhidngig von der
gewdhlten Imperfektionsform zu sein scheint. Das Verhiltnis
der Maximallasten von Wasserlast und Tangentiallast fir ver-
schiedene Imperfektionsformen liegt zwischen 0.48 und 0.55,
d.h. der Innendruck erhdht die Beullasten der imperfekten

Schalen auf das Doppelte.

perfekt Form C Form D Form A
1.68 .
1.58 1.49 meeffekt Y wWasserlast
/ . 1.37 271 Tangentiallast

7 ZART

7

Bild 37. Vergleich der Beullasten

5.3 Elastische Analysen - Zusammenfassung

Aus den elastischen Berechnungen an einem Modellkegel lassen

sich folgende Aussagen ableiten.

o Die lineare Beullast wird durch den Innendruck nicht we-
sentlich beeinflusst., Es &ndern sich vor allem die Beul-
formen.

o Die Imperfektionsanfdlligkeit wird durch den Innendruck
deutlich herabgesetzt. Dieser EinfluB ist bei allen Imper-
fektionsformen gleich.

o Axialsymmetrische Imperfektionen haben sich als besonders

unglinstig erwiesen und brachten den maximalen Lastabfall,

..91..



o) Die Amplitude der axialsymmetrischen Vorbeule hat Kkeinen

grofen EinfluB auf die erreichte Maximallast.

Ein Vergleich der hier erzielten Ergebnisse mit den aktuellen

Bemessungsvorschriften soll dieses Kapitel abschliessen.

5.4 Vergleich mit Normen und Versuchen

Das Bemessungskonzept der DASt-Richtlinie 013 /4/ geht von der
linearen Beullast aus und schreibt bestimmte Abminderungsfak-
toren zur Erfassung des wirklichen Tragverhaltens vor. Dabei
wird die lineare Beullast aus der klassischen Ldsung des axi-
albelasteten Kegels berechnet. Die Faktoren der Richtlinie
sind aus einer Vielzahl von Versuchen als unterer Grenzwert
ermittelt und zusidtzlich mit dem Wert 0.75 abgemindert, um
einen einheitlichen Sicherheitsfaktor von 1.5 flir die Bemes-
sung verwenden zu k&nnen. Obwohl die DASt~Richtlinie 013 nicht
fiir diesen Lastfall zugelassen ist, sind die Vergleichswerte
interessant. Alle Zwischenrechnungen flir die Zahlenwerte der
folgenden Tabellen sind im Anhang Teil B enthalten. Lastwerte
sind immer als Dichte der Fliissigkeitsflillung zu verstehen
(1.0=Wasser). Mit Spannung ist im folgenden immer die maximale

Lingsspannung im Kegel gemeint.

Die analytische lineare Beullast, ausgedrickt als Dichte der
Fliissigkeit, kann aus der kritischen Spannung flir Axiallast
(l.Wert Tabelle 9) und der tatsdchlichen Spannung bei
Vollfiillung (2.Wert) am unteren Rand des Kegels berechnet wer-—

den. Die Beullast als Quotient der ersten beiden Werte ist der
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3.Wert der Tabelle 9. Es fallt auf, daB die mit dem Programm
berechnete lineare Beullast von g=1.68 deutlich hoher ist. Der
Abminderungsfaktor o (4.Wert) und der Erhdhungswert Aq

(5.Wert) aus dem Innendruck wird aus den Formeln der DASt-
Richtlinie 013 berechnet. Der 7.Wert der Tabelle 9 stellt die
Bemessungslast dar. Die mit dem Sicherheitsfaktor erhdhte Ge-

brauchslast darf diese Last nicht Uberschreiten.

1. Beulspannung Kegel (DASt) 3.08 N/mm
2. Spannung bei Vollfillung 2.33 N/mm
3. lineare Beullast (1:2) 1.322

4. Abminderungsfaktor 0.169

5. Erhéhung durch Innendruck 0.3

6. Gesamtabminderungsfaktor (4+5) 0.469

7. Bemessungslast (3*%6) 0.620

Tabelle 9 : Beulberechnung lUber DASt-Richtlinie 013

Der Vergleich der linearen Beullasten (Anfangsbeulanalyse) und
der Versagenslasten des imperfekten Systems (Imperfektion A)
fiir Wasserlast und Tangentiallast erlaubt ebenfalls die Be-
rechnung von Abminderungsfaktoren und Korrekturen infolge In-
nendruck. Diese Rechnung 1ist in Tabelle 10 dargestellt. Die

Zahlenwerte sind aus den bereits beschriebenen Rechnungen ent-

nommen.
1. lineare Beullast Wasserflillung 1.68
2. lineare Beullast Tangentiallast 1.58
3. minimale Last imperfekt Wasserfiillung 0.89
4. minimale Last imperfekt Tangentiallast 0.495

5. Abminderungsfaktor ohne Innendruck (4:2) 0.315
6. Abminderungsfaktor mit Innendruck (3:1) 0.530
7. Erhohung infolge Innendruck (6~5) 0.215

Tabelle 10 : Abminderungsfaktoren mit NISA80
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Die relativ gute Ubereinstimmung beider Abminderungsfaktoren,
0.469 nach DASt und 0.530 nach der Rechnung, bedarf noch einer
weiteren Diskussion. Die Programmwerte zeigen einen geringeren
EinfluB des stabilisierenden Innendrucks an, haben daflr einen
hoheren o-Wert und kommen so auf das gleiche Ergebnis. Wie
bereits erwdhnt, unterscheiden sich lineare Beullast des Pro-
gramms und analytische Beullast, so daB die fiir die Bemessung
zugrunde liegenden Lasten mit 0.620 (DASt) und 0.89 (NISA80)
recht unterschiedlich ausfallen. Es stellt sich die Frage, ob
Abminderungsfaktoren aus der Richtlinie auch auf Beullasten

aus einer FE-Rechnung angewendet werden diirfen.

2gx’ (1-v1/2

®w = 1000 (E A W] = 783
* b = 36900 o 7988 (mces)
[~ _ ot sina
\\\\\ vo= g r?
™~
~
N
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T L —1. ® NISA 80 FORMA { = 0,632
|
. ~ Bemessungswert ECCS ¢ = 0,488
w
* ——jp
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Bild 38. Vergleich Rechnung - Versuche /3/ - ECCS

Ein weiterer Vergleich mit den Versuchsreihen in /3/ fiihrt
auf eine dhnliche Grenzlast, wie sie die DASt 013 angibt. Die
Formel in /3/ ist durch Auswertung einer groBen Zahl von Ver-

‘
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suchen aufgestellt worden und ist auch in der ECCS-Richtlinie
/5/ aus dem Jahr 1983 enthalten. Die neueste Fassung der ECCS-
Richtline vom September 1984 enthdlt geringfligig korrigierte
Faktoren zur Ermittlung der Grenzlast bei fliissigkeitsgefiill-

ten Kegelschalen.

Der Vergleich Programm -~ Richtlinie (Versuche) fiir die Grenz-
lasten, die als Bemessungslasten verwendet werden, ergibt eine
Differenz in der GrdBenordnung von 25%. Diese Abweichung hat
verschiedene Ursachen. Die Annahmen der Imperfektionsform- und
Amplitude sind bei Rechnungen ein gewisser Unsicherheitsfak-
tor, die wunteren Grenzwerte der Bemessungskurven enthalten
zusdtzlich noch Abminderungsfaktoren zur Erfassung besonders
empfindlicher Konstruktionen. Trdgt man die Rechenwerte in die
Versuchswerte /3/ mit ein, so zeigt sich, daB diese Werte im-
mer im unteren Bereich der Versuchswerte zu liegen kommen.
Speziell bei der DASt-Richtlinie 0.13 ist ein zusdtzlicher Ab-
minderungsfaktor von 0.75 enthalten, so daB die Grenzlast nach
DASt, dividiert mit 0.75, mit der Rechnung sehr genau
Ubereinstimmt., Die Versagenslasten von Stahlschalen sind mit
der hier verwendeten Methode filir eine Bemessung geniigend genau
zu bestimmen, wenn mehrere ungiinstige Imperfektionsannahmen

untersucht werden.

5.5 Axialsymmetrische Analysen - plastisch

Die bisher an einem Modellkegel aus Kunststoff durchgefilihrten
Untersuchungen muBten das Materialversagen nicht

beriicksichtigen, da das Beulen lange vor dem FlieBen auftrat.
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Dieses Verhdltnis ist bei Stahlkonstruktionen aus Baustahl
St37 oder St52 anders. Infolge der hohen Ringzugkrafte tritt
das FlieBen des Materials sehr viel friher ein, so daB kein
elastisches Beulen mehr vorliegt. Die folgende Tabelle ver-
gleicht die Membranspannungen der Ringrichtung und der
Langsrichtung mit der einachsigen FlieBspannung bzw. der kri-
tischen Beulspannung. Dabei ist das Verhdltnis von Ring- zu
FlieBspannung flir das Materialversagen entscheidend, das
Verhdltnis Ldngs- zu Beulspannung flir das Stabilitdtsversagen.
Die Betrachtung kann f£ilir jeden Punkt der Schale ausgefilihrt
werden, da beide Versagensarten lokal sind. Diese Betrachtung
ergibt die in Tabelle 11 angegebenene Zahlenwerte. Beim System
1 handelt es sich um das im vorigen Abschnitt berechnete Trag-
werk, das System 2 hat die gleiche Geometrie wie 1, als Mate-
rial wurde aber Stahl angenommen. Das System 3 ist der im
Bild 40 auf Seite 97 dargestellt Behdlter und entspricht dem

Aufenkegel des in Bild 39 auf Seite 97 dargestellten Bioreak-

tors.
System FlieBspannung/ Beulspahnung/
Ringspannung Langsspannung
1 Kunststoff h=const. 20.10 1.32
2 Stahl h=const. 71.20 61.60
3 Stahl h=variabel 2.58 5.43

Tabelle 11 : Vergleich elastisches ~ plastisches Versagen

Man sieht deutlich, daB beim System 1 nur elastisches Versagen
auftreten kann, wahrend beim System 3 das Plastizieren die do-
minierende Rolle spielt. Beim System 2 1ist eine Interaktion
zwischen beiden Wirkungen mdglich. Die fiir das System 3 ange-

gebenen Werte sind am Ubergang t=22 zu t=18mm Wanddicke flr
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den diinneren Kegelteil berechnet, da sich dort die
unglinstigsten Verhdltnisse ergeben. Bei den Stahlbehdltern
kommt hinzu, daB durch unterschiedliche Vorzeighen der Mem-
branspannungen das FlieBen im Druck/Zug-Bereich deutlich

friiher beginnt, als im einaxialen Fall.

Bei plastischem Versagen kann im allgemeinen ein axialsymme-
trisches Rechenmodell verwendet werden. Das Auftreten einer
rotationssymmetrischen Versagensform ist hier umso mehr zu er-
warten, da die Ursache des Plastizierens die Ringspannungen
sind. Die Langspannungen sind dem gegeéniiber wesentlich ge-
ringer (siehe Bild 24 auf Seite 73). Der Rechenaufwand sinkt
im rotationssymmetrischen Fall betrdchtlich und ist selbst fiir

eine praktische Anwendung noch vertretbar.

Eine lineare Anfangsbeulanalyse ergibt eiﬁen Beulwert von
g=6.56 mit rotationssymmetrischer Beulform. Dieser Wert liegt
wiederum deutlich hdher, als der analytische Wert von g=5.44,
der am Ubergang von t=18mm auf t=22mm als Quotient der kri-
tischen Léngsspannung - filir t=18mm (Formel Axiallast) und der
vorhandenen Langspannung aus der Fllissigkeitsflillung errechnet
wurde. Die Beulwellen sind durch die Abstufung der Wanddicke
nicht mehr am unteren Ende konzentriert, sondern breiten sich
sehr weit in die Schale hinein aus. Eine Eigenwertanalyse mit
Tangentiallast fidhrt auf gleiche Werte. Die Beulform ist in
Bild 41 auf Seite 99 gezeigt. Die nichtlineare elasto-plasti-
sche Traglastberechnung liefert einen Maximalwert von g=2.17
fir die perfekte Struktur. Die zugehdrige Versagensform ist

ebenfalls in Bild 41 auf Seite 99 dargestellt. Sie konzen-
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Bild 41. Beul~ und Versagensform plastische Analyse

triert sich auf ein Ausweichen, &Zhnlich einem FlieBgelenk, im
Bereich des Wanddickensprungs von 22 auf 18mm. Hauptversagens-—
modus ist nicht das Beulen, sondern ein Materialversagen. Fir
die imperfekte Geometrie wird eine ringfdrmige Nahteinziehung
angenommen, wie sie z.B beim SchweiBen entsteht. Die Amplitude
ist wiederum mit der Wanddicke (t=18mm) auf w/t=1.0 skaliert.
Die SchweiBimperfektion wird einmal nach innen (1) und einmal
nach auBlen angesetzt (2). Das Bild 42 auf Seite 100 zeigt,
daB die Imperfektionen nur einen geringen Lastabfall wverursa-

chen.
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Bild 42. Lastverschiebungskurven - Kegel - plastisch

Die Traglasten liegen mit g=2.12 und 2.10 N/mm fir die Imper-
fektion 1 bzw. 2 nur geringfiligig unter dem Wert der perfekten
Schale. Eine nicht axialsymmetrische Kontro%lrechnung zeigt
bei diesem Lastniveau noch kein Verzweigen 1in eine unsymme-
trische Form. Eine Berechnung des kompletten Bioreaktors
(Bild 39 auf Seite 97) mit Eigenspannungen aus dem
SchweiBvorgang mindert die Traglast nur geringfligig ab. Diese

Ergebnisse sind in /67/ dargestellt.
SchluBfolgerungen aus den plastischen Analysen

[} Eine rotationssymmetrische Rechnung ist bei plastischenm
Versagen ausreichend. Es muB noch untersucht werden, bis
zu welchen Spannungsverhdltnissen diese Aussage zutrifft.

[} Die Ringzugspannungen aus dem Innendruck sind als Ausldser
fir das axialsymmetrische Versagen durch das
MaterialflieBen verantwortlich. Sie haben damit keine sta-

bilisierende Wirkung.
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o Imperfektionen zeigen beim Traglastproblem keinen EinfluB.

5.6 Beurteilung der Berechnungen

Die Grenze fiir die Anwendung einer rotationssymmetrischen
Rechnung ist nicht eindeutig festlegbar. Die in Tabelle 11 be-
rechneten Verhdltniswerte der Membranspannungen mit Beul- bzw.
FlieBspannung werden im folgenden flr eine einfache
Abschdtzung des Versagenmodus herangezogen, Beulen und Mate-
rialversagen werden bei diesem Lastfall von Spannungen in ver-
schiedenen Richtungen beeinfluBt. Dies steht im Gegensatz zum
Lastfall Axiallast bei dem der Ubergang vom elastischen zum
plastischen Beulen nur vom Radius/Dickenverhdltnis r/t
abhdngt, da Plastizieren und Beulen von der Lingsspannung ver-
ursacht wird. Beim Lastfall Wasserlast kann trotz grofiem r/t-
Verhdltnis, in dessen Bereich normalerweise kein Plastizieren
durch Axiallast auftritt, das Materialversagen dominant wer-
den, wenn die Ringspannungen einen entsprechend hohen Wert an-
nehmen. Aus dieser Uberlegung heraus wird folgende Betrachtung
angestellt. Man berechnet sich die beiden Verhdltnisse a und b

entsprechend der untenstehenden Vorschrift.

Beulspannung / vorhandene Lidngsspannung
FlieBspannung / vorhandene Ringspannung

e

Dabei ist die Beulspannung ein mit der Geometrie
verdnderlicher Wert, da der Radius des Kegels sich dndert. Die
punktweise Betrachtung erfolgt liber die ganze Schale - verwen-
det werden dann die kleinsten Werte a und b. Bildet man nun

das Verhdltnis c=b/a, so kann man fir Kegelschalen bei c>2 ein
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plastisches, rotationssymmetrisches Versagen erwarten. Dieser
Faktor 2 ergibt sich aus der Annahme, daB bei elastischem, un-
symmetrischem Beulen der Abminderungsfaktor, gegenliber der
Beullast der perfekten Struktur, nicht kleiner als 0.5 wird,
weil der Innendruck die Imperfektionsempfindlichkeit abmin-
dert. Zu beachten ist bei der Berechnung des Ausdrucks b die
Abhdngigkeit der FlieBspannung von dem zweidimensionalen Span-
nungszustand. Im hier vorhandenen Druck-Zug Zustand muB die
Verminderung der einachsigen FlieBspannung beriicksichtigt wer-

den.

- 102 -



6.0 Zusammengesetzte Schalen (Torusschalen)

In einigen Behdlterkonstruktionen treten die Schalenformen,
Zylinder, Kegel und Torus aus verfahrenstechnischen Griinden in
Kombinationen auf (Bild 39 auf Seite 97). Wahrend 2Zylinder
und Kegel einfach gekrlmmt sind, handelt es sich beim Torus um
eine doppelt gekrimmte Schale. Praktische Ausflhrungen
beschrdnken sich aus Griinden einer einfachen Fertigung meist
auf Abschnitte aus Kegelstlmpfen. Damit entstehen Knicke in
der Konstruktion ; diese Schalenform kann dann als Torus mit
ringférmigen Imperfektionen betrachtet werden. Das Tragver-
halten bleibt gegeniiber dem idealen Torus im wesentlichen er-
halten, vorausgesetzt die Knicke zwischen den einzelnen Ab-
schnitten werden nicht zu groB. Flir diese kombinierten Scha-
len existieren keine einfachen Formeln flr den

Stabilitdtsnachweis.

. S

( Kegel
—— Knicke

Torus ; ///

Zylinder

Bild 43. Geometrie der allgemeinen Strukturen

Das folgende Kapitel soll zwei wesentliche Fragen zZur

Stabilitdt solcher Schalenkonstruktionen untersuchen:
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1. Wie 1ist die Imperfektionsempfindlichkeit der zusammenge-
setzten Schale einzuschitzen ?
2. Wie ist der EinfluB eines zusdtzlichen Innendrucks zu be-

urtelilen ?

Die folgenden Berechnungen sind in zwei Hauptteile gegliedert.
Im ersten Teil wird nur das elastische Verhalten, im zweiten
Teil dann der EinfluB des Plastizierens des Stahlbehdlters
untersucht, . Alle Rechnungen sind wieder mit dem Programm
NISA80 ausgefiihrt. Die Beschreibung der Algorithmen und der

verwendeten Elemente ist im Kapitel 4 zu finden.

6.1 Tragverhalten und Beulnachweis

Das Tragverhalten von zusammengesetzten Schalen der obigen Art
wird wesentlich von der Umlenkung der Meridiankrdfte
(Lingskrdfte) bestimmt. Dadurch entsteht im Bereich der Torus-—
schale eine zusidtzliche Druckbeanspruchung in Ringrichtung.
Die {berlagerung von Langsdruck und Ringdruck hat auf das
Beulverhalten einen entscheidenden EinfluB. Diese Ringdruck-
krifte entstehen sowohl bei doppelt gekriimmten "echten" Torus-
schalen als auch bei Schalen aus abschnittsweise geraden
Kegelstiimpfen. Werden die Knicke nicht zu groB, kann man von

einem dhnlichen Tragverhalten ausgehen.
Bei den Konstruktionen mit Knicken sind zusdtzlich hohe Biege-

spannungen vorhanden, die aber beim elastischen Beulen, wie

aus Untersuchungen in /2//64/ bekannt, keine Rolle spielen.

- 104 -



Bei plastischen Versagenszustidnden kann die Geometrie mit

Knicken einen merkbaren EinfluB auf die Traglast haben.

U=n | Sine
Y
9z nwk(Kegel)

Zylinder)

nwz( Ny n

Bild 44. Tragverhalten - Umlenkwirkung

Der Stabilitdtsnachweis muB im allgemeinen mit einem zweiach-
sigen Spannungszustand gefiihrt werden, wobei die Geometrie der
Torusschalen in den {blichen Normen nicht enthalten ist.
Ndherungen lber Kegelstiimpfe sind mdglich, enthalten aber eine
ganze Reihe von Annahmen (ErsatzauBendruck, Randbedingungen,
Linge des Kegelabschnitts), die das Ergebnis der Beulberech-
nung mehr oder weniger stark beeinfluBen. Flir die Beurteilung
eines Beulwerts oder einer Traglast ist deswegen die Analysen-
qualitdt ein maBgebender Faktor. Ndherungsformeln und FE-Rech-

nung diirfen nicht gleich eingestuft werden,

6.2 Torus-Kegelschale (System TK)

Die hier gerechnete Modellschale wurde in /1/ und /64/ experi=-
mentell und rechnerisch untersucht. Die genaue Geometrie ist
in Bild 45 auf Seite 106 gezeigt. Das Modell versagte bei ei-

ner Fiillhéhe von 360 mm, so daB dieser Wert als Fiillhdhe fir
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die FE-Rechnung genommen wird. Das spezifische Gewicht wird
wieder als Lastfaktor gesteigert. Der lber die Grenzfiillhohe
hinausgehende Bereich der Modellschale wurde weggelassen, da

er ohne Bedeutung ist.

hn et
o
©
™M
- 'Y
o
w5
paiyo]
E‘ %
1 136.2 é g
: T T T a5
126.0 1640 287
11. 2
— 'Ll
i 117.4 10.8 8 - g
. 10. W
i 115.4, 3 204
1 115.0 9.3 - ‘L
| e ah
o
:rin?ngSP Unfangswellen | | Tdealisicrt
3x16 Elemente Typ S16 1St eine Halkxgelle
490 Knoten Ikn)zd‘symm' Rand-
2208 Unbekannte ingungen

Bild 45. TK - Geometrie - Idealisierung

Die lineare Anfangsbeulanalyse ergibt einen Beulwert wvon
g=1.031, was erstaunlich nahe an der Versagenslast des Ver-

suchs liegt. Der Ausschnitt ist entsprechend einer Voruntersu-

- 106 -



. P
Wasserlast Tangentiallast Axiallast i

Tnx = Léngskraft Tn Tn
am Auflager X X

Bild 46. TK - Darstellung der Lastfille

Lastfall Lastfall
Tangential- Wasserlast
last

Krafteinheit
N/mm
Kegel 0.513
Torus @
Ringkraft Léngskraft Ringkraft Langskraft

Bild 47. TK - Membranspannungen
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l Wasserlast

1.Beulform
g =1.031
n = 0.585 N/mm

raéngentiallasgj

Bild 48. TK - Verschiebungen - Beulformen - elastisch
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chung mit N=13 Umfangswellen gewdhlt. Bei dieser Wellenzahl
ergab sich der kleinste Eigeqwert einer Analyse mit dem Pro-
gramm KSHEL /68/, das mit Fourierreihen in Umfangsrichtung ar-
beitet. Aus /1/ 1ist als kritische Wellenzahl der Wert 15 zu
entnehmen. Die Unterschiede haben auf die Ergebnisse nur einen
geringen Einflufl. Die Beulform beil Wasserlast ist in Bild 48
auf Seite 108 rechts oben dargestellt. Diese Beulform wird
als Imperfektion mit der Amplitude w/t=1.0 auf das System auf-
gebracht und dieses dann nichtlinear bis zum Durchschlagpunkt
gerechnet., In Bild 49 auf Seite 109 ist als Lastparameter die
Langskraft am Auflager gegenliber der Axialverschiebung am obe-
ren Rand aufgetragen und zusdtzlich noch die zum Lastfall Was-
serlast gehdrige Dichte. Die zum Lastniveau g=1.0 (n=0.567)
zuhdrige Verschiebungsfigur ist fiir zwei Lastfalle (Wasserlast
und Tangentiallast) in Bild 48 auf Seite 108 wiedergegeben.
Sie zeigt im Torusbereich eine durch die Knicke verursachte
Wellenbildung. Zu beachten 1ist aber vor allem, daB sich der
untere Bereich durch die Lastumlenkung, sowohl bei Wasserlast,
als auch bei Tangentiallast, nach innen verschiebt und damit

Ringdruckkrdfte entstehen.

Die erreichte Maximallast der nichtlinearen Rechnung von
g=1.018 (n=0.578) entspricht fast der linearen Beullast
(g=1.031 --> n=0.585) und deutet darauf hin, daB diese Schale
aus Kegel und Torus beim Lastfall Wasserlast nur eine sehr ge-

ringe Empfindlichkeit gegen Imperfektionen besitzt.

Um die Frage nach dem EinfluB des Innendrucks bei diesem Ver-

halten zu kldren, wird der bereits bei den Kegelschalen defi-
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nierte Lastfall Tangentiallast (Bild 46 auf Seite 107) verwen-
det. Dabei entspricht die Ldngskraftverteilung der des Was-
serdrucks. Anders als beim Kegel wird durch die Umlenkung im
Torusbereich jetzt eine Ringdruckkraft erzeugt. Deshalb ergibt
die lineare Eigenwertanalyse mit g=0.674 (n=0.382) eine deut-
liché“Abminderung, wobei die Beulform bei Tangentiallast, dar-—
gestellt in Bild 48 auf Seite 108 rechts unten, &hnlich aus-
sieht. Dle Erkldrung fir das gegeniiber dem Kegel andere Ver-
halten liegt also in der gleichzeitigen Wirkung von Lingsdruck
und Ringdruck im Beulbereich, durch die die lineare Beullast
stark beeinflusst wird. Ein &hnliches Verhalten ist von der
Kreiszylinderschale bekannt. Das Interaktionsdiagramm 1in
Bild 50 auf Seite 109 aus /58/ verdeutlicht diese Tatsache.
Die lineare Beullast wird durch Ringzug nicht wesentlich
erhoht, aber durch Ringdruck stark vermindert. Im Falle der
wassergefiillten Schale werden die Ringdruckkrifte im Torusbe-
reich abgebaut, was zu einer Erhdohung des 1linearen Beulwerts
fihrt. Die nichtlineare Rechnung mit Tangentialbelastung am
gleichen imperfekten System wie zuvor, ergibt eine Grenzlast
von g=0.687 (n=0.390), d.h. eine geringfiigig hdhere Last, als
aus der linearen Eigenwertberechnung (Bild 49 auf Seite 109).
Dieses Ergebnis zeligt, daB nicht der 1Innendruck der
Wasserfillung flir die Unempfindlichkeit gegeniiber Imperfektio-
nen verantwortlich ist, da in allen F&dllen die lineare An-
fangsbeullast mit der Durchschlaglast (bereinstimmt. Zur
Bestdtigung wird noch der Lastfall Axiallast gerechnet. Dabei
ist die duBere Last so gewdhlt, daB am Auflager die gleiche
Lingskraft entsteht, wie bei den vorherigen Rechnungen (siehe

Bild 46 auf Seite 107). Es ergeben sich nur geringfligig nied-
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rigere Werte als beim Lastfall Tangentiallast, da die
Lingskraftverteilung im Torusbereich etwas anders ist. Auéh
dieses Ergebnis ist im Lastverschiebungsdiagramm in Bild 49

auf Seite 109 eingetragen.
Fiir elastisches Verhalten ergeben sich folgende Aussagen

1. Die =zusammengesetzte Schale aus Torus und Kegel erreicht
die lineare Beullast auch mit imperfekter Geometrie. Das
System ist nicht imperfektionsanfdllig.

2. Die Berechnung der Beullast muB alle Effekte enthalten,
insbesondere den richtigen Spannungszustand infolge der
Umlenkung der Meridiankrafte. Gendherte Last- und
Spannungsverhdltnisse sind unzureichend.

3. Die Steigerung der Beullast durch Innendruck wird durch
eine Anderung des zweiachsigen Druckspannungszustandes im

Beulbereich verursacht (Reduktion der Ringdruckspannun-

gen) .

In der Literatur findet man zu diesem Thema einige Aussagen,
die die Unempfindlichkeit der Torusschale gegeniiber Imperfek-
tionen bestdtigen /69//70//71/. Dabei wird in den meisten
Fillen der Lastfall WasserauBendruck untersucht, bei dem Axi-
albelastung + AuBendruck ebenfalls zu zwelachsiger Druckbe-

anspruchung im Torus filihren.

Versuche mit Torusschalen zeigen eine relativ geringe Streu-

breite und iibertreffen in manchen Fillen die lineare Beullast
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/64/. Dies bestadtigt ebenfalls die hier gewonnenen Ergebnisse

fir elastisches Verhalten.

6.3 System Zylinder-Torus—-Kegel (ZTK)

Das Modell wurde in /2/ experimentell untersucht. Es besteht
aus drei Schalenabschnitten (Bild 51 auf Seite 114) und 1ist
aus Stahl hergestellt, so daB das Versagen des Materials mit
beridcksichtigt werden muB. Der Torusabschnitt 1ist aus ein-
zelnen Kegelschiissen hergestellt, so daB keine stetige, son-
dern eine geknickte Konstruktion entsteht. Die Belastung be-
steht aus Axiallast und konstantem Innendruck, wobel im Gegen-
satz zur Wasserlast beliebige Verhdltnisse zwischen beiden
Lastarten moglich sind. Das Radius-Dickenverhdltnis ist mit
r/t=300-400 im Bereich, bei dem flr Kreiszylinderschalen unter
Axiallast plastische Effekte das Beulen beeinflussen. Da hier
zusdtzlich ausgepragte Biegezustdnde an den Knickpunkten vor-
liegen, kann eine stdrkere Beeinflussung der Beullast durch
das Materialversagen erwartet werden. Zur Einschdtzung dieses
Einflusses werden zundchst elastische Rechnungen durchgefiihrt

und dann die Plastizitdt hinzugenommen.

6.3.1 Elastische Analysen - Axiallast

Die beim System Torus-Kegel erhaltenen Ergebnisse deuten flr
diesen Schalentyp auf ein stabiles Nachbeulverhalten, &dhnlich
der Platte, hin. Das gutartige Nachbeulverhalten der negativ
gekrlimmten Schalen ist z.B auch von der HP-Schale bekannt. Um

diese Frage fiir das vorliegende System genauer zu untersuchen,
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wird eine perfekte Struktur in den Nachbeulbereich gerechnet.
Dabei muB nach Erreichen des kritischen Punktes mit Hilfe von
Storlasten eine Unsymmetrie im Verschiebungsfeld erzeugt wer-
den, damit ein Verzweigen in den Nachbeulbereich erfolgt. Die-
se Methode ist numerisch sehr sensibel und kann normalerweise
nur mit Hilfe eines verschiebungskontrollierten Iterationsver-
fahrens sinnvoll angewandt werden. Eine andere Moglichkeit ist
die Uberlagerung der Beulform zum Verschiebungsfeld /67/, was

allerdings ebenfalls numerisch empfindlich ist.

Aus der Schale wird ein Sektor von 15 Grad herausgeschnitten
und durch 3*18 Schalenelemente des Typs S16 idealisiert
(Bild 51 auf Seite 114). Der Ausschnitt entspricht einer hal-
ben Beulwelle in Umfangsrichtung; der Winkel ist aus den
Versagenszustdnden der Versuche /2/ ermittelt. Zundchst wurde
eine lineare Anfangsbeulanalyse ausgeflhrt, die auf eine kri-
tische Last wvon P=32.9 KN flhrte. Die zZugehdrige unsymme-
trische Eigenform ist zusammen mit der symmetrischen Verschie-
bungsfigur bei P=24.0 KN im Bild 54 auf Seite 117 dargestellt.

Das Versagen spielt sich im Torusbereich ab.

Das Lastverschiebungsdiagramm in Bild 52 auf Seite 115 =zeigt
das Ergebnis der geometrisch nichtlinearen Rechnungen am per-
fekten und imperfekten System., Als Imperfektion ist die erste
Eigenform nach Bild 54 auf Seite 117 mit einer Amplitude von
w/t=1,0 {Uberlagert. Bei der perfekten Struktur erhdlt man
nach dem Verzweigen bei P=32.9 KN einen Lastanstieg, das heiBit
es liegt ein stabiles Nachbeulverhalten vor. Die endgiiltige

Versagenslast liegt mit P=41.28 KN etwa 20% hoher als die Ver-
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Bild 54. ZTK - Verschiebung - Beulform - elastisch

zweigungslast. Nichtlineare Rechnungen am imperfekten System
erreichen ohne Verzweigen direkt den Durchschlagpunkt, der
auch beim imperfekten System mit Pé39.91 KN deutlich hoher als
die lineare Beullast liegt. Dies bestdtigt die bisher gewon-
nenen Ergebnisse der Unempfihdlichkeit dieses Schalentyps

gegeniiber geometrischen Imperfektionen.

Die Anwendung der lblichen Abminderungsfaktoren flir Kegel-
oder Zylinderschalen auf die Beullasten dieser kombinierten
Schale, wilirde zu niedrige Bemessungslasten ergeben. Dabei muB

allerdings betont werden, daB die Beullasten mit einer FE-Be-
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rechnung erhalten wurden und nicht mit N&herungsformeln Ffiir

ein stark idealisiertes System, z.B. aus /2/.

Die idealen Beullasten liegen bei P=154 KN fiir den Zylinder
und P=115 KN fir den Kegel. Der Abminderungsfaktor nach /4/
fiir den 2ylinder ist «=0.259 und flihrt damit auf eine reale
Beullast von 39.9 KN. Die mit dem Wert o =0.259 abgeminderte
Zylinderbeulspannung © =103.6 N/mm liegt nur geringfiigig iiber
dem definierten Grenzwert von 0= 0.4:0.=96.0 N/mm und bringt
keine Abminderung der Beullast infolge plastischer Einfliisse.
Flir den Kegel ergeben sich fiir den oberen Rand «=0.232 und fir
den unteren Rand o=0.251. Dies fihrt auf Beullasten von 26.6
bzw. 28.8 KN. Der mit dem Programm NISA80 errechnete kritische
Wert wvon P=39.9 KN (elastische Beullast imperfektes System)
stimmt fast exakt mit der Zylinderbeullast liberein. Diese
ﬁbereinstimmung ist hier aber rein zufdllig, da die zugrunde
liegenden Spannungszustdnde beim Beulen sehr wunterschiedlich
sind. 2u beachten ist, daB nach der Richtlinie keine Abminde~
rung infolge Plastizitdt notwendig ist. Im Uberndchsten Kapi-
tel wird aber gezeigt, daB die Plastizierung im Torusbereich
die reale Traglast des Systems auf P=20.7 KN reduziert und so-

mit elastische Untersuchungen alleine nicht zuldssig sind.

6.3.2 Elastische Analysen - Axiallast und Innendruck

Der beim Lastfall Wasserfillung vorhandene zus&dtzliche Innen-
druck wird bei diesem System durch eine gleichmdBige Druckbe-
lastung simuliert. Dabei sind Axiallast und Innendruck

unabhdngig steuerbar (nicht proportiale Belastung). Infolge
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Bild 55.
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der Kegelneigung entsteht durch den Innendruck eine
zusédtzliche Lingskraft im Torusbereich, was bei der Beurtei-
lung des Ergebnisses berlcksichtigt werden muB. Eine Deckel-
kraft tritt in der Rechnung, im Gegensatz zum Versuch, nicht
auf. Das Bild 55 auf Seite 119 definiert die Lasten, die beim
kombinierten Lastfall auftreten. Dabei ist P die gesamte Last
am oberen Rand, die in der Rechnung als duBere Last aufge-
bracht wurde. f; und £, sind verteilte Krdfte je Einheitsléange
am Umfang. Q enthilt die zusdtzliche Langskraft am unteren
Rand der Konstruktion, die aus dem Innendruck auf die schrége
Kegelflache resultiert, Betrachtet man die Deckelkrdfte D,
und D,, so ergibt sich Q=D,-D,. Maschinenlasten in einem Ver-
such enthalten zusdtzlich zur Kraft P noch die Deckelkraft DIl
am oberen Rand - fiir den unteren Rand muB dann F=P+Q+D, gel-
ten. Der fiir die elastische Untersuchung gewdhlte Innendruck

o 2
betrdgt p=0.13 N/mm.

Die in Bild 56 auf Seite 119 dargestellten Lastverschiebungs-
kurven =zeigen, daB durch den Innendruck die elastische Beul-
last ansteigt. Die Erhdhung f&11t aber deutlich geringer aus
als beim Kegel mit Wasser- bzw. Tangentiallast. Spannungsver-
gleiche mit dem Kegel unter Wasserlast zeigen, daB ein Innen-
druck von p=0.456 erforderlich ist, um den gleichen "stabili-
sierenden" Effekt mit diesem Lastfall zu erreichen. Da das
System ohnehin plastisch versagt, wurde auf weitere Rechnungen
mit elastischem Material verzichtet. Beil den plastischen Be-
rechnungen wurden auch andere Innendriicke untersucht (siehe

Tabelle 12).
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6.3.3 Plastische Analysen - Axiallast

Die vor dem Beulen auftretenden Spannungen in den Knickpunkten
der Struktur sind bereits weit oberhalb der FlieBgrenze, so
daB elasto-plastische Untersuchunngen nctwendig sind. Die
Idealisierung kann beibehalten werden, da sich nur die Materi-
alparameter verandern. Es wird ein ideal elastisches, ideal
plastisches Stoffgesetz mit einer FlieBgrenze von 07242 N/mm?
zugrunde gelegt. Das Lastverschiebungsdiagramm fiir den Last-
fall Axiallast in Bild 57 auf Seite 121 zeigt den deutlichen
Abfall der Grenzlast durch die Plastizierung. Zum Vergleich
sind sowohl die Ergebnisse der rein geometrisch nichtlineare
wie auch die der rein materiell nichtlinearen Rechnung einge-
tragen. Daraus 1ist zu erkennen, daB erst die Kombination aus
beiden den starken Abfall der Grenzlast gegeniiber der linearen
Beullast verursacht. Dies ist flir Tragwerke mittlerer Schlank-
heit ein typisches Phdnomen. Die Imperfektionsempfindlichkeit
ist bei plastischem Versagen ebenfalls deutlich hdher, als bei
elastischen Zustdnden. Eine Rechnung am perfekten System er-
gab eine Versagenslast von P=26 KN gegeniiber P=20.7 KN fiir das

System mit imperfekter Geometrie.

Da das Plastizieren von den Knickpunkten ausgeht, ist zu
Uberlegen, ob nicht eine Gegeniiberstellung beider Geometrie-
formen ~ doppelt gekrimmt oder mit Knicken - bei der

Beriicksichtigung des Materialversagens erfolgen sollte
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6.3.4 _Plastische Analysen - Axiallast und Innendruck

Beim Kegel unter Wasserlast haben die Ringzugkrifte beim Mo-
dell eine stabilisierende Wirkung auf das Beulverhalten
ausgeilibt, beim realen Bauwerk aus Stahl hingegen, in Verbin-
dung mit dem Lingsdruck, =zu einem frilhzeitigen plastischen
Versagen gefiihrt, Die Frage nach dem MaterialeinfluB wird
jetzt filir das System ZTK unter Axiallast und konstantem Innen-
druck nach Bild 55 auf Seite 119 untersucht. Der wesentliche
Unterschied besteht in der getrennten Steuerung von Axiallast
und Innendruck, die bei der Wasserfliillung {iber den gesamten
Lastbereich ein konstantes Verhdltnis haben. Im Falle ge-
trennter Lastfdlle sind beliebige Verhiltnisse von Lingskraft
und Ringkraft einstellbar. Entsprechend Bild 55 auf Seite 119
ist es zweckmdBig, bei Vergleichen mit und ohne Innendruck die
effektive Lingskraft im Beulbereich am Ubergang Torus - Zylin-
der zu betrachten. Es wird deshalb die resultierende Axial-
kraft im Zylinder P+Q herangezogen, die in Tabelle 12 in der

4.Spalte aufgefiihrt ist.

Fir das System mit der Wanddicke t=0.45mm wird die Traglast
der imperfekten Schalen (w/t=1.0 mit beulformaffiner Imperfek-
tion) ermittelt. Neben der Schale mit reiner Axiallast (p=0.0)
wurden die Falle p=0.13, 0.264, 0.450 und 0.530 N/nmgberechnet
und in Tabelle 12 ausgewertet sowie in Bild 58 auf Seite 121

den Versuchen gegenlibergestellt.

Der Vergleich Versuch-Rechnung ergibt fiir die Systeme ohne

zusdtzlichen Innendruck eine gute Ubereinstimmung. Mit zuneh-
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mendem Innendruck liegt der errechnete Wert deutlich niedriger
als derjenige aus dem Versuch. Beim maximalen Druck von p=0.53
N/mm kann bei der Rechnung nur noch eine sehr kleine &duBere
Last aufgebracht werden, da das System bereits unter der Wir-
kung des Innendrucks kurz vor dem Versagen steht. Vergleicht
man fir diesen Fall den gerechneten Traglastwert mit dem Ver-
suchswert aus /2/, so ist die Differenz in der GrdBenordnung
der Deckelkraft des oberen Randes. 1In /2/ ist die Last F und
p nicht definiert. Die hier erhaltenen Ergebnisse flihren zu
der Vermutung, daB bei den Lastangaben der Versuche die Dek-

kelkraft noch mit enthalten ist.

Die mit dem Programm NISA80 errechneten Traglasten (pla-=
stisches Material) flir den Lastfall mit Innendruck zeigen eine
merkbare Steigerung der Maximallasten gegeniliber dem Fall ohne
Innendruck. Bei der Kegelschale war eine Beeinflussung der
Beullast durch den Innendruck nicht mehr mdglich, da der geo-
metrische Effekt des Beulens wegen des dominanten Materialver-
sagens kaum noch EinfluB hatte. Beim hier vorliegenden System
ist durch die Interaktion - Beulen und Plastizieren - noch ein
Anteil des Beulens vorhanden. Der Innendruck reduziert die
Ringdruckspannungen und trdgt somit zur Laststeigerung bei.
Bei sehr hohen Werten des Innendrucks tritt bereits ein
frihzeitiges FlieBen ein und 148t keine weitere Steigerung der
aufBeren Last mehr zu. Dieser Bereich wird allerdings bei ei-
nem realen Bauwerk nie erreicht, da die Membranspannung be-

reits in der Ndhe der FlieBspannung liegt.
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48 r
38
20

18

Gesamte Axiallast im Zylinder (KN)

siehe Tabelle 12

1

Zahlenwerte der Maximallasten

2
2.8 8.1

B.2

2.3

8.4

Axialverschiebung des oberen Randes (mm)

Bild 59. ZTK - LV - plastisch - Axiallast und Innendruck

p P Q P+Q D
0.000 20.71 0.00 20.71 0
0.130 22.40 5,21 27.61 32%
0.264 22,70 10.26 32.96 57%
0.450 18.04 18.65 36.69 77%
0.530 2.48 21.25 23.73 12%

p = Innendruck N/mm2

P = Axiallast oberer Rand KN

Q = Differenzlast aus Innendruck KN

P+Q = Axiallast unterer Rand KN

2] = Erhéhung infolge Innendruck

. bezogen auf P bei p=0.0 in %

Tabelle 12

EinfluB des Innendrucks

Die Lastverschiebungskurven mit Axiallast und Innendruck

im Bild 59 zusammen dargestellt.
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7.0 SchluBfolgerungen

Diese Arbeit befaBte sich mit degenerierten Schalenelementen
und ihre Anwendung auf die Berechnung praktischer Beul- bazw.
Traglastprobleme. Es wurde versucht, Hinwelse fiir die sinn-
volle Anwendung von nichtlinearen Schalenelementen zu geben.
Dabei ist insbesondere an die Auswahl des Elementtyps gedacht,
da in vielen Programmen mehrere Elemente zur Auswahl stehen
und der Benutzer entscheiden soll, welches sich flir seine An-

wendung am besten eignet.,

Kriterien =zur Auswahl eines Elementtyps bei einer praktischen
Berechnung sind die Effizienz auf der einen Seite, die
Zuverldssigkeit auf der anderen Seite. Keines der vorge-
stellten Elemente kann beide Bedingungen gleichzeitig
erfiillen. Zu viele Randbedingungen spielen eine Rolle. "Shear
Locking" wund "Membrane Locking" bringen bei 4,8 und 9-Knoten
Elementen immer die Gefahr einer falschen Lésung. Fir Berech-
nungen von Systemen mit noch unbekanntem nichtlinearen Verhal-
ten 1ist deswegen immer ein zuverldssiges, robustes Element zu
empfehlen, das nicht das billigste sein kann. Berlecksichtigt
man aber nicht nur die Rechenzeit, sondern auch die Bearbei-
tungszeit, so sind viele Rechenversuche mit Variation von Fak-
toren oder Verfahren sicher unwirtschaftlicher als eine teure
und dafiir in kurzer Zeit durchgefiihrte Rechnung. Die einfachen
Elementtypen haben ihre Berechtigung bei Parameterstudien, da
dann das prinzipielle Verhalten der Struktur bekannt ist. Hier
bieten sich die reduziert integrierten Elemente an, wobei die

vollstdndig reduzierte Integration, eventuell mit "hourglass-—
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control", bevorzugt werden sollte., Als besonders effektiv bei
den Schalenberechnungen hat sich das S8-Element mit 2*%2-Inte-
gration erwiesen. Dieses Element enthdlt keine "Zero-Energy-
Modes" und ist filir alle Systeme brauchbar. Das "Shear Locking"
ist allerdings nicht vollstdndig beseitigt, so daB auch bei

diesem Element Kontrollrechnungen unvermeidlich sind.

Die Anwendungsbeispiele in dieser Arbeit zeigen, daB die Me-
thode der finiten Elemente in der Lage ist, Grenzlastprobleme
von Schalen mit einer hohen Genauigkeit zu 18sen. Die Berech-
nungen konnen Versuche sinnvoll ergidnzen, da dort manche
Einflﬁsse nicht getrennt wiedergegeben werden kdnnen. Ist die
Leistungsfdhigkeit eines Elements und des dazugehdrigen Pro-
gramms an Beispielen bewiesen, ist die Durchflihrung von Para-
meterstudien sinnvoll mdglich. Der Einsatz eines hochent-
wickelten Programms fiir nichtlineare Berechnungen ist aller-
dings nicht ohne Probleme. Die Anforderungen an den Kenntnis-
stand des Anwenders sind relativ hoch, da die Iterationsver-
fahren bisher genauso wenig automatisiert angewendet werden

konnen, wie die Auswahl der Elementtypen.

Aus den berechneten Beispielen kdnnen fir die Beurteilung der
Stabilitdt wvon flissigkeitsgefillten Schalen einige Erkennt-
nisse gewonnen werden. Der stabilisierende Effekt des Innen-
drucks ist sowohl bei Kegelschalen als auch bei Torusschalen
im elastischen Bereich deutlich merkbar. Die Erhéhung hat al-
lerdings bei beiden Systemen unterschiedliche Ursachen. Beim
Kegel wird die Imperfektionsempfindlichkeit abgemindert, bei

der Torusschale dagegen der zwelachsige Druckspannungszustand
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abgebaut. Die Torusschale ist nicht imperfektionsempfindlich,

solange elastische Zustdnde vorliegen.

Die plastischen Berechnungen zeigen, daB bei den hier berech-
neten Kegelschalen aus Baustahl mit einem Neigungswinkel von
30 Grad kein Beulproblem mehr vorliegt, da das Materialversa-—
gen infolge der hohen Ringspannungen iiberwiegt. Solche Struk-
turen kénnen mit einem rotationssymmetrischen Modell berechnet

werden,

Die in dieser Arbeit berechneten zusammengesetzten Schalen mit
Torusbereichen sind gegen elastisches Beulen nicht imperfek-
tionsempfindlich. Steigerungen der Beullast infolge eines 1In-
nendrucks sind der Reduktion der Ringdruckspannungen zuzu-
schreiben. Bei Einbeziehung des Versagens des Materials ist
bei torusfdrmigen Schalen im untersuchten Bereich von r/t=300-
400 eine starke Interaktion zwischen dem geometrischen EinfluB
des Beulens und dem Plastizieren vorhanden. Es tritt eine
deutlichen Abminderung der Beullast auf. Diese Systeme erfor-
dern im plastischen Bereich immer eine genauere Untersuchung.
Der Innendruck steigert die Traglast auch bei plastischem Ma-
terialverhalten, Bei sehr hohen Innendriicken kann eine
frithzeitige Plastizierung durch die Ringspannungen die auf-
nehmbare Axiallast reduzieren. Dieser Bereich wird aber durch
die iibliche Bemessung mit zuldssigen Spannungen oder auch

zuldssigen Lasten nicht erreicht.

Untersuchungen zum EinfluB der Geometrie mit Knicken bei pla-

stischem Verhalten sollten noch ausgefiihrt werden, da die ho-
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hen Biegespannungen sehr frih zum Plastizieren fllhren und das
System dadurch weicher wird. Weitere Parameterstudien mit

verdnderter Geometrie sind hierzu erforderlich.
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Anhang - Teil A

Geometrische Matrix DKT - Element:

P.d.v.V.:

1, 1 _ 2
I1Sij biejq d Vs I1Tij 51nij av = 8w, - f

1713 717175
Sij e Spannungsinkrement (unbekannt)
Tij .. Cauchy ~ Spannung, Zustand 1

nij = % uk,i uk,j (nichtlinearer Verzerrungsanteil)

1
ONig =3 18U s W g ey By ) = Awy oy g
3
1
3
)
3
3 1
o 2 A= g%, Xy
1 1
1 2 B Elementflédche
u . bl
2 2 - -
A 22 *2 *
3 3

1 u2, u3 fiir ein lineares Ver-
schiebungsfeld eines Dreiecks werden die speziellen geometri-—

In den allgemeinen Ansatz filir u

schen Beziehungen fiir das abgebildete Element eingefiihrt

(Xij: X, - xj).
W, = ot { (R, V9, - ¥, % + R, ul
i N 2 ¥3 3 32 i
- = = = 2
+ Yy X Xy y) uy
— - 3 -
+ X, v) uy }oi=1,2,3
au,
A = .3 T35 42
5% T %49 7 (T Y3 vyt vy )
ou,
i _ _ 1 = 1 _ = 2 = 3
5y, - Yi,2 T o7& (F X3y uy 7 Xguy o+ X, ug)
u = 0
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Digkretisierung:

J}Tij Oqmy5 a'v - jlrij %%, 1 1%, a'v
d = g u mit d [u1,1, u2,2, u3,3 .l
ij = S
K. = /B s B av
RS
Uy 7Y, vy
Uy o | %3 IR %)
Y2, ¥, vy -
- - - TR
Y2,2 *32 T3 *2
"3,1 “¥, Yy
Y3,2 32 5 )
Matrix é

Krimmungsanteile werden vernachlidssigt,

so daB aus der Span-

nungsmatrix S nur die konstanten Anteile verwendet werden.

N
A 11
N =
Nqp
N
N = {0
| 0
_ AT
K, = B

-—

Nyo

Noo
0 0
N OO
ol
N B

- 142 -

+h/2

11 [ sy
-h/2

dz
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Anhang - Teil B

Beulberechnung nach der DASt - Richtlinie 013:

Nur zu Vergleichszwecken - Richtlinie gilt nicht fir diesen
Fall!

Abminderungsfaktor:

o = 0,52 - 0,52 = 0,169
ST 1e. 243
100t - cosa 34 - cos 32°

Wirkung des Innendrucks:

- 94 r 2

4 = 5§ (fsosa!

4; = 0,04 (am Kegelauflager)

= _ 0,04 243 2

4 = 71350 " 6737 cos 325 0,660
Aus Bild 2.7 (DASt - Richtlinie) folgt:

Aa = 0,3
Gesamtabminderungsfaktor:

a = 0,169 + 0,3 = 0,469
Ideale Beulspannung:

t
Og; = 0,605+ E T Tcosa = 3,08 N/mm?
= - 2
Oy = Q-0 = 1,445 N/mm
_ 1,445 _
9¢ = 7,33 < 0,620
/'~

Spannung bei Vollfiillung

Bei einer Dichte von y = g+ yo = 0,620 - 10“5 N/mm® ist die Beul-
last erreicht: P 1,0 - 10-5 (Wasser).
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