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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der numerischen Simulation von Kontaktproblemen
dünnwandiger Strukturen unter Verwendung der Methode der Finiten Elemente. Dazu wird eine
mortar-basierte Kontaktformulierung vorgestellt und mit geeigneten räumlichen und zeitlichen
Diskretisierungsstrategien verknüpft.

Aufbauend auf die 7-Parameter-Schalenformulierung von Büchter und Ramm (1992) wird im
Hinblick auf eine sinnvolle Kopplung mit der elementunabhängigen Kontaktbeschreibung ein
trilineares oberflächenorientiertes hybrides Volumen-Schalen-Element hergeleitet. Ergänzend
wird auf der Basis des Prinzips von Hu-Washizu ein trilineares geometrisch nichtlineares Volu-
menelement ausgearbeitet. Numerische Untersuchungen dokumentieren die Leistungsfähigkeit
beider FE-Formulierungen.

Für die zeitliche Diskretisierung werden zwei implizite Zeitintegrationsalgorithmen eingesetzt.
Neben dem bestehenden „Generalized-�“-Verfahren findet vor allem die „Generalized-Energy-
Momentum-Method“ Anwendung. Diese erweist sich in allen durchgeführten numerischen
Analysen als unbedingt stabil.

Hauptbestandteil dieser Arbeit ist die Erweiterung der in Hüeber und Wohlmuth (2005) vorge-
stellten Mortar-Kontaktformulierung auf den geometrisch nichtlinearen Fall. Durch die Einfüh-
rung von kontinuierlich approximierten Lagrange-Multiplikatoren, die physikalisch den Kon-
taktdruck repräsentieren, wird die einzuhaltende Inpenetrabilitätsbedingung in einem schwa-
chen integralen Sinne formuliert. Die Wahl von dualen Ansatzfunktionen (Wohlmuth (2000))
zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren ermöglicht die knotenweise Entkopplung der zu
erfüllenden geometrischen Randbedingungen. In Kombination mit einer Aktiven-Mengen-Stra-
tegie entsteht ein Algorithmus, der die Elimination der diskreten Knotenwerte der Lagrange-
Multiplikatoren erlaubt. Diese lassen sich in einer Nachlaufrechnung variationell konsistent in
Abhängigkeit der Verschiebungen berechnen. Der resultierende Kontaktalgorithmus vereint, im
Gegensatz zu vielen anderen Formulierungen, zwei wesentliche Vorteile: Lediglich die diskreten
Knotenverschiebungen treten als primäre Unbekannte auf, wodurch die Größe des abschließend
zu lösenden Gleichungssystems konstant bleibt; es sind keinerlei benutzerdefinierte Parameter,
wie beispielsweise ein Penalty-Parameter, notwendig.

Detaillierte numerische Untersuchungen dynamischer Kontaktprobleme verdeutlichen die Not-
wendigkeit zusätzlicher algorithmischer Energieerhaltungsstrategien. Die von Laursen und
Love (2002) vorgestellte „Velocity-Update“-Methode zeichnet sich dadurch aus, dass sie die
exakte Energieerhaltung bei gleichzeitiger Erfüllung der geometrischen Nichtdurchdringungs-
bedingung garantiert. Sie wird entsprechend der vorgestellten Kontaktformulierung überarbeitet
und für die Kombination mit der „Generalized-Energy-Momentum-Method“ verallgemeinert.

Anhand von numerischen Beispielen wird die Leistungsfähigkeit der vorgestellten Lösungsstra-
tegie analysiert und bewertet.
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Abstract

The present thesis is concerned with the numerical simulation of contact problems of thin-walled
structures using the finite element method. A mortar-based contact formulation is presented and

combined with suitable strategies for the discretization in space and time.

In view of a useful coupling with the element independent contact description, a trilinear surface

oriented hybrid shell element is derived on the basis of the 7-parameter shell model by Büchter
and Ramm (1992). Additionally, a trilinear geometric nonlinear brick element based on the prin-
ciple of Hu-Washizu is devised. Numerical tests demonstrate the performance of both element

formulations.

For the discretization in time, two implicit time integration algorithms are used. In addition to

the existing „Generalized-�“-Method especially the „Generalized-Energy-Momentum-Me-
thod“ is applied. The latter is proven to be unconditionally stable in all performed numerical
analyses.

The essential part of this thesis is the extension of the mortar contact formulation presented by
Hüeber and Wohlmuth (2005) to the geometrically nonlinear regime. Introducing continuously

approximated Lagrange Multipliers, physically representing the contact pressure, the geometric
impenetrability condition is formulated in a weak, integral sense. Using dual shape functions

(Wohlmuth (2000)) for the interpolation of the Lagrange Multipliers allows for a nodal decoup-
ling of the geometric constraints. The combination with an active set strategy results in an algo-
rithm which allows for elimination of the discrete nodal values of the Lagrange Multipliers. They

can be easily recovered from the displacements in a variational consistent way. In contrast to
many other formulations, the resulting contact algorithm combines two main advantages: Only
the discrete nodal displacements appear as primal unknowns, thereby the size of the system of

equations to be solved remains constant; there is no need for any user defined parameters like
a penalty parameter.

Detailed numerical analyses of dynamic contact problems illustrate the necessity of additional,
algorithmic energy-conserving strategies. The „Velocity-Update“-method by Laursen and Love

(2002) is characterized by the fact that it guarantees the exact conservation of energy while si-
multaneously satisfying the geometric impenetrability condition. This method is revised accord-
ing to the presented contact formulation and generalized for combination with the „Generalized-

Energy-Momentum-Method“.

Numerical examples are investigated to analyze and judge the effectiveness of the proposed solu-

tion strategy.
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Abkürzungen und Bezeichnungen

In der vorliegenden Arbeit werden nach Möglichkeit deutsche Bezeichnungen verwendet. In den

Fällen, in denen englische Begriffe als feststehende Bezeichnungen angesehen werden können,
für die keine passende deutsche Entsprechung gegeben werden kann, wird der englische Begriff

eingeführt und anschließend ausschließlich verwendet.

Falls nicht ausdrücklich abweichend vereinbart, gilt das Folgende:

• Kleine, lateinische Indizes nehmen die Werte 1 bis 3 an

• Kleine, griechische Indizes nehmen die Werte 1 und 2 an

Bei der Diskretisierung mit Finiten Elementen gilt:

• Große, lateinische Indizes laufen von 1 bis n, mit n :�Anzahl der Knoten pro Element

• Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention

Weiter werden Vektoren, Tensoren zweiter und höherer Stufe sowie Matrizen mit fettgedruckten
Buchstaben dargestellt. Eine Verwechslung von Matrizen und Tensoren sollte in dem jeweiligen
Kontext ausgeschlossen sein. Skalare sind in Standardschrift gesetzt.

Auf folgende Abkürzungen und Bezeichnungen wird mehrfach zurückgegriffen:

Abkürzungen

ANS Assumed-Natural-Strain

DSG Discrete-Strain-Gap

EAS Enhanced-Assumed-Strain

EMM Energy-Momentum-Method

FE Finite Elemente

FEM Finite-Element-Methode

Gen� Generalized-� (-Verfahren)

GEMM Generalized-Energy-Momentum-Method

HR Hellinger-Reissner

HW Hu-Washizu

KKT Karush-Kuhn-Tucker (Bedingungen)

NTN Knoten-Knoten-Kontakt (node-to-node contact)

NTS Knoten-Segment-Kontakt (node-to-segment contact)

PvV Prinzip der virtuellen Verschiebungen

STS Segment-Segment-Kontakt (segment-to-segment contact)

Sm Mittelflächenorientiertes Schalenelement

So Oberflächenorientiertes Schalenelement (Volumen-Schalen-Element)

VHW Hu-Washizu-Volumenelement
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Bezeichnungen

ai, ai ko- und kontravariante Basisvektoren der Schalenmittelfläche in der Momentan-

konfiguration

Ai, Ai ko- und kontravariante Basisvektoren der Schalenmittelfläche in der Referenzkon-

figuration

A, a Metriktensor der Schalenmittelfläche in der Referenz- bzw. Momentankonfigura-

tion

a3 � g3 Direktor in der Momentankonfiguration

A3 � G3 Direktor in der Referenzkonfiguration

A Schalenmittelfläche

A Menge aller aktiven Slave-Knoten

b Volumenkraftvektor pro Masseneinheit

B diskretisierter Differentialoperator („B-Operator“)

Bc Matrix der Wichtungsfaktoren zur Berechnung der Kontaktkräfte: fc
� Bc z

� Materialtensor

�
^

Werkstofftensor der Schalentheorie (�^
� über die Dicke integriert)

CS viskose Dämpfungsmatrix

d � {2, 3} Index zur Kennzeichnung der Dimension des betrachteten Problems

�d
~S
�

Vektor der gewichteten, inkrementellen Knotenverschiebungen auf dem Slave-

Rand in die jeweilige Normalenrichtung

[�d] inkrementeller Sprung: Vektor der inkrementellen Relativverschiebung zweier dis-

kretisierter Kontaktränder zueinander

[�d
~
�] Vektor der gewichteten, inkrementellen Relativverschiebung eines Knotens i auf

dem Slave-Rand in Richtung seiner Normalen

d Vektor der diskreten Knotenverschiebungen

dS Vektor der diskreten Knotenverschiebungen auf dem Slave-Rand

dM Vektor der diskreten Knotenverschiebungen auf dem Master-Rand

d
.

Vektor der diskreten Knotengeschwindigkeiten

d
.
c Vektor der diskreten Kontakt-Geschwindigkeiten („Velocity-Update“-Methode)

d
..

Vektor der diskreten Knotenbeschleunigungen

D
~

Verzerrungsmatrix (EAS-Methode)

DS Kopplungsmatrix auf der Slave-Seite; Diagonalmatrix

ei
� ei orthonormale, globale Basisvektoren

E Elastizitätsmodul

Ekin kinetische Energie

Epot potentielle Energie

Etot totale Energie
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�Etot inkrementelle Veränderung der gesamten totalen Energie innerhalb eines Zeit-

schrittes �t

�Etot
1 inkrementelle Veränderung der totalen Energie ohne Kontakt innerhalb eines Zeit-

schrittes �t

�Etot
c zusätzliche, inkrementelle Veränderung der totalen Energie infolge von Kontakt

innerhalb eines Zeitschrittes �t

E Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Eu verschiebungsabhängiger Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Eu
h Vektor der verschiebungsabhängigen kinematischen Variablen

ES spannungsabhängiger Green-Lagrange-Verzerrungstensor

E
~

Tensor der zusätzlichen Verzerrungen beim modifizierten Prinzip von Hu-Washizu

(EAS-Methode)

E
~

h Vektor der approximierten, zusätzlichen kinematischen Variablen

E1 Tensor der zur Stabilität notwendigen Verzerrungen beim Prinzip von Hu-Washizu

(Hu-Washizu-Volumenelement)

E2 Tensor der zusätzlichen Verzerrungen beim Prinzip von Hu-Washizu (Hu-Washizu-

Volumenelement)

fc Vektor der Kontaktkräfte

fdyn Vektor der Massenkräfte (Trägheitskräfte)

fint Vektor der inneren Kräfte

f
~int Vektor der zusätzlichen inneren Kräfte (EAS-Methode)

f înt Vektor der kondensierten, inneren Kräfte

fext externe Kräfte

feff effektiver Lastvektor

fêff transformierter effektiver Lastvektor

feff,mod modifizierter effektiver Lastvektor

fêff,mod modifizierter transformierter effektiver Lastvektor

f
^

Vektor der Ungleichgewichtskräfte

F materieller Deformationsgradient

g Abstandsfunktion oder Klaffung

ga, gb diskrete Klaffungen an den Segmentgrenzen

g~ Vektor der gewichteten Knotenklaffung

gi, gi ko- und kontravariante Basisvektoren in der Momentankonfiguration

Gi, Gi ko- und kontravariante Basisvektoren in der Referenzkonfiguration

G, g Metriktensor (Einheitstensor) in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration
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g3 � a3 Direktor in der Momentankonfiguration

G3 � A3 Direktor in der Referenzkonfiguration

h Schalendicke

h�d, d
.
, d

..
� Bekannte Geschichtsterme eines Zeitintegrationsverfahrens

I Menge aller inaktiven Slave-Knoten

I2 zweidimensionale Einheitsmatrix

I3 dreidimensionale Einheitsmatrix

J Jacobi-Determinante

k Iterationszähler innerhalb einer Newton-Iteration

Ke�u Elastische und Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix

Kg Geometrische Steifigkeitsmatrix

Ku
T tangentielle Steifigkeitsmatrix

K
^

T modifizierte tangentielle Steifigkeitsmatrix

Keff
T

effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix

K
^ eff

T
transformierte effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix

Keff,mod
T

modifizierte effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix

K
^ eff,mod

T
modifizierte transformierte effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix

l Iterationszähler innerhalb der Aktiven-Mengen-Strategie

L, LT Kopplungsmatrizen (EAS-Methode)

m statische Variablen, in �3 linearer Anteil von S, energetisch konjugiert zu �

M Menge aller FE-Knoten des Master-Randes

M Massenmatrix

M
~

Matrix der Ansatzfunktionen für zusätzliche kinematische Variablen (EAS-Me-

thode)

M1 Matrix der Ansatzfunktionen für die zur Stabilität notwendigen Verzerrungen (Hu-

Washizu-Volumenelement )

M2 Matrix der Ansatzfunktionen für die zusätzlichen Verzerrungen (Hu-Washizu-Vo-

lumenelement )

Mz Matrix der Ansatzfunktionen für die Lagrange-Multiplikatoren (Hu-Washizu-Vo-

lumenelement )

MS Kopplungsmatrix bei der Mortar-Methode: Slave-(Non-Mortar-)Seite

MM Kopplungsmatrix bei der Mortar-Methode: Master-(Mortar-)Seite

M
^

Abkürzung: M
^
� D�1

S MM

n Zeitschrittzähler des Zeitintegrationsverfahrens

nd Anzahl aller Finiter Elementknoten

ne Anzahl Finiter Elemente

ni
e Anzahl der Kontaktflächenelemente, die an einen Slave-Knoten i angrenzen
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nS
c Anzahl Finiter Elementknoten auf dem Slave-Rand

nM
c Anzahl Finiter Elementknoten auf dem Master-Rand

ngp Anzahl der verwendeten Gauß-Punkte bei der numerischen Integration

nT Anzahl aller Zeitschritte im gesamten Integrationszeitraum

n nach außen gerichteter Normalenvektor in der Momentankonfiguration

n statische Variablen, in �3 konstanter Anteil von S, energetisch konjugiert zu �

N Menge aller FE-Knoten, die sich weder auf dem Slave- noch auf dem Master-Rand

befinden

NS
i Ansatzfunktion zur Interpolation der Verschiebung auf dem Slave-Rand

NM
i Ansatzfunktion zur Interpolation der Verschiebung auf dem Master-Rand

N0 nach außen gerichteter Normalenvektor in der Referenzkonfiguration

N Matrix der Interpolationsfunktionen

N
~

Matrix der gewichteten Normalenvektoren auf dem Slave-Rand

Nn Matrix der Normalenvektoren auf dem Slave-Rand zum Zeitpunkt tn

p� Vektor der diskreten Knotenimpulse in jeweiliger Normalenrichtung

P Kraft (Einzellast)

P Erster Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

P Matrix der Ansatzfunktionen für die Spannungen (Hu-Washizu-Volumenelement)

R1, .., R4 Konstanten („Velocity-Update“-Methode)

R, r Ortsvektor eines Punktes auf der Schalenmittelfläche in der Referenz- bzw. Mo-

mentankonfiguration

R Residuum

S Menge aller FE-Knoten des Slave-Randes

S Zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Su verschiebungsabhängiger zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Su
h Vektor der approximierten, verschiebungsabhängigen statischen Variablen

SE verzerrungsabhängiger zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

S
~

zu E
~
 energetisch konjugierte Spannungen beim modifizierten Prinzip von 

Hu-Washizu

S
~

h Vektor der zu E
~

h energetisch konjugierten, statischen Variablen

t Zeitvariable

�t Zeitschritt

t� Normalkontaktkraft

t Spannungsvektor

tS Vektor der von S abhängigen Spannungen

tu Vektor der von Su abhängigen Spannungen

t^ vorgegebener Spannungsvektor auf einem Neumann-Rand �N
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tc Kontaktkraftvektor bezogen auf die Referenzkonfiguration: tc � P � N0

tc Kontaktkraftvektor bezogen auf die Momentankonfiguration: tc � � � n

t� Tangentialkontaktkraft (Reibkraft)

t�
i
, t	

i
normierte Tangentenvektoren eines Knotens i auf dem Slave-Rand

T Gesamtzeit der Zeitintegration

Tp Periodendauer einer Schwingung

TA Matrix der normierten Tangentenvektoren aller aktiver Slave-Knoten

u Verschiebungsvektor eines Punktes

[u] Sprungfunktion (Relativverschiebung zweier materieller Punkte entlang eines

Kopplungsrandes)

u^ vorgegebene Verschiebung auf einem Dirichlet-Rand �D

u� tangentielle Relativverschiebung der Oberflächen zweier kontaktierender Körper

uc Verschiebungsvektor eines Punktes auf einem Kontakt-Rand �c

u
.

Geschwindigkeitsvektor eines Punktes

u
..

Beschleunigungsvektor eines Punktes

v� tangentielle Relativgeschwindigkeit der Oberflächen zweier kontaktierender Kör-

per

v Verschiebung eines Punktes der Schalenmittelfläche

w Differenzvektor (Differenzverschiebung eines Punktes der Schalenoberseite zu de-

ren Mittelfläche)

wii Hauptdiagonaleinträge der Diagonalmatrix DS[i, i] (Wichtungsfaktoren)

wr Wichtungsfaktor bei der numerischen Integration

Wint Verzerrungsenergiedichtefunktion (in 
)

Wint
2D Verzerrungsenergiedichtefunktion (in A)

xi kartesische (orthonormierte) Koordinaten

X, x Ortsvektor eines Punktes in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration (Slave)

Y, y Ortsvektor eines Punktes in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration (Master)

Y
^
, y^ Projektion von X, x auf die Master-Seite in der Referenz- bzw. Momentankonfigu-

ration

z Vektor der internen Parameter für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren

(Hu-Washizu-Volumenelement)

z Vektor der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren

z� Vektor der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren in Normalenrich-

tung

z� Vektor der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren in Tangentialrich-

tung
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�f,�m Zeitintegrationsparameter zur Modifikation der semidiskreten Bewegungsglei-

chung beim Gen�-Verfahren und bei der GEMM

� kinematische Variablen, in �3 konstanter Anteil von E, energetisch konjugiert zu n

� Vektor der internen Verzerrungsparameter (EAS-Methode)

�1 Vektor der zur Stabilität notwendigen internen Verzerrungsparameter (Hu-Was-

hizu-Volumenelement)

�2 Vektor der zusätzlichen internen Verzerrungsparameter (Hu-Washizu-Volumenele-

ment)

�, � Newmark-Parameter (Zeitintegrationsverfahren)

� kinematische Variablen, in �3 linearer Anteil von E, energetisch konjugiert zu m

� Vektor der internen Spannungsparameter (Hu-Washizu-Volumenelement)

� Gebietsrand eines Körpers (Momentankonfiguration)

�c Gebietsrand eines Körpers mit Kontakt-Randbedingung (Momentankonfiguration)

� � �
 Gebietsrand

�c Gebietsrand eines Körpers mit Kontakt-Randbedingung (Referenzkonfiguration)

�D Gebietsrand eines Körpers mit Dirichlet-Randbedingung (Referenzkonfiguration)

�N Gebietsrand eines Körpers mit Neumann-Randbedingung (Referenzkonfiguration)

�obs potentieller Kontaktrand eines starren Körpers

� Penalty-Parameter zur Regularisierung des Normalkontaktes

�
i krummlinige, konvektive Koordinaten

�L,�L Lamé-Konstanten

�� Lagrange-Multiplikator in Normalenrichtung

� Lagrange-Multiplikator

� Reibungskoeffizient der Coulombschen Reibung

�
^ Betrag des Schalenshifters

� Querdehnzahl (Poissonzahl)

� auswärtsgerichtete Normale im Projektionspunkt auf der Slave-Seite

�, 	, � lokale Elementkoordinaten

�
� krummliniges, konvektives Koordinatensystem auf der Kontaktoberfläche der

Master-Seite

�
^

Projektionspunkt eines Punktes x des Slave-Randes auf den Master-Rand im kon-

vektiven Koordinatensystem ��
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� potentielle Energie

�
LM potentielle Energie unter Verwendung eines Lagrange-Multiplikator-Verfahrens

�HW potentielle Energie beim Prinzip von Hu-Washizu

�
mod
HW potentielle Energie beim modifizierten Prinzip von Hu-Washizu (EAS-Methode)

�
LM
HW potentielle Energie beim modifizierten Prinzip von Hu-Washizu (Hu-Washizu-Vo-

lumenelement)

��
int interne virtuelle Arbeit

��
ext externe virtuelle Arbeit

��c virtuelle Kontaktarbeit

��
aug
c virtuelle Kontaktarbeit – Augmented-Lagrange-Methode

��
P
c virtuelle Kontaktarbeit – Penalty-Methode

��PvV Prinzip der virtuellen Verschiebungen

��HR Prinzip von Hellinger-Reissner

��HW Prinzip von Hu-Washizu

��
mod
HW Modifiziertes Prinzip von Hu-Washizu (EAS-Methode)

��
LM
HW Modifiziertes Prinzip von Hu-Washizu (Hu-Washizu-Volumenelement)

�
	

Spektralradius der Vergrößerungsmatrix eines Zeitintegrationsverfahrens für den

Grenzübergang �t
Tp � 	

� Dichte

� Cauchy-Spannungstensor

�
�
, 	

�
kovariante Basisvektoren im Projektionspunkt (Referenz- bzw. Momentankonfigu-

ration)

�i Ansatzfunktion zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren

�
S
i Standard Ansatzfunktion zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren

�
D
i Duale Ansatzfunktion zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren

� Gleitfunktion beim Coulombschen Reibgesetz


 (diskretisierter) materieller Körper beziehungsweise Gebiet


obs starrer Körper


e Teilgebiet eines Finiten Elementes

�
 � � Gebietsrand

Weitere Bezeichnungen werden beim jeweiligen Auftreten erläutert.
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Mathematische Notationen und sonstige Vereinbarungen

div A Divergenz von A

grad a Gradient von a
�a
�b

� a,b partielle Ableitung von a nach b

LIN(a) Linearisierung von a

�a Variation von a

�a Inkrement bezüglich a

AT Transponierte von A

A�1 Inverse von A

�ij Kronecker-Delta: �ij �
1

0

falls i � j
falls i � j

�a�h, �a�
h

Diskretisierung (Approximation) von a

 a � Macauley-Klammer:  a � �
a

0

falls a � 0
falls a � 0

sign�a� Signumsfunktion: sign�a� �

� 1

0

falls a � 0
falls a � 0

� 1 falls a � 0

� Menge der reellen Zahlen
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11(1 Einführung

1.1 Motivation und Stand der Technik

Die meisten physikalischen Bewegungsvorgänge werden durch die Wechselwirkung verschie-
dener, miteinander in Berührung kommender Körper beeinflusst. Alltägliche Dinge wie Spazie-

rengehen oder Radfahren sind ohne das Kontaktieren zweier oder mehrerer Körper nicht mög-
lich. Auch in vielen technischen Anwendungen, sei es in der Umformtechnik, im Automobilbau
oder im Bauwesen (vgl. Abb. 1.1), spielt die mechanische Interaktion verschiedener Bauteile

eine wichtige Rolle. Wegen ihres günstigen Verhältnisses von Steifigkeit zu Eigengewicht fin-
den häufig dünnwandige Strukturen Anwendung als Konstruktionselemente. Für die Analyse

der meist sehr komplexen Fragestellungen ist neben einer geeigneten Beschreibung der Kontakt-
Randbedingungen auch die realitätsnahe Abbildung des Strukturverhaltens der beteiligen Kör-
per notwendig. Dabei sind häufig dynamische Effekte sowie große Verformungen der untersuch-

ten Konstruktionselemente zu berücksichtigen.

Abb. 1.1: Beispiele für Kontaktprobleme

Nur vereinzelte Sonderfälle von Kontaktproblemen lassen sich einer analytischen Lösung zu-

führen. Deshalb müssen für die Untersuchung der für Ingenieure interessanten Fragestellungen
geeignete Simulations- und Berechnungsverfahren entwickelt werden. Als Basis hierfür hat sich

in den vergangenen Jahrzehnten die Methode der Finiten Elemente als ein überaus leistungsfähi-
ges numerisches Näherungsverfahren etabliert. Für die Modellierung dünnwandiger Strukturen
werden dabei verstärkt höherwertige Elementformulierungen benutzt, die die Anwendung un-

modifizierter dreidimensionaler Stoffgesetze erlauben. Ein umfassender Überblick über die FE-
Modellierung dünnwandiger Strukturen findet sich in Bischoff et al. (2004).

Obwohl bereits in kommerziellen FE-Programmen (z.B. ANSYS, MSC.MARC, ABAQUS oder
LS-DYNA) verschiedene Kontaktformulierungen zur Analyse industrieller Anwendungen im-
plementiert sind, besteht immer noch großer Forschungsbedarf nach geeigneteren Verfahren.

Dabei steht die Frage nach unbedingt stabilen und robusten Kontaktalgorithmen im Mittelpunkt
der aktuellen, wissenschaftlichen Anstrengungen.
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Das bislang vorwiegend angewendete Diskretisierungsverfahren zur Berücksichtigung von

Kontakt-Randbedingungen bei großen Deformationen ist die Knoten-Segment (node-to-seg-

ment – NTS) Diskretisierung.  Hierbei wird gefordert, dass ein FE-Knoten auf dem Rand eines

Körpers (Slave-Knoten) ein ihm gegenüberliegendes Finites Element (Master-Segment) nicht
durchdringen darf. Dieses Verfahren wird auch als Kollokationsmethode bezeichnet, da die Kon-
takt-Randbedingungen nur an einzelnen, diskreten FE-Knoten punktweise erfüllt werden. Die

ersten erfolgreichen Anwendungen finden sich bereits in den Arbeiten von Hallquist (1979) und
Hughes et al. (1977a). Darauf aufbauend wurden in den vergangenen zwei Jahrzehnten viele Er-

weiterungen und Verallgemeinerungen dieser Ansätze vorgeschlagen (Hallquist et al. (1985),
Wriggers et al. (1990), Benson und Hallquist (1990), Laursen (1992) u.a.).

Kontaktprobleme mit großen Deformationen bedingen meist auch das Auftreten von beachtli-
chen tangentialen Relativverschiebungen zweier Körper. Wird für die Analyse solcher Frage-
stellungen die NTS-Diskretisierung eingesetzt, kann dies zu numerischen Problemen führen.

Aufgrund der räumlichen Approximation der wahren Geometrie mittels Finiter Elemente kann
es zu Ecken und Kanten zwischen benachbarten Elementen kommen, an denen keine eindeutige

Normale definiert ist. Das kann Konvergenzprobleme hervorrufen, vor allem dann, wenn die
Kontaktflächen starke Krümmungsänderungen aufweisen. Zur Vermeidung dieser Probleme
wurden von verschiedenen Autoren (Taylor und Wriggers (1999), Padmanabhan und Laursen

(2001), Wriggers et al. (2001), Puso und Laursen (2002), Stadler und Holzapfel (2004)) soge-
nannte smooth-contact-Formulierungen vorgestellt. Hierfür werden die diskretisierten Kontakt-

flächen mit Hilfe verschiedener Interpolationsmethoden (Hermitesche Polynome, Bezier-Inter-
polationen, Gregory-Patches) geglättet und kontinuierlich (smooth) approximiert.

Unter Einsatz einer sogenannten Segment-Segment (segment-to-segment – STS) Diskretisie-
rung lassen sich die erwähnten Probleme einer NTS-Diskretisierung vermeiden. Dieses Verfah-

ren wurde von Simo et al. (1985) für die Annahme geometrischer Linearität eingeführt. Ähnliche
Segment-Segment Kontaktformulierungen finden sich in Papadopoulos und Taylor (1992) so-
wie in Zavarise und Wriggers (1998). Viele der neueren STS-Diskretisierungstechniken basieren

auf der sogenannten Mortar-Methode. Dieses ursprünglich im Rahmen der Gebietszerlegungs-
methoden entwickelte Verfahren (Bernardi et al. (1990, 1993, 1994)) eignet sich besonders für

den Informationsaustausch zweier diskretisierter Körper entlang gemeinsamer, nicht konform
vernetzter Elementflächen bzw. -kanten. Im Gegensatz zur NTS-Diskretisierung werden die
Kontinuitätsbedingungen nicht diskret an einzelnen FE-Knoten gefordert, sondern in einem

schwachen, integralen Sinne entlang des Kopplungsrandes formuliert. Auf Basis der Mortar-
Methode wurden in jüngster Vergangenheit verschiedene Kontakt-Formulierungen vorgeschla-

gen. Dabei sind aus der mathematischen Literatur unter anderem die Arbeiten von Belgacem et
al. (1998), Hild (2000), Wohlmuth und Krause (2003) und Hüeber und Wohlmuth (2005) zu nen-
nen. Darin werden detaillierte mathematische Beweise für die Existenz eindeutiger Lösungen

und die Stabilität der eingesetzten Verfahren für die Annahme kleiner Verformungen und linea-
rer Elastizität geführt. Im Bereich der Ingenieurliteratur sind die Arbeiten von McDevitt und



3

Laursen (2000), Rebel et al. (2002), Puso und Laursen (2004a, 2004b), Yang et al. (2005), Fi-

scher (2005) sowie Fischer und Wriggers (2005, 2006) zu nennen.

Bei der Mortar-Methode werden die Übergangsbedingungen mit Hilfe von kontinuierlich appro-

ximierten Lagrange-Multiplikatoren von einem Kopplungsrand auf den anderen übertragen. Für
die Interpolation dieser Lagrange-Multiplikatoren kommen häufig die klassischen Ansatzfunk-

tionen zum Einsatz, die auch für die Approximation der Geometrie und der Verschiebungen in-
nerhalb eines Finiten Elementes benutzt werden. Alternativ hierzu wurden von Wohlmuth
(2000) sogenannte duale Ansatzfunktionen zur Approximation der eingeführten Lagrange-Mul-

tiplikatoren vorgeschlagen. Damit lassen sich die einzuhaltenden Kontinuitätsbedingungen kno-
tenweise entkoppeln und die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren aus dem zu
lösenden Gleichungssystem eliminieren. In Hüeber und Wohlmuth (2005) wird für geometrisch

lineare Problemstellungen eine Mortar-Kontaktformulierung vorgestellt, die duale Ansatz-
räume zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren verwendet. Zusammen mit dem Einsatz

einer Aktiven-Mengen-Strategie resultiert ein Kontaktalgorithmus, der sich, im Gegensatz zu
vielen anderen, durch zwei wesentliche Eigenschaften auszeichnet:

• Die Größe des zu lösenden Gleichungssystems bleibt konstant.
• Es ist kein benutzerdefinierter Parameter (z.B. Penalty-Parameter) notwendig.

1.2 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer robusten Lösungsstrategie zur Simulation von Kon-
taktproblemen dünnwandiger Strukturen bei großen Deformationen. Hierfür sind im Wesentli-

chen folgende drei Teilaspekte zu erarbeiten und miteinander zu kombinieren:

• Formulierung geeigneter Finiter Elemente für die räumliche Diskretisierung dünnwan-
diger Strukturen im Hinblick auf eine entsprechende Kontaktformulierung.

• Untersuchung von stabilen, impliziten Zeitintegrationsverfahren.
• Verallgemeinerung und Weiterentwicklung der in Hüeber und Wohlmuth (2005) vorge-

stellten Kontaktformulierung für große Deformationen.

Für die räumliche Diskretisierung dünnwandiger Strukturen ist auf Basis einer 7-Parameter-

Schalenformulierung ein oberflächenorientiertes Volumen-Schalen-Element zu entwickeln. Zu-
sätzlich soll, basierend auf dem Prinzip von Hu-Washizu, ein Volumenelement hergeleitet und

dessen Einsatz für die Diskretisierung dünnwandiger Strukturen untersucht werden.

Im Rahmen der zeitlichen Diskretisierung soll zusätzlich zu dem bereits vorhandenen „General-

ized-�“-Verfahren (Gen�� die sogenannte „Generalized-Energy-Momentum-Method“ unter-
sucht und bewertet werden. Darüber hinaus sind die Besonderheiten der algorithmischen Ener-
gieerhaltung im Falle von dynamischem Kontakt zu analysieren. Ein hierfür geeignetes

Verfahren ist entsprechend dem verwendeten Zeitintegrationsverfahren zu verallgemeinern und
der entwickelten Kontaktformulierung anzupassen.
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Der Schwerpunkt dieser Arbeit soll auf der Weiterentwicklung einer Mortar-Kontaktformulie-

rung liegen, die duale Ansatzräume zur Interpolation der eingeführten Lagrange-Multiplikato-
ren verwendet. Hierfür ist der in Hüeber und Wohlmuth (2005) vorgestellte Kontaktalgorithmus

für den Fall großer Deformationen zu verallgemeinern und in den Rahmen einer impliziten Zeit-
integration einzubetten.

1.3 Übersicht

Nachfolgend wird der Aufbau dieser Arbeit anhand einer kapitelweisen Übersicht dargestellt:

In Kapitel 2 werden die zum Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen erläutert. Nach

einem kurzen Überblick über die nichtlineare Kontinuumsmechanik werden die notwendigen
Begriffe zur Definition der Kontakt-Randbedingungen für den allgemeinen Fall großer De-
formationen eingeführt. Ein kurzer Überblick über die in dieser Arbeit eingesetzten numerischen

Lösungsverfahren schließt dieses Kapitel ab.

Kapitel 3 befasst sich mit der Formulierung adäquater Finiter Elemente für die räumliche Diskre-
tisierung dünnwandiger Strukturen, die im Hinblick auf eine effiziente Kontaktbeschreibung im

Wesentlichen drei Kriterien erfüllen müssen: Volumenorientierte Beschreibung der Geometrie,
Ansatzfunktionen mit niedriger Polynomordnung und Genauigkeit. Aufbauend auf einer 7-Pa-
rameter-Schalenformulierung, die auf Büchter und Ramm (1992a) sowie Büchter et al. (1994)

zurückgeht, wird durch eine Reparametrisierung der Geometriebeschreibung des Schalenkör-
pers ein oberflächenorientiertes Volumen-Schalen-Element entwickelt. Zur Vermeidung scha-

lentypischer Versteifungseffekte (Bischoff (1999)) werden analog zur bestehenden, mittelflä-
chenorientierten Schalenformulierung die Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS) und die
Assumed-Natural-Strain-Methode (ANS) Methode eingesetzt. Aufbauend auf dem Prinzip von

Hu-Washizu wird die von Weissman (1996) vorgestellte FE-Formulierung eines achtknotigen,
trilinearen Volumenelementes auf den geometrisch nichtlinearen Fall erweitert. Mit numeri-

schen Berechnungen einiger Benchmark-Tests wird die Leistungsfähigkeit der implementierten
FE-Formulierungen analysiert.

In Kapitel 4 werden zwei geeignete Zeitintegrationsverfahren für die notwendige zeitliche Dis-
kretisierung des elastodynamischen Anfangsrandwertproblems vorgestellt. Zusätzlich zu dem

bereits vorhandenen „Generalized-�“-Verfahren wird die von Kuhl und Crisfield (1999) sowie
Kuhl und Ramm (1999) entwickelte „Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM) an-

gewendet. Die hierfür notwendigen Modifikationen für das in Kapitel 3 hergeleitete oberflä-
chenorientierte Schalenelement werden detailliert erläutert. Anhand eines numerischen Bei-
spiels wird das jeweilige Verhalten der beiden Zeitintegrationsverfahren untersucht.

Kapitel 5 behandelt unterschiedliche Strategien zur numerischen Beschreibung von Kontaktpro-

blemen. Anhand des reibungsfreien Kontaktproblems werden die wesentlichen Merkmale dreier
klassischer Regularisierungsstrategien (Lagrange-Multiplikator-Methode, Penalty-Methode,
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Augmented-Lagrange-Methode) dargelegt. Zusätzlich werden verschiedene gängige Kontakt-

Diskretisierungen beschrieben sowie deren Vor- und Nachteile diskutiert. In Vorbereitung für
die nachfolgenden Kapitel werden die Grundzüge der Mortar-Methode erläutert. Diese wird im

Rahmen der Gebietszerlegungsmethode für zweidimensionale Probleme beschrieben. Hierfür
werden duale Ansatzfunktionen für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren eingesetzt.

In Kapitel 6 wird der erste Teil der in dieser Arbeit weiterentwickelten Kontaktformulierung er-
läutert. Dieser befasst sich mit der räumlichen Diskretisierung des Kontaktes eines deformierba-

ren Körpers mit einem starren Hindernis sowie zweier deformierbarer Körper. Die von Hüeber
und Wohlmuth (2005) auf der Annahme kleiner Verformungen vorgeschlagene Diskretisie-

rungsstrategie wird für den dynamischen Kontaktfall großer Deformationen verallgemeinert.
Ausgehend von der jeweiligen schwachen Form der Kontaktarbeit werden die resultierenden in-
krementellen effektiven Strukturgleichungssysteme hergeleitet. Die verwendeten diskreten dua-

len Ansatzfunktionen zur Approximation der Lagrange-Multiplikatoren werden sowohl für den
zwei- als auch für den dreidimensionalen Fall konkretisiert.

Kapitel 7 beschäftigt sich mit der detaillierten Herleitung des zweiten Teils der Kontaktformulie-

rung, nämlich der Berücksichtigung der Kontakt-Randbedingungen für die in Kapitel 6 erläuter-
ten Kontaktprobleme. Im Sinne der Mortar-Methode wird die starke Inpenetrabilitätsbedingung
entlang des Kontakt-Randes durch eine schwache integrale Nichtdurchdringungsbedingung er-

setzt. Die hierfür notwendige Testfunktion wird erneut mit Hilfe von dualen Ansatzfunktionen
diskretisiert, wodurch sich die zunächst mehrdimensionale Ungleichheits-Nebenbedingung in

einen Satz skalarer Ungleichungen entkoppeln lässt. Mit Hilfe einer Aktiven-Mengen-Strategie
werden die knotenweise einzuhaltenden skalaren Ungleichungen in Gleichheits-Nebenbedin-
gungen umgeformt. Diese werden anschließend dem inkrementellen effektiven Strukturglei-

chungssystem als einzuhaltende Randbedingungen hinzugefügt. Das resultierende Gleichungs-
system erlaubt die Elimination der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren. Sie

entsprechen physikalisch den Kontaktkräften und werden in einer Nachlaufrechnung in Abhän-
gigkeit der resultierenden Knotenverschiebungen variationell konsistent bestimmt. Die algebra-
ische Form zur Beschreibung des allgemeinen Kontaktfalls zweier deformierbarer Körper wird

mit Hilfe einer geeigneten Basistransformation in eine dem Spezialfall eines deformierbaren
Körpers mit einem starren Hindernis vergleichbare Form gebracht. Damit lassen sich beide Pro-

blemfälle formal identisch behandeln.

In Kapitel 8 wird auf die Problematik der algorithmischen Energieerhaltung bei dynamischem
Kontakt eingegangen. Die von Laursen und Love (2002) vorgeschlagene „Velocity-Up-

date“-Methode wird für die in dieser Arbeit vorgestellte Kontaktformulierung angepasst und im
Sinne der GEMM verallgemeinert. Anhand eines Modellbeispiels wird das Auftreten von oszil-
lierenden Kontaktkräften erläutert und deren Konsequenzen für die Aktive-Mengen-Strategie

diskutiert. Zur Vermeidung der aus den Oszillationen resultierenden Probleme wird eine Mitte-
lung der diskreten Kontaktkräfte vorgeschlagen.
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Kapitel 9 dokumentiert einige ausgewählte numerische Beispiele, um die Leistungsfähigkeit der

im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagenen Kontaktformulierung zu untersuchen. Die ausge-
wählten Beispiele umfassen sowohl zwei- als auch dreidimensionale, statische und dynamische

Problemstellungen.

In Kapitel 10 werden die wesentlichen Aspekte dieser Arbeit zusammengefasst und Anregungen
für weitergehende Forschungsmöglichkeiten gegeben.
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22(2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige für das Verständnis der Arbeit wichtigen Grundlagen vorge-
stellt. Nach einem kurzen Überblick über die nichtlineare Kontinuumsmechanik wird allgemein
auf die Problemstellung der Kontaktmechanik für große Deformationen eingegangen. Da für die

numerische Lösung der beschriebenen Probleme in dieser Arbeit ausschließlich die Methode der
Finiten Elemente zur Anwendung kommt, wird diese anschließend in sehr kurzer und kompakter

Form dargestellt. Hauptaugenmerk wird dabei auf die Einführung der im weiteren Verlauf der
Arbeit verwendeten Bezeichnungen gelegt, zusätzlich  wird an geeigneten Stellen auf weiterfüh-
rende Literatur verwiesen.

2.1 Nichtlineare Kontinuumsmechanik

Dieser Abschnitt gibt eine kurze Zusammenfassung über die Grundlagen der nichtlinearen Kon-
tinuumsmechanik, die den Ausgangspunkt für die anschließenden numerischen Lösungsverfah-
ren darstellt. Für ein intensiveres Studium dieser Themen werden die Arbeiten von Malvern

(1969), Betten (1993), Altenbach und Altenbach (1994), Stein und Barthold (1996), Zienkie-
wicz und Taylor (2000), Zienkiewicz et al. (2005), Holzapfel (2000) oder Wriggers (2001) emp-

fohlen.

2.1.1 Differentialgeometrie

Zur geometrischen Beschreibung von großen Deformationen eines materiellen Körpers im drei-

dimensionalen Euklidischen Raum, wird dieser in verschiedenen Konfigurationen betrachtet.
Dafür werden im Sinne einer materiellen oder Lagrangeschen Beschreibung zwei Koordinaten-
systeme definiert: Zum einen ein kartesisches Koordinatensystem xi, das von den orthonormier-

ten Basisvektoren ei
� ei aufgespannt wird, und zum anderen ein krummliniges, konvektives

Koordinatensystem �i, das gedanklich als fest mit dem materiellen Körper verbunden interpre-

tiert werden kann (Abb. 2.1).

Abb. 2.1: Geometrie und Kinematik in krummlinigen Koordinaten
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Die Deformation eines Materiepunktes in der Momentankonfiguration kann prinzipiell mit Hilfe

einer frei gewählten Referenzkonfiguration beschrieben werden. Zur übersichtlicheren Darstel-
lung wird hier die Referenzkonfiguration mit der undeformierten Ausgangskonfiguration identi-

fiziert. Mit dem Feld von Ortsvektoren X(�1, �2, �3) und x(�1, �2, �3) wird der Körper jeweils
in der Referenz- und der Momentankonfiguration beschrieben.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensystems der Refe-

renz- und Momentankonfiguration lauten

Gi �
�X
��

i , (2.1)Gi
�

��
i

�X
,

gi �
�x
��

i , (2.2)gi
�

��
i

�x .

In seiner ko- und kontravarianten Darstellung ist der zugehörige Metriktensor (Einheitstensor)

G � Gij Gi
� Gj

� Gij Gi � Gj , (2.3)Gij � Gi � Gj Gij
� Gi

� Gjmit und

definiert. Aufgrund der Dualitätseigenschaft der ko- und kontravarianten Basisvektoren

Gi
� Gj � �

i
j (2.4)

lässt sich das Skalarprodukt zweier energetisch konjugierter Tensoren zweiter Stufe (z.B. Green-

Lagrange-Verzerrungstensor E und Zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S) unabhängig

von der Metrik berechnen:

E : S � Eij Sij , (2.5)E � Eij Gi
� Gj S � Sij Gi � Gj .mit und

Für die Beschreibung der Geometrie und Deformation eines Körpers sind damit alle notwendi-

gen Größen gegeben. Alle Verzerrungsmaße und geometrischen Abbildungen können mit Hilfe
der Ortsvektoren sowie der ko- und kontravarianten Basisvektoren in der Referenz- und Momen-
tankonfiguration beschrieben werden.

2.1.2 Kinematik und Verzerrungsmaß

Gleichungen, die geometrische Größen miteinander in Beziehung setzen, werden als kinemati-
sche Gleichungen bezeichnet. Durch die Verschiebungen

u � x � X (2.6)

werden die Ortsvektoren der Momentankonfiguration mit denen der Referenzkonfiguration in
Beziehung gesetzt. Der unsymmetrische materielle Deformationsgradient

F �

dx
dX

� gi � Gi (2.7)

definiert eine lineare Abbildung eines Linienelementes der Referenzkonfiguration auf das ent-
sprechende Linienelement der Momentankonfiguration. Mit seiner Hilfe können die ko- und
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kontravarianten Basisvektoren beider Konfigurationen durch eine Vorwärtstransformation

(push forward)

gi � F � Gi , (2.8)gi
� F�T

� Gi ,

bzw. eine Rückwärtstransformation (pull back)

Gi � F�1
� gi , (2.9)Gi

� FT
� gi

ineinander überführt werden. Da F den gesamten Bewegungsvorgang beschreibt, enthält er auch
die Starrkörperanteile der Bewegung, so dass er nicht als geeignetes Verzerrungsmaß herangezo-

gen werden kann. Aus der Vielzahl geeigneter Maße zur Beschreibung großer Verzerrungen
(Holzapfel (2000)) wird in dieser Arbeit der objektive und symmetrische Green-Lagrange-Ver-

zerrungstensor

E �

1
2
�FT

� F � G� � 1
2
�gij � Gij� Gi

� Gj (2.10)

verwendet. Als kinematische Feldgleichung stellt Gleichung (2.10) zudem eine der drei Gebiets-

gleichungen der Elastodynamik dar, die gemeinsam mit den entsprechenden Rand- und An-
fangsbedingungen das dynamische Anfangsrandwertproblem definieren.

2.1.3 Materialgesetz und Spannungsmaß

Mit Hilfe des Materialgesetzes werden die kinematischen Größen mit den Spannungsgrößen in

Beziehung gesetzt. Die energetisch konjugierte Größe zum Green-Lagrange-Verzerrungstensor
E ist der Zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S, der sich vollständig auf die Referenzkonfi-
guration bezieht. Er lässt sich nicht direkt physikalisch interpretieren. Die wahren, physikali-

schen Spannungen werden durch den Cauchy-Spannungstensor � repräsentiert, der sich auf die
aktuelle, verformte Konfiguration bezieht. Dieser kann mit Hilfe des Deformationsgradienten

aus dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ermittelt werden:

� � J�1 F � S � FT (2.11)J :� det F .mit

Wird die Existenz eines Potentials vorausgesetzt, lässt sich der Materialtensor vierter Stufe zu

� �

�
2Wint(E)
�E�E

(2.12)

angeben. Darin stellt Wint(E) die sogenannte Verzerrungsenergiedichtefunktion dar. Für das li-
neare St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz stellt � eine eindeutige, lineare Beziehung zwischen
den zuvor eingeführten, energetisch konjugierten Größen S und E her:

S � � : E (2.13)� � Cijkl Gi � Gj � Gk � Gl .mit
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Liegt isotropes Materialverhalten vor, genügen bereits zwei Materialparameter, um das Mate-

rialverhalten vollständig zu beschreiben:

Cijkl
� �L Gij Gkl

	 �L �G
ik Gjl

	 Gil Gkj
� , (2.14)mit

�L �

E �

(1 	 �) (1 � 2�)
�L �

E
2 (1 	 �)

.und

Dies sind in der mathematischen Literatur die beiden Lamé-Konstanten �L und �L und in der
Ingenieurliteratur der etwas anschaulichere Elastizitätsmodul E und die Querdehn- oder Pois-

sonzahl �. Das Materialgesetz aus Gleichung (2.13) stellt die zweite der insgesamt drei benötig-
ten Feldgleichungen dar.

2.1.4 Dynamische Gleichgewichtsbedingungen

Ausgehend vom Impulserhaltungssatz kann die lokale, punktweise Form des dynamischen
Gleichgewichtes der Elastodynamik im Gebiet � für ein Zeitintervall [0, T] mit

�u
..
� div P 	 � b (2.15)�
 [0, T]in

angegeben werden. Darin bezeichnet � die Dichte des Körpers im undeformierten Zustand, b
den Volumenkraftvektor je Masseneinheit und P den unsymmetrischen Ersten Piola-Kirchhoff-

Spannungstensor

P � Pij gi � Gj . (2.16)

Er bezieht die Kräfte in der aktuellen Konfiguration auf das entsprechende Flächenelement in
der Referenzkonfiguration. Dadurch ist P als physikalisch interpretierbares Spannungsmaß

ebenfalls ungeeignet. Er kann jedoch wiederum mit Hilfe des Deformationsgradienten in Bezie-
hung zu den Cauchy-Spannungen bzw. den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen gesetzt wer-

den:

P � J � � F�T (2.17)P � F � S .bzw.

Damit lässt sich das dynamische Gleichgewicht (2.15) zu

�u
..
� div (F � S) 	 � b (2.18)�
 [0, T]in

umschreiben, was aufgrund der Symmetrie des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors für
die Lösung von nichtlinearen Randwertproblemen häufig besser geeignet ist. Mit der Bewe-
gungsgleichung (2.18) ist die dritte Feldgleichung des Anfangsrandwertproblems gegeben.

Anmerkung: In der starken Form des dynamischen Gleichgewichtes aus Gleichung (2.18) ist
der Sonderfall des statischen Gleichgewichtes enthalten. Hierfür entfällt der
Massenträgheitsterm auf der linken Seite.
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2.1.5 Das dynamische Anfangsrandwertproblem

Wie bereits angedeutet, sind für die vollständige Beschreibung des dynamischen Anfangsrand-
wertproblems neben den drei Feldgleichungen (2.10), (2.13) und (2.18) noch entsprechende An-

fangs- und Randbedingungen zu definieren. Dafür wird der Gebietsrand 	 � �� in zwei nicht
überlappende Teilgebiete 	D und 	N unterteilt, auf denen zum einen Verschiebungs- bzw. Di-

richlet-Randbedingungen u^ und zum anderen äußere Lasten bzw. Neumann-Randbedingungen
t^ vorgeschrieben werden. In Anlehnung an den italienischen Mathematiker Enzo Tonti (Tonti
(1975)) ist in Abbildung 2.2 das Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik in Form eines so-

genannten Tonti-Diagramms zusammengefasst.

Abb. 2.2: Tonti-Diagramm: Starke Form des Anfangsrandwertproblems

	N 
 [0, T]

	D 
 [0, T]

auf

auf

S E

b u

S � � : Et � t^

u � u^

�u
..
� div (F � S) 	 � b E �

1
2
�FT

� F � G�

�
 [0, T]in

�
 [0, T]in �
 [0, T]in

(2.10)(2.18)

(2.13)

Dynamik Kinematik

Material

Dirichlet-
Randbedingung

Neumann-
Randbedingung

Anfangs–
bedingungen

u � u0
u
.
� u

.
0

�0in

Differentialgleichungen
	

2.1.6 Energieprinzipien

Zur näherungsweisen Lösung des Anfangsrandwertproblems mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente müssen verschiedene Feldgleichungen in eine sogenannte schwache Form gebracht

werden. In der Regel bilden Funktionale die Grundlage zur Herleitung von Finiten Elementen.
Für die weit verbreiteten, reinen Verschiebungselemente bildet das Prinzip der virtuellen Ver-

schiebungen (PvV) die Basis. Da hier das unbekannte Verschiebungsfeld als einzige Primärva-
riable auftritt, wird es auch als sogenanntes Einfeld-Funktional bezeichnet. Viele auf dem PvV
basierende FE-Formulierungen niedriger Ordnung leiden jedoch unter verschiedenen, unphysi-

kalischen Versteifungseffekten, so dass alternativ auch sogenannte Mehrfeld-Funktionale für die
Herleitung von gemischten oder hybrid-gemischten Elementen verwendet werden. Als Vertreter

eines Zweifeld-Funktionals sei das Prinzip von Hellinger-Reissner genannt, bei dem neben den
Verschiebungen auch die Spannungen Primärvariablen darstellen. Beim Prinzip von Hu-Was-

hizu, das laut Felippa (2000) eher Prinzip von Fraeijs de Veubeke (Fraeijs de Veubeke (1951))

heißen müsste, werden zusätzlich zu den Verschiebungen und den Spannungen die Verzerrungen
als unabhängige Größen behandelt. Ergänzend zu den drei erwähnten Prinzipien wird gerne eine
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modifizierte Form der Prinzips von Hu-Washizu verwendet, das die Grundlage der sogenannten

Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS) bildet.

Nachfolgend werden für die angesprochenen Funktionale lediglich die zur Herleitung von Fini-
ten Elementen benötigten Formen angegeben, die aus der ersten Variation des zugrunde gelegten
Funktionals und anschließender Anwendung des Gaußschen Integralsatzes resultieren. Für ei-

nen detaillierteren Überblick über Funktionale und Variationsmethoden sei auf die Arbeiten von
Stein (1964), Oden und Reddy (1976), Bufler (1983) und Bufler (1990) verwiesen. Alternativ

lassen sich die nachfolgenden Prinzipien auch mit Hilfe der Methode der gewichteten Residuen
erhalten.

In der folgenden Darstellung weisen entsprechende Kopfzeiger auf eine explizite Abhängigkeit
von einer Primärvariablen (u, E oder S) hin. Ist beispielsweise der Verzerrungstensor über die
kinematische Gleichung (2.10) mit den Verschiebungen gekoppelt, wird dies mit Eu gekenn-

zeichnet. Im Einzelnen gilt folgendes:

Eu
�

1
2
�FT

� F � G� ,
(2.19)

ES
� �

�1 : S ,

SE
�

�Wint

�E
� � : E , Su

�

�Wint

�Eu � � : Eu .

• Prinzip der virtuellen Verschiebungen:

�
PvV(u) � �

�

��u
..
� div (F � Su) � � b � �u d�

(2.20)

� �

	N

�t
^
� tu

�
� �u d	 � 0 .

Lediglich die Verschiebungen u treten als Primärvariablen auf und werden im Rahmen der

FEM durch geeignete Ansätze diskretisiert. Dadurch werden das dynamische Gleichgewicht
(2.18) und die Spannungsrandbedingung schwach erfüllt. Die verbleibenden Feldgleichun-
gen werden stark erfüllt. Viele der heute eingesetzten Finiten Elemente basieren auf diesem

Prinzip.

• Prinzip von Hellinger-Reissner:

�
HR(u, S) � �

�

��u
..
� div (F � S) � � b � �u d�	�

�

�Eu
� ES

� : �S d�

(2.21)

� �

	N

�t
^
� tS

�
� �u d		 �

	D

�u^ � u� � �tS d	 � 0 .

Neben den Verschiebungen u werden zur Formulierung von Finiten Elementen auch die
Spannungen S als unabhängige Größen diskretisiert. Das dynamische Gleichgewicht (2.18),
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die kinematische Gleichung (2.10) und die Spannungs- und Verschiebungsrandbedingung

werden nun schwach erfüllt. Das Materialgesetz (2.13) ist die einzige Feldgleichung, die wei-
terhin stark erfüllt wird. Dieses Prinzip bildet die Basis für hybride Spannungselemente (Pian

und Chen (1982), Pian und Sumihara (1984), Pian und Tong (1986), Sze et al. (2002)).

• Prinzip von Hu-Washizu:

�
HW(u, E, S) � �

�

��u
..
� div (F � S) � � b � �u d�

(2.22)	�

�

(Eu
� E) : �S d�	�

�

�SE
� S� : �E d�

� �

	N

�t
^
� tS

�
� �u d		 �

	D

�u^ � u� � �tS d	 � 0 .

Die Verschiebungen u, die Spannungen S und auch die Verzerrungen E treten im Funktional
als Primärvariablen auf. Damit werden in einer entsprechenden FE-Formulierung alle Feld-

gleichungen sowie die beiden Randbedingungen nur noch schwach erfüllt. Als eines der all-
gemeinsten Funktionale wird es in jüngster Zeit verstärkt benutzt, um möglichst verzer-
rungsunempfindliche, versteifungsfreie Finite Elemente herzuleiten (Weissmann (1996),

Kasper und Taylor (2000a, 2000b, 2002), Cao et al. (2002, 2003, 2004)).

• Modifiziertes Prinzip von Hu-Washizu:

Für die Herleitung der sogenannten EAS-Elemente verwenden Simo und Rifai (1990) eine
modifizierte Form des Prinzips von Hu-Washizu. Diese entsteht aus einer Reparametrisierung

des Verzerrungsfeldes. Anstatt des gesamten Verzerrungsfeldes E wird ein zusätzliches Ver-
zerrungsfeld E

~
� E � Eu als freie Variable im Funktional benutzt. Zur Verringerung des

Diskretisierungsaufwandes werden die Spannungen S mit Hilfe der sogenannten Orthogona-

litätsbedingung

�

�
h

Sh : E
~

h d� � 0 (2.23)� Sh � �S , E
~

h � �
E
~

aus der Formulierung eliminiert. Darin sind �S und �
E
~ die Räume der Ansatzfunktionen für

die Spannungen S und die zusätzlichen Verzerrungen E
~
. Durch die Reparametrisierung des

Verzerrungsfeldes und der Elimination der Spannungen entsteht schließlich das modifizierte
Prinzip von Hu-Washizu:
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�

mod
HW

�u, E
~
�
� �

�

��u
..
� div (F � Su) � � b � �u d�	�

�

S
~

: �E
~

d�

(2.24)

� �

	N

�t
^
� tu

�
� �u d		 �

	D

�u^ � u� � �tS d	 � 0 .

�Wint

�E
~ � � : E

~

Darin sind S
~
 die zu den zusätzlichen Verzerrungen E

~
 energetisch konjugierten Spannungen.

Im Gegensatz zum unmodifizierten Prinzip von Hu-Washizu treten lediglich die Verschie-

bungen u und das zusätzliche Verzerrungsfeld E
~
 als Primärvariablen auf. Von den ursprüngli-

chen Feldgleichungen werden das dynamische Gleichgewicht (2.18) und die beiden Randbe-
dingungen schwach erfüllt. Eine ausführliche Herleitung des modifizierten Prinzips von

Hu-Washizu findet sich in Bischoff (1999). Darin wird auch die Bedeutung der Orthogonali-
tätsbedingung detailliert diskutiert.

2.2 Kontaktmechanik für große Deformationen

Der folgende Abschnitt gibt eine kurze Einführung in die Kontaktmechanik für große Deforma-

tionen. Dabei liegt der Schwerpunkt auf der Bereitstellung grundlegender Gleichungen und der
Einführung einiger wesentlicher Begriffe. Für ein tiefgreifenderes Studium der Kontaktmecha-

nik werden die Textbücher von Laursen (2002) und Wriggers (2002) sowie der Beitrag von
Wriggers und Zavarise (2004) in der Encyclopedia of Computational Mechanics empfohlen.

2.2.1 Problembeschreibung

Die mathematische Beschreibung von Kontaktproblemen mündet bereits für den Sonderfall infi-

nitesimal kleiner Deformationen in einem nichtlinearen Problem, da sich die Randbedingungen
des Systems verändern. Deshalb kann die Kontaktmechanik zunächst als eine gewisse Menge

von Randbedingungen interpretiert werden, die sich während der Berechnung verändert. Für die
entstehenden nichtlinearen Beziehungen existieren nur für wenige einfache Sonderfälle analyti-
sche Lösungen. Aufgrund der starken Nichtlinearitäten sind numerische Lösungsverfahren so-

wohl schwierig als auch zeitaufwendig.

Im Folgenden werden die Kontaktbedingungen zweier deformierbarer Körper im Falle großer
Deformationen bereitgestellt. Darin sind verschiedene Sonderfälle, wie z.B. der Kontakt eines

deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis, bzw. Kontakt im Rahmen sehr kleiner De-
formationen enthalten.
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Abb. 2.3: Das Kontaktproblem zweier deformierbarer Körper für große Deformationen

e1 e2

e3

�
(2)

�
(1)

	
(1)

	
(2)

X

Y

x

y

�
(1)

�
(2)

u(1)

u(2)

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

In Abbildung 2.3 ist schematisch das Kontaktproblem zweier deformierbarer Körper �(1) und
�

(2) für große Deformationen dargestellt. Materielle Punkte von �(1) und �(2) werden in der
Referenzkonfiguration mit X bzw. Y und in der Momentankonfiguration entsprechend mit x
bzw. y bezeichnet. Dabei wird die Bewegung der Körper über die jeweiligen, zeitabhängigen
Verschiebungsfelder u(1) und u(2) beschrieben:

x � X 	 u(1) (2.25)y � Y 	 u(2) .und

Im Weiteren soll der Index � � 1, 2 der Unterscheidung der beiden Körper dienen. Der Rand
der Gebiete �(�)  wird in der Referenzkonfiguration mit 	(�) und in der Momentankonfiguration

mit �(�) bezeichnet. Neben den Randbereichen, auf denen Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedin-
gungen vorgegeben werden können, kommt noch ein Bereich 	(�)

c  hinzu, auf dem die Kontakt-
Randbedingungen definiert werden. Dafür müssen folgende Bedingungen eingehalten werden:

	
(�)
N

� 	
(�)
D

� 	
(�)
c � ��

(�) (2.26)	
(�)
N

� 	
(�)
D

� 	
(�)
N

� 	
(�)
c � 	

(�)
D

� 	
(�)
c � 0 .und

Grundsätzlich lässt sich die Beschreibung der Kontakt-Randbedingungen in einen normalen und

einen tangentialen Anteil aufspalten, welche nachfolgend diskutiert werden.

2.2.2 Normalkontakt

Es müssen prinzipiell zwei Bedingungen gleichzeitig erfüllt sein, um die Kontakt-Randbedin-

gung in Normalenrichtung einzuhalten: Zum einen die sogenannte Inpenetrabilitätsbedingung

und zum anderen die Bedingung, dass ausschließlich Druckspannungen in der Kontaktfuge
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Abb. 2.4: Orthogonale Projektion mit Normale und Abstand

e1
e2

e3

u(1)

u(2)

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Y
^

X x

y^

�
(1)

�
(2)

	
(1)
c  (Slave)

	
(2)
c  (Master)

�
(1)
c  (Slave)

�
(2)
c  (Master)

�(X) �(x)

|g| |g|

übertragen werden. Durch die erste Bedingung wird ausgeschlossen, dass sich zwei Körper zur

gleichen Zeit am selben Ort befinden. Mit der zweiten Bedingung wird gewährleistet, dass zwei
Körper nur dann in Kontakt sein können, wenn sie auch Druckspannungen übertragen. Eine

mögliche Adhäsion zweier kontaktierender Körper, die zum Auftreten von Zugspannungen in
der Kontaktfuge führen könnten, soll im Rahmen dieser Arbeit nicht berücksichtigt werden. Zur
einfacheren Beschreibung der beiden oben genannten Bedingungen wird der Kontaktrand eines

Körpers ausgewählt, auf dem die Kontaktbedingungen parametrisiert werden. Dabei wird stän-
dig die Position des Kontaktrandes des zweiten Körpers überwacht. In der Literatur wird übli-

cherweise die Seite, auf der der Kontakt beschrieben wird, mit Slave-Seite bezeichnet, die gegen-
überliegende Kontaktfläche wird Master-Seite genannt. In einer kontinuierlichen Formulierung
spielt dabei die Wahl der Master- und Slave-Seite keine Rolle. Wird später mittels Finiter Ele-

mente räumlich diskretisiert, kann das Vertauschen von Slave- und Master-Seite zu geringfügig
unterschiedlichen Ergebnissen führen.

In dieser Arbeit wird 	(1)
c  mit der Slave-Seite und 	(2)

c  mit der Master-Seite identifiziert. Um den
Abstand der beiden kontaktierenden Körper zu bestimmen, wird für jeden Punkt X � 	

(1)
c  bzw.

x � �
(1)
c  der Slave-Seite ein zugehöriger Projektionspunkt Y

^
(X) bzw. y^(x) auf der Master-Seite

bestimmt, so dass deren Abstand minimal ist (Abb. 2.4). Dies wird in der Regel mit Hilfe einer
orthogonalen Projektion (closest point projection)

Y
^
(X) � arg min

Y�	
(2)
c

� X � Y � (2.27)y^(x) � arg min
y��

(2)
c

� x � y �bzw.

durchgeführt. Gleichzeitig wird damit die Richtung der normierten, nach außen gerichteten Nor-
malen � auf der Slave-Seite definiert. Mit der Definition der vorzeichenbehafteten, skalarwerti-
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gen Abstandsfunktion, kurz Klaffung (gap) g genannt, kann die Geometrie der Normalkontakt-

Randbedingung beschrieben werden. Die Klaffung ist definiert mit1

g � g(X, t) � � �(x) � �x � y^� . (2.28)

In Abbildung 2.4 ist sowohl die orthogonale Projektion, als auch die Definition der Normalen

und der Klaffung eingezeichnet. Das Vorzeichen der Klaffung entscheidet letztlich darüber, ob
die Inpenetrabilitätsbedingung eingehalten ist. Ist die Abstandsfunktion positiv, befinden sich
die beiden Körper nicht in Kontakt (Abb. 2.5a), ist die Klaffung jedoch negativ, liegt eine nicht

zulässige Durchdringung (Penetration) der beiden Körper vor (Abb. 2.5c). Im Kontaktfall muss
also die Klaffung verschwinden (Abb. 2.5b). Die geometrische Normalkontakt-Randbedingung

lässt sich mit der Ungleichheitsnebenbedingung

g(X, t) � 0 (2.29)

zusammenfassen. Für die vollständige Beschreibung des Normalkontaktes ist zudem die Defini-

tion der Spannungsrandbedingung auf dem Kontaktrand notwendig. Im Falle eines Kontaktes
zweier Körper muss das lokale Gleichgewicht der Kontaktkräfte

t(1)
c (x) d�(1)

c � � t(2)
c
�y^�d�(2)

c (2.30)

in der Momentankonfiguration erfüllt sein. Aufgrund dieser Tatsache können die Kontaktkräfte

in Abhängigkeit nur eines Kontaktrandes ausgedrückt werden. Hierfür wird wiederum die Sla-
ve-Seite ausgewählt. Die Kontaktkräfte berechnen sich dann zu

tc � t(1)
c � P(1)(X, t) � N(1)

0
(X) (2.31)� X � 	

(1)
c .

Darin ist P der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und N(1)
0

(X) die nach außen gerichtete,

normierte Normale am Punkt X � 	
(1)
c  in der Referenzkonfiguration. Der Vektor der Kontakt-

Abb. 2.5: Bedeutung der Abstandsfunktion (zweidimensionale Darstellung)

�
(1)

�
(1)
c

�
(2)
c

g � 0

x

x

x
y^ y^

y^

�

�

�

�
(1)
c

�
(1)
c

�
(2)
c �

(2)
c

�
(2)

�
(2)

�
(2)

�
(1)

�
(1)

g � 0
g � 0

a) kein Kontakt: g � 0 b) Kontakt: g � 0 c) Penetration: g � 0

1. Die Definition der Normalenrichtung und der Abstandsfunktion ist in der Literatur leider nicht
einheitlich. Als Konsequenz daraus ergeben sich diverse Vorzeichenunterschiede bei der Formulie-
rung der Kontakt-Randbedingungen.
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kräfte tc lässt sich mit Hilfe der Normalen � in einen normalen und einen tangentialen Anteil

aufspalten:

tc � t� �� t . (2.32)

Die skalare Größe t� beschreibt den Kontaktdruck in Richtung der Normalen �, und der Vektor
t stellt die Projektion des Kontaktkraftvektors auf die tangentielle Ebene an �(2)

c  dar. Aufgrund

der Definition der Normalen � bedeutet ein negatives Vorzeichen von t� eine entsprechende
Kontakt-Druckkraft.

Damit sind alle notwendigen Bezeichnungen und Definitionen eingeführt. Die Ungleichheitsne-
benbedingungen des Normalkontaktes lassen sich in Form der klassischen Karush-Kuhn-Tucker

(KKT) Bedingungen zusammenfassen:

g(X, t)

(2.33)
� 0 ,

t� � 0 ,

t� g(X, t) � 0 .

Hierin stellt Gleichung (2.33)1 die geometrische Inpenetrabilitätsbedingung dar, Gleichung

(2.33)2 fordert, dass die auftretenden Kontaktkräfte ausschließlich Druckkräfte sein dürfen, und
Gleichung (2.33)3 stellt sicher, dass Kontaktkräfte nur dann auftreten können, wenn sich die
Körper tatsächlich in Kontakt befinden, d.h. die Klaffung zu Null wird. In Abbildung 2.6 sind

die KKT-Bedingungen als Beziehung zwischen der Klaffung g und der Normalkontaktkraft t�
graphisch aufgetragen. Darin zeigt die dicke Linie die zulässigen Kombinationen von t� und g

an. Offensichtlich ist diese Funktion im Kontaktfall (g � 0) mehrdeutig, unstetig und deshalb
auch nicht differenzierbar, was die Lösung dieses Problems erheblich erschwert und eine ent-
sprechende Regularisierung erforderlich macht. In Kapitel 5 werden einige gängige Lösungsver-

fahren vorgestellt.

Abb. 2.6: Graphische Darstellung der KKT-Bedingungen des Normalkontaktes

g

t�

2.2.3 Kontaktrandbedingungen in Tangentialrichtung

Treten zwei Körper miteinander in Kontakt, ist dies immer mit einem gewissen Maß an Reibung
verbunden. Im Sinne einer kontinuierlichen Kontaktbeschreibung sind zusätzlich zu den bereits

erläuterten Nebenbedingungen des Normalkontaktes die entsprechenden Bedingungen in Tan-
gentialrichtung zu formulieren. Diese werden im Folgenden anhand des vergleichsweise einfa-
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Abb. 2.7: Coulombsches Reibgesetz (eindimensionale Darstellung)

u

t
� t�

� � t�

chen Coulombschen Reibgesetzes vorgestellt, wobei die Formulierung auch auf komplexere

Reibgesetze übertragen werden kann.

Zunächst wird der Reibungskoeffizient � als ein, von der Oberflächenrauhigkeit der kontaktie-
renden Körper abhängiger Materialparameter eingeführt. Mit dessen Hilfe kann ein Zusammen-

hang zwischen den Normal- und Tangentialkontaktkräften über die Ungleichung

� t �� � t� (2.34)

formuliert werden. Dabei muss zwischen Haft- und Gleitreibung unterschieden werden. Ist t
betragsmäßig kleiner als die mit dem Reibungskoeffizienten skalierte Normalkontaktkraft, haf-
ten die beiden Oberflächen aneinander und es tritt keine tangentiale Relativverschiebung u  auf.
Erreicht jedoch die Tangentialkontaktkraft den entsprechenden Grenzwert, fangen die beiden

Oberflächen an, aufeinander zu gleiten:

u � 0 ,
(2.35)

u � 0 ,

falls

falls

� t �� � t� :

� t �� � t� :

(Haften)

(Gleiten)

In Abbildung 2.7 ist das Coulombsche Reibgesetz schematisch dargestellt. Es lässt sich dabei
eine gewisse Ähnlichkeit zu Elastoplastizitätsformulierungen für ein starr, ideal plastisches Ma-
terialverhalten erkennen. Diese Analogie wird in der Regel bei numerischen Lösungsverfahren

genutzt.

Ohne explizit auf Elastoplastizitätsformulierungen einzugehen (Lubliner (1990), Khan und
Huang (1995), Simo und Hughes (1998)), wird das Coulombsche Reibgesetz in Anlehnung da-

ran in Form der Kuhn-Tucker Bedingungen angegeben:

v
(2.36)

�(t, t�)

�

.

�

.
�

� t � � � t� � 0 ,�

� �

. t
� t �

,

� 0 ,

� 0 .

In Gleichung (2.36)1 wird mit � die Gleitfunktion definiert, die, als direktes Analogon zur Fließ-

funktion der Plastizitätstheorie, Gleichung (2.34) widerspiegelt. Die beiden Gleichungen
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(2.36)2,3 fordern, dass die Relativgeschwindigkeit v entgegengesetzt zur Reibkraft wirkt oder

den Wert Null annehmen muss. In der Plastizitätstheorie würde dies der sogenannten Fließregel,
mit �

.
 als plastischem Multiplikator, entsprechen. Mit der Kontinuitätsbedingung (2.34)4 wird

sichergestellt, dass Gleiten nur dann auftreten kann, wenn die Gleitfunktion den Wert Null an-
nimmt, d.h. wenn � t �� � t� gilt. Das Pendant hierzu stellt die entsprechende Konsistenzbedin-

gung der Elastoplastizität dar.

Anmerkung: Die Gleichungen (2.36)2-4 beschreiben im Wesentlichen Gleichung (2.35), mit ei-
nem entscheidenden Unterschied: Die Zusammenhänge zwischen der Relativver-
schiebung u und der Reibkraft t werden in Ratenform geschrieben. Dadurch
wird die Auswertung des Reibgesetzes pfadabhängig, was wiederum physikalisch
vor allem dann sinnvoll ist, wenn sich die Belastungsrichtung ändert.

Um die Kontakt-Randbedingungen im Falle großer Deformationen objektiv formulieren zu kön-
nen, hat es sich als vorteilhaft erwiesen, auf der Master-Seite ein konvektives Koordinatensys-
tem � � ��

1, �2
� einzuführen (Wriggers und Miehe (1992, 1994) sowie Laursen und Simo

(1993b)). Dieses Koordinatensystem kann gedanklich als fest auf die Kontaktoberfläche der
Master-Seite eingeritzt interpretiert werden (Abb. 2.8).

Mit den Abbildungen

	
(2)
c � �(2)

0
�A(2)

� (2.37)�
(2)
c � �(2)

t
�A(2)

�und

lassen sich die Kontaktflächen 	(2)
c  und �(2)

c  über den Parameterraum A(2) in der Referenz- und
der Momentankonfiguration ausdrücken. Zur Beschreibung der Bewegung eines Punktes

Abb. 2.8: Konvektives Koordinatensystem und Basisvektoren im Projektionspunkt

�
2
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X � 	
(1)
c  über die Oberfläche 	(2)

c , werden im jeweiligen Projektionspunkt Y
^
(X) � 	

(2)
c  die ko-

varianten Basisvektoren

�
�
�

�Y
^

��
�
� Y

^
,
�

(2.38)�
�
�

�y^

��
�
� y^,

�
,und � � 1, 2

in der Referenz- und Momentankonfiguration eingeführt (Abb. 2.8). Dabei ist zu beachten, dass
die Basisvektoren nicht mit der Oberfläche der Master-Seite verbunden sind, sondern mit dem
Projektionspunkt y^(x) mitwandern. Wenn sich also ein Punkt X bewegt, gleitet der zugehörige

Projektionspunkt Y
^
(X) wie sein Schatten über die Master-Seite. Da die Basisvektoren �

�
 einem

entsprechenden Punkt x der Slave-Seite zugeordnet sind, verändern sie sich einerseits infolge

einer Deformation des Slave-Körpers und andererseits infolge einer Relativverschiebung der
beiden kontaktierenden Körper.

2.2.4 Das dynamische Anfangsrandwertproblem mit Kontakt

Im Abschnitt 2.1.5 wurde das Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik für den Fall eines

einzelnen deformierbaren Körpers zusammengefasst. Für die Beschreibung eines Kontaktpro-
blems zweier deformierbarer Körper sind folgende Modifikationen notwendig: Die entspre-

Abb. 2.9: Starke Form des Anfangsrandwertproblems für den Kontakt zweier
deformierbarer Körper

Dynamisches Gleichgewicht in �(�) :

Kinematische Beziehungen in �(�) :

Konstitutive Beziehungen (hier exemplarisch St. Venant-Kirchhoff) in �(�) :
[ S � � : E ](�)

Dirichlet-Randbedingung auf 	(�)
D

: Neumann-Randbedingung auf 	(�)
N

:

� t � t^ 
(�)

� u � u^ 
(�)

Anfangsbedingungen in �(�)
0

:

� u � u0


(�)
; � u

.
� u

.
0


(�)

in Normalenrichtung auf 	(1)
c  (Slave):

g � 0

t� � 0

t� g � 0

v

�(t, t�)

�

.
� 0

�

.
�

� t � � � t� � 0�

� �

. t
� t �

;

� 0

in Tangentialrichtung auf 	(1)
c  (Slave):

� �u
..
� div (F � S) 	 � b 

(�)

� E �

1
2
�FT

� F � G� 

(�)

Kontaktbedingungen

Es sind für jeden Zeitpunkt t � [0, T] die Verschiebungsfelder u(�) (� � 1, 2)
zu bestimmen, die die folgenden Bedingungen erfüllen:
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chenden Feldgleichungen und Randbedingungen sind für beide Körper zu erfüllen; bei der Lö-

sung dieses Problems sind die zuvor beschriebenen Kontakt-Randbedingungen einzuhalten. In
Abbildung 2.9 ist die starke Form des Anfangsrandwertproblems für den Kontakt zweier defor-

mierbarer Körper zusammengefasst.

2.2.5 Schwache Form des Kontaktproblems

Um das Kontaktproblem mit der Methode der Finiten Elemente numerisch lösen zu können,

müssen die punktweise zu erfüllenden Kontaktbedingungen in eine schwache Form gebracht
werden. Dazu werden die Kontaktkräfte t(�)

c  der beiden Kontaktflächen im Sinne des Prinzips
der virtuellen Verschiebungen mit einer entsprechenden Testfunktion (virtuelle Verschiebun-

gen) multipliziert und über den entsprechenden Kontaktrand integriert. Die resultierenden, vir-
tuellen Arbeitsausdrücke der Kontaktkräfte werden anschließend zu einer entsprechend gewähl-

ten schwachen Form des Anfangsrandwertproblems aus Kapitel 2.1.5 hinzuaddiert:

�

int,ext

	 �

(1)
c 	 �


(2)
c � �


int,ext
� �

2

��1

�

	
(�)
c

t(�)
c � �u(�)

c d	 � 0 . (2.39)

Hierbei repräsentiert �
int,ext bereits die Summe der internen und externen virtuellen Arbeiten
der beiden beteiligten Körper, unter Verwendung eines der vorgestellten Prinzipien aus Kapitel

2.1.6. Da während des Kontaktes das Gleichgewicht der Kontaktkräfte entlang der kontaktieren-
den Oberflächen erfüllt sein muss (Gl. (2.30)), lassen sich die beiden Integrale aus Gleichung
(2.39) zu einem Integral zusammenfassen. Hierfür wird wiederum die Slave-Seite ausgewählt,

so dass sich die virtuelle Arbeit des Kontaktes zu

�
c(uc, �uc) � � �

	
(1)
c

t(1)
c (X) � ��u(1)

c (X) � �u(2)
c
�Y

^
(X)� d	 (2.40)

ergibt. Mit Hilfe der Variation der Klaffungsfunktion g  und des Projektionspunktes �
^
 im Para-

meterraum (Abb. 2.8) lässt sich die Gleichung (2.40) noch kompakter darstellen. Die beiden not-

wendigen Variationen ergeben sich zu

�g � � � � ��u(1)
c (X) � �u(2)

c
�Y

^
(X)� (2.41)

und

��

^
�
� �� � ��u(1)

c (X) � �u(2)
c
�Y

^
(X)� . (2.42)

Eine ausführliche Herleitung dieser beiden Ausdrücke findet sich in Laursen (2002). Werden die

beiden Variationen in Gleichung (2.40) eingesetzt, lässt sich die virtuelle Arbeit des Kontaktes
in Komponenten normal und tangential zur Kontaktfläche in sehr kompakter Form darstellen:

�
c(uc, �uc) � �

	
(1)
c

t� �g 	 t
�

��

^
� d	 . (2.43)
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Anmerkung: Für die Herleitung von Gleichung (2.42) wurde angenommen, dass für all dieje-
nigen Punkte, für die der Integrand in Gleichung (2.40) ungleich Null ist, die In-
penetrabilitätsbedingung (g � 0) exakt erfüllt wird. In einem numerischen Nä-
herungsverfahren wird diese Bedingung in der Regel nicht exakt erfüllt. Es wird
jedoch davon ausgegangen, dass die Verletzung dieser Bedingung ausreichend
klein ist.

2.3 Lösungsverfahren

In dieser Arbeit wird die Methode der Finiten Elemente (FEM) eingesetzt, um die vorgestellten
Anfangsrandwertprobleme der nichtlinearen Strukturdynamik numerisch zu lösen. Dazu wird

zunächst eine räumliche Diskretisierung der schwachen Form des betrachteten Anfangsrand-
wertproblems durchgeführt, indem das Gebiet in eine endliche Anzahl von Teilgebieten, den Fi-

niten Elementen, unterteilt wird. Dies führt zu einem nichtlinearen, gekoppelten System ge-
wöhnlicher Differentialgleichungen für die Beschreibung der zeitlichen Veränderung diskreter
Element-Freiheitsgrade. Anschließend erfolgt mit einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren

eine zeitliche Diskretisierung des Differentialgleichungssystems. Das resultierende, nichtlineare
Gleichungssystem wird dann mit Hilfe eines inkrementell-iterativen Verfahrens gelöst. Im Fol-

genden wird lediglich ein kurzer, schematischer Überblick über das allgemeine Lösungsverfah-
ren gegeben, wobei der Übersichtlichkeit halber auf die Berücksichtigung der entsprechenden
Kontaktterme verzichtet wird. Für die schwache Form wird exemplarisch das Prinzip der virtuel-

len Verschiebungen gewählt. Eine detaillierte, konkret auf die Problemstellung dieser Arbeit be-
zogene räumliche und zeitliche Diskretisierung wird in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellt.

2.3.1 Räumliche Diskretisierung

Zunächst wird das betrachtete Gebiet � in ne Finite Elemente

� � �
h
�

�

ne

e�1

�e (2.44)

unterteilt. Das unbekannte Verschiebungsfeld u wird mit Hilfe geeigneter Ansatzfunktionen N
und den diskreten Element-Knotenverschiebungen d innerhalb eines einzelnen Elementes ap-
proximiert:

u � uh
�

�

ne

e�1

uh
e (2.45)uh

e � N(e) d(e) .mit

Analog hierzu werden auch das Beschleunigungsfeld u
..
 und die virtuellen Verschiebungen �u

interpoliert:

u
.. h

e � N(e) d
..

(e) (2.46)�uh
e � N(e)�d(e) .und

In den Gleichungen (2.45) und (2.46) wurde bereits die für FE-Formulierungen typische Matri-
zenschreibweise verwendet. Darin sind N die Matrizen mit den auf Elementebene definierten
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Ansatzfunktionen und �d, d und d
..
 die Vektoren der diskreten (virtuellen) Knotenverschiebun-

gen und -beschleunigungen. Mit diesen Ansätzen wird die Diskretisierung der schwachen Form
(2.20) durchgeführt, was auf die semidiskrete Form der Bewegungsgleichung

Md
..
	 fint(d) � fext (2.47)

führt. Darin ist M die zeitlich konstante Massenmatrix, und fint bzw. fext sind die Vektoren der

internen und externen Knotenkräfte. Auf die konkrete Bestimmung dieser Vektoren und Matri-
zen wird in Kapitel 3 sowie im Anhang A eingegangen.

Da reale Strukturen in der Regel eine gewisse Dämpfungseigenschaft aufweisen, wird häufig
eine geschwindigkeitsproportionale Dämpfung in die Bewegungsgleichung eingebracht, indem
Gleichung (2.47) um einen viskosen Dämpfungsterm CSd

.
 erweitert wird:

Md
..
	 CSd

.
	 fint(d) � fext . (2.48)

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten numerischen Beispiele wurden stets ohne viskose
Strukturdämpfung berechnet, so dass der Dämpfungsterm im Weiteren nicht berücksichtigt
wird.

2.3.2 Zeitliche Diskretisierung

Um das zeitkontinuierliche, semidiskrete Anfangsrandwertproblem (2.47) numerisch integrie-
ren zu können, muss eine geeignete zeitliche Diskretisierung durchgeführt werden. Dazu wird
das gesamte zu untersuchende Zeitintervall [0, T] in diskrete, endliche Zeitschritte

�t � tn	1 � tn unterteilt. Ziel des Zeitintegrationsverfahrens ist es, geeignete Ansätze für die
unbekannten Verschiebungen und Beschleunigungen bereitzustellen, um das bereits räumlich

diskretisierte Gleichungssystem (2.47) zu lösen. Als einzige Primärvariable sollen dabei ledig-
lich die diskreten Knotenverschiebungen verbleiben.

In dieser Arbeit werden zum einen das „Generalized-�“-Verfahren �Chung und Hulbert (1993))

und zum anderen die „Generalized-Energy-Momentum-Method“ (Kuhl und Criesfield (1999),
Kuhl und Ramm (1999)) eingesetzt. Bei beiden Verfahren wird das diskretisierte, dynamische
Gleichgewicht an einem generalisierten Mittelpunkt tn	1��f,m

 ausgewertet:

Md
..

n	1��m
�d

..

n	1
�dn	1

��
	 fint

�dn	1��f
�dn	1

��
� fext

n	1��f
. (2.49)

Dieses nichtlineare Gleichungssystem hängt implizit von den unbekannten Knotenverschiebun-
gen dn	1 am Ende des entsprechenden Zeitschrittes ab. Deshalb werden die beiden genannten
Methoden den impliziten Zeitintegrationsverfahren zugeordnet. Die ausführliche Darstellung

der verwendeten Zeitdiskretisierungsmethoden wird in Kapitel 4 gegeben, wo auch die Bedeu-
tung der Parameter �m und �f erläutert wird.
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2.3.3 Iteratives Lösungsverfahren

Zur Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.49) innerhalb eines Zeitschrittes [tn, tn	1]
wird ein iteratives Prädiktor-Korrektor-Verfahren eingesetzt. Bei dem hier angewendeten New-

ton-Raphson-Verfahren wird dazu Gleichung (2.49) in die Form

G�dn	1
�
� Md

..

n	1��m
�d

..

n	1
�dn	1

��
	 fint

�dn	1��f
�dn	1

��
� fext

n	1��f
� 0 (2.50)

gebracht. Anschließend wird hierfür eine mehrdimensionale Nullstellensuche durchgeführt,

wobei derjenige Verschiebungsvektor dn	1 am Ende des betrachteten Zeitschrittes gesucht
wird, der Gleichung (2.50) erfüllt. Sind zum Zeitpunkt tn die zur Erfüllung des Gleichgewichts-

zustandes notwendigen Verschiebungen dn ��^ d0
n	1

� bekannt, wird zunächst im Prädiktor-

schritt (k � 0) eine lineare Approximation für den gesuchten Lösungsvektor durchgeführt.
Diese ergibt sich aus einer Taylor-Reihenentwicklung, die nach dem linearen Term abgebrochen

wird:

LIN G�dk
n	1

�
� G�dk

n	1
�
	

�G�dk
n	1
�

�dk
n	1

�dk	1
n	1 � 0 (2.51)�dk	1

n	1 .�

Hierin kennzeichnet k den entsprechenden Iterationsschritt und LIN G�dk
n	1

� ist die Linearisie-

rung von G�dn	1
� an der Stelle dk

n	1, wobei gilt:

G�dk	1
n	1

�
� LIN G�dk

n	1
�
	 R�dk

n	1
� . (2.52)

Dabei werden durch das Residuum R�dk
n	1

� die Terme höherer Ordnung der Taylor-Reihenent-

wicklung zusammengefasst. Im Prädiktorschritt (k � 0) wird die lineare Gleichung (2.51) für
die inkrementellen Verschiebungen

(2.53)�dk	1
n	1 � dk	1

n	1 � dk
n	1

gelöst. Diese liefern zusammen mit dem bekannten Verschiebungsvektor dn � d0
n	1 eine erste

Näherung für den gesuchten Lösungsvektor

dk	1
n	1 � dk

n	1 	 �dk	1
n	1, (2.54)

der damit gleichzeitig den Startwert für den ersten Korrektorschritt darstellt. In den nachfolgen-

den Korrektorschritten werden dann jeweils mit Gleichung (2.51) neue inkrementelle Verschie-
bungen ausgerechnet und der entsprechende Lösungsvektor mit Gleichung (2.54) aktualisiert.

Dies wird solange wiederholt, bis sich das Residuum R innerhalb einer festgelegten Fehler-
schranke befindet. Der Verschiebungsvektor dk	1

n	1 wird dann als Lösung der Gleichung (2.50)
betrachtet. Mit den bekannten Verschiebungen zum Zeitpunkt tn	1 werden die entsprechenden

Feldgrößen aktualisiert und es kann für den nächsten Zeitschritt nach dem gleichen Schema ite-
rativ gelöst werden.
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33(3 Volumenorientierte Finite Elemente für dünnwandige
Strukturen

3.1 Einführung

In diesem Kapitel werden verschiedene Finite Elementformulierungen vorgestellt, die sich für
die Kontaktanalyse dünnwandiger Strukturen bei großen Deformationen eignen. Dabei ist zu-

nächst festzuhalten, dass die meisten klassischen Schalenformulierungen a priori eine Dimen-
sionsreduktion durchführen. D.h. der eigentlich dreidimensionale Schalenkörper wird über eine

zweidimensionale Referenzfläche, in der Regel die Schalenmittelfläche, approximiert. Es wird
auch von einer Semidiskretisierung in Dickenrichtung gesprochen. Da die Integrale zur Berech-
nung der Kontaktarbeit (2.40) jedoch auf den entsprechenden Kontaktflächen, also der Schalen-

ober- bzw. Schalenunterseite, auszuwerten sind, wird die Beschreibung von Kontaktproblemen
relativ kompliziert. Die Wirkungen der Kontaktkräfte auf die Oberflächen müssen entsprechend

auf die Freiheitsgrade der Mittelfläche übertragen werden. Obwohl dieses Vorgehen zwar von
Gee (2004) erfolgreich für eine klassische Knoten-Segment-Kontaktformulierung (node-to-seg-
ment contact – NTS) angewandt wurde, wird in dieser Arbeit eine entsprechende Reparametri-

sierung zur Beschreibung des dreidimensionalen Schalenkörpers eingesetzt (Schoop (1986)).
Dies hat darüberhinaus den Vorteil, dass die vorgestellte Kontaktformulierung nicht auf die An-

wendung eines speziellen Finiten Elementes beschränkt ist, sondern ohne weiteres auch mit ver-
gleichbaren Volumenelementen kombiniert werden kann.

Im Hinblick auf die in den Kapiteln 6 und 7 vorgestellte Kontaktformulierung ist es außerdem

vorteilhaft, Finite Elemente einzusetzen, die nur Polynome niedriger Ordnung für die Interpola-
tion der Geometrie verwenden. Bei einer Segment-Segment-Kontaktformulierung (segment-to-

segment contact – STS) muss nämlich über sich überlappende Teilgebiete zweier Elementflä-
chen integriert werden, was bereits bei bi- bzw. trilinearen Ansätzen zu komplexen Ausdrücken
führt. Allerdings ist bekannt, dass vor allem niedrig interpolierte Finite Elemente, die auf dem

Prinzip der virtuellen Verschiebung (2.20) basieren, unter unphysikalischen Versteifungseffek-
ten (Locking) leiden. Diese beeinträchtigen die Qualität der Strukturantwort, die unter Umstän-

den nicht einmal mit zunehmender Netzfeinheit gesichert ist. Damit lassen sich die Anforderun-
gen, die in dieser Arbeit an Finite Elemente gestellt werden, folgendermaßen zusammenfassen.

• Volumenorientierte Beschreibung der Geometrie 

� Knotenfreiheitsgrade auf der Oberfläche

• Ansatzfunktionen mit niedriger Polynomordnung

• Genauigkeit
� Vermeidung von unphysikalischen Versteifungseffekten
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3.2 7-Parameter-Schalenformulierung

Nachfolgend wird eine dreidimensionale Schalenformulierung vorgestellt, die im Wesentlichen
auf die Arbeiten von Büchter und Ramm (1992a) und Büchter et al. (1994) zurückgeht, und an-
schließend von Bischoff und Ramm (1997, 2000) sowie Bischoff (1999) ausführlich analysiert

und weiterentwickelt wurde. Deshalb werden nur die wesentlichen, zum Verständnis der vorlie-
genden Arbeit notwendigen Annahmen und Gleichungen kurz skizziert.

Die 7-Parameter-Schalenformulierung basiert auf einer Reissner-Mindlin-Kinematik, die im
Gegensatz zu den klassischen Schalentheorien um die Dickenänderung der Schale erweitert

wurde. Dadurch ist es möglich, den vollständigen, dreidimensionalen Spannungs- und Verzer-
rungszustand abzubilden, was den Einsatz unmodifizierter, dreidimensionaler Werkstoffgesetze

erlaubt. Mit Hilfe des sogenannten siebten Parameters wird ein linearer Verlauf der transversa-
len Normalverzerrungen E33 gewährleistet. Damit ergibt sich auch für Biegezustände und
� � 0 eine asymptotisch korrekte dreidimensionale Formulierung. Der zusätzliche siebte Frei-

heitsgrad wird mit Hilfe der EAS-Methode, die auf dem modifizierten Prinzip von Hu-Washizu
(2.24) basiert, eingebracht und seine diskreten Parameter können durch eine statische Kondensa-

tion auf Elementebene eliminiert werden.

3.2.1 Kinematische Annahmen

Basierend auf dem modifizierten Prinzip von Hu-Washizu, ergeben sich für das 7-Parameter-

Modell neben den Verschiebungen u noch die zusätzlichen Verzerrungen E
~
 als freie Variablen.

Gemeinsam mit den aus den Verschiebungen berechneten Verzerrungen Eu entsteht der Verzer-

rungstensor

Abb. 3.1: Kinematik der 7-Parameter-Schalenformulierung
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E � Eu
� E

~
. (3.1)

Ist die Geometrie der Schale sowohl in der Referenz- als auch in der Momentankonfiguration
bekannt (Abb. 3.1), können daraus alle notwendigen kinematischen Größen bestimmt werden

(Kap. 2.1). Zur Beschreibung der Geometrie werden die kovarianten Basisvektoren Ai und ai

auf der Schalenmittelfläche (�3
� 0) berechnet, die sich aus den Richtungsableitungen der Orts-

vektoren der Schalenmittelfläche R und r ergeben:

A� �
�R
��

�
� R,� (3.2)a� �

�r
��

�
� r,� .und

Über das Kreuzprodukt der kovarianten Basisvektoren A� wird der Direktor A3 senkrecht zur

Schalenebene in der Referenzkonfiguration errichtet. Definitionsgemäß bekommt er die Länge
der halben Schalendicke h�2:

A3 �
h
2

A1 � A2

|A1 � A2 |
. (3.3)

Damit kann jeder beliebige Punkt des Schalenkörpers unter Verwendung einer Reissner-Mind-
lin-Kinematik über die Ortsvektoren der Schalenmittelfläche und dem zugehörigen Direktor in
beiden Konfigurationen beschrieben werden:

X � R � �
3 A3 (3.4)x � r � �

3 a3 , �
3
	 [
 1, 1] .und mit

Über die Verschiebung

v � r 
 R (3.5)

der Schalenmittelfläche und der Aktualisierung des Direktors mit Hilfe des Differenzvektors w

a3 � A3 � w (3.6)

können die Verschiebungen u eines Punktes im Schalenraum ausgedrückt werden:

u � x 
 X � R � v � �
3
�A3 � w� 
 �R � �

3 A3
�
� v � �

3 w . (3.7)

Für die Beschreibung des Verschiebungsfeldes u sind somit zunächst sechs Komponenten not-
wendig, die sich direkt aus dem linear veränderlichen Verschiebungsansatz in Dickenrichtung

ergeben. Dies sind die drei Verschiebungskomponenten in der Schalenmittelfläche v1, v2 und
v3 sowie die drei Komponenten w1, w2 und w3 des Differenzvektors.

Bei der Herleitung von Schalentheorien wird ein dreidimensionales Problem auf ein zweidimen-
sionales reduziert. Um diese Dimensionsreduktion durchführen zu können, müssen sowohl die

Spannungen als auch die Verzerrungen vorab über die Dicke zu den entsprechenden Resultieren-
den (Schnittkräften bzw. Membranverzerrungen, Krümmungen, ...) integriert werden. Eine de-
taillierte Analyse der dabei entstehenden statischen und kinematischen Variablen findet sich in

Bischoff (1999).

Daraus folgt, dass für die Berechnung der kinematischen Variablen der Verlauf der Verzerrungen
in Dickenrichtung bekannt sein muss. Dazu werden die kovarianten Basisvektoren (Gl. (2.1))
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an Punkten innerhalb des Schalenkörpers benötigt, welche wiederum durch Größen der Schalen-

mittelfläche ausgedrückt werden können:

G� �
�X
��

�
�

�R
��

�
� �

3 �A3

��
�
� R,�� �

3A3,� , (3.8)G3 � A3 ,

g� �

�x
��

�
�

�r
��

�
� �

3 �a3

��
�
� r,�� �

3a3,� , (3.9)g3 � a3 .

Mit Gleichung (2.10) lassen sich dann die verschiebungsabhängigen Green-Lagrange-Verzer-
rungen Eu an jedem beliebigen Punkt des Schalenkörpers bestimmen, wobei durch die getroffe-

nen kinematischen Annahmen (Gl. (3.7)) lediglich ein konstanter Normalverzerrungsverlauf
Eu

33 dargestellt werden kann. Um das in der Literatur viel beschriebene Poisson-Dickenlocking2

(Braun et al. (1994), Braun (1995), Bischoff und Ramm (1997), Bischoff (1999) und weitere)
zu vermeiden bzw. ein asymptotisch korrektes Modell zu erhalten, müssen die Normalverzerrun-
gen E33 linear in Dickenrichtung verlaufen. Dazu werden die verschiebungsabhängigen Nor-

malverzerrungen mit Hilfe des sogenannten siebten Parameters um einen linearen Anteil erwei-
tert:

E33 � Eu
33 � E

~

33 . (3.10)

Es ergeben sich die Komponenten des Green-Lagrangeschen-Verzerrungstensors zu

Eij � Eu
ij � E

~

ij
(3.11)

Eu
ij �

1
2
�gi  gj 
 Gi  Gj� � �

u
ij �

h
2
�

3
�

u
ij

E
~

ij � 0 (i, j) � (3, 3) E
~

33 � �

~

33 .

mit

und für und

Darin bezeichnen �u
ij die über die Schalendicke konstanten, und �u

ij bzw. �
~

33 die linear verlau-
fenden Anteile des Green-Lagrangeschen-Verzerrungstensors. Die prinzipiell noch enthaltenen

quadratischen Terme von Eu können hierbei vernachlässigt werden (Büchter und Ramm
(1992a), Büchter et al. (1994)). Durch Einsetzen der Gleichungen (3.8) und (3.9) in (3.11) kön-

nen die einzelnen kinematischen Variablen in Abhängigkeit der Basisvektoren der Schalenmit-
telfläche ausgedrückt werden:

2. Aufgrund des linearen Verschiebungsansatzes in Dickenrichtung ergeben sich konstante Normal-
verzerrungen in Dickenrichtung. Die energetisch konjugierten Spannungen sind jedoch über die
Querkontraktionszahl an die linear verlaufenden Normalverzerrungen parallel zur Schalenmittel-
fläche gekoppelt und verlaufen für lineare Elastizität somit linear in Dickenrichtung. Es entsteht
ein Zwang, da die linear verlaufenden Normalverzerrungen in Dickenrichtung im Ansatz nicht
enthalten sind.
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�
��

(3.12)

�

1
2
�a�  a

�

 A�  A

�
� ,

�
��

�

1
h
�a�  a3,�� a

�
 a3,�
 A�  A3,�
 A

�
 A3,�� ,

�
�3 �

1
2
�a�  a3 
 A�  A3

� ,

�
�3 �

1
h
�a3,�  a3 
 A3,�  A3

�

�33 �

1
2
�a3  a3 
 A3  A3

� ,

�33

�
u
��

�
u
��

�
u
�3

�
u
�3

�
u
33

�

~

33 .

�

�

�

�

�

�

Zusammenfassend berechnet sich der vollständige Verzerrungstensor näherungsweise zu

Eij � �ij �
h
2
�

3
�ij . (3.13)

3.2.2 Vorabintegration der Spannungen und des Stoffgesetzes

Analog zu den Verzerrungen müssen auch die Spannungen und das Werkstoffgesetz durch eine

Vorabintegration in Schalendickenrichtung vollständig in Größen der Schalenmittelfläche aus-
gedrückt werden. Die Integration über das gesamte Schalenvolumen � wird damit in eine Inte-
gration über die Schalenmittelfläche A überführt:

�

�

() d� ��

A

�

1


1

() �^ d�3 dA . (3.14)

Darin ist �^ der Betrag des Schalenshifters, der die Beziehung zwischen einem differentiellen Vo-
lumenelement d� und einem differentiellen Flächenelement dA herstellt. Dieser ergibt sich zu

d�
dA

�

��G1 � G2
�
 G3

� d�3 d�2 d�1

|A1 � A2| d�2 d�1 �

�G1 � G2
�
 G3

|A1 � A2 |
d�3

� �
^ d�3 . (3.15)

Mit Gleichung (3.14) können die statischen Variablen

nij
� �

1


1

Sij
�
^ d�3 (3.16)mij

� �

1


1

�
3 Sij h

2
�
^ d�3und

berechnet werden. Dabei lassen sich n�� mit den Membrankräften, n�3 mit den Querkräften und
m�� mit den Momenten identifizieren. Die Bedeutung der restlichen statischen Variablen wird

ausführlich in Bischoff (1999) diskutiert.

Nachdem mit �ij und �ij die kinematischen, und mit nij und mij die statischen Variablen einge-
führt wurden, muss als letzter Schritt das Stoffgesetz vorab über die Dicke integriert werden. Der

Werkstofftensor der Schalenformulierung �
^
 setzt die kinematischen Variablen mit den statischen

in Beziehung. Er lautet:
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C
^ ijkl

K
� �

1


1

��
3
�

K
Cijkl

�
h
2
�

K

�
^ d�3 , (3.17)K 	 {0, 1, 2} .

Für ein lineares Materialverhalten folgt dann:

nij

(3.18)
mij

C
^ ijkl

0

C
^ ijkl

1

C
^ ijkl

1

C
^ ijkl

2

�kl

�kl

� .

Nachdem alle notwendigen Größen auf die Schalenmittelfläche bezogen sind, kann der Verzer-
rungsenergieausdruck als Anteil des modifizierten Funktionals von Hu-Washizu als Integral

über diese Referenzfläche ausgewertet werden:

�

�

Wint d� � �

A

Wint
2D dA � �

A

1
2
�nij

�ij � mij
�ij� dA . (3.19)

3.2.3 Schwache Form

Für die Umsetzung mit Finiten Elementen werden die Ansätze des 7-Parameter-Schalenmodells

in das modifizierte Prinzip von Hu-Washizu (Gl. (2.24)) eingesetzt. Daraus kann die EAS-Me-
thode (Simo und Rifai (1990)) abgeleitet werden, die ursprünglich zur Vermeidung von künstli-
chen Versteifungseffekten von Finiten Elementen entwickelt wurde. Obwohl die EAS-Methode

generell dem Begriff der Elementtechnologie zugeordnet wird, stellt die Erweiterung der Nor-
malverzerrungen in Dickenrichtung hier einen Teil der Schalentheorie dar (Bischoff (1999)).

Mit Hilfe der Produktregel und des Gaußschen Integralsatzes

–�

�

div (F  Su)  �u d� � �

�

Su : FT
 grad �u d� – �

	N

tu
 �u d	 (3.20)

�Eu

lässt sich die schwache Form aus Gleichung (2.24) ein wenig umformen. Sie lautet dann:

�

mod
HW

�u, E
~
�
� �

�

�S
~

: �E
~
� Su : �Eu

� d���

�

�u
..
 �u d�
 �


mod,ext
HW � 0 (3.21)

mit der Abkürzung

�

mod,ext
HW � �

�

� b  �u d�� �

	N

t
^
 �u d	
 �

	D

�u^ 
 u�  �tS d	 . (3.22)
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3.3 Räumliche Diskretisierung des 7-Parameter-Modells

In Abschnitt 3.2 wurde ein Schalenmodell vorgestellt, das mit Hilfe von diversen Annahmen den
dreidimensionalen Schalenkörper über Größen der Schalenmittelfläche beschreibt. Die entstan-

dene Dimensionsreduktion ist also wie bereits ausgeführt Bestandteil der Schalentheorie. Wird
die Geometrie des Schalenkörpers mit Hilfe von Finiten Elementen approximiert, müssen einige
zusätzliche Annahmen getroffen werden. Im Sinne des isoparametrischen Konzeptes werden so-

wohl die Geometrie als auch die Kinematik mit denselben Ansätzen approximiert. Die krummli-
nigen Koordinaten werden in der Regel mit dem lokalen Elementkoordinatensystem identifi-

ziert. Dadurch ist beispielsweise die Definition des Direktorfeldes an Diskretisierungsknicken
nicht mehr eindeutig und kann nicht direkt von der kontinuierlichen Theorie übernommen wer-
den.

Nachfolgend werden zwei unterschiedliche Möglichkeiten zur räumlichen Diskretisierung des
7-Parameter-Schalenmodells vorgestellt: Der dreidimensionale Schalenkörper wird in der er-

sten Variante analog zur Schalentheorie über Größen der zweidimensionalen Schalenmittelflä-
che approximiert, in der zweiten Variante wird dagegen der gesamte dreidimensionale Schalen-
körper diskretisiert. Für beide Varianten wird die Approximation der benötigten Feldgrößen

jeweils exemplarisch an einem Finiten Element vorgestellt. Der Übersichtlichkeit halber wird
deshalb der Index e weggelassen.

3.3.1 Diskretisierung über Größen der Schalenmittelfläche

Die Schalengeometrie wird als zweidimensionale Fläche im Raum diskretisiert. Dafür werden

in dieser Arbeit ausschließlich vierknotige Viereckselemente mit linearen Ansatzfunktionen ver-
wendet (Abb. 3.2). Als unabhängige diskrete Knotenfreiheitsgrade werden die Verschiebungen
in der Schalenmittelfläche vK und die Differenzvektorverschiebungen wK gewählt, so dass sich

Abb. 3.2: Vierknotiges, mittelflächenorientiertes Schalenelement

z

yx
Knoten (6 Freiheitsgrade)

�
1
� �

�
2
� 

A2
3

1

2

3

4

A1
3

A4
3

A3
3

R2

�
3
� �



33

insgesamt sechs Freiheitsgrade je Knoten ergeben. Die approximierten Verschiebungen uh in-

nerhalb eines Elementes berechnen sich dann zu

uh
� vh

� �
3 wh

� NK vK
� �

3NK wK
� N d , (3.23)N 	 H1 .

Darin bezeichnen K 	 [1, 2, 3, 4] die diskreten Knoten eines Elementes, NK die im lokalen Ele-

mentkoordinatensystem definierten, linearen Formfunktionen (Gl. (A.1) im Anhang), N die Ma-
trix der Interpolationsfunktionen (Gl. (A.7) im Anhang) und d den Vektor der Elementfreiheits-
grade (Gl. (A.8) im Anhang). Wie bei reinen Verschiebungselementen auch, müssen die

Verschiebungsfreiheitsgrade d an den Elementgrenzen stetig sein. Damit wird die eigentlich nur
schwach zu erfüllende, kinematische Randbedingung stark erfüllt, so dass der dritte Term aus

Gleichung  (3.22) verschwindet.

Der Direktor AK
3  wird zunächst an jedem Knoten eines Elementes analog der kontinuierlichen

Theorie nach Gleichung (3.3) errichtet. Stoßen mehrere Elemente an einem Knoten diskontinu-

ierlich zusammen bzw. hat die diskretisierte Schale dort Knicke, wird der Direktor entsprechend
dem Vorschlag von Bischoff (1999) gemittelt, indem er aus dem Schnittpunkt der Schalenlaibun-

gen bestimmt wird (Abb. 3.3).

Abb. 3.3: Definition des Direktors an Knicken: Mittelflächen Formulierung

Ali
3

Ali
3Are

3

Are
3

A3 A3

Zusätzlich zur Diskretisierung des Verschiebungsfeldes u � uh müssen auch Ansätze für die
zusätzlichen Verzerrungen E

~
 gemacht werden. Bei der Formulierung von Finiten Elementen ist

es dabei üblich, sowohl die Verzerrungen als auch die Spannungen unter Ausnutzung der Sym-
metrie in Vektoren zusammenzufassen. Der Vektor der approximierten, zusätzlichen kinemati-
schen Variablen E

~

h (Gl. (A.21) im Anhang) eines finiten Schalenelementes ergibt sich zu

E
~

h � M
~
� , (3.24)M

~
	 L2 .

Dabei ist M
~

 die Matrix der Ansatzfunktionen für die zusätzlichen kinematischen Variablen (Gl.
(A.23) im Anhang) und � der Vektor der internen Verzerrungsparameter (Gl. (A.24) im An-

hang). Da die elementweise definierten Parameter � nicht an die Elementknoten gebunden sind,
müssen die zusätzlichen kinematischen Variablen nicht über die Elementgrenzen hinweg stetig
sein. Dadurch können die zusätzlichen Verzerrungsparameter � auf Elementebene eliminiert

werden.
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Die Definitionen der Vektoren Eu
h, S

u
h und S

~

h sind im Anhang A.1 gegeben. Analog zur räumli-

chen Diskretisierung des Verschiebungsfeldes wird auch das Beschleunigungsfeld approximiert:

u
.. h

� N d
..

. (3.25)

Werden die Ansätze (3.23) bis (3.25) zusammen mit den Definitionen im Anhang A.1 in Glei-

chung (3.21) eingesetzt, lässt sich die diskretisierte, schwache Form für ein Finites Element dar-
stellen:

�

mod,e
HW

�u, E
~
�
� �
h(d, �) � �


int
h (d, �) � �


dyn
h
�d

..
�

 �


ext
h � 0 (3.26)

mit

� �

Ah

�S
~

h
�

T
E
~

h,� dA ��� �

Ah

�Su
h
�

T
Eu

h,d dA �d
(3.27)

�

int
h (d, �) � �

Ah

��S
~

h
�

T
�E

~

h �
�Su

h
�

T
�Eu

h� dA �

� ��T f
~int(�) � �dT fint(d) ,

�

dyn
h
�d

..
�
� d

..
T
�

Ah

� NTN dA �d � �dT fdyn
�d

..
�
� �dT Md

..
(3.28)

und

�

ext
h ��

�

�

�

�

Ah

� b N dA � �

	
h
N

t^ N d	�
�

�

�

�d � �dT fext . (3.29)

Unter Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung ergibt sich damit die diskre-
tisierte schwache Form des dynamischen Gleichgewichtes innerhalb eines Finiten Elementes zu

Md
..
� fint(d, �) � fext (3.30)fint(d, �) � fint(d) � f

~int(�) .mit

Hierbei wurde für die äußeren Lasten die Einschränkung gemacht, dass diese unabhängig von
den Verschiebungen sind. Ausführungen zur Behandlung von verschiebungsabhängigen Lasten

sind neben anderen in Schweizerhof und Ramm (1984) und Mok et al. (1999) zu finden. Da die
Massenmatrix M konstant ist, verbleiben in Gleichung (3.30) lediglich die internen Kräfte
fint(d, �), die nichtlinear von den Verschiebungsgrößen und den Verzerrungsparametern abhän-

gen. Die für die iterative Lösung mittels eines Newton-Raphson-Verfahrens notwendige Lineari-
sierung wird in Abschnitt 3.3.3 gegeben.
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3.3.2 Diskretisierung über Größen der Schalenoberflächen

Im Gegensatz zur klassischen Methode, den dreidimensionalen Schalenraum über eine zweidi-

mensionale Referenzfläche zu parametrisieren, wird nun der vollständige Schalenkörper analog
zu einem dreidimensionalen Kontinuumselement diskretisiert. Dabei sind aufgrund der kinema-

tischen Annahmen des Schalenmodells die Ansätze in Dickenrichtung linear zu wählen, wohin-
gegen in der Schalenebene auch höherwertige Ansätze möglich sind. Es sei darauf hingewiesen,
dass die physikalische Grundlage dieser Variante dieselbe ist wie bei der klassischen Formulie-

rung. Analog zum zuvor beschriebenen mittelflächenorientierten Schalenelement werden je-
doch in dieser Arbeit ausschließlich achtknotige Hexaeder-Elemente verwendet, weshalb auch

in der Schalenebene lineare Ansätze gewählt werden. Die diskreten Elementknoten liegen auf
den Schalenoberflächen, wobei zwischen einer Unterseite (Index u) und einer Oberseite (Index
o) unterschieden wird (Abb. 3.4). Folglich treten ausschließlich die Verschiebungen vKu,o auf den

Schalenoberflächen als diskrete Knotenfreiheitsgrade auf, so dass sich die Anzahl der Freiheits-
grade je Knoten auf drei reduziert. Aufgrund des linearen Verschiebungsansatzes in Dickenrich-

tung, der bereits durch das Schalenmodell induziert wurde, lassen sich die entsprechenden Grö-
ßen in der Schalenmittelfläche analog dem Degenerationskonzept (Büchter und Ramm (1992b),
Bischoff (1999)) ermitteln. Der Ortsvektor eines Knotenpaars XKu,o in der Schalenmittelfläche

ist damit durch

RK
�

1
2
�XKo

� XKu� (3.31)

bestimmt, und der Direktor AK
3  ist eindeutig durch die Differenz zwischen den Ortsvektoren der

Knoten auf der Schalenober- bzw. -unterseite festgelegt:

AK
3 �

1
2
�XKo


 XKu� . (3.32)

Gegenüber einer Geometrie-Beschreibung über die Schalenmittelfläche ist damit der Direktor
auch an Knoten, an denen die diskretisierte Schalenfläche Knicke aufweist, eindeutig festgelegt

Abb. 3.4: Achtknotiges, oberflächenorientiertes Schalenelement
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(Abb. 3.5) und muss nicht entsprechend der angrenzenden Elementflächen gemittelt werden

(Abb. 3.3).

Abb. 3.5: Definition des Direktors an Knicken: Oberflächen Formulierung

A3 A3

A3

Analog zum Ortsvektor zur Schalenmittelfläche RK und zum Direktor AK
3  lassen sich auch die

Verschiebungen vK in der Schalenmittelfläche sowie die Differenzverschiebungen wK des Di-
rektors über die entsprechenden Verschiebungen der Knoten auf der Schalenoberfläche ausdrük-
ken:

vK
�

1
2
�vKo

� vKu� (3.33)wK
�

1
2
�vKo


 vKu� .und

Die approximierten Verschiebungen und Beschleunigungen innerhalb eines Elementes sind da-
mit

uh
� NK vK

� �
3NK wK

�

1
2

NK
�vKo

� vKu�
�

1
2
�

3NK
�vKo


 vKu�
� N d (3.34)

und

u
.. h

� N d
..

, (3.35)

wobei nun die Matrix der Interpolationsfunktionen N und der Vektor der Elementfreiheitsgrade
d entsprechend anders definiert sind (Gl. (A.31) und (A.32) im Anhang). Die Ansätze für die

zusätzlichen kinematischen Variablen E
~

h bleiben dagegen unverändert (Gl. (3.24)). Werden die
Approximationen für die Verschiebungen, Beschleunigungen und zusätzlichen kinematischen
Variablen in Gleichung (3.21) eingesetzt, ergibt sich wiederum die diskretisierte schwache Form

eines Finiten Elementes. Diese ist formal identisch mit Gleichung (3.26) und wird daher nicht
noch einmal gesondert dargestellt. Lediglich die Definition der Matrix der Interpolationsfunk-

tionen N sowie der Vektor der Elementfreiheitsgrade d (bzw. d
..
) hat sich verändert. Eine detail-

lierte Darstellung der entsprechenden Vektoren und Matrizen findet sich im Anhang A.2.

Durch die Reparametrisierung der Geometriebeschreibung des Schalenkörpers ist ein oberflä-
chenorientiertes Schalenelement entstanden, das formal exakt gleich behandelt wird wie das

klassische, mittelflächenorientierte Schalenelement. Dabei sind einige entscheidende Vorteile
gegenüber der klassischen Diskretisierungsstrategie zu nennen:

• Die Definition des Direktorfeldes ist eindeutig über die entsprechenden Knoten auf der

Schalenober- bzw. -unterseite bestimmt, so dass keine Mittelung der Direktoren an Dis-
kretisierungsknicken notwendig ist.
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• Sowohl die Neumann- als auch die Dirichlet-Randbedingungen lassen sich entsprechend

dem realen Verhalten direkt auf die Schalenoberflächen aufbringen, was beim mittelflä-
chenorientierten Schalenelement nur indirekt möglich ist (Ramm et al. (1995)). Dies ist

vorteilhaft für:

– die Simulation von Fluid-Struktur-Interaktions Problemen, bei denen die entspre-

chenden Lasten des Fluides auf der Ober- und Unterseite der Schale angreifen,

– eine entsprechende Kontaktformulierung, bei der die entsprechenden Kontakt-

kräfte auf den Schalenoberflächen wirken.

• Die Diskretisierung geschichteter Sandwichstrukturen kann ohne weiteres durchgeführt
werden, indem entsprechend viele oberflächenorientierte Schalenelemente aufeinander
angeordnet werden.

Gegenüber diesen entscheidenden Vorteilen ist die etwas aufwendigere Generierung eines drei-

dimensionalen Modells durchaus gerechtfertigt, zumal die entsprechenden Netzgenerierungs-
Programme immer leistungsfähiger werden.

Zusätzlich hat das hier beschriebene Element auch entscheidende Vorteile gegenüber dem Ein-

satz gewöhnlicher Volumenelemente für die Diskretisierung dünnwandiger Strukturen:

• Mit Hilfe des siebten Parameters wird das bereits angesprochene Poisson-Dickenlocking
eliminiert.

• Die schalentypischen Versteifungseffekte (siehe Kapitel 3.4.1) können gezielt behandelt
werden, da die Dickenrichtung eines Elementes a priori bekannt ist.

• Elemente mit sehr geringen Dicken können problemlos berechnet werden, ohne auf ein

entsprechendes Seitenverhältnis achten zu müssen3. Beim Einsatz von gewöhnlichen
Volumenelementen ist die zu verwendende Feinheit des FE-Netzes von der Dicke der zu

diskretisierenden Schale abhängig.

3.3.3 Linearisierung

Im Rahmen eines inkrementell-iterativen Lösungsverfahrens ist innerhalb eines Zeitintervalls
[tn, tn�1] die Linearisierung (Kapitel 2.3.3) der nichtlinear von den Verschiebungen und den
Verzerrungsparametern abhängigen inneren Kräfte fint(d, �) aus Gleichung (3.30) notwendig.

Da sich die nachfolgenden Ausführungen ausschließlich auf einen Zeitschritt beziehen, wird ei-
ner übersichtlicheren Darstellung halber auf den zeitlichen Index (n � 1) verzichtet. Damit

führt die Linearisierung der inneren Kräfte auf

LIN fint
�dk, �k

�
� fint

�dk, �k
�
�

�fint�dk, �k�

�dk �dk�1
�

�fint�dk, �k�

��k ��k�1 . (3.36)

3. Die Analyse sehr schlanker Strukturen führt allerdings zu einer ausgesprochen schlechten Kondi-
tionierung der resultierenden Gleichungssysteme. Dies wirkt sich besonders bei der Anwendung
von iterativen Lösern nachteilig aus (Gee (2004)).
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Darin sind

�dk�1
� dk�1


 dk (3.37)und ��k�1
� �k�1


 �k

die Vektoren der inkrementellen Knotenverschiebungen und Verzerrungsparameter. Die beiden
notwendigen partiellen Ableitungen in Gleichung (3.36) berechnen sich mit
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L D
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wobei Ku
T die tangentielle Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Sie enthält sowohl die elastische und

Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix Ke�u als auch die geometrische Steifigkeitsmatrix Kg

und berechnet sich mit

Ku
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Die beiden Kopplungsmatrizen L und LT sowie die Verzerrungsmatrix D
~
 sind mit
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und die Vektoren der inneren Kräfte mit
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und
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gegeben. Da die zusätzlichen Verzerrungen E
~
 über die Elementgrenzen hinweg nicht kompatibel

sein müssen, können die inneren Verzerrungsparameter � auf Elementebene kondensiert wer-

den. Die resultierende, modifizierte tangentielle Steifigkeitsmatrix K
^

T sowie der Vektor der kon-
densierten inneren Kräfte f înt ergeben sich dann zu:
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K
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Damit bekommt das zu lösende Gleichungssystem die gleiche Form wie bei einem reinen Ver-
schiebungselement. Als einzige Primärvariable sind die unbekannten Verschiebungen geblie-
ben. Die internen Verzerrungsparameter � werden auf Elementebene inkrementell über die je-

weiligen inkrementellen Elementknotenverschiebungen �d aktualisiert. Nach der in Kapitel 4
vorgestellten zeitlichen Diskretisierung wird der komplette Lösungsalgorithmus nochmals zu-

sammengefasst. Die notwendigen Ableitungen der Vektoren der kinematischen und statischen
Variablen sind für beide Diskretisierungsstrategien im Anhang A.1 und A.2 aufgeführt.

3.4 Künstliche Versteifungseffekte

Obwohl mit Hilfe des siebten Parameters das für finite Schalenelemente so wichtige Poisson-
Dickenlocking reduziert werden kann, leiden die beiden zuvor eingeführten Finiten Elemente,
analog zu reinen Verschiebungselementen, unter einer Vielzahl zusätzlicher künstlicher Verstei-

fungseffekte. Dies äußert sich darin, dass sich die Elemente gewissen Verformungszuständen ge-
wissermaßen verschließen, und die tatsächlichen Verschiebungen sehr stark unterschätzt wer-

den. Im englischen Sprachgebrauch hat sich dafür der Begriff des Lockings etabliert (Hughes et
al. (1977b)). Da die für Schalenelemente typischen Locking-Effekte bereits ausführlich be-
schrieben und dokumentiert sind (Andelfinger (1991), Bischoff (1999), Klinkel (2000), Harnau

(2004), Koschnick (2004), Schlebusch (2005) und weitere), werden im Folgenden die entspre-
chenden Effekte nur kurz dargestellt. Alle Ausführungen beschränken sich dabei auf die vorge-

stellten und in dieser Arbeit ausschließlich verwendeten linearen Verschiebungsansätze: Vier-
knotige, mittelflächenorientierte und achtknotige, oberflächenorientierte Schalenelemente.

3.4.1 Querschublocking

In schubweichen Schalenelementen treten bei reiner Biegebeanspruchung parasitäre Querkräfte
auf, da die Direktoren bei der Deformation nicht mehr senkrecht auf der Referenzfläche stehen.

Der Schubwinkel verläuft innerhalb eines Elementes linear, so dass sich das Maximum der para-
sitären Querschubverzerrungen am Elementrand einstellt (Abb. 3.6). Da das Querschublocking

mit zunehmender Schlankheit immer dramatischer wird, ist die Berechnung dünner Schalen mit
reinen Verschiebungselementen praktisch nicht möglich. Zwar nimmt die bezogene Schlankheit
innerhalb eines Finiten Elementes mit feiner werdendem Netz ab, so dass der Locking-Effekt

nach und nach verschwindet; die Anzahl der benötigten Elemente ist jedoch sehr groß (Toncar
(2006)).
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Abb. 3.6: Parasitäre Querschubverzerrungen bei reiner Biegebeanspruchung
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3.4.2 Membranlocking

Membranlocking tritt bei bilinearen Elementen nur dann auf, wenn die Elemente gekrümmt
sind. Ursache für diesen Locking-Effekt ist das Auftreten von parasitären Membranspannungen,

wenn die Elemente dehnungslose Verformungen nicht exakt abbilden können. Die Bedeutung
des Membranlockings ist mit der des Querschublockings vergleichbar.

3.4.3 Schublocking

Bei Biegebeanspruchungen in der Schalenebene entstehen bei linearen Elementen parasitäre
Schubspannungen. Dieser Versteifungseffekt tritt bereits bei zweidimensionalen Scheibenele-

menten auf.

Abb. 3.7: Parasitäre Schubspannungen bei Biegebeanspruchung in der Schalenebene
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3.4.4 Volumetrisches Locking

Im Gegensatz zu den anderen Versteifungseffekten hängt dieser von einem Materialparameter,

der Querkontraktionszahl, ab. Während der Versteifungseffekt bei � � 0.0 nicht auftritt, wird
er mit zunehmender Poissonzahl (� � 0.5) immer ausgeprägter. Die Ursachen für das volume-
trische Locking sind die gleichen wie die für das bereits erläuterte Poisson-Dickenlocking. Der

einzige Unterschied besteht darin, dass die parasitären Normalspannungen nicht in Dickenrich-
tung der Schale, sondern in deren Membranebene wirken. Ein weiterer wichtiger Unterschied

zum Poisson-Dickenlocking ist, dass der Effekt des volumetrischen Lockings mit zunehmender
Netzfeinheit verschwindet. Das Poisson-Dickenlocking würde nur dann abgeschwächt, wenn
auch in Dickenrichtung verfeinert werden würde.
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3.4.5 Dickenlocking bei gekrümmten Elementen

Dieser in der Literatur auch als „curvature thickness locking“ (Ramm et al. (1994), Ramm et al.
(1995)) bezeichnete Effekt tritt nur bei Schalenformulierungen mit Dickenänderung auf, wenn

der Direktor AK
3  am Elementknoten K nicht mehr senkrecht auf der Referenzfläche steht. Da der

Verlauf des Direktorfeldes innerhalb eines Elementes linear interpoliert wird, kommt es zur
Mitte des Elementes hin zu einer Stauchung bzw. Dehnung des Direktors. Daraus resultieren

künstliche Normalverzerrungen, die einen zusätzlichen Anteil zur inneren Energie des Elemen-
tes liefern und dieses dadurch steifer machen. Der Effekt wird zum einen mit zunehmender

Schlankheit und zum anderen mit größer werdendem Winkel zwischen den diskreten Direktoren
immer ausgeprägter.

3.5 Methoden zur Reduzierung von Versteifungseffekten

Ebenso wie die Beschreibung der diversen Locking-Effekte, sind auch die Methoden zu deren

Reduzierung bereits detailliert dokumentiert (vgl. Literaturangaben in Abschnitt 3.4), so dass
sich die nachfolgenden Darstellungen im Wesentlichen auf die in dieser Arbeit verwendeten An-

sätze beschränken. Die Ausführungen konzentrieren sich dabei auf die Vorstellung der konkre-
ten, hier eingesetzten Interpolationen zur Vermeidung der einzelnen Locking-Effekte. Zur Ent-
wicklung und Herleitung der einzelnen Methoden wird an geeigneter Stelle auf einschlägige

Literatur verwiesen.

3.5.1 Die Assumed-Natural-Strain-Methode (ANS)

Mit Hilfe der ANS-Methode (Hughes und Tezduyar (1981), Bathe und Dvorkin (1985)) wird in
dieser Arbeit das gravierende Querschublocking beseitigt. Dabei werden die Querschubverzer-

rungen nicht direkt aus den Verschiebungsableitungen berechnet, sondern mit Hilfe diskreter
Verzerrungen an geeigneten Kollokationspunkten innerhalb des Elementes interpoliert. Wie aus

Abbildung 3.6 ersichtlich ist, verschwinden die parasitären Querschubverzerrungen �13 entlang
der �2-Achse. Deshalb werden die entsprechenden Kollokationspunkte für die Bestimmung die-
ser Verzerrungsgröße auf den Seitenmitten der gegenüberliegenden Elementränder gewählt

(Abb. 3.8).

Mit speziell gewählten Ansatzfunktionen werden die Querschubverzerrungen, ausgehend von

den Werten an den entsprechenden Kollokationspunkten, über das ganze Element interpoliert.

Abb. 3.8: Kollokationspunkte zur Vermeidung von Querschublocking
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Da die numerische Umsetzung ausschließlich auf eine Modifikation der B-Operatormatrix hin-

ausläuft, wird die ANS-Methode auch häufig als „B-bar-Method“ bezeichnet. Die konkrete Her-
leitung des modifizierten B-Operators zur Vermeidung von Querschublocking, findet sich unter

Angabe der entsprechenden Ansatzfunktionen in Anhang A.3.

Zusätzlich wird die ANS-Methode in dieser Arbeit auch zur Reduzierung des „curvature thick-

ness locking“ eingesetzt. Mit geeigneten Ansatzfunktionen werden hier die Quernormalverzer-
rungen �33 entsprechend über das Element interpoliert, wobei die Kollokationspunkte nun mit

den Elementknoten in der Schalenmittelfläche zusammenfallen. Die entsprechenden Ansätze
und Matrizen sind wiederum in Anhang A.3 zu finden.

3.5.2 Die Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS)

Für die Formulierung der 7-Parameter-Schalenelemente wurde bereits die EAS-Methode be-
nutzt, wodurch das Poisson-Dickenlocking vermieden werden konnte. Durch die Erweiterung
der Verzerrungen �33 um einen linearen Term resultierte ein asymptotisch korrektes Schalenmo-

dell. Die gleiche Methodik kann auch für die gezielte Erweiterung anderer Verzerrungsanteile
angewendet werden, um weitere Lockingphänomene zu vermeiden. In dieser Arbeit werden mit

der EAS-Methode die restlichen Versteifungseffekte reduziert. Da sich die formale Herleitung
der modifizierten Elementsteifigkeitsmatrix nicht von der in Abschnitt 3.3 angegebenen Herlei-
tung für die 7-Parameter-Schalenelemente unterscheidet, wird sie hier nicht noch einmal wieder-

holt. Ein detaillierter Überblick über diese Methode, sowie die Anforderungen an die zusätzli-
chen Verzerrungsansätze, findet sich in Bischoff (1999). Die konkret in dieser Arbeit

verwendeten Ansätze zur Vermeidung der beschriebenen Locking-Effekte sind in Anhang A.4
angegeben.

3.5.3 Alternative Methoden

Zusätzlich zu den in dieser Arbeit verwendeten Methoden sind weitere alternative Verfahren zur

Verbesserung der Effizienz von Finiten Elementen bekannt. Ohne Anspruch auf Vollständigkeit,
werden hier einige genannt:

• Unterintegration mit Stabilisierung

Vor allem in kommerziellen FE-Programmen sind unterintegrierte und selektiv reduziert
integrierte, stabilisierte Finite Elemente, basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschie-

bungen, sehr weit verbreitet. Ähnlich der ANS-Methode werden die Verzerrungen mit Hilfe
der Unterintegration an diskreten Punkten, die möglichst keine parasitären Anteile enthal-

ten, ausgewertet. Der Nachteil der Unterintegration ist die mögliche Entstehung von soge-
nannten inneren Kinematiken („zero-energy-modes“). Mit Hilfe geeigneter Stabilisierungs-
verfahren können diese jedoch weitgehend unterdrückt werden. Ein kurzer Überblick über

die Entwicklung von unterintegrierten, stabilisierten Finiten Elementen mit Angabe weiter-
führender Literatur findet sich z.B. in Erhart (2004) und Koschnick (2004).
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• Hybride und hybrid-gemischte Spannungselemente

Basierend auf dem Prinzip von Hellinger-Reissner lassen sich sogenannte hybride bzw. hy-

brid-gemischte Spannungselemente herleiten. Dabei werden sowohl Ansätze für die Ver-
schiebungen als auch für die Spannungen gemacht. Als eines der bekanntesten Elemente
ist hierbei das vierknotige, zweidimensionale Pian-Sumihara Element (Pian und Sumihara

(1984)) für Scheiben zu nennen.

• Discrete-Strain-Gap-Methode (DSG)

Die zunächst als „Discrete-Shear-Gap“ bezeichnete Methode wurde ursprünglich von Blet-

zinger et al. (2000) vorgeschlagen, um Querschublocking bei Platten- und Schalenelemen-
ten zu vermeiden. Später wurde die Methode von Koschnick et al. (2005) für die Reduzie-
rung von allen geometrischen Locking-Effekten erweitert, so dass sich mittlerweile die

Bezeichnung „Discrete-Strain-Gap“-Methode durchgesetzt hat. Ähnlich zur ANS-Me-
thode werden die Verläufe einzelner Verzerrungsanteile gezielt modifiziert. Der grundsätz-
liche Unterschied zur ANS-Methode liegt jedoch darin, dass für die DSG-Methode keine

Kollokationspunkte definiert werden müssen. Zudem bietet die DSG-Methode den konzep-
tionellen Vorteil, dass sie ohne weiteres auf beliebige Elementformulierungen, seien es

Drei- oder Viereckselemente, mit beliebiger Polynomordnung angewendet werden können.
In Koschnick (2004) wird die DSG-Methode detailliert beschrieben und hinsichtlich der
Anwendbarkeit auf verschiedene, geometrische Versteifungseffekte analysiert.

• Gemischte Methoden, basierend auf dem Prinzip von Hu-Washizu

Für die Herleitung von möglichst universell einsatzfähigen, effizienten und robusten Fini-
ten Elementen wird in jüngster Vergangenheit verstärkt das (unmodifizierte) Prinzip von

Hu-Washizu als Basis herangezogen (Weissman (1992, 1996), Weissman und Taylor
(1992), Karakostas et al. (1993), Talaslidis und Wempner (1993), Kasper und Taylor
(2000a, 2000b, 2002), Cao et al. (2002, 2003, 2004) und weitere). Da hier alle drei Feldglei-

chungen nur in einem schwachen, integralen Sinne erfüllt werden müssen und als Primärva-
riablen neben den Verschiebungen auch die Spannungen und Verzerrungen diskretisiert

werden, können hierfür gezielt sinnvolle Ansätze gewählt werden. Im folgenden Abschnitt
wird eines dieser Elementformulierungen, basierend auf dem Vorschlag von Weissman
(1996), exemplarisch vorgestellt.

3.6 Ein Hu-Washizu-Volumenelement

In diesem Abschnitt wird ein achtknotiges Volumenelement, basierend auf dem Prinzip von Hu-
Washizu, vorgestellt. Als Grundlage dient ein Vorschlag von Weissman (1996), der, ausgehend
von der Annahme kleiner Verformungen, ein geometrisch lineares finites Volumenelement vor-

stellt. Dieses lässt einerseits problemlos die Formulierung von verzerrungsgetriebenen, nichtli-
nearen Plastizitätsmodellen zu und eignet sich andererseits auch zur Berechnung dünnwandiger
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Strukturen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde diese Elementformulierung auf den geometrisch

nichtlinearen Fall erweitert und in das institutseigene Finite-Element-Programm CCARAT im-
plementiert. Die nachfolgenden Ausführungen beschränken sich zunächst auf den statischen

Sonderfall, so dass der Trägheitsterm im dynamischen Gleichgewicht (Gl. (2.18)) unberücksich-
tigt bleibt.4

3.6.1 Variationelle Basis

Das Dreifeld-Funktional von Hu-Washizu bildet die variationelle Basis für die Herleitung dieses
Elementes. Für den statischen Fall lässt sich die gesamte freie Energie damit folgendermaßen

angeben:


HW(u, E, S) � �
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Darin sind die Verschiebungen u, die Verzerrungen E und die Spannungen S die freien Variablen
des Funktionals. Diese Variablen sind so zu bestimmen, dass 
HW aus Gleichung (3.45) stationär

wird. Dazu wird das Funktional nach allen freien Variablen einmal variiert:
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Mit Hilfe der Produktregel und des Gaußschen Integralsatzes
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 �u d	
�

�

div (F  S)  �u d� (3.47)

lässt sich Gleichung (3.46) zu

4. Die Elementformulierung kann ohne weiteres für dynamische Probleme erweitert werden. Dazu
muss lediglich die konstante konsistente Massenmatrix bestimmt werden. Diese ist nur von den
Ansatzfunktionen der Verschiebungsfreiheitsgrade abhängig und somit identisch mit der Massen-
matrix eines achtknotigen reinen Verschiebungselementes.
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�
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umformen (Kap. 2.1.6, Gl. (2.22)). Darin sind �u, �E und �S zulässige Variationen des Ver-

schiebungs-, Verzerrungs- und Spannungsfeldes (�u muss die Verschiebungsrandbedingungen
erfüllen). Da die Variationen unabhängig voneinander sind, lässt sich Gleichung (3.46) insge-
samt in fünf Teilgleichungen aufspalten, die jeweils eine schwache Form der drei Feldgleichun-

gen und der beiden Randbedingungen darstellen:
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3.6.2 Finite Element Approximation und Modifikation der variationellen Basis

Unter Verwendung einer Finiten Element Approximation lässt sich die gesamte freie Energie
durch die Summe der freien Energien aller einzelnen Elemente


HW
�u, E, S � � �

ne

e�1



e
HW

�ue, Ee, Se� (3.54)

darstellen. Da sich alle nachfolgenden Ausführungen in diesem Abschnitt ausschließlich auf die
Elementebene beziehen, wird der Übersichtlichkeit halber auf den Index „e“ verzichtet.

Die besondere Schwierigkeit besteht im Weiteren darin, geeignete Ansätze für die zu diskretisie-

renden Feldgrößen zu wählen. Dabei müssen einerseits interne Zwangsbedingungen erfüllt wer-
den, wie beispielsweise die Inkompressibilität, und andererseits sollen qualitativ hochwertige
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Ergebnisse bereits mit einem relativ groben FE-Netz erzielt werden können. Für das hier be-

schriebene Element wird ein Vorschlag von Weissman (1992) übernommen. Darin werden die
Verzerrungsansätze durch zusätzliche Terme ergänzt, die zur Erfüllung der Stabilitätsanforde-

rungen nicht nötig sind:

E :� E1 � E2 . (3.55)

Darin sind E1 die zur Stabilität minimal notwendigen und E2 die zusätzlichen Verzerrungen.

Durch den zusätzlichen Verzerrungsverlauf E2 entsteht eine gewisse Freiheit, interne Zwangsbe-
dingungen zu erfüllen. Allerdings muss gleichzeitig gewährleistet werden, dass die Verzerrun-

gen E2 keinen zusätzlichen Beitrag zur Energie leisten. Um diese Nebenbedingung erfüllen zu
können, wird sie mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren �, die die Rolle von Verzerrungen
spielen, in das ursprüngliche Funktional aus Gleichung (3.45) eingebracht. Das so modifizierte

Funktional lautet:
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Einmalige Variation des modifizierten Funktionals nach den freien Variablen liefert schließlich
die schwache Form:
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3.6.3 Diskretisierung

Für die unbekannten, freien Variablen des Funktionals aus Gleichung (3.56) müssen im Rahmen

der Finite-Element-Methode entsprechende Ansätze gemacht werden, wofür im Folgenden wie-
der auf die für die FE-Methode typische Vektor-Matrix Schreibweise zurückgegriffen wird. Die

entsprechenden Ansätze sind:

u � uh � N d , (3.58)

E � Eh � E1,h � E2,h � M1 �1 � M2 �2 , (3.59)
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S � Sh � P � , (3.60)SE
� SE

h � �Eh � � �M1 �1 � M2 �2
� ,

� � �h � Mz z . (3.61)

Entsprechend einem Bubnov-Galerkin-Verfahren, werden die Ansätze für die variierten Terme
analog gewählt. Da die Verschiebungsfreiheitsgrade d an den Elementgrenzen stetig sein müs-
sen, wird die eigentlich nur schwach zu erfüllende, kinematische Randbedingung (Gl. (3.53))

stark erfüllt. Somit verschwindet der letzte Term des variierten, modifizierten Funktionals aus
Gleichung (3.57). Die konkreten Matrizen der Ansätze für die Verschiebungen, Verzerrungen,

Spannungen und der Lagrange-Multiplikatoren sind im Anhang A.5 aufgeführt. Da die variier-
ten Größen in Gleichung (3.57) unabhängig voneinander sind, muss unter anderem

�

�
h

��T
h SE

h d� � 0 (3.62)

gelten. Werden die entsprechenden Ansätze (Gl. (3.60) und (3.61)) in Gleichung (3.62) einge-
setzt

�

�
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und anschließend nach �2 aufgelöst, entsteht
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Das Einsetzen dieser Beziehung sowie aller diskreten Ansätze (Gl. (3.58) - (3.61)) in das va-

riierte Funktional aus Gleichung (3.56) liefert nach einigen Umformungen die diskretisierte
schwache Form
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Darin ist Mn :� M1 � M2 A
~
 eine Abkürzung eines mehrmals benötigten, etwas länglichen

Terms (siehe Anhang A.5, Gl. (A.82)) und fext der Lastvektor.
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3.6.4 Linearisierung

Wie bereits dargelegt, werden in dieser Arbeit überwiegend geometrisch nichtlineare Probleme
betrachtet, die mit einem inkrementell iterativen Verfahren gelöst werden. Hierfür muss die dis-

kretisierte schwache Form aus Gleichung (3.65) zum jeweiligen Iterationsschritt k entsprechend
linearisiert werden:

LIN�
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�
� �
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��


k
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��k �� . (3.66)

Dafür werden die folgenden drei Gâteaux-Ableitungen des diskretisierten, variierten Funktio-
nals benötigt, wobei der Einfachheit halber auf die explizite Darstellung des Iterationszählers

k verzichtet wird:
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Damit ergibt sich das linearisierte, inkrementelle Elementgleichungssystem

(3.70)
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wobei die Vektoren der inneren Kräfte mit

fint
� �

�
h

�Eu
h,d
�

T
P d� � , (3.71)

fint
�

� �

�
h

MT
n �Mn d��1 
 �

�
h

MT
n P d� � , (3.72)

fint
�

� �

�
h

PT Eu
h d� 
 �

�
h

PT Mn d��1 (3.73)



49

gegeben sind. Da die Ansätze für die Verzerrungen und Spannungen, ebenso wie bei der EAS-

Methode, nicht über die Elementgrenzen hinweg kompatibel sein müssen, können sie auf Ele-
mentebene eliminiert werden. Eine statische Kondensation liefert schließlich ein inkrementelles

Elementgleichungssystem, welches die gleiche Form hat wie das eines reinen Verschiebungsele-
mentes:

K
^

T �d � f
^

. (3.74)

Darin ist

K
^

T � Kg � GT A
T H A
1 G (3.75)

die modifizierte tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix und

f
^
� fext


 fint

 GT A
T

�fint
�

� H A
1 fint
�

� . (3.76)

der Vektor der Ungleichgewichtskräfte. Damit ist ein aufgeweichtes Verschiebungsmodell ent-
standen, das sogar im nahezu inkompressiblen Bereich frei von Locking-Phänomenen ist
(Weissman (1996)). Als besonders wichtiger Punkt sei noch zu erwähnen, dass die internen Ver-

zerrungs- und Spannungsparameter �1, �2 und � nach jedem Iterationsschritt inkrementell ak-
tualisiert werden müssen. Die konkret für diese Elementformulierung benutzten Ansätze für die

diversen zu diskretisierenden Feldgrößen sowie eine detaillierte Herleitung des diskretisierten,
variierten Funktionals von Gleichung (3.65) sind im Anhang A.5 gegeben.

3.7 Numerische Beispiele

Mit der Berechnung einiger sehr populärer Benchmark-Tests für die geometrisch nichtlineare

Analyse von Schalentragwerken wird das Elementverhalten der vorgestellten FE-Formulierun-
gen getestet. Eine Zusammenfassung dieser und weiterer Benchmark-Tests, mit Angabe von ta-
bellarischen Referenzlösungen für die jeweiligen Last-Verschiebungs-Kurven, findet sich in der

Arbeit von Sze et al. (2004). Die Referenzlösung wurde dort mit Hilfe des kommerziellen FE-
Programms ABAQUS unter Verwendung des vierknotigen, 1-Punkt reduziert integrierten, sta-

bilisierten, S4R Schalenelementes bestimmt. In den nachfolgenden Untersuchungen werden die
folgenden Kurzbezeichnungen verwendet:

• Ref.: Referenzlösung aus Sze et al. (2004)

• Sm: Mittelflächenorientiertes Schalenelement (Kapitel 3.3.1)

• So: Oberflächenorientiertes Schalenelement (Kapitel 3.3.2)

• VHW: Hu-Washizu-Volumenelement (Kapitel 3.6)
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3.7.1 Die geschlitzte Kreisringplatte

Als erstes Beispiel wird die geschlitzte Kreisringplatte betrachtet, die durch eine Linienlast in

transversaler Richtung belastet wird. Mit diesem Beispiel, das bereits von vielen Autoren be-
rechnet wurde (Basar und Ding (1992), Büchter und Ramm (1992b), Wriggers und Gruttmann
(1993), Sansour und Bocko (1998), Klinkel (2000), Schlebusch (2005), Reddy und Arciniega

(2006)), wird das Verhalten von Schalenelementen bei großen Verformungen und großen Rota-
tionen untersucht.

Abb. 3.9: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur
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Die Geometrie, die Randbedingungen, das Materialverhalten sowie die Verformungsfigur für
eine Gleichstreckenlast von q � 0.8 [kN�m] ist in Abbildung 3.9 dargestellt. In radialer Rich-
tung wird die Kreisringplatte in sechs, in Umfangsrichtung in 30 Elemente unterteilt, so dass ein

relativ grobes FE-Netz mit insgesamt 180 Elementen entsteht. Untersucht werden die Vertikal-
verschiebungen an den Punkten A und B des Endquerschnittes, der durch eine vertikale Gleich-

streckenlast q belastet wird. Bei Diskretisierung der Kreisringplatte mit Volumenelementen, was
bei der Verwendung der Elemente So und VHW der Fall ist, wird die Gleichstreckenlast zu glei-
chen Teilen auf die obere und untere Knotenreihe verteilt. Am unbelasteten Ende wird die Kreis-

ringplatte in alle Richtungen unverschieblich gelagert.

In Abbildung 3.10 sind die Last-Verschiebungs-Kurven der beiden Punkte A und B für die unter-
schiedlichen Elementformulierungen angegeben. Zur besseren Vergleichbarkeit wurden bei den

beiden Volumenelementen (So und VHW) die Verschiebungen der Knoten auf der jeweiligen
Schalenober- und Schalenunterseite gemittelt. Erwartungsgemäß liefern die beiden in dieser Ar-

beit vorgestellten Schalenelemente (Sm und So) nahezu identische Ergebnisse, so dass deren
Last-Verschiebungs-Kurven zusammenfallen. Verglichen mit der Referenzlösung von Sze et al.
(2004) liefern die beiden Schalenelemente bereits für diese relativ grobe Diskretisierung sehr

gute Ergebnisse, wohingegen das vorgestellte Hu-Washizu-Volumenelement ein wenig steifer
reagiert.
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Abb. 3.10: Last-Verschiebungs-Kurve für die geschlitzte Kreisringplatte
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3.7.2 Halbkugel mit Loch

Ein weiteres, viel zitiertes Beispiel (Basar und Ding (1992), Büchter und Ramm (1992b), Parisch

(1995), Betsch und Stein (1996), Gruttmann und Wagner (2005)), um die Qualität von FE-For-
mulierungen zu testen, ist die in Abbildung 3.11 dargestellte Halbkugelschale, die an ihrem Pol
eine kreisförmige Öffnung von 18o aufweist.

Abb. 3.11: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur
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Die Schale wird durch insgesamt vier radiale Knotenlasten P belastet, die sich im Abstand von

90o befinden. Für die beiden Volumenelemente (So und VHW) wurden die Knotenlasten wie-
derum zu gleichen Teilen auf die Knoten auf der Schalenober- bzw. Schalenunterseite verteilt.

Genaue Angaben zur Geometrie, zum verwendeten Materialverhalten sowie die Verformungsfi-
gur für eine Last P � 400 kN sind in Abbildung 3.11 gegeben. Aufgrund der radialsymmetri-
schen Geometrie der untersuchten Schale und der doppelten Symmetrie der Randbedingungen

wird nur ein Viertel des Systems mit 12 � 12  Elementen diskretisiert. In diesem Testbeispiel,
in dem sich neben dem Biegezustand auch ein Membranzustand in der Schale einstellt, werden

die Radialverschiebungen der beiden Punkte A und B untersucht.

Die Last-Verschiebungs-Kurven der beiden betrachteten Punkte sind in Abbildung 3.12 darge-
stellt. Analog zum ersten Beispiel (Kap. 3.7.1) wurden bei den beiden Volumenelementen die

Verschiebungen der Knoten auf der Schalenober- und Schalenunterseite gemittelt. Für die Ver-
schiebungen des Punktes A ergeben sich ähnliche Ergebnisse wie bei der geschlitzten Kreisring-

platte. Die Last-Verschiebungs-Kurven der beiden Schalenelemente liegen wiederum so nahe
beieinander, dass sie nicht zu unterscheiden sind, wohingegen sie bei der Verschiebung des Punk-
tes B geringfügig voneinander abweichen. Dieses zunächst überraschende Phänomen wurde in

Untersuchungen von Toncar (2006) bestätigt: Die Ausnutzung von Symmetriebedingungen
kann zu geringfügigen Abweichungen führen. Da beim mittelflächenorientierten Schalenele-

ment der Schalendirektor senkrecht auf der Schalenmittelfläche errichtet wird, entsteht durch
die Ausnutzung der Symmetrie ein geringer Fehler in der Approximation der Geometrie (Abb.
3.13a). Bei vollständiger Diskretisierung des Systems würden die Direktoren auf beiden Seiten

gemittelt werden, und die Symmetrie wäre erfüllt. Allerdings induziert nicht nur die Ausnutzung

Abb. 3.12: Last-Verschiebungs-Kurve für die Halbkugel mit Loch
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der Symmetrie einen geringen Fehler in der geometrischen Approximation, sondern bereits die

Geometrie dieses Systems selbst: Es handelt sich im vorliegenden Beispiel um eine Halbkugel-
schale, weshalb durch die Diskretisierung die unterste Elementreihe bereits ein wenig nach innen

geneigt ist. Dadurch ergibt sich auch hier ein geringer Unterschied der beiden Schalenelemente
in der Definition des Direktorfeldes (Abb. 3.13b). Im oberflächenorientierten Schalenelement
führt dies bereits zu etwas verzerrteren Elementgeometrien, da der Direktor nicht mehr sen-

krecht steht. Letztlich ist dies auch der Grund für das etwas steifere Verhalten des Volumen-Scha-
len-Elementes (So) gegenüber dem klassischen Schalenelement (Sm). Mit zunehmender Netz-

verfeinerung klingt dieser Effekt ab.

Abb. 3.13: Unterschiedliche Definition des Direktors
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A3
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oberflächenorientiertes
Schalenelement: So

Insgesamt lässt sich auch hier erkennen, dass beide Schalenelemente bereits mit diesem relativ

groben Netz sehr nahe an die Referenzlösung herankommen, wohingegen das Hu-Washizu-Vo-
lumenelement ein wenig zu steife Ergebnisse liefert.

3.7.3 Offene Zylinderschale

Als drittes, sehr bekanntes Beispiel (Sansour und Bufler (1992), Peng und Crisfield (1992),

Brank et al. (1995), Sansour und Kollmann (2000), Reddy und Arciniega (2006)) wird das Ver-
formungsverhalten einer offenen Zylinderschale unter zwei radialen Einzellasten P betrachtet.
Die Geometrie der Zylinderschale sowie die verwendeten Materialkennwerte und Randbedin-

gungen sind in Abbildung 3.14 angegeben. Werden alle auftretenden Symmetrien dieses Bei-
spiels ausgenützt, genügt es, lediglich ein Achtel des Gesamtsystems mit 16 � 24 Elementen

zu diskretisieren. Kontrolliert werden die Radialverschiebungen an den in Abbildung 3.14 links
markierten Punkten A, B und C.
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Abb. 3.14: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur
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In Abbildung 3.14 rechts ist die verformte Zylinderschale für eine Belastung von

P � 40 000 kN dargestellt. Die Last-Verschiebungs-Kurven für die zu untersuchenden, mar-
kierten Knoten sind in Abbildung 3.15 angegeben. Im Vergleich zu den beiden zuvor betrachte-

ten Beispielen verhalten sich alle untersuchten Elementformulierungen gleichermaßen sehr gut;
sie unterscheiden sich nur sehr geringfügig.

Abb. 3.15: Last-Verschiebungs-Kurve für die offene Zylinderschale
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3.7.4 Eingespannter Halbzylinder

Abb. 3.16: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur
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Abschließend zu diesen numerischen Untersuchungen wird noch ein viertes, äußerst beliebtes
Benchmark-Problem (Stander et al. (1989), Parisch (1991), Klinkel et al. (1999)) betrachtet. Ein

an einem Ende eingespannter Halbzylinder, dessen beide Längskanten in vertikaler Richtung
und deren Verdrehung um die globale y-Achse gehalten sind, wird durch eine Einzellast P am

freien Ende in vertikaler Richtung belastet (Abb. 3.16). Die genauen Geometrieangaben und
Randbedingungen sowie die Materialeigenschaften sind in Abbildung 3.16 angegeben. Auf-
grund der Symmetrie wird nur eine Hälfte des Halbzylinders mit 16 � 16 Elementen diskreti-

Abb. 3.17: Last-Verschiebungs-Kurve für das eingespannte Rohr
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siert. Kontrolliert wird die Vertikalverschiebung des Punktes A, an dem die Einzellast eingeleitet

wird. Für die Last P � 2 000 N ist in Abbildung 3.16 rechts die verformte Struktur dargestellt.

In Abbildung 3.17 ist die Last-Verschiebungs-Kurve für die Vertikalverschiebung des Punktes

A angegeben. Im Unterschied zu den bisher betrachteten Beispielen, ergibt sich hier mit dem
Hu-Washizu-Volumenelement (VHW) ein nahezu identischer Verschiebungsverlauf mit der Re-

ferenzlösung (Sze et al. (2004)). Die beiden Schalenelemente verhalten sich in diesem Beispiel
ein wenig weicher als die Referenzlösung, liefern aber dennoch hervorragende Ergebnisse.

3.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zwei FE-Formulierungen vorgestellt, die sich für eine effiziente Kon-
taktanalyse dünnwandiger Strukturen eignen. Dabei standen die zu Beginn dieses Kapitels for-
mulierten Anforderungen im Vordergrund. Es konnten Finite Elemente eingesetzt werden, die

unter Verwendung von Ansätzen niedriger Ordnung gleichzeitig eine gute Qualität der numeri-
schen Lösung garantieren und deren Freiheitsgrade sich auf der Schalenoberfläche befinden.

Aufbauend auf der 7-Parameter-Schalentheorie wurde mit Hilfe einer Reparametrisierung der

geometrischen Beschreibung des dreidimensionalen Schalenkörpers ein achtknotiges, oberflä-
chenorientiertes Schalenelement (So) vorgestellt. Im Gegensatz zu klassischen Elementformu-

lierungen, die die Geometrie über eine zweidimensionale Referenzfläche und einem entspre-
chenden Direktorfeld approximieren, wird hier direkt das dreidimensionale Volumen
diskretisiert. Die je drei Verschiebungsfreiheitsgrade dieses Elementes befinden sich an den auf

der Oberfläche des Schalenkörpers sitzenden Elementknoten. Da dieser Formulierung die glei-
che Schalentheorie zugrunde liegt wie dem in Bischoff (1999) ausführlich beschriebenen, mit-
telflächenorientierten Element (Sm), ist das Verhalten dieser beiden Elemente praktisch iden-

tisch. Bekannte bei Schalenformulierungen typische unphysikalische Versteifungseffekte
können folglich mit den gleichen Methoden behandelt werden. Zur Vermeidung von Querschu-

blocking und „curvature thickness locking“ wird die ANS-Methode eingesetzt, für die Verringe-
rung der restlichen Versteifungseffekte die EAS-Methode. Die durchgeführten, numerischen
Beispiele in Kapitel 3.7 bestätigen die hohe Genauigkeit der beiden Schalenelemente und unter-

streichen deren grundsätzlich analoges Elementverhalten. Minimale Unterschiede in den beiden
Elementen resultieren aus der geringfügig unterschiedlichen Behandlung der Randbedingungen

und der Definition des jeweiligen Direktorfeldes. Weitergehende Untersuchungen zum Verhal-
ten dieser beiden Schalenelemente findet sich in der Arbeit von Toncar (2006).

Zusätzlich zu dem oberflächenorientierten Schalenelement wurde ein achtknotiges Volumenele-

ment, basierend auf dem Funktional von Hu-Washizu, vorgestellt (VHW). Diese Elementformu-
lierung beschreibt ebenfalls den dreidimensionalen Schalenkörper über FE-Knoten, die sich auf
den Schalenoberflächen befinden und eignet sich somit auch für eine entsprechende Kontaktfor-

mulierung. Mit den numerischen Vergleichsrechnungen in Kapitel 3.7 konnte gezeigt werden,
dass sich dieses allgemeine Volumenelement auch sehr gut für die Analyse von dünnwandigen
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Strukturen einsetzen lässt. Im Gegensatz zu den beiden Schalenelementen ist jedoch der numeri-

sche Mehraufwand durch die hohe Anzahl zusätzlicher interner Variablen enorm, so dass aus
Sicht des Autors die Anwendung dieser Elementformulierung für die Analyse ausschließlich

dünnwandiger Strukturen nicht empfehlenswert erscheint.

Aufgrund des sehr guten Elementverhaltens des vorgestellten achtknotigen oberflächenorien-
tierten Schalenelementes (So) wird dieses für die weitere Anwendung in dieser Arbeit ausge-

wählt. Gegenüber dem alternativ hierzu vorgestellten Volumenelement (VHW) erweist sich das
Schalenelement wegen der relativ geringen Anzahl von nur neun zusätzlichen internen Verzer-

rungsvariablen deutlich robuster und effizienter.



58

44(4 Stabile Zeitintegrationsverfahren

Im vorausgegangenen Kapitel wurden verschiedene FE-Formulierungen vorgestellt, die sich für

eine räumliche Diskretisierung von dünnwandigen Strukturen eignen. Im Hinblick auf eine effi-
ziente Kontaktmodellierung galt dabei ein besonderes Augenmerk einer volumenorientierten
Formulierung. Darauf aufbauend werden in diesem Kapitel zwei geeignete implizite Zeitin-

tegrationsverfahren vorgestellt, mit denen die notwendige zeitliche Diskretisierung eines nicht-
linearen, elastodynamischen Problems durchgeführt werden kann. Zunächst wird ein kurzer

Überblick über Zeitintegrationsverfahren gegeben, bevor dann konkret auf die zwei in dieser Ar-
beit verwendeten Algorithmen eingegangen wird. Dies ist zum einen das „Generalized-�“-Ver-
fahren (Gen�� und zum anderen die „Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM).

Während für das erstgenannte Verfahren die in Kapitel 3 dargestellte, räumliche Diskretisierung
ohne weitere Veränderungen übernommen werden kann, sind für das letztgenannte Verfahren

entscheidende Modifikationen auf Elementebene notwendig. Diese werden an entsprechender
Stelle vorgestellt und deren Auswirkung auf die numerische Effizienz diskutiert. Anschließend
wird der gesamte Lösungsalgorithmus für die Analyse von nichtlinearen Problemen der Elasto-

dynamik zusammengefasst, bevor anhand eines numerischen Beispiels das Verhalten der beiden
vorgestellten Zeitintegrationsverfahren untersucht wird.

4.1 Überblick

Der nachfolgende Überblick über diverse Zeitintegrationsverfahren soll dazu dienen, die in die-
ser Arbeit verwendeten Algorithmen entsprechend einzuordnen und auf die Problematiken und

Anforderungen an stabile Zeitintegrationsverfahren im Zusammenhang mit nichtlinearen Pro-
blemstellungen hinzuweisen. Er erhebt keinen Anspruch auf Vollständigkeit; weitergehende
Ausführungen finden sich beispielsweise in der Arbeit von Kuhl (1996).

In der linearen Strukturmechanik werden bereits seit langem erfolgreich Zeitintegrationsverfah-

ren eingesetzt. Bei Anwendung der klassischen Verfahren auf geometrisch nichtlineare Pro-
bleme kann es zum Verlust der numerischen Stabilität kommen. Nach der Definition von Be-

lytschko und Schoeberle (1975) ist ein Zeitintegrationsverfahren genau dann numerisch stabil,
wenn die Energiebilanz innerhalb eines Zeitschrittes erfüllt ist oder Energie numerisch dissipiert
wird. Der Verlust der numerischen Stabilität wurde beispielsweise für die Anwendung der klassi-

schen Trapezregel auf die nichtlineare Dynamik von Schalentragwerken von Simo und Tarnow
(1994) und Kuhl und Ramm (1996) gezeigt.

Erfolgreiche, robuste und unbedingt stabile Zeitintegrationsalgorithmen für die lineare Dyna-
mik können bei der Integration der nichtlinearen Bewegungsgleichung auf zwei grundsätzlich

unterschiedliche Weisen numerisch instabil werden. Entweder tritt ein Konvergenzversagen in-
nerhalb der Gleichgewichtsiteration auf, das nur durch eine entsprechende, adaptive Anpassung
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der Zeitschrittweite vermieden werden kann, oder es tritt ein unvermitteltes Stabilitätsversagen

des Integrationsalgorithmus auf, das physikalisch unsinnige, aber konvergente Lösungen liefert.
Für die Integration des nichtlinearen, semidiskreten Anfangswertproblems sind deshalb robuste

Zeitintegrationsmethoden notwendig, die zum einen numerisch stabil sind und zum anderen mit
vernünftig großen Zeitschrittweiten zu konvergenten und genauen Lösungen führen.

Prinzipiell stehen drei Möglichkeiten zur Verfügung, diese Anforderungen zu erfüllen:

• Durch das Aufbringen von numerischer Dämpfung wird Energie dissipiert und somit die
numerische Stabilität gewährleistet.

• Die exakte Erhaltung der totalen Energie innerhalb eines Zeitschrittes wird algorith-
misch realisiert.

• Die Erhaltung der totalen Energie innerhalb eines Zeitschrittes wird durch die Formulie-

rung einer Nebenbedingung erzwungen.

Als Beispiel für ein numerisch dissipatives Verfahren sei die „Generalized-�“-Methode (Gen�)

nach Chung und Hulbert (1993) genannt, die es erlaubt, hochfrequente Systemantworten kon-
trollierbar herauszudämpfen. Zeitintegrationsverfahren mit numerischer Dissipation garantie-
ren die Konvergenz bei endlichen Zeitschritten sowie eine stabile Integration. Sie dissipieren

sukzessive Energie, so dass sie für die Analyse von langzeitdynamischen Prozessen nur unbe-
friedigende Ergebnisse liefern. Als Beispiel für ein algorithmisch energieerhaltendes Verfahren

sei die „Energy-Momentum-Method“ (EMM) von Simo und Tarnow (1992) genannt, das neben
der Erhaltung der totalen Energie auch die Erhaltung von Impuls und Drehimpuls innerhalb ei-
nes Zeitschrittes garantiert. Ein Vertreter der Algorithmen, welche die Erhaltung der totalen

Energie über eine Nebenbedingung erzwingen, ist die „Constraint-Energy-Method“ nach Hug-
hes et al. (1978). Sie wurde später von Kuhl und Ramm (1996) zum „Constraint-Energy-Mo-

mentum-Algorithm“ weiterentwickelt.

Eine Verallgemeinerung der EMM wurde von Kuhl und Crisfield (1999) und Kuhl und Ramm

(1999) vorgestellt. Die sogenannte „Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM) kom-
biniert einerseits die Überlegungen der EMM von Simo und Tarnow (1992) mit denen des
Gen�-Verfahrens. Damit können gleichzeitig die Erhaltung bzw. das Abklingen der totalen Ener-

gie garantiert und ungewollte, hochfrequente Moden gezielt numerisch dissipiert werden.

In dieser Arbeit werden für die Integration der nichtlinearen Bewegungsgleichung das

Gen�-Verfahren und die GEMM eingesetzt. Diese sind so allgemein formuliert, dass sie bei ent-
sprechender Wahl der Parameter viele der in der Literatur bekannten Zeitintegrationsverfahren
vereinigen.
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4.2 Das „Generalized-�“-Verfahren (Gen��

Das „Generalized-�“-Verfahren nach Chung und Hulbert (1993) stellt eine Verallgemeinerung
des klassischen Newmark Algorithmus dar, der bereits vor knapp 50 Jahren von Newmark

(1959) vorgeschlagen wurde. Sind zu Beginn eines Zeitschrittes die diskreten Zustandsvektoren
dn, d

.

n und d
..

n bekannt, wird mit Hilfe der zeitlichen Diskretisierung die semidiskrete Form der
Bewegungsgleichung (Gl. (2.47)) für die unbekannten Zustandsvektoren dn�1, d

.

n�1 und d
..

n�1

zum Ende des Zeitintervalls in impliziter Form gelöst. Dazu werden, ausgehend von den New-
mark Approximationen für die Verschiebungen und die Geschwindigkeiten in einem Zeitinter-

vall [tn, tn�1] mit den Parametern � und �

dn�1
�d

..

n�1
�

(4.1)
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n � � �t2 d
..
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.
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..

n � � �t d
..

n�1 ,

die Geschwindigkeiten und Verschiebungen zum Zeitpunkt tn�1 in Abhängigkeit der unbekann-
ten Verschiebungen dn�1 ausgedrückt:

d
.

n�1
�dn�1

�

(4.2)
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� 1� d

..

n .

Somit verbleibt nur noch der Systemvektor der diskreten Knotenverschiebungen dn�1 am Ende
des jeweiligen Zeitschrittes als unbekannte Größe.

4.2.1 Modifizierte semidiskrete Bewegungsgleichung

Um gleichzeitig die numerische Dissipation und die Genauigkeit zweiter Ordnung des Integrati-
onsverfahrens zu gewährleisten, wird beim Gen�-Verfahren die nichtlineare, semidiskrete Be-

wegungsgleichung modifiziert und an einem generalisierten Mittelpunkt

Md
..

n�1��m
� fint

�dn�1��f
�
� fext

n�1��f
(4.3)

ausgewertet, der durch die beiden Parameter �f  und �m charakterisiert wird.5 Die Zustandsvek-
toren zu diesem Zeitpunkt werden durch eine Linearkombination dieser Größen an den Zeitinter-
vallgrenzen

d
..

n�1��m

(4.4)
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�1 � �f� d
.
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.

n ,

�1 � �f� dn�1 � �f dn ,

�1 � �f� fext
n�1 � �f fext

n
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ausgedrückt. Die Bestimmung der internen Kräfte kann dabei entweder direkt über die general-

isierten Mittelpunktsverschiebungen

fint
�dn�1��f

�
� fint

��1 � �f� dn�1 � �f dn� (4.5)

oder entsprechend den Ansätzen für die kinematischen Größen mit Hilfe einer Linearkombina-
tion aus den internen Kräften der Zeitintervallgrenzen

fint
�dn�1��f

�
�
�1 � �f� fint

�dn�1
�
� �f fint(dn) (4.6)

ermittelt werden. Für den linearen Fall führen beide Ansätze zu äquivalenten Ergebnissen, wo-

hingegen sich im nichtlinearen Fall unterschiedliche Auswirkungen auf die algorithmische Um-
setzung ergeben (Kuhl (1996) sowie Kuhl und Crisfield (1999)). In der vorliegenden Arbeit wer-
den die internen Kräfte nach Gleichung (4.6) bestimmt, was den entscheidenden Vorteil hat, dass

dadurch keinerlei Modifikationen in den Elementroutinen notwendig sind.

Anmerkung: Bei Anwendung der in Kapitel 3 vorgestellten Finiten Elemente sind die internen
Kräfte nicht nur von den diskreten Knotenverschiebungen, sondern auch von ent-
sprechenden zusätzlichen inneren Variablen abhängig. Um jedoch die ohnehin
schon etwas länglichen Ausdrücke möglichst übersichtlich darstellen zu können,
wird auf die Kennzeichnung der Abhängigkeit der internen Kräfte von zusätzli-
chen Variablen verzichtet. Für die Berechnung der effektiven tangentiellen Stei-
figkeitsmatrix und des effektiven Lastvektors sind diese jedoch zu berücksichti-
gen; es wird an entsprechender Stelle darauf hingewiesen.

4.2.2 Effektive Strukturgleichung und Linearisierung

Werden die Newmark-Ansätze aus Gleichung (4.2) in die modifizierte, semidiskrete Bewe-
gungsgleichung (4.3) eingesetzt, entsteht ein vollständig diskretisiertes nichtlineares, algebra-

isches Gleichungssystem, das als effektive Strukturgleichung bezeichnet wird:

G�dn�1
�
�

1 � �m

� �t2 M dn�1 � h�dn, d
.

n, d
..

n� � fint
�dn�1��f

�
� fext

n�1��f
� 0 . (4.7)

Darin sind in

h�dn, d
.

n, d
..

n� � M �
1 � �m

� �t2 dn �
1 � �m

� �t
d
.

n �
1 � �m � 2�

2�
d
..

n	 (4.8)

die zum Zeitpunkt tn bekannten Geschichtsterme zusammengefasst. Zur Bestimmung der unbe-
kannten Verschiebungen dn�1 werden alle Terme der entstandenen Gleichung auf die linke Seite

5. Wie bereits in Kapitel 2.3.1 erwähnt, wird in dieser Arbeit keine viskose Strukturdämpfung be-
rücksichtigt, so dass der geschwindigkeitsproportionale Dämpfungsterm der semidiskreten Bewe-
gungsgleichung entfällt. Die Berücksichtigung dieses Terms stellt keine Schwierigkeit dar. Es
führt allerdings dazu, dass die ohnehin schon etwas länglichen Terme bei der späteren Linearisie-
rung der effektiven Strukturgleichung noch länger werden.
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gebracht (Gl. (4.7)). Für die anschließend notwendige mehrdimensionale Nullstellensuche wird

ein iteratives Prädiktor-Korrektor-Verfahren eingesetzt. Hierfür wird Gleichung (4.7) an der
Stelle einer bereits gegebenen Näherungslösung dk

n�1 in eine mehrdimensionale Taylor-Reihe

entwickelt:

G�dk�1
n�1

�
� G�dk

n�1
�
�


G�dk
n�1

�


dk
n�1

�d � O��d2
�
� 0 . (4.9)

Hierin ist k der Iterationszähler innerhalb der Newton-Iteration, �d die Differenz zweier aufein-
ander folgender Näherungslösungen

�d � dk�1
n�1 � dk

n�1 (4.10)

und O��d2
� das Restglied zweiter Ordnung der Taylor-Reihenentwicklung, das verschwindet,

wenn �d � 0 strebt. Damit wurde die nichtlineare effektive Strukturgleichung in eine lineare
Gleichung überführt. Sie kann jeweils für eine verbesserte Näherung �d gelöst werden. Ent-

scheidend für den Linearisierungsprozess ist die Richtungsableitung der effektiven Strukturglei-
chung, die schließlich auf die effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix

Keff
T
�


G�dk
n�1

�


dk
n�1

�

1 � �m

� �t2 M �
�1 � �f

�


fint�dk
n�1

�


dk
n�1

(4.11)

K
^

T

führt. Die Richtungsableitung der inneren Kräfte liefert die tangentielle Steifigkeitsmatrix K
^

T,
die für die verschiedenen FE-Formulierungen zur räumlichen Diskretisierung in Kapitel 3 her-

geleitet wurden. Der effektive Lastvektor feff
� � G�dk

n�1
� berechnet sich mit

(4.12)

feff
� fext

n�1��f
�
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n�1�h�dn, d

.
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..
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� f înt

�dk
n�1, �k

n�1
�
��f f înt(dn, �n) ,

wobei darin der Vektor der kondensierten inneren Kräfte f înt der entsprechenden Elementformu-
lierung eingesetzt werden muss. In kompakter Form ergibt sich die effektive, iterative Struktur-

gleichung dann zu:

Keff
T

�d � feff . (4.13)

Mit Hilfe der beiden Newmark-Parameter � und �, sowie der beiden Interpolationsparameter
�f und �m, kann das Maß an numerischer Dissipation des Zeitintegrationsalgorithmus gezielt
gesteuert werden. Dabei lassen sich die oben genannten vier Parameter in Abhängigkeit des so-

genannten Spektralradius �
�

 [0, 1] bestimmen (z.B. Kuhl (1996), Mok (2001)):
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Wird der vom Benutzer zu bestimmende Spektralradius �
�

� 1.0 gewählt, ist das Verfahren

zwar dissipationsfrei, aber im nichtlinearen Fall nicht stabil. Mit �
�

 [0.85, 0.95] wird eine
numerische Dissipation in den hochfrequenten Moden erreicht, die in den meisten Fällen zur Sta-

bilisierung des Zeitintegrationsverfahrens ausreicht (Gee (2004)).

4.3 Die „Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM)

Die „Generalized-Energy-Momentum-Method“, die von Kuhl und Crisfield (1999) bzw. Kuhl

und Ramm (1999) vorgeschlagen wurde, ist eine Modifikation des Gen�-Verfahrens. In seiner
allgemeinen Form garantiert die GEMM ein Abklingen der totalen Energie und beinhaltet als
Spezialfall die „Energy-Momentum-Method“ (EMM) von Simo und Tarnow (1992), welche die

exakte Erhaltung der totalen Energie innerhalb eines Zeitschrittes gewährleistet. Der wesentli-
che Unterschied gegenüber dem zuvor beschriebenen Gen�-Verfahren liegt in der Berechnung

der algorithmischen, internen Kräfte. Während beim Gen�-Verfahren die internen Kräfte für die
modifizierte, semidiskrete Bewegungsgleichung über eine Linearkombination der Größen an
den Zeitintervallgrenzen bestimmt wurden (Gl. (4.6)), werden bei der GEMM die algorithmi-

schen internen Kräfte über eine spezielle Auswertung der internen virtuellen Arbeiten ermittelt.
Die unterschiedliche Approximation der internen Kräfte hat einen erheblichen Einfluss auf die

zur räumlichen Diskretisierung verwendeten FE-Formulierung. Sowohl die Ermittlung der in-
ternen Kräfte, als auch die daraus resultierenden Modifikationen für die in dieser Arbeit verwen-
dete Elementformulierung werden im Folgenden erläutert.

4.3.1 Algorithmische interne Kräfte

Die algorithmischen, internen Kräfte werden über die FE-Diskretisierung der inneren virtuellen
Arbeiten der generalisierten Zwischenkonfiguration zum Zeitpunkt tn�1��f

 erhalten. Für das
in Kapitel 3.3 vorgestellte, und im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausschließlich verwendete

oberflächenorientierte Schalenelement sind die diskretisierten, inneren virtuellen Arbeiten
durch

(4.15)��
int
h (d, �)|n�1��f

� �

Ah

��S
~

h
�

T
�E

~

h �
�Su

h
�

T
�Eu

h	

n�1��f

dA

gegeben (siehe Gl. (3.27)). Entscheidend für die Auswertung dieses virtuellen Arbeitsausdrucks
ist die Approximation der virtuellen kinematischen Variablen �E

~

h und �Eu
h sowie der dazu ener-

getisch konjugierten statischen Variablen S
~

h und Su
h am generalisierten Mittelpunkt. Werden die

gemittelten kinematischen Variablen über die Mittelung der kinematischen Größen der Konfi-
gurationen der Zeitintervallgrenzen und nicht etwa über die kinematischen Größen der gemittel-

ten Konfiguration bestimmt, kann für den Sonderfall der EMM die exakte Erhaltung der totalen
Energie gewährleistet werden (Simo und Tarnow (1992): „[...] use of the average of the strains
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and not the strain of the average configuration is the key to exact enforcement exact energy con-

servation.“). Bei Verallgemeinerung dieser Erkenntnis im Sinne des Gen�-Verfahrens ergibt
sich die virtuelle innere Arbeit der GEMM zu

��
int,GEMM
h

� �
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h��n�1��f
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(4.16)

� �

Ah

�Su
h
�dn�1��f

��

T
��1 � �f

� �Eu
h
�dn�1

�
� �f �Eu

h(dn)	 dA .

Wird das lineare St. Venant-Kirchhoff Materialgesetz eingesetzt, kann von dem dadurch impli-

zierten linearen Zusammenhang zwischen statischen und kinematischen Größen Gebrauch ge-
macht werden. Anstelle der kinematischen Größen können auch die statischen entsprechend ge-

mittelt werden. Damit lässt sich ��int,GEMM
h

 in Gleichung (4.16) auch alternativ durch
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(4.17)

� �

Ah

��1 � �f
� Su

h
�dn�1

�
� �f Su

h(dn)	
T

�Eu
h
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ausdrücken (Kuhl und Ramm (1999)).

4.3.2 Linearisierung der internen virtuellen Arbeit

Für die konsistente Linearisierung müssen die partiellen Ableitungen des diskretisierten virtuel-

len inneren Arbeitsausdrucks aus Gleichung (4.17) nach den unbekannten Verschiebungen dn�1

und den inneren Variablen �n�1 zum Ende des Zeitschrittes gebildet werden. Dabei ist eine sorg-
fältige Unterscheidung der Zeitpunkte notwendig, zu denen die jeweiligen Größen auszuwerten

sind. Um dies einerseits deutlich kennzeichnen zu können und andererseits die Lesbarkeit der
anschließenden Gleichungen etwas zu verbessern, werden folgende Abkürzungen eingeführt:

(
�

)n Größen zum Zeitpunkt tn:

(
�

)n1 Größen zum Zeitpunkt tn�1:

(
�

)n� Größen zum Zeitpunkt tn�1��f
 mit:: (

�
)n� :� �1 � �f�(�)n1 � �f (�)n

Zusammen mit den bereits in Kapitel 3.3 eingeführten Ansätzen für die diskretisierten virtuellen
kinematischen Variablen

�E
~

h(�n�) � E
~

h,�n�
��n� � M

~
n� ��n� � M

~
��n� , (4.18)

�Eu
h(dn�) � Eu

h,dn�
�dn� � Bn� �dn� , (4.19)
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führt Gleichung (4.17) in kompakter Form auf:
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Die beiden für die Linearisierung notwendigen partiellen Ableitungen berechnen sich aus
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Analog zu Kapitel 3.3.3 werden die inneren Verzerrungsparameter � durch eine statische Kon-

densation auf Elementebene eliminiert. Daraus resultiert die modifizierte tangentielle Steifig-
keitsmatrix

K
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T
GEMM

�
�1 � �f�

�Ke�u � Kg � LT D
~
�1 L	GEMM , (4.23)

wobei die elastische und Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix sowie die geometrische Stei-
figkeitsmatrix mit
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und die Kopplungsmatrizen und die Verzerrungsmatrix mit
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LGEMM (4.27)� �
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gegeben sind. Wie aus den Gleichungen (4.24) bis (4.28) ersichtlich wird, geht die Symmetrie
der resultierenden tangentiellen Steifigkeitsmatrix verloren. Lediglich die geometrische Steifig-

keitsmatrix KGEMM
g   und die Verzerrungsmatrix D

~ GEMM sind symmetrisch, da einerseits die Ab-
leitungen der B-Operatormatrix B,d

T unabhängig von der Verformung des Schalenelementes
sind (Anhang Gl. (A.15) - (A.19)), und andererseits die Matrix der Ansatzfunktionen M

~
 für die

zusätzlichen kinematischen Variablen konstant ist (Anhang A.4). Um die Symmetrie des resul-
tierenden Gleichungssystems zu wahren, schlagen Kuhl und Ramm (1999) vor, die elastische

und Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix KGEMM
e�u  aus Gleichung (4.24) durch eine symme-

trische Steifigkeitsmatrix

KGEMM
e�u � K

GEMM
e�u � �

Ah

BT
n� �

^

n1 Bn� dA (4.29)

zu approximieren. Für das in dieser Arbeit verwendete Schalenelement würde dies aufgrund der

EAS-Erweiterung bedeuten, dass auch die Kopplungsterme entsprechend symmetrisch approxi-
miert werden müssten, um die Symmetrie der resultierenden tangentiellen Steifigkeitsmatrix aus

Gleichung (4.23) zu gewährleisten. Da sich die vorliegende Arbeit jedoch vorwiegend mit der
Simulation von dynamischen Kontaktproblemen beschäftigt, die ohnehin eine Unsymmetrie des
resultierenden Gesamtgleichungssystems nach sich zieht (Kapitel 7), wird hier auf eine nach-

trägliche Modifikation der konsistent linearisierten Steifigkeitsmatrizen verzichtet.

Anmerkung: Zur Vermeidung des Querschublockings und des „curvature thickness lockings“
wird die ANS-Methode eingesetzt (Kapitel 3.5.1 und Anhang A.3). In der Folge
müssen die entsprechenden Modifikationen der B-Operatormatrix zusätzlich für
die Zwischenkonfiguration zum Zeitpunkt tn�1��f

 durchgeführt werden.

4.3.3 Effektive Strukturgleichung

Die Herleitung der effektiven, iterativen Strukturgleichung zur Bestimmung der inkrementellen

Verschiebungen innerhalb eines Iterationsschrittes erfolgt analog zum Gen�-Verfahren in Kapi-
tel 4.2.2 und wird deshalb nicht noch einmal aufgeführt. Es ist lediglich darauf zu achten, dass

in die effektive Strukturgleichung (Gl. (4.7)) die algorithmischen internen Kräfte entsprechend
der GEMM eingesetzt werden. Für die anschließende Berechnung der effektiven tangentiellen
Steifigkeitsmatrix Keff

T
 muss nun die Linearisierung dieser modifizierten internen Kräfte berück-

sichtigt werden. Die effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix für die GEMM ergibt sich damit
zu
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Keff
T
�
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^
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GEMM (4.30)
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n�1��f
�

1 � �m
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..
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mit dem von den diskreten Knotenverschiebungen d und den internen Variablen � abhängigen,

kondensierten Vektor der internen Kräfte

f înt(dn�, �n�) � �fint
� LT D

~
�1 f

~int
	

GEMM

n�
(4.32)
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Alle weiteren Aussagen, die für das Gen�-Verfahren gemacht wurden, sind direkt auf die GEMM
übertragbar. Die numerische Dissipation hochfrequenter Moden kann analog hierzu durch die
geeignete Wahl des Spektralradius �

�
 gezielt gesteuert werden. Wird für die GEMM �

�
� 1.0

gesetzt, entspricht dieses Verfahren exakt der EMM von Simo und Tarnow (1992) und garantiert
die exakte Erhaltung der totalen Energie.

4.3.4 Numerischer Mehraufwand

Die Anwendung der GEMM erfordert einen erheblichen numerischen Mehraufwand. Zunächst
müssen deutliche Eingriffe in den Elementroutinen gemacht werden, ohne die dieser Zeitin-

tegrationsalgorithmus nicht anwendbar ist. Eine schnelle, problemlose Kombination der GEMM
mit bereits bestehenden Element-Formulierungen eines FE-Programms ist daher nicht möglich.

Sind die notwendigen Modifikationen auf Elementebene eingebracht, resultieren daraus nume-

rische Zusatzkosten. Die Approximation der Größen in der generalisierten Zwischenkonfigura-
tion erfordert zum einen die Bereitstellung der statischen Variablen zu Beginn des Zeitschrittes
als auch die zweimalige Berechnung der B-Operatormatrix zu den Zeitpunkten tn�1��f

 und

tn�1. Wird zusätzlich noch die ANS-Methode angewendet, müssen auch hierfür die entspre-
chenden Modifikationen der B-Operatormatrix für zwei unterschiedliche Zeitpunkte gemacht

werden. Da ein Großteil der Zeit zur numerischen Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen
auf die Berechnung des B-Operators entfällt, bewirkt dessen zweimalige Bestimmung einen
deutlichen Rechenzeitverbrauch.

Darüber hinaus mündet die konsistente Linearisierung der inneren Kräfte in einer unsymmetri-
schen tangentiellen Steifigkeitsmatrix. Dies führt zu einer Unsymmetrie des abschließend daraus
resultierenden, inkrementellen effektiven Strukturgleichungssystems, was den Einsatz eines un-

symmetrischen Lösers nach sich zieht. Aufgrund des größeren Speicherbedarfs sind unsymme-
trische Löser deutlich langsamer als symmetrische.
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4.4 Zusammenfassung des gesamten Lösungsalgorithmus

Nachdem die für die numerische Lösung des Anfangsrandwertproblems der Elastodynamik
(Abb. 2.2) notwendige räumliche und zeitliche Diskretisierung ausführlich diskutiert wurde, soll

im Folgenden der gesamte Lösungsalgorithmus zusammengefasst werden. In dieser Arbeit wird
eine sequentielle Raum-Zeit-Diskretisierungsstrategie angewandt, so dass zunächst mit Hilfe
von Finiten Elementen eine räumliche Diskretisierung durchgeführt wird. Das daraus entste-

hende semidiskrete Anfangsrandwertproblem wird anschließend mit einem der beiden zuvor be-
schriebenen Zeitintegrationsverfahren in der Zeit diskretisiert, so dass ein vollständig diskreti-

siertes nichtlineares algebraisches Gleichungssystem entsteht. Um dies zu lösen wird ein
inkrementell iteratives Lösungsverfahren eingesetzt, das die Linearisierung der diskretisierten
effektiven Strukturgleichung erfordert. Dadurch entsteht schließlich ein lineares Gleichungssys-

tem, das für die unbekannten inkrementellen Verschiebungen gelöst werden kann. Dies wird in
einem iterativen Prozess so lange wiederholt, bis sich das Residuum innerhalb einer festgelegten

Fehlerschranke befindet. In Abbildung 4.1 ist der gesamte Lösungsalgorithmus nochmals sche-
matisch zusammengefasst.
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4.5 Numerisches Beispiel: Das „geworfene Lineal“

Die Untersuchung des „geworfenen Lineals“ soll das Verhalten der beiden vorgestellten Zeitin-

tegrationsalgorithmen verdeutlichen. Dieses numerische Beispiel wurde bereits von Kuhl
(1996) sowie von Kuhl und Ramm (1999) unter Verwendung von 30 unterintegrierten achtknoti-
gen mittelflächenorientierten Schalenelementen untersucht. In der vorliegenden Arbeit werden

zur Diskretisierung der Geometrie des Lineals die in Kapitel 3.3.2 vorgestellten oberflächeno-
rientierten Volumen-Schalenelemente verwendet. Die Geometrie, Materialdaten und Lasten mit

der dazugehörigen Lastkurve sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Dabei werden die ursprünglich
auf die Schalenmittelfläche wirkenden Linienlasten gleichmäßig auf die jeweiligen Schalen-
oberflächen verteilt. Untersucht werden die Eigenschaften der beiden vorgestellten Zeitintegra-

tionsverfahren für ein Zeitintervall von T � 100 ms unter Verwendung einer konstanten Zeit-
schrittweite von �t � 50	s.

Abb. 4.2: Geworfenes Lineal: Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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In Abbildung 4.3 ist der komplexe Bewegungsvorgang des Lineals für die erste Hälfte des unter-

suchten Integrationszeitraums unter Verwendung der GEMM mit einem Spektralradius von
�
�

� 1.0 dargestellt. Die aufgebrachte äußere Last bewirkt eine Translation in allen drei
Raumrichtungen, eine Rotation um drei Achsen sowie eine Biege- und Torsionsdeformation des

Lineals. Für die Berechnung wurden keine Gravitationskräfte berücksichtigt.

In Abbildung 4.4 ist die Entwicklung der totalen Energie sowie der kinetischen und potentiellen

Energie während der Integrationszeit für die GEMM und das Gen�-Verfahren dargestellt. Das
Gen�-Verfahren mit �

�
� 1.0 zeigt die bekannten Instabilitäten, die durch ein dramatisches
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Abb. 4.3: Geworfenes Lineal: Bewegungsvorgang – GEMM mit �
�

=1.0

t0 � 0

t100 � 5 ms

t200 � 10 ms

t300 � 15 ms

t400 � 20 ms

t500 � 25 ms

t600 � 30 ms

t700 � 35 ms

t800 � 40 ms

t900 � 45 ms

t1000 � 50 ms

Anwachsen der totalen Energie gekennzeichnet sind. Selbst eine geringe Zuführung von numeri-

scher Dissipation (�
�

� 0.95) kann die numerische Stabilität des Gen�-Verfahrens nicht ga-
rantieren. Erst wenn die numerische Dissipation groß genug gewählt wird (�

�
� 0.90), kann

eine numerisch stabile Analyse gewährleistet werden, welche die hochfrequenten Moden
dämpft. Damit verbunden ist jedoch ein Verlust der totalen Energie von etwa 15% im betrachte-
ten Zeitintervall, so dass sich das Gen�-Verfahren für die Analyse von langzeitdynamischen Pro-

blemen nicht eignet.

Auf der rechten Seite von Abbildung 4.4 sind die Ergebnisse für die GEMM dargestellt. Ein
Spektralradius von �

�
� 1.0, bei dem die GEMM mit der EMM von Simo und Tarnow (1992)

übereinstimmt, führt für dieses Beispiel auf ein stabiles Verfahren, das erwartungsgemäß die

exakte Erhaltung der totalen Energie garantiert. Durch die Verallgemeinerung der EMM zur
GEMM kann gezielt ein Maß an numerischer Dissipation in das Verfahren gebracht werden, in-

dem der Spektralradius �
�

� 1.0 gewählt wird. Dies ist vor allem für die Analyse von Proble-
men mit hochfrequenten Moden, wie zum Beispiel Durchschlagsproblemen, notwendig, da hier
die EMM nur in Verbindung mit sehr kleinen Zeitschrittweiten angewandt werden kann (Kuhl

und Ramm (1996)).
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Abb. 4.4: Geworfenes Lineal: Energien [Nm=J] vs Zeit [ms]
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55(5 Lösungsverfahren für Kontaktprobleme

In den vorausgegangenen Kapiteln wurden robuste und stabile, numerische Lösungsverfahren
vorgestellt, mit denen elastodynamische Anfangsrandwertprobleme dünnwandiger Strukturen

analysiert werden können. Im Weiteren werden dynamische Kontaktprobleme untersucht, wozu
das elastodynamische Anfangsrandwertproblem um die entsprechenden Kontakt-Randbedin-

gungen erweitert werden muss (Kap. 2.2.4). Da das kontaktfreie Teilproblem bereits ausführlich
untersucht wurde, konzentrieren sich die weiteren Ausführungen ausschließlich auf das hinzu-
kommende Teilproblem des Kontaktes.

Das resultierende nichtlineare Randwertproblem soll weiterhin mit der Methode der Finiten Ele-

mente gelöst werden, wofür die punktweise zu erfüllenden Kontakt-Randbedingungen in eine
schwache Form gebracht werden müssen (Kap. 2.2.5). Da der Lösungsraum der resultierenden
schwachen Form des Anfangsrandwertproblems durch die Kontakt-Nebenbedingungen einge-

schränkt wird, sind geeignete Verfahren zur Behandlung dieser Nebenbedingungen einzusetzen.
Viele aus der Optimierungsliteratur bekannte Methoden können hierfür angewandt werden, wo-

bei sich für die Berücksichtigung der Kontakt-Nebenbedingungen im Wesentlichen zwei Verfah-
ren etabliert haben: Die Penalty-Methode und die Lagrange-Multiplikator-Methode. Darüberhi-
naus werden Kombinationen dieser beiden Verfahren, wie beispielsweise die Augmented-La-

grange-Formulierung eingesetzt. Um die in dieser Arbeit verwendete Kontaktformulierung bes-
ser einordnen zu können, werden die angesprochenen Strategien zur Regularisierung der Kon-

takt-Randbedingungen anhand des reibungsfreien Kontaktes kurz beschrieben. Ein detaillierter
Überblick über diese und weitere geeignete Verfahren zur Einhaltung der Kontakt-Randbedin-
gungen finden sich beispielsweise in Wriggers (2002) oder Willner (2003).

Neben der Wahl einer geeigneten Regularisierungsstrategie bei der Entwicklung von robusten

und stabilen Kontaktformulierungen im Rahmen der FE-Methode spielt die räumliche Diskreti-
sierung des Kontaktes eine entscheidende Rolle. Die einfachste Möglichkeit der Kontaktdiskre-
tisierung erfolgt mit sogenannten Knoten-Knoten (node-to-node – NTN) Kontaktelementen, de-

ren Einsatz auf Problemstellungen mit nur sehr kleinen Verformungen und die Verwendung von
konformen Netzen beschränkt ist und deshalb in dieser Arbeit nicht dargestellt wird. Sind grö-

ßere Deformationen zu berücksichtigen bzw. passen die Netze an den Kontaktflächen nicht zu-
sammen, werden meist Knoten-Segment (node-to-segment – NTS) Kontaktelemente eingesetzt.
Neuere Ansätze basieren auf sogenannten Segment-Segment (segment-to-segment – STS) For-

mulierungen, in denen die Kontinuität entlang der Kontaktfläche in einem integralen Sinne er-
füllt wird. Die wesentlichen Merkmale dieser beiden letztgenannten Diskretisierungsstrategien

werden in diesem Abschnitt kurz vorgestellt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine auf der sogenannten Mortar-Methode basierende Kontakt-

formulierung verwendet. Da die Methode ursprünglich zur Kopplung von nicht konform ver-
netzten Teilgebieten im Rahmen der Gebietszerlegungsmethoden entwickelt wurde, werden die
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grundlegenden Ideen zunächst in diesem Kontext erläutert. Die Darstellungen beschränken sich

dabei im Wesentlichen auf die für die praktische Anwendung wichtigen Aspekte und verzichten
auf mathematische Details und Beweise. Stattdessen wird an den entsprechenden Stellen auf ge-

eignete Literatur verwiesen.

5.1 Reibungsfreier Kontakt für große Deformationen

In Kapitel 2.2 wurden bereits die entsprechenden Notationen zur Beschreibung von Kontaktpro-
blemen bei großen Deformationen eingeführt. Darüber hinaus wurden die entsprechenden Kon-

takt-Randbedingungen für Normalkontakt sowie für reibungsbehafteten Kontakt anhand des
einfachen Coulombschen Reibgesetzes vorgestellt und die allgemeine schwache Form des Kon-

taktproblems angegeben. Im Weiteren wird ein reibungsfreier Kontakt betrachtet und die hierfür
notwendigen Gleichungen (und Ungleichungen) nochmals kurz zusammengefasst.

Die virtuelle Arbeit des Kontaktes aus Gleichung (2.43) vereinfacht sich für den reibungsfreien

Fall zu

��c(uc, �uc) � �

�
(1)
c

t� �g d� . (5.1)

Zusammen mit der Summe der internen und externen virtuellen Arbeiten ��int,ext der beiden
kontaktierenden Körper ergibt sich die schwache Form des gesamten Anfangsrandwertproblems
inklusive Kontakt mit

��
int,ext

� ��c � 0 . (5.2)

Der Lösungsraum dieser schwachen Form ist durch die Kontakt-Randbedingungen in Form der
KKT-Bedingungen für den reinen Normalkontakt

g(X, t)

(5.3)
� 0 ,

t� � 0 ,

t� g(X, t) � 0

eingeschränkt. Klassische Verfahren zur Berücksichtigung dieser Nebenbedingungen werden
im nächsten Abschnitt vorgestellt.

5.2 Regularisierungsstrategien

5.2.1 Die Lagrange-Multiplikator-Methode

Die Lagrange-Multiplikator-Methode ist in der mathematischen Optimierung als ein Verfahren

bekannt, mit dem Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen so umgeformt werden, dass
sie effizient gelöst werden können. Dabei wird für jede zu erfüllende Nebenbedingung eine un-
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bekannte, skalare Variable eingeführt, die als Lagrange-Multiplikator bezeichnet wird. Jeder

dieser Lagrange-Multiplikatoren wird dann mit der entsprechenden Nebenbedingung multipli-
ziert und dem ursprünglichen Optimierungsproblem hinzuaddiert. Damit wird das ursprüngliche

Nebenbedingungsproblem auf ein Problem ohne Nebenbedingungen reduziert und kann mit den
entsprechenden Methoden gelöst werden. Das Verfahren der Lagrange-Multiplikator-Methode
wird im Folgenden anhand des reibungsfreien Kontaktproblems vorgestellt.

Um die Darstellung noch ein wenig zu vereinfachen, wird der Fall der linearen Elastizität ohne

Berücksichtigung von Trägheitstermen betrachtet. Hierfür lässt sich die schwache Form des
Gleichgewichtes für einen betrachteten Körper aus dem Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energie

�(u) � �

�

�Wint(Eu) � � b 	 u
 d�� �

�N

t
^
	 u d� � MIN (5.4)

herleiten. Aus der einmaligen Variation von �(u) und der anschließenden Anwendung des
Gaußschen Integralsatzes entsteht das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (Gl. (2.20)). Das

vermeintliche Optimierungsproblem, das nun im Falle von reibungsfreiem Kontakt gelöst wer-
den muss, lässt sich damit folgendermaßen formulieren:

geometrische Nebenbedingung auf �(1)
c :

Minimum der potentiellen Energie in �(�) :

g � 0

�
(�)(u) � MIN

Bestimmung der Verschiebungen u(�) (� � 1, 2),  die folgende Bedingungen erfüllen:

Im Rahmen der Kontaktmechanik besteht die Schwierigkeit, dass die zu erfüllende Nebenbedin-
gung in Form einer Ungleichung auftritt. Um die Nebenbedingung in eine Gleichheitsnebenbe-

dingung umformen zu können, müssen mit Hilfe einer geeigneten Aktiven-Mengen-Strategie

alle aktiven Nebenbedingungen herausgefiltert werden. Aus dem potentiellen Kontaktrand �(1)
c

müssen all diejenigen Teile bekannt sein, die sich tatsächlich in Kontakt befinden. Sind alle akti-

ven Nebenbedingungen bekannt, kann das Problem in ein Optimierungsproblem mit Gleich-
heitsnebenbedingungen überführt werden:

für alle aktiven Nebenbedingungen auf �(1)
c :

Minimum der potentiellen Energie in �(�) :

g � 0

�
(�)(u) � MIN

Bestimmung der Verschiebungen u(�) (� � 1, 2),  die folgende Bedingungen erfüllen:
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Das so entstandene Optimierungsproblem wird gelöst, indem die geometrischen Nebenbedin-

gungen mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators 	� direkt in den ursprünglichen Energieaus-
druck eingebracht werden. Es entsteht ein modifiziertes Funktional

�
LM(u, 	�) :� �

(1)(u) ��
(2)(u) � �

�
(1)
c

	� g d� � stat . (5.5)

Durch die Anwendung der Multiplikatormethode ist aus dem ursprünglichen Minimierungspro-

blem ein Stationärproblem geworden. Um dies zu lösen muss die Variation von �LM(u, 	�) nach
den unbekannten Variablen u und 	� gebildet werden:

��
LM(u, �u, 	�, �	�) � ��

(1)
� ��

(2)
� �

�
(1)
c

	� �g d�� �

�
(1)
c

�	� g d� � 0 . (5.6)

��
int,ext

�

^
��c Nebenbedingung

Ein Vergleich von Gleichung (5.6) mit den Gleichungen (5.1) und (5.2) zeigt, dass sich der zu-

sätzlich eingeführte Lagrange-Multiplikator 	� physikalisch mit der Normalkontaktkraft t�
identifizieren lässt. Mit dem letzten Term in Gleichung (5.6) wird die geometrische Nebenbedin-
gung direkt mit eingebracht, wobei jedoch darauf zu achten ist, dass die zulässigen Variationen

�	� ebenfalls durch die Nebenbedingung �	� � 0 eingeschränkt sind. Mathematisch gesehen
ist dies ein sogenanntes Sattelpunktproblem (Kikuchi und Oden (1988)), dessen Lösungspunkt

einerseits ein Minimum von �LM in Bezug auf die Verschiebung u und andererseits ein Maxi-
mum von �LM in Bezug auf den Lagrange-Multiplikator 	� darstellt.

Die Anwendung der Lagrange-Multiplikator-Methode erlaubt die exakte Erfüllung der geome-

trischen Randbedingungen. Als Nachteil muss dem gegenüber hingenommen werden, dass die
eingeführten Lagrange-Multiplikatoren als zusätzliche Unbekannte auftauchen und die Menge
der aktiven Nebenbedingungen identifiziert werden muss. In der Konsequenz bedeutet dies für

ein numerisches Diskretisierungsverfahren, dass sich die Anzahl der Unbekannten während der
Berechnung ständig ändert. Da dies meist zu Lasten der Effektivität eines Berechnungspro-

gramms geht, wird die Lagrange-Multiplikator-Methode häufig mit der Penalty-Methode kom-
biniert (Kap. 5.2.3).

Anmerkung: Die Lagrange-Multiplikator-Methode wurde hier für den Sonderfall eines linear
elastischen Werkstoffverhaltens und reibungsfreien Kontaktes, ausgehend vom
Minimum der potentiellen Energie, hergeleitet. Soll nichtlineares Materialver-
halten oder Reibung zwischen den Kontaktflächen berücksichtigt werden, ist es
aufgrund der Pfadabhängigkeit nicht möglich von einem zugrundeliegenden Po-
tential zu starten. Hierfür wird direkt die schwache Form des Anfangsrandwert-
problems zu Grunde gelegt und die zu erfüllenden Nebenbedingungen im Sinne
eines Galerkin-Verfahrens hinzuaddiert.
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5.2.2 Die Penalty-Methode

Das wohl am häufigsten verwendete Verfahren zur Regularisierung der Kontakt-Nebenbedin-

gungen ist die Penalty-Methode. Im Gegensatz zur Lagrange-Multiplikator-Methode wird unter
Verwendung der Penalty-Methode die geometrische Nichtdurchdringungsbedingung des Kon-

taktes nicht mehr exakt erfüllt. Mit Hilfe eines sogenannten Penalty-Parameters 
� wird eine Ver-
letzung der Inpenetrabilitätsbedingung für die aktiven Nebenbedingungen zugelassen, und da-
durch ein direkter Zusammenhang zwischen einer nun zulässigen Durchdringung und der daraus

resultierenden Kontaktkraft hergestellt. In Abbildung 5.1 ist dieser Zusammenhang graphisch
dargestellt. Formal wird die Normalkontaktkraft durch die Beziehung

t� � (5.7)
0 falls g � 0 (kein Kontakt, inaktiv)


� g falls g � 0 (Kontakt bzw. Durchdringung, aktiv)

ausgedrückt. Die Normalkontaktkraft im Ausdruck für die virtuelle Kontaktarbeit wird durch

diese Beziehung ersetzt:

��
P
c (uc, �uc) � �

�
(1)
c


� g��g d� , (5.8)
� � 0 .

Es kann gezeigt werden, dass die Penalty-Methode für 
� � � die gleichen Ergebnisse liefert
wie die Lagrange-Multiplikator-Methode (Luenberger (1984)). Dies ist auch anhand der graphi-

schen Darstellung in Abbildung 5.1 nachvollziehbar, da die penalty-regularisierte Normalkon-
takt-Klaffungs-Beziehung mit wachsendem Penalty-Parameter gegen die exakten KKT-Bedin-

gungen aus Abbildung 2.6 strebt.

Abb. 5.1: Penalty-Regularisierung der KKT Bedingungen des Normalkontaktes

g

t�


�

1

Ein großer Vorteil dieser Regularisierungsmethode ist die relativ leichte Anwendbarkeit und die

Tatsache, dass keine zusätzlichen unbekannten Größen in das Problem einfließen. Als Nachteil
ist jedoch die problemabhängige Wahl des Penalty-Parameters zu nennen. Wird der Penalty-Pa-
rameter sehr hoch gewählt, führt dies zwar nur zu sehr geringen Verletzungen der geometrischen

Nichtdurchdringungsbedingung, gleichzeitig resultiert daraus jedoch eine schlechtere Konditio-
nierung der resultierenden Kontaktsteifigkeitsmatrizen. In Wriggers (2002) wird anhand eines

eindimensionalen Modellbeispiels die Netzabhängigkeit einer geeigneten Wahl des Penalty-Pa-
rameters gezeigt.

Anmerkung: Für die Regularisierung der tangentiellen Kontakt-Randbedingungen kann in
ähnlicher Weise vorgegangen werden.
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5.2.3 Augmented-Lagrange-Methode

Eine weitere Methode, um die Nichtdifferenzierbarkeit der Kontakt-Randbedingungen zu regu-
larisieren, ist die Augmented-Lagrange-Methode. Wriggers et al. (1985) und Kikuchi und Oden

(1988) haben sie im Rahmen von reibungsfreien Kontaktformulierungen eingesetzt. In jüngerer
Vergangenheit wurde sie zur Simulation von reibungsbehaftetem Kontakt unter Berücksichti-

gung großer Verformungen unter anderem von Simo und Laursen (1992), Laursen und Simo
(1993a), Özdemir (2003),  Puso und Laursen (2004b) und Gee et al. (2005) angewandt. Die
grundlegende Idee dieses Verfahrens besteht darin, die Penalty-Methode mit der Lagrange-Mul-

tiplikator-Methode zu kombinieren. Dazu wird zunächst ein Ansatz für die Normalkontaktkraft
in Abhängigkeit eines Lagrange-Multiplikators und eines Penalty-Parameters formuliert:

t� � � 	� � 
� g � . (5.9)

Hierin ist �
	

� die sogenannte Macauley-Klammer. Sie liefert für positive Operanden deren Wert
und für negative Operanden Null. Die entscheidende Idee der Augmented-Lagrange-Methode

ist, dass der Lagrange-Multiplikator 	� zunächst als bekannte Abschätzung des korrekten La-
grange-Multiplikators angenommen und durch ein iteratives Verfahren ermittelt wird. Die inner-
halb eines Iterationsschrittes k zu lösende, schwache Form ergibt sich unter Verwendung von

Gleichung (5.9) zu

��
aug(u, �u) � ��

(1)
� ��

(2)
� �

�
(1)
c

� 	
(k)
�

� 
� g � �g d� � 0 , (5.10)

wobei 	(k)
�

� 0 als unveränderliche Näherung gegeben ist. Damit kann Gleichung (5.10) direkt
für die unbekannten Verschiebungen u gelöst werden. Der exakte Lagrange-Multiplikator, der

physikalisch die Normalkontaktkraft t� repräsentiert, ist durch Gleichung (5.9) gegeben, so dass
sich daraus direkt die Formel zur Aktualisierung von 	(k)

�
 ergibt:

	
(k�1)
�

�
� 	

(k)
�

� 
� g(k)
� . (5.11)

Dieses iterative Verfahren zur Bestimmung der exakten Lagrange-Multiplikatoren ist in der Lite-
ratur als Uzawa-Algorithmus bekannt. Eine graphische Darstellung dieses Verfahrens ist in Ab-

bildung 5.2 gegeben. Darin wird deutlich, dass die Inpenetrabilitätsbedingung bei Erreichen des
korrekten Wertes für den Lagrange-Multiplikator exakt erfüllt wird. Damit vereint die Augmen-

ted-Lagrange-Methode die jeweiligen Vorteile der beiden zuvor beschriebenen Regularisie-
rungsverfahren. Zum einen können die geometrischen Randbedingungen exakt erfüllt werden,
zum anderen verändert sich die Anzahl der Unbekannten während des Lösungsprozesses nicht.

Es muss jedoch in Kauf genommen werden, dass für die Lösung ein zusätzliches iteratives Ver-
fahren notwendig ist.
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Abb. 5.2: Uzawa-Algorithmus
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5.3 Diskretisierungsstrategien

Eines der wichtigsten und gleichzeitig auch schwierigsten Aufgaben im Zusammenhang mit der

numerischen Beschreibung von Kontaktproblemen ist die räumliche Diskretisierung der gegen-
seitigen Einwirkungen auf die beteiligten Körper. Grundsätzlich erfordert die Wechselwirkung

zweier, sich in Kontakt befindender Körper die Übertragung der Kontaktkräfte zwischen ent-
sprechenden FE-Netzen, die in der Regel nicht konform sind. Die einzusetzenden Diskretisie-
rungsstrategien sollten in der Lage sein, den sogenannten Kontakt-Patchtest zu bestehen. Dieser

Test fordert, dass ein konstantes Spannungsfeld, entlang nicht konform vernetzter Kontaktflä-
chen, exakt von einem Körper auf den anderen übertragen werden kann.

5.3.1 Knoten-Segment Kontaktelement

Für eine Diskretisierung des Kontaktes im Rahmen von großen Deformationen werden meist so-
genannte Knoten-Segment (node-to-segment – NTS) Kontaktelemente eingesetzt. Die Haupt-

idee dieser Strategie ist, dass ein spezieller Knoten auf der Slave-Seite ein entsprechendes Mas-
ter-Segment nicht durchdringen darf. In Abbildung 5.3 ist eine Kontaktgruppe unter
Verwendung von trilinearen Ansatzfunktionen dargestellt. Die Klaffungsfunktion wird jeweils

diskret an jedem Slave-Knoten x ausgewertet, so dass die Kontakt-Randbedingungen nur an die-
sen Punkten unter Verwendung einer geeigneten Regularisierungsstrategie eingehalten werden.

Deshalb wird die NTS-Diskretisierung auch als Kollokationsmethode bezeichnet.

Obwohl diese Art der Diskretisierung sehr populär ist und auch in zahlreichen kommerziellen
FE-Programmen implementiert ist, kann die Erfüllung des Patchtestes nicht garantiert werden
(Papadopoulos und Taylor (1992) bzw. El-Abbasi und Bathe (2001)). Bei Verwendung Finiter

Elemente niedriger Ordnung kann die wahre Geometrie in der Regel nur angenähert werden. Da-
durch können entlang der Elementkanten Diskretisierungsknicke entstehen. Diese nicht glatte
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Abb. 5.3: NTS-Kontaktelement
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Repräsentierung der wahren Geometrie kann bei der Anwendung einer NTS-Diskretisierung zu

Problemen führen. Rutscht beispielsweise ein Slave-Knoten aufgrund von großen Verformun-
gen von seinem ursprünglichen kontaktierenden Master-Segment ab, entstehen Sprünge in den

resultierenden Kontaktkräften. Um dies zu umgehen, wurden verschiedene Verfahren zur Glät-
tung der diskretisierten Kontaktoberflächen vorgeschlagen. In Padmanabhan und Laursen
(2001) wird für eine zweidimensionale Kontaktformulierung unter Berücksichtigung von gro-

ßen Deformationen und Reibung eine Glättungsmethode mit kubischen hermiteschen Interpola-
tionsfunktionen entwickelt. Zur Glättung von beliebigen, unter Umständen adaptiv verfeinerten,

zwei- und dreidimensionalen FE-Netzen beschreiben Stadler und Holzapfel (2004) vier geei-
gnete Glättungsverfahren, basierend auf sogenannten „subdivision“ Methoden. Puso und Laur-
sen (2002) schlagen für die Glättung dreidimensional diskretisierter Geometrien den Einsatz von

„Gregory patches“ vor.  

5.3.2 Segment-Segment Diskretisierung

Zur Umgehung der zuvor beschriebenen Problematiken der klassischen NTS-Diskretisierung
wurden auch sogenannte Segment-Segment (STS – segment-to-segment) Strategien entwickelt.
Die ersten Ansätze gehen dabei auf die Arbeit von Simo et al. (1985) zurück. Hier werden für

die Beschreibung geometrisch linearer, zweidimensionaler Probleme sogenannte Kontakt Seg-
mente eingeführt. Als Regularisierungsstrategie wird die sogenannte „Perturbed-Lagrange“-

Formulierung angewendet, die ähnlich wie die bereits vorgestellte Augmented-Lagrange-Me-
thode auf der klassischen Lagrange-Multiplikator-Methode basiert. Im Gegensatz zur NTS-Dis-
kretisierung werden hier die Lagrange-Multiplikatoren und die Klaffungsfunktion mit Hilfe ge-

eigneter Ansätze innerhalb der entsprechenden Segmente interpoliert. Eine typische Aufteilung
in Kontakt-Segmente ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
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Abb. 5.4: Kontakt-Segmente für zweidimensionale Probleme
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Ähnliche Segment-Segment Kontaktformulierungen finden sich in Papadopoulos und Taylor
(1992) sowie in Zavarise und Wriggers (1998). Im Unterschied zu den hier erwähnten Formulie-

rungen wurden in jüngster Vergangenheit verschiedene Verfahren entwickelt, die auf der soge-
nannten Mortar-Methode basieren. Hier werden ebenfalls Ansätze für die Lagrange-Multiplika-
toren gemacht, allerdings sind diese Ansätze nicht auf ein jeweiliges Kontakt-Segment

beschränkt.

5.4 Die Mortar-Methode

5.4.1 Allgemeines

Die Mortar-Element-Methode ist ein sehr leistungsfähiges Verfahren zur Lösung von partiellen
Differentialgleichungen, bei dem Teilprobleme miteinander gekoppelt werden, die entlang ihrer

Grenzfläche nicht konform vernetzt sind. Die Ursprünge dieser Verfahren gehen auf eine Arbeit
von Bernardi et al. (1990) zurück. Darin wurden zwei verschiedene Methoden zur Kopplung von
Finiten Elementen mit spektralen Diskretisierungsmethoden zur Lösung der Poisson-Gleichung

vorgestellt und analysiert. Zum Einen wurde die Kontinuität entlang des Kopplungsrandes durch
eine lokale, punktweise Bedingung an die FE-Knoten formuliert, und zum Anderen wurden die

Kontinuitätsanforderungen im Sinne einer integralen Bedingung ausgedrückt. Detaillierte ma-
thematische Untersuchungen haben dabei gezeigt, dass die integrale Formulierung der Kontinui-
tätsbedingung bessere Konvergenzeigenschaften aufweist als die exakte Erfüllung der Kompati-

bilität an einzelnen diskreten Knoten.

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen entwickelten Bernardi et al. (1993, 1994) das Grundgerüst
der Mortar-Element-Methode. Der Grundgedanke der Mortar-Methode liegt im Wesentlichen

in der integralen Formulierung der Kopplungsbedingungen entlang nicht konform vernetzter
Teilgebietsgrenzen. Dazu werden in der Regel sogenannte Lagrange-Multiplikatoren einge-



82

führt, die physikalisch den Kraftübergang in der Grenzfläche darstellen. Die Ansatzfunktionen

für die Approximation der Lagrange-Multiplikatoren werden dabei in der ursprünglichen For-
mulierung von dem angrenzenden FE-Netz übernommen.

Grundsätzlich haben sich in den vergangenen Jahren zwei Verfahren innerhalb der Mortar-Me-

thode etabliert. Das eine mündet in eine nicht konforme Methode, indem der zulässige Lösungs-
raum so eingeschränkt wird, dass die Nebenbedingungen entlang des Kopplungsrandes a priori
im integralen Sinne erfüllt sind. Das zweite stellt eine konforme Methode dar, die auf der Formu-

lierung eines Sattelpunktproblems basiert und große Parallelen zur klassischen Lagrange-Multi-
plikator-Methode aufweist. Da für beide Versionen Approximationen für die Lagrange-Multi-
plikatoren eingeführt und die Nebenbedingungen durch eine schwache Form erfüllt werden,

müssen gewisse Stabilitätsanforderungen, wie die inf-sup Bedingung eingehalten werden. De-
taillierte theoretische Untersuchungen hierzu finden sich beispielsweise in Wohlmuth (2001),

numerische Aspekte in El-Abbasi und Bathe (2001).

In Wohlmuth (2001) werden alternative Möglichkeiten für die Interpolation der Lagrange-Mul-
tiplikatoren vorgestellt. Mit Hilfe sogenannter dualer Ansatzräume kann zum Einen die Lokali-
tät der diskreten Basisfunktionen eingehalten, zum Anderen die Eliminierung der eingeführten

Lagrange-Multiplikatoren durch eine statische Kondensation durchgeführt werden. Damit kann,
ausgehend von einem Sattelpunktproblem, eine symmetrische, positiv definite Formulierung

hergeleitet werden.

Nachfolgend wird eine Mortar-Formulierung im Rahmen der Gebietszerlegungsmethode vorge-
stellt, die auf dem Sattelpunktproblem basiert. Das Hauptaugenmerk wird dabei auf eine mög-
lichst anschauliche Darstellung gelegt, weshalb ein zweidimensionales Problem betrachtet wird.

Zusätzlich werden die konkreten Ansätze zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren ange-
geben.

5.4.2 Problemstellung

Für viele physikalische Fragestellungen ist es sinnvoll, das gesamte zu betrachtende Gebiet in

kleinere Teilgebiete zu unterteilen und diese dann jeweils mit geeigneten numerischen Verfahren
zu lösen. Dabei spielt für die Qualität der Gesamtlösung der Informationsaustausch entlang der

Teilgebietsgrenzen eine entscheidende Rolle. Eine typische Unterteilung eines Gebietes in zwei
Teilgebiete ist in Abbildung 5.5 dargestellt und zwar für ein kontinuierliches sowie ein diskreti-
siertes Problem. Die Mortar-Methode stellt ein geeignetes Werkzeug dar, um diskrete Teilge-

biete entlang ihrer gemeinsamen, in der Regel nicht konform diskretisierten Gebietsränder sinn-
voll miteinander zu koppeln. Dabei ist die Methode grundsätzlich so allgemein ausgelegt, dass

Teilgebiete, die durch unterschiedliche numerische Diskretisierungsverfahren analysiert wer-
den, miteinander gekoppelt werden können. Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschließlich die
Methode der Finiten Elemente als numerisches Näherungsverfahren eingesetzt, weshalb sich die

weiteren Ausführungen darauf beschränken. Zunächst werden die einzuhaltenden Nebenbedin-
gungen entlang des Kopplungsrandes für das kontinuierliche Problem definiert.
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Abb. 5.5: Unterteilung eines Gebietes in zwei Teilgebiete
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Entlang des Kopplungsrandes müssen sowohl eine geometrische, als auch eine Spannungs-
Randbedingung erfüllt werden. Eine konstante Spannungsverteilung am Rand �(1)

c  muss durch

geeignete Kopplungsbedingungen exakt auf den Rand �(2)
c  übertragen werden. Zusätzlich dürfen

sich die beiden Teilgebiete nicht relativ zueinander verschieben und auch nicht gegenseitig

durchdringen. Analog zu der in der Kontaktmechanik üblichen Unterscheidung zwischen einer
Master- und einer Slave-Seite, werden die angrenzenden Ränder in der Mortar-Methode in eine
Mortar- und eine Non-Mortar-Seite unterschieden. Methodisch kann dabei die Mortar-Seite mit

der Master-Seite und die Non-Mortar-Seite mit der Slave-Seite identifiziert werden. Deshalb
wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausschließlich von der bereits bekannten Unterscheidung

in Master-�^
�

(2)
c
� und Slave-Seite�^

�
(1)
c
� Gebrauch gemacht. Ähnlich der skalaren Klaf-

fungsfunktion g wird eine vektorwertige Sprungfunktion

[u] :� u|
�

(2)
c
� u|

�
(1)
c

(5.12)

eingeführt. Die geometrische Nebenbedingung in der Kopplungsfläche lautet damit:

[u] � 0 . (5.13)

Zur Vorstellung einer auf der Sattelpunktformulierung basierenden Mortar-Methode wird die

Nebenbedingung aus Gleichung (5.13) entsprechend der klassischen Lagrange-Multiplikator-
Methode (Kap. 5.2.1) eingebracht. Die daraus resultierende schwache Form ergibt sich dann zu

��
LM(u, �u, �, ��) � ��

(1)
� ��

(2)
��

�
(1)
c

� [�u] d���

�
(1)
c

�� [u] d� � 0 . (5.14)

Darin repräsentieren die Lagrange-Multiplikatoren � den Spannungsvektor im Kopplungsrand.

Da Gleichung (5.14) für voneinander unabhängige Variationen �u und �� erfüllt sein muss, lässt
sie sich in zwei Teilgleichungen aufspalten:



84

�

2

��1

��
int (�)

� �

�
(1)
c

� [�u] d�

(5.15)

�

�
(1)
c

�� [u] d�

�
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��1

��
ext (�) ,�

� 0 .

a(u, �u) b(�u, 	) f (�u)

b(u, �	)

In der mathematischen Literatur wird das Sattelpunktproblem aus Gleichung (5.15) meist in fol-

gender kompakter Form dargestellt:

a(u, �u) � b(�u, 	)
(5.16)

b(u, �	)

f (�u) ,�

� 0 .

Darin stellt die Bilinearform a(u, �u) bereits die Summe der virtuellen inneren Arbeiten und die

Linearform f (�u) die Summe der virtuellen äußeren Arbeiten der beiden Teilgebiete dar. Über
die Bilinearform b(	, 	) wird schließlich die Nebenbedingung in die schwache Form mit einge-

bracht. Zur Lösung dieses Sattelpunktproblems müssen im Rahmen der Finite-Element-Me-
thode Ansätze für die Verschiebungen u und für die Lagrange-Multiplikatoren � gemacht wer-
den, die gewissen Stabilitätskriterien genügen müssen. Für die im kommenden Abschnitt

vorgestellten Ansätze wurde dies für den Fall der linearen Elastizität mit kleinen Verformungen
bewiesen (Wohlmuth (2001)).

5.4.3 Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren

Die Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren werden auf der Slave-Seite gemacht. In der Stan-
dard-Mortar-Formulierung werden diese von dem zugrunde liegenden FE-Netz abgeleitet. Wer-
den beispielsweise zweidimensionale Scheibenelemente mit bilinearen Ansätzen eingesetzt, er-

geben sich für die Lagrange-Multiplikatoren die bekannten hutförmigen linearen Ansätze �S
i

(Abb. 5.6a). In Wohlmuth (2001) werden alternativ duale Ansatzfunktionen �D
i  für die La-

grange-Multiplikatoren vorgeschlagen (Abb. 5.6b). Diese erfüllen die sogenannte Biorthogona-
litätsbedingung

�

�
(1)h
c

NS
i �

D
j d� � �ij �

�
(1)h
c

NS
i d� . (5.17)

Darin ist �ij das Kronecker-Delta

�ij � (5.18)
1

0

falls i � j ,
falls i � j

und NS
i  sind die Ansatzfunktionen für die Verschiebungen auf dem Slave-Rand.



85

Abb. 5.6: Lineare Ansatzfunktionen für die Lagrange-Multiplikatoren
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Die Grundidee der Mortar-Methode ist die schwache Erfüllung der Stetigkeitsbedingung entlang
des diskretisierten Kopplungsrandes. Diese lautet:

�

�
(1)h
c

��h
�uh

 d� � �

�
(1)h
c

��h
uh|

�
(2)
c
� uh|

�
(1)
c

� d� � 0 . (5.19)

Zur Auswertung dieses Integrals müssen sowohl die Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren

als auch die Ansätze für die Verschiebungen auf dem Kopplungsrand

u|
�

(1)
c
� uh|

�
(1)h
c

� NS
i dS

i , (5.20)i � 1, ���, nS
c ,

u|
�

(2)
c
� uh|

�
(2)h
c

� NM
i dM

i , (5.21)i � 1, ���, nM
c ,

� � �h
� �i zi , (5.22)i � 1, ���, nS

c

eingesetzt werden. Darin bezeichnen nS
c  bzw. nM

c  die Anzahl der FE-Knoten auf dem Slave- bzw.
Master-Rand, NS,M

i  sind die aus dem FE-Netz resultierenden Ansatzfunktionen für die Verschie-
bungen entlang des Kopplungsrandes auf der Slave- und Master-Seite. Diese sind eine Dimen-

sion niedriger als die Ansätze für die Finiten Elemente im Gebiet. Wird beispielsweise ein dreidi-
mensionales Gebiet mit trilinearen Finiten Elementen diskretisierte, so verbleiben für die

Approximation der Kontaktoberflächen noch bilineare Ansätze. Schließlich werden in den Vek-
toren dS und dM die diskreten Knotenverschiebungen auf der Slave- und Master-Seite zusam-
mengefasst, und z ist der Vektor der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren. Die

Ansätze für die variierten Größen werden im Sinne eines Bubnov-Galerkin-Verfahrens analog
gewählt. Damit ergibt sich die voll diskretisierte, integrale Kontinuitätsbedingung zu:
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�zT
i �

�
(1)h
c

�i NS
j d� dS

j � �zT
i �

�
(1)h
c

�i NM
k d� dM

k � 0 . (5.23)

Unter Verwendung der zweidimensionalen Einheitsmatrix I2 werden die beiden Kopplungsma-
trizen MS � �

2nS
c�2nS

c und MM � �
2nS

c�2nM
c  definiert. Deren Blockeinträge sind mit

MS[i, j] � �

�
(1)h
c

�i NS
j d� I2 , (5.24)i, j � 1, ���, nS

c

und

MM[i, k] � �

�
(1)h
c

�i NM
k d� I2 , (5.25)i � 1, ���, nS

c ; k � 1, ���, nM
c

festgelegt. Damit ergibt sich Gleichung (5.23) in matrizieller Schreibweise:

�zT MS dS
� �zT MM dM

� 0 . (5.26)

Da die beiden Kopplungsmatrizen MS und MM aufgrund ihrer Struktur sehr stark an Massenma-
trizen erinnern, werden sie in der mathematischen Literatur häufig auch als solche bezeichnet.

Dabei ist die Matrix MS quadratisch und symmetrisch und reduziert sich für die Wahl von dualen
Ansatzfunktionen für die Lagrange-Multiplikatoren auf eine Diagonalmatrix (Gl. (5.17)). Die
Kopplungsmatrix MM ist dagegen rechteckig.

Werden die Ansätze für die Verschiebungen und die Lagrange-Multiplikatoren in Gleichung

(5.15)1 eingesetzt, resultiert folgender Term:

�dT K d �
�dS

�

T
MS z � �dM

�

T
MT

M z � �dT fext . (5.27)

Darin ist K die Steifigkeitsmatrix, bezogen auf alle diskreten Verschiebungsfreiheitsgrade der

beiden Teilgebiete, und fext ist der gesamte Lastvektor. Nach Unterteilung aller diskreten FE-
Knoten in drei Teilbereiche umfasst der Teilbereich S all diejenigen Knoten, die sich auf dem
Slave-Rand befinden, der Teilbereich M all diejenigen auf dem Master-Rand und der Teilbereich

N alle übrigen Knoten (Abb. 5.7). Da die Gleichungen (5.26) und (5.27) für beliebige Variatio-
nen �d und �z erfüllt sein müssen, lassen sich diese beiden Gleichungen mit Hilfe der soeben

eingeführten Aufteilung der FE-Knoten in einzelne Teilbereiche, kompakt in matrizieller
Schreibweise zusammenfassen:

(5.28)

dN

dM

dS

KNN

KMN

KSN

KNM

KMM

KSM

KNS
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KSS

�

fext
N

fext
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fext
S

z0 � MM MS 0

0

� MT
M

MT
S

0

.
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Abb. 5.7: Aufteilen der FE-Knoten
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Das resultierende Gleichungssystem enthält die für klassische Lagrange-Multiplikator-Metho-
den typische 0 auf der Hauptdiagonalen und muss sowohl für die diskreten Verschiebungen d
als auch für die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren z gelöst werden. Werden

die bereits erwähnten dualen Ansätze für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren ge-
wählt, reduziert sich die Kopplungsmatrix MS auf eine Diagonalmatrix, die im Weiteren mit DS

bezeichnet wird. Damit lassen sich die diskreten Knotenwerte z mittels einer statischen Konden-
sation aus dem ursprünglichen Gleichungssystem eliminieren, indem die dritte Zeile aus dem
Gleichungssystem (5.28) nach z aufgelöst wird:

z � D�1
S

� fext
S � KSN dN

� KSM dM
� KSS dS


 . (5.29)

Die hierfür notwendige Inversion der Kopplungsmatrix auf der Slave-Seite wird aufgrund der
Diagonalität von MS � DS trivial. Das Einsetzen von Gleichung (5.29) in (5.28) führt nach eini-

gen Umformungen (Anhang B.1) in das symmetrische, positiv definite Gleichungssystem

(5.30)

dN

dM

dS

KNN

KMN � M
^ T KSN

0

KNM � KNS M
^

KMM � M
^ T KSM � KMS M

^
� 2 M

^ T KSS M
^

� KSS M
^

0

� M
^ T KSS

KSS

�

fext
N

fext
M � M

^ T fext
S

0

,

das nun ausschließlich für die unbekannten Knotenverschiebungen d gelöst werden muss. Hierin
wurde die Abkürzung M

^
� D�1

S MM eingeführt.
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5.4.4 Diskussion und Anwendung für Kontaktprobleme

Im vorausgegangenen Abschnitt wurde eine Mortar-Methode im Rahmen der Gebietszerlegung
unter der Annahme von linearer Elastizität und kleinen Verformungen vorgestellt. Da die hier

beschriebene Variante, ausgehend von einem Sattelpunktproblem hergeleitet wurde, kann ein di-
rekter Zusammenhang mit einer klassischen Lagrange-Multiplikator-Methode hergestellt wer-
den. Das einzige, aber zugleich entscheidende Merkmal der Mortar-Methode ist die schwache

integrale Erfüllung der Stetigkeitsbedingung am Kopplungsrand. Dies wird automatisch er-
reicht, wenn die Lagrange-Multiplikatoren über den ganzen Kopplungsrand hinweg mit Hilfe

von geeigneten Ansatzfunktionen approximiert werden.

Diese Grundidee der Mortar-Methode wird in jüngster Vergangenheit verstärkt für die Entwick-

lung von robusteren Kontaktformulierungen herangezogen. Yang et al. (2005) entwickelten eine
Mortar-Kontaktformulierung für die Analyse von zweidimensionalen Problemen. Dazu werden
klassische lineare Ansatzfunktionen für die Interpolation der eingeführten Lagrange-Multipli-

katoren verwendet. Für die Regularisierung des numerischen Lösungsverfahrens wird eine Pe-
nalty-Methode eingesetzt. In Puso und Laursen (2004a) wird eine dreidimensionale Mortar-For-

mulierung für reibungsfreien Kontakt vorgestellt und später auf Probleme mit Reibung erweitert
(Puso und Laursen (2000b)). Die Kontakt-Nebenbedingungen werden in der reibungsfreien Va-
riante wiederum mit einem Penalty-Verfahren regularisiert, wohingegen in der Formulierung für

reibungsbehafteten Kontakt eine Augmented-Lagrange-Regularisierung eingesetzt wird. In all
den bislang zitierten Arbeiten wird eine der beiden Kontaktränder als Mortar-Seite gewählt, um

hierauf die Kontaktbedingungen zu beziehen. Demgegenüber stehen Kontaktformulierungen,
die für die Projektion der Übergangsbedingungen eine zusätzliche Zwischenfläche einführen
(McDevitt und Laursen (2000), Rebel et al. (2002)).

Die genannten mortar-basierten Kontaktformulierungen bestehen zwar den Kontakt-Patchtest,
benötigen aber nach wie vor eine entsprechende Regularisierungsstrategie, um die Kontakt-

Randbedingungen zu erfüllen. Wird die Penalty-Methode eingesetzt, ergibt sich durch den be-
nutzerdefinierten Penalty-Parameter eine Verletzung der geometrischen Nichtdurchdringungs-

bedingung. Eine geeignete Größe des Penalty-Parameters wird neben der Problemstellung auch
von der verwendeten Diskretisierung beeinflusst, weshalb eine angemessene Wahl dieser Kenn-
größe meist problematisch ist. Der Einsatz einer Lagrange-Multiplikator-Methode ermöglicht

zwar die exakte Erfüllung der Inpenetrabilitätsbedingung, verändert aber durch die zusätzlichen
Unbekannten in Form der diskreten Werte der Lagrange-Multiplikatoren ständig die Größe des

resultierenden Gleichungssystems.

Um einerseits der Problematik einer diskontinuierlichen Diskretisierung des Kontaktrandes zu

begegnen und andererseits den Einsatz von Regularisierungsstrategien zu vermeiden, wird in
dieser Arbeit eine Mortar-Kontaktformulierung eingesetzt, die auf dualen Ansatzräumen für die
Lagrange-Multiplikatoren basiert. Der Einsatz dualer Ansatzräume im Rahmen von Gebietszer-

legungsstrategien mit der Mortar-Element-Methode geht auf die Arbeiten von Wohlmuth (2000,
2001) zurück. In Hüeber und Wohlmuth (2005) werden sie für die Entwicklung einer mortar-ba-
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sierten Kontaktformulierung für kleine Deformationen angewandt. Werden diese Ansätze mit

einer geeigneten Aktiven-Mengen-Strategie verknüpft, entsteht ein algebraisches Gleichungs-
system, das die Elimination der diskret eingeführten Lagrange-Multiplikatoren erlaubt. Diese

können in einem Nachlaufprozess über die berechneten Verschiebungen variationell konsistent
bestimmt werden.

5.5 Zusammenfassung

Anhand des reibungsfreien Kontaktproblems wurden zunächst verschiedene Verfahren zur effi-

zienten Berücksichtigung von Ungleichheits-Nebenbedingungen vorgestellt. Die klassische La-
grange-Multiplikator-Methode erlaubt einerseits zwar die exakte Erfüllung der Inpenetrabili-
tätsbedingung, führt aber dazu, dass sich die Größe des zu lösenden Gleichungssystems durch

die Veränderung der aktiven Kontaktfläche ständig ändert. Demgegenüber zeichnet sich die Pe-
nalty-Methode dadurch aus, dass sie einerseits sehr leicht zu implementieren ist und andererseits

keine zusätzlichen Unbekannten in das Problem einbringt. Als Nachteil ist jedoch die Verletzung
der geometrischen Nichtdurchdringungsbedingung zu nennen, die durch einen vom Benutzer zu
wählenden Penalty-Parameter abhängt, dessen Wahl in der Regel problemabhängig ist.

Die weit verbreiteten NTS-Kontaktdiskretisierungen können die Erfüllung des Kontakt-Patch-
testes nicht garantieren. Außerdem können durch die unstetige Diskretisierung der eigentlichen

Kontaktflächen, falls ein Slave-Knoten von einem Master-Segment rutscht, Sprünge in den Kon-
taktkräften entstehen. Um diese Probleme lösen zu können, werden zum einen verschiedene Me-
thoden zur Glättung der diskretisierten Kontaktflächen vorgeschlagen, zum anderen werden ver-

stärkt STS-Kontaktdiskretisierungen entwickelt, die meist auf der Mortar-Methode basieren.
Deren Grundidee ist es, die starken Kontakt-Randbedingungen in der Kontaktfläche durch eine
schwache, integrale Forderung zu ersetzten. Dabei werden Lagrange-Multiplikatoren einge-

führt, die physikalisch den Kontaktspannungen entsprechen. Sie werden mit geeigneten Ansatz-
funktionen über den ganzen Kontaktrand hinweg approximiert. Die meisten der bislang vorge-

schlagenen, mortar-basierten Kontaktformulierungen benutzen dabei die klassischen Ansätze
für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren, und kombinieren diese Herangehensweise
mit der Penalty-Methode.

Der Einsatz von dualen Ansatzräumen für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren er-
möglicht die schwache Erfüllung der Kontakt-Randbedingungen, ohne dass sich die Größe des

resultierenden Gleichungssystems ändert, und ohne dass ein benutzerdefinierter Parameter in die
Formulierung einfließt. Deshalb wird in dieser Arbeit die von Hüeber und Wohlmuth (2005) vor-
geschlagene, zweidimensionale Kontaktformulierung für statische Probleme mit kleinen De-

formationen als Grundlage herangezogen. Sie wird im Weiteren für die Kontaktanalyse dünn-
wandiger Strukturen bei großen Deformationen verallgemeinert und weiterentwickelt.
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66(6 Räumliche Diskretisierung des Kontaktes

Das nachfolgende Kapitel widmet sich dem ersten Teil der in dieser Arbeit weiterentwickelten

Kontaktformulierung: Der räumlichen Diskretisierung der virtuellen Kontaktarbeit. Dies wird
zunächst anhand des einfacheren Kontaktproblems eines deformierbaren Körpers mit einem

starren Hindernis detailliert diskutiert, bevor anschließend der allgemeine Fall eines Kontaktes
zweier deformierbarer Körper betrachtet wird. Als Ergebnis der räumlichen Diskretisierung und
deren Einbettung in ein implizites Zeitintegrationsverfahren entsteht jeweils ein inkrementelles

effektives Strukturgleichungssystem, für dessen Lösung noch die entsprechenden Kontakt-
Randbedingungen berücksichtigt werden müssen. Die Einarbeitung dieser Nebenbedingungen

erfolgt ausführlich in Kapitel 7. Zusätzlich werden die zur Interpolation der eingeführten La-
grange-Multiplikatoren verwendeten diskreten dualen Ansatzfunktionen angegeben und die
notwendigen numerischen Integrationen zur Bestimmung der auftretenden Kopplungsmatrizen

erläutert.

6.1 Kontakt eines deformierbaren Körpers mit starrem Hindernis

Zunächst soll der Kontakt eines deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis betrachtet

werden. Die detaillierte Analyse dieses speziellen Kontaktproblems hat zum einen den Vorteil,
dass einige Ausdrücke deutlich vereinfacht werden, und zum anderen lässt sich das allgemeine
Kontaktproblem zweier deformierbarer Körper (Kap. 6.2) durch eine geeignete Basistransfor-

mation auf die algebraische Form eines Ein-Körper-Kontaktproblems reduzieren.

Abb. 6.1: Kontaktproblem eines deformierbaren Körpers mit starrem Hindernis
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In Abbildung 6.1 ist das Kontaktproblem eines deformierbaren Körpers mit einem starren Hin-

dernis schematisch dargestellt. Mit Hilfe der orthogonalen Projektion (Kap. 2.2.2, Gl. (2.27))
wird zu einem Punkt x � �

(1)
c  der Slave-Seite ein zugehöriger Projektionspunkt y^ � �obs auf

der Oberfläche des starren Hindernisses definiert und somit gleichzeitig die Richtung der nor-
mierten, nach außen gerichteten Normale �(x) auf der Slave-Seite festgelegt. Die skalarwertige
Klaffungsfunktion ist, wie bereits in Gleichung (2.28) angegeben, durch

g � g(X, t) � � �(x) � �x � y^� (6.1)

definiert.

6.1.1 Schwache Form der Kontaktarbeit

Für den Fall, dass ein deformierbarer Körper mit einem starren Hindernis in Kontakt kommt,

vereinfacht sich die virtuelle Kontaktarbeit aus Gleichung (2.40) zu

��c(uc, �uc) � � �

�
(1)
c

t(1)
c (X) � �u(1)

c (X) d� . (6.2)

In der vorliegenden Arbeit wird die virtuelle Kontaktarbeit in der aktuellen Konfiguration ausge-

wertet, ebenso wie in verschiedenen neueren mortar-basierten Kontaktformulierungen auch (Fi-
scher und Wriggers (2005), Yang et al. (2005), Puso und Laursen (2004a, 2004b)). Dies hat den

Vorteil, dass die auftretenden Kontaktkräfte direkt physikalisch interpretiert werden können und
teilweise umständliche pull back Operationen vermieden werden können. In der Momentankon-
figuration ist die virtuelle Kontaktarbeit mit

��c(uc, �uc) � � �

�
(1)
c

t(1)
c � �u(1)

c d� (6.3)

gegeben. Darin ist t(1)
c  der zu den Cauchy-Spannungen �(1) zugehörige Kontakt-Spannungsvek-

tor auf dem deformierten Kontaktrand der Slave-Seite, der mit

t(1)
c � �(1)

� n(1) (6.4)

gegeben ist. Hierin ist n(1) die nach außen gerichtete, normierte Normale auf dem Slave-Rand
in der aktuellen Konfiguration. Der im vorausgegangenen Kapitel vorgestellten Mortar-Me-

thode folgend wird ein Lagrange-Multiplikator � eingeführt, der den negativen Spannungsvek-
tor t(1)

c  auf dem Slave-Rand repräsentiert ( � � � t(1)
c ). So werden die Lagrange-Multiplikato-

ren als bekannte äußere Flächenbelastung auf dem Slave-Rand interpretiert, die den

deformierbaren Körper in den gleichen Verformungszustand versetzen soll, der beim Kontakt
mit einem starren Hindernis entsteht (Abb. 6.2). Damit wird aus (6.3)

��c � �

�
(1)
c

� � �u(1)
c d� . (6.5)



92

Abb. 6.2: Kontaktproblem eines deformierbaren Körpers mit starrem Hindernis
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6.1.2 Diskretisierung der Kontaktarbeit

Der eingeführte Lagrange-Multiplikator wird entlang des Slave-Randes mit Hilfe von diskreten
dualen Ansatzfunktionen �D

i  diskretisiert:

� 	 �h
� �

D
i zi , (6.6)i � 1, 


, nS

c .

Für die Interpolation der Verschiebungen auf dem Kontaktrand werden die FE-Ansätze im Ge-
biet auf den entsprechenden Slave-Rand projiziert. Bilineare Ansätze in einem zweidimensiona-

len Gebiet reduzieren sich zu linearen Ansätzen auf dem eindimensionalen Kontaktrand. Analog
hierzu resultieren bilineare Ansätze für die Verschiebungen auf der Kontaktfläche, wenn das

dreidimensionale Gebiet mit trilinearen Finiten Elementen diskretisiert wurde. Die Interpola-
tionsfunktionen für die Verschiebungen auf dem Slave-Rand werden nachfolgend mit NS

i  be-
zeichnet, womit sich die diskretisierte schwache Form der Kontaktarbeit zu

��c 	 ��
h
c � ��dS

i
�

T
�

�
(1)h
c

NS
i �

D
j d� zj (6.7)

ergibt. Da die dualen Ansatzfunktionen für die Lagrange-Multiplikatoren die Biorthogonalitäts-

bedingung (Gl. (5.17)) mit den resultierenden Interpolationsfunktionen für die Verschiebungen
auf dem Slave-Rand erfüllen, kann dieser Ausdruck erheblich vereinfacht werden. Es wird die

Diagonalmatrix DS definiert, deren Blockeinträge mit

DS[i, i] :� �

�
(1)h
c

NS
i d� Id , (6.8)i � 1, 


, nS

c ; d � {2, 3}

gegeben sind. Darin ist Id die zwei- bzw. dreidimensionale Einheitsmatrix, je nachdem, ob zwei-
oder dreidimensionale Probleme betrachtet werden sollen. Somit lässt sich Gleichung (6.7) in
kompakter Form darstellen:

��
h
c � ��dS

�

T
DS z . (6.9)

Hierin wurden in den Vektoren z bzw. �dS alle diskreten Knotenwerte des Lagrange-Multiplika-
tors bzw. der virtuellen Verschiebungen auf dem Slave-Rand zusammengefasst.
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6.1.3 Semidiskrete Form des Randwertproblems

Der semidiskreten Form der Bewegungsgleichung für elastodynamische Probleme ohne Kon-
takt (Kap. 2.3.1, Gl. (2.47)) wird nun der entsprechende Vektor der Kontaktkräfte fc, der aus

der Diskretisierung der virtuellen Arbeit des Kontaktes (Gl. (6.9)) resultiert, hinzuaddiert. Da
die Kontaktkräfte nur auf Knotenfreiheitsgrade wirken, die auf dem Slave-Rand liegen, wird der
Vektor der Kontaktkräfte fc, der sich auf alle Freiheitsgrade des diskretisierten Problems be-

zieht, folgendermaßen definiert:

fc
i � (6.10)

DS[i, i] zi

0
falls i � S ,
falls i � S .

Hierin werden im Teilbereich S all diejenigen Knoten zusammengefasst, die auf dem Slave-
Rand liegen (Abb. 5.7). Alle anderen Knoten werden in dem Teilbereich N gruppiert. Wird der

Vektor der unbekannten Knotenverschiebungen d �
�dN, dS

�
T entsprechend der eingeführten

Unterteilung in die beiden Teilbereiche S und N sortiert, lässt sich der Vektor der Kontaktkräfte
in matrizieller Form schreiben:

fc
� Bc z . (6.11)

Dazu wurde die rechteckige Matrix Bc
�

�0, DS
�
T
� �

d nd�d nS
c eingeführt. Mit ihr lässt sich die

semidiskrete Form des Randwertproblems kompakt schreiben:

Md
..
 fint(d)  fc

� fext . (6.12)

6.1.4 Effektives, inkrementelles Strukturgleichungssystem

Um das semidiskrete Randwertproblem aus Gleichung (6.12) zeitlich zu diskretisieren, wird ei-

nes der beiden in Kapitel 4 vorgestellten Zeitintegrationsverfahren verwendet. Der dort hergelei-
teten modifizierten semidiskreten Bewegungsgleichung (4.3) muss im Falle von Kontakt der
Vektor der Kontaktkräfte

fc
n1��f

� Bc zn1��f
, (6.13)

ausgewertet am generalisierten Mittelpunkt, hinzuaddiert werden:

M d
..

n1��m
 fint

�dn1��f
�
 fc

n1��f
� fext

n1��f
. (6.14)

Das Einsetzen der Newmark-Ansätze aus Gleichung (4.2) in Gleichung (6.14) ergibt schließlich
das vollständig diskretisierte nichtlineare Gleichungssystem

G�dn1
�
�

1 � �m

	 
t2 M dn1 � h�dn, d
.

n, d
..

n�  fint
�dn1��f

�
 fc

n1��f
� fext

n1��f
� 0 ,

(6.15)

das iterativ für die unbekannten Verschiebungen dn1 gelöst und deshalb entsprechend lineari-
siert werden muss. Dieser Linearisierungsprozess wurde in Kapitel 4.2.2 bereits ausführlich für
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den Fall ohne Kontakt beschrieben. Die nachfolgenden Erläuterungen beschränken sich deshalb

vor allem auf die Darstellung der durch den zusätzlichen Kontaktterm induzierten Veränderun-
gen. Ausgehend von einem bereits bekannten Verschiebungszustand dk

n1 wird eine mehrdi-

mensionale Taylor-Reihenentwicklung von Gleichung (6.15) durchgeführt (Gl. (4.9)), so dass
schließlich ein inkrementelles Gleichungssystem der Form

�G�dk
n1

�

�dk
n1


d � � G�dk
n1

� (6.16)

entsteht. Dieses wird für die inkrementellen Verschiebungen 
d in einem iterativen Verfahren
so lange gelöst, bis sich das Residuum innerhalb einer gewissen Fehlerschranke befindet. Ent-

scheidend für die Güte des Iterationsverfahrens ist die Bestimmung der effektiven, tangentiellen
Steifigkeitsmatrix

Keff
T
�

�G�dk
n1

�

�dk
n1

. (6.17)

Im Gegensatz zu den meisten Kontaktformulierungen ist für die Herleitung dieser tangentiellen

Steifigkeitsmatrix keine Linearisierung der Kontaktkräfte erforderlich, da die eingeführten La-
grange-Multiplikatoren als gegebene, äußere Oberflächenlasten interpretiert wurden. Sie stehen

mit den Kontaktkräften auf dem Kontaktrand im Gleichgewicht. Wird der deformierbare Körper
mit Finiten Elementen diskretisiert, sind die diskreten Kontaktkräfte identisch mit den internen
Knotenkräften. Mit anderen Worten: Ist der Verformungszustand bekannt, können daraus die

Kontaktkräfte und somit auch die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren be-
stimmt werden. Da der jeweils richtige Verformungszustand die entsprechenden geometrischen

Kontakt-Randbedingungen einhalten muss, werden diese als entsprechende Verschiebungsrand-
bedingungen vorgeschrieben. Wie diese Randbedingungen eingebracht werden, wird in Kapitel
7 erläutert.

Die Konsequenz daraus ist, dass die effektive, tangentielle Steifigkeitsmatrix gegenüber der aus
Kapitel 4 unverändert bleibt, und die zusätzlichen Kontaktkräfte fc

n1��f
 als bekannte Größen

zunächst in die Ungleichgewichtskräfte G�dk
n1

� auf der rechten Gleichungsseite von (6.17) ein-
fließen. Um die Kontaktkräfte im inkrementellen Strukturgleichungssystem jedoch sichtbar zu

machen, werden sie auf die linke Gleichungsseite gebracht. Mit der bereits eingeführten Unter-
teilung der Verschiebungsfreiheitsgrade in die Teilbereiche N und S ergibt sich das effektive, in-
krementelle Strukturgleichungssystem zu

(6.18)


dN


dS

zn1��f

�Keff
T
�

NN

�Keff
T
�

SN

�Keff
T
�

NS

�Keff
T
�

SS

0

DS

�

feff
N

feff
S

.
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Darin entspricht der effektive Lastvektor

feff
N
� � GN�d

k
n1

� (6.19)

für die inneren Freiheitsgrade den Ungleichgewichtskräften, die sich im Laufe des Lösungspro-
zesses herausiterieren �feff

N
� 0�. Der effektive Lastvektor

feff
S
� � GS

�dk
n1

�
 DS zn1��f

(6.20)

der Freiheitsgrade auf dem Slave-Rand stellt jedoch die Ungleichgewichtskräfte zuzüglich der

Kontaktkräfte dar, so dass dieser im auskonvergierten Zustand die diskreten Kontaktkräfte re-
präsentiert �feff

S
� fc

S
�. Damit ist der gesamte effektive Lastvektor feff ebenso wie die effektive

tangentielle Steifigkeitsmatrix Keff
T

, analog dem kontaktfreien Problem (Gl. (4.12) bzw. (4.31))

gegeben.

Zur Herleitung des effektiven inkrementellen Strukturgleichungssystems wurden zwar die auf-

tretenden Kontaktkräfte berücksichtigt, was sich durch einen zusätzlichen Term ausdrückt, je-
doch wurden die einzuhaltenden Kontakt-Randbedingungen bislang noch nicht eingebracht. In
Kapitel 7.1 wird ein geeignetes Verfahren vorgestellt, wie die entsprechenden Nebenbedingun-

gen direkt im Sinne von inkrementellen Verschiebungsrandbedingungen in das Gleichungssys-
tem von (6.18) eingearbeitet werden können.

6.2 Kontakt zweier deformierbarer Körper

Nachdem im vorausgegangenen Abschnitt ausführlich die räumliche Diskretisierung für den
Sonderfall eines Kontaktes zwischen einem deformierbaren Körper und einem starren Hindernis

diskutiert wurde, werden diese Ansätze nun auf den allgemeinen Kontaktfall zweier deformier-
barer Körper erweitert. Die notwendigen Begriffsdefinitionen wurden bereits in Kapitel 2.2 ein-
geführt und werden deshalb nicht nochmals wiederholt.

6.2.1 Schwache Form der Kontaktarbeit

Die virtuelle Kontaktarbeit wurde in Kapitel 2.2.5 hergeleitet und ist mit

��c(uc, �uc) � � �

�
(1)
c

t(1)
c (X) � ��u(1)

c (X) � �u(2)
c
�Y

^
(X)�� d� (6.21)

gegeben. Analog zu dem in Kapitel 6.1 beschriebenen Sonderfall, wird die virtuelle Kontaktar-
beit in der aktuellen Konfiguration ausgewertet. Es wird wiederum ein Lagrange-Multiplikator
� eingeführt, der als gegebene äußere Flächenbelastung auf dem Slave-Rand interpretiert wird,

die notwendig ist, um dem Slave-Körper einen äquivalenten Verformungszustand aufzuzwin-
gen, wie wenn sich dieser mit dem Master-Körper in Kontakt befände (Abb. 6.3).
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Abb. 6.3: Kontaktproblem zweier deformierbarer Körper

�
(2)

�
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�
(1)

�
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Der Lagrange-Multiplikator entspricht also dem negativen Kraftfluss t(1)
c  auf dem Slave-Rand,

so dass sich das Vorzeichen in Gleichung (6.21) umdreht und die virtuelle Kontaktarbeit für den

Fall zweier deformierbarer Körper in der aktuellen Konfiguration mit

��c � �

�
(1)
c

� � ��u(1)
c (X) � �u(2)

c
�Y

^
(X)�� d� (6.22)

gegeben ist.

6.2.2 Diskretisierung der Kontaktarbeit

Für die Diskretisierung des Lagrange-Multiplikators werden wiederum die diskreten dualen An-
satzfunktionen verwendet. Die Interpolationsfunktionen für die Verschiebungen auf dem Kon-

taktrand werden von den zugehörigen FE-Ansätzen im Gebiet abgeleitet und auf den Rand proji-
ziert. Zur einfacheren Unterscheidung werden die Ansatzfunktionen für die Verschiebungen auf
dem Slave-Rand mit NS

i  und diejenigen für die Verschiebungen auf dem Master-Rand mit NM
i

bezeichnet. Werden diese Ansätze in Gleichung (6.22) eingesetzt, ergibt sich die diskretisierte
schwache Form der Kontaktarbeit zu

��c 	 ��
h
c � �

�
(1)h
c

��
D
i zi

�

T
�NS

j �dS
j � NM

k �dM
k
� d�

(6.23)

�
��dS

j
�

T
�

�
(1)h
c

NS
j �

D
i d� zi � ��dM

k
�

T
�

�
(1)h
c

NM
k �

D
i d� zi .

Der erste Ausdruck ist dabei bereits aus dem Spezialfall des Ein-Körper-Kontaktes bekannt und

lässt sich mit Hilfe der Diagonalmatrix DS kompakt zusammenfassen. Zusätzlich wird nun die
Kopplungsmatrix MM definiert, deren Blockeinträge mit



97

MM[i, k] :� �

�
(1)h
c

�
D
i NM

k d� Id , (6.24)i � 1, 


, nS
c ; k � 1, 


, nM

c ; d � {2, 3}

gegeben sind (vgl. Gl. (5.25)). Die Besonderheit bei der Bestimmung der Einträge für die Kop-

plungsmatrix MM liegt darin, dass die Ansatzfunktionen für die Verschiebungen auf dem gegen-
überliegenden Master-Rand mit den Ansätzen für die Lagrange-Multiplikatoren auf dem Slave-
Rand integriert werden müssen. Dieses Integral wird über den Slave-Rand ausgewertet und

verändert sich, wenn sich der Master-Rand relativ zum Slave-Rand verschiebt. Auf die zur Be-
stimmung der Kopplungsmatrix MM notwendige numerische Integration wird in Kapitel 6.4.2

eingegangen.

Die diskretisierte, schwache Form der Kontaktarbeit kann damit kompakt zusammengefasst
werden:

��
h
c � ��dS

�

T
DS z � ��dM

�

T
MM z . (6.25)

In den Vektoren z, �dS und �dM wurden dabei wieder alle diskreten Knotenwerte des Lagrange-

Multiplikators bzw. der virtuellen Verschiebungen auf dem Slave- und Master-Rand zusammen-
gefasst.

6.2.3 Semidiskrete Form des Randwertproblems

Um die semidiskrete Form des Randwertproblems zweier kontaktierender Körper zu formulie-
ren, muss, analog zu Kapitel 6.1.3, der entsprechende Vektor der Kontaktkräfte fc der semidis-

kreten Form der kontaktfreien Bewegungsgleichung (Kap. 2.3.1, Gl. (2.47)) hinzuaddiert wer-
den. Der Vektor der Kontaktkräfte fc resultiert dabei aus der Diskretisierung der virtuellen

Kontaktarbeit (Gl. (6.25)) und lässt sich folgendermaßen darstellen:

fc
i � (6.26)

DS[i, i] zi

� MM[i, j] zj

falls i � S ,
falls i � M ,

0 falls i � N �i � �S � M � � .

Dabei wurde wieder von der in Kapitel 5.4.3 eingeführten Unterteilung der FE-Knoten in ein-
zelne Teilbereiche Gebrauch gemacht. Teilbereich S umfasst alle Knoten auf dem Slave-Rand,
Teilbereich M alle Knoten auf dem Master-Rand, alle restlichen Knoten sind im Teilbereich N

zusammengefasst. Wird der Vektor der Knotenverschiebungen d �
�dN, dM, dS

�
T entsprechend

dieser Unterteilung sortiert, kann der Vektor der Kontaktkräfte fc wiederum in Vektor-Matrix

Schreibweise (Gl. (6.11))

fc
� Bc z (6.27)

angeben werden, wobei die eingeführte, rechteckige Matrix Bc
� �

d nd�d nS
c nun mit

Bc
�

�0,� MM, DS
�

T
(6.28)
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definiert ist. Die semidiskrete Form des Randwertproblems folgt damit formal analog dem Kon-

taktproblem eines deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis (Gl. (6.12)):

M d
..
 fint(d)  fc

� fext . (6.29)

6.2.4 Effektives, inkrementelles Strukturgleichungssystem

Die Herleitung für das effektive, inkrementelle Strukturgleichungssystem ist formal identisch
mit der für den Fall eines Ein-Körper-Kontaktes. Dazu muss der Vektor der Kontaktkräfte am
generalisierten Mittelpunkt ausgewertet, und der modifizierten, semidiskreten Bewegungsglei-

chung (Gl. (4.3)) hinzuaddiert werden. Im Gegensatz zum Kontaktproblem eines deformierba-
ren Körpers mit einem starren Hindernis ist der Vektor der Kontaktkräfte jetzt zusätzlich von der

Kopplungsmatrix MM abhängig. Es ist offensichtlich, dass die beiden Kopplungsmatrizen DS

und MM von der Verformung der beiden Körper abhängen. Dennoch kann hier im Gegensatz zu
anderen mortar-basierten Kontaktformulierungen (Yang et al. (2005), Puso und Laursen (2004a,

2004b)) auf die sehr aufwendige Linearisierung der Einträge von DS und MM verzichtet werden:
Die genannten Formulierungen benötigen die konsistente Linearisierung zur Bestimmung einer

tangentiellen Kontaktsteifigkeitsmatrix. Im Gegensatz dazu werden die beiden Kopplungsma-
trizen in der vorliegenden Arbeit ausschließlich für die Formulierung der einzuhaltenden Ver-
schiebungsrandbedingungen (Kapitel 7) benötigt und können innerhalb eines Newton-Iterati-

onsschrittes �tk
n1 � tk1

n1
� als konstant angenommen werden.

Mit der Unterteilung der Verschiebungsfreiheitsgrade in die Teilbereiche N, M und S und den

Kopplungsmatrizen DS � DS�dn1��f
�dk

n1
�� und MM � MM�dn1��f

�dk
n1

�� lässt sich
schließlich das effektive inkrementelle Strukturgleichungssystem mit

(6.30)

dM


dS

zn1��f

�Keff
T
�

NN

�Keff
T
�

MN

�Keff
T
�

NM

�Keff
T
�

MS

0

� MT
M �

feff
N

feff
M

�Keff
T
�

SN
�Keff

T
�

SS
DS feff

S

�Keff
T
�

NS

�Keff
T
�

MM

�Keff
T
�

SM


dN

angeben. Die effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix sowie der effektive Lastvektor sind dabei

wiederum durch die in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungen gegeben ((4.11)/(4.30) und
(4.12)/(4.31)). Zur Berücksichtigung der einzuhaltenden Kontakt-Randbedingungen wird eine
Aktive-Mengen-Strategie verwendet, die in Kapitel 7.2 vorgestellt wird.
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6.3 Diskrete, duale Ansatzfunktionen

Ein wesentliches Merkmal der in dieser Arbeit vorgestellten Kontaktformulierung ist die Ver-

wendung diskreter dualer Ansatzfunktionen für die Approximation der Lagrange-Multiplikato-
ren; sie werden nachfolgend für zwei- bzw. dreidimensionale Finite Elemente angegeben.

6.3.1 Zweidimensionale Probleme

Für die Beispielrechnungen in Kapitel 9 werden auch zweidimensionale Kontaktprobleme un-

tersucht. Hierfür werden ausschließlich vierknotige, bilineare, ebene Scheibenelemente verwen-
det, die auf einer reinen Verschiebungsformulierung (Q1-Elemente) basieren, so dass der Kon-
taktrand durch linear interpolierte zweiknotige Linienelemente dargestellt wird. In jedem

Linienelement wird ein lokales, eindimensionales Elementkoordinatensystem � � [� 1, 1]
eingeführt, so dass die Ansätze für die Verschiebungen auf den Kontakträndern wie üblich im

Parameterraum definiert werden können. Für die Approximation der Verschiebungen auf den
Kontakträndern verbleiben somit die bekannten hutförmigen, linearen Ansatzfunktionen (Abb.
6.4links). Die diskreten dualen Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren sind so zu wählen, dass

im physikalischen Integrationsgebiet die Biorthogonalitätsbedingung (Gl. (5.17)) mit den An-
sätzen für die Verschiebungen auf dem Slave-Rand eingehalten wird. Da die für die Transforma-

tion vom physikalischen Raum in den Parameterraum notwendige Jacobi-Determinante inner-
halb eines linearen Linienelementes konstant ist, genügt es für den hier betrachteten,
zweidimensionalen Fall, wenn die Biorthogonalitätsbedingung im Parameterraum erfüllt ist. In

Abbildung 6.4rechts sind die im Parameterraum definierten diskreten dualen Ansatzfunktionen
für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren angegeben.

Abb. 6.4: Ansätze für die Verschiebungen und die Lagrange-Multiplikatoren (2D)
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6.3.2 Dreidimensionale Probleme - unverzerrte Netze

Für die numerische Analyse dreidimensionaler Kontaktprobleme wird in dieser Arbeit aus-

schließlich das in Kapitel 3.3.2 vorgestellte achtknotige trilineare oberflächenorientierte Scha-
lenelement verwendet. Damit verbleiben für die Approximation der Kontaktflächen vierknotige
bilineare räumliche Flächenelemente. In jedem dieser Kontaktflächenelemente wird ein lokales

Elementkoordinatensystem �, � � [� 1, 1] eingeführt, wodurch die Ansätze für die Verschie-
bungen auf dem Kontaktrand wiederum im Parameterraum definiert werden können. Hieraus
resultieren die typischen bilinearen Ansatzfunktionen (Abb. 6.5links). Für die Konstruktion der

diskreten dualen Interpolationsfunktionen für die Lagrange-Multiplikatoren muss wiederum die
Biorthogonalitätsbedingung (Gl. (5.17)) im physikalischen Integrationsgebiet erfüllt sein. Im

Gegensatz zum zuvor beschriebenen, zweidimensionalen Fall ist die zur Transformation nötige
Jacobi-Determinante im dreidimensionalen Fall in der Regel innerhalb eines Kontaktflächenele-
mentes veränderlich. Für den Sonderfall einfacher Geometrien der Kontaktelemente mit kons-

tanter Jacobi-Determinante sind die diskreten Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren im Pa-
rameterraum in Abbildung 6.5rechts dargestellt.

Abb. 6.5: Ansätze für die Verschiebungen und die Lagrange-Multiplikatoren (3D)
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6.3.3 Dreidimensionale Probleme - beliebige, verzerrte Netze

Ist die Jacobi-Determinante innerhalb eines Kontaktflächenelementes nicht konstant, was in al-

ler Regel der Fall ist, dann müssen die diskreten dualen Ansatzfunktionen für die Lagrange-Mul-
tiplikatoren so konstruiert werden, dass die Biorthogonalitätsbedingung im physikalischen

Raum erfüllt ist (Flemisch und Wohlmuth (2005)). Bezogen auf ein Kontaktflächenelement �(1)h
c,e

lautet die Biorthogonalitätsbedingung:

�

�
(1)h
c,e

�
D
i (�, �) NS

j (�, �) d� � �ij �

�
(1)h
c,e

NS
j (�, �) d� � �ij �

1

�1

�

1

�1

NS
j (�, �) J d� d� . (6.31)

Darin ist J die Jacobi-Determinante, die die Integration über den physikalischen Kontaktrand d�

in eine Integration über d� und d� überführt. Sie ergibt sich zu

J �� g1 � g2 � , (6.32)

mit den kovarianten Basisvektoren g� der Kontaktoberfläche �(1)h
c . Für die Konstruktion der In-

terpolationsfunktionen für die Lagrange-Multiplikatoren wird der Ansatz

�
D
i (�, �) � aij NS

j (�, �) (6.33)

gemacht. Ziel ist es, die Faktoren aij so zu bestimmen, dass die Bedingung (6.31) erfüllt ist. Wer-

den mit

wij � �ij �

1

�1

�

1

�1

NS
j (�, �) J d� d� (6.34)

die Einträge der resultierenden Diagonalmatrix bezeichnet, lässt sich die Bedingung für die Fak-

toren aij folgendermaßen ermitteln:

�

�
(1)h
c,e

�
D
i (�, �) NS

j (�, �) d� � �

1

�1

�

1

�1

�
D
i (�, �) NS

j (�, �) J d� d�

(6.35)� �

1

�1

�

1

�1

aij NS
j (�, �) NS

k(�, �) J d� d�

� aij �

1

�1

�

1

�1

NS
j (�, �) NS

k(�, �) J d� d� � aij Mjk � wik .

Mjk

Die Integration der gewöhnlichen bilinearen Ansatzfunktionen NS
i  mit sich selbst liefert eine

Matrix, deren Einträge mit Mjk bezeichnet werden. Diese Matrix ähnelt sehr stark einer Element-
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massenmatrix, mit dem Unterschied, dass die Einträge nicht mit einer physikalischen Dichte

multipliziert werden. Nach Zusammenfassen der Faktoren aij in der Matrix Ae � �
4�4, der

Einträge Mjk in der „Massenmatrix“ Me � �
4�4 und der Wichtungsfaktoren wij in der Diago-

nalmatrix De � �
4�4 ergibt sich die Bedingung aus (6.35) in matrizieller Form zu

Ae Me � De . (6.36)

Die Faktoren aij berechnen sich mit

Ae � De M�1
e . (6.37)

Sind diese Faktoren bekannt, können die diskreten, dualen Ansatzfunktionen mit Hilfe des An-

satzes in Gleichung (6.33) bestimmt werden. In Anhang B.4 wird die Ermittlung der dualen An-
satzfunktionen anhand eines Beispiels gezeigt.

6.4 Numerische Integration der Kopplungsmatrizen

Nachfolgend wird die notwendige numerische Integration der Kopplungsmatrizen vorgestellt.
Zunächst wird die Bestimmung der Wichtungsfaktoren der Diagonalmatrix DS erläutert, bevor

anschließend auf die deutlich kompliziertere Integration zur Berechnung der Einträge der Kop-
plungsmatrix MM eingegangen wird.

6.4.1 Berechnung der Einträge für die Diagonalmatrix

Die numerische Berechnung der Wichtungsfaktoren wii der Diagonalmatrix DS ist aufgrund der
Biorthogonalitätsbedingung (Gl. (5.17)) relativ einfach und reduziert sich auf die Integration der

Ansatzfunktionen der Verschiebungen auf dem Slave-Rand über den aktuellen Kontaktrand:

wij � �ij �

�
(1)h
c

NS
j d� . (6.38)

Da die Bestimmung dieser Einträge unabhängig von den jeweiligen dualen Ansatzfunktionen
ist kann sie sowohl für den zwei- als auch den dreidimensionalen Fall, unabhängig von der jewei-

ligen Elementgeometrie, formal identisch durchgeführt werden. Die Auswertung dieses Inte-
grals erfolgt wie üblich im Parameterraum, mit Hilfe einer numerischen Gauß-Integration

wii � �

ni
e

q�1

�

�

�

�

ngp

r�1

wr NS,q
i

(�r) J(�r)�
�

�

. (6.39)

Darin bezeichnet ni
e die Anzahl der Kontaktflächen- bzw. Kontaktlinienelemente, die an den Sla-

ve-Knoten i � S angrenzen. Für den zweidimensionalen Fall gilt meist ni
e � 2, für den dreidi-

mensionalen Fall in der Regel ni
e � 4, wobei dies jedoch von der Art der Vernetzung abhängt.

Die Anzahl der Gauß-Punkte ist mit ngp gekennzeichnet, wr ist der entsprechende Wichtungsfak-
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tor der numerischen Integration und J(�r) ist die Jacobi-Determinante der Abbildung zwischen

dem Parameterraum und dem wirklichen Raum, ausgewertet am entsprechenden Integrations-
punkt �r. Da für den zweidimensionalen Fall die notwendige Jacobi-Determinante innerhalb ei-

nes Kontaktlinienelementes konstant ist, lässt sich hierfür Gleichung (6.39) noch zu

wii �
1
2
�

ni
e

q�1

�

q
i

(6.40)

vereinfachen (Cichosz (2006)). Darin sind �q
i
 die Kantenlängen der an den Slave-Knoten i � S

angrenzenden Kontaktlinienelemente in der verformten Konfiguration. Die Bestimmung der

Einträge für die Diagonalmatrix DS kann also im zweidimensionalen Fall ohne eine numerische
Integration erfolgen.

Da die Jacobi-Determinante der resultierenden Kontaktflächenelemente im dreidimensionalen

Fall in der Regel nicht konstant ist (Gl. (6.32)), muss hierfür die in Gleichung (6.39) angegebene
numerische Integration durchgeführt werden.

6.4.2 Berechnung der Einträge für die Kopplungsmatrix

Die Berechnung der Einträge für die Kopplungsmatrix MM wird nachfolgend für den zweidi-
mensionalen Fall beschrieben. Hierzu müssen Ansatzfunktionen für die Verschiebungen auf

dem Master-Rand mit den Basisfunktionen für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren
auf dem Slave-Rand integriert werden (Gl. (5.25), Gl. (6.24)). Da die Integranden auf unter-
schiedlichen Kontakträndern definiert sind, muss das Integrationsgebiet in einzelne Segmente

unterteilt werden, in denen jeweils beide Funktionen kontinuierlich definiert sind. In Abbildung
6.6 ist dies schematisch für die Berechnung eines Kopplungseintrags mij dargestellt, wofür das

Integrationsgebiet in drei Segmente aufgeteilt werden muss.

Traditionelle Techniken zur Unterteilung des Integrationsgebietes in einzelne Segmente basie-
ren auf einer orthogonalen Projektion (Simo et al. (1985), Papadopoulos und Taylor (1992),

McDevitt und Laursen (2000)). Dabei wird jeder Knoten eines Kontaktlinienelementes, sei es
auf der Slave- oder Master-Seite, auf den ihm gegenüberliegenden Kontaktrand orthogonal pro-
jiziert (Abb. 6.7).

Abb. 6.6: Notwendige Unterteilung in Segmente
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Abb. 6.7: Traditionelle Unterteilung in Segmente
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Leider ist diese Methode zur Definition der Segmente nicht immer eindeutig. In einigen Fällen
kann es vorkommen, dass zu einem Kontaktknoten kein Projektionspunkt auf dem gegenüberlie-
genden Kontaktrand gefunden werden kann. Beispiele solcher pathologischer Fälle sind in Ab-

bildung 6.8 dargestellt. Tritt ein solcher pathologischer Sonderfall auf, muss die Definition der
Segmente entsprechend angepasst werden. Dies führt zu einem erheblichen Programmierauf-

wand, da sämtliche Fälle untersucht und abgefragt werden müssen. Um dies zu vermeiden, wird
in dieser Arbeit auf eine von Yang et al. (2005) vorgestellte Methode der Segmentdefinition zu-
rückgegriffen. Die Grundidee besteht darin, ein kontinuierliches Normalenfeld auf dem diskreti-

sierten Slave-Rand zu definieren. Aufgrund der Approximation der wahren Geometrie mit bili-
nearen, zweidimensionalen Finiten Elementen entstehen am Kontaktrand in der Regel Knicke

zwischen zwei angrenzenden Kontaktlinienelementen. Wird das Normalenfeld senkrecht auf
den Slave-Rand definiert, werden einem Slave-Knoten zwei unterschiedliche Normalen von den
angrenzenden Elementkanten zugewiesen (Abb. 6.9a).

Zur Bestimmung eines kontinuierlichen Normalenfeldes entlang des gesamten diskretisierten

Slave-Randes wird zunächst eine eindeutige Normale für jeden Slave-Knoten i � S definiert.
Dazu werden die nach außen gerichteten Normalen der beiden angrenzenden Kontaktlinienele-

mente gemittelt und anschließend normiert. Yang et al. (2005) schlagen vor, die Mittelung der
Normalen zusätzlich mit den jeweiligen Längen der angrenzenden Linienelemente zu wichten.
Da in dieser Arbeit im Wesentlichen von regelmäßigen FE-Netzen ausgegangen wird, kann auf

eine entsprechende Wichtung verzichtet werden. Es wird lediglich das arithmetische Mittel ge-
bildet.

Abb. 6.8: Pathologische Fälle bei der traditionellen Definition der Segmente
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Abb. 6.9: Definition des Normalenfeldes
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Die Normale an einem Slave-Knoten ist damit folgendermaßen definiert:

�i �
�i1

 �i2

� �i1
 �i2

�

. (6.41)

Ausgehend von den gemittelten Normalen an den diskreten Slave-Knoten wird das kontinuier-
liche Normalenfeld mit Hilfe der typischen linearen Ansatzfunktionen NS

i , analog zu den Ver-

schiebungen, interpoliert:

� � NS
i �i . (6.42)

Damit wird jedem Punkt auf dem diskretisierten Slave-Rand eine eindeutige Normale zugewie-

sen, wodurch die Definition der einzelnen Segmente nun ohne pathologische Ausnahmefälle er-
folgen kann. Gegenüber der in Abbildung 6.7 dargestellten, traditionellen Unterteilung des In-
tegrationsgebietes ist die Segmentierung nach der hier beschriebenen Methode in Abbildung

6.10 dargestellt. Daraus wird ersichtlich, dass sowohl die Projektion eines Slave-Knotens auf das
gegenüberliegende Master-Element, als auch die Projektion eines Master-Knotens auf ein ent-

sprechendes Slave-Element, ausgehend von der kontinuierlichen Definition des Normalenfeldes
auf dem Slave-Rand, erfolgt. Ein typisches Segment, das durch diese Art der Projektion entsteht,
ist ebenfalls in Abbildung 6.10 gezeigt.

Zur Definition eines typischen Segmentes müssen also die zuvor genannten Projektionspunkte
auf den Slave- bzw. Master-Elementen bestimmt werden. Der Projektionspunkt eines Slave-

Knotens x(1)
i

 auf ein entsprechendes Master-Element mit den Knoten x(2)
1

 und x(2)
2

 ergibt sich aus
folgender Bedingung:

�NM
1
��

(2)
� x(2)

1
 NM

2
��

(2)
� x(2)

2
� x(1)

i
�
� �(1)

i
� 0 . (6.43)

Sie stellt eine lineare Bedingungsgleichung für die gesuchte, lokale Elementkoordinate �(2) des
Master-Elementes dar und kann deshalb direkt und eindeutig gelöst werden. Die Bestimmung

des Projektionspunktes eines Master-Knotens x(2)
i

 auf das zugehörige Slave-Element mit den
Knoten x(1)

1
 und x(1)

2
 ist dagegen komplizierter. Die entsprechende Bedingungsgleichung lautet:

�NS
1
��

(1)
� x(1)

1
 NS

2
��

(1)
� x(1)

2
� x(2)

i
�
�
�NS

1
��

(1)
� �1  NS

2
��

(1)
� �2 � � 0 . (6.44)
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Abb. 6.10: Segmentierung mit kontinuierlichem Normalenfeld – typisches Segment
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Dies führt schließlich auf eine quadratische Bedingungsgleichung für die unbekannte lokale Ele-
mentkoordinate �(1) des Slave-Elementes. Zur Lösung dieser quadratischen Gleichung wird eine
lokale Newton-Iteration durchgeführt.

Die numerische Integration über das entsprechende Segment kann durchgeführt werden, wenn
die entsprechenden Projektionspunkte auf den Slave- und Master-Elementen mit Hilfe der Glei-

chungen (6.43) und (6.44) bestimmt sind. Um die bekannte Gauß-Quadratur einsetzen zu kön-
nen, wird eine weitere lokale Segmentkoordinate � � [� 1, 1] eingeführt. Die Segmentgren-

zen sind in Abhängigkeit der lokalen Elementkoordinaten auf dem Slave- bzw. Master-Rand
durch �(1)

a , �(1)
b

, �(2)
a  und �(2)

b
 gegeben (Abb. 6.10). Die Abbildung von der lokalen Segmentkoor-

dinate � auf die entsprechenden Elementkoordinaten wird durch

�
(�)(�) � 1

2
(1 � �) �(�)

a 

1
2

(1  �) �(�)
b

(6.45)

erreicht. Mit dieser Beziehung kann der Anteil des Kopplungseintrags mseg
ij

 eines einzelnen Seg-
mentes als auszuwertendes Integral in Abhängigkeit der lokalen Segmentkoordinate � ausge-

drückt werden:

mseg
ij

� �

1

�1

�
D
i
��

(1)(�)�NM
j
��

(2)(�)� Jseg d� . (6.46)
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Dieses Integral wird mit Hilfe der Gauß-Integration

mseg
ij

	�

ngp

r�1

wr�
D
i
��

(1)(�r)�NM
j
��

(2)(�r)� Jseg (6.47)

numerisch ausgewertet. Darin ist Jseg die innerhalb eines Segmentes konstante Jacobi-Determi-
nante der Abbildung zwischen dem Parameterraum � und der wirklichen Geometrie, die sich zu

Jseg �
�x(1)h

e
��

�

�x(1)h
e

��
(1)

��
(1)

��
�

1
2
�

(1)
e

1
2
��

(1)
b

� �
(1)
a
� (6.48)

ergibt. Hierin ist �(1)
e  die Länge eines Kontaktlinienelementes auf der Slave-Seite (Abb. 6.10).

Zur Ermittlung des gesamten Kopplungseintrags mij müssen die Anteile aus den einzelnen In-

tegrationen über die Segmente aufsummiert werden. Der gesuchte Eintrag ergibt sich damit
schließlich zu

mij ��

seg

mseg
ij

. (6.49)

Anmerkung: Für den dreidimensionalen Fall erfolgt die Berechnung der Kopplungseinträge
mij in ähnlicher Weise. Allerdings müssen zur Definition der jeweiligen Integrati-
onssegmente räumliche Elementflächen aufeinander projiziert werden. Dabei
entstehen polygonal umrandete Segmentflächen, die zur numerischen Integration
in Dreiecke unterteilt werden. Über die einzelnen Dreiecksflächen wird dann mit
einer Gauß-Radau-Regel numerisch integriert. Der gesuchte Kopplungseintrag
mij berechnet sich dann wieder analog zum zweidimensionalen Fall durch Auf-
summieren der einzelnen Segmentanteile. Ein entsprechender Algorithmus zur
numerischen Integration von mij  findet sich in Puso und Laursen (2004a). Darin
werden trilineare Volumenelemente benutzt.

6.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde die räumliche Diskretisierung des Kontaktterms sowohl für den Son-
derfall des Kontaktes eines deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis als auch für den
allgemeinen Kontaktfall zweier deformierbarer Körper vorgestellt. Im Sinne einer sequentiellen

Raum-Zeit-Diskretisierungsstrategie wurden die räumlich approximierten Terme anschließend
mit den in Kapitel 4 beschriebenen impliziten Zeitintegrationsverfahren kombiniert und entspre-

chend linearisiert. Daraus ergaben sich jeweils die inkrementellen effektiven Strukturglei-
chungssysteme, die innerhalb eines Newton-Iterationsschrittes gelöst werden müssen. Die Lö-
sung dieser Gleichungssysteme muss jedoch die noch zu berücksichtigenden Kontakt-Randbe-

dingungen erfüllen. Die direkte Einarbeitung dieser Nebenbedingungen in die effektiven Struk-
turgleichungssysteme wird ausführlich im nächsten Kapitel erläutert.
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77(7 Kontakt-Randbedingungen –
Aktive-Mengen-Strategie

Im vorausgegangenen Kapitel wurde sowohl für das Kontaktproblem eines deformierbaren Kör-
pers mit einem starren Hindernis als auch für den allgemeinen Kontaktfall zweier deformierbarer
Körper das jeweilige inkrementelle effektive Strukturgleichungssystem hergeleitet. Dabei wur-

den jedoch die im Kontaktfall einzuhaltenden Randbedingungen noch nicht berücksichtigt. Die-
ses Kapitel beschäftigt sich nun mit dem zweiten wichtigen Teil der weiterentwickelten Kontakt-

formulierung: Der Berücksichtigung der Kontakt-Randbedingungen für die beiden in Kapitel 6
behandelten Kontaktprobleme. Hierzu wird die Kompatibilitätsbedingung in einem schwachen
integralen Sinne formuliert und mit Hilfe einer Aktiven-Mengen-Strategie der entsprechenden

inkrementellen effektiven Strukturgleichung hinzugefügt. Zunächst wird ausführlich auf den
Sonderfall des Ein-Körper-Kontaktes eingegangen, bevor anschließend der allgemeine Fall des

Zwei-Körper-Kontaktes behandelt wird.

7.1 Normalkontakt eines deformierbaren Körpers mit starrem Hindernis

7.1.1 Schwache, inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung

In Kapitel 6.1.4 wurde für das Kontaktproblem eines deformierbaren Körpers mit einem starren
Hindernis die inkrementelle effektive Strukturgleichung hergeleitet, wobei die einzuhaltenden
geometrischen Kontakt-Randbedingungen noch nicht berücksichtigt wurden. In Anlehnung an

die Grundidee der Mortar-Methode werden diese Kontakt-Nebenbedingungen in einem schwa-
chen integralen Sinne entlang des gesamten Kontaktrandes formuliert. Für den Fall eines reinen

Normalkontaktes lautet die schwache Form der Inpenetrabilitätsbedingung (vgl. Gl. (5.6) – Ne-

benbedingung)

�

�
(1)
c

��� g d� � 0 . (7.1)

Für die Interpolation der Variation des Lagrange-Multiplikators in Normalenrichtung werden

diskrete, duale Ansatzfunktionen verwendet:

��� � ��
h
�
� �

D
i
��z��i , (7.2)i � 1, ���, nS

c .

Die Geometrie und die Verschiebungen werden, dem isoparametrischen Konzept folgend, mit

den gleichen Ansätzen interpoliert, so dass die aktuelle Lage eines materiellen Punktes x auf dem
Kontaktrand mit

x � xh
� Xh

	 uh
� NS

i
�XS

i 	 dS
i
� , (7.3)i � 1, ���, nS

c

approximiert wird. Hierin ist XS
i 
 �

d der Vektor der Knotenkoordinaten und dS
i 
 �

d der
Vektor der diskreten Knotenverschiebungen eines Knotens i auf dem Slave-Rand, wobei
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d � {2, 3} die Dimension des entsprechenden Problems charakterisiert. Mit diesen Ansätzen

lässt sich die schwache Form der Inpenetrabilitätsbedingung mit

(7.4)�

�
(1)h
c

��
h
�

gh d� � �
��z��i �

�
(1)h
c

��
D ��

T

i
�xh

� y^h
� d� � 0

annähern. Darin bezeichnet y^h den zu einem Punkt xh auf dem diskretisierten Slave-Rand zuge-
hörigen Projektionspunkt auf dem starren Hindernis. Da (7.4) für beliebige �z� � 0 gelten

muss, lässt sich die skalarwertige Ungleichung als mehrdimensionale nichtlineare Bedingung in
Abhängigkeit der diskreten unbekannten Knotenverschiebungen dS schreiben:

g~�dS
�
� 0 . (7.5)

Dazu wurde mit g~ 
 �
nS

c  der Vektor der gewichteten Klaffung eingeführt, dessen Einträge mit

g~ i :� � �

�
(1)h
c

��
D ��

T

i
�NS

j
�XS

j 	 dS
j
�
� y^h

� d� (7.6)

xh

definiert sind. Die numerische Auswertung dieses Integrals wird in Kapitel 7.1.6 ausführlich dis-
kutiert. Unter Verwendung eines inkrementellen Verfahrens muss die Ungleichung (7.5) am
Ende eines Zeitintervalls

g~n	1 � g~ �dS
n	1

�
� 0 (7.7)

erfüllt sein. Dazu ist im Rahmen des zugrunde gelegten iterativen Lösungsverfahrens eine Linea-

risierung von Gleichung (7.7) notwendig, die schließlich auf eine inkrementelle Ungleichung
der Form

�g~ ��dS�k
n	1
�

�dS
n	1

�dS
� � g~ ��dS

�
k
n	1
� (7.8)

führt. Die partielle Ableitung einer gewichteten Klaffung g~ i
��dS

�
k
n	1
� nach den diskreten Kno-

tenverschiebungen �dS
n	1

�

j
 eines Knotens j auf dem Kontaktrand ist mit

�g~ i
��dS�k

n	1
�
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�dS
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j
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��k

n	1
�
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i
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�
(1)h
c

�
D
i NS

j d� (7.9)

gegeben. Hierfür sind wiederum die Ansatzfunktionen der Verschiebungen mit denjenigen der

variierten Lagrange-Multiplikatoren zu integrieren, was aufgrund der Biorthogonalitätseigen-
schaft dieser beiden diskreten Ansatzräume zu der bereits bekannten Diagonalmatrix DS führt.
Dadurch ist es möglich, die mehrdimensionale Ungleichungsbedingung (7.8) in einen Satz von

unabhängigen, skalaren Ungleichungen für die einzelnen, diskreten Knotenverschiebungen zu
reduzieren.
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Wird mit

��d
~S
�
�

i
:� ��k

n	1
�

T

i
DS[i, i] �dS

i , (7.10)(keine Summe über i)

die gewichtete inkrementelle Verschiebung eines Knotens i auf dem Slave-Rand in Richtung sei-
ner Normalen definiert, lässt sich die inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung für jeden

einzelnen Slave-Knoten mit

��d
~S
�
�

i

�g~k

n	1
�

i
(7.11)

formulieren. Werden zudem die diskreten Knotenwerte des Lagrange-Multiplikators zi 
 �
d

in einen normalen und tangentialen Anteil

zi �
�z� �� z��i (7.12)

aufgespalten, kann das inkrementelle Problem für den reibungsfreien Kontakt eines deformier-
baren Körpers mit einem starren Hindernis wie folgt zusammengefasst werden:

Das effektive, inkrementelle Strukturgleichungssystem (6.18) muss so gelöst werden, dass des-

sen Lösung für alle FE-Knoten auf dem Slave-Rand die diskreten Nebenbedingungen erfüllt:

��d
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(7.13)
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i
� 0 ,

(7.14)�z��i � 0 .

Dabei beschreiben die Einschränkungen in (7.13) die inkrementellen diskreten Karush-Kuhn-
Tucker Bedingungen und Gleichung (7.14) stellt die Gleitbedingung für einen reibungsfreien
Kontakt dar.

7.1.2 Schwache, inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung - Alternative Herleitung

Anschaulicher lässt sich die integrale inkrementelle Inpenetrabilitätsbedingung aus Unglei-

chung (7.11) herleiten, indem die zu erfüllende starke Form der Nichtdurchdringungsbedingung
in inkrementeller Weise (Abb. 7.1) formuliert wird. Daraus ergibt sich für einen beliebigen Punkt
auf dem Kontaktrand folgende Anforderung:

�uS
� �k

n	1  g�xk
n	1

�. (7.15)

Die inkrementelle Verschiebung in Richtung der Normalen �k
n	1 darf also maximal so groß wie

die Klaffung g�xk
n	1

� sein. Im Sinne eines Galerkin-Verfahrens kann dies nun in eine schwache,
integrale Form gebracht werden, indem die Bedingung (7.15) mit einer Wichtungsfunktion mul-

tipliziert und über den Kontaktrand integriert wird. Nach Identifizierung der Wichtungs- oder
Testfunktion mit der Variation des Lagrange-Multiplikators ��� in Normalenrichtung folgt die
integrale Form

�

�
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c

��uS
� �k

n	1
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�
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c

g�xk
n	1

� ��� d�. (7.16)
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Abb. 7.1: Inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung
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Wird diese integrale Bedingung nun mit Hilfe der entsprechenden Ansatzfunktionen für die Ver-

schiebungen und die Variation des Lagrange-Multiplikators diskretisiert, entsteht
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Mit den Definitionen für die gewichtete inkrementelle Verschiebung eines Knotens in Richtung
seiner Normalen (Gl. (7.10)) und dem Vektor der gewichteten Klaffung g~ (Gl. (7.6)), resultiert
die inkrementelle Inpenetrabilitätsbedingung (7.11).

Durch die schwache Erfüllung der geometrischen Randbedingung sind zusätzliche Wichtungs-
faktoren in die Formulierung hineingekommen, die eine gewisse Information über den Verlauf
der Klaffung entlang des Kontaktrandes beinhalten.

7.1.3 Aktive-Mengen-Strategie

Zur Lösung des hier beschriebenen reibungsfreien Kontaktproblems müssen die Ungleichheits-
nebenbedingungen aus (7.13) in Gleichheitsnebenbedingungen umgeformt werden. Dafür müs-

sen all diejenigen Knoten auf dem Kontaktrand bestimmt werden, die sich während eines be-
trachteten Zeitinkrementes �t mit dem starren Hindernis in Kontakt befinden. Diese Knoten
werden im Weiteren als aktive und diejenigen, die sich nicht in Kontakt befinden, als inaktive

Knoten bezeichnet. Das Teilgebiet S aller FE-Knoten auf dem Kontaktrand wird hierfür noch-
mals in zwei Unterteilgebiete aufgespalten: in die Untermenge A, in der alle aktiven Knoten zu-

sammengefasst werden und in die Untermenge I, die alle inaktiven Knoten beinhaltet. Zur Be-
stimmung der potentiellen Kontaktknoten wird eine sogenannte Primal-Duale Aktive-Mengen-

Strategie angewandt (Alart und Curnier (1991), Christensen et al. (1998) und Hintermüller et

al. (2003)). Diese Methode wurde von Hüeber und Wohlmuth (2005) für geometrisch lineare
Mehrkörper-Kontaktprobleme verwendet und von Brunssen et al. (2006) für die Analyse von

materiell nichtlinearen Kontaktproblemen eines deformierbaren Körpers mit einem starren
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Werkzeug eingesetzt. In Hartmann et al. (2006) wird diese Strategie für die Untersuchung von

dynamischen Kontaktproblemen dünnwandiger Strukturen mit einem starren Hindernis genutzt.

Die Grundidee der hier angewendeten Aktiven-Mengen-Strategie ist in Abbildung 7.2 darge-

stellt. Ausgehend von einem bereits auskonvergierten Verformungszustand zum Zeitschritt n

werden zunächst die FE-Knoten auf dem Slave-Rand in eine Teilmenge A und I aufgeteilt. Dann
werden für alle aktiven Knoten explizit die einzuhaltenden Verschiebungsrandbedingungen und

für alle inaktiven die entsprechende Spannungsrandbedingung vorgeschrieben. Das effektive in-
krementelle Strukturgleichungssystem (6.18) wird entsprechend der vorgegebenen Randbedin-

gungen modifiziert und das daraus resultierende nichtlineare Gleichungssystem iterativ gelöst.
Nachdem ein Gleichgewichtszustand gefunden wurde, der die vorgeschriebenen Randbedin-
gungen erfüllt, wird überprüft, ob alle Knoten auf dem Kontaktrand der richtigen Teilmenge zu-

geordnet wurden. Ergibt sich für einen aktiven Knoten ein negativer Wert des diskreten Lagran-
ge-Multiplikators (z� � 0) wird dieser Knoten inaktiv gesetzt. Verletzt andererseits ein inaktiv

angenommener Knoten die Inpenetrabilitätsbedingung, wird dieser der Teilmenge der aktiven
Knoten zugeordnet. Mit der korrigierten Aufteilung der aktiven und inaktiven Knoten wird er-
neut vom bekannten Verformungszustand des Zeitschrittes n gestartet. Die Randbedingungen

werden für die korrigierten Teilmengen A bzw. I vorgeschrieben und das entsprechende Glei-

Abb. 7.2: Grundidee der Aktiven-Mengen-Strategie
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chungssystem gelöst. Dies wird solange wiederholt, bis sich beim Überprüfen der Randbedin-

gungen keine Veränderung der aktiven Menge mehr ergibt. Danach wird zum nächsten Zeit-
schritt übergegangen und der gleiche Vorgang wiederholt.

Der Algorithmus für die Aktive-Mengen-Strategie innerhalb eines Zeitinkrementes [tn, tn	1] ist

in Abbildung 7.3 zusammengefasst. Darin kennzeichnet k den Iterationszähler innerhalb einer
Newton-Iteration und l den jeweiligen Schritt der Aktiven-Mengen-Schleife.

Abb. 7.3: Algorithmus der Aktiven-Mengen-Strategie für den Ein-Körper-Kontakt

Setzen von Al	1 und Il	1 zu:

(1) Lösung des effektiven Strukturgleichungssystems (6.18) für die inkrementellen
Knotenverschiebungen unter Berücksichtigung folgender Randbedingungen:

��d
~
�
�

l

i
�
�g~k

n	1
�

l

i
für alle i 
 Al ,

�z��
l

i � 0 für alle i 
 Il ,

�z��
l

i � 0 für alle i 
 S .

(2)

S � Al � Il und Al � Il � � und Setzen von l � 1.

Al	1 :��i 
 S : �z��
l

i 	
��d

~
� – g~k

n	1
�

l

i
� 0� ,

Il	1 :��i 
 S : �z��
l

i 	
��d

~
� – g~k

n	1
�

l

i
 0� .

Wenn Al	1 � Al
� und Il	1 � Il

�,  mit nächstem Zeitschritt fortfahren,(3)
ansonsten Setzen von l :� l 	 1 und Neubeginn bei (1).

(0) Initialisieren von Al und Il , so dass gilt:

Der hier verwendete Algorithmus wird auch als exakte Aktive-Mengen-Strategie bezeichnet, da

innerhalb jeder Schleife der aktiven Menge das daraus resultierende nichtlineare Gleichungssys-
tem exakt gelöst wird. In Hüeber und Wohlmuth (2005) sowie Brunssen et al. (2006) wurde ge-

zeigt, dass eine sogenannte inexakte Aktive-Mengen-Strategie den Lösungsprozess deutlich be-
schleunigen kann, ohne dabei die Qualität der Lösung zu beeinflussen. Bei einer inexakten

Version der Aktiven-Mengen-Strategie wird die Lösung des resultierenden Gleichungssystems

zunächst nicht vollständig ausiteriert, da für die Entscheidung, ob ein Knoten aktiv oder inaktiv
zu setzen ist, bereits eine grobe Näherung der Lösung genügt. Sind die korrekten Teilmengen

A und I bekannt, wird das abschließende Gleichungssystem vollständig ausiteriert und exakt ge-
löst. Die inexakte Strategie kann zudem mit einem iterativen Löser kombiniert werden. Detail-
lierte Ausführungen über Möglichkeiten zur weiteren Optimierung der Aktiven-Mengen-Strate-

gie finden sich in den Arbeiten von Hüeber und Wohlmuth (2005) sowie in Brunssen et al.
(2006).
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7.1.4 Modifikation der effektiven, inkrementellen Strukturgleichung

Sind die Teilmengen A und I bekannt, müssen die entsprechenden Randbedingungen in die in-
krementelle effektive Strukturgleichung (6.18) eingebracht werden. Dazu wird die Diagonalma-

trix DS in

DS � (7.18)DIl

0
0

DAl

aufgespalten. Die Normalenvektoren der aktiven Knoten werden in der Matrix �
~

Al

 �

|Al|�d |Al|

zusammengefasst, wobei |Al| die Anzahl aller aktiver Knoten kennzeichnet. Für eine dreidimen-

sionale Problemstellung ist sie mit

�
~

Al
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definiert. Darin ist wii die Abkürzung derjenigen Einträge von DS[i, i], die nicht Null sind und

die Eigenschaft von Wichtungsfaktoren haben. Zusätzlich werden die normierten Tangenten-
vektoren eines Knotens

ti
�
��i (7.20)ti

� :� ti
�
� �iund mit � �i ��� ti

�
��� ti
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in den Matrizen �Al

(m)

 �

|Al|�d |Al| zusammengefasst. Für dreidimensionale Fälle sind diese
folgendermaßen definiert:
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Mit Hilfe dieser Definitionen können nun die diskreten Randbedingungen (7.13) und (7.14) in
das inkrementelle effektive Strukturgleichungssystem (6.18) eingebracht werden. Daraus resul-
tiert

(7.22)
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Hierin ist I
�d |Il|�

 die Einheitsmatrix mit der Dimension �d |Il|�, wobei |Il| die Anzahl aller inaktiver
Knoten darstellt. Die Gesamtmatrix TAl

 aller normierter Tangentenvektoren der aktiven Knoten
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nimmt für den dreidimensionalen Fall die Form TAl
� [ TAl

� , TAl

� ] T an. Im Vektor g~Al
 sind die

gewichteten Klaffungen �g~k
n	1

�

i
 der aktiven Knoten zusammengefasst. Der Vektor zIl�Al reprä-

sentiert die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren auf dem Kontaktrand zum

Zeitpunkt tn	1�f
.

Bevor dieses inkrementelle Gleichungssystem weiter modifiziert wird, sollen zunächst die Be-
deutungen der einzelnen Gleichungen diskutiert werden: Die ersten drei Zeilen von Gleichung

(7.22) entsprechen genau den ersten beiden Zeilen von Gleichung (6.18), mit dem Unterschied,
dass nun die Teilmenge S aller Knoten auf dem Slave-Rand nochmals in die Untermenge aller

aktiver und inaktiver Knoten unterteilt wurde. Mit der vierten Zeile von Gleichung (7.22) wird
explizit gefordert, dass alle diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren verschwinden
müssen, falls der zugehörige Knoten inaktiv und somit nicht in Kontakt mit dem starren Hinder-

nis ist. Die Einhaltung der geometrischen Inpenetrabilitätsbedingung wird mit der fünften Zeile
gefordert. Hier wird erzwungen, dass die gewichtete inkrementelle Verschiebung eines aktiven

Knotens in Normalenrichtung genau so groß ist wie die zugehörige gewichtete Klaffung. Damit
wird gewährleistet, dass jeder aktive Knoten im ausiterierten Zustand die Lücke zum starren
Hindernis geschlossen hat und im integralen Sinne exakt in Kontakt mit diesem ist. Während der

Gleichgewichtsiteration strebt die gewichtete Klaffung gegen Null (g~Al
� 0). Die Einhaltung

der Gleitbedingung für reibungsfreien Kontakt wird mit der letzten Zeile in Gleichung (7.22)

erfüllt, indem explizit gefordert wird, dass der tangentiale Anteil des diskreten Lagrange-Multi-
plikators zAl

�
� �Al

zAl aller aktiver Knoten verschwindet.

Vor der Lösung des Gleichungssystems (7.22) wird dieses vereinfacht und reduziert. Aufgrund

der Verwendung diskreter dualer Ansatzfunktionen für die Interpolation der Lagrange-Multipli-
katoren ist es möglich, deren diskrete Knotenwerte unter Verwendung des inkrementellen effek-

tiven Strukturgleichungssystems (6.18) zu eliminieren:

z � D�1
S � feff

S
�
�Keff

T
�

SN
�dN

�
�Keff

T
�

SS
�dS
� . (7.23)

Da die inkrementellen Verschiebungen �d im Laufe der Gleichgewichtsiteration sukzessive

kleiner werden und schließlich gegen Null streben (�d � 0), können die diskreten Werte der
Lagrange-Multiplikatoren auch durch

z � D�1
S feff

S
(7.24)

approximiert werden. Hierin wird wiederum deutlich, dass die Kontaktkräfte fc
S � DS z im

Gleichgewichtszustand genau den inneren Knotenkräften auf dem Kontaktrand entsprechen.
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Eine statische Kondensation (Anhang B.2) von Gleichung (7.22) liefert schließlich das redu-

zierte System

(7.25)
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das innerhalb der Gleichgewichtsiteration für jeden Iterationsschritt k gelöst werden muss. Die

Größe dieses Gleichungssystems wird durch die FE-Diskretisierung bestimmt und bleibt wäh-
rend der gesamten Berechnung konstant. Als unbekannte Größen treten lediglich die inkremen-
tellen Knotenverschiebungen auf. Die eingeführten diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multi-

plikatoren werden in einem Nachlaufprozess variationell konsistent aus den Knotenverschie-
bungen bzw. den korrespondierenden inneren Knotenkräften bestimmt. Das direkte Einbringen

der zu erfüllenden Kontakt-Randbedingungen hat zur Folge, dass schließlich ein unsymmetri-
sches Gleichungssystem entsteht.6 Dieser Nachteil wird jedoch nach Ansicht des Autors auf-
grund verschiedener entscheidender Vorteile kompensiert.

Die vorgestellte Formulierung garantiert die exakte Erfüllung der geometrischen Randbedin-

gungen in einem schwachen integralen Sinne. Im Gegensatz zur klassischen Lagrange-Multipli-
kator-Methode wird dies jedoch nicht durch zusätzliche globale Unbekannte erreicht. Aufgrund

der dualen Ansatzfunktionen für die Diskretisierung der Lagrange-Multiplikatoren lassen sich
diese lokal eliminieren und treten somit nicht als primäre Variablen auf. Zusätzlich ist darauf hin-
zuweisen, dass die hier vorgestellte Formulierung keinerlei benutzerdefinierte Parameter, wie

beispielsweise einen Penalty-Parameter, benötigt.

7.1.5 Gesamter Lösungsalgorithmus

Der gesamte Lösungsalgorithmus zur numerischen Analyse von reibungsfreien, dynamischen

Kontaktproblemen eines deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis unter Berücksich-
tigung großer Verformungen soll im Folgenden noch einmal kurz zusammengefasst werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird für die Berücksichtigung der Kontakt-Randbedingungen auf die

Grundidee der Mortar-Methode zurückgegriffen, indem die Kontinuitätsbedingungen entlang
des Kontaktrandes in einem integralen Sinne formuliert werden. Dabei weist die hier verwendete

Formulierung eine sehr enge Verwandtschaft zur klassischen Lagrange-Multiplikator-Methode

6. Mittels einer geeigneten Basistransformation ließe sich das resultierende Gleichungssystem nach-
träglich symmetrisieren.
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Aktualisierung der Bewegungsgrößen mit  dn	1 � dk	1
n	1

Schleife über alle nT Zeitschritte �nT � T��t� :

Abb. 7.4: Gesamter Lösungsalgorithmus für ein dynamisches Kontaktproblem eines 
deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis
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auf. Die Besonderheit der dargestellten Formulierung besteht in der Wahl der diskreten Ansatz-

funktionen für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren. Mit Hilfe sogenannter dualer
Formfunktionen, die zusammen mit den Interpolationsfunktionen für die Verschiebungen auf

dem Kontaktrand die Biorthogonalitätsbedingung (5.17) erfüllen, ist es möglich, die mehrdi-
mensionale Ungleichheitsnebenbedingung in einen Satz von skalaren Ungleichungen für jeden
einzelnen FE-Knoten auf dem Kontaktrand zu reduzieren. Dieser Satz von skalaren Ungleichun-

gen wird unter Verwendung einer Aktiven-Mengen-Strategie in skalare Gleichheitsnebenbedin-
gungen umgewandelt, die dann explizit als vorgegebene Randbedingungen dem effektiven

Strukturgleichungssystem hinzugefügt werden. Die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multi-
plikatoren stehen mit den inneren Knotenkräften am Kontaktrand im Gleichgewicht und können
aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Durch eine statische Kondensation entsteht

schließlich ein zu lösendes inkrementelles unsymmetrisches Gleichungssystem, dessen Größe
während der gesamten Rechnung konstant bleibt. In Abbildung 7.4 ist der gesamte Lösungsalgo-

rithmus der hier vorgestellten Kontaktformulierung nochmals zusammengefasst.

7.1.6 Numerische Integration der gewichteten Klaffung

Die Berechnung der gewichteten Klaffung muss in jedem Iterationsschritt durchgeführt werden.
Hierfür muss die Ansatzfunktion �D

i  eines Knotens i mit einer geeigneten Näherung der tatsäch-
lichen Klaffungsfunktion über den Kontaktrand numerisch integriert werden. Für einen zweidi-

mensionalen Fall ist dies unter Verwendung bilinearer Ansatzfunktionen für die FE-Diskretisie-
rung in Abbildung 7.5 dargestellt.

Abb. 7.5: Numerische Integration der gewichteten Klaffung
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In der Abbildung ist erkennbar, dass die wahre Geometrie des Kontaktrandes durch die Diskreti-

sierung mit Finiten Elementen in der Regel nur angenähert werden kann. Dadurch entstehen be-
reits geometrische Diskretisierungsfehler (schraffierter Bereich), die mit zunehmender Feinheit

des FE-Netzes jedoch abnehmen. Für die numerische Integration wird die approximierte Klaf-
fung herangezogen, die sich aus dem Abstand zwischen dem approximierten Kontaktrand �(1)h

c

und dem Rand des starren Hindernisses 	obs ergibt. Um die approximierte Klaffung entlang des

Kontaktrandes zu integrieren, ist es zweckmäßig, ein lokales Koordinatensystem
�li, �re 
 [� 1, 1] einzuführen und die numerische Integration dann mit Hilfe einer Gauß-Inte-

gration im Parameterraum durchzuführen.

Da für die Anwendung der Gauß-Integration lediglich einzelne Funktionswerte der zu integrie-
renden Funktionen benötigt werden, wird die Klaffungsfunktion nicht kontinuierlich approxi-

miert. Der Abstand zwischen dem approximierten Kontaktrand und dem starren Hindernis wird
jeweils an den Integrationspunkten (Gauß-Punkten) ausgewertet. Dabei hängt die Anzahl der be-

nötigten Gauß-Punkte von der Form der zu integrierenden Funktionen ab. Ist das starre Hinder-
nis beispielsweise eine Gerade, ergibt sich für die approximierte Klaffung bei linearen Verschie-
bungsansätzen eine lineare Funktion, die mit den ebenfalls linearen Ansätzen der Lagrange-Mul-

tiplikatoren integriert werden muss. Für die exakte Auswertung dieser Integration würden be-
reits zwei Gauß-Punkte je Elementkante genügen. Kompliziertere Geometrien des starren Hin-

dernisses erfordern entsprechend eine erhöhte Anzahl an Integrationspunkten. Die Integration
der gewichteten Klaffung für den Sonderfall eines kreisförmigen, starren Hindernisses wird in
Cichosz (2006) beschrieben. Ausführliche Darstellungen über die Gauß-Integration sowie die

Angabe der Lage der Stützstellen und der notwendigen Gewichtungsfaktoren, finden sich unter
anderm in Bathe (2002) oder Zienkiewicz et al. (2005).

Für dreidimensionale Probleme erfolgt die numerische Integration für die Bestimmung der ge-
wichteten Klaffung im Prinzip analog. Es ist lediglich darauf zu achten, die diskreten dualen An-
satzfunktionen im Parameterraum derart zu konstruieren, dass sie die Biorthogonalitätsbedin-

gung mit den diskreten Ansätzen für die Knotenverschiebungen im wirklichen Raum erfüllen
(Kap. 6.3.3).
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7.2 Normalkontakt zweier deformierbarer Körper

7.2.1 Schwache, inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung

Nachdem in Kapitel 6.2.4 die inkrementelle effektive Strukturgleichung für das Kontaktproblem

zweier deformierbarer Körper hergeleitet wurde, wird nachfolgend dargestellt, wie die zu erfül-
lenden Kontakt-Randbedingungen in die Formulierung eingebracht werden. Ausgangspunkt ist

wiederum die schwache Form der Inpenetrabilitätsbedingung für reibungsfreien Kontakt (Gl.
(7.1))

�

�
(1)
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��� g d� � 0 . (7.26)

Die diskretisierte, schwache Form ergibt sich mit den bekannten Ansätzen für die Verschiebun-
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definiert sind. Die numerische Auswertung dieses Terms wird in Kapitel 7.2.6 diskutiert. Im

Rahmen eines inkrementell iterativen Verfahrens muss am Ende eine Zeitschrittes die Bedin-
gung

g~n	1 � g~�dS
n	1, dM

n	1
�
� 0 (7.29)

erfüllt sein, so dass eine Linearisierung von (7.29) notwendig ist. Dies führt schließlich auf die
inkrementelle Bedingung

�g~��dS�k
n	1

, �dM�k
n	1
�

�dS
n	1

�dS
	

�g~��dS�k
n	1

, �dM�k
n	1
�

�dM
n	1

�dM
� � g~k

n	1 . (7.30)

Hierfür müssen die beiden partiellen Ableitungen nach den unbekannten Knotenverschiebungen
auf dem Slave- bzw. Master-Rand gebildet werden. Diese berechnen sich mit
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� MM

Die Auswertung der Integralterme führt auf die bekannten Kopplungsmatrizen DS und MM.

Wird die Matrix der gewichteten Normalen �
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definiert, folgt die inkrementelle Inpenetrabilitätsbedingung in kompakter Vektor-Matrix-

Schreibweise:

�
~
��dS

� D�1
S MM �dM

�
 g~k

n	1 . (7.34)

Darin beschreibt der Ausdruck in Klammern die inkrementelle, relative Verschiebung der beiden

Kontaktränder zueinander. Diese Relativverschiebung wird nachfolgend inkrementeller Sprung

genannt und durch

[�d] � �dS
� D�1

S MM �dM
� �dS

� M
^
�dM (7.35)

gekennzeichnet. Hierfür wurde mit M
^
� D�1

S MM eine weitere häufig gebrauchte Abkürzung

definiert. Aufgrund der Diagonalstruktur der Matrix �
~
 kann die mehrdimensionale inkremen-

telle Inpenetrabilitätsbedingung (7.34) wiederum in einen Satz von skalaren Ungleichheitsbe-

dingungen für den inkrementellen Sprung eines Knotens auf dem Slave-Rand entkoppelt wer-
den. Dazu wird mit

[�d
~
�]i :� ��k

n	1
�

T

i
DS[i, i] [�d ]i , (7.36)(keine Summe über i)

die gewichtete inkrementelle Relativverschiebung eines Knotens i auf dem Slave-Rand in Rich-
tung seiner Normalen definiert. Zusammen mit der Aufspaltung der diskreten Werte der Lagran-

ge-Multiplikatoren in einen normalen und einen tangentialen Anteil (Gl. (7.12)) ergeben sich die
Kontakt-Randbedingungen für jeden einzelnen Slave-Knoten:
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[�d
~
�]i (7.37)
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n	1
��

i
� 0 ,

�z��i (7.38)� 0 .

Die Anforderungen in (7.37) stellen wiederum die inkrementellen diskreten Karush-Kuhn-Tuk-

ker Bedingungen und Gleichung (7.38) die Gleitbedingung für reibungsfreien Kontakt dar. For-
mal ähneln diese diskreten Bedingungen sehr stark denen des Ein-Körper-Kontakt-Falls (Gl.

(7.13) und (7.14)). Der einzige Unterschied besteht darin, dass die geometrische Inpenetrabili-
tätsbedingung nicht direkt für die inkrementellen Verschiebungen eines Slave-Knotens ausge-
drückt werden können, sondern nun für den inkrementellen Sprung formuliert werden müssen.

7.2.2 Lokale Basistransformation

Da die einzuhaltenden Kontakt-Randbedingungen in Abhängigkeit des inkrementellen Sprungs
��d � formuliert sind, ist es sinnvoll, das inkrementelle effektive Strukturgleichungssystem

(6.30) so umzuformen, dass der inkrementelle Sprung als primäre Unbekannte vorkommt. Dazu
wird eine lokale Basistransformation durchgeführt (Wohlmuth und Krause (2003)), die auf ein
algebraisches Gleichungssystem führt, das die gleiche Struktur hat, wie das für den Fall eines

Ein-Körper-Kontaktes. Wird mit K
^ eff

T
 die transformierte effektive tangentiale Steifigkeitsmatrix

von Keff
T

 eingeführt, ergibt sich die modifizierte Form des Gleichungssystems (6.30) zu

(7.39)
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gegeben ist. Im Anhang B.3 findet sich eine anschauliche Darstellung der notwendigen Umfor-
mungsprozesse.

Werden im Gleichungssystem (7.39) die Teilbereiche N und M zusammengefasst, zeigt sich,

dass dieses modifizierte Gleichungssystem genau die gleiche algebraische Struktur aufweist,
wie das des Ein-Körper-Kontakt-Problems (Gl. (6.18)).
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7.2.3 Aktive-Mengen-Strategie

Da die algebraische Struktur des zu lösenden Gleichungssystems formal derjenigen des Ein-

Körper-Kontakt-Problems entspricht, wird zur Berücksichtigung der Randbedingungen wie-
derum eine Aktive-Mengen-Strategie angewendet. Dazu werden die Slave-Knoten wieder in
eine Teilmenge A aller aktiven und eine Teilmenge I aller inaktiven Knoten aufgeteilt. Der ein-

zige Unterschied im Vergleich zum Kontaktproblem eines deformierbaren Körpers ist, dass die
Verschiebungsrandbedingung nun für den inkrementellen Sprung formuliert wird. Ebenso ist im

Kontaktfall zweier deformierbarer Körper die Bedingung, ob ein Knoten aktiv oder inaktiv ge-
setzt werden muss, direkt abhängig von der inkrementellen relativen Verschiebung zwischen ei-
nem Slave-Knoten und dem entsprechenden Master-Rand. Der vollständige Algorithmus der

Aktiven-Mengen-Strategie für den Fall eines Zwei-Körper-Kontaktes ist in Abbildung 7.6 dar-
gestellt.

Abb. 7.6: Algorithmus der Aktiven-Mengen-Strategie für den Zwei-Körper-Kontakt

Setzen von Al	1 und Il	1 zu:

(1) Lösung des transformierten effektiven Strukturgleichungssystems (7.39) für die
inkrementellen Knotenverschiebungen bzw. den inkrementellen Sprung unter
Berücksichtigung folgender Randbedingungen:
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Wenn Al	1 � Al
� und Il	1 � Il

�,  mit nächstem Zeitschritt fortfahren,(3)
ansonsten Setzen von l :� l 	 1 und Neubeginn bei (1).

S � Al � Il und Al � Il � � und Setzen von l � 1.
(0) Initialisieren von Al und Il, so dass gilt:

7.2.4 Modifikation der effektiven, inkrementellen Strukturgleichung

Die Einarbeitung der Kontakt-Randbedingungen und die anschließende Modifikation der effek-
tiven, inkrementellen Strukturgleichung erfolgen ebenfalls analog dem Vorgehen, das bereits für
den Sonderfall des Ein-Körper-Kontaktes vorgestellt wurde. Deshalb werden die hierfür not-

wendigen Definitionen einzelner Matrizen nicht noch einmal wiederholt, sondern lediglich die
davon abweichenden Gleichungen angegeben.
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Mit der Aufteilung der Diagonalmatrix in einen aktiven und einen inaktiven Anteil (Gl. (7.18)),

der Definition der Matrix �
~

Al
 aller gewichteter Normalenvektoren (Gl. (7.19)) und der Matrix

TAl
 aller Tangentenvektoren der aktiven Slave-Knoten können die diskreten Randbedingungen

für den Kontaktfall zweier deformierbarer Körper ((7.37) und (7.38)) in das modifizierte inkre-
mentelle effektive Strukturgleichungssystem (Gl. (7.39)) eingearbeitet werden. Daraus ergibt
sich

(7.41)
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wobei die transformierten Einträge der effektiven tangentiellen Steifigkeiten K
^
 mit Gleichung

(7.40) gegeben sind. Die Definitionen aller weiterer Matrizen sind in Kapitel 7.1.4 angegeben.

Die einzelnen Teilgleichungen in (7.41) unterscheiden sich in ihrer Bedeutung ebenfalls nur sehr
geringfügig gegenüber dem Ein-Körper-Kontakt-Problem (Gl. (7.22)). Der Unterschied besteht
lediglich darin, dass zusätzlich der Teilbereich M aller Knoten auf dem Master-Rand berücksich-

tigt werden muss. Außerdem wird das System aufgrund der durchgeführten Basistransformation
nun für den inkrementellen Sprung [�d] der Verschiebungen gelöst. Mit der fünften Zeile wird
somit explizit die Einhaltung der geometrischen Inpenetrabilitätsbedingung gefordert. Die ge-

wichtete inkrementelle Relativverschiebung eines aktiven Slave-Knotens in Richtung seiner
Normalen muss genau so groß sein, dass die gewichtete Klaffung am Ende des Zeitschrittes ver-

schwindet und die Lücke zwischen den beiden Körpern im integralen Sinne geschlossen wird.
Somit strebt die gewichtete Klaffung während der Gleichgewichtsiteration ebenfalls wieder ge-
gen Null (g~Al

� 0). Die Einhaltung der Gleitbedingung, sowie der Bedingung, dass die diskre-

ten Werte der Lagrange-Multiplikatoren eines inaktiven Slave-Knotens Null sein müssen, wird
genau analog zum Ein-Körper-Kontakt-Fall eingebracht.

Aufgrund der Verwendung diskreter dualer Ansatzfunktionen für die Interpolation der La-

grange-Multiplikatoren ist es analog zu (7.23) möglich, deren diskreten Knotenwerte unter Ver-
wendung des inkrementellen effektiven Strukturgleichungssystems (Gl. (6.30)) zu eliminieren:

z � D�1
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S
�
�Keff

T
�

SN
�dN

�
�Keff
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�Keff

T
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SS
�dS
� . (7.42)
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Da im Laufe der Gleichgewichtsiteration die inkrementellen Verschiebungen �d sukzessive

kleiner werden und schließlich gegen Null streben (�d � 0), können die diskreten Werte der
Lagrange-Multiplikatoren wiederum durch

z � D�1
S feff

S
(7.43)

approximiert werden.

Mit einer statischen Kondensation von Gleichung (7.41) entsteht schließlich das reduzierte Sys-

tem

(7.44)
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das innerhalb der Gleichgewichtsiteration für jeden Iterationsschritt k gelöst werden muss. Die

hierfür notwendigen Umformungen entsprechen formal denjenigen des Ein-Körper-Kontaktes
(Anhang B.2) und werden deshalb nicht noch einmal wiederholt.

Es ist erneut darauf hinzuweisen, dass sich die Größe des Gleichungssystems (7.44) während der
Berechnung nicht verändert. Die einzigen Unbekannten sind wiederum die Verschiebungen bzw.

die Relativverschiebungen, welche durch die FE-Diskretisierung bestimmt werden. In einem
Nachlaufprozess können die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren variationell
konsistent aus den Knotenverschiebungen berechnet werden. Im Gegensatz zum Kontaktpro-

blem eines deformierbaren Körpers mit einem starren Hindernis entsteht durch die Matrix MM

ein zusätzlicher Kopplungsterm. Dieser bewirkt, dass Steifigkeitsbeziehungen zwischen Frei-

heitsgraden auf dem Slave- und auf dem Master-Rand entstehen, was Einfluss auf die Maske des
Lösers hat. In der Regel werden einem Lösungsalgorithmus lediglich die Einträge der System-
matrix übergeben, die nicht Null sind. Dafür wird zu Beginn der Rechnung die Konnektivität

zwischen den einzelnen Freiheitsgraden bestimmt und hierfür die entsprechende Maske des ge-
wählten Speicherformates erstellt. Da die Freiheitsgrade auf dem Slave- bzw. Master-Rand zwei

unterschiedlichen Körpern angehören, besteht zunächst keine Verbindung zwischen diesen Un-
bekannten. Hingegen bewirken die während des Kontaktes entstehenden Kontaktkräfte der kon-
taktierenden Körper eine Kopplung der entsprechenden Freiheitsgrade. Es entstehen Einträge

an bestimmten Stellen der Systemmatrix, für die zunächst keine Einträge vorgesehen waren, so
dass die Maske für das gewählte Speicherformat während der Berechnung verändert werden
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muss. Dies ist ein erheblicher Eingriff, was den Lösungsprozess deutlich verlangsamt. Das Ent-

stehen zusätzlicher Einträge in der Systemmatrix stellt keine Besonderheit der hier vorgestellten
Kontaktformulierung dar, sondern tritt generell bei der Analyse von Kontaktproblemen zweier

deformierbarer Körper mittels der FEM auf.

Ebenso wie die vorgestellte Formulierung für den Fall eines Ein-Körper-Kontaktes garantiert
der Ansatz für den Kontaktfall zweier deformierbarer Körper die exakte Erfüllung der geometri-
schen Randbedingungen in einem schwachen integralen Sinne. Durch die Verwendung diskreter

dualer Ansatzfunktionen zur Approximation der Lagrange-Multiplikatoren in Verbindung mit
einer Aktiven-Mengen-Strategie wird dies bemerkenswerterweise ohne zusätzliche globale Un-

bekannte und ohne Einführung eines benutzerdefinierten Parameters (z.B. Penalty-Parameter)
erreicht.

7.2.5 Gesamter Lösungsalgorithmus

Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Formulierung zur numerischen Kontaktanalyse

zweier deformierbarer Körper lässt sich wie folgt zusammenfassen: Aufbauend auf der Grund-
idee der Mortar-Methode werden die Randbedingungen entlang des Kontaktrandes in einem
schwachen integralen Sinne erfüllt. Dazu werden auf der Slave-Seite sogenannte Lagrange-Mul-

tiplikatoren eingeführt, die physikalisch den Kontaktspannungen innerhalb der Kontaktfuge ent-
sprechen. Für die Diskretisierung dieser Lagrange-Multiplikatoren werden duale Ansatzfunk-

tionen verwendet, die die Biorthogonalitätsbedingung (Gl. (5.17)) mit den Interpolationsfunk-
tionen für die Verschiebungen auf dem Slave-Rand erfüllen. Dadurch wird es möglich, die mehr-
dimensionale geometrische Ungleichheitsnebenbedingung in einen Satz von skalaren Unglei-

chungen für jeden einzelnen FE-Knoten auf dem Slave-Rand zu reduzieren. Jede dieser skalaren
Ungleichungen stellt eine Bedingung für die inkrementelle relative Verschiebung zwischen ei-

nem Slave-Knoten und dem gegenüberliegenden Master-Rand in Richtung der Normalen des
Slave-Knotens dar. Um die geometrischen Randbedingungen in analoger Weise einbringen zu
können, wie bei der bereits vorgestellten Formulierung für den Fall eines Ein-Körper-Kontaktes,

wird das ursprüngliche inkrementelle effektive Strukturgleichungssystem mittels einer Basis-
transformation so modifiziert, dass der inkrementelle Sprung direkt als primäre Unbekannte auf-

tritt. Unter Verwendung einer Aktiven-Mengen-Strategie lassen sich die geometrischen Randbe-
dingungen ohne weitere Modifikationen unverzüglich in das transformierte effektive Struktur-
gleichungssystem einarbeiten. Mittels einer statischen Kondensation können die diskreten Kno-

tenwerte der Lagrange-Multiplikatoren aus dem Gleichungssystem eliminiert werden, so dass
schließlich ein unsymmetrisches inkrementelles Gleichungssystem entsteht, dessen Größe wäh-

rend des gesamten Lösungsprozesses konstant bleibt. Nachdem für die unbekannten inkremen-
tellen Verschiebungen bzw. den inkrementellen Sprüngen iterativ gelöst wurde, können die dis-
kreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren in einer Nachlaufrechnung bestimmt werden.

In Abbildung 7.7 ist der gesamte Lösungsalgorithmus der hier vorgestellten Kontaktformulie-
rung nochmals zusammengefasst.
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Aktualisierung der Bewegungsgrößen mit  dn	1 � dk	1
n	1

Schleife über alle nT Zeitschritte �nT � T��t� :

Abb. 7.7: Gesamter Lösungsalgorithmus für ein dynamisches Kontaktproblem zweier 
deformierbarer Körper
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fêff,mod

�

�dk
�
	 �dk	1

n	1�

dn 	 �dk	1
�

�

Initialisierung:  Setzen von n � 0 und der Anfangsbedingungen  d0; d
.

0 � d
..

0

Gl. (4.2)

Initialisieren von Al und Il, so dass gilt: S�Al � Il und Al � Il�� und Setzen von l�1

Schleife über die Aktive-Menge

Setzen von: l � l 	 1 bis   Al	1 � Al
�und Il	1 � Il

�

z

Al	1 :� �i 
 S : �z� �
l

i 	
� [�d

~
�] – g~k

n	1
�

l

i
� 0�

Il	1 :� �i 
 S : �z� �
l

i 	
� [�d

~
�] – g~k

n	1
�

l

i
 0�

d
.

n	1  und  d
..

n	1

� D�1
S feff

S

Aktualisierung der Aktiven-Menge

Modifizieren der transformierten, effektiven Strukturgleichung

K
^ eff,mod

T
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7.2.6 Numerische Integration der gewichteten Klaffung

Die Berechnung der gewichteten Klaffung erfolgt ähnlich der in Kapitel 6.4.2 beschriebenen

Prozedur zur Bestimmung der Einträge mij der Kopplungsmatrix MM. Um den Abstand der je-
weiligen diskretisierten Kontaktränder mit den Ansatzfunktionen für die Interpolation der La-

grange-Multiplikatoren numerisch integrieren zu können, wird das Integrationsgebiet in ein-
zelne Segmente unterteilt (Kap. 6.4.2).

Abb. 7.8: Typisches Segment mit Klaffung ga und gb
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In Abbildung 7.8 ist mit ga und gb der Abstand der beiden diskretisierten Kontaktlinien an den
Segmentgrenzen eingezeichnet. Im hier dargestellten Fall sind beide Klaffungen positiv, da sich

die beiden Kontaktlinien nicht durchdringen. Analytisch ergeben sich die vorzeichenbehafteten
Klaffungen an den Segmentgrenzen durch

ga � x(2)
a � x(1)

a (7.45)gb � x(2)
b

� x(1)
b

.und

Der lineare Verlauf der Klaffung innerhalb eines Segmentes  lässt sich dann in Abhängigkeit der
lokalen Segmentkoordinate � mit

gseg(�) � 1
2

(1 � �) ga 	
1
2

(1 	 �) gb (7.46)

darstellen. Damit ergibt sich der Anteil eines Segmentes an der gewichteten Klaffung zu
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Dieses Integral wird unter Verwendung der Gauß-Quadratur

g~seg
i

��

ngp

r�1

wr�
D
i
��

(1)(�r)� gseg(�r) Jseg (7.48)
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numerisch ausgewertet, wobei Jseg die in Gleichung (6.48) angegebene, konstante Jacobi-Deter-

minante innerhalb eines Segmentes ist. Die gesamte, gewichtete Klaffung eines Slave-Knotens
i 
 S berechnet sich schließlich durch Aufsummieren der einzelnen Segmentanteile mit

g~ i ��

seg

g~seg
i

. (7.49)

7.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde zunächst ausführlich der Sonderfall eines Kontaktes zwischen einem
deformierbaren Körper und einem starren Hindernis diskutiert. Hierfür wurde ein Verfahren zur
Einarbeitung der einzuhaltenden Kontakt-Randbedingungen in das in Kapitel 6.1.4 hergeleitete

effektive, inkrementelle Strukturgleichungssystem erläutert. Aufbauend auf der Grundidee der
Mortar-Methode wurde die Kompatibilitätsbedingung entlang des Kontaktrandes in einer

schwachen integralen Bedingung formuliert. Im Gegensatz zu vielen anderen mortar-basierten
Kontaktformulierungen werden die kontinuierlichen Lagrange-Multiplikatoren mit Hilfe dis-
kreter dualer Ansatzfunktionen approximiert. Dadurch wird es möglich, die mehrdimensionale

Ungleichheitsnebenbedingung zu entkoppeln und in einen Satz von skalaren Nebenbedingungen
umzuformen. Diese werden mit einer Aktiven-Mengen-Strategie in Gleichheitsnebenbedingun-
gen umgeformt und dem inkrementellen effektiven Strukturgleichungssystem hinzugefügt. Eine

statische Kondensation dieses Gleichungssystems liefert schließlich ein algebraisches Glei-
chungssystem, das lediglich für die unbekannten Verschiebungsfreiheitsgrade gelöst werden

muss.

Anschließend wurden diese Ansätze auf den allgemeinen Kontaktfall zweier deformierbarer

Körper übertragen. Eine geeignete Basistransformation erlaubt es, diesen allgemeinen Fall for-
mal identisch wie den zuvor diskutierten Spezialfall eines Ein-Körper-Kontaktes zu behandeln.
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88(8 Energieerhaltungsstrategie für dynamischen Kontakt

8.1 Allgemeines

Die numerische Analyse von dynamischen Kontaktproblemen erfordert die sorgfältige Formu-

lierung der Kontakt-Randbedingungen, um die komplexen Wechselwirkungen zwischen Zu-
standsgrößen und konstitutiven Variablen zu beschreiben. In den vorausgegangenen Kapiteln

wurden Diskretisierungsverfahren für die räumliche und zeitliche Approximation elastodyna-
mischer Kontaktprobleme vorgestellt. Wie jedoch aus der Literatur (Taylor und Papadopoulos
(1993), Laursen (2002), Hauret und Le Tallec (2006)) bekannt ist, kann die unmodifizierte Kom-

bination der vorgestellten räumlichen und zeitlichen Diskretisierungsstrategien zu numerischen
Problemen führen. Diese können sich durch oszillierende Kontakt-/Nicht-Kontakt-Zustände

einzelner FE-Knoten auf dem Kontaktrand äußern und bis zum Verlust der numerischen Stabili-
tät führen (Laursen (2002)). Mit Hilfe von numerischer Dämpfung lassen sich zwar die unphysi-
kalischen Oszillationen unterdrücken und das Verfahren stabilisieren, zugleich wird dadurch je-

doch numerische Genauigkeit eingebüßt.

Eine andere Möglichkeit das numerische Verfahren zu stabilisieren, ohne die Genauigkeit zu be-
einflussen, basiert auf dem „Energy-Momentum“-Konzept: In einem räumlich diskretisierten

FE-Modell wird der zeitliche Verlauf der Systemenergie gezwungen, sich entsprechend den ther-
modynamischen Prinzipien zu entwickeln. Für einen reibungslosen dynamischen Kontakt elasti-
scher Körper ohne äußere Belastung bedeutet dies, dass die numerische Approximation die

exakte Erhaltung der totalen Energie gewährleisten muss.

Aufbauend auf dieser Grundidee haben sowohl Laursen und Chawla (1997) als auch Armero und
Petöcz (1998) energieerhaltende Verfahren für reibungsfreie dynamische Kontaktprobleme vor-

gestellt. Diese Methoden zeigen jedoch, wie schwierig es ist, die Erfüllung der lokalen Kontakt-
Randbedingungen und die exakte Energieerhaltung gleichzeitig zu gewährleisten. Um die

exakte Erhaltung der totalen Energie zu garantieren, werden in beiden Strategien die einzuhal-
tenden Kontakt-Randbedingungen modifiziert, was schließlich zu einer Verletzung der geome-
trischen Inpenetrabilitätsbedingung führt.

Dagegen gewährleistet die von Laursen und Love (2002) vorgeschlagene „Velocity-Up-
date“-Methode die exakte Energieerhaltung bei gleichzeitiger Erfüllung der geometrischen
Nichtdurchdringungsbedingung. Sie wird für die hier vorgestellte Kontaktformulierung ange-

passt und im Sinne der in Kapitel 4 beschriebenen „Generalized-Energy-Momentum-Method“
(GEMM) verallgemeinert.
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8.2 „Velocity-Update“-Methode

8.2.1 Grundidee

Die Grundidee dieses Verfahrens basiert auf physikalischen Beobachtungen: Beim eindimensio-
nalen Zusammenstoß zweier elastischer Stäbe (Abb. 8.1a)) nimmt die Geschwindigkeit eines

Stabendes zum Zeitpunkt des Kontaktes sprunghaft ab (Abb. 8.1b)). Die Annahme eines zeitlich
kontinuierlichen Geschwindigkeitsverlaufs ist somit für viele dynamische Kontaktprobleme

nicht zutreffend. Da die gebräuchlichen Zeitdiskretisierungsverfahren jedoch von einem zeit-
kontinuierlichen Geschwindigkeitsfeld ausgehen, können die wahren sprunghaften Verläufe
nicht abgebildet werden. Um diese dennoch in einem numerischen Verfahren berücksichtigen

zu können, wurden bereits von Hughes et al. (1976) entsprechende Korrekturterme für die Ge-
schwindigkeiten, die Kontaktkräfte und die Beschleunigungen an den Kontaktknoten vorge-

schlagen.

Abb. 8.1: Zusammenprall zweier elastischer, dünner Stäbe (nach Laursen und Love (2002))
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Laursen und Love (2002) greifen diese Idee auf und führen einen diskreten Korrekturterm für
die Aktualisierung der Geschwindigkeiten am Ende eines jeden Zeitschrittes ein. Die Größe die-
ses Korrekturterms wird derart bestimmt, dass die exakte Erhaltung der totalen Energie inner-

halb eines diskreten Zeitschrittes erfüllt ist. Da die Korrekturen jeweils am Ende eines Zeitschrit-
tes im Sinne eines Nachlaufprozesses durchgeführt werden, hat diese Methode keinerlei Einfluss

auf die zugrunde liegende Kontaktformulierung. Der in Laursen und Love (2002) beschriebene
Algorithmus basiert auf der impliziten „Energy-Momentum-Method“ von Simo und Tarnow
(1992). Dieser wird nachfolgend für die Kombination mit der in Kapitel 4 beschriebenen GEMM

verallgemeinert.

8.2.2 Diskrete Kontakt-Geschwindigkeit

Aufgrund der physikalischen Beobachtungen wird ein diskreter Vektor d
.
c der knotenweisen

Kontakt-Geschwindigkeiten eingeführt und in die Bewegungsgleichung eingesetzt. Dazu wird
die vollständig diskretisierte dynamische Gleichgewichtsbedingung in Abhängigkeit der unbe-

kannten Verschiebungen zum Zeitpunkt tn�1 ausgedrückt. Diese ergibt sich ohne Berücksichti-
gung von Dämpfungstermen und äußerer Lasten zu
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(8.1)

Die Aktualisierung der Knoten-Geschwindigkeiten d
.
 am Ende eines Zeitschrittes erfolgt über

die in Kapitel 4 vorgestellten Newmark Approximationen:

d
.
s
n�1 �

�

� �t
�dn�1 � dn� � �

�

�

� 1� d
.

n ��
�

2�
� 1� �t d

..

n . (8.2)

Darin kennzeichnet der Kopfzeiger (·)s, dass es sich hierbei um eine Approximation handelt, die

auf der Annahme eines zeitlich kontinuierlichen („smooth“) Geschwindigkeitsverlaufs basiert.
Zur Abbildung eines möglichen Sprungs der Geschwindigkeiten wird dem Vektor d

.
s
n�1 der

„glatten“ Knoten-Geschwindigkeiten ein diskreter Geschwindigkeitsterm d
.
c hinzuaddiert. Die

Aktualisierung der Knoten-Geschwindigkeiten am Ende eines Zeitschrittes ist dann mit

d
.

n�1 � d
.
s
n�1 � d

.
c (8.3)

gegeben. Da der Korrekturterm d
.
c als diskrete Modifikation der Knoten-Geschwindigkeiten am

Ende eines jeden Zeitschrittes eingeführt wird sind keine Veränderungen der zugrunde liegenden

Kontaktformulierung notwendig. Die geometrischen Kontakt-Randbedingungen werden wei-
terhin im integralen Sinne exakt erfüllt.

8.2.3 Energieerhaltungsbedingungen

Zur Herleitung des jeweils notwendigen, diskreten Korrekturterms wird die in Simo und Tarnow

(1992) vorgestellte Methodik angewandt: Die algorithmische totale Energie des vollständig dis-
kretisierten Systems darf sich während eines Zeitschrittes nicht verändern. Um dies zu gewähr-
leisten wird der Ausdruck für die algorithmische inkrementelle totale Energie �Etot des Systems

bestimmt, indem die bereits diskretisierte Bewegungsgleichung (8.1) mit einem diskreten Ver-
schiebungsinkrement �d multipliziert wird. Das diskrete Verschiebungsinkrement berechnet

sich unter Berücksichtigung des Korrekturterms (8.3) und Gleichung (8.2) zu

�d �
�dn�1 � dn� � �ds

�

��t
�

d
.
c (8.4)

mit

�ds
�

��t
�
�d

.

n�1 ��
�

�

� 1� d
.

n ��
�

2�
� 1��t d

..

n� . (8.5)

Zusätzlich wird der Einfluss des Korrekturterms auf die diskrete Bewegungsgleichung durch
Einsetzen des Verschiebungsinkrementes aus Gleichung (8.4) in Gleichung (8.1) berücksichtigt.

Damit ist die Bedingungsgleichung für die algorithmische Erhaltung der totalen Energie inner-
halb eines Zeitschrittes mit
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�M �d
..

n�1��m
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1 � �m

��t
d
.
c
�� fint

�dn�1��f
�
� fc

n�1��f
�

T

�d � 0 (8.6)
!

gegeben. Der Ausdruck in Gleichung (8.6) stellt die inkrementelle totale Energie �Etot dar, die

innerhalb eine Zeitschrittes �t entsteht; folglich muss bei Energieerhalt �Etot
� 0 gelten. Mit

der Annahme, dass für die Bestimmung der algorithmischen internen Kräfte fint ein energieer-
haltendes (EMM) bzw. kontrolliert dissipatives Verfahren (GEMM) angewendet wird (Kap.

4.3), lässt sich die inkrementelle totale Energie für ein elastodynamisches Problem ohne Kontakt
folgendermaßen ausdrücken:

�Etot
1 � d

..
T
n�1��m

M �ds
� fint

�dn�1��f
�

T
�d . (8.7)

Wie in Kapitel 4.3 gezeigt, ist die GEMM im allgemeinen Fall ein numerisch dissipatives Verfah-
ren (�Etot

1 	 0), für das nur der Sonderfall von �



� 1.0 die exakte Erhaltung der totalen
Energie (�Etot

1 � 0) garantiert. Die Bedingungen für die Kontakt-Geschwindigkeiten d
.
c wer-

den deshalb so formuliert, dass die zusätzliche Energieänderung infolge von Kontakt verschwin-
det: �Etot

c � 0. Die Energieänderung ergibt sich aus der Auswertung der restlichen Terme aus

(8.6) zu

�Etot
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Nach einigen Umformungen folgt schließlich eine quadratische Bestimmungsgleichung für die
gesuchten Kontakt-Geschwindigkeiten d

.
c in Abhängigkeit von bekannten Größen:

�R1�d � R2 d
.

n � R3 d
..

n � R4 d
.
c
�

T
M d

.
c
� �fc

n�1��f
�

T

�d � 0 , (8.9)

mit den Konstanten

R1 �
2 (�m � 1)

��t
; R2 �

1 � �m
�

; R3 �
�t
2�

�1 � 2�� �m� ; R4 �
� (�m � 1)

�
2 . (8.10)

8.2.4 Bestimmung des Korrekturterms

Zur Auflösung der Bedingungsgleichung (8.9) nach d
.
c wird zunächst der Vektor z� � �

nS
c aller

diskreten Werte der Lagrange-Multiplikatoren in Normalenrichtung auf dem Kontaktrand defi-
niert. Da reibungsfreier Kontakt vorausgesetzt wird, lässt sich der Vektor fc

n�1��f
� �

3nd der

Kontaktkräfte (Gl. (6.11)) mit

fc
n�1��f

� Bc Nn�1��f
z� (8.11)

angeben, wobei in der Matrix Nn�1��f
� �

3nS
c�nS

c die jeweiligen Normalenvektoren �i aller
Knoten auf dem Slave-Rand zum Zeitpunkt tn�1��f

 zusammengefasst sind:
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Nn � (8.12)

�n,1






�n,nc

.

Aufgrund der eingeführten Kontakt-Geschwindigkeiten d
.

c entsteht ein Impuls auf dem Kontakt-
rand. Unter der Annahme, dass die jeweiligen Impulse auf einen Kontaktknoten in Richtung ei-
ner Oberflächennormalen wirken, werden diese in ähnlicher Form wie die Kontaktkräfte analog

zu (8.11) ausgedrückt:

M d
.
c
� Bc Nn���

p� . (8.13)

Darin ist p� � �
nS

c der Vektor der diskreten Knotenimpulse in jeweiliger Normalenrichtung.

Der Parameter �� � [0, 1] gibt zunächst eine allgemeine Beschreibung dieses Impulses zu ei-
nem noch nicht festgelegten Zwischenzustand. Laursen und Love (2002) haben gezeigt, dass die
Wahl von �� � 1 die Drehimpulserhaltung für ein Mehrkörper-Kontaktproblem garantiert.

Deshalb wird dieser Wert nachfolgend angesetzt. Mit Hilfe des Ansatzes aus Gleichung (8.13)
können die diskreten Kontakt-Geschwindigkeiten mit

d
.
c
� M�1 Bc Nn�1 p� (8.14)

ausgedrückt werden. Einsetzen der Gleichungen (8.11), (8.13) und (8.14) in (8.9) liefert eine
mehrdimensionale quadratische Bedingungsgleichung für die unbekannten Knotenimpulse p�

auf dem Kontaktrand:

pT
� A p� � b p� � c z� � 0 , (8.15)

mit

A

(8.16)
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T
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c :� �dT Bc Nn�1��f
.

Die quadratische Bedingungsgleichung (8.15) ist offensichtlich nicht eindeutig lösbar. Eine ein-
deutige Lösung kann jedoch gefunden werden, indem Gleichung (8.15) lokal für jeden indivi-

duellen Kontaktknoten erfüllt wird. Die entsprechende Bedingung lautet dann:7

�

nS
c

j�1

�Aij
�p�

�

i
�p�

�

j
�
� bi

�p�
�

i � ci
�z��i � 0 , (8.17)� i � �

(1)h
c .

7. Die Gleichungen (8.17)–(8.22) beziehen sich jeweils auf einen einzigen Slave-Knoten, weshalb
die Einsteinsche Summenkonvention in diesen Gleichungen nicht gilt.
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Nach Umformung dieser Bedingung entsteht eine einfache quadratische Form

Aii
�p�

�

2
i ��

�

�

�

nS
c

j�1, j�i

Aij
�p�

�

j � bi
�

�

�

�p�
�

i�ci
�z��i�Aii

�p�
�

2
i �Bi

�p�
�
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Bi

die zwei reale Lösungen besitzt, vorausgesetzt die Diskriminante

�Bi
�
2
� 4 Aii ci

�z��i � 0 (8.19)
!

ist positiv. Da Bi von den Knotenimpulsen �p�
�

i abhängt, kann �Bi
�
2 den minimalen Wert von

Null annehmen. Die Hauptdiagonaleinträge Aii berechnen sich aus quadrierten Termen, einem

positiven Eintrag der invertierten Massenmatrix und der Konstante R4. Da R4 immer negativ ist
(Gl. (8.16)1), sind auch die Hauptdiagonaleinträge Aii stets kleiner Null. Die Existenz von realen
Lösungen hängt also von dem Vorzeichen des Produktes ci

�z��i ab. Werden die Definitionen der

Gleichungen (7.10) und (7.36) in Gleichung (8.16)3 eingesetzt, ergibt sich ci mit:

ci
�

(8.20)
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falls Ein-Körper-Kontakt

falls Zwei-Körper-Kontakt

Darin sind [�d
~
�]i bzw. ��d

~S
�
�

i
 die gewichteten (Relativ-)Verschiebungen eines Slave-Knotens

i � �c in Richtung seiner Normalen �i innerhalb eines Zeitschrittes �t. Zur Untersuchung des

Wertebereichs von ci
�z��i sind vier mögliche Zustände zu betrachten:

• Knoten i befindet sich während des gesamten Zeitschrittes �t nicht in Kontakt:
�z��i � 0 � ci

�z��i � 0

• Knoten i kommt innerhalb des Zeitschrittes �t in Kontakt:
��d

~S
�
�

i
� 0 bzw. [�d

~
�]i � 0 und �z��i � 0 � ci

�z��i � 0

• Knoten i verliert innerhalb des Zeitschrittes �t den Kontakt:
��d

~S
�
�

i
	 0 bzw. [�d

~
�]i 	 0 und �z��i � 0 � ci

�z��i � 0

• Knoten i befindet sich während des gesamten Zeitschrittes �t in Kontakt:
��d

~S
�
�

i
� 0 bzw. [�d

~
�]i � 0 und �z��i � 0 � ci

�z��i � 0

Die Diskriminante aus Gleichung (8.19) wird also nie negativ, so dass für jede quadratische Glei-
chung zwei denkbare, reelle Lösungen resultieren. Insgesamt ergeben sich daraus 2nc unter-

schiedliche Möglichkeiten für den Lösungsvektor p� , so dass eine sinnvolle Auswahl der jewei-
ligen Ergebnisse getroffen werden muss. Hierzu wird ein Zeitschritt betrachtet, indem ein
bestimmter Slave-Knoten in Kontakt gerät. Die zugehörige Kontaktkraft und damit auch der po-

sitive Dissipationsterm ci
�z��i sollen sehr klein sein. Damit lassen sich die beiden Lösungen der

lokalen quadratischen Gleichung (8.18) bestimmen:
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Da die Berechnung eines korrigierenden Impulses �p�
�

i nur im Falle eines positiven Dissipati-
onsterms ci

�z��i notwendig ist, muss gelten:

�p�
�

i � 0 falls ci
�z��i � 0 �

�

^
	 � 0 � . (8.22)

Dies ist nur erfüllt, wenn die erste Lösung aus Gleichung (8.21) gewählt wird. Da Aii
	 0 ist,

wird diese Lösung von �p�
�

i stets das umgekehrte Vorzeichen wie Bi haben, wohingegen die
zweite Lösung immer dasselbe Vorzeichen wie Bi haben wird. Eine eindeutige Lösung für das
Problem aus Gleichung (8.18) kann somit durch die Einhaltung der Bedingung

sign��p�
�

i
�
� � sign�Bi

� (8.23)

garantiert werden.

Ist der Vektor der Knotenimpulse p� bestimmt, werden mit Hilfe von Gleichung (8.14) die dis-
kreten Kontakt-Geschwindigkeiten d

.
c berechnet und dem Vektor d

.
s
n�1 der „glatten“ Knoten-

Geschwindigkeiten hinzuaddiert.

Anmerkung: Der Dissipationsterm ci
�z��i ist nur dann ungleich Null, wenn der Slave-Knoten

i innerhalb des betrachteten Zeitintervalls �t in Kontakt kommt. Deshalb müssen
nur in diesen „kritischen“ Zeitschritten entsprechende Knotenimpulse p� und die
daraus folgenden Kontakt-Geschwindigkeiten d

.
c berechnet werden.

8.3 Modellbeispiel

Anhand eines einfachen, zweidimensionalen Modellbeispiels werden die Auswirkungen der
vorgestellten „Velocity-Update“-Methode auf die zeitliche Entwicklung der totalen Energie un-

tersucht. Zusätzlich dazu wird das Auftreten von oszillierenden Kontaktkräften erläutert und die
notwendigen Modifikationen für die Aktive-Mengen-Strategie vorgestellt.

8.3.1 Versuchsaufbau

Ein ebener, quadratischer Block wird mit einer gleichmäßig verteilten, horizontalen Flächenlast

p(t) belastet. Bevor der Körper das starre Hindernis berührt, wird die Last wieder entfernt, so
dass der Block mit konstanter Geschwindigkeit gegen das Hindernis prallt. Geometrie, Material-
daten und die Lastkurve sind in der Abbildung 8.2 dargestellt. Die räumliche Diskretisierung er-

folgt mit einem bilinearen, ebenen Scheibenelement mit der Annahme eines ebenen Spannungs-
zustandes.
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Abb. 8.2: Modellbeispiel: Geometrie, Materialdaten und Belastung
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Für dieses Beispiel lässt sich die durch die äußere Belastung zugeführte gesamte Energie leicht
bestimmen. Da die Belastung flächenhaft wirkt, werden alle Teile des Körpers gleichmäßig be-

schleunigt, so dass hierdurch zunächst keine Formänderungsenergie entsteht. Die gesamte Ener-
gie des Systems besteht also ausschließlich aus kinetischer Energie. Diese berechnet sich mit

Ekin
�

1
2

M u
. 2 . (8.24)

Darin ist M die gesamte Masse und u
.
 die Geschwindigkeit des Körpers. Die Geschwindigkeit

berechnet sich mit

u
.
�

I
M

, (8.25)

wobei mit I der aufgebrachte Impuls bezeichnet ist. In diesem konkreten Fall ergeben sich fol-

gende Werte:

I

(8.26)

� 300 [N�m2]  1 [m2]  1
2
 0.5 [s] � 75 [Ns] ,

M � 950 [kg�m3]  1 [m2]  0.1 [m] � 95 [kg] ,

u
.

�

I
M

�

75 [Ns]
95 [kg]

� 0.78947 [m�s] ,

Etot
� Ekin

�

1
2

M u
. 2
�

1
2

95 [kg] �0.78947 [m�s]�
2
� 29.605 [Nm �

^ J] .

8.3.2 Oszillationen und Einfluss auf die Aktive-Mengen-Strategie

Zunächst wird die Berechnung ohne Berücksichtigung eines Korrekturterms für die Knoten-Ge-
schwindigkeiten durchgeführt. Hierzu wird die GEMM mit einem Spektralradius von
�



� 1.0 eingesetzt. Es werden zwei unterschiedliche Zeitschrittweiten �t1 � 5 ms und

�t2 � 1 ms untersucht. In Abbildung 8.3 sind die Verläufe der Geschwindigkeit, der Beschleu-
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nigung und der Normalkontaktkraft des Knotens A dargestellt. Der Zeitbereich, indem sich der

Körper mit dem starren Hindernis in Kontakt befindet, ist darin grau hinterlegt. Die Betrachtung
des Geschwindigkeitsverlaufs zeigt, dass der Körper zunächst auf die analytisch berechnete Ge-

schwindigkeit von u
.
� 0.79 [m�s] beschleunigt wird. Danach bewegt sich der Körper mit dieser

konstanten Geschwindigkeit auf das Hindernis zu. Sobald der Körper mit dem Hindernis in Kon-
takt kommt, wird der Kontaktknoten erwartungsgemäß schlagartig abgebremst. Die Knotenge-

schwindigkeit ändert sogar ihr Vorzeichen. Während sich der Körper in Kontakt befindet, oszil-

Abb. 8.3: Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Normalkontaktkraft-Verlauf
von Knoten A
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liert die Knotengeschwindigkeit um den Nullpunkt. Dadurch beginnt auch die Knotenbeschleu-

nigung zu oszillieren, was schließlich zu einer oszillierenden Normalkontaktkraft führt. Dabei
ist festzustellen, dass mit kleiner werdendem Zeitschritt die Amplituden im Beschleunigungs-

und Normalkontaktkraft-Verlauf stark anwachsen. Für die Berechnung mit der Zeitschrittweite
�t2 � 1 ms sind die Oszillationen im Normalkontaktkraft-Verlauf so stark, dass sie teilweise
sogar negativ werden könnten. Da dies unter Verwendung einer Aktiven-Mengen-Strategie je-

doch nicht zulässig ist, wird der Knoten in diesem Zeitschritt inaktiv gesetzt. Die Konsequenz
daraus ist, dass es zu abwechselnden Kontakt-/Nicht-Kontakt-Zuständen des Knotens A auf dem

Kontaktrand kommt. Unter Umständen kann dies soweit führen, dass die Schleife über die jewei-
lige Aktive-Menge innerhalb eines Zeitschrittes überhaupt nicht konvergiert. Bevor Möglich-
keiten zur Behebung dieser Probleme vorgestellt werden, werden die Ursachen für das Auftreten

der Oszillationen dargelegt.

Die Verwendung der GEMM fordert die Auswertung des dynamischen Gleichgewichtes zu ei-
nem generalisierten Zwischenzeitpunkt. Wird der Spektralradius �



� 1.0 gewählt, fällt die

GEMM mit der EMM zusammen, und der Zwischenzeitpunkt ist genau in der Mitte der Zeitin-
tervallgrenzen. Ohne Berücksichtigung von Dämpfungstermen und äußeren Lasten führt das zu

erfüllende dynamische Gleichgewicht in einem Zeitintervall auf

M d
..

n�1�2 � K
^ eff

T
dn�1�2 � Bc zn�1�2 � 0 . (8.27)

Die Anwendung der Newmark Approximationen (Kapitel 4) liefert für die Beschleunigungen
in der Zwischenkonfiguration

d
..

n�1�2 �
1
�t
�d

.

n�1 � d
.

n� . (8.28)

Die darin enthaltenen Geschwindigkeitsterme sind wiederum über die Verschiebungen mit

1
2
�d

.

n�1 � d
.

n� �
1
�t

�dn�1 � dn� �
1
�t

�d (8.29)

gekoppelt. Befindet sich ein Knoten i während des gesamten Zeitschrittes in Kontakt, dann gilt

��d�
�

i � 0 . (8.30)

Mit Gleichung (8.29) folgt dann direkt:

�d
.

�
�

i
�

n�1
� �

�d
.

�
�

i
�

n
. (8.31)

Die Knotengeschwindigkeiten eines Knotens i in Richtung der Kontaktnormalen beginnen zu

oszillieren. Als Folge daraus wachsen die approximierten Knotenbeschleunigungen der Zwi-
schenkonfiguration (Gl. (8.28))

�d
..

�
�

i
�

n�1�2
��

2
�t

�d
.

�
�

i
�

n
(8.32)

für �t � 0 über alle Grenzen und wechseln von Zeitschritt zu Zeitschritt das Vorzeichen. Um
das dynamische Gleichgewicht aus Gleichung (8.27) zu erfüllen, müssen folglich auch die dis-
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kreten Werte der Lagrange-Multiplikatoren oszillieren. Die absoluten Werte sind dabei analog

zu den Beschleunigungen direkt von der gewählten Zeitschrittweite abhängig und haben somit
keine Aussagekraft.

Das Auftreten von oszillierenden Lagrange-Multiplikatoren hat zwei Nachteile zur Folge: Ei-
nerseits lassen sich keinerlei quantifizierende Aussagen über die auftretenden Kontaktkräfte ma-
chen. Andererseits kann es zu Problemen bei der Anwendung der Aktiven-Mengen-Strategie

kommen, indem eigentlich aktive Kontaktknoten aufgrund eines negativen Wertes des zugehöri-
gen Lagrange-Multiplikators inaktiv gesetzt werden.

Eine einfache, zugleich effektive Möglichkeit, beide Probleme zu beheben, ist die Mittelung der
jeweiligen Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren. Zur Entscheidung, ob ein Knoten aktiv
oder inaktiv ist, wird anstatt �z��i �n�1�2

 der gemittelte Wert

�z��i �n �
1
2
��z��i �n�1�2

�
�z��i �n�1�2

� (8.33)

verwendet. Für die beiden untersuchten Zeitschrittweiten ist in Abbildung 8.4 der Verlauf der
Normalkontaktkraft für den Knoten A dargestellt. Hierin wurde die Entscheidung über die Akti-

ve-Menge mit den gemittelten Werten der Lagrange-Multiplikatoren durchgeführt. Die gemit-
telten Verläufe der Normalkontaktkraft zeigen, dass die Knotenwerte des Lagrange-Multiplika-

tors um den „wahren Wert“ oszillieren. Mit zunehmend kleinerer Zeitschrittweite konvergieren
die Mittelwerte der Normalkontaktkraft.

Das Auftreten der Oszillationen wurde der Anschaulichkeit halber hier für einen gewählten
Spektralradius von �



� 1.0 erläutert. Für kleinere Werte von �



 ergeben sich prinzipiell die

gleichen Phänomene, so dass im allgemeinen Fall mit den gemittelten Werten der Lagrange-

Multiplikatoren
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Abb. 8.4: Normalkontaktkraft-Verlauf von Knoten A: gemittelte Lagrange-Multiplikatoren
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�z��i �n�1�2��f
�

1
2
��z��i �n�1��f

�
�z��i �n��f

� , (8.34)

ausgewertet zu den generalisierten Zwischenkonfigurationen, gearbeitet werden muss.

Die Mittelung der diskreten Lagrange-Multiplikatoren stellt eine einfache Möglichkeit dar, die

durch die oszillierenden Kontaktkräfte hervorgerufenen Probleme in der Anwendung der Akti-
ven-Mengen-Strategie zu vermeiden. Allerdings können dadurch die ursächlichen unphysikali-
schen Oszillationen der Kontaktkräfte nicht behoben werden. Deshalb wurden in jüngster Ver-

gangenheit verschiedene Methoden entwickelt, um dieses numerische Defizit zu bewältigen.
Sowohl Khenous et al. (2006a, 2006b) als auch Hager et al. (2006) befreien die Kontaktknoten

von ihrer Masse. Dadurch wird der oszillierende Massenträgheitsterm aus dem dynamischen
Gleichgewicht entfernt. Um dennoch die Massenerhaltung im System zu gewährleisten, werden
unterschiedliche Strategien zur Integration der modifizierten Massenmatrix angewandt. Eine

Voraussetzung für die erfolgreiche Umverteilung der Einträge in der Massenmatrix ist das Vor-
handensein ausreichend vieler FE-Knoten im Inneren des kontaktierenden Körpers. Die Anwen-

dung dieser Methoden für die Kontaktanalyse dünnwandiger Strukturen unter Verwendung ein-
schichtiger Schalenelemente ist also nicht möglich. Eine Diskretisierung mit zwei Elementen
über die Schalendicke wäre zwar prinzipiell möglich, würde aber die Anzahl der Freiheitsgrade

im System deutlich erhöhen. Nach Ansicht des Autors ist dieser numerische Mehraufwand zur
Vermeidung der Oszillationen der Kontaktkräfte nicht motivierbar, weshalb in dieser Arbeit auf

eine Umverteilung der Massenterme verzichtet wird.

8.3.3 Entwicklung der totalen Energie

Im Weiteren wird die Auswirkung der „Velocity-Update“-Methode auf die zeitliche Entwick-
lung der totalen Energie untersucht. In Abbildung 8.5 sind die Verläufe der totalen, kinetischen

und potentiellen Energie dargestellt. Die Berechnungen wurden wiederum für zwei unterschied-
liche Zeitschrittweiten, jeweils mit der GEMM und einem Spektralradius von �



� 1.0, durch-

geführt. Bevor der Körper mit dem starren Hindernis in Kontakt kommt, verhalten sich alle vier

Varianten erwartungsgemäß identisch. Der analytisch berechnete Wert der totalen Energie
Etot

� 29.605 [J] wird genau dargestellt. Mit dem Zeitschritt, indem der Körper in Kontakt ge-

rät, werden die Unterschiede deutlich. Wird kein „Velocity-Update“ eingesetzt, geht genau in
diesem Zeitschritt Energie verloren. Dies hängt damit zusammen, dass die inkrementelle Ver-
schiebung des Kontaktknotens in diesem Zeitschritt noch von Null verschieden ist und gleichzei-

tig eine Normalkontaktkraft entsteht. Befindet sich der Körper einmal in Kontakt, geht keine
weitere Energie mehr verloren, da die inkrementellen Verschiebungen jetzt Null sind. Es ist deut-

lich zu erkennen, dass der Betrag des Energieverlustes in diesem kritischen Zeitschritt mit einem
kleineren �t abnimmt. Wird �t kleiner, steigt die Wahrscheinlichkeit, mit einem diskreten Zeit-
schritt genau den Zeitpunkt des ersten Kontaktes zu treffen. Im Grenzübergang �t � 0 wird die

Energie auch ohne Anwendung der „Velocity-Update“-Methode erhalten bleiben. Die beiden
unteren Diagramme in Abbildung 8.5 zeigen, dass die Erhaltung der totalen Energie mit Hilfe
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Abb. 8.5: Energien [Nm=J] vs Zeit [s]: Mit und ohne „Velocity-Update“-Methode
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der „Velocity-Update“-Methode garantiert werden kann, und zwar unabhängig von der Größe

des Zeitschrittes.

8.4 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde die „Velocity-Update“-Methode von Laursen und Love (2002) vor-
gestellt, für die Anwendung mit der in dieser Arbeit dargelegten Kontaktformulierung entspre-

chend modifiziert und im Sinne der GEMM verallgemeinert. Anhand eines einfachen, zweidi-
mensionalen Beispiels wurde auf die Problematik auftretender Oszillationen der Kontaktkräfte

hingewiesen und die Ursachen hierfür erläutert. Eine Möglichkeit, die negativen Auswirkungen
dieser unphysikalischen Oszillationen zu vermeiden, besteht in der Mittelung der diskreten La-
grange-Multiplikatoren. Die numerischen Ergebnisse haben gezeigt, dass sowohl die Mittelung

der Lagrange-Multiplikatoren als auch die Anwendung der „Velocity-Update“-Methode geeig-
nete Verfahren für die Analyse von dynamischen Kontaktproblemen darstellen.
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99(9 Numerische Beispiele

Anhand einiger ausgewählter numerischer Beispiele wird im folgenden Kapitel die Leistungsfä-

higkeit der in dieser Arbeit weiterentwickelten Kontaktformulierung untersucht. Dazu werden
sowohl zwei- als auch dreidimensionale, statische und dynamische Problemstellungen betrach-
tet. Für alle Beispielrechnungen wird das lineare St. Venant-Kirchhoff Materialgesetz verwen-

det.

9.1 Zweidimensionale Beispiele

9.1.1 Hertzscher Kontakt – Signorini Problem

Um die Genauigkeit der vorgestellten Kontaktformulierung zu überprüfen, wird der Hertzsche
Kontakt (Hertz (1881)) eines unendlich langen, linear elastischen Halbzylinders untersucht. Der

Zylinder ruht auf einem ebenen, starren Untergrund und wird durch eine gleichförmige Last p

entlang der Oberseite belastet. Da für die analytische Lösung die Annahme sehr kleiner Verfor-
mungen zugrunde liegt, werden nur geringe Lasten angesetzt. Geometrie, Materialdaten und Be-

lastung sind in Anlehnung an Yang et al. (2005) gewählt und können der Abbildung 9.1 entnom-
men werden. Der analytische Verlauf des Kontaktdrucks ist in Kikuchi und Oden (1988)

angegeben:

tc �
2 P

� b2
�b2

� x2
�� . (9.1)

Darin ist P die Auflast je Längeneinheit, die sich hier zu P � 2 R p � 10.0 [N�mm] ergibt. Der
Parameter b stellt die halbe Breite der Kontaktfläche dar und berechnet sich mit

Abb. 9.1: Hertzsches Kontaktproblem
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b � 2
P R�1 � �

2�

E�

� � 0.6808 mm . (9.2)

Die Laufvariable x beschreibt den Abstand von der Zylinderachse nach außen (Abb. 9.1).

Aufgrund der unendlich langen Ausdehnung in Längsrichtung liegt offensichtlich ein ebener
Verzerrungszustand vor, so dass dieses Problem mit zweidimensionalen Finiten Elementen un-
tersucht werden kann. Zudem kann von einem quasi statischen Zustand und von geometrisch li-

nearem Verhalten ausgegangen werden. Zur Abbildung des Kontaktdruckverlaufs entlang der
kleinen Kontaktfläche (Gl. (9.2)) muss dieser Bereich relativ fein vernetzt werden. Es werden

vier unterschiedlich feine FE-Netze untersucht, wobei es aufgrund der Symmetrie genügt, nur
eine Hälfte des Halbzylinders zu diskretisieren. Die verwendeten FE-Netze sind in Abbildung
9.2 dargestellt.

Abb. 9.2: FE-Netze für Hertzschen Kontakt (halbes System)
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���
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Einteilung in Design-Flächen:

FE-Netze: Unterteilung der Design-Flächen und Gesamtanzahl der Finiten Elemente

	ElementeNetz

1 5 
 5 5 
 10 5 
 10 125
2 10 
 10 10 
 20 10 
 20 500
3 20 
 20 20 
 40 20 
 40 2000
4 40 
 40 40 
 80 40 
 80 8000

Netz 1: 125 Elemente

� �� ���

[mm]

In Abbildung 9.3 ist der Verlauf des Kontaktdrucks für die verwendeten Diskretisierungen der
analytischen Lösung nach Hertz gegenübergestellt. Für die Darstellung werden zwei verschie-

dene Arten der Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren durchgeführt. Werden die ermittel-
ten Knotenwerte �z��i der Lagrange-Multiplikatoren mit den diskontinuierlichen dualen Ansatz-
funktionen �D

i  interpoliert, ergeben sich die in Abbildung 9.3a) visualisierten Verläufe.

Aufgrund der diskontinuierlichen Ansatzfunktionen entstehen Sprünge im interpolierten Ver-
lauf des Kontaktdrucks. Der Betrag dieser Sprünge nimmt mit wachsendem x sukzessive zu, da
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hier der Gradient des Kontaktdrucks stetig größer wird. Der „sägezahn“-ähnliche Verlauf gibt

die wahre Verteilung des Kontaktdrucks nur unbefriedigend wieder, weshalb die Knotenwerte
�z��i der Lagrange-Multiplikatoren in Abbildung 9.3b) linear interpoliert werden. Dies ent-

spricht dem in Hüeber et al. (2005) beschriebenen Vorgehen. Die dadurch erhaltenen Verläufe
sind kontinuierlich und nähern sich mit feiner werdendem Netz an die analytische Kontaktdruck-
verteilung an. Es lässt sich mathematisch zeigen, dass die Ordnung des Fehlers für beide Arten

der Interpolation äquivalent ist.
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Abb. 9.3: Verlauf des Kontaktdrucks
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Bei Betrachtung der kontinuierlichen Interpolation (Abb. 9.3b)) fällt auf, dass bereits mit dem

relativ groben Netz 2 eine sehr gute Approximation des wahren Kontaktdruckverlaufs erhalten
wird. Die Lösungen mit den feineren Netzen 3 und 4 unterscheiden sich kaum noch und repräsen-
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tieren die analytische Kontaktdruckverteilung sehr gut. Lediglich im äußersten Bereich der Kon-

taktfläche (x � 0.65 mm) sind geringe Unterschiede zwischen den numerischen und dem ana-
lytischen Verlauf erkennbar. Diese sind darauf zurückzuführen, dass die Größe der approximier-

ten Kontaktfläche von der Lage der diskreten FE-Knoten abhängt. Es ist deshalb sehr unwahr-
scheinlich, dass ein diskreter Knoten exakt an der analytisch berechneten Kontaktgrenze
(x � 0.6808 mm) positioniert ist.

9.1.2 Dünner Ring auf starres Hindernis

Anhand dieses Beispiels soll der Einfluss der unterschiedlichen Zeitdiskretisierungsverfahren

auf die Systemantwort untersucht werden. Dieses System wurde in ähnlicher Form bereits von
Wriggers et al. (1990) und Laursen (2002) untersucht. Ein elastischer Ring wird mit einer gewis-
sen Anfangsgeschwindigkeit in einem Winkel von 45o auf ein ebenes, starres Hindernis gewor-

fen. Die Anfangsgeschwindigkeit erhält der Ring, indem er mit einer gleichmäßig verteilten Flä-
chenlast p(t) während der ersten 4 ms belastet wird. Danach bewegt sich der Ring mit konstanter

Geschwindigkeit auf das starre Hindernis zu. Die genaue Geometrie, die Materialdaten sowie
die Lastkurve sind der Abbildung 9.4 zu entnehmen. Der Ring wird mit 64 zweidimensionalen,
bilinearen Q1-Elementen diskretisiert. Für die Berechnung wird die Annahme eines ebenen

Spannungszustandes zu Grunde gelegt und eine Einheitsdicke von 1 mm gewählt. Untersucht
wird ein Zeitintervall von T � 50 ms, wobei für die Berechnung jeweils eine konstante Zeit-

schrittweite von �t � 0.1ms angesetzt wird.

Abb. 9.4: Dünner Ring: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Abb. 9.5: Dünner Ring: Bewegungsvorgang (�
�

=1.0)

a) Generalized-�-Verfahren:

b) Generalized-Energy-Momentum-Method:

t0 � 0

t100 � 10 ms

t200 � 20 ms

t300 � 30 ms

t400 � 40 ms

t500 � 50 ms

t0 � 0

t100 � 10 ms

t200 � 20 ms

t280 � 28 ms

Die Berechnung wird sowohl mit dem „Generalized-�“-Verfahren (Gen�) in unmodifizierter

Form als auch mit der „Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM) durchgeführt. Al-
lerdings wird für die GEMM die „Velocity-Update“-Methode eingesetzt. In Abbildung 9.5 ist

der berechnete Bewegungsvorgang des dünnen Rings für die beiden Zeitintegrationsverfahren
dargestellt. Der Spektralradius wurde hierfür in beiden Fällen zu 	

�
� 1.0 gewählt. Es ist deut-

lich zu erkennen, dass die Verwendung des Gen�-Verfahrens zu instabilen Lösungen führt. Nach

einem berechneten Zeitintervall von T � 28 ms konvergiert das Verfahren nicht mehr. Die auf-

Abb. 9.6: Dünner Ring: Totale Energie [Nm=J] vs Zeit [ms]

0

250

500

750

1000

0 10 20 30 40 50
0

250

500

750

1000

0 10 20 30 40 50

�Generalized- GEMM + ”Vel.-Update“

	
�
� 1.0

	
�
� 1.0

	
�
� 0.95	

�
� 0.95



148

tretende Instabilität dieses Verfahrens ist gleichzeitig mit einem sehr starken Anwachsen der to-

talen Energie verbunden (Abb. 9.6links). Eine einfache Möglichkeit, das Gen�-Verfahren zu sta-
bilisieren, ist die Wahl eines kleineren Spektralradius und das damit verbundene Einbringen von

numerischer Dissipation. Bereits mit 	
�

� 0.95 liefert das Gen�-Verfahren für dieses Beispiel
stabile Lösungen, was mit einem Verlust von etwa 6.5% der totalen Energie verbunden ist. Im
Gegensatz dazu stellt die GEMM in Verbindung mit der „Velocity-Update“-Methode, unabhän-

gig vom gewählten Spektralradius, ein stabiles Zeitintegrationsverfahren dar (Abb. 9.6rechts).

9.1.3 Kontakt-Patchtest

Eine Kontaktformulierung sollte in der Lage sein, ein räumlich konstantes Spannungsfeld ent-
lang nicht konform diskretisierter Kontaktflächen exakt von einem Körper auf den anderen zu
übertragen. Dieses wird mit dem sogenannten Kontakt-Patchtest (Simo et al. (1985)) überprüft.

Abb. 9.7: Geometrie, Materialdaten, Diskretisierung und konsistente Knotenkräfte
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Als Testbeispiel wird das in Yang et al. (2005) vorgeschlagene Problem untersucht. Ein elasti-

scher Körper wird mit einer konstanten Belastung auf einen ebenfalls elastischen Block ge-
drückt. Zur Verallgemeinerung des Problems wird der obere Körper leicht exzentrisch auf den

unteren angeordnet. Ein gleichmäßig verteilter Druck von p � 100.0 [N�mm2] wird auf die
Oberseiten der beiden Körper aufgebracht, so dass eine konstante Spannungsverteilung in der
Kontaktfläche entsteht. Die Geometrie, die elastischen Materialparameter, die gewählte Diskre-

tisierung sowie die anzusetzenden, konsistenten Knotenkräfte sind in Abbildung 9.7 dargestellt.
Die Berechnung erfolgt unter Verwendung von 75 zweidimensionalen, bilinearen Q1-Elemen-

ten und der Annahme eines ebenen Spannungszustandes. Für die betrachteten Scheiben wird die
Einheitsdicke von 1 mm angesetzt. Wie der Abbildung  9.7 zu entnehmen ist, wird die Diskreti-
sierung so gewählt, dass entlang des Kontaktrandes zwei nicht konforme FE-Netze aufeinander

treffen.

Abb. 9.8: Unverformtes und verformtes FE-Netz für den Kontakt-Patchtest

Der konstante Spannungszustand wird exakt von einem Körper auf den anderen übertragen. Alle
diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren in Normalenrichtung ergeben sich exakt
zu 100 N. In Abbildung 9.8 ist das unverformte und das verformte FE-Netz abgebildet. Es zeigt

sich, dass sich die beiden Körper gleichmäßig in vertikaler Richtung verformen. Die vorgestellte
Kontaktformulierung erfüllt somit den Kontakt-Patchtest für beliebige nicht konforme Netze
entlang des Kontaktrandes.

9.1.4 Ironing Problem

Als letztes zweidimensionales Beispiel wird das sogenannte „Ironing Problem“ untersucht. Ein

elastischer Block wird in eine ebenfalls elastische Scheibe eingedrückt und anschließend in hori-
zontaler Richtung verschoben. Die Geometrie- und Materialdaten sind in Anlehnung an Yang
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Abb. 9.9: Ironing Problem: Geometrie und Materialdaten
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et al. (2005) gewählt und in Abbildung 9.9 dargestellt. Die Oberkante des Blocks wird zunächst

um uV � 0.8 mm in vertikaler Richtung nach unten und anschließend um uH � 10.0 mm in
horizontaler Richtung nach rechts verschoben. Für die quasi statische verschiebungsgesteuerte

Berechnung wird die Annahme eines ebenen Spannungszustandes zu Grunde gelegt. Es wird be-
wusst eine sehr grobe Diskretisierung mit nur 49 bilinearen Q1-Elementen gewählt, um die Aus-
wirkungen der integralen Erfüllung der Nichtdurchdringungsbedingung besonders zu verdeutli-

chen. In Abbildung 9.10 sind einige Verformungszustände der Berechnung dargestellt. Darin
wird offensichtlich, wie die FE-Knoten des Blocks in das diskretisierte Gebiet der Scheibe ein-

dringen. Dies ist eine direkte Konsequenz der integralen Nichtdurchdringungsbedingung. Zu-
sätzlich zeigt dieses Beispiel, dass die vorgestellte Kontaktformulierung in der Lage ist, große
tangentielle Relativverschiebungen zweier kontaktierender Körper abzubilden.

Abb. 9.10: Ironing Problem: Verformungszustand zu unterschiedlichen „Zeitpunkten“

Ausgangsposition Block ist komplett eingedrückt

Block auf halber Strecke nach rechts Endposition
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9.2 Dreidimensionale Beispiele

9.2.1 Rohr

Als erstes dreidimensionales Beispiel wird ein dünnes, elastisches Rohr betrachtet, das durch
zwei gegenüberliegende starre Platten zusammengedrückt wird. Die untere Platte ist fest gela-
gert und die obere wird durch die Gesamtlast P gleichmäßig nach unten gedrückt. Die Abmes-

sungen des Rohrs sowie die verwendeten Materialdaten sind in Abbildung 9.11 dargestellt. Auf-
grund der Symmetrie des Systems wird lediglich eine Hälfte des Rohrs diskretisiert. Hierzu

werden 1080 trilineare oberflächenorientierte hybride Schalenelemente verwendet.

Abb. 9.11: Rohr: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Es wird eine statische verschiebungsgesteuerte Berechnung durchgeführt, indem die obere Platte
in 130 äquivalenten Verschiebungsinkrementen von �uz � 0.4 mm insgesamt um
uz � 52.0 mm nach unten geschoben wird.
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Abb. 9.12: Rohr: Last-Verschiebungs-Kurve
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In Abbildung 9.12 ist die Last-Verschiebungs-Kurve für die Vertikalverschiebung der oberen

starren Platte dargestellt. Eine Vergrößerung zeigt, dass die Steifigkeit des Systems aufgrund der
aufgezwungenen Verformung zunächst deutlich abnimmt. Erst ab einer Vertikalverschiebung

der oberen Platte von uz � 32 mm wird in etwa wieder die Anfangssteifigkeit erreicht. Danach
steigt die Steifigkeit des Systems mit weiterer Steigerung von uz rapide an. Für die in Abbildung
9.12 markierten Stellen der Last-Verschiebungs-Kurve sind die zugehörigen Verformungszu-

stände für drei verschiedene Ansichten in Abbildung 9.13 dargestellt. Bei Betrachtung des Rohr-
endquerschnittes lässt sich folgendes Phänomen erkennen: Der zunächst kreisrunde Querschnitt

wird zu Beginn der aufgebrachten Verschiebung in horizontaler Richtung ovalisiert
(uz � 20.0 mm). Bei weiterer Steigerung der Vertikalverschiebung der oberen starren Platte
wird der Endquerschnitt wieder nahezu kreisrund (uz � 40.0 mm), bevor er sich schließlich in

vertikaler Richtung ovalisiert (uz � 52.0 mm). Die Schnitte in Längs- und Querrichtung zei-
gen, wie sich die aktiven Kontaktknoten während der Berechnung verändern. Während sich am

Anfang im wesentlichen die mittleren Bereiche des Rohrs in Kontakt mit den starren Platten be-
finden, wandern die Kontaktbereiche mit zunehmendem uz sukzessive nach aussen.

Abb. 9.13: Rohr: Verschiedene Verformungszustände

uz � 0.0 mm uz � 20.0 mm uz � 40.0 mm uz � 52.0 mm

a) Gesamtansicht

b) Schnitt in Längsrichtung c) Schnitt in Querrichtung

uz � 20.0 mm

uz � 40.0 mm

uz � 52.0 mm
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Die angewandte Kontaktformulierung stellt sich hierbei als äußerst robust und stabil heraus.

Trotz der großen Verformungen des Rohrs und der damit verbundenen ständigen Veränderung
der aktiven Kontaktknoten konvergiert die Aktive-Mengen-Strategie jeweils in weniger als fünf

Schritten.

9.2.2 Ball

Das folgende Beispiel dient zur Verdeutlichung der Notwendigkeit eines geeigneten Verfahrens

zur algorithmischen Erhaltung der totalen Energie im Falle von dynamischem Kontakt. Hierzu
wird ein elastischer Ball untersucht, der im Wechsel auf zwei starre Hindernisse prallt. In Abbil-

dung 9.14 sind die verwendeten Materialparameter, die Geometrie, die Diskretisierung sowie die
Belastung dargestellt. Für die Diskretisierung des Balls werden 216 trilineare oberflächenorien-
tierte hybride Schalenelemente verwendet. Die Belastung wird derart aufgebracht, dass sich eine

Rotation des Balls um alle drei Raumachsen ergibt. Hierzu wird die äußere Oberfläche des Balls
jeweils zur Hälfte in positiver und negativer Koordinatenrichtung belastet. Eine Rotation um die

globale y-Achse entsteht beispielsweise durch die Flächenbelastung der oberen bzw. unteren Ku-
gelhälfte von  fx bzw. � fx. Zusätzlich zu diesen, eine reine Rotation des Balls verursachenden

Abb. 9.14: Ball: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Abb. 9.15: Ball: Bewegungsvorgang – GEMM mit „Velocity-Update“-Methode (�
�

=1.0)

t0 � 0

t35 � 0.070 s t140 � 0.280 s

starres Hindernis

t85 � 0.164 s t200 � 0.400 s

t260 � 0.520 s

starres Hindernis

Lasten wird die Kugel durch zwei translatorische Flächenlasten fT, die auf die gesamte Kugel-

oberfläche wirken, in x- und z-Richtung beschleunigt. Dadurch prallt der Ball unter einem Win-
kel von 45o zunächst auf das untere Hindernis.

Die Berechnungen werden mit der GEMM mit und ohne Berücksichtigung der „Velocity-Up-

date“-Methode und einer konstanten Zeitschrittweite von �t � 2 ms durchgeführt. Es wird der
Zeitraum untersucht, indem der Ball fünf Mal mit einem starren Hindernis in Kontakt kommt.

Abbildung 9.15 zeigt den berechneten Bewegungsvorgang unter Verwendung der „Velocity-Up-
date“-Methode mit einem gewählten Spektralradius 	

�
� 1.0. In Abbildung 9.16 sind die Ver-

läufe der totalen, kinetischen und potentiellen Energie dargestellt, die sich durch die Anwendung

der GEMM mit unterschiedlichen Spektralradien ergeben.

Die Verläufe ohne Berücksichtigung der „Velocity-Update“-Methode zeigen deutlich, dass für

jeden neuen Kontaktfall sukzessive Energie verloren wird. Verglichen mit dem durch Kontakt
induzierten Energieverlust spielt die eingebrachte numerische Dissipation durch die Wahl von
	
�

� 1.0 nur eine untergeordnete Rolle. Die Energieverläufe für unterschiedlich gewählte

Spektralradien unterscheiden sich nur unmerklich voneinander. Im betrachteten Zeitraum von
T � 0.55 s werden unabhängig von der Wahl des Spektralradius etwa 22 % der totalen Energie
verloren.

Im Gegensatz dazu lassen die Verläufe mit Berücksichtigung der „Velocity-Update“-Methode
einen deutlichen Einfluss des gewählten Spektralradius erkennen. Der Fall 	

�
� 1.0 garantiert

erwartungsgemäß die exakte Erhaltung der totalen Energie. Mit abnehmendem Spektralradius
scheint sich jedoch auch die Auswirkung der „Velocity-Update“-Methode zu verringern. Für ei-
nen gewählten Spektralradius von 	

�
� 0.95 unterscheiden sich die Energieverläufe mit und

ohne Anwendung der „Velocity-Update“-Methode nur noch um etwa 0.7 %. Auffallend ist ledig-
lich, dass die Verläufe der totalen Energie durch die Berücksichtigung der „Velocity-Up-

date“-Methode deutlich glatter verlaufen.
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Abb. 9.16: Ball: Energien [Nm=J] vs Zeit [s] für GEMM
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9.2.3 Das „geworfene Lineal“

Anhand des Beispiels des „geworfenen Lineals“ wurde in Kapitel 4.5 das jeweilige Verhalten
der vorgestellten Zeitintegrationsverfahren verdeutlicht. Dieses Beispiel wird nun erneut aufge-
griffen, um die Wirkungsweise der „Velocity-Update“-Methode zu untersuchen. Dazu wird dem

freien Flug des „Lineals“ eine ebene starre Wand als Hindernis in den Weg gestellt. Die Abmes-
sungen des Lineals sowie die aufgebrachten Lasten entsprechen exakt denjenigen aus Kapitel

4.5. Sie sind zusammen mit der Angabe der Position der starren Wand nochmals in Abbildung
9.17 dargestellt. Zur Diskretisierung werden wiederum 30 trilineare oberflächenorientierte hy-
bride Schalenelemente verwendet, so dass die entsprechenden Linienlasten gleichmäßig auf die

jeweiligen Schalenoberflächen verteilt werden. Unter Verwendung einer konstanten Zeitschritt-
weite von �t � 50�s wird ein Zeitintervall von T � 100 ms untersucht.
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Abb. 9.17: Geworfenes Lineal: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Der Bewegungsvorgang des Lineals ist in Abbildung 9.19 dargestellt. Es zeigt sich, dass die zu-

nächst komplexe Flugbahn des Lineals in eine vorwiegend rotierende Bewegung nach dem Kon-
takt mit der starren Wand übergeht. Dies lässt sich auch aus den Darstellungen der jeweiligen
Energieverläufe in Abbildung 9.18 entnehmen. Nach dem Kontakt des Lineals mit der starren

Wand verringern sich die Amplituden der kinetischen und potentiellen Energie schlagartig.

Abb. 9.18: Geworfenes Lineal: Energien [Nm=J] vs Zeit [ms] für GEMM
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Abb. 9.19: Geworfenes Lineal: Bewegungsvorgang – GEMM mit „Vel-Upd“ (�
�

=1.0)
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starre Wand

Die Auswirkung der algorithmischen Energieerhaltung im dynamischen Kontaktfall wird in die-
sem Beispiel erst bei genauerer Betrachtung sichtbar. In Abbildung 9.20 sind die Verläufe der
totalen Energie zum Zeitpunkt des Kontaktes für zwei unterschiedlich gewählte Spektralradien

mit und ohne Anwendung der „Velocity-Update“-Methode vergrößert dargestellt. Für die Be-
rechnungen mit 	

�
� 1.0 ohne Verwendung der „Velocity-Update“-Methode ist deutlich zu

erkennen, dass immer dann Energie verloren wird, wenn während eines Zeitschrittes Kontakt
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Abb. 9.20: Geworfenes Lineal: Totale Energien [Nm=J] vs Zeit [ms] für GEMM – Gezoomt
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zwischen einem Knoten und der starren Wand entsteht. Aufgrund der geringen Zeitschrittweite

und der Tatsache, dass in diesem Beispiel nur sehr wenige FE-Knoten mit der starren Wand kon-
taktieren, beträgt der resultierende Energieverlust jedoch nur 1.05 %. Der Einfluss der „Velocity-

Update“-Methode ist deshalb auch für die Berechnungen mit 	
�

� 0.95 nur schwach zu erken-
nen.

9.2.4 Torus mit und ohne Haftreibung

Abschließend wird mit diesem Beispiel gezeigt, wie die in dieser Arbeit vorgestellte Kontaktfor-
mulierung relativ einfach für die Berechnung von reibungsbehafteten Kontaktproblemen erwei-

tert werden kann. Hierzu wird der Rollkontakt eines dünnwandigen, elastischen Rings für den
Sonderfall reiner Haftreibung untersucht. Die einzuhaltende Haftbedingung wird lediglich in

Rollrichtung (�^ t�, Abb. 9.21) formuliert. Senkrecht zu dieser Bewegungsrichtung (t) wird
weiterhin von reibungsfreien Kontaktbedingungen ausgegangen. Zur algorithmischen Umset-
zung der einzuhaltenden Haftbedingungen wird die vierte Zeile des reduzierten, inkrementellen

Strukturgleichungssystems aus Gleichung (7.25) in einen Anteil in t�- und in t-Richtung aufge-
spalten. Während der Anteil in t-Richtung unverändert bleibt, wird zur Einhaltung der Haftbe-

dingung der Anteil in t�-Richtung durch

�Al
�Keff

T
�

AlAl

�dAl
� 0 (9.3)

ersetzt. Dadurch wird die inkrementelle Tangentialverschiebung eines aktiven Kontaktknotens
in Richtung der Rollbewegung unterdrückt.

Zur Veranschaulichung der Wirkungsweise dieser einfachen Modifikation wird der Abrollvor-
gang eines Torus betrachtet. Dieser wird mit 384 trilinearen hybriden oberflächenorientierten

Schalenelementen diskretisiert. Die verwendeten Materialparameter, die Geometrie und die auf-
gebrachte Belastung sind in Abbildung 9.22 dargestellt. Zunächst wird der Torus in eine reine

Rotationsbewegung versetzt. Hierzu werden die Flächenlasten fR an insgesamt acht, gleichmä-
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Abb. 9.21: Torus: Definition der Tangentialrichtungen
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ßig verteilten Querschnittsflächen des Torus jeweils in tangentialer Richtung aufgebracht. Da-

nach werden die inneren Oberflächen des Torus durch die Flächenlast fT belastet, so dass der
Torus unter einem Winkel von 22.5o in Richtung des starren Hindernisses beschleunigt wird. Die

Berechnung erfolgt unter Verwendung der GEMM mit einem Spektralradius von 	
�

� 1.0 und
der Berücksichtigung der „Velocity-Update“-Methode. Unter Verwendung einer konstanten
Zeitschrittweite von �t � 0.0125 s wird ein Zeitintervall von T � 2.5 s betrachtet.  Es werden

zwei Berechnungen durchgeführt; einmal mit und einmal ohne Berücksichtigung der Haftbedin-
gung in Rollrichtung.

Abb. 9.22: Torus: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Abb. 9.23: Torus: Bewegungsvorgang – GEMM mit „Vel-Upd“ (�
�

=1.0)
oben: mit Haftbedingung – unten: ohne Haftbedingung

t150 � 1.88 s t200 � 2.50 st100 � 1.25 st75 � 0.94 st50 � 0.63 st0 � 0

In Abbildung 9.23 ist der jeweilige Bewegungsvorgang des Torus dargestellt. Zur Verdeutli-

chung der unterschiedlichen Systemantworten wurde jeweils eine Elementreihe des Torus farb-
lich hervorgehoben. Es ist zu erkennen, dass die rotierende Bewegung des Torus durch die Be-

rücksichtigung der Haftbedingung in Rollrichtung deutlich verstärkt wird. Am Ende des unter-
suchten Zeitintervalls (t200 � 2.50 s) unterscheiden sich die markierten Elementreihen um etwa
55o. Zusätzlich zeigt sich, dass die horizontale Bewegung des Torus durch die Berücksichtigung

der Haftbedingung deutlich abgebremst wird. Verglichen mit dem reibungsfrei berechneten Be-
wegungsverlauf ergibt sich eine Differenz der Horizontalverschiebung von etwa 0.13 m am

Ende der durchgeführten Simulation. Dabei ergeben sich unter Verwendung des Zeitintegrati-
onsverfahrens (GEMM, 	

�
� 1.0, „Vel-Upd“) für beide Berechnungen stabile Lösungen, wel-

che die exakte Erhaltung der totalen Energie garantieren.

9.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zur Untersuchung der Leistungsfähigkeit der weiterentwickelten Kon-
taktformulierung jeweils vier zwei- und dreidimensionale numerische Experimente analysiert.

• Zweidimensionale Beispiele:

Anhand eines Hertzschen Kontaktproblems, für das eine analytische Lösung existiert, wurde
die Genauigkeit der vorgeschlagenen Verfahren gezeigt. Der exakte Verlauf des Kontakt-

drucks konnte bereits mit einer relativ groben Diskretisierung sehr gut abgebildet werden.

Mit dem zweiten Beispiel wurde die Notwendigkeit stabiler Zeitintegrationsverfahren für die
Analyse dynamischer Kontaktprobleme verdeutlicht: Die GEMM stellt in Verbindung mit der

„Velocity-Update“-Methode ein stabiles Zeitintegrationsverfahren dar und garantiert bei ge-
eigneter Parameterwahl (	

�
� 1.0) die exakte Erhaltung der totalen Energie.
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Die Eigenschaft der Kontaktformulierung, einen homogenen Spannungszustand entlang

nicht konform vernetzter Teilgebietsränder zweier deformierbarer Körper exakt übertragen
zu können, wurde mit der Erfüllung des Kontakt-Patchtestes gezeigt.

Zur Verdeutlichung der Auswirkungen einer integralen Erfüllung der Inpenetrabilitätsbedin-
gung wurde das „Ironing-Problem“ mit einer sehr groben Diskretisierung untersucht. Zusätz-
lich konnte mit diesem Beispiel gezeigt werden, dass sich die vorgestellte Kontaktformulie-

rung auch für die Analyse von Problemstellungen mit großen, tangentiellen Relativverschie-
bungen zweier deformierbarer Körper eignet.

• Dreidimensionale Beispiele:

Die statische Analyse eines elastischen Rohrs, das durch zwei starre Platten zusammenge-
drückt wird, verdeutlichte die Robustheit und Stabilität der verwendeten Kontaktformulie-

rung. Obwohl sich die Anzahl der aktiven Kontaktknoten aufgrund der großen Verformungen
ständig ändert, erwies sich die eingesetzte Aktive-Mengen-Strategie als sehr zuverlässig.

Mittels der dynamischen Untersuchung eines mehrfachen Kontaktes eines dünnen Balls
wurde die erforderliche algorithmische Energieerhaltung erläutert. Es ließ sich zeigen, dass
der unmodifizierte Einsatz eines impliziten Zeitintegrationsverfahrens bei jedem neu entste-

henden Kontakt zu Energieverlusten des Systems führt. Der Einsatz der GEMM in Kombina-
tion mit der „Velocity-Update“-Methode erwies sich auch für dieses Beispiel als geeignete

Strategie.

Das bereits in Kapitel 4.5 untersuchte Experiment des „geworfenen Lineals“ wurde in etwas
modifizierter Form einer Kontaktanalyse unterzogen. Dabei konnte erneut die Zuverlässig-

keit des Kontaktalgorithmus sowie die Wirkungsweise der „Velocity-Update“-Methode ver-
deutlicht werden.

Anhand des Rollkontaktes eines dünnen Torus zeigte sich die Erweiterungsmöglichkeit der
vorgestellten Kontaktformulierung im Hinblick auf reibungsbehafteten Kontakt. Für den Fall
reiner Haftung wurden die notwendigen Modifikationen vorgestellt und durch die numeri-

sche Untersuchung verifiziert.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Lösungsstrategie zur numerischen Simulation von Kon-
taktproblemen dünnwandiger Strukturen bei großen Deformationen erarbeitet, detailliert vorge-

stellt und bewertet. Eine zentrale Rolle spielte dabei die Weiterentwicklung einer reibungsfreien,
mortar-basierten Kontaktformulierung. Diese konnte in den Rahmen einer impliziten Zeitinte-

gration eingebettet und mit geeigneten Finiten Elementen zur räumlichen Diskretisierung kom-
biniert werden.

Zur räumlichen Diskretisierung schalenartiger Strukturen wurden im Hinblick auf eine geei-
gnete Verknüpfung mit einer möglichst elementunabhängigen Kontaktformulierung zwei volu-

menorientierte Finite Elemente implementiert und untersucht. Basierend auf einer dreidimen-
sionalen 7-Parameter-Schalenformulierung (Büchter und Ramm (1992a)) erfolgte die Entwik-

klung eines trilinearen oberflächenorientierten Volumen-Schalen-Elementes durch eine Repara-
metrisierung der Geometriebeschreibung. Zur Steigerung der Effizienz kam eine hybride Ele-
mentformulierung auf Basis der Enhanced-Assumed-Strain-Methode (Simo und Rifai (1990))

und der Assumed-Natural-Strain-Methode (Hughes und Tezduyar (1981), Bathe und Dvorkin
(1985)) zum Einsatz. Zusätzlich zu diesem Volumen-Schalen-Element konnte in Anlehnung an
die Arbeit von Weissman (1996) ein trilineares geometrisch nichtlineares Volumenelement auf

Grundlage des Prinzips von Hu-Washizu hergeleitet werden. Numerische Experimente bestätig-
ten das sehr gute Verhalten beider FE-Formulierungen. Aufgrund der geringeren Anzahl interner

Parameter erwies sich das oberflächenorientierte Schalenelement jedoch als robuster und effi-
zienter, weshalb es für die weiteren numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit ausgewählt
wurde.

Für die zeitliche Diskretisierung ließen sich zwei implizite Zeitintegrationsverfahren analysie-

ren. Zusätzlich zu dem bereits bestehenden „Generalized-�“-Verfahren (Gen�) wurde die „Ge-
neralized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM) implementiert. Hierzu waren zusätzliche Mo-

difikationen in den Elementroutinen notwendig. Die Auswertung eines numerischen Experi-
mentes zeigte, dass die GEMM, im Gegensatz zum Gen�-Verfahren, unabhängig vom gewählten
Spektralradius unbedingt stabil ist.

Aufbauend auf der Arbeit von Hüeber und Wohlmuth (2005) konnte die dort vorgestellte Mortar-

Kontaktformulierung auf den geometrisch nichtlinearen Fall erweitert werden. Der Grundidee
der Mortar-Methode folgend wurde hierfür die geometrische Inpenetrabilitätsbedingung in ei-
nem schwachen integralen Sinne formuliert. Dazu waren kontinuierlich approximierte La-

grange-Multiplikatoren einzuführen, die physikalisch den Druck in der Kontaktfuge repräsen-
tieren. Ein wesentliches Merkmal der vorgestellten Formulierung ist die Verwendung von dualen
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Ansatzräumen (Wohlmuth (2000)) zur Interpolation der eingeführten Lagrange-Multiplikato-

ren. Dadurch ist es in Kombination mit einer geeigneten Aktiven-Mengen-Strategie möglich, die
diskreten Knotenwerte der eingeführten Lagrange-Multiplikatoren aus dem resultierenden in-

krementellen effektiven Strukturgleichungssystem zu eliminieren. Diese werden in einer Nach-
laufrechnung variationell konsistent in Abhängigkeit der Verschiebungen berechnet. Mit Hilfe
einer entsprechenden Basistransformation lässt sich die algebraische Struktur des allgemeinen

Kontaktfalls zweier deformierbarer Körper in eine dem Kontakt eines deformierbaren Körpers
mit einem starren Hindernis äquivalente Form bringen. Damit kann ein allgemeines Zwei-Kör-

per-Kontaktproblem formal identisch wie ein vergleichsweise einfacheres Ein-Körper-Kontakt-
problem behandelt werden. Im Vergleich zu anderen numerischen Lösungsverfahren für Kon-
taktprobleme zeichnet sich die vorgestellte Kontaktformulierung durch zwei wesentliche

Aspekte aus:
• Die Größe des abschließend zu lösenden inkrementellen Strukturgleichungssystems

bleibt konstant.

• Es ist kein benutzerdefinierter Parameter (z.B. Penalty-Parameter) notwendig.

Die numerischen Untersuchungen dynamischer Kontaktprobleme haben die Notwendigkeit zu-
sätzlicher algorithmischer Energieerhaltungsstrategien verdeutlicht. Deshalb wurde die von
Laursen und Love (2002) vorgestellte „Velocity-Update“-Methode für die Kombination mit der

in dieser Arbeit weiterentwickelten Kontaktformulierung überarbeitet und entsprechend der
GEMM verallgemeinert. Diese Strategie zeichnet sich gegenüber anderen energieerhaltenden

Verfahren (Laursen und Chawla (1997), Armero und Petöcz (1998)) dadurch aus, dass die exakte
Energieerhaltung bei gleichzeitiger Erfüllung der geometrischen Inpenetrabilitätsbedingung ge-
währleistet wird.

Ein weiterer Aspekt konnte durch die detaillierte Analyse der vorgestellten Kontaktformulie-
rung verdeutlicht werden. Aufgrund der exakten Erfüllung der Inpenetrabilitätsbedingung im

schwachen Sinne entstehen in Verbindung mit den verwendeten impliziten Zeitintegrationsver-
fahren unphysikalische Oszillationen der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren.

Dies kann zu Problemen in der Anwendung der Aktiven-Mengen-Strategie führen. Zur Vermei-
dung der ungünstigen Auswirkungen wurde eine Mittelung der diskreten Lagrange-Multiplika-
toren vorgeschlagen. Damit konnte der Algorithmus der Aktiven-Mengen-Strategie stabilisiert

werden.

Mit zwei- und dreidimensionalen, statischen und dynamischen, numerischen Experimenten

konnte die Robustheit und Stabilität der vorgestellten Lösungsstrategie bestätigt werden. Die
Kontaktformulierung ist in der Lage den Verlauf der Kontaktspannungen genau abzubilden und

besteht den Kontakt-Patchtest für beliebig, nicht konform vernetzte Kontaktränder. Die Kombi-
nation der GEMM mit der verallgemeinerten „Velocity-Update“-Methode liefert ein stabiles
Zeitintegrationsverfahren, das für �

�
� 1.0 die exakte Erhaltung der totalen Energie garan-

tiert. Anhand des Rollkontaktes eines dünnen Torus wurde die mögliche Erweiterung der Kon-
taktformulierung für den Fall reiner Haftreibung gezeigt.
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10.2 Ausblick

Die vorliegende Arbeit stellt einen wissenschaftlichen Beitrag auf der Suche nach universellen
robusten und effizienten Kontaktformulierungen im Rahmen der Finite-Element-Methode dar.

Für eine abschließende Bewertung der vorgeschlagenen Strategien sind noch weitergehende
Forschungsarbeiten notwendig. Die Verknüpfung der vorgeschlagenen Kontaktformulierung
mit realistischen Reibgesetzen spielt dabei eine ebenso wichtige Rolle wie die Entwicklung ge-

eigneter Verfahren zur Vermeidung der unphysikalischen Oszillationen bei der Modellierung dy-
namischer Kontaktprobleme. Für die Berücksichtigung von möglichem Selbstkontakt müssen

die vorgestellten Methoden weiter verallgemeinert werden und mit leistungsfähigen Algorith-
men zur Kontaktsuche kombiniert werden. Durch die Anwendung einer inexakten Aktiven-
Mengen-Strategie in Verbindung mit iterativen Lösern kann die numerische Effizienz deutlich

gesteigert werden (Hüeber und Wohlmuth (2005), Brunssen et al. (2006)). Neben der Berück-
sichtigung von geometrisch nichtlinearen Effekten im Sinne großer Deformationen ist für eine

realistischere numerische Analyse auch materiell nichtlineares Verhalten zu modellieren.
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Anhang

A Finite Elemente

In der vorliegenden Arbeit werden ausschließlich vierknotige Viereckselemente und achtknotige

Volumenelemente mit bi- bzw. trilinearen Ansatzfunktionen zur Diskretisierung verwendet. Die
entsprechenden Definitionen der Formfunktionen und Elementmatrizen sowie die Lage der

Gauß-Punkte für die unterschiedlichen Elementformulierungen werden nachfolgend gegeben.
Tensorielle Größen werden im Rahmen der Finiten-Element-Methode in Form von Vektoren und
Matrizen dargestellt, wobei die Voigt Notation8 verwendet wird.

A.1 Mittelflächenorientiertes Schalenelement

Nachfolgend werden die Definitionen der benötigten Vektoren und Matrizen für die Diskretisie-

rung des 7-Parameter-Schalenmodells basierend auf einer zweidimensionalen Referenzfläche
(Schalenmittelfläche) angegeben. Auf eine Herleitung der einzelnen Größen wird hier verzichtet
und auf die Arbeit von Bischoff (1999) verwiesen. Das lokale Elementkoordinatensystem �, �, �

wird mit dem krummlinigen Koordinatensystem �i identifiziert.

In Abbildung A.1 ist für das mittelflächenorientierte Schalenelement (Kap. 3.3.1) die Geome-
trie, die Knotennummerierung und die Lage der Gauß-Punkte dargestellt.

Abb. A.1: Knotennummerierung und Gauß-Punkte eines vierknotigen Elementes

Knoten Integrationspunkt
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8. Woldemar Voigt (1850-1919) war Professor für theoretische Physik in Göttingen.
Voigt Notation: Ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe wird in der Voigt Notation als 

6-dimensionaler Vektor geschrieben:
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Abkürzung für die Ableitungen der Formfunktionen nach den krummlinigen Koordinaten:

(A.2)NK,� �
�NK

��
�

� NK,1 �
�NK

��

; NK,2 �
�NK
��

.

Basisvektoren in der Schalenmittelfläche:

(A.3)A� � NK,� RK ; a� � NK,� RK
� NK,� vK ;

(A.4)A3 � NK AK
3 ; a3 � NK AK

3 � NK wK ; a3,� � NK,� wK .

Diskretisierung:

(A.5)R � NK RK ; v � NK vK ; w � NK wK ;

(A.6)uh
� v � �

3 w � N d .

Matrix der Interpolationsfunktionen und Vektor der Elementfreiheitsgrade:
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(A.14)
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Partielle Ableitung des B-Operators nach den Verschiebungsfreiheitsgraden B,d � Eu
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Vektor der approximierten zusätzlichen kinematischen Variablen:
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Ansatzfunktionen für die zusätzlichen kinematischen Variablen und Verzerrungsparameter:
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Vektor der zu E
~

h energetisch konjugierten statischen Variablen:
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A.2 Oberflächenorientiertes Schalenelement

Wird für die Diskretisierung des 7-Parameter-Schalenmodells der gesamte dreidimensionale

Schalenkörper über entsprechende FE-Knoten auf den Schalenoberflächen diskretisiert, müssen
einige Vektoren und Matrizen die im Abschnitt A.1 angegeben wurden, neu definiert werden.

Basisvektoren in der Schalenmittelfläche:

(A.26)A� �
1
2

NK,�
�XKo

� XKu� ; a� �
1
2

NK,�
�XKo

� XKu�
�

1
2

NK,�
�vKo

� vKu� ;

(A.27)A3 �
1
2

NK
�XKo

� XKu� ; a3 �
1
2

NK
�XKo

� XKu�
�

1
2

NK
�vKo

� vKu� ;

(A.28)a3,� �
1
2

NK,�
�vKo

� vKu� .

Diskretisierung:

(A.29)R �

1
2

NK
�XKo

� XKu� ; w �

1
2

NK
�vKo

� vKu� ;v �

1
2

NK
�vKo

� vKu� ;

(A.30)uh
� v � �

3 w �

1
2

NK
�vKo

� vKu�
�

1
2
�

3NK
�vKo

� vKu�
� N d .

Matrix der Interpolationsfunktionen und Vektor der Elementfreiheitsgrade:

(A.31)

N � 0
�o N1

0
�o N1

0

0
0
0

�o N1

0
�u N1

0
�u N1

0

0
0
0

�u N1

���

���

���

0
�oN4

0
�o N4

0

0
0
0

�o N4

0
�u N4

0
�u N4

0

0
0
0

�u N4

�o �
1
2

(1 � �) und �u �
1
2

(1 � �) ;mit

 �
3�24
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(A.32)d �
	 v1o

x , v1o
y , v1o

z , v1u
x , v1u

y , v1u
z , ��� v4o

x , v4o
y , v4o

z , v4u
x , v4u

y , v4u
z 


T
 �

24�1 ;

(A.33)d
..
�
	 v

..1o
x , v

..1o
y , v

..1o
z , v

..1u
x , v

..1u
y , v

..1u
z , ��� v

..4o
x , v

..4o
y , v

..4o
z , v

..4u
x , v

..4u
y , v

..4u
z 


T
 �

24�1 .

Vektor der verschiebungsabhängigen, kinematischen Variablen:

(A.34)Eu
h � �11,

T
�22, �33, 2�23, 2�13, 2�12, �11, �22, 0, 2�23, 2�13, 2�12  �

12�1 .

B-Operator Matrix B � Eu
h,d :

(A.35)Eu
h,d� ��11, ��22, ��33, 2��23, 2��13, 2��12, ��11, ��22, 0, 2��23, 2��13, 2��12

T
 �

12x24 .

Die Einträge des B-Operators für einen Knoten K ergeben sich zu

(A.36)��ij  �
1x24��ij,

3��ij,
1 ��ij,

2 ��4ij� ��ij ��ij,
3��ij,

1 ��ij,
2 ��4ij�; �

1x24

mit

(A.37)

��K11

1
2
�NK,1 a1x

�

�

1
2
�NK,1 a1y

�

1
2
�NK,1 a1z

�

1
2
�NK,1 a1x

�

1
2
�NK,1 a1y

�

1
2
�NK,1 a1z

�

T

��K22

1
2
�NK,2 a2x

�

�

1
2
�NK,2 a2y

�

1
2
�NK,2 a2z

�

1
2
�NK,2 a2x

�

1
2
�NK,2 a2y

�

1
2
�NK,2 a2z

�

T

; ; ��K33

1
2
�Nk a3x

�

�

1
2
�NK a3y

�

1
2
�NK a3z

�

�

1
2
�Nk a3x

�

�

1
2
�NK a3y

�

�

1
2
�NK a3z

�

T

2��K23

1
2
�NK,2 a3x � NK a2x

�

�

1
2
�NK,2 a3y � NK a2y

�

1
2
�NK,2 a3z � NK a2z

�

1
2
�NK,2 a3x � NK a2x

�

1
2
�NK,2 a3y � NK a2y

�

1
2
�NK,2 a3z � NK a2z

�

T

2��K13

1
2
�NK,1 a3x � NK a1x

�

�

1
2
�NK,1 a3y � NK a1y

�

1
2
�NK,1 a3z � NK a1z

�

1
2
�NK,1 a3x � NK a1x

�

1
2
�NK,1 a3y � NK a1y

�

1
2
�NK,1 a3z � NK a1z

�

T

; 2��K12

1
2
�NK,2 a1x � NK,1 a2x

�

�

1
2
�NK,2 a1y � NK,1 a2y

�

1
2
�NK,2 a1z � NK,1 a2z

�

1
2
�NK,2 a1x � NK,1 a2x

�

1
2
�NK,2 a1y � NK,1 a2y

�

1
2
�NK,2 a1z � NK,1 a2z

�

T

;

(A.38)

��K11

1
2
�NK,1 a3x,1 � NK,1 a1x

�

�

1
2
�NK,1 a3y,1 � NK,1 a1y

�

1
2
�NK,1 a3z,1 � NK,1 a1z

�

1
2
�NK,1 a3x,1 � NK,1 a1x

�

1
2
�NK,1 a3y,1 � NK,1 a1y

�

1
2
�NK,1 a3z,1 � NK,1 a1z

�

T

��K22 �

T

;

1
2
�NK,2 a3x,2 � NK,2 a2x

�

1
2
�NK,2 a3y,2 � NK,2 a2y

�

1
2
�NK,2 a3z,2 � NK,2 a2z

�

1
2
�NK,2 a3x,2 � NK,2 a2x

�

1
2
�NK,2 a3y,2 � NK,2 a2y

�

1
2
�NK,2 a3z,2 � NK,2 a2z

�

2��K23

1
2
�NK a3x,2 � NK,2 a3x

�

�

1
2
�NK a3y,2 � NK,2 a3y

�

1
2
�NK a3z,2 � NK,2 a3z

�

�

1
2
�NK a3x,2 � NK,2 a3x

�

�

1
2
�NK a3y,2 � NK,2 a3y

�

�

1
2
�NK a3z,2 � NK,2 a3z

�

T

2��K13�

T

;

1
2
�NK a3x,1 � NK,1 a3x

�

1
2
�NK a3y,1 � NK,1 a3y

�

1
2
�NK a3z,1 � NK,1 a3z

�

�

1
2
�NK a3x,1 � NK,1 a3x

�

�

1
2
�NK a3y,1 � NK,1 a3y

�

�

1
2
�NK a3z,1 � NK,1 a3z

�

2��K12

1
2
�NK,1 a3x,2 � NK,2 a3x,1 � NK,1 a2x � NK,2 a1x

�

�

1
2
�NK,1 a3y,2 � NK,2 a3y,1 � NK,1 a2y � NK,2 a1y

�

1
2
�NK,1 a3z,2 � NK,2 a3z,1 � NK,1 a2z � NK,2 a1z

�

1
2
�NK,1 a3x,2 � NK,2 a3x,1 � NK,1 a2x � NK,2 a1x

�

1
2
�NK,1 a3y,2 � NK,2 a3y,1 � NK,1 a2y � NK,2 a1y

�

1
2
�NK,1 a3z,2 � NK,2 a3z,1 � NK,1 a2z � NK,2 a1z

�

T

;
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Partielle Ableitung des B-Operators nach den Verschiebungsfreiheitsgraden B,d � Eu
h,dd :

(A.39)Eu
h,dd� ���11, ���22, ���33, 2���23, 2���13, 2���12, ���11, ���22, 0, 2���23, 2���13, 2���12

T
 �

12�1 .

Die Einträge der partiellen Ableitung des B-Operators ergeben sich zu

(A.40)���ij � ;

 �
24�24

A11
ij A12

ij A13
ij A14

ij

A21
ij A22

ij A23
ij A24

ij

A31
ij A32

ij A33
ij A34

ij

A41
ij A42

ij A43
ij A44

ij

���ij �

 �
24�24

B11
ij B12

ij B13
ij B14

ij

B21
ij B22

ij B23
ij B24

ij

B31
ij B32

ij B33
ij B34

ij

B41
ij B42

ij B43
ij B44

ij

mit

0

(A.41)
AKM

ij � ;

0 aAaa 0 0

aa 0 00 aA 0

0 aa 00 0 aA

0 0 AAAa 0 0

Aa 0 00 AA 0

0 Aa 00 0 AA ij

KM 0

BKM
ij �

0 bBbb 0 0

bb 0 00 bB 0

0 bb 00 0 bB

0 0 BBBb 0 0

Bb 0 00 BB 0

0 Bb 00 0 BB ij

KM

(A.42)

aaKM
��

�

1
8
�NK,� NM,� � NK,� NM,�

� ; aAKM
��

� AaKM
��

�

1
8
�NK,� NM,� � NK,� NM,�

� ; AAKM
��

�

1
8
�NK,� NM,� � NK,� NM,�

�

aaKM
�3 �

1
8
�NK,� NM � NK NM,�

� ; aAKM
�3 � AaKM

�3 �

1
8
�NK,� NM � NK NM,�

� ; AAKM
�3 � �

1
8
�NK,� NM � NK NM,�

�

aaKM
33 �

1
4
�NK NM

� ; aAKM
33 � AaKM

33 � �

1
4
�NK NM

� ; AAKM
33 �

1
4
�NK NM

�

(A.43)

bbKM
��

�

1
4
�NK,� NM,� � NK,� NM,�

� ;bBKM
��

� BbKM
��

� 0 ; BBKM
��

bbKM
�3 �

1
8
�NK NM,� � NK,� NM

� ; bBKM
�3 � BbKM

�3 � �

1
8
�NK NM,� � NK,� NM

� ; BBKM
�3 �

1
8
�NK NM,� � NK,� NM

�

bbKM
33 � 0 ; bBKM

33 � BbKM
33 � 0 ; BBKM

33 � 0

�

1
4
�NK,� NM,� � NK,� NM,�

�
�

Vektor der verschiebungsabhängigen, statischen Variablen:

(A.44)Su
h �

	 n11, n22, n33, n23, n13, n12, m11, m22, 0, m23, m13, m12



T
 �

12�1 .

Vektor der approximierten, zusätzlichen kinematischen Variablen:

(A.45)E
~

h � 	 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, �

~

33, 0, 0, 0 

T
� M

~
�  �

12�1 .

Ansatzfunktionen für die zusätzlichen kinematischen Variablen und Verzerrungsparameter:

(A.46)E
~

h,� � 	 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, �
~

33,�, 0, 0, 0 

T
� M

~
 �

12�4 ;

(A.47)M
~ T

�

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

�

1

�

��

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

;
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(A.48)� �
	 �

1, �
2, �

3, �
4



T
 �

4�1 .

Vektor der zu E
~

h energetisch konjugierten, statischen Variablen:

(A.49)S
~

h �
	 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, m33, 0, 0, 0 


T
 �

12�1 .

A.3 ANS-Methode

Mit Hilfe der ANS-Methode werden ganz gezielt einzelne Einträge in der B-Operatormatrix ver-
ändert, weshalb diese Methode auch häufig als B-bar-Methode bezeichnet wird. In der vorlie-
genden Arbeit wird diese eingesetzt, um das Querschublocking und das curvature thickness lok-

king für die beiden vorgestellten Schalenelemente zu reduzieren. Dafür wird der B-Operator in
verschiedene Anteile aufgespalten:

(A.50)B � B�

q � B�

q � BT � Bx .

Darin enthalten B�

q und B�

q die zur Berechnung der Querschubverzerrungen notwendigen Aus-
drücke, BT die zur Berechnung der Quernormalverzerrungen und Bx alle übrigen, nicht zu modi-

fizierenden Terme.

• Querschublocking

Unter Verwendung von B�

q und B�

q werden diskrete Querschubverzerrungen an den jeweiligen
Kollokationspunkten (Koordinaten �K, �K) berechnet:

(A.51)�
K
13 � B�

q
��K, �K

� d �
K
23 � B�

q
��K, �K

� d .und

Die Kollokationspunkte werden so gewählt, dass die parasitären Schubverzerrungen dort ver-
schwinden. Für die beiden vorgestellten Schalenelemente trifft dies auf den jeweiligen Seiten-
mitten zu (Abb. 3.8), so dass folgende Kollokationspunkte verwendet werden:

(A.52)
für

für

��2, �2
�
� (0, 1) ,

��2, �2
�
� (1, 0) .

��1, �1
�
� (0,� 1) ,

��1, �1
�
� (� 1, 0) ,

�13 :

�23 :

Die diskreten Verzerrungswerte �K
13 und �K

23 aus Gleichung (A.51) werden nun mit Hilfe von
entsprechend gewählten Ansatzfunktionen über das gesamte Element interpoliert:

(A.53)�13 � �

2

K�1

N
�

K �
K
13 �23 � �

2

K�1

N
�

K �
K
23 ,und

mit

(A.54)
N
�

1 �
1
2

(1 � �) , N
�

1 �
1
2

(1 � �) ,

N
�

2 �
1
2

(1 � �) , N
�

2 �
1
2

(1 � �) .

Damit lassen sich schließlich die Querschubverzerrungen über einen modifizierten B-Operator
ausdrücken:
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(A.55)

�13 � �

2

K�1

	N
�

K B�

q
��K, �K

�
 d � B
�

q d ,

�23 � �

2

K�1

	N
�

K B�

q
��K, �K

�
 d � B
�

q d .

• Curvature Thickness Locking

Zur Vermeidung dieses Locking-Effektes werden die Quernormalverzerrungen �33 entspre-

chend modifiziert interpoliert. Da die parasitären Normalverzerrungen in Dickenrichtung an den
Knotenpunkten Null sind, werden diese als Kollokationspunkte gewählt:

(A.56)für �
K
33 :

��1, �1
�
� (� 1,� 1) , ��2, �2

�
� (� 1,� 1) ,

��3, �3
�
� (� 1,� 1) , ��4, �4

�
� (� 1,� 1) .

Um die diskreten Quernormalverzerrungen über das Element zu interpolieren, werden die ge-

wöhnlichen Lagrange-Polynome gewählt, die auch für die Interpolation der Verschiebungen
verwendet werden (Gl. (A.1)). Damit ergeben sich die neuen Quernormalverzerrungen zu

(A.57)�33 � �

4

K�1

	NK BT
��K, �K

�
 d � BT d .

Die Berechnung der modifizierten B-Operatoren kann analytisch erfolgen, weshalb der zusätzli-
che numerische Aufwand gegenüber reinen Verschiebungselementen vernachlässigbar ist.

A.4 EAS-Methode

Der für ein asymptotisch korrektes Schalenmodell notwendige siebte Parameter wird in dieser
Arbeit mit Hilfe der EAS-Methode eingebracht. Die Herleitung der daraus resultierenden modi-

fizierten Steifigkeitsmatrix ist in Abschnitt 3.3.3 dargestellt. Zur Vermeidung diverser Locking-
Phänomene lassen sich analog hierzu auch weitere Verzerrungsanteile anreichern. Dabei verän-
dert sich lediglich die Anzahl der internen Verzerrungsparameter �i sowie die zugehörige Matrix

der Ansatzfunktionen M
~

. Nachfolgend werden die in dieser Arbeit verwendeten Matrizen ange-
geben.

• Membranverzerrungen

Zur Reduzierung von Schublocking, volumetrischem Locking und Membranlocking werden die
verschiebungsabhängigen Membranverzerrungen �11, �22 und �12 durch

(A.58)E
~

h �
	 �

~
11, �

~
22, 0, 0, 0, 2�~ 12, 0, 0, 0, 0, 0, 0 


T
� M

~
�  �

12�1

mit
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(A.59)M
~ T

�

0
�

0
0

�

0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

�

�

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0 0 �� 0 0 0 0 00

erweitert. Damit sind fünf zusätzliche, interne Verzerrungsparameter notwendig. Werden so-
wohl der siebte Parameter als auch die Membranverzerrungen erweitert, müssen die entspre-

chenden Matrizen der Ansatzfunktionen M
~

 zusammengefasst werden. Insgesamt werden neun
zusätzliche, interne Verzerrungsparameter benötigt.

• Biegeverzerrungen

Die zusätzliche Erweiterung der Biegeverzerrungen liefert, verglichen mit dem numerischen

Mehraufwand, nur geringfügige Elementverbesserungen (Bischoff und Ramm (1997), Toncar
(2006)). Deshalb werden in dieser Arbeit keine zusätzlichen Verzerrungsansätze für diese Ver-

zerrrungsterme verwendet.

Anmerkung: Da sich die Ansätze für die zusätzlichen Verzerrungen auf die natürlichen Ele-
mentkoordinaten und damit auf eine i.d.R. veränderliche Metrik beziehen, kön-
nen konstante Spannungsansätze nur realisiert werden, indem die Metrik inner-
halb eines Elementes ebenfalls als konstant angesetzt wird (Bischoff (1999)). Bei
EAS-Formulierungen werden deshalb die Ansätze M

~
 auf die Metrik am Element-

mittelpunkt bezogen.

A.5 Hu-Washizu-Volumenelement

Nachfolgend werden die Definitionen der benötigten Vektoren und Matrizen für die Diskretisie-

rung des achtknotigen Hu-Washizu-Volumenelementes angegeben und einige wichtige Bezie-
hungen hergeleitet.

In Abbildung A.2 ist für das in Kapitel 3.6 beschriebene achtknotige Hu-Washizu-Volumenele-
ment, die Knotennummerierung und die Lage der Gauß-Punkte dargestellt.

Abb. A.2: Knotennummerierung und Gauß-Punkte eines achtknotigen Volumenelementes

1 2
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b b
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b �

1
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� � 0, 5773502691896
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Ansätze für die Verschiebungen:

(A.60)uh � N d ,

mit

(A.61)N � 0

N1

0

N1

0

0

0

0

N1

���

���

���

0

N8

0

N8

0

0

0

0

N8

 �
3�24 ;

(A.62)d �
	 v1

x, v1
y, v1

z , ��� v8
x, v8

y, v8
z 


T
 �

24�1

und

(A.63)

N1 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ;

N2 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ;

N5 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ;

N6 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ;

N3 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ; N7 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ;

N4 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) ; N8 �
1
8

(1 � �)(1 � �)(1 � �) .

Ansätze für die Verzerrungen:

(A.64)Eh � M1 �1 � M2 �2 � F–T
0 �1 �1 � F�T

0 �2 �2

mit

(A.65)Eh �
	 E11, E22, E33, 2E23, 2E13, 2E12




T
 �

6�1 ;

(A.66)�1 �

0
1

0
0

1
0

0
0

0
0

1
0

0
0

0
2

0
0

0
0

0
0

0
0

0
�

0
0

0
�

0
0

�

0

0
0

�

0

0
0

��

0

0
0

0
��

0
0

0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 00

0
0

�

0

0
0

�

0

0
0

0
2�

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

��

0
0 0 0 2� 00
0 0 0 0 2�0  �

6�18

;

(A.67)�1 �
	 �

1
1, �

2
1, ��� , �

17
1 , �

18
1



T
 �

18�1 ;

(A.68)�2 �

0
�

0
0

0
��

0
0

0
��

0
0

�

0

0
0

��

0

0
0

��

0

0
0

0
0

�

0

0
0

��

0

0
0

0
2�

0
0

0

2�

0
0

0
0

0
0

��

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2�0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
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0
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6�15

;

(A.69)�2 �
	 �

1
2, �

2
2, ��� , �

14
2 , �

15
2



T
 �

15�1 .
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Ansätze für die Spannungen:

(A.70)Sh � P � � F0� �

mit

(A.71)Sh �
	 S11, S22, S33, S23, S13, S12




T
 �

6�1 ;

(A.72)� �

0
1

0
0

1
0

0
0

0
0

1
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
�

0
0

0
�

0
0

�

0

0
0

�

0

0
0

��

0

0
0

0
��

0
0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 00

0
0

�

0

0
0

�

0

0
0

0
�

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

��

0
0 0 0 � 00
0 0 0 0 �0  �

6�18

;

(A.73)� �
	 �

1, �
2, ��� , �

17, �
18



T
 �

18�1 .

Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren:

(A.74)�h � Mz z � 1
det F

M2 z

mit

(A.75)�h �
	 	11, 	22, 	33, 2	23, 2	13, 2	12




T
 �

6�1 ;

(A.76)z � 	 z1, z2, ��� , z14, z15



T
 �

15�1 .

Die Ansätze für die Verzerrungen (�1,�2) und Spannungen (�) beziehen sich auf die natürli-
chen Elementkoordinaten, weshalb sie mit einer geeigneten Transformation auf das globale Ko-

ordinatensystem bezogen werden müssen. Um konstante Spannungs- und Verzerrungsansätze
realisieren zu können, wird die Metrik innerhalb eines Elementes als konstant angesetzt. Analog
zur EAS-Methode wird auch hier die Metrik am Elementmittelpunkt gewählt. Es ergibt sich die

Transformationsmatrix zu

(A.77)F0�

F21F21

F11F11

F31F31

F21F31

F22F22

F12F12

F32F32

F22F32

F23F23

F13F13

F33F33

F23F33

F22F23 � F23F22

F12F13 � F13F12

F32F33 � F33F32

F22F33 � F23F32

F21F23 � F23F21

F11F13 � F13F11

F31F33 � F33F31

F21F33 � F23F31

F11F31 F12F32 F13F33 F12F33 � F13F32 F11F33 � F13F31

F11F21 F12F22 F13F23 F12F23 � F13F22 F11F23 � F13F21  �
6�6

F21F22 � F22F21

F11F12 � F12F11

F31F32 � F32F31

F21F32 � F22F31

F11F32 � F12F31

F11F22 � F12F21

,

wobei

(A.78)Fi1 �
�xi

��

, Fi2 �
�xi
��

, Fi3 �
�xi

��

die entsprechenden Einträge des Deformationsgradienten, ausgewertet am Elementmittelpunkt
(� � � � � � 0), darstellen.
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• Herleitung des diskretisierten, variierten Funktionals von Gleichung (3.65)

Startpunkt ist das modifizierte, variierte Funktional aus Gleichung (3.57). Durch das Einsetzen
der entsprechenden Ansätze für die Lagrange-Multiplikatoren entsteht ein Zusammenhang zwi-

schen den internen Verzerrungsparametern �1 und �2 (Kap. 3.6.3):

(A.79)�2 � ��

�

�

�



h

MT
z �M2 d
�

�

�

�1

�

�

�

�



h

MT
z �M1 d
�

�

�

�1 � A
~
�1 .

Dieser Zusammenhang wird zusammen mit den restlichen Ansätzen in Gleichung (3.57) einge-
setzt:

(A.80)

��h � �dT
�



h

�Eu
h,d
�

T
P d
 �

� ��T
1 �



h

MT
1
	� �M1 �1 � M2 A

~
�1 � P �� �Mz z�
 d


� ��T
1 �



h

A
~ T MT

2
	� �M1 �1 � M2 A

~
�1 � P �� �Mz z�
 d


� ��T
�



h

PT
	Eu

h � M1 �1 � M2 A
~
�1

 d
� �dT fext

� 0 .

Weiteres Zusammenfassen liefert:

(A.81)

��h � �dT
�



h

�Eu
h,d
�

T
P d
 �

� ��T
1�

�

�

�



h

�MT
1 � A

~ T MT
2
��M1 d
�1 � �



h

�MT
1 � A

~ T MT
2
��M2 A

~
d
�1

� ��T
�

�

�

�



h

PT Eu
h d
� �



h

PT
�M1 � M2 A

~
� d
�1�

�

�

� �dT fext
� 0 .

� �



h

�MT
1 � A

~ T MT
2
�P d
 �� �



h

�MT
1 � A

~ T MT
2
��Mz d
 z�

�

�
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Mit Einführung der Abkürzung

(A.82)Mn :� M1 � M2 A
~
� M1 � M2�

�

�

�



h

MT
z �M2 d
�

�

�

�1

�

�

�

�



h

MT
z �M1 d
�

�

�

und der Tatsache, dass

(A.83)�



h

MT
n �Mz d
 z � 0

die Orthogonalitätsbedingung erfüllt, resultiert schließlich die diskretisierte schwache Form aus
Gleichung (3.65):

��
LM
HW � ��h

�d, �1, �� � �dT
�



h

�Eu
h,d
�

T
P d
 �

� ��T
1�

�

�

�



h

MT
n �Mn d
�1 � �



h

MT
n P d
 ��

�

�

� ��T
�

�

�

�



h

PT Eu
h d
� �



h

PT Mn d
�1�

�

�

� �dT fext
� 0 .

(A.84)
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B Mortar-Methode und Kontaktformulierung

B.1 Gebietszerlegung: Statische Kondensation

Ausgangspunkt ist das Gleichungssystem (5.28). Unter Verwendung von dualen Ansatzfunktio-
nen für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren reduziert sich die Kopplungsmatrix MS

auf eine Diagonalmatrix DS. Das Gleichungssystem lautet dann:

(B.1)

dN

dM

dS

KNN

KMN

KSN

KNM

KMM

KSM

KNS

KMS

KSS

�

fext
N

fext
M

fext
S

z0 � MM DS 0

0

� MT
M

DS

0

.

Da die Verschiebungen auf dem Slave- und dem Master-Rand über die Gleichung (5.26) mitein-
ander gekoppelt sind, lassen sich die Verschiebungen auf dem Slave-Rand mittels der Kopp-

lungsmatrizen MS � DS und MM in Abhängigkeit der Verschiebungen auf dem Master-Rand
ausdrücken:

(B.2)dS
�
�D�1

S MM� dM
� M

^
dM .

Wird dies in die erste Zeile von Gleichung (B.1) eingesetzt, ergibt sich

(B.3)KNN dN
� KNM dM

� KNS �M
^

dM
�
� KNN dN

�
�KNM � KNS M

^
� dM

� fext
N .

Auflösung der dritten Zeile liefert die diskreten Werte für die Lagrange-Multiplikatoren

(B.4)z � D�1
S

	 fext
S � KSN dN

� KSM dM
� KSS dS


 ,

so dass die dritte Zeile aus dem Gleichungssystem (B.1) gestrichen werden kann. Das Einsetzen
von (B.4) und (B.2) in die zweite Zeile von (B.1) ergibt

(B.5)

KMN dN
� KMM dM

� KMS dS
� MT

M D�1
S
	 fext

S � KSN dN
� KSM dM

� KSS dS


� fext

M

�KMN � M
^ T KSN� dN

�
�KMM � M

^ T KSM� dM
�
�KMS � M

^ T KSS� dS
� fext

M � M
^ T fext

S

M
^ T

�

�KMS � 2 M
^ T KSS� dS

� M
^ T KSS dS

M
^

dM

�KMN � M
^ T KSN� dN

��KMM � M
^ T KSM � KMS M

^
� 2 M

^ T KSS M
^
� dM

� M
^ T KSS dS

� fext
M � M

^ T fext
S .�

(B.4)

(B.2)
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Um ein symmetrisches Gleichungssystem zu erhalten, wird die vierte Zeile von (B.1) mit
�KSS D�1

S
� vormultipliziert:

(B.6)
�
�KSS D�1

S MM� dM
�
�KSS D�1

S DS
� dS

� �
�KSS M

^
� dM

� KSS dS
� 0 .

Zusammenfassen der Gleichungen (B.3), (B.5) und (B.6) liefert schließlich das symmetrische
Gleichungssystem aus (5.30):

(B.7)

dN

dM

dS

KNN

KMN � M
^ T KSN

0

KNM � KNS M
^

KMM � M
^ T KSM � KMS M

^
� 2 M

^ T KSS M
^

� KSS M
^

0

� M
^ T KSS

KSS

�

fext
N

fext
M � M

^ T fext
S

0

B.2 Kontakt mit starrem Hindernis: Statische Kondensation

Ausgehend von Gleichung (7.22) werden hier die notwendigen Schritte dargestellt, die schließ-

lich auf das kondensierte reduzierte Gleichungssystem (7.25) führen. Zur übersichtlicheren Dar-
stellung wird folgende Notation vereinbart: Die effektive tangentiale Steifigkeitsmatrix Keff

T
wird mit K, der effektive Lastvektor feff wird mit f bezeichnet und der Zähler l der Schleife über

die Aktive-Menge wird weggelassen. Auf die Kennzeichnung der Dimension der Einheitsmatrix
wird ebenso verzichtet. Mit diesen Vereinbarungen lautet Gleichung (7.22):

(B.8)

dN

dI

KNN

KIN

KNI

KII

�

KNA

KIA

0

DI

0

0

KAN KAI KAA 0 DA

0 0 0 I 0

0 0 �
~

A 0 0

0 0 0 0 TA

dA

zI

zA

fN

fI

fA

0

g~A

0

.

Aus der vierten Zeile ist ersichtlich, dass zI
� 0 sein muss. Deshalb kann die vierte Zeile ebenso

wie die vierte Spalte aus (B.8) gestrichen werden. Dieses ergibt:

(B.9)

dN

dI

KNN

KIN

KNI

KII

�

KNA

KIA

0

0

KAN KAI KAA DA

0 0 �
~

A 0

0 0 0 TA

dA

zA

fN

fI

fA

g~A

0

.

Nun wird die dritte Zeile von (B.9) mit TA vormultipliziert:
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(B.10)

dN

dI

KNN

KIN

KNI

KII

�

KNA

KIA

0

0

TA KAN TA KAI TA KAA TA DA

0 0 �
~

A 0

0 0 0 TA

dA

zA

fN

fI

TA fA

g~A

0

.

Mit der Bedingung aus der fünften Zeile TA zA
� 0 folgt, dass auch TA DA zA

� 0 gelten muss,
so dass auch die vierte Spalte und die fünfte Zeile eliminiert werden können:

(B.11)

dN

dI

KNN

KIN

KNI

KII
�

KNA

KIA

TA KAN TA KAI TA KAA

0 0 �
~

A

dA

fN

fI

TA fA

g~A

.

Das Vertauschen der dritten und vierten Zeile und das Einfügen der entsprechenden Indizes führt
zu dem reduzierten System aus Gleichung (7.25):

dN

dIl

�Keff
T
�

NN

�Keff
T
�

IlN

�Keff
T
�

NIl

�Keff
T
�

IlIl
�

�Keff
T
�

NAl

�Keff
T
�

IlAl

0 0 �
~

Al

TAl
�Keff

T
�

AlN

dAl

TAl
�Keff

T
�

AlIl

TAl
�Keff

T
�

AlAl

feff
N

feff
Il

g~Al

TAl
feff

Al

(B.12).

B.3 Kontakt zweier deformierbarer Körper: Basistransformation

Ausgehend von Gleichung (6.30) werden die notwendigen Schritte dargestellt, die schließlich

auf das modifizierte effektive Strukturgleichungssystem (7.39) führen. Der Übersichtlichkeit
halber werden zur Herleitung wiederum einige Indizes weggelassen (Anhang B.2), so dass sich
Gleichung (6.30) zu

(B.13)dM

dS

z

KNN

KMN

KNM

KMS

0

� MT
M �

fN

fM

KSN KSS DS fS

KNS

KMM

KSM

dN

ergibt. Mit der Definition des inkrementellen Sprungs aus Gleichung (7.35) folgt eine Beziehung
für die inkrementellen Verschiebungen der Slave-Knoten dS in Abhängigkeit des inkrementel-
len Sprungs und der inkrementellen Verschiebungen der Master-Knoten:

(B.14)[d ] � dS
� M

^
dM

dS
�

	d 
 � M
^
dM ,�



188

mit der Abkürzung

(B.15)M
^
� D�1

S MM .

Das Einsetzen der Beziehung für dS (Gl. (B.14)rechts) in die erste bzw. dritte Zeile von (B.13)
liefert:

(B.16)
KNNdN

� KNMdM
� KNS �

	d 
 � M
^
dM

�
� fN

� KNNdN
�
�KNM � KNS M

^
�dM

� KNS
	d 
 � fN

und

(B.17)
KSNdN

� KSMdM
� KSS �

	d 
 � M
^
dM

�
� DS z � fS

� KSNdN
�
�KSM � KSS M

^
�dM

� KSS
	d 
 � DS z � fS .

Um den Kopplungsterm �� MT
M
� aus der zweiten Zeile von (B.13) loszuwerden, wird die dritte

Zeile von (B.13) mit �M
^ T
� vormultipliziert und zur zweiten Zeile hinzuaddiert:

(B.18)

�KMN � M
^ T KSN �dN

�
�KMM � M

^ T KSM �dM
�

�
�KMN � M

^ T KSN �dN
�
�KMM � M

^ T KSM �dM
�
�KMS � M

^ T KSS �dS
� fM � M

^ T fS .

� MT
M � MT

M D�T
S DS � � MT

M � MT
M � 0

�
�KMS � M

^ T KSS �dS
�
�
� MT

M � M
^ T DS� z � fM � M

^ T fS

Wird im Weiteren die Beziehung für dS (Gl. (B.14)rechts) in diese Gleichung eingesetzt, ergibt
sich schließlich:

(B.19)

�KMN � M
^ T KSN �dN

�
�KMM � M

^ T KSM �dM
�

�
�KMS � M

^ T KSS � �
	d 
 � M

^
dM

�
� fM � M

^ T fS

�
�KMN � M

^ T KSN �dN
�
�KMM � M

^ T KSM � KMS M
^
� M

^ T KSS M
^
�dM

�

�
�KMS � M

^ T KSS �
	d 
 � fM � M

^ T fS .

Zusammengefasst lautet damit das modifizierte Gleichungssystem:

(B.20)

dN

dM

KNN

KMN � M
^ T KSN

KNM � KNS M
^

KMM � KMS M
^
� M

^ T KSM � M
^ T KSS M

^
�

KNS

KMS � M
^ T KSS

KSN KSM � KSS M
^

KSS

	d 


fN

fM � M
^ T fS

fS

z

0

0

DS

.
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B.4 Konstruktion diskreter dualer Ansatzfunktionen

Zur besseren Veranschaulichung des in Kapitel 6.3.3 erläuterten Verfahrens zur Konstruktion der
diskreten dualen Ansatzfunktionen für die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren wird das

Vorgehen anhand eines Beispiels gezeigt (Abb. B.1):

Abb. B.1: Beispiel eines Kontaktflächenelementes im dreidimensionalen Raum

P1 � (3,� 1, 1)T

e1 e2

e3

1

2

3

4

P2 � (3,� 5,� 2)T

P3 � (7,� 5, 5)T

P4 � (1,� 2, 2)T

�

�, �  [� 1, 1]

�

Die Positionen der Eckknoten P1 bis P4 sind im kartesischen Koordinatensystem, das von den
orthonormierten Basisvektoren ei

� ei aufgespannt wird, gegeben. Unter Verwendung der ge-

wöhnlichen bilinearen Ansatzfunktionen NS
i  (Abb. 6.5links) ergibt sich die Position eines beliebi-

gen Punktes innerhalb des dargestellten Flächenelementes zu

(B.21)P(x) � P(�, �) �

1
4
�14 � 6�� 2�� 6���

1
4
�
� 13 � 7�� �� ���

1
4
�6 � 8�� 6���

.

Die kovarianten Basisvektoren (Gl. (2.2)), die zur Transformation eines differentiellen Fläche-

nelementes vom physikalischen Raum in den Parameterraum notwendig sind, berechnen sich
damit zu

(B.22)g1 �
�x
��

�

3
2
�

3
2
�

�

7
4
�

1
4
�

3
2
�

und g2 �
�x
��

�

1
2
�

3
2
�

�

1
4
�

1
4
�

2 �

3
2
�

.

Folgend kann die Integration über den Kontaktrand in eine Integration im Parameterraum über-

führt werden. Die Wichtungsfaktoren wii der Diagonalmatrix und die Einträge Mij der „Massen-
matrix“ berechnen sich dann mit
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(B.23)wii � �

�
(1)h
c,e

NS
i (�, �) d� � �

�1

�1

�

�1

�1

NS
i (�, �) |g1 � g2| d�d�

und

(B.24)Mij � �

�
(1)h
c,e

NS
i (�, �) NS

j (�, �) d� � �

�1

�1

�

�1

�1

NS
i (�, �) NS

j (�, �) |g1 � g2| d�d� .

Diese Ausdrücke werden mit einer 2x2 Gauß-Integration (Abb. A.1) numerisch ausgewertet,
was schließlich zu den folgenden Matrizen führt:

(B.25)De �

3.7481
0
0
0

0
6.0645

0
0

0
0

6.4931
0

0
0
0

4.2777

und

(B.26)Me �

1.3467
1.0637
0.5718
0.7659

1.0637
2.9082
1.5212
0.5718

0.5718
1.5212
3.1767
1.2234

0.7659
0.5718
1.2234
1.7167

.

Daraus ergibt sich schließlich die Transformationsmatrix zu

(B.27)Ae � De M�1
e �

5.2495
� 3.1026

1.5024
� 2.6493

� 1.9174
3.9158

� 1.9883
0.9898

0.8672
� 1.8572

3.7608
� 1.7709

� 2.3213
1.4033

� 2.6880
4.6060

.

Mit den Einträgen dieser Transformationsmatrix können nun die diskreten dualen Ansatzfunk-
tionen für das in Abbildung B.1 dargestellte Kontaktflächenelement konstruiert werden. Bei-
spielsweise ergibt sich die erste Interpolationsfunktion �D

1 , indem die Einträge der ersten Zeile

aus Ae mit den entsprechenden Ansatzfunktionen NS
i  für die Approximation der Verschiebungen

auf dem Kontaktrand multipliziert und aufsummiert werden:

(B.28)�
D
1
��, �� � 5.2495 NS

1
��, �� � 1.9174 NS

2
��, �� � 0.8672 NS

3
��, �� � 2.3213 NS

4
��, �� .

In Abbildung B.2rechts ist die diskrete Ansatzfunktion �D
1 (�, �) für das hier besprochene kon-

krete Beispiel dargestellt. Dabei zeigt sich, dass sich die Absolutwerte der Ansatzfunktion an den

Stützstellen gegenüber der entsprechenden Ansatzfunktion für eine regelmäßige Elementgeo-
metrie (Abb. B.2links) deutlich verändern, die prinzipielle Struktur der Interpolationsfunktion

jedoch erhalten bleibt.
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Abb. B.2: Gegenüberstellung einer dualen Ansatzfunktion: 
regelmäßige Elementgeometrie – konkretes Beispiel

�

�

1

2

3
4

�
D
1 (�, �)

�

�

1

2

3
4

�
D
1 (�, �)

4

–2 1

–2
5.2495

–2.3213 0.8672

–1.9174

duale Ansatzfunktion �D
1 (�, �)

für regelmäßige Elementgeometrie:
duale Ansatzfunktion �D

1 (�, �)
für dieses konkrete Beispiel:
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