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Zusammenfassung

Dievorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der numerischen Simulation von Kontaktproblemen
dinnwandiger Strukturen unter Verwendung der M ethode der Finiten Elemente. Dazu wird eine
mortar-basierte Kontaktformulierung vorgestel It und mit geeigneten réumlichen und zeitlichen
Diskretisierungsstrategien verknupft.

Aufbauend auf die 7-Parameter-Schalenformulierung von Buchter und Ramm (1992) wird im
Hinblick auf eine sinnvolle Kopplung mit der elementunabhéngigen Kontaktbeschreibung ein
trilineares oberflachenorientiertes hybrides Volumen-Schalen-Element hergeleitet. Erganzend
wird auf der Basis des Prinzips von Hu-Washizu ein trilineares geometrisch nichtlineares Vol u-
menelement ausgearbeitet. Numerische Untersuchungen dokumentieren die L e stungsfahigkeit
beider FE-Formulierungen.

Fir die zeitliche Diskretisierung werden zwel implizite Zeitintegrationsal gorithmen eingesetzt.
Neben dem bestehenden ,, Generalized-a* -Verfahren findet vor allem die,, Generalized-Energy-
Momentum-Method“ Anwendung. Diese erweist sich in allen durchgefihrten numerischen
Analysen als unbedingt stabil.

Hauptbestandteil dieser Arbeit ist die Erweiterung der in Hiieber und Wohimuth (2005) vorge-
stellten Mortar-K ontaktformulierung auf den geometrisch nichtlinearen Fall. Durch die Einfuh-
rung von kontinuierlich approximierten Lagrange-Multiplikatoren, die physikalisch den Kon-
taktdruck représentieren, wird die einzuhaltende Inpenetrabilittsbedingung in einem schwa-
chen integralen Sinne formuliert. Die Wahl von dualen Ansatzfunktionen (WWohlmuth (2000))
zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren erméglicht die knotenwei se Entkopplung der zu
erfullenden geometri schen Randbedingungen. In Kombination mit el ner Aktiven-Mengen-Stra-
tegie entsteht ein Algorithmus, der die Elimination der diskreten Knotenwerte der Lagrange-
Multiplikatoren erlaubt. Diese lassen sich in einer Nachlaufrechnung variationell konsistent in
Abhangigkeit der VVerschiebungen berechnen. Der resultierende Kontaktal gorithmusvereint, im
Gegensatz zu vielen anderen Formulierungen, zwei wesentlicheVorteile: Lediglich diediskreten
K notenverschiebungen treten al s primare Unbekannte auf, wodurch die Grof3e des abschlief3end
zu |6senden Glei chungssystems konstant bleibt; es sind keinerlei benutzerdefinierte Parameter,
wie beispielsweise ein Penalty-Parameter, notwendig.

Detaillierte numerische Untersuchungen dynamischer K ontaktprobleme verdeutlichen die Not-
wendigkeit zusétzlicher agorithmischer Energieerhaltungsstrategien. Die von Laursen und
Love (2002) vorgestellte ,, Vel ocity-Update” -Methode zeichnet sich dadurch aus, dass sie die
exakte Energieerhaltung bei gleichzeitiger Erflllung der geometrischen Nichtdurchdringungs-
bedingung garantiert. Siewird entsprechend der vorgestel Iten K ontaktformulierung tiberarbeitet
und fur die Kombination mit der , Generalized-Energy-Momentum-Method* verallgemeinert.

Anhand von numerischen Beispielen wird die L eistungsfahigkeit der vorgestellten L dsungsstra-
tegie analysiert und bewertet.



Abstract

Thepresent thesisisconcerned with the numerical simulation of contact problemsof thin-walled
structures using the finite element method. A mortar-based contact formulation is presented and
combined with suitable strategies for the discretization in space and time.

Inview of auseful coupling with the element independent contact description, atrilinear surface
oriented hybrid shell element isderived on the basis of the 7-parameter shell model by Biichter
and Ramm (1992). Additionally, atrilinear geometric nonlinear brick element based onthe prin-
ciple of Hu-Washizu is devised. Numerical tests demonstrate the performance of both element
formulations.

For the discretization in time, two implicit time integration algorithms are used. In addition to
the existing ,, Generalized-a"“-Method especially the , Generalized-Energy-Momentum-Me-
thod" is applied. The latter is proven to be unconditionally stable in al performed numerical
analyses.

The essentia part of thisthesisisthe extension of the mortar contact formulation presented by
Hueber and Wohlmuth (2005) to the geometrically nonlinear regime. Introducing continuously
approximated Lagrange Multipliers, physically representing the contact pressure, the geometric
impenetrability condition is formulated in a weak, integral sense. Using dual shape functions
(Wohlmuth (2000)) for the interpolation of the Lagrange Multipliersalowsfor anodal decoup-
ling of the geometric constraints. The combination with an active set strategy resultsin an algo-
rithmwhich allowsfor elimination of thediscretenodal valuesof the LagrangeMultipliers. They
can be easily recovered from the displacements in a variational consistent way. In contrast to
many other formulations, the resulting contact algorithm combines two main advantages: Only
the discrete nodal displacements appear as prima unknowns, thereby the size of the system of
equations to be solved remains constant; there is no need for any user defined parameters like
apenalty parameter.

Detailed numerical analyses of dynamic contact problemsillustrate the necessity of additional,
algorithmic energy-conserving strategies. The,, Vel ocity-Update” -method by Laursen and Love
(2002) is characterized by the fact that it guarantees the exact conservation of energy while si-
multaneously satisfying the geometricimpenetrability condition. Thismethod isrevised accord-
ing to the presented contact formul ation and generalized for combination with the,, Generalized-
Energy-Momentum-Method".

Numerical examplesareinvestigated to analyzeand judgetheeffectiveness of the proposed sol u-
tion strategy.
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Abkurzungen und Bezeichnungen

Inder vorliegenden Arbeit werden nach M 6gli chkeit deutsche Bezei chnungen verwendet. In den
Féllen, in denen englische Begriffe al s feststehende Bezei chnungen angesehen werden kdnnen,
fr die kel ne passende deutsche Entsprechung gegeben werden kann, wird der englische Begriff
eingefuhrt und anschlief3end ausschliefdich verwendet.

Falls nicht ausdriicklich abweichend vereinbart, gilt das Folgende:

e Kleine, lateinische Indizes nehmen die Werte 1 bis 3 an
e Kleine, griechische Indizes nehmen die Werte 1 und 2 an

Bei der Diskretisierung mit Finiten Elementen gilt:

e Grol3e, lateinische Indizes laufen von 1 bisn, mit n : = Anzahl der Knoten pro Element
e Esgilt die Einsteinsche Summenkonvention

Weiter werden Vektoren, Tensoren zweiter und hoherer Stufe sowie Matrizen mit fettgedruckten
Buchstaben dargestellt. Eine Verwechslung von Matrizen und Tensoren solltein dem jeweiligen
Kontext ausgeschlossen sein. Skalare sind in Standardschrift gesetzt.

Auf folgende Abktrzungen und Bezeichnungen wird mehrfach zuriickgegriffen:

Abkurzungen

ANS Assumed-Natural-Strain
DSG Discrete-Strain-Gap

EAS Enhanced-Assumed-Strain
EMM Energy-Momentum-Method
FE Finite Elemente

FEM Finite-Element-Methode

Gen,, Generadlized-a (-Verfahren)
GEMM  Generalized-Energy-Momentum-Method

HR Hellinger-Reissner

HW Hu-Washizu

KKT Karush-Kuhn-Tucker (Bedingungen)

NTN Knoten-K noten-Kontakt (node-to-node contact)

NTS Knoten-Segment-Kontakt (node-to-segment contact)

PwV Prinzip der virtuellen Verschiebungen

STS Segment-Segment-K ontakt (segment-to-segment contact)

S Mittelflachenorientiertes Schalenelement

So Oberflachenorientiertes Schalenelement (Volumen-Schalen-Element)

Vhw Hu-Washizu-Volumenelement



Bezeichnungen

a;, a ko- und kontravariante Basisvektoren der Schalenmittelflache in der Momentan-
konfiguration

A, Al ko- und kontravariante Basisvektoren der Schalenmittelfléche in der Referenzkon-
figuration

A a Metriktensor der Schalenmittelflache in der Referenz- bzw. Momentankonfigura-
tion

az = g3 Direktor in der Momentankonfiguration
A; = G5 Direktor in der Referenzkonfiguration

A Schalenmittelfléche

A Menge aller aktiven Slave-Knoten

b Volumenkraftvektor pro Masseneinheit

B diskretisierter Differentialoperator (,, B-Operator)

B¢ Matrix der Wichtungsfaktoren zur Berechnung der Kontaktkrafte: f¢ = BCz

C Materialtensor

C Werkstofftensor der Schalentheorie (= C Uber die Dicke integriert)

cS viskose Dampfungsmatrix

d = {2,3} Index zur Kennzeichnung der Dimension des betrachteten Problems

AdS Vektor der gewichteten, inkrementellen Knotenverschiebungen auf dem Slave-
Rand in die jeweilige Normalenrichtung

[4d] inkrementeller Sorung: Vektor der inkrementellen Relativverschiebung zweier dis-
kretisierter Kontaktrénder zueinander

[4d,] Vektor der gewichteten, inkrementellen Relativverschiebung eines Knotens i auf
dem Slave-Rand in Richtung seiner Normalen

d Vektor der diskreten Knotenverschiebungen

ds Vektor der diskreten Knotenverschiebungen auf dem Slave-Rand

dv Vektor der diskreten Knotenverschiebungen auf dem Master-Rand

d Vektor der diskreten Knotengeschwindigkeiten

dc Vektor der diskreten Kontakt-Geschwindigkeiten (,, Vel ocity-Update” -Methode)

d Vektor der diskreten Knotenbeschleunigungen

D Verzerrungsmatrix (EAS-Methode)

Dg Kopplungsmatrix auf der Slave-Seite; Diagonal matrix

e = e  orthonormale, globale Basisvektoren

E Elastizitdtsmodul

EKn kinetische Energie

EPot potentielle Energie

Elot totale Energie

Xi



A Etot
tot
AEY

AES

Xii

inkrementelle Veranderung der gesamten totalen Energie innerhalb eines Zeit-
schrittes At

inkrementelle Veranderung der totalen Energie ohne Kontakt innerhalb eines Zeit-
schrittes At

zusétzliche, inkrementelle Verénderung der totalen Energie infolge von Kontakt
innerhalb eines Zeitschrittes At

Green-L agrange-Verzerrungstensor

verschiebungsabhangiger Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Vektor der verschiebungsabhangigen kinematischen Variablen
spannungsabhangiger Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Tensor der zusétzlichen Verzerrungen beim modifizierten Prinzip von Hu-Washizu
(EAS-Methode)

Vektor der approximierten, zusétzlichen kinematischen Variablen

Tensor der zur Stabilitat notwendigen Verzerrungen beim Prinzip von Hu-Washizu
(Hu-Washizu-Volumenel ement)

Tensor der zusétzlichen Verzerrungen beim Prinzip von Hu-Washizu (Hu-Washizu-
Volumenel ement)

Vektor der Kontaktkréfte
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1 Einfihrung

1.1 Motivation und Stand der Technik

Die meisten physikalischen Bewegungsvorgange werden durch die Wechselwirkung verschie-
dener, miteinander in Bertihrung kommender K 6rper beeinflusst. Alltagliche Dingewie Spazie-
rengehen oder Radfahren sind ohne das Kontaktieren zweier oder mehrerer Korper nicht mog-
lich. Auchinvielen technischen Anwendungen, sei esin der Umformtechnik, im Automobilbau
oder im Bauwesen (vgl. Abb. 1.1), spielt die mechanische Interaktion verschiedener Bauteile
eine wichtige Rolle. Wegen ihres giinstigen Verhaltnisses von Steifigkeit zu Eigengewicht fin-
den haufig dunnwandige Strukturen Anwendung als Konstruktionselemente. Fir die Analyse
der mei st sehr komplexen Fragestellungenist neben einer geeigneten Beschreibung der Kontakt-
Randbedingungen auch die realitdtsnahe Abbildung des Strukturverhaltens der beteiligen Kor-
per notwendig. Dabei sind haufig dynamische Effekte sowiegrof3e Verformungen der untersuch-
ten Konstruktionselemente zu beriicksichtigen.

Nur vereinzelte Sonderfélle von Kontaktproblemen lassen sich einer analytischen Losung zu-
fuhren. Deshalb miissen fir die Untersuchung der fir Ingenieure interessanten Fragestellungen
geeignete Simul ations- und Berechnungsverfahren entwickelt werden. AlsBasishierfir hat sich
In den vergangenen Jahrzehnten die M ethode der Finiten Elementealsein Giberaus|ei stungsfahi-
ges numerisches Naherungsverfahren etabliert. Fir die Modellierung dinnwandiger Strukturen
werden dabei verstarkt hoherwertige Elementformulierungen benutzt, die die Anwendung un-
modifizierter dreidimensionaler Stoffgesetze erlauben. Ein umfassender Uberblick tiber die FE-
Modellierung dinnwandiger Strukturen findet sich in Bischoff et al. (2004).

Obwohl bereitsin kommerziellen FE-Programmen (z.B. ANSY S, MSC.MARC, ABAQUSoder
LS-DYNA) verschiedene Kontaktformulierungen zur Analyse industrieller Anwendungen im-
plementiert sind, besteht immer noch grofRer Forschungsbedarf nach geeigneteren Verfahren.
Dabei steht die Frage nach unbedingt stabilen und robusten K ontaktal gorithmen im Mittel punkt
der aktuellen, wissenschaftlichen Anstrengungen.



Das bislang vorwiegend angewendete Diskretisierungsverfahren zur Berlicksichtigung von
Kontakt-Randbedingungen bei grofRen Deformationen ist die Knoten-Segment (node-to-seg-
ment —NTS) Diskretisierung. Hierbei wird gefordert, dass ein FE-Knoten auf dem Rand eines
Korpers (Slave-Knoten) ein ihm gegentberliegendes Finites Element (Master-Segment) nicht
durchdringen darf. Dieses Verfahren wird auch al sk oll okationsmethode bezei chnet, dadie Kon-
takt-Randbedingungen nur an einzelnen, diskreten FE-Knoten punktweise erfillt werden. Die
ersten erfolgreichen Anwendungen finden sich bereitsin den Arbeiten von Hallquist (1979) und
Hugheset a. (19774). Darauf aufbauend wurden in den vergangenen zwel Jahrzehnten viele Er-
weiterungen und Verallgemeinerungen dieser Ansatze vorgeschlagen (Hallquist et al. (1985),
Wriggers et al. (1990), Benson und Hallquist (1990), Laursen (1992) u.a.).

Kontaktprobleme mit grof3en Deformationen bedingen meist auch das Auftreten von beachtli-
chen tangentialen Relativverschiebungen zweier Korper. Wird fir die Analyse solcher Frage-
stellungen die NTS-Diskretisierung eingesetzt, kann dies zu numerischen Problemen fuhren.
Aufgrund der réaumlichen Approximation der wahren Geometrie mittels Finiter Elemente kann
es zu Ecken und K anten zwi schen benachbarten Elementen kommen, an denen keine eindeutige
Normale definiert ist. Das kann Konvergenzprobleme hervorrufen, vor allem dann, wenn die
Kontaktflachen starke Krimmungsanderungen aufweisen. Zur Vermeidung dieser Probleme
wurden von verschiedenen Autoren (Taylor und Wriggers (1999), Padmanabhan und Laursen
(2001), Wriggers et al. (2001), Puso und Laursen (2002), Stadler und Holzapfel (2004)) soge-
nannte smooth-contact-Formulierungen vorgestellt. Hierflr werden die diskretisierten K ontakt-
flachen mit Hilfe verschiedener Interpol ationsmethoden (Hermitesche Polynome, Bezier-Inter-
polationen, Gregory-Patches) gegléttet und kontinuierlich (smooth) approximiert.

Unter Einsatz einer sogenannten Segment-Segment (segment-to-segment — STS) Diskretisie-
rung lassen sich die erwéhnten Probleme einer NTS-Diskretisierung vermeiden. Dieses Verfah-
renwurdevon Simo et al. (1985) fiir die Annahme geometrischer Linearitét eingefuhrt. Ahnliche
Segment-Segment K ontaktformulierungen finden sich in Papadopoul os und Taylor (1992) so-
wieinZavariseund Wriggers(1998). Vieleder neueren ST S-Diskretisierungstechniken basieren
auf der sogenannten Mortar-Methode. Dieses urspriinglich im Rahmen der Gebi etszerlegungs-
methoden entwickelte Verfahren (Bernardi et al. (1990, 1993, 1994)) eignet sich besonders fr
den Informationsaustausch zweier diskretisierter Korper entlang gemeinsamer, nicht konform
vernetzter Elementfléchen bzw. -kanten. Im Gegensatz zur NTS-Diskretisierung werden die
Kontinuitétsbedingungen nicht diskret an einzelnen FE-Knoten gefordert, sondern in einem
schwachen, integralen Sinne entlang des Kopplungsrandes formuliert. Auf Basis der Mortar-
Methode wurden in jungster Vergangenheit verschiedene K ontakt-Formulierungen vorgeschla-
gen. Dabei sind aus der mathematischen Literatur unter anderem die Arbeiten von Belgacem et
al. (1998), Hild (2000), Wohl muth und K rause (2003) und Hieber und Wohlmuth (2005) zu nen-
nen. Darin werden detaillierte mathematische Beweise fir die Existenz eindeutiger Ldsungen
und die Stabilitét der eingesetzten Verfahren fur die Annahme kleiner Verformungen und linea-
rer Elastizitét gefuhrt. Im Bereich der Ingenieurliteratur sind die Arbeiten von McDevitt und



Laursen (2000), Rebel et al. (2002), Puso und Laursen (2004a, 2004b), Yang et al. (2005), Fi-
scher (2005) sowie Fischer und Wriggers (2005, 2006) zu nennen.

Bei der Mortar-M ethode werden die Ubergangsbedi ngungen mit Hilfevon kontinuierlich appro-
ximierten Lagrange-Multiplikatoren von einem K opplungsrand auf den anderen Ubertragen. Fur
die Interpolation dieser Lagrange-Multiplikatoren kommen héufig die klassischen Ansatzfunk-
tionen zum Einsatz, die auch fur die Approximation der Geometrie und der Verschiebungen in-
nerhalb eines Finiten Elementes benutzt werden. Alternativ hierzu wurden von Wohlimuth
(2000) sogenannte dual e A nsatzfunktionen zur A pproximation der eingefihrten Lagrange-Mul-
tiplikatoren vorgeschlagen. Damit lassen sich di e einzuhal tenden K onti nuitétsbedingungen kno-
tenwei se entkoppel n und die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren aus dem zu
|6senden Gleichungssystem eliminieren. In Hueber und Wohlmuth (2005) wird fur geometrisch
lineare Problemstellungen eine Mortar-Kontaktformulierung vorgestellt, die duale Ansatz-
raume zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren verwendet. Zusammen mit dem Einsatz
einer Aktiven-Mengen-Strategie resultiert ein Kontaktalgorithmus, der sich, im Gegensatz zu
vielen anderen, durch zwei wesentliche Eigenschaften auszeichnet:

e Die Grof3e des zu |6senden Gleichungssystems bleibt konstant.
e Esist kein benutzerdefinierter Parameter (z.B. Penalty-Parameter) notwendig.

1.2 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer robusten L dsungsstrategie zur Simulation von Kon-
taktproblemen dinnwandiger Strukturen bel grof3en Deformationen. Hierfir sind im Wesentli-
chen folgende drei Teilaspekte zu erarbeiten und miteinander zu kombinieren:

e Formulierung geeigneter Finiter Elemente fur die réaumliche Diskretisierung diinnwan-
diger Strukturen im Hinblick auf eine entsprechende K ontaktformulierung.

e Untersuchung von stabilen, impliziten Zeitintegrationsverfahren.

e Verallgemeinerung und Weiterentwicklung der in Hieber und Wohlmuth (2005) vorge-
stellten Kontaktformulierung fur grof3e Deformationen.

Fir die raumliche Diskretisierung dunnwandiger Strukturen ist auf Basis einer 7-Parameter-
Schal enformulierung ein oberfl&chenorientiertes VVolumen-Schal en-Element zu entwickeln. Zu-
sétzlich soll, basierend auf dem Prinzip von Hu-Washizu, ein Volumenelement hergeleitet und
dessen Einsatz fur die Diskretisierung dinnwandiger Strukturen untersucht werden.

Im Rahmen der zeitlichen Diskretisierung soll zusétzlich zu dem bereits vorhandenen ,, General -
ized-a*-Verfahren (Gen,,) die sogenannte , Generalized-Energy-Momentum-Method” unter-
sucht und bewertet werden. Dartiber hinaus sind die Besonderheiten der a gorithmischen Ener-
gieerhaltung im Fale von dynamischem Kontakt zu anaysieren. Ein hierfir geeignetes
Verfahren ist entsprechend dem verwendeten Zeitintegrationsverfahren zu verallgemeinern und
der entwickelten Kontaktformulierung anzupassen.



Der Schwerpunkt dieser Arbeit soll auf der Weiterentwicklung einer Mortar-K ontaktformulie-
rung liegen, die duale Ansatzraume zur Interpolation der eingefiihrten Lagrange-Multiplikato-
ren verwendet. Hierfur ist der in Hueber und Wohlmuth (2005) vorgestellte K ontaktalgorithmus
fUr den Fall grofRer Deformationen zu verallgemeinern und in den Rahmen elner impliziten Zeit-
integration einzubetten.

1.3  Ubersicht

Nachfolgend wird der Aufbau dieser Arbeit anhand einer kapitelweisen Ubersicht dargestellt:

In Kapitel 2werden die zum Verstandnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen erlautert. Nach
einem kurzen Uberblick (ber die nichtlineare Kontinuumsmechanik werden die notwendigen
Begriffe zur Definition der Kontakt-Randbedingungen fur den allgemeinen Fall grof3er De-
formationen eingefihrt. Einkurzer Uberblick tiber diein dieser Arbeit eingesetzten numerischen
Losungsverfahren schlief3t dieses Kapitel ab.

Kapitel 3befasst sichmit der Formulierung adaquater Finiter Elementefir dieraumliche Diskre-
tisierung dinnwandiger Strukturen, dieim Hinblick auf eine effiziente K ontaktbeschreibung im
Wesentlichen drei Kriterien erfullen missen: Volumenorientierte Beschreibung der Geometrie,
Ansatzfunktionen mit niedriger Polynomordnung und Genauigkeit. Aufbauend auf einer 7-Pa-
rameter-Schalenformulierung, die auf Bchter und Ramm (1992a) sowie Blchter et al. (1994)
zurlickgeht, wird durch eine Reparametrisierung der Geometriebeschreibung des Schal enkor-
pers ein oberflachenorientiertes VVolumen-Schalen-Element entwickelt. Zur Vermeidung scha-
lentypischer Versteifungseffekte (Bischoff (1999)) werden analog zur bestehenden, mittelfl&
chenorientierten Schalenformulierung die Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS) und die
Assumed-Natural-Srain-Methode (ANS) Methode eingesetzt. Aufbauend auf dem Prinzip von
Hu-Washizu wird die von Weissman (1996) vorgestellte FE-Formulierung eines achtknotigen,
trilinearen Volumenelementes auf den geometrisch nichtlinearen Fall erweitert. Mit numeri-
schen Berechnungen einiger Benchmark-Testswird die L eistungsfahigkeit der implementierten
FE-Formulierungen anaysiert.

In Kapitel 4 werden zwei geeignete Zeitintegrationsverfahren fur die notwendige zeitliche Dis-
kretisierung des elastodynamischen Anfangsrandwertproblems vorgestellt. Zusétzlich zu dem
bereits vorhandenen ,, Generalized-a" -Verfahren wird die von Kuhl und Crisfield (1999) sowie
Kuhl und Ramm (1999) entwickelte , Generalized-Energy-Momentum-Method* (GEMM) an-
gewendet. Die hierfir notwendigen Modifikationen fir das in Kapitel 3 hergeleitete oberfla-
chenorientierte Schalenelement werden detailliert erlautert. Anhand eines numerischen Bei-
spielswird das jeweilige Verhalten der beiden Zeitintegrationsverfahren untersucht.

Kapitel 5 behandelt unterschiedliche Strategien zur numerischen Beschreibung von Kontaktpro-
blemen. Anhand desreibungsfreien K ontaktproblemswerden diewesentlichen Merkmaledreier
klassischer Regularisierungsstrategien (Lagrange-Multiplikator-Methode, Penalty-Methode,



Augmented-L agrange-Methode) dargelegt. Zusétzlich werden verschiedene gangige Kontakt-
Diskretisierungen beschrieben sowie deren Vor- und Nachteile diskutiert. In Vorbereitung fir
die nachfolgenden K apitel werden die Grundziige der Mortar-Methode erlautert. Diesewird im
Rahmen der Gebietszerlegungsmethode fur zweidimensionale Probleme beschrieben. Hierfur
werden dual e Ansatzfunktionen fir die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren eingesetzt.

In Kapitel 6 wird der erste Teil der in dieser Arbeit weiterentwickelten Kontaktformulierung er-
lautert. Dieser befasst sich mit der raumlichen Diskretisierung des K ontaktes eines deformierba-
ren Korpers mit einem starren Hindernis sowie zweier deformierbarer Korper. Die von Hieber
und Wohlmuth (2005) auf der Annahme kleiner Verformungen vorgeschlagene Diskretisie-
rungsstrategie wird fur den dynamischen Kontaktfall grof3er Deformationen veralgemeinert.
Ausgehend von der jeweiligen schwachen Form der Kontaktarbeit werden dieresultierendenin-
krementellen effektiven Strukturgleichungssysteme hergel eitet. Dieverwendeten diskreten dua-
len Ansatzfunktionen zur Approximation der Lagrange-M ultiplikatoren werden sowohl fir den
zwei- as auch fur den dreidimensionalen Fall konkretisiert.

Kapitel 7 beschéftigt sichmit der detaillierten Herleitung deszweiten Teil sder Kontaktformulie-
rung, namlich der Beriicksichtigung der K ontakt-Randbedingungen fiir diein Kapitel 6 erlauter-
ten Kontaktprobleme. Im Sinne der Mortar-Methode wird die starke I npenetrabilitétsbedingung
entlang des K ontakt-Randes durch el ne schwache integral e Nichtdurchdringungsbedingung er-
setzt. Die hierflr notwendige Testfunktion wird erneut mit Hilfe von dualen Ansatzfunktionen
diskretisiert, wodurch sich die zunéchst mehrdimensionale Ungleichheits-Nebenbedingung in
einen Satz skalarer Ungleichungen entkoppeln lasst. Mit Hilfe einer Aktiven-Mengen-Strategie
werden die knotenweise einzuhaltenden skalaren Ungleichungen in Gleichheits-Nebenbedin-
gungen umgeformt. Diese werden anschlief3end dem inkrementellen effektiven Strukturglei-
chungssystem al's einzuhaltende Randbedi ngungen hinzugefigt. Das resultierende Gleichungs-
system erlaubt die Elimination der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren. Sie
entsprechen physikalisch den Kontaktkréften und werden in einer Nachlaufrechnung in Abhan-
gigkeit der resultierenden Knotenverschiebungen variationell konsistent bestimmt. Diealgebra-
ische Form zur Beschreibung des allgemeinen K ontaktfalls zweier deformierbarer Korper wird
mit Hilfe einer geeigneten Basistransformation in eine dem Spezialfall eines deformierbaren
Korpersmit einem starren Hindernis verglei chbare Form gebracht. Damit lassen sich beide Pro-
blemféalle formal identisch behandeln.

In Kapitel 8 wird auf die Problematik der algorithmischen Energieerhaltung bel dynamischem
Kontakt eingegangen. Die von Laursen und Love (2002) vorgeschlagene , Velocity-Up-
date”-Methodewird fur diein dieser Arbeit vorgestel lte Kontaktformulierung angepasst und im
Sinneder GEMM verallgemeinert. Anhand eines M odel | bei spielswird das Auftreten von oszil-
lierenden Kontaktkraften erlautert und deren Konsequenzen fir die Aktive-Mengen-Strategie
diskutiert. Zur Vermeidung der aus den Oszillationen resultierenden Probleme wird eine Mitte-
lung der diskreten Kontaktkréfte vorgeschlagen.



Kapitel 9 dokumentiert einige ausgewahlte numerische Beispiele, um die L eistungsfahigkeit der
im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagenen Kontaktformulierung zu untersuchen. Die ausge-
wahlten Beispiele umfassen sowohl zwei - als auch dreidimensional e, statische und dynamische
Problemstellungen.

In Kapitel 10 werden diewesentlichen Aspektedieser Arbeit zusammengefasst und Anregungen
fUr weitergehende Forschungsmoglichkeiten gegeben.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige fur das Verstandnis der Arbeit wichtigen Grundlagen vorge-
stellt. Nach einem kurzen Uberblick tber die nichtlineare K ontinuumsmechanik wird allgemein
auf die Problemstellung der Kontaktmechanik fir grof3e Deformati onen eingegangen. Dafir die
numerische L 6sung der beschriebenen Problemeindieser Arbeit ausschliefdlich die Methode der
Finiten Elemente zur Anwendung kommt, wird diese anschlief3end in sehr kurzer und kompakter
Form dargestellt. Hauptaugenmerk wird dabel auf die Einfuhrung der im weiteren Verlauf der
Arbeit verwendeten Bezei chnungen gelegt, zusétzlich wird an geeigneten Stellen auf weiterfih-
rende Literatur verwiesen.

2.1 Nichtlinear e K ontinuumsmechanik

Dieser Abschnitt gibt eine kurze Zusammenfassung Uber die Grundlagen der nichtlinearen Kon-
tinuumsmechanik, die den Ausgangspunkt fur die anschlief3enden numerischen L 6sungsverfah-
ren darstellt. Fur ein intensiveres Studium dieser Themen werden die Arbeiten von Malvern
(1969), Betten (1993), Altenbach und Altenbach (1994), Stein und Barthold (1996), Zienkie-
wicz und Taylor (2000), Zienkiewicz et al. (2005), Hol zapfel (2000) oder Wriggers (2001) emp-
fohlen.

2.1.1 Differentialgeometrie

Zur geometrischen Beschreibung von grof3en Deformationen eines materiellen Kérpersimdrei-
dimensionalen Euklidischen Raum, wird dieser in verschiedenen Konfigurationen betrachtet.
Dafr werden im Sinne einer materiellen oder Lagrangeschen Beschreibung zwei Koordinaten-
systemedefiniert: Zum einen ein kartesi sches K oordinatensystem x;, das von den orthonormier-
ten Basisvektoren € = e, aufgespannt wird, und zum anderen ein krummliniges, konvektives
K oordinatensystem 6', das gedanklich als fest mit dem materiellen K érper verbunden interpre-
tiert werden kann (Abb. 2.1).

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Abb. 2.1: Geometrie und Kinematik in krummlinigen Koordinaten



Die Deformation eines M ateriepunktesin der Momentankonfiguration kann prinzipiell mit Hilfe
einer frei gewahlten Referenzkonfiguration beschrieben werden. Zur Ubersichtlicheren Darstel-
lung wird hier die Referenzkonfiguration mit der undeformierten Ausgangskonfiguration identi-
fiziert. Mit dem Feld von Ortsvektoren X(6%,02,6%) und x(61, 62, 63) wird der Kérper jeweils
in der Referenz- und der Momentankonfiguration beschrieben.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensystems der Refe-
renz- und Momentankonfiguration lauten

_ X i _ 00
Gi = ﬁ , G = X (2.1)
] i _ 00
g =<5 g =S - (2.2)

In seiner ko- und kontravarianten Darstellung ist der zugehdrige Metriktensor (Einheitstensor)
G=G;G®GE=G1G®G, mtG;=G-G ud GI=G -G (23
definiert. Aufgrund der Dualitétselgenschaft der ko- und kontravarianten Basisvektoren
G - G =9 (2.4)

|asst sich das Skalarprodukt zwei er energetisch konjugierter Tensoren zweiter Stufe (z.B. Green-
Lagrange-Verzerrungstensor E und Zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S) unabhangig
von der Metrik berechnen:

E:S=E; S, mt E=E;G®G ud S=8G®G . (25

Fir die Beschreibung der Geometrie und Deformation eines Korpers sind damit alle notwendi-
gen Grofen gegeben. Alle Verzerrungsmal3e und geometrischen Abbildungen kénnen mit Hilfe
der Ortsvektoren sowieder ko- und kontravarianten Basisvektorenin der Referenz- und Momen-
tankonfiguration beschrieben werden.

2.1.2 Kinematik und Verzerrungsmalf3
Gleichungen, die geometrische Grof3en miteinander in Beziehung setzen, werden al's kinemati-
sche Gleichungen bezeichnet. Durch die Verschiebungen

u=x-2X (2.6)

werden die Ortsvektoren der Momentankonfiguration mit denen der Referenzkonfiguration in
Beziehung gesetzt. Der unsymmetrische materielle Deformationsgradient

_ox _ i
F —dX—g,®G (2.7
definiert eine lineare Abbildung eines Linienelementes der Referenzkonfiguration auf das ent-
sprechende Linienelement der Momentankonfiguration. Mit seiner Hilfe kdnnen die ko- und



kontravarianten Basisvektoren beider Konfigurationen durch eine Vorwartstransformation
(push forward)

9 =F G, g =FT-G, (2.8)
bzw. eine Ruckwaértstransformation (pull back)

G=F1'-g, G=F-¢ (2.9)
ineinander Uberflhrt werden. Da F den gesamten Bewegungsvorgang beschreibt, enthalt er auch
die Starrkorperanteil e der Bewegung, so dasser nicht al sgeeignetes Verzerrungsmal3 herangezo-
gen werden kann. Aus der Vielzahl geeigneter Malie zur Beschreibung grof3er Verzerrungen
(Holzapfel (2000)) wird in dieser Arbeit der objektive und symmetrische Green-Lagrange-Ver-
zerrungstensor

E=%F-F-G)=13(g;-Gj) G0 (2.10)

verwendet. Alskinematische Feldgleichung stellt Gleichung (2.10) zudem eineder drei Gebiets-
gleichungen der Elastodynamik dar, die gemeinsam mit den entsprechenden Rand- und An-
fangsbedingungen das dynamische Anfangsrandwertproblem definieren.

2.1.3 Materialgesetz und Spannungsmal}

Mit Hilfe des Materia gesetzes werden die kinematischen Gréfen mit den Spannungsgrof3enin
Beziehung gesetzt. Die energetisch konjugierte Grofe zum Green-L agrange-Verzerrungstensor
E ist der Zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S, der sich vollstéandig auf die Referenzkonfi-
guration bezieht. Er lasst sich nicht direkt physikalisch interpretieren. Die wahren, physikali-
schen Spannungen werden durch den Cauchy-Spannungstensor o représentiert, der sich auf die
aktuelle, verformte Konfiguration bezieht. Dieser kann mit Hilfe des Deformationsgradienten
aus dem zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ermittelt werden:

o=J1F-S-FT mit J:=det F . (2.11)
Wird die Existenz eines Potentials vorausgesetzt, |&sst sich der Materialtensor vierter Stufe zu

_ 02WIN(E)

SEIE (2.12)

angeben. Darin stellt W™(E) die sogenannte \er zerrungsenergi edichtefunktion dar. Firr das li-
neare &. Venant-Kirchhoff-Material gesetz stellt C eine eindeutige, lineare Beziehung zwischen
den zuvor eingefihrten, energetisch konjugierten Grof3en S und E her:

S=C:E mit C=CHGR®GRGRG. (2.13)



Liegt isotropes Materialverhalten vor, genligen bereits zwei Material parameter, um das Mate-
rialverhalten vollstandig zu beschreiben:

CiM =2, GI GN + 4, (G‘k G+ G ij) . mit (2.14)

E

E v - __ &
A =2 @+

DN und

Dies sind in der mathematischen Literatur die beiden Lamé-Konstanten A, und x, und in der
Ingenieurliteratur der etwas anschaulichere Elastizitéésmodul E und die Querdehn- oder Pois-
sonzahl v. Das Materialgesetz aus Gleichung (2.13) stellt die zweite der insgesamt drei bendtig-
ten Feldgleichungen dar.

2.1.4 Dynamische Gleichgewichtsbedingungen

Ausgehend vom Impulserhaltungssatz kann die lokale, punktweise Form des dynamischen

Gleichgewichtes der Elastodynamik im Gebiet 2 fur ein Zeitintervall [0, T] mit
olU=dvP+pb in Q % [0,T] (2.15)

angegeben werden. Darin bezeichnet ¢ die Dichte des Korpers im undeformierten Zustand, b
den Volumenkraftvektor je Masseneinheit und P den unsymmetrischen Er sten Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor

P=Plg®G. (2.16)

Er bezieht die Kréfte in der aktuellen Konfiguration auf das entsprechende Flachenelement in
der Referenzkonfiguration. Dadurch ist P als physikalisch interpretierbares Spannungsmal3
ebenfallsungeeignet. Er kann jedoch wiederum mit Hilfe des Deformationsgradientenin Bezie-
hung zu den Cauchy-Spannungen bzw. den zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungen gesetzt wer-
den:

P=Jo-FT bzw. P=F-S. (2.17)
Damit lasst sich das dynamische Gleichgewicht (2.15) zu
ol =dv(F-S)+ob in Q x [0,T] (2.18)

umschreiben, was aufgrund der Symmetrie des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors fr
die Lésung von nichtlinearen Randwertproblemen haufig besser geeignet ist. Mit der Bewe-
gungsgleichung (2.18) ist die dritte Feldgleichung des Anfangsrandwertproblems gegeben.

Anmerkung: Inder starken Form des dynamischen Gleichgewichtes aus Gleichung (2.18) ist
der Sonderfall des statischen Gleichgewichtes enthalten. Hierfir entféallt der
Massentréagheitsterm auf der linken Seite.
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2.1.5 Dasdynamische Anfangsrandwertproblem

Wie bereits angedeutet, sind fur die vollstandige Beschreibung des dynamischen Anfangsrand-
wertproblems neben dendrei Feldgleichungen (2.10), (2.13) und (2.18) noch entsprechende An-
fangs- und Randbedingungen zu definieren. DafUr wird der Gebietsrand I" = 9£2 in zwel nicht
uberlappende Teilgebiete I'y und I'y, unterteilt, auf denen zum einen Verschiebungs- bzw. Di-
richlet-Randbedingungen G und zum anderen duRRere L asten bzw. Neumann-Randbedingungen
t vorgeschrieben werden. In Anlehnung an den italienischen Mathematiker Enzo Tonti (Tonti
(1975)) ist in Abbildung 2.2 das Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik in Form eines so-
genannten Tonti-Diagramms zusammengefasst.

Neumann-
Randbedingung Materia  (2.13)
t=t S=C:E
auf I'y X [0, T] in Q % [0,T]
Dynamik (2.18) Kinematik (2.10)
ot =div (F-S)+ob E=3(FT-F-g)
in 2 x[0,T] in 2 x[0,T]
Dirichlet- Anfangs—
Randbedingung bedingungen
Differentialgleich A =
~_ Differentialgleichungen u=10a |+ 3 ~ 30
= Yo

auf I'p X [0,T] in Qg
Abb. 2.2:  Tonti-Diagramm: Sarke Form des Anfangsrandwertproblems

2.1.6 Energieprinzipien

Zur ndherungswei sen Losung des Anfangsrandwertproblems mit Hilfe der Methode der Finiten
Elemente miissen verschiedene Feldgleichungen in eine sogenannte schwache Form gebracht
werden. In der Regel bilden Funktionale die Grundlage zur Herleitung von Finiten Elementen.
Fir die weit verbreiteten, reinen Verschiebungselemente bildet das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen (PvV) die Basis. Da hier das unbekannte Verschiebungsfeld als einzige Primérva-
riable auftritt, wird es auch a's sogenanntes Einfel d-Funktional bezeichnet. Viele auf dem PvV
basi erende FE-Formulierungen niedriger Ordnung |eiden jedoch unter verschiedenen, unphysi-
kalischen Versteifungseffekten, so dassalternativ auch sogenannte M ehrfel d-Funktionalefir die
Herleitung von gemischten oder hybrid-gemischten Elementen verwendet werden. AlsVertreter
eines Zweifeld-Funktionals sel das Prinzip von Hellinger-Reissner genannt, bei dem neben den
Verschiebungen auch die Spannungen Primérvariablen darstellen. Beim Prinzip von Hu-Was-
hizu, das laut Felippa (2000) eher Prinzip von Fraeijs de Veubeke (Fraeijs de Veubeke (1951))
hei 3en misste, werden zusétzlich zu den Verschi ebungen und den Spannungen die Verzerrungen
alsunabhangige Grofien behandelt. Erganzend zu den drel erwahnten Prinzipienwird gerneeine
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modifizierte Form der Prinzips von Hu-Washizu verwendet, das die Grundlage der sogenannten
Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS) bildet.

Nachfolgend werden fr die angesprochenen Funktionale lediglich die zur Herleitung von Fini-
ten Elementen bendtigten Formen angegeben, dieausder ersten Variation deszugrunde gel egten
Funktionals und anschlief3ender Anwendung des Gaul3schen Integral satzes resultieren. Fir ei-
nen detaillierteren Uberblick tber Funktionale und Variationsmethoden sei auf die Arbeitenvon
Stein (1964), Oden und Reddy (1976), Bufler (1983) und Bufler (1990) verwiesen. Alternativ
lassen sich die nachfolgenden Prinzipien auch mit Hilfe der Methode der gewichteten Residuen
erhalten.

In der folgenden Darstellung wei sen entsprechende K opfzeiger auf eine explizite Abhéngigkeit
von einer Primérvariablen (u, E oder S) hin. Ist beispielsweise der Verzerrungstensor Uber die
kinematische Gleichung (2.10) mit den Verschiebungen gekoppelt, wird dies mit EY gekenn-
zeichnet. Im Einzelnen gilt folgendes:

EY=3(FT-F-¢), ES=c7l:s,
E _ gwint gwint (2.19)
_ _ . u _ . u
SF=SE=C:E, st =S = CEY.
e Prinzip der virtuellen \erschiebungen:
S py/(U) = J[QU — div (F - S) — ob] - 6u d@
? (2.20)
- ((f—t“)-éudf=0.
J
FN

Lediglich die Verschiebungen u treten as Primérvariablen auf und werden im Rahmen der
FEM durch geeignete Ansétze diskretisiert. Dadurch werden das dynamische Gleichgewicht
(2.18) und die Spannungsrandbedingung schwach erflillt. Die verbleibenden Feldgleichun-
gen werden stark erfiillt. Viele der heute eingesetzten Finiten Elemente basieren auf diesem
Prinzip.

e Prinzp von Hellinger-Reissner:
Ol r(U, S) = J([Qu —div (F - S) — ob] - du d@ + I(E“ - ES): oS de
Q

Q (2.21)

- J((f—ts)-éu dr + J(G—u)-étsdrzo.
I'y I

Neben den Verschiebungen u werden zur Formulierung von Finiten Elementen auch die
Spannungen S als unabhéngige Grofen diskretisiert. Das dynamische Gleichgewicht (2.18),
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die kinematische Gleichung (2.10) und die Spannungs- und Verschiebungsrandbedingung
werden nun schwach erflllt. DasMaterialgesetz (2.13) ist dieeinzige Feldgleichung, diewei -
terhin stark erfullt wird. Dieses Prinzip bildet die Basisfur hybride Spannungsel emente (Pian
und Chen (1982), Pian und Sumihara (1984), Pian und Tong (1986), Sze et al. (2002)).

Prinzip von Hu-Washizu:

oIl w(U,E,S) = {Qu—diV(F'S)—Qb - 0u dQ@
[ ]
2
+Jr(E“—E):ésdQ+I(SE—S):6EdQ (2.22)
Q Q
_ ((f—ts)-éudl‘+J(G—u)-étsdl”=0.
I'y I'p

Die Verschiebungen u, die Spannungen Sund auch die Verzerrungen E treten im Funktional
als Primérvariablen auf. Damit werden in einer entsprechenden FE-Formulierung alle Feld-
gleichungen sowie die beiden Randbedingungen nur noch schwach erfillt. Alseinesder all-
gemeinsten Funktionale wird es in jungster Zeit verstarkt benutzt, um maoglichst verzer-
rungsunempfindliche, versteifungsfreie Finite Elemente herzuleiten (Weissmann (1996),
Kasper und Taylor (2000a, 2000b, 2002), Cao et a. (2002, 2003, 2004)).

Modifiziertes Prinzip von Hu-Washizu:

Fir die Herleitung der sogenannten EAS-Elemente verwenden Simo und Rifai (1990) eine
modifizierte Form des Prinzipsvon Hu-Washi zu. Diese entsteht auseiner Reparametrisierung
des Verzerrungsfeldes. Anstatt des gesamten Verzerrungsfeldes E wird ein zusétzliches Ver-
zerrungsfeld E = E — EY als freie Variable im Funktional benutzt. Zur Verringerung des
Diskretisierungsaufwandes werden die Spannungen Smit Hilfeder sogenannten Orthogona-
litatsbedingung

Jsh:éhdg=o V S €Ts, B, € T¢ (2.23)
0h
ausder Formulierung eliminiert. Darinsind 9"gund 9" die Raume der Ansatzfunktionen fur
die Spannungen S und die zusétzlichen Verzerrungen E. Durch die Reparametrisierung des

Verzerrungsfeldes und der Elimination der Spannungen entsteht schliefdlich das modifizierte
Prinzip von Hu-Washizu:
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WM _ . g
JE

~

([Qu—div(F-S“)—Qb]-éudQ+Jé:éEdQ

OIT(u, E) =

J

Q @ (2.24)
_ ((f—t“)-dudf+[(G—U)'dtsdl’=0.
i A

Darin sind S die zu den zusétzlichen Verzerrungen E energetisch konjugierten Spannungen.
Im Gegensatz zum unmodifizierten Prinzip von Hu-Washizu treten lediglich die Verschie-
bungen u und daszusétzliche Verzerrungsfeld E alsPriméarvariablen auf. Von den urspriingli-
chen Feldglei chungen werden das dynami sche Gleichgewicht (2.18) und die beiden Randbe-
dingungen schwach erflillt. Eine ausfuhrliche Herleitung des modifizierten Prinzips von
Hu-Washizu findet sich in Bischoff (1999). Darin wird auch die Bedeutung der Orthogonali-
tétsbedingung detailliert diskutiert.

2.2  Kontaktmechanik flr grof3e Defor mationen

Der folgende Abschnitt gibt eine kurze Einfuhrung in die K ontaktmechanik fir grof3e Deforma-
tionen. Dabel liegt der Schwerpunkt auf der Bereitstellung grundlegender Gleichungen und der
EinfUhrung einiger wesentlicher Begriffe. Fir ein tiefgreifenderes Studium der Kontaktmecha-
nik werden die Textbiicher von Laursen (2002) und Wriggers (2002) sowie der Beitrag von
Wriggers und Zavarise (2004) in der Encyclopedia of Computational Mechanics empfohlen.

2.2.1 Problembeschreibung

Diemathemati sche Beschreibung von K ontaktproblemen miindet bereitsfir den Sonderfall infi-
nitesimal kleiner Deformationen in einem nichtlinearen Problem, da sich die Randbedingungen
des Systems verandern. Deshalb kann die Kontaktmechanik zunéchst al's eine gewisse Menge
von Randbedingungen interpretiert werden, die sich wahrend der Berechnung verandert. Fur die
entstehenden nichtlinearen Beziehungen existieren nur fir wenige einfache Sonderfélle anal yti-
sche Losungen. Aufgrund der starken Nichtlinearitéten sind numerische Ldsungsverfahren so-
wohl schwierig als auch zeitaufwendig.

Im Folgenden werden die Kontaktbedingungen zweier deformierbarer Korper im Falle grof3er
Deformationen bereitgestellt. Darin sind verschiedene Sonderfélle, wie z.B. der Kontakt eines
deformierbaren K érpersmit einem starren Hindernis, bzw. Kontakt im Rahmen sehr kleiner De-
formationen enthalten.
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Momentankonfiguration
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Abb. 2.3: Das Kontaktproblem zweier deformierbarer Korper fur grof3e Deformationen

In Abbildung 2.3 ist schematisch das K ontaktproblem zweier deformierbarer Korper 2 und
Q@ fir groRe Deformationen dargestellt. Materielle Punkte von 2@ und 2®@ werden in der
Referenzkonfiguration mit X bzw. Y und in der Momentankonfiguration entsprechend mit x
bzw. y bezeichnet. Dabel wird die Bewegung der Korper Uber die jewelligen, zeitabhangigen
Verschiebungsfelder u® und u® beschrieben:

X =X+ u®d und y=Y+u@ (2.25)

Im Weliteren soll der Index a = 1, 2 der Unterscheidung der beiden Korper dienen. Der Rand
der Gebiete 2@ wird in der Referenzkonfiguration mit 7' und in der Momentankonfiguration
mit ) bezeichnet. Neben den Randberei chen, auf denen Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedin-
gungen vorgegeben werden kdnnen, kommt noch ein Bereich rga> hinzu, auf dem die Kontakt-
Randbedingungen definiert werden. Daftr mussen folgende Bedingungen eingehalten werden:

rayroure = 9@ und r9nr@ = ronr® = rdnr® = o . (2.26)

Grundsétzlichlasst sich die Beschreibung der K ontakt-Randbedingungenin einen normalenund
einen tangentialen Anteil aufspalten, welche nachfolgend diskutiert werden.

2.2.2 Normalkontakt

Es mussen prinzipiell zwei Bedingungen gleichzeitig erflllt sein, um die Kontakt-Randbedin-
gung in Normalenrichtung einzuhalten: Zum einen die sogenannte I npenetrabilitatsbedingung
und zum anderen die Bedingung, dass ausschliefdlich Druckspannungen in der Kontaktfuge
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Abb. 2.4:  Orthogonale Projektion mit Normale und Abstand

ubertragen werden. Durch die erste Bedingung wird ausgeschl ossen, dass sich zwel Korper zur
gleichen Zeit am selben Ort befinden. Mit der zweiten Bedingung wird gewéhrleistet, dass zwei
Korper nur dann in Kontakt sein kénnen, wenn sie auch Druckspannungen Ubertragen. Eine
maogliche Adhasion zweier kontaktierender Korper, die zum Auftreten von Zugspannungen in
der Kontaktfuge fihren konnten, soll im Rahmen dieser Arbeit nicht berticksichtigt werden. Zur
einfacheren Beschreibung der beiden oben genannten Bedingungen wird der Kontaktrand eines
K6rpers ausgewahlt, auf dem die Kontaktbedingungen parametrisiert werden. Dabei wird stén-
dig die Position des Kontaktrandes des zweiten Korpers Uberwacht. In der Literatur wird dbli-
cherweisedie Seite, auf der der K ontakt beschrieben wird, mit Save-Seite bezeichnet, diegegen-
uberliegende K ontaktfl &che wird Master-Seite genannt. In einer kontinuierlichen Formulierung
spielt dabei die Wahl der Master- und Slave-Seite keine Rolle. Wird spéter mittels Finiter Ele-
mente raumlich diskretisiert, kann das Vertauschen von Slave- und Master-Seite zu geringfligig
unterschiedlichen Ergebnissen fihren.

Indieser Arbeit wird 'Y mit der Slave-Seiteund I'® mit der Master-Seiteidentifiziert. Um den
Abstand der beiden kontaktierenden K érper zu bestimmen, wird fiir jeden Punkt X € 'Y bzw.
x € y® der Slave-Seite ein zugehdriger Projektionspunkt Y(X) bzw. §(x) auf der Master-Seite
bestimmt, so dass deren Abstand minimal ist (Abb. 2.4). Dieswird in der Regel mit Hilfe einer
orthogonalen Projektion (closest point projection)

Y(X) = arg min || X - Y| bzw. Yy(x) = arg min | x —y| (2.27)
YET® yEyD

durchgefihrt. Gleichzeitig wird damit die Richtung der normierten, nach auf3en gerichteten Nor-
malen v auf der Slave-Seite definiert. Mit der Definition der vorze chenbehafteten, skalarwerti-

16



gen Abstandsfunktion, kurz Klaffung (gap) g genannt, kann die Geometrie der Normalkontakt-
Randbedingung beschrieben werden. Die Klaffung ist definiert mit!

g=9gXt) = —»x) - (x =Y. (2.29)

In Abbildung 2.4 ist sowohl die orthogonale Projektion, a's auch die Definition der Normalen
und der Klaffung eingezeichnet. Das Vorzeichen der Klaffung entscheidet |etztlich dartiber, ob
die Inpenetrabilitatsbedingung eingehalten ist. Ist die Abstandsfunktion positiv, befinden sich
die beiden Korper nicht in Kontakt (Abb. 2.59), ist die Klaffung jedoch negativ, liegt eine nicht
zul&ssige Durchdringung (Penetration) der beiden Korper vor (Abb. 2.5¢). Im Kontaktfall muss
also dieKlaffung verschwinden (Abb. 2.5b). Die geometrische Normal kontakt-Randbedingung
l&sst sich mit der Ungleichheitsnebenbedingung

g(X,t) = 0 (2.29)

zusammenfassen. Fur dievollstandige Beschreibung desNormal kontaktesist zudem die Defini-
tion der Spannungsrandbedingung auf dem Kontaktrand notwendig. Im Falle eines Kontaktes
zweier Korper muss das lokale Gleichgewicht der Kontaktkréafte

D)y = — 1@y dy@ (2.30)

in der Momentankonfiguration erfillt sein. Aufgrund dieser Tatsache konnen die K ontaktkréfte
in Abhéngigkeit nur eines K ontaktrandes ausgedriickt werden. Hierfur wird wiederum die Sla-
ve-Seite ausgewahlt. Die Kontaktkréfte berechnen sich dann zu

te =t = PO(X,1) - Ng)(X) VXer®d . (2.31)

Dariniist P der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und N{(X) die nach auRen gerichtete,
normierte Normale am Punkt X € I'lYin der Referenzkonfiguration. Der Vektor der Kontakt-

oW e

0

'a) kein Kontakt: g > 0 'b) Kontakt: g = 0 c) Penetration: g < 0
Abb. 2.5: Bedeutung der Abstandsfunktion (zweidimensionale Dar stellung)

1. Die Definition der Normalenrichtung und der Abstandsfunktion ist in der Literatur leider nicht
einheitlich. Als Konsequenz daraus ergeben sich diverse Vorzei chenunterschiede bei der Formulie-
rung der Kontakt-Randbedingungen.
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krafte tc 18sst sich mit Hilfe der Normalen v in einen normalen und einen tangentialen Anteil
aufspalten:

te=t,v—t . (2.32)

Die skalare Grof3e t, beschreibt den Kontaktdruck in Richtung der Normalen v, und der Vektor
t, stellt die Projektion des K ontaktkraftvektors auf die tangentielle Ebene an y(cz) dar. Aufgrund
der Definition der Normalen v bedeutet ein negatives Vorzeichen von t, eine entsprechende
Kontakt-Druckkraft.

Damit sind alle notwendigen Bezei chnungen und Definitionen eingefihrt. Die Ungleichheitsne-
benbedingungen des Normalkontaktes|assen sichin Form der klassi schen Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) Bedingungen zusammenfassen:

g(X,t) = 0,
t, < 0, (2.33)
t, g(X, 1) 0.

Hierin stellt Gleichung (2.33)1 die geometrische Inpenetrabilitétsbedingung dar, Gleichung
(2.33), fordert, dass die auftretenden K ontaktkrafte ausschliefdlich Druckkréfte sein dirfen, und
Gleichung (2.33)3 stellt sicher, dass Kontaktkréfte nur dann auftreten kénnen, wenn sich die
Korper tatsachlich in Kontakt befinden, d.h. die Klaffung zu Null wird. In Abbildung 2.6 sind
die KKT-Bedingungen als Beziehung zwischen der Klaffung g und der Normalkontaktkraft t,
graphisch aufgetragen. Darin zeigt die dicke Linie die zulassigen Kombinationen von t, und g
an. Offensichtlich ist diese Funktion im Kontaktfall (g = 0) mehrdeutig, unstetig und deshalb
auch nicht differenzierbar, was die L 6sung dieses Problems erheblich erschwert und eine ent-
sprechende Regularisierung erforderlich macht. In Kapitel 5werden einigegéangigeL ésungsver-
fahren vorgestellt.

Abb. 2.6: Graphische Darstellung der KKT-Bedingungen des Nor malkontaktes

2.2.3 Kontaktrandbedingungen in Tangentialrichtung

Treten zwei KOrper miteinander in Kontakt, ist diesimmer mit einem gewissen Maldan Reibung
verbunden. Im Sinne einer kontinuierlichen Kontaktbeschreibung sind zusétzlich zu den bereits
erlauterten Nebenbedingungen des Normalkontaktes die entsprechenden Bedingungen in Tan-
gentialrichtung zu formulieren. Diese werden im Folgenden anhand des vergleichsweise einfa-
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—ut,

Abb. 2.7:  Coulombsches Reibgesetz (eindimensionale Darstellung)

chen Coulombschen Reibgesetzes vorgestellt, wobei die Formulierung auch auf komplexere
Reibgesetze Ubertragen werden kann.

Zunéachst wird der Reibungskoeffizient u asein, von der Oberflachenrauhigkeit der kontaktie-
renden Korper abhangiger M ateria parameter eingefiihrt. Mit dessen Hilfe kann ein Zusammen-
hang zwischen den Normal- und Tangentialkontaktkraften Gber die Ungleichung

It = uty (2.34)

formuliert werden. Dabel muss zwischen Haft- und Gleitreibung unterschieden werden. Ist t,
betragsmaliig kleiner als die mit dem Reibungskoeffizienten skalierte Normalkontaktkraft, haf-
ten die beiden Oberflachen aneinander und estritt keinetangential e Relativverschiebung u, auf.
Erreicht jedoch die Tangentialkontaktkraft den entsprechenden Grenzwert, fangen die beiden
Oberflachen an, aufeinander zu gleiten:
ur =0, fdls [t ||< mty : (Haften) (2.35)
u; =0, falls [t ]|=ut, : (Gleiten)
In Abbildung 2.7 ist das Coulombsche Reibgesetz schematisch dargestellt. Es lasst sich dabel
eine gewisse Ahnlichkeit zu Elastopl asti zitatsformulierungen fr ein starr, ideal plastischesMa-
terialverhalten erkennen. Diese Analogiewird in der Regel bel numerischen Losungsverfahren
genutzt.

Ohne explizit auf Elastoplastizitétsformulierungen einzugehen (Lubliner (1990), Khan und
Huang (1995), Simo und Hughes (1998)), wird das Coulombsche Reibgesetz in Anlehnung da-
ran in Form der Kuhn-Tucker Bedingungen angegeben:

P(tt,) = |t —ut, <0,
v, = y—tf
v [t (2.36)
y = 0,
y® = 0.

In Gleichung (2.36)1 wird mit @ die Gleitfunktion definiert, die, a sdirektes Analogon zur Flief3-
funktion der Plastizitéatstheorie, Gleichung (2.34) widerspiegelt. Die beiden Gleichungen
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(2.36)2 3 fordern, dass die Relativgeschwindigkeit v, entgegengesetzt zur Reibkraft wirkt oder
den Wert Null annehmen muss. In der Plastizitétstheorie wiirde dies der sogenannten Flief3regel,
mit y als plastischem Multiplikator, entsprechen. Mit der Kontinuitéatsbedingung (2.34)4 wird
sichergestellt, dass Gleiten nur dann auftreten kann, wenn die Gleitfunktion den Wert Null an-
nimmt, d.h. wenn || t; | = u t, gilt. DasPendant hierzu stellt die entsprechende Konsi stenzbedin-
gung der Elastoplastizitét dar.

Anmerkung: DieGleichungen (2.36),.4 beschreibenimWesentlichen Gleichung (2.35), mit ei-
nementschei denden Unter schied: Die Zusammenh&nge zwischen der Relativver -
schiebung u, und der Reibkraft t, werden in Ratenform geschrieben. Dadurch
wird die Auswertung des Rei bgesetzes pfadabhangig, waswiederumphysikalisch
vor allem dann sinnvoll ist, wenn sich die Belastungsrichtung &ndert.

Um dieKontakt-Randbedingungenim Falle grof3er Deformationen objektiv formulieren zu kon-
nen, hat es sich a's vorteilhaft erwiesen, auf der Master-Seite ein konvektives Koordinatensys-
tem § = (51,52) einzufuhren (Wriggers und Miehe (1992, 1994) sowie Laursen und Simo
(1993b)). Dieses Koordinatensystem kann gedanklich als fest auf die Kontaktoberflache der
Master-Seite eingeritzt interpretiert werden (Abb. 2.8).

Mit den Abbildungen
ro = ngz)(A(Z)) und y@ = ngZ)(A@)) (2.37)

|lassen sich die Kontaktflachen I'® und y@ (iber den Parameterraum A®@ in der Referenz- und
der Momentankonfiguration ausdrticken. Zur Beschreibung der Bewegung eines Punktes

u®

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

~

re (SIaV(?)/ T

T T oA
/ ﬂ /

y® (Save)

A

Abb. 2.8:  Konvektives Koordinatensystem und Basisvektoren im Projektionspunkt
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X € I'® tiber die Oberflache '@, werden im jeweiligen Projektionspunkt Y(X) € I'® dieko-
varianten Basisvektoren
T, = g—; = Y, und Ty = ;—gyﬁ =95 . B=12 (2.38)

in der Referenz- und Momentankonfiguration eingefuhrt (Abb. 2.8). Dabei ist zu beachten, dass
die Basisvektoren nicht mit der Oberflache der Master-Seite verbunden sind, sondern mit dem
Projektionspunkt y(x) mitwandern. Wenn sich also ein Punkt X bewegt, gleitet der zugehorige
Proj ektionspunkt \A((X) wie sein Schatten Uber die Master-Seite. Dadie Basisvektoren 75 einem
entsprechenden Punkt x der Slave-Seite zugeordnet sind, veréndern sie sich einerseits infolge
einer Deformation des Slave-Korpers und andererseits infolge einer Relativverschiebung der
beiden kontaktierenden Korper.

2.24  Dasdynamische Anfangsrandwertproblem mit Kontakt

Im Abschnitt 2.1.5 wurde das Anfangsrandwertproblem der Elastodynamik fur den Fall eines
einzelnen deformierbaren Korpers zusammengefasst. Fur die Beschreibung eines Kontaktpro-
blems zweier deformierbarer Koérper sind folgende Modifikationen notwendig: Die entspre-

Es sind fiir jeden Zeitpunkt t € [0, T] die Verschiebungsfelder u@ (o = 1,2)
zu bestimmen, die die folgenden Bedingungen erfillen:
 Dynamisches Gleichgewicht in Q@ :
[0t = div (F-S)+ob]|®
Kinematische Beziehungen in (@) :

[E=%(FT-F—G)]@

Konstitutive Beziehungen (hier exemplarisch S. Venant-Kirchhoff) in (@) :
[s=C:E]“

Dirichlet-Randbedingung auf ') : . Neumann-Randb(egii ngung auf 1) :
A 1@
fu=0a]" [t=t]
Anfangsbedingungen in () :
[u=up]”: [u=uy

Kontaktbedingungen

](a)

in Normalenrichtung auf I'Y) (Save):  in Tangentialrichtung auf I'tY (Save):
g=0 Dt 1) = ||[t;| —ut, <0
.
t, =0 Ve =y ;, v=0
It |
t,g = 0 y® =0

Abb. 2.9:  Sarke Form des Anfangsrandwertproblems fir den Kontakt zweier
deformierbarer Korper
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chenden Feldgleichungen und Randbedingungen sind fir beide Korper zu erfillen; bei der L6-
sung dieses Problems sind die zuvor beschriebenen Kontakt-Randbedingungen einzuhalten. In
Abbildung 2.9 ist die starke Form des Anfangsrandwertproblems fir den Kontakt zweier defor-
mierbarer Korper zusammengefasst.

2.25  Schwache Form des Kontaktproblems

Um das Kontaktproblem mit der Methode der Finiten Elemente numerisch 16sen zu kdnnen,
mussen die punktweise zu erfillenden Kontaktbedingungen in eine schwache Form gebracht
werden. Dazu werden die Kontaktkréfte t) der beiden Kontaktfl&chen im Sinne des Prinzips
der virtuellen Verschiebungen mit einer entsprechenden Testfunktion (virtuelle Verschiebun-
gen) multipliziert und Uber den entsprechenden Kontaktrand integriert. Die resultierenden, vir-
tuellen Arbeitsausdriicke der K ontaktkrafte werden anschlief3end zu e ner entsprechend gewahl -

ten schwachen Form des Anfangsrandwertproblems aus Kapitel 2.1.5 hinzuaddiert:

2
SITmet 4 o11M 1 o7@ = ointet — Z t@ . ou@ dr =0 . (2.39)

a= 11"&“’

Hierbei reprasentiert 617" bereits die Summe der internen und externen virtuellen Arbeiten
der beiden beteiligten Korper, unter Verwendung eines der vorgestellten Prinzipien aus Kapitel
2.1.6. Dawahrend des K ontaktes das Gleichgewicht der K ontaktkréafte entlang der kontaktieren-
den Oberfléchen erfillt sein muss (Gl. (2.30)), lassen sich die beiden Integrale aus Gleichung
(2.39) zu einem Integral zusammenfassen. Hierfur wird wiederum die Slave-Seite ausgewahlt,
so dass sich die virtuelle Arbeit des Kontaktes zu

ST (Ue,OUg) = — [ tO(X) - [5ug1)(X) - 5u<c2>(\?(X))] dr (2.40)
o

ergibt. Mit Hilfe der Variation der Klaffungsfunktion g und des Proj ektionspunktesé im Para-
meterraum (Abb. 2.8) lasst sich die Gleichung (2.40) noch kompakter darstellen. Diebeiden not-

wendigen Variationen ergeben sich zu

5= —v- [auQ)(X) - aug2>(\“((X))] (2.41)
und
O88 = o8 - [6u((:1)(X) - aug2>(\?(X))] . (2.42)

Eineausfuhrliche Herleitung dieser beiden Ausdrickefindet sichin Laursen (2002). Werdendie
beiden Variationen in Gleichung (2.40) eingesetzt, |asst sich die virtuelle Arbeit des Kontaktes
in Komponenten normal und tangential zur Kontaktflache in sehr kompakter Form darstellen:

O (uc, duy) = f t,0g + t,ﬁééﬁ ar . (2.43)

o
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Anmerkung: Fur die Herleitung von Gleichung (2.42) wurde angenommen, dass fr all digje-
nigen Punkte, flr die der Integrand in Gleichung (2.40) ungleich Null ist, dieln-
penetrabilitatsbedingung (g = 0) exakt erflllt wird. In einem numerischen Na-
herungsverfahren wird diese Bedingung in der Regel nicht exakt erfllt. Eswird
jedoch davon ausgegangen, dass die Verletzung dieser Bedingung ausreichend
Kleinist.

2.3  Ldsungsverfahren

In dieser Arbeit wird die Methode der Finiten Elemente (FEM) eingesetzt, um die vorgestellten
Anfangsrandwertprobleme der nichtlinearen Strukturdynamik numerisch zu l6sen. Dazu wird
zunachst eine raumliche Diskretisierung der schwachen Form des betrachteten Anfangsrand-
wertproblems durchgeftihrt, indem das Gebi et in eine endliche Anzahl von Teilgebieten, den Fi-
niten Elementen, unterteilt wird. Dies fuhrt zu einem nichtlinearen, gekoppelten System ge-
wohnlicher Differentialgleichungen fur die Beschreibung der zeitlichen Veranderung diskreter
Element-Freiheitsgrade. Anschlief3end erfolgt mit einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren
einezeitlicheDiskretisierung desDifferential gleichungssystems. Dasresultierende, nichtlineare
Gleichungssystem wird dann mit Hilfe einesinkrementell-iterativen Verfahrens gel 6st. Im Fol-
genden wird lediglich ein kurzer, schematischer Uberblick tiber das allgemeine L 6sungsverfah-
ren gegeben, wobei der Ubersichtlichkeit halber auf die Berticksichtigung der entsprechenden
Kontakttermeverzichtet wird. Fur die schwache Formwird exemplarisch dasPrinzip der virtuel -
len Verschiebungen gewahlt. Einedetaillierte, konkret auf die Problemstellung dieser Arbeit be-
zogene raumliche und zeitliche Diskretisierung wird in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellt.

2.3.1 R&umliche Diskretisierung
Zunéachst wird das betrachtete Gebiet 2 in ne Finite Elemente

Ne
Q=0"= [ @ (2.44)
e=1
unterteilt. Das unbekannte Verschiebungsfeld u wird mit Hilfe geeigneter Ansatzfunktionen N
und den diskreten Element-K notenverschiebungen d innerhalb eines einzelnen Elementes ap-
proximiert:

ne
u=uh= [Jul mit ug = Ngdgg - (2.45)
e=1

Analog hierzu werden auch das Beschleunigungsfeld u und die virtuellen Verschiebungen ou
interpoliert:

In den Gleichungen (2.45) und (2.46) wurde bereits die fir FE-Formulierungen typische Matri-
zenschreibweise verwendet. Darin sind N die Matrizen mit den auf Elementebene definierten
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Ansatzfunktionen und dd, d und d die Vektoren der diskreten (virtuellen) K notenverschiebun-
gen und -beschleunigungen. Mit diesen Ansédtzen wird die Diskretisierung der schwachen Form
(2.20) durchgefihrt, was auf die semidiskrete Form der Bewegungsgleichung

Md + fiM(d) = &4 (2.47)

fiihrt. Darinist M die zeitlich konstante Massenmatrix, und f™bzw. f®sind die Vektoren der
internen und externen Knotenkrafte. Auf die konkrete Bestimmung dieser Vektoren und Matri-
zen wird in Kapitel 3 sowie im Anhang A eingegangen.

Dareale Strukturen in der Regel eine gewisse Dampfungsei genschaft aufweisen, wird haufig
eine geschwindigkeitsproportionale Dampfung in die Bewegungsgl eichung eingebracht, indem
Gleichung (2.47) um einen viskosen Dampfungsterm CSd erweitert wird:

Md + CX + fin(d) = & . (2.48)

Dieim Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten numerischen Beispiel e wurden stets ohne viskose
Strukturdampfung berechnet, so dass der Dampfungsterm im Weiteren nicht berticksichtigt
wird.

2.3.2  Zeitliche Diskretisierung

Um das zeitkontinuierliche, semidiskrete Anfangsrandwertproblem (2.47) numerisch integrie-
ren zu kdnnen, muss eine geeignete zeitliche Diskretisierung durchgefiihrt werden. Dazu wird
das gesamte zu untersuchende Zeitintervall [0, T] in diskrete, endliche Zeitschritte
At = t,,1 — thunterteilt. Ziel des Zeitintegrationsverfahrensist es, geeignete Ansétze flr die
unbekannten Verschiebungen und Beschleunigungen bereitzustellen, um das bereits raumlich
diskretisierte Gleichungssystem (2.47) zu l6sen. Als einzige Primérvariable sollen dabel ledig-
lich die diskreten Knotenverschiebungen verbleiben.

In dieser Arbeit werden zum einen das,, Generalized-a* -Verfahren (Chung und Hulbert (1993))
und zum anderen die ,, Generalized-Energy-Momentum-Method* (Kuhl und Criesfield (1999),
Kuhl und Ramm (1999)) eingesetzt. Bei beiden Verfahren wird das diskretisierte, dynamische
Gleichgewicht an einem generalisierten Mittelpunkt t,, 1-ay, ausgewertet:

Mdi s 1 g (dnsa(dnsa)) + fint(dn+ 1_af(dn+1)) =1, (2.49)

Dieses nichtlineare Glei chungssystem hangt implizit von den unbekannten K notenverschiebun-
gen d,_, ; am Ende des entsprechenden Zeitschrittes ab. Deshalb werden die beiden genannten
Methoden den impliziten Zeitintegrationsverfahren zugeordnet. Die ausfihrliche Darstellung
der verwendeten Zeitdiskretisierungsmethoden wird in Kapitel 4 gegeben, wo auch die Bedeu-
tung der Parameter an, und a; erlautert wird.
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2.3.3 Iteratives L dsungsverfahren

Zur L6sung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.49) innerhalb eines Zeitschrittes [ty, t,,, 4]
wird ein iteratives Pradiktor-K orrektor-Verfahren eingesetzt. Bei dem hier angewendeten New-
ton-Raphson-Verfahren wird dazu Gleichung (2.49) in die Form

G(dn+1) = Mdn+1—am(dn+1(dn+1)) + fint<dn+l—af<dn+l)) - fgxil—af =0 (2.50)

gebracht. Anschlief3end wird hierfir eine mehrdimensionale Nullstellensuche durchgefihrt,
wobei derjenige Verschiebungsvektor d,,, ; an Ende des betrachteten Zeitschrittes gesucht
wird, der Gleichung (2.50) erfillt. Sind zum Zeitpunkt t,, die zur Erfullung des Gleichgewichts-
zustandes notwendigen Verschiebungen d, (é dﬂ +1) bekannt, wird zunéchst im Pradiktor-
schritt (k = 0) eine lineare Approximation fir den gesuchten Losungsvektor durchgefihrt.
Diese ergibt sich aus einer Taylor-Reihenentwicklung, die nach dem linearen Term abgebrochen

wird:

G(dk
LIN G(dX, ;) = G[dX, ) + %Adﬁill =0 - Ad<l. (251
n+1

Hierin kennzeichnet k den entsprechenden Iterationsschritt und LIN G(d"

K,1)istdieLinearisie-

rung von G(d, , ;) an der Stelle d , ,, wobei gilt:
Gd<tl) = LIN G(dK, ;) + R(d<_,) . (2.52)

Dabel werden durch das Residuum R(d'r‘] N 1) die Terme hdherer Ordnung der Taylor-Reihenent-
wicklung zusammengefasst. Im Pradiktorschritt (k = 0) wird die lineare Gleichung (2.51) fur

die inkrementellen Verschiebungen

k+1 _ qk+1 k
Adnil - dnil o dn+1 (253)
gel6st. Diese liefern zusammen mit dem bekannten Verschiebungsvektor d,, = dg L1 €neerste
Naherung fur den gesuchten L 6sungsvektor
k+1 _ 4k k
dni% - dn+1 + Adnill’ (254)

der damit gleichzeitig den Startwert fr den ersten Korrektorschritt darstellt. In den nachfolgen-
den Korrektorschritten werden dann jeweils mit Gleichung (2.51) neue inkrementelle Verschie-
bungen ausgerechnet und der entsprechende L 6sungsvektor mit Gleichung (2.54) aktualisiert.
Dies wird solange wiederholt, bis sich das Residuum R innerhalb einer festgelegten Fehler-
schranke befindet. Der Verschiebungsvektor dﬁﬁ wird dann als Losung der Gleichung (2.50)
betrachtet. Mit den bekannten Verschiebungen zum Zeitpunkt t,, , ; werden die entsprechenden
Feldgrofien aktualisiert und es kann fir den néchsten Zeitschritt nach dem gleichen Schemaite-
rativ gel 6st werden.
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3  Volumenorientierte Finite Elementefir dunnwandige
Strukturen

3.1  Einfuhrung

In diesem Kapitel werden verschiedene Finite Elementformulierungen vorgestellt, die sich fir
die Kontaktanalyse diinnwandiger Strukturen bel grof3en Deformationen eignen. Dabel ist zu-
néchst festzuhalten, dass die meisten klassischen Schalenformulierungen a priori eine Dimen-
sionsreduktion durchfiihren. D.h. der eigentlich dreidimensional e Schal enkdrper wird Uber eine
zweidimensional e Referenzflache, in der Regel die Schalenmittelflache, approximiert. Eswird
auch von einer Semidiskretisierung in Dickenrichtung gesprochen. Dadie Integrale zur Berech-
nung der Kontaktarbeit (2.40) jedoch auf den entsprechenden K ontaktflachen, also der Schalen-
ober- bzw. Schalenunterseite, auszuwerten sind, wird die Beschreibung von Kontaktproblemen
relativ kompliziert. Die Wirkungen der K ontaktkrafte auf die Oberflachen miissen entsprechend
auf die Freitheitsgrade der Mittelflache Ubertragen werden. Obwohl dieses Vorgehen zwar von
Gee (2004) erfolgreich fur elne klassi sche Knoten- Segment-K ontaktformulierung (node-to-seg-
ment contact — NTS) angewandt wurde, wird in dieser Arbeit eine entsprechende Reparametri-
sierung zur Beschreibung des dreidimensionalen Schalenkdrpers eingesetzt (Schoop (1986)).
Dies hat dartiberhinaus den Vortelil, dass die vorgestel lte Kontaktformulierung nicht auf die An-
wendung eines speziellen Finiten Elementes beschrankt ist, sondern ohneweiteresauch mit ver-
gleichbaren Volumenelementen kombiniert werden kann.

Im Hinblick auf diein den Kapiteln 6 und 7 vorgestellte Kontaktformulierung ist es auf3erdem
vorteilhaft, Finite Elemente einzusetzen, die nur Polynome niedriger Ordnung fir die Interpola-
tion der Geometrie verwenden. Bei einer Segment-Segment-K ontaktformulierung (segment-to-
segment contact — STS) muss ndmlich tber sich Uberlappende Teilgebiete zweier Elementfl&
chen integriert werden, was bereitsbei bi- bzw. trilinearen Ansétzen zu komplexen Ausdrticken
fahrt. Allerdingsist bekannt, dass vor allem niedrig interpolierte Finite Elemente, die auf dem
Prinzip der virtuellen Verschiebung (2.20) basieren, unter unphysikalischen Versteifungseffek-
ten (Locking) leiden. Diese beeintrachtigen die Qualitét der Strukturantwort, die unter Umstan-
den nicht einmal mit zunehmender Netzfeinheit gesichert ist. Damit lassen sich die Anforderun-
gen, diein dieser Arbeit an Finite Elemente gestellt werden, folgendermal3en zusammenfassen.

e Volumenorientierte Beschreibung der Geometrie
— Knotenfreiheitsgrade auf der Oberflache

e Ansatzfunktionen mit niedriger Polynomordnung

e Genauigkeit
— Vermeidung von unphysikalischen Versteifungseffekten
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3.2  7-Parameter-Schalenformulierung

Nachfolgend wird eine dreidimensional e Schalenformulierung vorgestellt, dieim Wesentlichen
auf die Arbeiten von Bichter und Ramm (1992a) und Biichter et al. (1994) zuriickgeht, und an-
schlieffend von Bischoff und Ramm (1997, 2000) sowie Bischoff (1999) ausfuhrlich analysiert
und weiterentwickelt wurde. Deshalb werden nur die wesentlichen, zum Versténdnisder vorlie-
genden Arbeit notwendigen Annahmen und Gleichungen kurz skizziert.

Die 7-Parameter-Schalenformulierung basiert auf einer Reissner-Mindlin-Kinematik, die im
Gegensatz zu den klassischen Schalentheorien um die Dickenanderung der Schale erwelitert
wurde. Dadurch ist es mdglich, den vollsténdigen, dreidimensionalen Spannungs- und Verzer-
rungszustand abzubilden, was den Einsatz unmodifizierter, dreidimensional er Werkstoffgesetze
erlaubt. Mit Hilfe des sogenannten siebten Parameterswird ein linearer Verlauf der transversa-
len Normalverzerrungen Eg; gewahrleistet. Damit ergibt sich auch fir Biegezustande und
v # 0eineasymptotisch korrekte dreidimensionale Formulierung. Der zusétzliche siebte Frei-
heitsgrad wird mit Hilfe der EAS-Methode, die auf dem modifizierten Prinzip von Hu-Washizu
(2.24) basiert, eingebracht und sei ne diskreten Parameter konnen durch eine statische K ondensa-
tion auf Elementebene eliminiert werden.

3.21 Kinematische Annahmen

Basierend auf dem modifizierten Prinzip von Hu-Washizu, ergeben sich fur das 7-Parameter-
Modell neben den Verschiebungen u noch die zusétzlichen Verzerrungen E alsfreie Variablen.
Gemeinsam mit den aus den Verschiebungen berechneten Verzerrungen EY entsteht der Verzer-
rungstensor

93  Momentankonfiguration

Referenzkonfiguration

Abb. 3.1: Kinematik der 7-Parameter-Schalenformulierung

27



E=E'+E. (3.1)

Ist die Geometrie der Schale sowohl in der Referenz- als auch in der Momentankonfiguration
bekannt (Abb. 3.1), kdnnen daraus alle notwendigen kinematischen Groéf3en bestimmt werden
(Kap. 2.1). Zur Beschreibung der Geometrie werden die kovarianten Basisvektoren A; und a;
auf der Schalenmittelflache (02 = 0) berechnet, diesich ausden Richtungsableitungen der Orts-
vektoren der Schalenmittelflache R und r ergeben:

A, = 5975 = R, und a, = % =TI, . (3.2
Uber das Kreuzprodukt der kovarianten Basisvektoren A, wird der Direktor A senkrecht zur
Schalenebene in der Referenzkonfiguration errichtet. Definitionsgemald bekommt er die Lange
der halben Schalendicke h/2:

A, = h AL XA,

= = . 3.3
2 |A; X A, (33)

Damit kann jeder beliebige Punkt des Schalenkorpers unter Verwendung einer Reissner-Mind-
lin-Kinematik Uber die Ortsvektoren der Schal enmittel flache und dem zugehdrigen Direktor in
beiden Konfigurationen beschrieben werden:

X =R+ 63A, und x=r+6%a;, mt 03[-11. (349
Uber die Verschiebung

v=r—-—R (3.5
der Schalenmittelflache und der Aktualisierung des Direktors mit Hilfe des Differenzvektors w

ag = A3+ w (3.6)

konnen die Verschiebungen u eines Punktes im Schalenraum ausgedriickt werden:
U=X-X=R+V+0(Ag+w) - (R+603As)=v+0°w. (3.7)

Fir die Beschreibung des Verschiebungsfeldes u sind somit zunéchst sechs Komponenten not-
wendig, die sich direkt aus dem linear veranderlichen Verschiebungsansatz in Dickenrichtung
ergeben. Dies sind die drei Verschiebungskomponenten in der Schalenmittelflache v, v, und
Vv, sowie die drei Komponenten w;,, w, und w; des Differenzvektors.

Bei der Herleitung von Schal entheorien wird ein dreidimensi onal es Problem auf eln zwei dimen-
sionales reduziert. Um diese Dimensionsreduktion durchfiihren zu kdnnen, missen sowohl die
Spannungen alsauch die Verzerrungen vorab Uber die Dicke zu den entsprechenden Resultieren-
den (Schnittkraften bzw. Membranverzerrungen, Krimmungen, ...) integriert werden. Eine de-
taillierte Analyse der dabei entstehenden stati schen und kinematischen Variablen findet sichin
Bischoff (1999).

Darausfolgt, dassfur die Berechnung der kinematischen Variablen der Verlauf der Verzerrungen
in Dickenrichtung bekannt sein muss. Dazu werden die kovarianten Basisvektoren (Gl. (2.1))
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an Punkteninnerhal b des Schal enkdrpers bentti gt, wel chewiederum durch GrofRen der Schalen-
mittel flache ausgedriickt werden kénnen:

9X _ 4R A3
Ga = 550 = 3¢ * O gge = Rt Phga Gy = Ag (38

oa
% = 50 = 397 + 050 = T + 0%, gs = a . 39

Mit Gleichung (2.10) lassen sich dann die verschiebungsabhangigen Green-Lagrange-Verzer-
rungen E" an jedem beliebigen Punkt des Schalenkdrpers bestimmen, wobei durch die getroffe-
nen kinematischen Annahmen (Gl. (3.7)) lediglich ein konstanter Normalverzerrungsverlauf
Ej; dargestellt werden kann. Um dasin der Literatur viel beschriebene Poisson-Dickenlocking?
(Braun et al. (1994), Braun (1995), Bischoff und Ramm (1997), Bischoff (1999) und weitere)
zuvermeiden bzw. ein asymptotisch korrektesModel | zu erhalten, miissendie Normalverzerrun-
gen Eg; linear in Dickenrichtung verlaufen. Dazu werden die verschiebungsabhangigen Nor-
malverzerrungen mit Hilfe des sogenannten siebten Parameters um einen linearen Anteil erwei-
tert:

Egy = EY + Eg3 - (3.10)
Es ergeben sich die Komponenten des Green-L agrangeschen-Verzerrungstensors zu

Ej=E/+E mt El=3(g-g-G-G)=aj+ 293/35! o)

und E; =0 fir (i,j) = (3,3 und Eg=}fg.
Darin bezeichnen aj; die ber die Schalendicke konstanten, und Sj; bzw. f 5 dielinear verlau-
fenden Anteile des Green-L agrangeschen-Verzerrungstensors. Die prinzipiell noch enthaltenen
quadratischen Terme von EY konnen hierbel vernachléssigt werden (Blichter und Ramm
(1992a), Buchter et al. (1994)). Durch Einsetzen der Gleichungen (3.8) und (3.9) in (3.11) kon-
nen die einzelnen kinematischen Variablen in Abhéngigkeit der Basisvektoren der Schalenmit-

telflache ausgedriickt werden:

2. Aufgrund des linearen Verschiebungsansatzes in Dickenrichtung ergeben sich konstante Normal-
verzerrungen in Dickenrichtung. Die energetisch konjugierten Spannungen sind jedoch Uber die
Querkontraktionszahl an die linear verlaufenden Normalverzerrungen paralel zur Schalenmittel-
flache gekoppelt und verlaufen fir lineare Elastizitét somit linear in Dickenrichtung. Es entsteht
ein Zwang, da die linear verlaufenden Normalverzerrungen in Dickenrichtung im Ansatz nicht
enthalten sind.
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Qg = alp = 3(2 3~ Au Ay

Bop = Pop = %(aa "Bt B B3~ A Agg m A A3ﬂ) !

U3 = Aoz = %(aa “ag = Ag - Ag) (3.12)
Baz = Byz = %(a&a rag3 = Agg " Ag)

az3 = agy =%(a3-a3—A3-A3) ’

Baa =533 :

Zusammenfassend berechnet sich der vollstandige Verzerrungstensor ndherungsweise zu

Ej=aj;+ gesﬁij : (3.13)

3.2.2 Vorabintegration der Spannungen und des Stoffgesetzes

Analog zu den Verzerrungen missen auch die Spannungen und das Werkstoffgesetz durch eine
Vorabintegration in Schalendickenrichtung vollstandig in Grofien der Schalenmittelflache aus-
gedrtickt werden. Die Integration Uber das gesamte Schalenvolumen £ wird damit in eine Inte-
gration Uber die Schalenmittelflache A Uberfihrt:

1

J(')dQ= j [(-)ﬁd@3 dA . (3.14)
Q A -1

Darinist x der Betrag des Schal enshifters, der die Beziehung zwischen einem differentiellen Vo-

lumenelement d¢2 und einem differentiellen Flachenelement dA herstellt. Dieser ergibt sich zu

do0 ((Gy X Gy) - G3) d93d62dot (G, x G,) - G4

Qs _ — 3 _ A An3
dA 1A, X Al doZdol A, % Ay 0= md (315
Mit Gleichung (3.14) kdnnen die statischen Variablen
1 1
ni = f dig dg? und mi = [ 63 S g i do3 (3.16)
-1 -1

berechnet werden. Dabei lassen sich n%® mit den Membrankraften, n® mit den Querkraften und
m“ mit den Momenten identifizieren. Die Bedeutung der restlichen statischen Variablen wird
ausfuhrlich in Bischoff (1999) diskutiert.

Nachdem mit a;; und ;; die kinematischen, und mit n'l und m’ die statischen Variablen einge-
fuhrt wurden, mussalsletzter Schritt das Stoffgesetz vorab Uber die Dickeintegriert werden. Der
Werkstofftensor der Schalenformulierung C setzt diekinematischen Variablen mit den statischen
in Beziehung. Er lautet:
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1
K

A K N
C:J<k| — f(@S) Ciid (g) M" do3 , Ke {012} . (3.17)
1

Fur ein lineares Materiaverhalten folgt dann:

ij NNk Ak
n' C(J) Ci Ay

Pu

Nachdem alle notwendigen Grof3en auf die Schalenmittel flache bezogen sind, kann der Verzer-
rungsenergieausdruck als Anteil des modifizierten Funktionals von Hu-Washizu als Integra
Uber diese Referenzflache ausgewertet werden:

(3.18)

ij Nkl Aijk
m C1 C2

Iw’m dQ = Jw‘zng dA = f%(n"‘aij + miiﬂij) dA . (3.19)
A

3.2.3 Schwache Form

Fir die Umsetzung mit Finiten Elementen werden die Ansétze des 7-Parameter-Schalenmodel s
in das modifizierte Prinzip von Hu-Washizu (Gl. (2.24)) eingesetzt. Daraus kann die EAS-Me-
thode (Simo und Rifai (1990)) abgel eitet werden, die urspriinglich zur Vermeidung von kinstli-
chen Versteifungseffekten von Finiten Elementen entwickelt wurde. Obwohl die EAS-Methode
generell dem Begriff der Elementtechnol ogie zugeordnet wird, stellt die Erweiterung der Nor-
malverzerrungen in Dickenrichtung hier einen Teil der Schalentheorie dar (Bischoff (1999)).

Mit Hilfe der Produktregel und des Gaul3schen Integral satzes

—jdiv (F-SY-doud@ = IS“:FT-grad du d.Q—Jt“-éu dar (3.20)
- -
Q Q JEU Iy

lasst sich die schwache Form aus Gleichung (2.24) ein wenig umformen. Sie lautet dann:

OITT(u, E) = f[é:aé + 811 oY de + [Qu - ou d@ — oIIMedet = 0 (3.21)

Q Q
mit der Abkurzung
6Hﬁ‘3\‘,’ve’¢=fgb-6udQ+Jf-éudF—J(O—u)-étsdl“. (3.22)
Q Iy Iy
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3.3 Raumliche Diskretisierung des 7-Parameter-M odells

In Abschnitt 3.2 wurde ein Schalenmodel | vorgestelIt, das mit Hilfevon diversen Annahmen den
dreidimensionalen Schal enkdrper tGber GrofRen der Schalenmittel flache beschreibt. Die entstan-
dene Dimensionsreduktion ist also wie bereits ausgeftihrt Bestandteil der Schalentheorie. Wird
die Geometrie des Schalenkdrpers mit Hilfe von Finiten Elementen approximiert, missen einige
zusétzliche Annahmen getroffen werden. Im Sinne desisoparametri schen K onzepteswerden so-
wohl die Geometrie alsauch die Kinematik mit denselben Ansétzen approximiert. Die krummli-
nigen Koordinaten werden in der Regel mit dem lokalen Elementkoordinatensystem identifi-
ziert. Dadurch ist beispielsweise die Definition des Direktorfeldes an Diskretisierungsknicken
nicht mehr eindeutig und kann nicht direkt von der kontinuierlichen Theorie tibernommen wer-
den.

Nachfolgend werden zwei unterschiedliche M 6glichkeiten zur raumlichen Diskretisierung des
7-Parameter-Schalenmodells vorgestellt: Der dreidimensionale Schalenkorper wird in der er-
sten Variante analog zur Schalentheorie Gber Grofien der zweidimensionalen Schalenmittel fl&
che approximiert, in der zweiten Variante wird dagegen der gesamte dreidimensional e Schalen-
korper diskretisiert. FUr beide Varianten wird die Approximation der benttigten Feldgrofien
jeweils exemplarisch an einem Finiten Element vorgestellt. Der Ubersichtlichkeit halber wird
deshalb der Index e weggelassen.

3.3.1 Diskretisierung tber Grofien der Schalenmittelflache

Die Schalengeometrie wird als zweidimensionale Flache im Raum diskretisiert. Dafur werden
indieser Arbeit ausschliefdlich vierknotige Viereckselementemit linearen Ansatzfunktionen ver-
wendet (Abb. 3.2). Alsunabhangige diskrete Knotenfreiheitsgrade werden die Verschiebungen
in der Schalenmittelflache VX und die Differenzvektorverschiebungen wK gewéhit, so dasssich

O Knoten (6 Freiheitsgrade)

Abb. 3.2:  VMierknotiges, mittelflachenorientiertes Schal enelement
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insgesamt sechs Freiheitsgrade je Knoten ergeben. Die approximierten Verschiebungen u" in-
nerhalb eines Elementes berechnen sich dann zu

uh = v + 03 wh = N VK + 3N WK =N d, N € H!. (3.23)

Darinbezeichnen K € [1, 2, 3, 4] diediskreten Knoten eines Elementes, N dieimlokalen Ele-
mentkoordinatensystem definierten, linearen Formfunktionen (Gl. (A.1) im Anhang), NdieMa
trix der Interpolationsfunktionen (Gl. (A.7) im Anhang) und d den Vektor der Elementfreiheits-
grade (Gl. (A.8) im Anhang). Wie bel reinen Verschiebungselementen auch, missen die
Verschiebungsfreiheitsgrade d an den Elementgrenzen stetig sein. Damit wird die eigentlich nur
schwach zu erflllende, kinematische Randbedingung stark erfllt, so dass der dritte Term aus
Gleichung (3.22) verschwindet.

Der Direktor A§ wird zundchst an jedem Knoten eines Elementes analog der kontinuierlichen
Theorie nach Gleichung (3.3) errichtet. Stoflsen mehrere Elemente an einem Knoten diskontinu-
ierlich zusammen bzw. hat die diskretisierte Schale dort Knicke, wird der Direktor entsprechend
dem Vorschlag von Bischoff (1999) gemittelt, indem er ausdem Schnittpunkt der Schal enlaibun-
gen bestimmt wird (Abb. 3.3).

A l
Al Spae Az Az
T T “ Aée
I .
T
|
(B —
|

Abb. 3.3:  Definition des Direktors an Knicken: Mittelflachen Formulierung

Zusétzlich zur Diskretisierung des Verschiebungsfeldes u =~ u" miissen auch Ansétze firr die
zusétzlichen Verzerrungen E gemacht werden. Bei der Formulierung von Finiten Elementen ist
esdabei tblich, sowohl die Verzerrungen als auch die Spannungen unter Ausnutzung der Sym-
metrie in Vektoren zusammenzufassen. Der Vektor der approximierten, zusétzlichen kinemati-
schen Variablen Ey, (Gl. (A.21) im Anhang) eines finiten Schalenelementes ergibt sich zu

E,=Ma, MEL,. (3.24)
h 2

Dabei ist M die Matrix der Ansatzfunktionen fiir die zusétzlichen kinematischen Variablen (GI.
(A.23) im Anhang) und a der Vektor der internen Verzerrungsparameter (Gl. (A.24) im An-
hang). Dadie elementwel se definierten Parameter a nicht an die Elementknoten gebunden sind,
mussen die zusétzlichen kinematischen Variablen nicht Uber die Elementgrenzen hinweg stetig
sein. Dadurch kénnen die zusétzlichen Verzerrungsparameter a auf Elementebene eliminiert
werden.
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Die Definitionen der Vektoren E}, Sjund Sh sind im Anhang A.1 gegeben. Analog zur raumli-
chen Diskretisierung des Verschiebungsfel deswird auch das Beschleunigungsf el d approximiert:

"= Nd. (3.25)

Werden die Ansétze (3.23) bis (3.25) zusammen mit den Definitionen im Anhang A.1in Glei-
chung (3.21) eingesetzt, |&sst sich die diskretisierte, schwache Form fr ein Finites Element dar-
stellen:

OITAu, E) =~ oIT(d,a) = oIT}(d,a) + 6IPM(d) — OITR* = 0 (3.26)
mit
sipa = [[(8)o8, + (1) oey] e =
h \& J h h h h
A
_ J((éh)Téh,a dA da + f (s) EY, dA od (327)
An An
= da" f"™(a) + od" fi"(d) ,
o11(d) = d [ o NN dA 6d = odT f%(d) = od™ Md (3.28)
Fd
und
oISt = JQbNdA+’deF od = odT o . (3.29)
Ah In

N

Unter Anwendung des Fundamentallemmasder Variationsrechnung ergibt sich damit diediskre-
tisierte schwache Form des dynamischen Gleichgewichtesinnerhal b eines Finiten Elementes zu

Md + f"(d,a) = f&¢ mit fint(d,a) = f"(d) + f™(a) . (3.30)

Hierbei wurde fur die auleren Lasten die Einschrankung gemacht, dass diese unabhangig von
den Verschiebungen sind. Ausfihrungen zur Behandlung von verschiebungsabhangigen Lasten
sind neben anderen in Schweizerhof und Ramm (1984) und Mok et al. (1999) zu finden. Dadie
Massenmatrix M konstant ist, verbleiben in Gleichung (3.30) lediglich die internen Kréfte
fi"(d, @), dienichtlinear von den VerschiebungsgréRen und den Verzerrungsparametern abhan-
gen. DiefUr dieiterative L dsung mittel seinesNewton-Raphson-Verfahrens notwendige Lineari-
sierung wird in Abschnitt 3.3.3 gegeben.



3.3.2 Diskretisierung tber Grofien der Schalenoberflachen

Im Gegensatz zur klassischen Methode, den dreidimensionaen Schalenraum Uber eine zweidi-
mensional e Referenzfl&che zu parametrisieren, wird nun der vollsténdige Schalenkdrper analog
zu einem dreidimensional en K ontinuumsel ement diskretisiert. Dabei sind aufgrund der kinema-
tischen Annahmen des Schalenmodellsdie Ansétze in Dickenrichtung linear zu wahlen, wohin-
gegen in der Schalenebene auch hoherwertige Ansétze moglich sind. Es sel darauf hingewiesen,
dass die physikalische Grundlage dieser Variante dieselbeist wie bel der klassischen Formulie-
rung. Analog zum zuvor beschriebenen mittelflachenorientierten Schalenelement werden je-
doch in dieser Arbeit ausschliefdlich achtknotige Hexaeder-Elemente verwendet, weshalb auch
in der Schalenebene lineare Ansétze gewahlt werden. Die diskreten Elementknoten liegen auf
den Schalenoberflachen, wobei zwischen einer Unterseite (Index u) und einer Oberseite (Index
0) unterschiedenwird (Abb. 3.4). Folglich treten ausschliefdlich die Verschiebungen vXue auf den
Schal enoberflachen al s diskrete K notenfreiheitsgrade auf, so dasssich die Anzahl der Freiheits-
gradeje Knoten auf drei reduziert. Aufgrund deslinearen Verschiebungsansatzesin Dickenrich-
tung, der bereits durch das Schalenmodel | induziert wurde, |assen sich die entsprechenden Gro-
[3en in der Schalenmittel fl&che anal og dem Degenerationskonzept (Bichter und Ramm (1992b),
Bischoff (1999)) ermitteln. Der Ortsvektor eines Knotenpaars XKue in der Schalenmittelflache
ist damit durch

R = Z(xo + XKy (3.31)

bestimmt, und der Direktor Ag ist eindeutig durch die Differenz zwischen den Ortsvektoren der
Knoten auf der Schalenober- bzw. -unterseite festgel egt:

AS = Z(xKo = XK (3.32)

Gegenuber elner Geometrie-Beschreibung Uber die Schalenmittelflache ist damit der Direktor
auch an Knoten, an denen die diskretisierte Schalenflache Knicke aufweist, eindeutig festgel egt

63 =¢

O Knoten (3 Freiheitsgrade)

Abb. 3.4:  Achtknotiges, oberflachenorientiertes Schalenelement

35



(Abb. 3.5) und muss nicht entsprechend der angrenzenden Elementflachen gemittelt werden
(Abb. 3.3).

Abb. 3.5:  Definition des Direktors an Knicken: Oberflachen Formulierung

Analog zum Ortsvektor zur Schalenmittelfléache R und zum Direktor A lassen sich auch die
Verschiebungen vK in der Schalenmittel flache sowie die Differenzverschiebungen wX des Di-
rektorsuber dieentsprechenden Verschiebungender Knotenauf der Schal enoberfl cheausdriik-
ken:

VK = %(VKC’ + Vi) und wK = %(VKU — V) (3.33)

Die approximierten Verschiebungen und Beschleunigungen innerhalb eines Elementes sind da-
mit

ul = N VK + 03N, wK = %NK(VK° + V) + %03NK(VK° -V =Nd  (334)

und

W"=Nd, (3.35)

wobei nun die Matrix der Interpolationsfunktionen N und der Vektor der Elementfreiheitsgrade
d entsprechend anders definiert sind (Gl. (A.31) und (A.32) im Anhang). Die Anséize fir die
zusétzlichen kinematischen Variablen Eh bleiben dagegen unveréndert (Gl. (3.24)). Werden die
Approximationen fur die Verschiebungen, Beschleunigungen und zusétzlichen kinematischen
Variablenin Gleichung (3.21) eingesetzt, ergibt sich wiederum diediskretisierte schwache Form
eines Finiten Elementes. Diese ist formal identisch mit Gleichung (3.26) und wird daher nicht
noch einmal gesondert dargestellt. Lediglich die Definition der Matrix der Interpol ationsfunk-
tionen N sowie der Vektor der Elementfreiheitsgrade d (bzw. d) hat sich verandert. Eine detail-
lierte Darstellung der entsprechenden Vektoren und Matrizen findet sich im Anhang A.2.

Durch die Reparametrisierung der Geometriebeschreibung des Schalenkérpersist ein oberfla
chenorientiertes Schalenelement entstanden, das formal exakt gleich behandelt wird wie das
klassische, mittelflachenorientierte Schalenelement. Dabei sind einige entscheidende Vorteile
gegenuber der klassischen Diskretisierungsstrategie zu nennen:

e DieDefinition des Direktorfeldesist eindeutig Uber die entsprechenden Knoten auf der
Schal enober- bzw. -unterseite bestimmt, so dass keine Mittelung der Direktoren an Dis-
kretisierungsknicken notwendig ist.
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e Sowohl dieNeumann- alsauch die Dirichl et-Randbedingungen | assen sich entsprechend
dem realen Verhalten direkt auf die Schalenoberflachen aufbringen, was beim mittelfl&
chenorientierten Schalenelement nur indirekt moglich ist (Ramm et a. (1995)). Diesist
vorteilhaft fir:

— die Simulation von Fluid-Struktur-Interaktions Problemen, bei denen die entspre-
chenden Lasten des Fluides auf der Ober- und Unterseite der Schale angreifen,

— ene entsprechende Kontaktformulierung, bei der die entsprechenden Kontakt-
kréfte auf den Schal enoberflachen wirken.

e DieDiskretisierung geschichteter Sandwichstrukturen kann ohne weiteres durchgeftihrt
werden, indem entsprechend viele oberflachenorientierte Schal enelemente aufei nander
angeordnet werden.

Gegenuber diesen entscheidenden Vorteilen ist die etwas aufwendigere Generierung eines drei -
dimensionalen Modells durchaus gerechtfertigt, zumal die entsprechenden Netzgenerierungs-
Programme immer leistungsfahiger werden.

Zusétzlich hat das hier beschriebene Element auch entscheidende Vorteile gegeniiber dem Ein-
satz gewohnlicher Volumenelemente fir die Diskretisierung dinnwandiger Strukturen:

e MitHilfedessiebten Parameterswird dasbereitsangesprochene Poisson-Dickenlocking
eliminiert.

e Dieschalentypischen Versteifungseffekte (siehe Kapitel 3.4.1) konnen gezielt behandelt
werden, da die Dickenrichtung eines Elementes a priori bekannt ist.

e Elemente mit sehr geringen Dicken kdnnen probleml os berechnet werden, ohne auf ein
entsprechendes Seitenverhdltnis achten zu miissen3. Beim Einsatz von gewdhnlichen
Volumenelementen ist die zu verwendende Feinheit des FE-Netzes von der Dicke der zu
diskretisierenden Schale abhangig.

3.3.3 Linearisierung

Im Rahmen eines inkrementell-iterativen Losungsverfahrens ist innerhalb eines Zeitintervalls
[th, 1, 4] die Linearisierung (Kapitel 2.3.3) der nichtlinear von den Verschiebungen und den
Verzerrungsparametern abhangigen inneren Kréfte f™(d, a) aus Gleichung (3.30) notwendig.
Dasich die nachfolgenden Ausfihrungen ausschliefdlich auf einen Zeitschritt beziehen, wird ei-
ner Ubersichtlicheren Darstellung halber auf den zeitlichen Index (n + 1) verzichtet. Damit
fahrt die Linearisierung der inneren Kréfte auf

ofint(clk ak)A ety afint(k gk)

k+1
o Sy Aatt(336)

LIN fi”t(dk,ak) _ fim(dk,ak) +

3. Die Analyse sehr schlanker Strukturen fuhrt allerdings zu einer ausgesprochen schlechten Kondi-
tionierung der resultierenden Gleichungssysteme. Dies wirkt sich besonders bei der Anwendung
von iterativen Losern nachteilig aus (Gee (2004)).
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Darin sind
Adktl = gkl — gk und Aaktl = gk+1 — gk (3.37)

die Vektoren der inkrementellen Knotenverschiebungen und Verzerrungsparameter. Die beiden
notwendigen partiellen Ableitungen in Gleichung (3.36) berechnen sich mit

ofin(d, a) T T T
T J [(Eﬁ,dd> SU 4+ (Eﬁ,d> iyl da+ |(Ep,) Spa dA (3.38)
Ah Ah
KY LT
und
ofin(d, ) T T
T4 J (E;{d) v odA+ [(E,) She dA (3.39)
Ah Ah
L D

wobei KY die tangentielle Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Sie enthélt sowohl die elastische und
Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix K., alsauch die geometrische Steifigkeitsmatrix Kq
und berechnet sich mit

KY = Kgpy + Kg = jBT((AZBdA—ir jB,L SU dA . (3.40)
Ah Ah

Die beiden Kopplungsmatrizen L und LT sowie die Verzerrungsmatrix D sind mit

LT=JI\7IT((AdeA, L=IBT((AZI\7IdA, f)=j|\7IT@I\7IdA (3.41)
Ah Ah Ah

und die Vektoren der inneren Kréfte mit

fin(d) = J (Eﬁ’d)TSﬁ dA = J BT SV dA (3.42)
AR AR
und
fint(q) = f (Eh,a)Téh dA = [ MT S, dA (3.43)
Ah Ah

gegeben. Dadiezusétzlichen Verzerrungen E tiber die Elementgrenzen hinweg nicht kompatibel
sein missen, kénnen die inneren Verzerrungsparameter a auf Elementebene kondensiert wer-
den. Dieresultierende, modifiziertetangentielle Steifigkeitsmatrix RT sowieder Vektor der kon-
densierten inneren Kréfte fint ergeben sich dann zu:
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Ky=KY—LTD"1L und fint = gint _ | TH-1fint (344

Damit bekommt das zu |6sende Gleichungssystem die gleiche Form wie bei einem reinen Ver-
schiebungselement. Als einzige Primérvariable sind die unbekannten Verschiebungen geblie-
ben. Die internen Verzerrungsparameter a werden auf Elementebene inkrementell Uber dieje-
weiligen inkrementellen Elementknotenverschiebungen Ad aktualisiert. Nach der in Kapitel 4
vorgestellten zeitlichen Diskretisierung wird der komplette L dsungsal gorithmus nochmals zu-
sammengefasst. Die notwendigen Ableitungen der Vektoren der kinematischen und statischen
Variablen sind fur beide Diskretisierungsstrategien im Anhang A.1 und A.2 aufgefihrt.

3.4  Kunstliche Ver steifungseffekte

Obwohl mit Hilfe des siebten Parameters das fiir finite Schal enelemente so wichtige Poisson-
Dickenlocking reduziert werden kann, leiden die beiden zuvor eingefihrten Finiten Elemente,
anal og zu reinen Verschiebungsel ementen, unter einer Viel zahl zusétzlicher kinstlicher Verstei-
fungseffekte. Dieséaullert sich darin, dasssich die Elemente gewi ssen Verformungszustanden ge-
wissermalien verschlief3en, und die tatséchlichen Verschiebungen sehr stark unterschétzt wer-
den. Im englischen Sprachgebrauch hat sich dafr der Begriff des Lockings etabliert (Hughes et
a. (1977b)). Da die fur Schalenelemente typischen Locking-Effekte bereits ausfuhrlich be-
schrieben und dokumentiert sind (Andelfinger (1991), Bischoff (1999), Klinkel (2000), Harnau
(2004), Koschnick (2004), Schlebusch (2005) und weitere), werden im Folgenden die entspre-
chenden Effekte nur kurz dargestellt. Alle Ausfihrungen beschranken sich dabei auf die vorge-
stellten und in dieser Arbeit ausschliefdlich verwendeten linearen Verschiebungsansétze: Vier-
knotige, mittelflachenorientierte und achtknotige, oberflachenorientierte Schalenelemente.

34.1 Querschublocking

In schubwel chen Schal enelementen treten bei reiner Biegebeanspruchung parasitére Querkréfte
auf, dadie Direktoren bei der Deformation nicht mehr senkrecht auf der Referenzfl&che stehen.
Der Schubwinkel verlauft innerhalb elnes Elementeslinear, so dass sich das Maximum der para-
sitéren Querschubverzerrungen am Elementrand einstellt (Abb. 3.6). Dadas Querschublocking
mit zunehmender Schlankheit immer dramatischer wird, ist die Berechnung diinner Schalen mit
reinen Verschi ebungsel ementen praktisch nicht moglich. Zwar nimmt die bezogene Schlankheit
innerhalb eines Finiten Elementes mit feiner werdendem Netz ab, so dass der Locking-Effekt
nach und nach verschwindet; die Anzahl der benétigten Elemente ist jedoch sehr grof3 (Toncar
(2006)).
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Abb. 3.6: Parasitare Querschubverzerrungen bei reiner Biegebeanspruchung

34.2 Membranlocking

Membranlocking tritt bel bilinearen Elementen nur dann auf, wenn die Elemente gekrimmt
sind. Ursachefur diesen L ocking-Effekt ist das Auftreten von parasitaren Membranspannungen,
wenn die Elemente dehnungslose Verformungen nicht exakt abbilden konnen. Die Bedeutung
des Membranlockingsist mit der des Querschublockings vergleichbar.

34.3 Schublocking

Bei Biegebeanspruchungen in der Schalenebene entstehen bei linearen Elementen parasitére
Schubspannungen. Dieser Versteifungseffekt tritt bereits bei zweidimensionalen Scheibenele-

menten auf.
62 740
p [} p 12
B‘ . U :&j“
P—» <« P

Abb. 3.7: Parasitdre Schubspannungen bel Biegebeanspruchung in der Schalenebene

3.4.4 Volumetrisches L ocking

Im Gegensatz zu den anderen Versteifungseffekten hangt dieser von einem Material parameter,
der Querkontraktionszahl, ab. Wahrend der Versteifungseffekt bel v = 0.0 nicht auftritt, wird
er mit zunehmender Poissonzahl (v — 0.5) immer ausgepréagter. Die Ursachen flr das volume-
trische Locking sind die gleichen wie die fur das bereits erlauterte Poisson-Dickenlocking. Der
einzige Unterschied besteht darin, dass die parasitdren Normal spannungen nicht in Dickenrich-
tung der Schale, sondern in deren Membranebene wirken. Ein weiterer wichtiger Unterschied
zum Poisson-Dickenlocking ist, dass der Effekt des volumetrischen L ockings mit zunehmender
Netzfeinheit verschwindet. Das Poisson-Dickenlocking wirde nur dann abgeschwécht, wenn
auch in Dickenrichtung verfeinert werden wirde.
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345 Dickenlocking bei gekrimmten Elementen

Dieser inder Literatur auch als,, curvature thicknesslocking* (Ramm et a. (1994), Ramm et al.
(1995)) bezeichnete Effekt tritt nur bei Schalenformulierungen mit Dickendnderung auf, wenn
der Direktor Ag( am Elementknoten K nicht mehr senkrecht auf der Referenzfl&che steht. Dader
Verlauf des Direktorfeldes innerhalb eines Elementes linear interpoliert wird, kommt es zur
Mitte des Elementes hin zu einer Stauchung bzw. Dehnung des Direktors. Daraus resultieren
kUnstliche Normalverzerrungen, die einen zusétzlichen Anteil zur inneren Energie des Elemen-
tes liefern und dieses dadurch steifer machen. Der Effekt wird zum einen mit zunehmender
Schlankheit und zum anderen mit grof3er werdendem Winkel zwischen den diskreten Direktoren
Immer ausgepragter.

3.5 Methoden zur Reduzierung von Ver steifungseffekten

Ebenso wie die Beschreibung der diversen Locking-Effekte, sind auch die Methoden zu deren
Reduzierung bereits detailliert dokumentiert (vgl. Literaturangaben in Abschnitt 3.4), so dass
sich dienachfolgenden Darstellungen im Wesentlichen auf diein dieser Arbeit verwendeten An-
sétze beschranken. Die Ausflihrungen konzentrieren sich dabei auf die Vorstellung der konkre-
ten, hier eingesetzten Interpolationen zur Vermeidung der einzelnen Locking-Effekte. Zur Ent-
wicklung und Herleitung der einzelnen Methoden wird an geeigneter Stelle auf einschlégige
Literatur verwiesen.

3.5.1 Die Assumed-Natural-Strain-Methode (ANS)

Mit Hilfe der ANS-Methode (Hughes und Tezduyar (1981), Bathe und Dvorkin (1985)) wird in
dieser Arbeit das gravierende Querschublocking beseitigt. Dabei werden die Querschubverzer-
rungen nicht direkt aus den Verschiebungsableitungen berechnet, sondern mit Hilfe diskreter
Verzerrungen an geeigneten Koll okationspunkten innerhal b des Elementesinterpoliert. Wieaus
Abbildung 3.6 ersichtlichist, verschwinden die parasitéaren Querschubverzerrungen a ;5 entlang
der 6%Achse. Deshal b werden die entsprechenden K ol |okationspunktefir die Bestimmung die-
ser Verzerrungsgrof3e auf den Seitenmitten der gegenuberliegenden Elementrénder gewahit
(Abb. 3.8).

Mit speziell gewahlten Ansatzfunktionen werden die Querschubverzerrungen, ausgehend von
den Werten an den entsprechenden Kollokationspunkten, Uber das ganze Element interpoliert.

03
= Kollokationspunkte 4 02
/ A3
—— A=
! - J J o 1
| | T/ o 0
G 7
A3

Abb. 3.8:  Kollokationspunkte zur Vermeidung von Quer schublocking
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Dadie numerische Umsetzung ausschliefdlich auf eine Modifikation der B-Operatormatrix hin-
audlauft, wird die ANS-Methode auch haufig al's,, B-bar-Method” bezeichnet. Diekonkrete Her-
leitung des modifizierten B-Operators zur Vermeidung von Querschublocking, findet sich unter
Angabe der entsprechenden Ansatzfunktionen in Anhang A.3.

Zusatzlich wird die ANS-Methodein dieser Arbeit auch zur Reduzierung des,, curvature thick-
ness locking” eingesetzt. Mit geeigneten Ansatzfunktionen werden hier die Quernormalverzer-
rungen a 45 entsprechend tber das Element interpoliert, wobei die Kollokationspunkte nun mit
den Elementknoten in der Schalenmittelflache zusammenfallen. Die entsprechenden Ansétze
und Matrizen sind wiederum in Anhang A.3 zu finden.

3.5.2 Die Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAYS)

Fir die Formulierung der 7-Parameter-Schal enelemente wurde bereits die EAS-Methode be-
nutzt, wodurch das Poisson-Dickenlocking vermieden werden konnte. Durch die Erweiterung
der Verzerrungen f3 55 umeinenlinearen Term resultierte ein asymptotisch korrektes Schal enmo-
dell. Die gleiche Methodik kann auch fur die gezielte Erweiterung anderer Verzerrungsanteile
angewendet werden, um weitere L ockingphdnomene zu vermeiden. In dieser Arbeit werden mit
der EAS-Methode die restlichen Versteifungseffekte reduziert. Dasich die formale Herleitung
der modifizierten Elementsteifigkeitsmatrix nicht von der in Abschnitt 3.3 angegebenen Herlei-
tung fur die 7-Parameter-Schal enel emente unterscheidet, wird sie hier nicht noch einmal wieder-
holt. Ein detaillierter Uberblick tiber diese Methode, sowie die Anforderungen an die zusitzli-
chen Verzerrungsansétze, findet sich in Bischoff (1999). Die konkret in dieser Arbeit
verwendeten Ansétze zur Vermeidung der beschriebenen Locking-Effekte sind in Anhang A.4
angegeben.

3.5.3 Alternative Methoden

Zusétzlich zu denin dieser Arbeit verwendeten M ethoden sind weitere alternative Verfahren zur
Verbesserung der Effizienz von Finiten Elementen bekannt. Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit,
werden hier einige genannt:

e Unterintegration mit Stabilisierung

Vor alem in kommerziellen FE-Programmen sind unterintegrierte und selektiv reduziert
integrierte, stabilisierte Finite Elemente, basierend auf dem Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen, sehr weit verbreitet. Ahnlich der ANS-Methode werden die Verzerrungen mit Hilfe
der Unterintegration an diskreten Punkten, die moglichst keine parasitéaren Anteile enthal -
ten, ausgewertet. Der Nachtell der Unterintegration ist die mdgliche Entstehung von soge-
nannteninneren Kinematiken (,, zero-energy-modes*). Mit Hilfegeeigneter Stabilisierungs-
verfahren kdnnen diese jedoch weitgehend unterdriickt werden. Ein kurzer Uberblick tber
die Entwicklung von unterintegrierten, stabilisierten Finiten Elementen mit Angabeweiter-
fuhrender Literatur findet sich z.B. in Erhart (2004) und Koschnick (2004).
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¢ Hybride und hybrid-gemischte Spannungsel emente

Basierend auf dem Prinzip von Hellinger-Rei ssner lassen sich sogenannte hybride bzw. hy-
brid-gemischte Spannungselemente herleiten. Dabei werden sowohl Ansétze fir die Ver-
schiebungen a's auch fir die Spannungen gemacht. Als eines der bekanntesten Elemente
ist hierbei das vierknotige, zweidimensional e Pian-Sumihara Element (Pian und Sumihara
(1984)) fur Scheiben zu nennen.

¢ Discrete-Strain-Gap-Methode (DSG)

Diezunéchst al's,, Discrete-Shear-Gap* bezel chnete M ethode wurde urspringlich von Bl et-
zinger et a. (2000) vorgeschlagen, um Querschublocking bei Platten- und Schalenelemen-
ten zu vermeiden. Spéter wurde die Methode von Koschnick et al. (2005) fur die Reduzie-
rung von alen geometrischen Locking-Effekten erweitert, so dass sich mittlerweile die
Bezeichnung ,, Discrete-Strain-Gap*-Methode durchgesetzt hat. Ahnlich zur ANS-Me-
thode werden die Verlaufe einzelner Verzerrungsanteile gezielt modifiziert. Der grundsatz-
liche Unterschied zur ANS-Methode liegt jedoch darin, dass fur die DSG-Methode keine
K oll okationspunkte definiert werden mussen. Zudem bi etet die DSG-M ethode den konzep-
tionellen Vorteil, dass sie ohne weiteres auf beliebige Elementformulierungen, seien es
Drei- oder Viereckselemente, mit beliebiger Polynomordnung angewendet werden kdnnen.
In Koschnick (2004) wird die DSG-Methode detailliert beschrieben und hinsichtlich der
Anwendbarkeit auf verschiedene, geometrische Versteifungseffekte analysiert.

e Gemischte Methoden, basierend auf dem Prinzip von Hu-Washizu

Fir die Herleitung von maglichst universell einsatzfahigen, effizienten und robusten Fini-
ten Elementen wird in jungster Vergangenheit verstarkt das (unmodifizierte) Prinzip von
Hu-Washizu als Basis herangezogen (Weissman (1992, 1996), Weissman und Taylor
(1992), Karakostas et a. (1993), Talaslidis und Wempner (1993), Kasper und Taylor
(20004, 2000b, 2002), Cao et al. (2002, 2003, 2004) und weitere). Dahier aledrei Feldglei-
chungen nur in einem schwachen, integralen Sinneerfillt werden missen und alsPrimérva-
riablen neben den Verschiebungen auch die Spannungen und Verzerrungen diskretisiert
werden, kdnnen hierfir gezielt sinnvolle Ansétze gewahlt werden. Im folgenden Abschnitt
wird eines dieser Elementformulierungen, basierend auf dem Vorschlag von Weissman
(1996), exemplarisch vorgestellt.

3.6 Ein Hu-Washizu-Volumenel ement

In diesem Abschnitt wird ein achtknotiges VVolumenel ement, basierend auf dem Prinzip von Hu-
Washizu, vorgestellt. Als Grundlage dient ein Vorschlag von Weissman (1996), der, ausgehend
von der Annahme kleiner Verformungen, ein geometrisch lineares finites Volumenel ement vor-
stellt. Dieses | asst einerseits problemlos die Formulierung von verzerrungsgetriebenen, nichtli-
nearen Plastizitdtsmodellen zu und eignet sich andererseits auch zur Berechnung diinnwandiger
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Strukturen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde diese Elementformulierung auf den geometrisch
nichtlinearen Fall erweitert und in dasinstitutseigene Finite-Element-Programm CCARAT im-
plementiert. Die nachfolgenden Ausfuhrungen beschrénken sich zunachst auf den statischen
Sonderfall, so dassder Tragheitstermim dynamischen Gleichgewicht (Gl. (2.18)) unberticksich-
tigt bleibt.4

3.6.1 Variationelle Basis

DasDreifeld-Funktional von Hu-Washizu bildet dievariationelle Basisfur die Herleitung dieses
Elementes. FUr den statischen Fall lasst sich die gesamte freie Energie damit folgendermal3en
angeben:

EY (Gl. (2.19))

I\ (U,E,S) = va‘“t(E) +S: ( (FT-F-G)- E)] deQ

NI

(3.45)

Q
—J(Qb-ud.Q—Jf-udF+Jts-(ﬁ—u)df.

Q I'y Iy

Darinsind die Verschiebungen u, dieVerzerrungen E und die Spannungen Sdiefreien Variablen
desFunktionals. DieseVariablen sind so zu bestimmen, dass 1, aus Gleichung (3.45) stationér
wird. Dazu wird das Funktional nach allen freien Variablen einmal variiert:

= SE
—_——
OI (U, E,S) = ”s: FT - grad ou + (%E”t— s) :0E + (EY — E): 0S| d@
« (3.46)
—~ Igb-éud.Q— ff-au dr + J(G—u)-étsdf=0.
I'y Iy
Mit Hilfe der Produktregel und des Gaul3schen Integral satzes
IS:FT-gradaudQ=[ts-éudr—Jdiv(F-S)-audQ (3.47)
Q Iy Q
lasst sich Gleichung (3.46) zu

4. Die Elementformulierung kann ohne weiteres fir dynamische Probleme erweitert werden. Dazu
muss lediglich die konstante konsistente Massenmatrix bestimmt werden. Diese ist nur von den
Ansatzfunktionen der Verschiebungsfreiheitsgrade abhéngig und somit identisch mit der Massen-
matrix eines achtknotigen reinen Verschiebungselementes.



oE

ollw(u,E,S) = f[ div(F-S)°5u+(M—S):6E+(E“—E):68]d.Q
« (3.48)
ng-éudQ— j(f—ts)-éudl“+ I(G—u)-étsdl"=0
Q I'y I'y

umformen (Kap. 2.1.6, Gl. (2.22)). Darin sind ou, 0E und 0S zuléssige Variationen des Ver-
schiebungs-, Verzerrungs- und Spannungsfeldes (du muss die Verschiebungsrandbedingungen
erfullen). Da die Variationen unabhéngig voneinander sind, lasst sich Gleichung (3.46) insge-
samt in fUnf Teilgleichungen aufspalten, diejeweils eine schwache Form der drei Feldgleichun-
gen und der beiden Randbedingungen darstellen:

f 0S:(EY— E) d?2 = 0 (Kinematik) (3.49)
Q

J((SE : (ag\ém _ s) dQ = 0 (Material) (3.50)
Q

J(éu - [div(F-S) +ob]ld2 =0 (statisches Gleichgewicht) (3.51)
Q

j(éu : (f - tS) dr = 0 (statische Randbedingungen) (3.52)
Iy

(6t5- (G—-—u)dr=o0 (kinematische Randbedingungen)  (3.53)
J
I'p

3.6.2 Finite Element Approximation und Modifikation der variationellen Basis

Unter Verwendung einer Finiten Element Approximation l&asst sich die gesamte freie Energie
durch die Summe der freien Energien aller einzelnen Elemente

Myw(u,E,S) = ZUHW Ue Ee Se) (3.54)

darstellen. Dasich alle nachfolgenden Ausfihrungen in diesem Abschnitt ausschliefdich auf die
Elementebene beziehen, wird der Ubersichtlichkeit halber auf den Index ,, € verzichtet.

Diebesondere Schwierigkeit besteht im Weiteren darin, geeignete Ansétzefir diezu diskretisie-
renden Feldgrof3en zu wahlen. Dabel muissen einerseitsinterne Zwangsbedingungen erfillt wer-
den, wie beispielsweise die Inkompressibilitéat, und andererseits sollen qualitativ hochwertige
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Ergebnisse bereits mit einem relativ groben FE-Netz erzielt werden konnen. Fir das hier be-
schriebene Element wird ein Vorschlag von Weissman (1992) Gibernommen. Darin werden die
Verzerrungsansétze durch zusétzliche Terme erganzt, die zur Erfullung der Stabilitétsanforde-
rungen nicht nétig sind:

E:=E, +E,. (3.55)

Darin sind E die zur Stabilitét minimal notwendigen und E, die zusétzlichen Verzerrungen.
Durchden zusétzlichen Verzerrungsverlauf E, entsteht einegewisseFreiheit, interne Zwangsbe-
dingungen zu erfullen. Allerdings muss gleichzeitig gewéahrleistet werden, dass die Verzerrun-
gen E, keinen zusétzlichen Beitrag zur Energie |eisten. Um diese Nebenbedingung erfillen zu
konnen, wird sie mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren A, die die Rolle von Verzerrungen
spielen, in das urspriingliche Funktional aus Gleichung (3.45) eingebracht. Das so modifizierte
Funktional lautet:

SE=C:E
—
MU, E,S,2) = ([V\Ii”t(E)+S'(E“— E) +1'M] do
H ] ] y J . - aE

(3.56)

Q

—J(Qb-udQ— Jf-udf+ fts-(lﬁ—u)dr.
Q Iy Iy

Einmalige Variation des modifizierten Funktionals nach den freien Variablen liefert schlief3lich

die schwache Form:

aZ\Nint
C.E JE 9E
— o
OIT(U,E, S,4) = J([S:éE“+(SE—S—l:(C):5E+(E“—E):(SS+ SE: o1 de
Q
-~ J(Qb-éudQ+Jf-6udF— [(a—u)-atsdr =0. (357
Q Iy Iy
S~ I
OTTER,

3.6.3 Diskretisierung

Fur die unbekannten, freien Variablen des Funktional s aus Gleichung (3.56) miissenim Rahmen
der Finite-Element-M ethode entsprechende A nsétze gemacht werden, wof Ur im Folgenden wie-
der auf diefir die FE-Methode typische Vektor-Matrix Schreibweise zurtickgegriffen wird. Die
entsprechenden Ansétze sind:

u=u,=Nd, (3.58)

46



S=S,=Pg, SE = SE = CEj, = C(Mya; + Mya,) , (3.60)
A=Ai,=Mzz. (3.61)

Entsprechend einem Bubnov-Galerkin-Verfahren, werden die Ansétze fir die variierten Terme
analog gewahlt. Dadie Verschiebungsfreiheitsgrade d an den Elementgrenzen stetig sein mis-
sen, wird die eigentlich nur schwach zu erfillende, kinematische Randbedingung (Gl. (3.53))
stark erfiillt. Somit verschwindet der letzte Term des variierten, modifizierten Funktionals aus
Gleichung (3.57). Die konkreten Matrizen der Ansdtze fur die Verschiebungen, Verzerrungen,
Spannungen und der Lagrange-Multiplikatoren sind im Anhang A.5 aufgefiihrt. Dadie variier-
ten GrofRen in Gleichung (3.57) unabhéngig voneinander sind, muss unter anderem

J OAl SEdQ = 0 (3.62)
Qh
gelten. Werden die entsprechenden Ansétze (Gl. (3.60) und (3.61)) in Gleichung (3.62) einge-
setzt

jazTMI[C(Mlal + Mya,)| d2 = 0, (3.63)
on
und anschlief}end nach a, aufgel0st, entsteht
-1
a, = — JMI(C M, dQ flvl}fc M, dQ |a; . (3.64)

ol

A

Das Einsetzen dieser Beziehung sowie aller diskreten Ansétze (Gl. (3.58) - (3.61)) in das va-
riierte Funktional aus Gleichung (3.56) liefert nach einigen Umformungen die diskretisierte
schwache Form

:
oMM, =~ oI1,(d, a,,8) = 6d" j(Eﬁ’d) PdQp

Qh

+ da] J(MI(CMnanl — IMIPdQﬂ (3.65)
ﬁh 0n

+ o7 {PTEgd.Q - jPTMnanl —odTf™ =0.

_ﬁéJh foll

Darin ist Mp:= M; + M,A eine Abkiirzung eines mehrmals benétigten, etwas |&nglichen
Terms (siehe Anhang A.5, Gl. (A.82)) und & der Lastvektor.

47



3.6.4 Linearisierung

Wie bereits dargelegt, werden in dieser Arbeit Gberwiegend geometrisch nichtlineare Probleme
betrachtet, die mit einem inkrementell iterativen Verfahren gel 6st werden. Hierfir mussdiedis-
kretisierte schwache Form aus Gleichung (3.65) zum jeweiligen Iterationsschritt kentsprechend
linearisiert werden:

¢ ko y aénﬁ aénﬁ aénﬁ
LINOIT, (o, a, p¥) = oITK + g Ad + sak Aag + WA/} . (3.66)

Dafur werden die folgenden drei Gateaux-Ableitungen des diskretisierten, variierten Funktio-
nals bendtigt, wobei der Einfachheit halber auf die explizite Darstellung des Iterationszéhlers
Kk verzichtet wird:

oI, T
== odT f (Eﬁ’dd) PA2S + op" f PTE!,do , (3.67)
\'Qh i Qh
Kg G
o011
aa "= da] jMI(CMndQ —opT [PTMndQ , (3.68)
1
L L
H A
a0I1 T
aﬁ“ = odT j(Eﬁ,d) PdQ — da] IMIPdQ . (3.69)
fell el
|
G’ AT
Damit ergibt sich das linearisierte, inkrementelle Elementgleichungssystem
Ky 0 G' | |4ad fed fint
0 H —AT | |4ay =| O fint | (3.70)
G —-A 0 Ap 0 f/g“t
wobei die Vektoren der inneren Krafte mit
. T
fint — J((Eﬁ,d) PdQg (3.71)
Qh
fint — J(MIC MndRa, — JM;PdQﬁ , (3.72)
on on
fiﬁm: J( PTERdQ — IPTMnanl (3.73)
on on
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gegeben sind. Dadie Ansétze fir die Verzerrungen und Spannungen, ebenso wie bei der EAS-
Methode, nicht Uber die Elementgrenzen hinweg kompatibel sein miissen, kdnnen sie auf Ele-
mentebene eliminiert werden. Eine statische Kondensation liefert schliefdlich eininkrementelles
Elementglei chungssystem, welchesdie gleiche Form hat wiedas einesreinen Verschiebungsel e-
mentes:

Kydd =1t . (3.74)
Darinist
Ky =Kg+ GTA"THA1G (3.75)

die modifizierte tangentielle Elementsteifigkeitsmatrix und

f = et _ fint _ GTA_T<fia”t + HA‘lfg“) . (3.76)

der Vektor der Ungleichgewichtskréfte. Damit ist eln aufgewei chtes Verschiebungsmodell ent-
standen, das sogar im nahezu inkompressiblen Bereich frel von Locking-Phanomenen ist
(Weissman (1996)). Alsbesonderswichtiger Punkt sei noch zu erwahnen, dassdieinternen Ver-
zerrungs- und Spannungsparameter a4, a, und g nach jedem Iterationsschritt inkrementell ak-
tualisiert werden missen. Die konkret fir diese Elementformulierung benutzten Ansatze fir die
diversen zu diskretisierenden Feldgrofien sowie eine detaillierte Herleitung des diskretisierten,
variierten Funktionals von Gleichung (3.65) sind im Anhang A.5 gegeben.

3.7  Numerische Beispiele

Mit der Berechnung einiger sehr populérer Benchmark-Tests fur die geometrisch nichtlineare
Analyse von Schalentragwerken wird das Elementverhalten der vorgestellten FE-Formulierun-
gen getestet. Eine Zusammenfassung dieser und weiterer Benchmark-Tests, mit Angabe von ta-
bellarischen Referenzlsungen fir diejewelligen L ast-Verschiebungs-Kurven, findet sichin der
Arbeit von Sze et al. (2004). Die Referenzlsung wurde dort mit Hilfe des kommerziellen FE-
Programms ABAQUS unter Verwendung des vierknotigen, 1-Punkt reduziert integrierten, sta-
bilisierten, SAR Schal enel ementes bestimmit. In den nachfolgenden Untersuchungen werden die
folgenden Kurzbezeichnungen verwendet:

o Ref.. Referenzlésung aus Sze et al. (2004)

e Sy Mittelflachenorientiertes Schalenelement (Kapitel 3.3.1)
e Sy Oberflachenorientiertes Schalenelement (Kapitel 3.3.2)
e Vpuw: Hu-Washizu-Volumenelement (Kapitel 3.6)
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3.7.1 Diegeschlitzte Kreisringplatte

Als erstes Beispiel wird die geschlitzte Kreisringplatte betrachtet, die durch eine Linienlast in
transversaler Richtung belastet wird. Mit diesem Beispiel, das bereits von vielen Autoren be-
rechnet wurde (Basar und Ding (1992), Buchter und Ramm (1992b), Wriggers und Gruttmann
(1993), Sansour und Bocko (1998), Klinkel (2000), Schlebusch (2005), Reddy und Arciniega
(2006)), wird das Verhalten von Schal enelementen bei grof3en Verformungen und grof3en Rota-
tionen untersucht.

Geometrie: Material:
Ra =10.00 [m] E=21-10" [kN/m?] q = 0.8 [kN/m]
R = 6.00 [m] v =00 5
h = 003 [m]

Belastung: FE-Netz:
q in [kN/m] 6 x 30 = 180 Elemente

Abb. 3.9: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verfor mungsfigur

Die Geometrie, die Randbedingungen, das Materialverhalten sowie die Verformungsfigur fur
eine Gleichstreckenlast von g = 0.8 [kN/m] ist in Abbildung 3.9 dargestellt. In radialer Rich-
tung wird die Kreisringplattein sechs, in Umfangsrichtung in 30 Elemente unterteilt, so dassein
relativ grobes FE-Netz mit insgesamt 180 Elementen entsteht. Untersucht werden die Vertikal -
verschiebungen an den Punkten A und B des Endquerschnittes, der durch eine vertikale Gleich-
streckenlast g belastet wird. Bei Diskretisierung der Kreisringplatte mit VVolumenelementen, was
bei der Verwendung der Elemente Sy und V yy der Fall ist, wird die Gleichstreckenlast zu glei-
chen Teilen auf die obere und untere Knotenreihe verteilt. Am unbelasteten Endewird dieKreis-
ringplatte in ale Richtungen unverschieblich gelagert.

In Abbildung 3.10 sind die L ast-Verschiebungs-Kurven der beiden Punkte A und B fUr die unter-
schiedlichen Elementformulierungen angegeben. Zur besseren Vergle chbarkeit wurden bei den
beiden Volumenelementen (S, und V) die Verschiebungen der Knoten auf der jeweiligen
Schal enober- und Schal enunterseite gemittelt. Erwartungsgemailieferndiebeidenin dieser Ar-
beit vorgestellten Schalenelemente (Sy, und Sy) nahezu identische Ergebnisse, so dass deren
L ast-Verschiebungs-Kurven zusammentfallen. Verglichen mit der Referenzlsung von Sze et al.
(2004) liefern die beiden Schalenelemente bereits fir diese relativ grobe Diskretisierung sehr
gute Ergebnisse, wohingegen das vorgestel lte Hu-Washizu-Volumenelement ein wenig steifer

reagiert.
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Abb. 3.10: Last-Verschiebungs-Kurve fur die geschlitzte Kreisringplatte

3.7.2  Halbkugel mit Loch

Einweiteres, viel zitiertesBeispiel (Basar und Ding (1992), Bichter und Ramm (1992b), Parisch
(1995), Betsch und Stein (1996), Gruttmann und Wagner (2005)), um die Qualitdt von FE-For-
mulierungen zu testen, ist diein Abbildung 3.11 dargestellte Halbkugel schale, die an ihrem Pol
eine kreisférmige Offnung von 18° aufweist.

Geometrie: Material:
R =10.00 [m] E = 6.825 - 10’ [kN/m?]
h= 0.04 [m v =103

Belastung: FE-Netz (fir 1/4-System):
P in [KN] 12 x 12 = 144 Elemente

Abb. 3.11: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur
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Die Schale wird durch insgesamt vier radiale Knotenlasten P belastet, die sich im Abstand von
90° befinden. Fur die beiden Volumenelemente (S, und Vy) wurden die Knotenlasten wie-
derum zu gleichen Teilen auf die Knoten auf der Schalenober- bzw. Schalenunterseite verteilt.
Genaue Angaben zur Geometrie, zum verwendeten M aterial verhalten sowie die Verformungsfi-
gur fir eineLast P = 400 kN sind in Abbildung 3.11 gegeben. Aufgrund der radial symmetri-
schen Geometrie der untersuchten Schale und der doppelten Symmetrie der Randbedingungen
wird nur ein Viertel des Systemsmit 12 X 12 Elementen diskretisiert. In diesem Testbeispidl,
in dem sich neben dem Biegezustand auch ein Membranzustand in der Schale einstellt, werden
die Radiaverschiebungen der beiden Punkte A und B untersucht.

Die Last-Verschiebungs-Kurven der beiden betrachteten Punkte sind in Abbildung 3.12 darge-
stellt. Analog zum ersten Beispiel (Kap. 3.7.1) wurden bei den beiden Volumenelementen die
Verschiebungen der Knoten auf der Schalenober- und Schalenunterseite gemittelt. Fur die Ver-
schiebungen des Punktes A ergeben sich ahnliche Ergebnissewie bei der geschlitzten Kreisring-
platte. Die Last-Verschiebungs-Kurven der beiden Schalenelemente liegen wiederum so nahe
beieinander, dasssienicht zu unterscheiden sind, wohingegen siebei der Verschiebung des Punk-
tes B geringfiigig voneinander abweichen. Dieses zun&chst Uberraschende Phdnomen wurdein
Untersuchungen von Toncar (2006) bestétigt: Die Ausnutzung von Symmetriebedingungen
kann zu geringflgigen Abweichungen fuhren. Da beim mittelflachenorientierten Schalenele-
ment der Schalendirektor senkrecht auf der Schalenmittelfl&che errichtet wird, entsteht durch
die Ausnutzung der Symmetrie ein geringer Fehler in der Approximation der Geometrie (Abb.
3.13a). Bei vollstandiger Diskretisierung des Systems wirden die Direktoren auf beiden Seiten
gemittelt werden, und die Symmetriewareerfillt. Allerdingsinduziert nicht nur die Ausnutzung
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Radiaverschiebung an den Punkten A und B [m]
Abb. 3.12: Last-Verschiebungs-Kurve fir die Halbkugel mit Loch
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der Symmetrie einen geringen Fehler in der geometrischen Approximation, sondern bereitsdie
Geometrie dieses Systems selbst: Es handelt sich im vorliegenden Beispiel um eine Halbkugel-
schal e, weshal b durch die Diskretisierung dieunterste Elementreihebereitseinwenignachinnen
geneigt ist. Dadurch ergibt sich auch hier ein geringer Unterschied der beiden Schalenelemente
in der Definition des Direktorfeldes (Abb. 3.13b). Im oberfléachenorientierten Schalenel ement
fuhrt dies bereits zu etwas verzerrteren Elementgeometrien, da der Direktor nicht mehr sen-
krecht steht. L etztlichist diesauch der Grund fUr dasetwassteifere Verhal ten desVolumen-Scha-
len-Elementes (Sy) gegentiber dem klassischen Schalenelement (Sy,). Mit zunehmender Netz-
verfeinerung klingt dieser Effekt ab.

mittelflachenorientiertes
Schalenelement: Sy,

oberflachenorientiertes
Schalenelement: S,

a) auf dem Symmetrierand b) auf der untersten Elementreihe
Abb. 3.13: Unterschiedliche Definition des Direktors

Insgesamt 18sst sich auch hier erkennen, dass beide Schalenelemente bereits mit diesem relativ
groben Netz sehr nahe an die Referenzl 6sung herankommen, wohingegen das Hu-Washizu-Vo-
lumenelement ein wenig zu steife Ergebnisse liefert.

3.7.3 Offene Zylinderschale

Als drittes, sehr bekanntes Beispiel (Sansour und Bufler (1992), Peng und Crisfield (1992),
Brank et al. (1995), Sansour und Kollmann (2000), Reddy und Arciniega (2006)) wird das Ver-
formungsverhalten einer offenen Zylinderschale unter zwei radialen Einzellasten P betrachtet.
Die Geometrie der Zylinderschal e sowie die verwendeten Materialkennwerte und Randbedin-
gungen sind in Abbildung 3.14 angegeben. Werden alle auftretenden Symmetrien dieses Bei-
spiels ausgenitzt, genlgt es, lediglich ein Achtel des Gesamtsystems mit 16 X 24 Elementen
zu diskretisieren. Kontrolliert werden die Radial verschiebungen an den in Abbildung 3.14 links
markierten Punkten A, B und C.
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Geometrie: Materia:

40000 kN
R = 4.953 [m] E = 10.5 - 10° [kN/n?]
L =10.350 [m] v = 0.3125
h = 0.094 [m]
Belastung: FE-Netz (fur 1/8-System):
P in [KN] P 16 x 24 = 384 Elemente

40000 kN

Abb. 3.14: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur

In Abbildung 3.14 rechts ist die verformte Zylinderschale fir eine Belastung von
P = 40000 kN dargestellt. Die Last-Verschiebungs-Kurven fur die zu untersuchenden, mar-
kierten Knoten sind in Abbildung 3.15 angegeben. Im Vergleich zu den beiden zuvor betrachte-
ten Beispielen verhalten sich alle untersuchten Elementformulierungen gleichermal3en sehr gut;
sie unterscheiden sich nur sehr geringfiigig.
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Abb. 3.15: Last-Verschiebungs-Kurve fir die offene Zylinderschale




3.7.4  Eingespannter Halbzylinder

Geometrie: Material:
R = 103.1[mm] E = 2.0685 - 10° [N/mm?]
L = 304.8[mm] v =03
h= 3.0[mm]
Belastung: FE-Netz (fUr 1/2-System):
P in [N] 16 x 16 = 256 Elemente

Abb. 3.16: Geometrie, FE-Netz, Materialdaten und Verformungsfigur

Abschlief3end zu diesen numerischen Untersuchungen wird noch ein viertes, aul3erst beliebtes
Benchmark-Problem (Stander et al. (1989), Parisch (1991), Klinkel et al. (1999)) betrachtet. Ein
an einem Ende eingespannter Halbzylinder, dessen beide Langskanten in vertikaler Richtung
und deren Verdrehung um die globale y-Achse gehalten sind, wird durch eine Einzellast P am
freien Ende in vertikaler Richtung belastet (Abb. 3.16). Die genauen Geometrieangaben und
Randbedingungen sowie die Materialeigenschaften sind in Abbildung 3.16 angegeben. Auf-
grund der Symmetrie wird nur eine Halfte des Halbzylinders mit 16 x 16 Elementen diskreti-
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Abb. 3.17: Last-Verschiebungs-Kurve fur das eingespannte Rohr
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siert. Kontrolliert wird die Vertikal verschiebung des Punktes A, andem die Einzellast eingel eitet
wird. Fir dieLast P = 2000N st in Abbildung 3.16 rechts die verformte Struktur dargestellt.

In Abbildung 3.17 ist die Last-Verschiebungs-Kurve fur die Vertikalverschiebung des Punktes
A angegeben. Im Unterschied zu den bisher betrachteten Beispielen, ergibt sich hier mit dem
Hu-Washizu-Volumenelement (V {w) €n nahezu identischer Verschiebungsverlauf mit der Re-
ferenzlGsung (Sze et a. (2004)). Die beiden Schal enelemente verhalten sich in diesem Beispiel
ein wenig weicher als die Referenzlsung, liefern aber dennoch hervorragende Ergebnisse.

3.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zwei FE-Formulierungen vorgestellt, diesich fir eine effiziente Kon-
taktanalyse dunnwandiger Strukturen eignen. Dabel standen die zu Beginn dieses Kapitelsfor-
mulierten Anforderungen im Vordergrund. Es konnten Finite Elemente eingesetzt werden, die
unter Verwendung von Ansatzen niedriger Ordnung gleichzeitig eine gute Qualitéat der numeri-
schen Losung garantieren und deren Freiheitsgrade sich auf der Schalenoberflache befinden.

Aufbauend auf der 7-Parameter-Schal entheorie wurde mit Hilfe einer Reparametrisierung der
geometrischen Beschreibung des dreidimensionalen Schalenkorpers ein achtknotiges, oberfl&
chenorientiertes Schalenelement (Sy) vorgestellt. Im Gegensatz zu klassischen Elementformu-
lierungen, die die Geometrie Uber eine zweidimensiona e Referenzflache und einem entspre-
chenden Direktorfeld approximieren, wird hier direkt das dreidimensionale Volumen
diskretisiert. Diejedrel Verschiebungsfrei heitsgrade dieses Elementes befinden sich an den auf
der Oberflache des Schalenkérpers sitzenden Elementknoten. Dadieser Formulierung die glei-
che Schalentheorie zugrunde liegt wie dem in Bischoff (1999) ausfuhrlich beschriebenen, mit-
telflachenorientierten Element (Sy), ist das Verhalten dieser beiden Elemente praktisch iden-
tisch. Bekannte bei Schalenformulierungen typische unphysikalische Versteifungseffekte
konnen folglich mit den gleichen Methoden behandelt werden. Zur Vermei dung von Querschu-
blocking und ,, curvaturethicknesslocking* wird die ANS-Methode eingesetzt, fir die Verringe-
rung der restlichen Versteifungseffekte die EAS-Methode. Die durchgefiihrten, numerischen
Beispielein Kapitel 3.7 bestétigen die hohe Genauigkeit der beiden Schalenelemente und unter-
streichen deren grundsétzlich anal oges Elementverhalten. Minimale Unterschiedein den beiden
Elementen resultieren aus der geringfligig unterschiedlichen Behandlung der Randbedingungen
und der Definition des jeweiligen Direktorfeldes. Weitergehende Untersuchungen zum Verhal-
ten dieser beiden Schalenelemente findet sich in der Arbeit von Toncar (2006).

Zusétzlich zu dem oberflachenorientierten Schal enelement wurde ein achtknotiges Volumenel e-
ment, basierend auf dem Funktional von Hu-Washizu, vorgestellt (V {w). Diese Elementformu-
lierung beschreibt ebenfalls den dreidimensional en Schalenkérper Gber FE-K noten, die sich auf
den Schal enoberfl&chen befinden und eignet sich somit auch fir eine entsprechende K ontaktfor-
mulierung. Mit den numerischen Vergleichsrechnungen in Kapitel 3.7 konnte gezeigt werden,
dass sich dieses allgemeine Volumenelement auch sehr gut fur die Analyse von diinnwandigen
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Strukturen einsetzen |&sst. |m Gegensatz zu den bei den Schal enel ementen i st jedoch der numeri-
sche Mehraufwand durch die hohe Anzahl zusétzlicher interner Variablen enorm, so dass aus
Sicht des Autors die Anwendung dieser Elementformulierung fir die Analyse ausschlief3lich
dinnwandiger Strukturen nicht empfehlenswert erscheint.

Aufgrund des sehr guten Elementverhaltens des vorgestellten achtknotigen oberflachenorien-
tierten Schalenelementes (Sy) wird dieses fur die weitere Anwendung in dieser Arbeit ausge-
wahlt. Gegentiber dem alternativ hierzu vorgestellten Volumenelement (V) erweist sich das
Schal enelement wegen der relativ geringen Anzahl von nur neun zusétzlichen internen Verzer-
rungsvariablen deutlich robuster und effizienter.
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4 Stabile Zeitintegrationsverfahren

Im vorausgegangenen K apitel wurden verschiedene FE-Formulierungen vorgestellt, diesich fir
einerédumliche Diskretisierung von dinnwandigen Strukturen eignen. Im Hinblick auf eine effi-
Ziente Kontaktmodellierung galt dabei ein besonderes Augenmerk einer volumenorientierten
Formulierung. Darauf aufbauend werden in diesem Kapitel zwei geeignete implizite Zeitin-
tegrationsverfahren vorgestellt, mit denen die notwendige zeitliche Diskretisierung eines nicht-
linearen, elastodynamischen Problems durchgefihrt werden kann. Zundchst wird ein kurzer
Uberblick Uiber Zeitintegrationsverfahren gegeben, bevor dann konkret auf diezwei in dieser Ar-
beit verwendeten Algorithmen eingegangen wird. Diesist zum einen das,, Generalized- o -Ver-
fahren (Gen,) und zum anderen die , Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM).
Waéhrend fUr das erstgenannte Verfahren diein Kapitel 3 dargestellte, raumliche Diskretisierung
ohne weitere Veranderungen tbernommen werden kann, sind fur das letztgenannte Verfahren
entscheidende Modifikationen auf Elementebene notwendig. Diese werden an entsprechender
Stelle vorgestellt und deren Auswirkung auf die numerische Effizienz diskutiert. Anschlief3end
wird der gesamte L dsungsal gorithmusfur die Analyse von nichtlinearen Problemen der Elasto-
dynamik zusammengefasst, bevor anhand eines numerischen Bei spielsdas Verhalten der beiden
vorgestellten Zeitintegrationsverfahren untersucht wird.

4.1  Uberblick

Der nachfolgende Uberblick tiber diverse Zeitintegrationsverfahren soll dazu dienen, diein die-
ser Arbeit verwendeten Algorithmen entsprechend einzuordnen und auf die Problematiken und
Anforderungen an stabile Zeitintegrationsverfahren im Zusammenhang mit nichtlinearen Pro-
blemstellungen hinzuweisen. Er erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit; weitergehende
Ausfuhrungen finden sich beispielsweise in der Arbeit von Kuhl (1996).

In der linearen Strukturmechanik werden bereits seit langem erfolgreich Zeitintegrationsverfah-
ren eingesetzt. Bei Anwendung der klassischen Verfahren auf geometrisch nichtlineare Pro-
bleme kann es zum Verlust der numerischen Stabilitdt kommen. Nach der Definition von Be-
lytschko und Schoeberle (1975) ist ein Zeitintegrationsverfahren genau dann numerisch stabil ,
wenn die Energiebilanz innerhalb eines Zeitschritteserfillt ist oder Energie numerisch dissipiert
wird. Der Verlust der numerischen Stabilitdt wurde bei spiel swei sefir die Anwendung der klassi-
schen Trapezregel auf die nichtlineare Dynamik von Schal entragwerken von Simo und Tarnow
(1994) und Kuhl und Ramm (1996) gezeigt.

Erfolgreiche, robuste und unbedingt stabile Zeitintegrationsalgorithmen fir die lineare Dyna-
mik kdnnen bei der Integration der nichtlinearen Bewegungsgleichung auf zwel grundsétzlich
unterschiedliche Weisen numerisch instabil werden. Entweder tritt ein Konvergenzversagenin-
nerhalb der Gleichgewichtsiteration auf, das nur durch eine entsprechende, adaptive Anpassung
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der Zeitschrittweite vermieden werden kann, oder estritt ein unvermitteltes Stabilitétsversagen
desIntegrationsal gorithmusauf, das physikalisch unsinnige, aber konvergente L sungen liefert.
Fir dieIntegration des nichtlinearen, semidiskreten Anfangswertproblems sind deshalb robuste
Zeitintegrationsmethoden notwendig, die zum einen numerisch stabil sind und zum anderen mit
verninftig grof3en Zeitschrittweiten zu konvergenten und genauen L ésungen fihren.

Prinzipiell stehen drei Moglichkeiten zur Verfigung, diese Anforderungen zu erfillen:

e DurchdasAufbringen von numerischer Da&mpfung wird Energiedissipiert und somit die
numerische Stabilitdt gewahrleistet.

e Die exakte Erhaltung der totalen Energie innerhalb eines Zeitschrittes wird algorith-
misch realisiert.

e DieErhaltung der totalen Energieinnerhalb eines Zeitschritteswird durch die Formulie-
rung einer Nebenbedingung erzwungen.

AlsBeispiel fir ein numerisch dissipatives Verfahren sei die,, Generalized-a" -Methode (Gen,)
nach Chung und Hulbert (1993) genannt, die es erlaubt, hochfrequente Systemantworten kon-
trollierbar herauszudampfen. Zeitintegrationsverfahren mit numerischer Dissipation garantie-
ren die Konvergenz bei endlichen Zeitschritten sowie eine stabile Integration. Sie dissipieren
sukzessive Energie, so dass sie fur die Analyse von langzeitdynamischen Prozessen nur unbe-
friedigende Ergebnisseliefern. AlsBeispiel fur ein agorithmisch energieerhaltendes Verfahren
sei die,, Energy-Momentum-Method* (EMM) von Simo und Tarnow (1992) genannt, das neben
der Erhaltung der totalen Energie auch die Erhaltung von Impuls und Drehimpulsinnerhalb ei-
nes Zeitschrittes garantiert. Ein Vertreter der Algorithmen, welche die Erhaltung der totalen
Energie Uber eine Nebenbedingung erzwingen, ist die,, Constraint-Energy-Method* nach Hug-
hes et al. (1978). Sie wurde spater von Kuhl und Ramm (1996) zum ,, Constraint-Energy-Mo-
mentum-Algorithm* weiterentwickelt.

Eine Verallgemeinerung der EMM wurde von Kuhl und Crisfield (1999) und Kuhl und Ramm
(1999) vorgestellt. Die sogenannte ,, Gener alized-Energy-Momentum-Method* (GEMM) kom-
biniert einerseits die Uberlegungen der EMM von Simo und Tarnow (1992) mit denen des
Gen,,-Verfahrens. Damit kdnnen gleichzeitig die Erhaltung bzw. das Abklingen der totalen Ener-
gie garantiert und ungewollte, hochfrequente Moden gezielt numerisch dissipiert werden.

In dieser Arbeit werden fir die Integration der nichtlinearen Bewegungsgleichung das
Gen,,-Verfahren und die GEMM eingesetzt. Diese sind so allgemein formuliert, dasssie bel ent-
sprechender Wahl der Parameter viele der in der Literatur bekannten Zeitintegrationsverfahren
vereinigen.
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4.2  Das, Generalized-a“-Verfahren (Gen,)

Das,, Generaized-a*“-Verfahren nach Chung und Hulbert (1993) stellt eine Verallgemeinerung
des klassischen Newmark Algorithmus dar, der bereits vor knapp 50 Jahren von Newmark
(1959) vorgeschlagen wurde. Sind zu Beginn eines Zeitschrittes die diskreten Zustandsvektoren
dp, dnund dy, bekannt, wird mit Hilfe der zeitlichen Diskretisierung die semidiskrete Form der
Bewegungsgleichung (Gl. (2.47)) fur die unbekannten Zustandsvektoren d, , 1, d, . ;und d, ;
zum Ende des Zeitintervallsin impliziter Form gel6st. Dazu werden, ausgehend von den New-
mark Approximationen fur die Verschiebungen und die Geschwindigkeiten in einem Zeitinter-
vall [tn, t,,, 1] mit den Parametern § und y

1-28 . ,
At2 dn + 8 At2 d ,
2 n ﬁ n+1 (41)

dn+1(dn+1) = dy+ (L—y)Atdn+y Atd,,,,

Oyia(dysa) = dn+ At dy +

die Geschwindigkeiten und Verschiebungen zum Zeitpunkt t, , ; in Abhéngigkeit der unbekann-
ten Verschiebungen d,, , ; ausgedrickt:

Crriltnid) = 5 o= )= (5-1) o= (Z-1) ava.

d.n+l<dn+1) = ﬁTltz (dn+1 - dn) _ﬁ—ilt dn — (é_ ) dn -

Somit verbleibt nur noch der Systemvektor der diskreten Knotenverschiebungen d,, | ; am Ende
des jeweiligen Zeitschrittes a's unbekannte Grole.

(4.2)

4.2.1 Moaodifizierte semidiskrete Bewegungsgleichung

Um gleichzeitig die numerische Dissi pation und die Genauigkeit zweiter Ordnung des I ntegrati-
onsverfahrens zu gewahrleisten, wird beim Gen,-Verfahren die nichtlineare, semidiskrete Be-
wegungsgleichung modifiziert und an einem generalisierten Mittel punkt

Mdy, 1, + fint(dn+1—af) = fadioq, (4.3)

ausgewertet, der durch die beiden Parameter a; und an, charakterisiert wi rd.5 Die Zustandsvek-
toren zu diesem Zeitpunkt werden durch eine Linearkombination dieser Grél3en an den Zeitinter-
vallgrenzen

d :(1_am)dn+l+amdn,

n+l—-an
n1g, = (1 - af) dyiq + @p O,
(4.4
dov1-g, = (1 - af) dpyq + g dn,
P, = (1 = af) fol 4+ g fe
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ausgedrickt. Die Bestimmung der internen Kréafte kann dabel entweder direkt Gber die general -
isierten Mittel punktsverschiebungen

f"‘t(dnﬂ_af) = fi”t((l — ay) dyyq + o dn) (4.5)

oder entsprechend den Ansétzen fur die kinematischen Grof3en mit Hilfe einer Linearkombina-
tion aus den internen Kréaften der Zeitintervallgrenzen

% 1-,) = (1= ) 1 o) + a () (4.6)

ermittelt werden. FUr den linearen Fall flihren beide Ansétze zu &guival enten Ergebnissen, wo-
hingegen sich im nichtlinearen Fall unterschiedliche Auswirkungen auf die algorithmische Um-
setzung ergeben (Kuhl (1996) sowie Kuhl und Crisfield (1999)). In der vorliegenden Arbeit wer-
dendieinternen Kréfte nach Gleichung (4.6) bestimmt, was den entschei denden Vorteil hat, dass
dadurch keinerlel Modifikationen in den Elementroutinen notwendig sind.

Anmerkung: Bei Anwendung der in Kapitel 3 vorgestellten Finiten Elemente sind dieinternen
Krafte nicht nur von den diskreten Knotenver schiebungen, sonder n auch von ent-
sprechenden zusatzlichen inneren Variablen abhangig. Um jedoch die ohnehin
schon etwas langlichen Ausdr ticke mdglichst tber sichtlich darstellen zu kdnnen,
wird auf die Kennzeichnung der Abhangigkeit der internen Kréafte von zusatzli-
chen Variablen verzchtet. Fur die Berechnung der effektiven tangentiellen Stei-
figkeitsmatrix und des effektiven Lastvektors sind diese jedoch zu berlicksichti-
gen; eswird an entsprechender Stelle darauf hingewiesen.

4.2.2 Effektive Strukturgleichung und Linearisierung

Werden die Newmark-Ansédtze aus Gleichung (4.2) in die modifizierte, semidiskrete Bewe-
gungsgleichung (4.3) eingesetzt, entsteht ein vollstandig diskretisiertes nichtlineares, algebra-
isches Gleichungssystem, das als effektive Strukturgleichung bezeichnet wird:

1-a o
Gldnsa) = T M dnys = (dp, dn, dn) + f'“t(dnﬂ_af) — e, , =0.(47)
Darinsind in
. 1- l—am , l—am—28 .
(dn, dn, dn) = M [ ; S Ot g Gt % dn] (4.8)

die zum Zeitpunkt t, bekannten Geschichtsterme zusammengefasst. Zur Bestimmung der unbe-
kannten Verschiebungen d,, | ; werden alle Termeder entstandenen Gleichung auf dielinke Seite

5. Wie bereits in Kapitel 2.3.1 erwéhnt, wird in dieser Arbeit keine viskose Strukturdampfung be-
riicksichtigt, so dass der geschwindigkeitsproportionale Dampfungsterm der semidiskreten Bewe-
gungsgleichung entfdlt. Die Berticksichtigung dieses Terms stellt keine Schwierigkeit dar. Es
fUhrt alerdings dazu, dass die ohnehin schon etwas langlichen Terme bel der spateren Linearisie-
rung der effektiven Strukturgleichung noch langer werden.
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gebracht (Gl. (4.7)). Fur die anschlief3end notwendige mehrdimensionale Nullstellensuchewird
ein iteratives Pradiktor-Korrektor-Verfahren eingesetzt. Hierfir wird Gleichung (4.7) an der
Stelle einer bereits gegebenen Naherungsl 6sung dﬁ 41 In eine mehrdimensionale Taylor-Reihe
entwickelt:

G(dk
Gdkt) = G(dk, ) + % Ad + 0(4d?) = 0. (4.9)
n+1

Hierinist kder Iterationszahl er innerhalb der Newton-Iteration, 4d die Differenz zweier aufein-
ander folgender Naherungsl sungen

Ad = dk*1 — d

n+1 n+1 (4.10)

und O(A dz) das Restglied zweiter Ordnung der Taylor-Reihenentwicklung, das verschwindet,
wenn Ad — 0 strebt. Damit wurde die nichtlineare effektive Strukturgleichung in eine lineare
Gleichung tUberfuhrt. Sie kann jeweils fir eine verbesserte Naherung Ad gel6st werden. Ent-
scheidend fUr den Linearisierungsprozessist die Richtungsabl eitung der effektiven Strukturglei-
chung, die schliefdlich auf die effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix

o6(ds,,) 1 ofin(de |
K = ad';n: = ﬁA‘me M +(1—af)Tizl (4.11)
s

fahrt. Die Richtungsableitung der inneren Kréfte liefert die tangentielle Steifigkeitsmatrix RT,
die fir die verschiedenen FE-Formulierungen zur raumlichen Diskretisierung in Kapitel 3 her-

geleitet wurden. Der effektive Lastvektor f&f = — G(dﬁ +1) berechnet sich mit
1 —_— a . . N, N,
feﬁ: f?(j-l—af_ ﬂAtzm M dE+1+ h(dn, dn, dn) - (1 - af> flnt(dﬁ_i_l,aﬁ_i_l) _afflnt(dn,an) y

(4.12)

wobei darin der Vektor der kondensierteninneren K réfte i der entsprechenden Elementformu-
lierung eingesetzt werden muss. In kompakter Form ergibt sich die effektive, iterative Struktur-
gleichung dann zu:

K Ad = feir . (4.13)

Mit Hilfe der beiden Newmark-Parameter 3 und vy, sowie der beiden Interpolationsparameter
a; und am, kann das Mal3 an numerischer Dissipation des Zeitintegrationsal gorithmus gezielt
gesteuert werden. Dabei lassen sich die oben genannten vier Parameter in Abhangigkeit des so-
genannten Spektralradius p . € [0, 1] bestimmen (z.B. Kuhl (1996), Mok (2001)):

%01 pe Ay S
am—m,af—pw+l,ﬂ—4(l am+af> LY =5 am+ a; . (4.14)
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Wird der vom Benutzer zu bestimmende Spektralradius p .. = 1.0 gewdahlt, ist das Verfahren
zwar dissipationsfrei, aber im nichtlinearen Fall nicht stabil. Mit p . € [0.85,0.95] wird eine
numerische Dissi pation in den hochfrequenten Moden erreicht, diein den meisten Fallen zur Sta-
bilisierung des Zeitintegrationsverfahrens ausreicht (Gee (2004)).

4.3 Die, Generalized-Ener gy-M omentum-M ethod®* (GEM M)

Die , Generalized-Energy-Momentum-Method”, die von Kuhl und Crisfield (1999) bzw. Kuhl
und Ramm (1999) vorgeschlagen wurde, ist eine Modifikation des Gen,-Verfahrens. In seiner
allgemeinen Form garantiert die GEMM ein Abklingen der totalen Energie und beinhaltet als
Speziafal die, Energy-Momentum-Method* (EMM) von Simo und Tarnow (1992), welchedie
exakte Erhaltung der totalen Energie innerhalb eines Zeitschrittes gewahrleistet. Der wesentli-
che Unterschied gegentiber dem zuvor beschriebenen Gen,-Verfahren liegt in der Berechnung
der algorithmischen, internen Kréfte. Wahrend beim Gen,-Verfahren dieinternen Kraftefir die
modifizierte, semidiskrete Bewegungsgleichung Uber eine Linearkombination der Grélen an
den Zeitintervallgrenzen bestimmt wurden (Gl. (4.6)), werden bei der GEMM die agorithmi-
schen internen Kréfte Uber eine spezielle Auswertung der internen virtuellen Arbeiten ermittelt.
Die unterschiedliche Approximation der internen Kréfte hat einen erheblichen Einfluss auf die
zur raumlichen Diskretisierung verwendeten FE-Formulierung. Sowohl die Ermittlung der in-
ternen Kréfte, a sauch die darausresultierenden Modifikationen fur diein dieser Arbeit verwen-
dete Elementformulierung werden im Folgenden erl&utert.

4.3.1 Algorithmische interne Krafte

Dieagorithmischen, internen Krafte werden tiber die FE-Diskretisierung der inneren virtuellen
Arbeiten der generalisierten Zwischenkonfiguration zum Zeitpunkt t, ., _, erhalten. Fir das
in Kapitel 3.3 vorgestellte, und im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausschliefdlich verwendete
oberflachenorientierte Schalenelement sind die diskretisierten, inneren virtuellen Arbeiten
durch

SITM(d, )| - f [(é )T(sé +(SU)TaEU] dA (4.15)
h ) n+1-—a; h h h h )
An n+1—a;

gegeben (siehe Gl. (3.27)). Entscheidend fir die Auswertung diesesvirtuellen Arbeitsausdrucks
ist die Approximation der virtuellen kinematischen Variablen 6E, und SE}} sowie der dazu ener-
getisch konjugierten statischen Variablen S, und Sham generalisierten Mittel punkt. Werden die
gemittelten kinematischen Variablen Uber die Mittelung der kinematischen Grofden der Konfi-
gurationen der Zeitintervallgrenzen und nicht etwa tiber die kinematischen Grél3en der gemittel-
ten Konfiguration bestimmt, kann fir den Sonderfall der EMM die exakte Erhaltung der totalen
Energie gewdhrleistet werden (Simo und Tarnow (1992): ,, [ ...] use of the average of the strains
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and not the strain of the average configuration isthe key to exact enforcement exact energy con-
servation.”). Bel Verallgemeinerung dieser Erkenntnis im Sinne des Gen,-Verfahrens ergibt
sich die virtuelle innere Arbeit der GEMM zu

int, GEMM _ [( ! _ = =
oIl (Sh(anJrl_af)) [(1 af) OEn(ans 1) + a4 5Eh(an)] dA

h

+ Jr (Sﬁ<dn+ 1—a,))

Ah
Wird das lineare St. Venant-Kirchhoff Material gesetz eingesetzt, kann von dem dadurch impli-
zierten linearen Zusammenhang zwischen statischen und kinematischen Grof3en Gebrauch ge-
macht werden. Anstelle der kinematischen Gréf3en kdnnen auch die stati schen entsprechend ge-
mittelt werden. Damit | asst sich 617,"“FMM in Gleichung (4.16) auch alternativ durch

pTt

. (4.16)

[(1 — ) OEH(dy o) + g aEg(dn)] dA .

T

SITMCEM — H(l ~ @) Sfan, ) + éh(an)] OBw(@ns1-0,) OA

i T (4.17)
+ H(l - af) SHdn 1) + Sﬁ(d”)] 6Eﬁ(d””_af) A
Ah

ausdricken (Kuhl und Ramm (1999)).

4.3.2 Linearisierung der internen virtuellen Arbeit
Fr diekonsistente Linearisierung mussen die partiellen Ableitungen des diskretisierten virtuel -
leninneren Arbeitsausdrucks aus Gleichung (4.17) nach den unbekannten Verschiebungen d,, | ;
unddeninnerenVariablena,, , 1 zum EndedesZeitschrittesgebildet werden. Dabei ist einesorg-
faltige Unterscheidung der Zeitpunkte notwendig, zu denen die jewelligen Grof3en auszuwerten
sind. Um dies einerseits deutlich kennzeichnen zu kénnen und andererseits die Lesbarkeit der
anschlief3enden Gleichungen etwas zu verbessern, werden folgende AbkUrzungen eingefihrt:

(+)n : Grofen zum Zeitpunkt t,

(*)n: Grofen zum Zeitpunkt t,, 4

(* )ng: Grofen zum Zeitpunkt the1—q, mt: (¢ )pg = (1 - af)( *)np T ai(*)n
Zusammen mit den bereitsin Kapitel 3.3 eingefuhrten Ansétzen fur diediskretisierten virtuellen
kinematischen Variablen

6Eh(am) = Eh,ana 5ana = Mna 5ana = M 5ana y (418)



fahrt Gleichung (4.17) in kompakter Form auf:

SITICEMM — 54T, [ MT S, dA -+ ody, J BL, S dA
Ah Ah

= da, F™(ang) + 0dh, FM(dny) -

(4.20)

Die beiden fur die Linearisierung notwendigen partiellen Ableitungen berechnen sich aus

98 J7iNt.GEMM (
—ahdnl = odT, | [(1 - a;) BY S, + Bl [(1 - Sﬁ’dm(dnl)“ dA
o (4.21)
+ 6“;!—1(1 J. MT |:<1 - af) éh,dnl(anl)] dA
Ah
und
aénin’[,GEMM (
i . 00 J Br [(1 - af) Sh,dnl(dnl)] dA
n 2
(4.22)
+ day, J‘ MT [(1 - af) gh,am(anl)] dA .

Ah

Anaog zu Kapitel 3.3.3 werden die inneren Verzerrungsparameter a durch eine statische Kon-
densation auf Elementebene eliminiert. Daraus resultiert die modifizierte tangentielle Steifig-
keitsmatrix

K7CEMM = (1 — ay) [Kewu + Kg — LTD 1L [GEVM (4.23)

wobel die elastische und Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix sowie die geometrische Stei-
figkeitsmatrix mit

( N
KSEMM — J Bu Sha, GA = [ Bfu Cpy By dA, (4.24)
AR Ah
(
KGEMM — J B.g Sy, dA (4.25)
Ah

und die Kopplungsmatrizen und die Verzerrungsmatrix mit

T e~ A
(L GEMM) " = fMT Sha, 0A = JMT Cpq By dA (4.26)

An An
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| GEMM  _ (Bla éh,anl dA = JBIG @nl M dA , (4.27)

>

h Ah
DGEMM f MT S dA = J MT C; M dA (4.28)
Ah Ah

gegeben sind. Wie aus den Gleichungen (4.24) bis (4.28) ersichtlich wird, geht die Symmetrie
der resultierenden tangentiellen Steifigkeitsmatrix verloren. Lediglich die geometrische Steifig-
keitsmatrix K§EMM und die Verzerrungsmatrix DSEMM sind symmetrisch, daeinerseitsdie Ab-
leitungen der B-Operatormatrix B,L unabhéangig von der Verformung des Schal enelementes
sind (Anhang Gl. (A.15) - (A.19)), und andererseits die Matrix der Ansatzfunktionen M fir die
zusétzlichen kinematischen Variablen konstant ist (Anhang A.4). Um die Symmetrie des resul-
tierenden Gleichungssystems zu wahren, schlagen Kuhl und Ramm (1999) vor, die elastische
und Anfangsverschiebungssteifigkeitsmatrix KSEMM aus Gleichung (4.24) durch eine symme-
trische Steifigkeitsmatrix

KSEWM ~ Kehy " = fBIa Cra Bra 0A (4.29)
Ah

zu approximieren. Fur dasin dieser Arbeit verwendete Schal enelement wirde dies aufgrund der
EA S-Erweiterung bedeuten, dass auch die K opplungsterme entsprechend symmetri sch approxi-
miert werden missten, um die Symmetrieder resultierenden tangentiellen Steifigkeitsmatrix aus
Gleichung (4.23) zu gewéhrleisten. Da sich die vorliegende Arbeit jedoch vorwiegend mit der
Simulation von dynamischen K ontaktproblemen beschéftigt, die ohnehin eine Unsymmetriedes
resultierenden Gesamtgleichungssystems nach sich zieht (Kapitel 7), wird hier auf eine nach-
tragliche Modifikation der konsistent linearisierten Steifigkeitsmatrizen verzichtet.

Anmerkung: Zur Vermeidung des Quer schublockings und des,, curvature thicknesslockings*
wird die ANSMethode eingesetzt (Kapitel 3.5.1 und Anhang A.3). In der Folge
miissen die entsprechenden Modifikationen der B-Operator matrix zusatzlich fur
die Zwischenkonfiguration zum Zeitpunkt t, . ; _, durchgefihrt werden.

4.3.3 Effektive Strukturgleichung

DieHerleitung der effektiven, iterativen Strukturgleichung zur Bestimmung der inkrementellen
Verschiebungen innerhal b eines Iterationsschrittes erfol gt analog zum Gen,,-Verfahren in Kapi-
tel 4.2.2 und wird deshalb nicht noch einmal aufgefihrt. Esist lediglich darauf zu achten, dass
in die effektive Strukturgleichung (Gl. (4.7)) die algorithmischen internen Kréafte entsprechend
der GEMM eingesetzt werden. Fir die anschlief3ende Berechnung der effektiven tangentiellen
Steifigkeitsmatrix K.?ﬁ muss nun die Linearisierung dieser modifizierten internen Kréfte bertick-
sichtigt werden. Die effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix fir die GEMM ergibt sich damit
zu
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1-a "
eff _ m GEMM
K¢ Fav M + Ky (4.30)
Gl. (4.23)
und der effektive Lastvektor zu
l —a . “ A
fol = e, 7 At2m M dk, ; + h(dn, dn, dn) = F™(dne, @) (4.31)

mit dem von den diskreten K notenverschiebungen d und den internen Variablen a abhangigen,
kondensierten Vektor der internen Kréfte

A . - _ ,,GEMM
fmt(dna,ana) _ [fmt _ LTD—lfInt] (4.32)
na
mit
f™(dny) = I Bl Sy, dA und Y an,) = J MTS, dA. (4.33)
Ac Ac

Alleweiteren Aussagen, diefur das Gen,,-Verfahren gemacht wurden, sind direkt auf dieGEMM
Ubertragbar. Die numerische Dissipation hochfrequenter Moden kann analog hierzu durch die
geeigneteWahl des Spektralradius p . gezielt gesteuert werden. Wird fur dieGEMM p . = 1.0
gesetzt, entspricht dieses Verfahren exakt der EMM von Simo und Tarnow (1992) und garantiert
die exakte Erhaltung der totalen Energie.

434  Numerischer Mehraufwand

Die Anwendung der GEMM erfordert einen erheblichen numerischen M ehraufwand. Zunéchst
mussen deutliche Eingriffe in den Elementroutinen gemacht werden, ohne die dieser Zeitin-
tegrationsal gorithmus nicht anwendbar ist. Eine schnelle, problemlose Kombination der GEMM
mit bereits bestehenden Element-Formulierungen eines FE-Programmsist daher nicht méglich.

Sind die notwendigen Modifikationen auf Elementebene eingebracht, resultieren daraus nume-
rische Zusatzkosten. Die Approximation der Grof3en in der generalisierten Zwischenkonfigura-
tion erfordert zum einen die Bereitstellung der statischen Variablen zu Beginn des Zeitschrittes
as auch die zweimalige Berechnung der B-Operatormatrix zu den Zeitpunkten t,,, ; _ a und
t, . 1. Wird zusétzlich noch die ANS-Methode angewendet, mussen auch hierfir die entspre-
chenden Modifikationen der B-Operatormatrix fur zwei unterschiedliche Zeitpunkte gemacht
werden. Daein Grofliteil der Zeit zur numerischen Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen
auf die Berechnung des B-Operators entfallt, bewirkt dessen zweimalige Bestimmung einen
deutlichen Rechenzeitverbrauch.

Daruber hinaus miindet die konsistente Linearisierung der inneren Kraftein einer unsymmetri-
schentangentiellen Steifigkeitsmatrix. Diesfihrt zu einer Unsymmetrie desabschlief3end daraus
resultierenden, inkrementel len effektiven Strukturgleichungssystems, was den Einsatz einesun-
symmetrischen Ldsers nach sich zieht. Aufgrund des grof3eren Speicherbedarfs sind unsymme-
trische LOser deutlich langsamer a's symmetrische.
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4.4  Zusammenfassung des gesamten L 6sungsalgorithmus

Nachdem die fur die numerische Lésung des Anfangsrandwertproblems der Elastodynamik
(Abb. 2.2) notwendigeraumlicheund zeitliche Diskretisierung ausf iihrlich diskutiert wurde, sol |
im Folgenden der gesamte L sungsal gorithmus zusammengefasst werden. In dieser Arbeit wird
eine sequentielle Raum-Zeit-Diskretisierungsstrategie angewandt, so dass zunachst mit Hilfe
von Finiten Elementen eine raumliche Diskretisierung durchgefihrt wird. Das daraus entste-
hende semidiskrete Anfangsrandwertproblem wird anschlief3end mit einem der beiden zuvor be-
schriebenen Zeitintegrationsverfahren in der Zeit diskretisiert, so dass ein vollstandig diskreti-
siertes nichtlineares algebraisches Gleichungssystem entstent. Um dies zu 16sen wird ein
inkrementell iteratives L 6sungsverfahren eingesetzt, das die Linearisierung der diskretisierten
effektiven Strukturgleichung erfordert. Dadurch entsteht schlief3lich einlineares Gleichungssys-
tem, das fur die unbekannten inkrementellen Verschiebungen gel 6st werden kann. Dieswird in
einem iterativen Prozess so langewiederholt, bissich dasResiduum innerhal b einer festgel egten
Fehlerschranke befindet. In Abbildung 4.1 ist der gesamte L 6sungsal gorithmus nochmal s sche-
matisch zusammengefasst.
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Initialisierung: n = 0 und Anfangsbedingungen dy; do = do

Schieife tber alle ny Zeitschritte (ny = T/At) :

Pradiktorschritt (k=0):

Gena{Kff - 1[3_70‘2!“ M + (1~ ay) Re(dnan)
GE|\/||\/|{K$ff = 1[3_7?2”‘ M + KM, ar)
fet = 2%, + h(0,dy,dn) — fi"(dn, an)
Add = (KS) e
do,, = dy + A

Gl. (4.11)

Gl. (4.30)

Gl. (4.12); GI. (4.31)

Newton-Raphson-Korrektoriteration:

1-a A
Kelf = 7 T (1 - a) Ke(dk, 1 ak, ) Gl. (4.12)
Gen _ - A A
“|fer=te, lﬁmazm M 1 h(dy, o, d) — (1 — @) Fi(d, ¥, o) — a; F(dya0)
Gl. (4.12)
1-a "
eff _ m GEMM( 4k k
K= %ae MHKe (dn+1—af'an+l—af) Gl. (4.30)
feft = fﬁ)ftl—l—af _W M dn+1 + h(dnv dn, dn) - f'm(dn+1—af-an+1—af)
Gl. (4.31)
-1
Adgtt = (k) e
k+1 _ k k+1 k . Summe der Verschiebungsinkremente
44 4G + Adqiy Al - innerhalb eines Zeitschrittes
d<t1 = dn + gdkt?

L

Setzenvon: k = k+ 1 biszur Konvergenz

Aktualisierung der Bewegungsgrofen mit d,,; = dﬁﬁ
s = 57 o= = (5=1) o= (5 -1) avay
Gl. (4.2)
. 1 1 1 i
Ohyr = B At (dns1 — dn) T B At dn — (%_ 1) dn

{

Setzenvon:n=n+1 bisn+1=n;

Abb. 4.1;

Losungsalgorithmus fur ein elastodynami sches Anfangsrandwer tproblem
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45  Numerisches Beispiel: Das, geworfene Lineal®

Die Untersuchung des,, geworfenen Lineals* soll das Verhaten der beiden vorgestellten Zeitin-
tegrationsalgorithmen verdeutlichen. Dieses numerische Beispiel wurde bereits von Kuhl
(1996) sowievon Kuhl und Ramm (1999) unter Verwendung von 30 unterintegrierten achtknoti-
gen mittelflachenorientierten Schal enelementen untersucht. In der vorliegenden Arbeit werden
zur Diskretisierung der Geometrie des Lineals die in Kapitel 3.3.2 vorgestellten oberfl&cheno-
rientierten Volumen-Schal enel emente verwendet. Die Geometrie, Material daten und L asten mit
der dazugehdrigen Lastkurve sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Dabel werden die urspriinglich
auf die Schalenmittelflache wirkenden Linienlasten gleichmaliig auf die jeweiligen Schalen-
oberflachen verteilt. Untersucht werden die Eigenschaften der beiden vorgestellten Zeitintegra-
tionsverfahren fur ein Zeitintervall von T = 100 ms unter Verwendung einer konstanten Zeit-
schrittweite von At = 50us.

Material: Lastkurve:
E = 2.06 - 10 [N/n?] p(t) [kN/m]
vy = 0.0
o = 7.80 - 10° [kg/m’] 20
Geometrie:
h = 0.002[m] 10
FE-Netz: 0
30 Elemente 0 2 4 6 g t[mg

Abb. 4.2: Geworfenes Lineal: Geometrie, Diskretisierung und Belastung

In Abbildung 4.3 ist der komplexe Bewegungsvorgang desLinealsfir dieerste Hal fte desunter-
suchten Integrationszeitraums unter Verwendung der GEMM mit einem Spektralradius von
P~ = 1.0 dargestellt. Die aufgebrachte auf3ere Last bewirkt eine Trandation in allen drei
Raumrichtungen, eine Rotation um drei Achsen sowie eine Biege- und Torsionsdeformation des
Lineals. Fur die Berechnung wurden keine Gravitationskréfte berticksichtigt.

In Abbildung 4.4 ist die Entwicklung der totalen Energie sowie der kinetischen und potentiellen
Energie wéhrend der Integrationszeit fir die GEMM und das Gen,-Verfahren dargestellt. Das
Gen,-Verfahren mit p . = 1.0 zeigt die bekannten Instabilitéten, die durch ein dramatisches
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Abb. 4.3:  Geworfenes Lineal: Bewegungsvorgang — GEMM mit p .=1.0

Anwachsen der totalen Energie gekennzei chnet sind. Selbst eine geringe Zuftihrung von numeri-
scher Dissipation (p» = 0.95) kann die numerische Stabilitét des Gen,-Verfahrens nicht ga-
rantieren. Erst wenn die numerische Dissipation grof3 genug gewahlt wird (p . < 0.90), kann
eine numerisch stabile Analyse gewahrleistet werden, welche die hochfrequenten Moden
dampft. Damit verbunden ist jedoch ein Verlust der totalen Energie von etwa 15% im betrachte-
ten Zeitintervall, so dasssich das Gen,-Verfahren fir die Analyse von langzeitdynamischen Pro-
blemen nicht eignet.

Auf der rechten Seite von Abbildung 4.4 sind die Ergebnisse fir die GEMM dargestellt. Ein
Spektralradiusvon p . = 1.0, bel dem die GEMM mit der EMM von Simo und Tarnow (1992)
Ubereinstimmt, fuhrt fUr dieses Beispiel auf ein stabiles Verfahren, das erwartungsgemald die
exakte Erhaltung der totalen Energie garantiert. Durch die Verallgemeinerung der EMM zur
GEMM kann gezielt ein Mal3 an numerischer Dissipation in das Verfahren gebracht werden, in-
dem der Spektralradius p . < 1.0 gewdhlt wird. Diesist vor allemfur die Analyse von Proble-
men mit hochfrequenten Moden, wie zum Beispiel Durchschlagsproblemen, notwendig, dahier
die EMM nur in Verbindung mit sehr kleinen Zeitschrittweiten angewandt werden kann (Kuhl
und Ramm (1996)).
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Abb. 4.4:  Geworfenes Lineal: Energien [Nm=J] vs Zeit [ms]
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5 L dsungsverfahren fir Kontaktprobleme

In den vorausgegangenen Kapiteln wurden robuste und stabile, numerische Ldsungsverfahren
vorgestellt, mit denen elastodynamische Anfangsrandwertprobleme diinnwandiger Strukturen
anaysiert werden konnen. Im Weiteren werden dynamische K ontaktprobleme untersucht, wozu
das elastodynamische Anfangsrandwertproblem um die entsprechenden Kontakt-Randbedin-
gungen erweitert werden muss (Kap. 2.2.4). Dadaskontaktfreie Teil problem bereitsausfihrlich
untersucht wurde, konzentrieren sich die weiteren Ausfihrungen ausschlief3lich auf das hinzu-
kommende Teilproblem des K ontaktes.

Dasresultierende nichtlineare Randwertproblem soll weiterhin mit der Methode der Finiten Ele-
mente gel6st werden, wofur die punktweise zu erfillenden Kontakt-Randbedingungen in eine
schwache Form gebracht werden missen (Kap. 2.2.5). Dader L 6sungsraum der resultierenden
schwachen Form des Anfangsrandwertproblems durch die K ontakt-Nebenbedingungen einge-
schrénkt wird, sind geeignete Verfahren zur Behandlung dieser Nebenbedingungen einzusetzen.
Vieleausder Optimierungsliteratur bekannte M ethoden kdnnen hierfir angewandt werden, wo-
bei sichfur dieBerticksi chtigung der K ontakt-Nebenbedingungen im Wesentlichen zwei Verfah-
ren etabliert haben: Die Penalty-Methode und die L agrange-M ultiplikator-M ethode. Dartiberhi-
naus werden Kombinationen dieser beiden Verfahren, wie beispielsweise die Augmented-La
grange-Formulierung eingesetzt. Umdiein dieser Arbeit verwendete K ontaktformulierung bes-
ser einordnen zu konnen, werden die angesprochenen Strategien zur Regularisierung der Kon-
takt-Randbedingungen anhand des reibungsfreien Kontaktes kurz beschrieben. Ein detaillierter
Uberblick tber diese und weitere geeignete Verfahren zur Einhaltung der K ontakt-Randbedin-
gungen finden sich beispielsweise in Wriggers (2002) oder Willner (2003).

Neben der Wahl einer geeigneten Regularisierungsstrategie bei der Entwicklung von robusten
und stabilen Kontaktformulierungen im Rahmen der FE-Methode spielt die raumliche Diskreti-
sierung des K ontaktes eine entscheidende Rolle. Die einfachste Méglichkeit der Kontaktdiskre-
tisierung erfol gt mit sogenannten K noten-K noten (node-to-node—NTN) Kontaktelementen, de-
ren Einsatz auf Problemstellungen mit nur sehr kleinen Verformungen und die Verwendung von
konformen Netzen beschréankt ist und deshalb in dieser Arbeit nicht dargestellt wird. Sind gro-
[3ere Deformationen zu berlicksichtigen bzw. passen die Netze an den Kontaktfl&chen nicht zu-
sammen, werden mei st Knoten-Segment (node-to-segment —NTS) K ontaktel emente eingesetzt.
Neuere Ansétze basieren auf sogenannten Segment-Segment (segment-to-segment — STS) For-
mulierungen, in denen die Kontinuitét entlang der Kontaktfl&che in einem integralen Sinne er-
fallt wird. Die wesentlichen Merkmale dieser beiden |etztgenannten Diskretisierungsstrategien
werden in diesem Abschnitt kurz vorgestellt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine auf der sogenannten Mortar-M ethode basierende K ontakt-
formulierung verwendet. Da die Methode urspriinglich zur Kopplung von nicht konform ver-
netzten Teil gebieten im Rahmen der Gebi etszerlegungsmethoden entwickelt wurde, werden die
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grundlegenden Ideen zunéchst in diesem Kontext erlautert. Die Darstellungen beschranken sich
dabei im Wesentlichen auf dieflr die praktische Anwendung wichtigen Aspekte und verzichten
auf mathematische Detail sund Bewei se. Stattdessen wird an den entsprechenden Stellen auf ge-
eignete Literatur verwiesen.

51 Reibungsfreier Kontakt fir grof3e Defor mationen

In Kapitel 2.2 wurden bereits die entsprechenden Notationen zur Beschreibung von K ontaktpro-
blemen bei grof3en Deformationen eingefihrt. Darlber hinaus wurden die entsprechenden Kon-
takt-Randbedingungen fur Normalkontakt sowie fur reibungsbehafteten Kontakt anhand des
einfachen Coulombschen Reibgesetzes vorgestel It und die allgemeine schwache Form desK on-
taktproblems angegeben. Im Weiteren wird ein reibungsfreier Kontakt betrachtet und die hierfir
notwendigen Gleichungen (und Ungleichungen) nochmals kurz zusammengefasst.

Dievirtuelle Arbeit des Kontaktes aus Gleichung (2.43) vereinfacht sich fir den reibungsfreien
Fall zu

o

C

Zusammen mit der Summe der internen und externen virtuellen Arbeiten 6I7'"€¢ der beiden
kontaktierenden K orper ergibt sich die schwache Form desgesamten Anfangsrandwertproblems
inklusive Kontakt mit

OIS 4 517, = 0 . (5.2)

Der L 6sungsraum dieser schwachen Form ist durch die Kontakt-Randbedingungen in Form der
KKT-Bedingungen fur den reinen Normalkontakt

g(X,t) = 0,
t, <= 0, (5.3
t, g(X,t) = 0

eingeschrankt. Klassische Verfahren zur Berticksichtigung dieser Nebenbedingungen werden
im néchsten Abschnitt vorgestellt.

5.2  Regularisierungsstrategien

5.2.1 DielLagrange-Multiplikator-Methode

Die Lagrange-Multiplikator-Methodeist in der mathematischen Optimierung als ein Verfahren
bekannt, mit dem Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen so umgeformt werden, dass
sie effizient gel st werden konnen. Dabei wird fur jede zu erfullende Nebenbedingung eine un-

74



bekannte, skalare Variable eingefuhrt, die als Lagrange-Multiplikator bezeichnet wird. Jeder
dieser Lagrange-Muultiplikatoren wird dann mit der entsprechenden Nebenbedingung multipli-
ziert und dem ursprtinglichen Optimierungsproblem hinzuaddiert. Damit wird dasurspriingliche
Nebenbedingungsproblem auf ein Problem ohne Nebenbedi ngungen reduziert und kann mit den
entsprechenden Methoden gel6st werden. Das Verfahren der Lagrange-Multiplikator-Methode
wird im Folgenden anhand des reibungsfreien Kontaktproblems vorgestellt.

Um die Darstellung noch ein wenig zu vereinfachen, wird der Fall der linearen Elastizitét ohne
Beriicksichtigung von Tréagheitstermen betrachtet. Hierfir lasst sich die schwache Form des
Gleichgewichtes fir einen betrachteten Korper aus dem Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energie

I(u) = J[V\/i”t(E“)—Qb-u]dQ— If-udf—>MlN (5.4)

2 Iy

herleiten. Aus der einmaligen Variation von I1(u) und der anschliefenden Anwendung des
Gaul3schen Integral satzes entsteht das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (Gl. (2.20)). Das
vermeintliche Optimierungsproblem, das nun im Falle von reibungsfreiem Kontakt gel dst wer-
den muss, l&sst sich damit folgendermal3en formulieren:

Bestimmung der Verschiebungen u@ (a = 1, 2), die folgende Bedingungen erfiillen:
« geometrische Nebenbedingung auf I'D :
g=0
e Minimum der potentiellen Energiein 2@ :
1%)(u) - MIN
Im Rahmen der Kontaktmechanik besteht die Schwierigkeit, dassdie zu erfillende Nebenbedin-
gung in Form einer Ungleichung auftritt. Um die Nebenbedingung in eine Gleichheitsnebenbe-
dingung umformen zu kénnen, missen mit Hilfe einer geeigneten Aktiven-Mengen-Srategie
alle aktiven Nebenbedingungen herausgefiltert werden. Aus dem potentiellen Kontaktrand 'Y
mussen all digjenigen Teile bekannt sein, die sich tatsachlich in Kontakt befinden. Sind alle akti-

ven Nebenbedingungen bekannt, kann das Problem in ein Optimierungsproblem mit Gleich-
heitsnebenbedingungen Uberfihrt werden:

Bestimmung der Verschiebungen u@ (a = 1, 2), die folgende Bedingungen erfiillen:

« fur alle aktiven Nebenbedingungen auf ' :
g=0

e Minimumder potentiellen Energiein Q@ :
I%)(u) - MIN
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Das so entstandene Optimierungsproblem wird gel 6st, indem die geometrischen Nebenbedin-
gungen mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators A, direkt in den urspriinglichen Energieaus-
druck eingebracht werden. Es entsteht ein modifiziertes Funktional

T™Mu,4,) 1= TO) + 19(u) + J/Iyg dr — sat . (5.5)
ro

Cc

Durch die Anwendung der Multiplikatormethodeist aus dem urspriinglichen Minimierungspro-
blem ein Stationérproblem geworden. Um dies zu |6sen mussdie Variation von I7-M(u, 4,) nach
den unbekannten Variablen u und A, gebildet werden:

SIT™M(u, U, 1y, 00,) = OITD + SIT@ + j 2,09 dI’ + f ol,gdl =0. (56

o o

Cc
— — g

oI e = OI1, Nebenbedingung

Ein Vergleich von Gleichung (5.6) mit den Gleichungen (5.1) und (5.2) zeigt, dass sich der zu-
sétzlich eingefuhrte Lagrange-Multiplikator A, physikalisch mit der Normalkontaktkraft t,
identifizieren lasst. Mit dem letzten Termin Gleichung (5.6) wird die geometrische Nebenbedin-
gung direkt mit eingebracht, wobei jedoch darauf zu achten ist, dass die zulassigen Variationen
oA, ebenfalls durch die Nebenbedingung 04, < 0 eingeschrankt sind. Mathematisch gesehen
Ist dies ein sogenanntes Sattel punktproblem (Kikuchi und Oden (1988)), dessen L 6sungspunkt
einerseits ein Minimum von I7"M in Bezug auf die Verschiebung u und andererseits ein Maxi-
mum von I7-M in Bezug auf den Lagrange-Multiplikator 1, darstellt.

Die Anwendung der Lagrange-Multiplikator-Methode erlaubt die exakte Erfillung der geome-
trischen Randbedingungen. Als Nachteil muss dem gegentiber hingenommen werden, dass die
eingefuhrten Lagrange-Multiplikatoren al's zusétzliche Unbekannte auftauchen und die Menge
der aktiven Nebenbedingungen identifiziert werden muss. In der Konsequenz bedeutet dies fur
ein numerisches Diskretisierungsverfahren, dass sich die Anzahl der Unbekannten wahrend der
Berechnung sténdig andert. Da dies meist zu Lasten der Effektivitdt eines Berechnungspro-
gramms geht, wird die Lagrange-Multiplikator-M ethode haufig mit der Penalty-M ethode kom-
biniert (Kap. 5.2.3).

Anmerkung: Die Lagrange-Multiplikator-Methode wurde hier fiir den Sonderfall eineslinear
elastischen Werkstoffverhaltens und reibungsfreien Kontaktes, ausgehend vom
Minimum der potentiellen Energie, hergeleitet. Soll nichtlineares Material ver-
halten oder Reibung zwischen den Kontaktflachen berlicksichtigt werden, ist es
aufgrund der Pfadabhangigkeit nicht mdglich von einem zugrundeliegenden Po-
tential zu starten. Hierfur wird direkt die schwache Form des Anfangsrandwert-
problems zu Grunde gelegt und die zu erfiillenden Nebenbedingungen im Snne
eines Galerkin-Verfahrens hinzuaddiert.
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5.2.2 DiePenalty-Methode

Das wohl am haufigsten verwendete Verfahren zur Regularisierung der Kontakt-Nebenbedin-
gungenist die Penalty-Methode. Im Gegensatz zur L agrange-Multiplikator-Methode wird unter
Verwendung der Penalty-M ethode die geometrische Nichtdurchdringungsbedingung des Kon-
taktesnicht mehr exakt erfullt. Mit Hilfe el nessogenannten Penal ty-Parameters €, wird eine Ver-
letzung der Inpenetrabilitatsbedingung fur die aktiven Nebenbedingungen zugelassen, und da-
durch eindirekter Zusammenhang zwischen einer nun zul 8ssigen Durchdringung und der daraus
resultierenden Kontaktkraft hergestellt. In Abbildung 5.1 ist dieser Zusammenhang graphisch
dargestellt. Formal wird die Normalkontaktkraft durch die Beziehung

t _{ 0 fals g>0  (kein Kontakt, inaktiv)
=

(5.7)
€, 0 falls g=<o0 (Kontakt bzw. Durchdringung, aktiv)

ausgedrickt. Die Normalkontaktkraft im Ausdruck fr die virtuelle Kontaktarbeit wird durch
diese Beziehung ersetzt:

SIE(ug, 0ue) = |(e,9)og dI, e, > 0. (5.8)
o
Es kann gezeigt werden, dass die Penalty-Methode fur €, — o« die gleichen Ergebnisse liefert
wiedie Lagrange-Multiplikator-M ethode (L uenberger (1984)). Diesist auch anhand der graphi-
schen Darstellung in Abbildung 5.1 nachvollziehbar, da die penalty-regularisierte Normalkon-
takt-Klaffungs-Beziehung mit wachsendem Penalty-Parameter gegen die exakten KK T-Bedin-
gungen aus Abbildung 2.6 strebt.
t,

€y

Abb. 5.1: Penalty-Regularisierung der KKT Bedingungen des Normalkontaktes

Ein grofRer Vorteil dieser Regularisierungsmethodeist dierelativ leichte Anwendbarkeit und die
Tatsache, dass keine zusétzlichen unbekannten Grof3en in das Problem einflief?en. Als Nachtell
ist jedoch die problemabhangige Wahl des Penalty-Parameters zu nennen. Wird der Penalty-Pa-
rameter sehr hoch gewahit, fihrt dieszwar nur zu sehr geringen Verletzungen der geometrischen
Nichtdurchdringungsbedingung, glei chzeitig resultiert darausjedoch eine schlechtere Konditio-
nierung der resultierenden Kontaktsteifigkeitsmatrizen. In Wriggers (2002) wird anhand eines
eindimensionalen Model | bei spielsdie Netzabhangigkeit einer geeigneten Wahl des Penalty-Pa-
rameters gezeigt.

Anmerkung: Fur die Regularisierung der tangentiellen Kontakt-Randbedingungen kann in
ahnlicher Weise vorgegangen werden.
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5.2.3 Augmented-L agrange-Methode

Eineweitere Methode, um die Nichtdifferenzierbarkeit der K ontakt-Randbedingungen zu regu-
larisieren, ist die Augmented-L agrange-Methode. Wriggerset al. (1985) und Kikuchi und Oden
(1988) haben sieim Rahmen von reibungsfreien K ontaktformulierungen eingesetzt. In jingerer
Vergangenheit wurde sie zur Simulation von reibungsbehaftetem Kontakt unter Berticksichti-
gung grof¥er Verformungen unter anderem von Simo und Laursen (1992), Laursen und Simo
(19934), Ozdemir (2003), Puso und Laursen (2004b) und Gee et al. (2005) angewandt. Die
grundlegende | dee dieses Verfahrens besteht darin, die Penalty-M ethode mit der Lagrange-Mul-
tiplikator-Methode zu kombinieren. Dazu wird zunéachst ein Ansatz fur die Normalkontaktkraft
in Abhéngigkeit eines Lagrange-Multiplikators und eines Penalty-Parameters formuliert:

t,= (A +€9). (5.9)

Hierinist < . > diesogenannte M acauley-Klammer. Sieliefert fur positive Operanden deren Wert
und fir negative Operanden Null. Die entscheidende Idee der Augmented-L agrange-Methode
ist, dass der Lagrange-Multiplikator 4, zunéchst als bekannte Abschéatzung des korrekten La-
grange-Multiplikatorsangenommen und durch einiteratives Verfahren ermittelt wird. Dieinner-
halb eines Iterationsschrittes k zu l6sende, schwache Form ergibt sich unter Verwendung von
Gleichung (5.9) zu

SI12(u,0u) = o1I® + o1@ + [ (29 + e,g) 0gdr =0, (5.10)

ﬂs)
wobei A% < 0alsunveranderliche Naherung gegeben ist. Damit kann Gleichung (5.10) direkt
fur die unbekannten Verschiebungen u gel6st werden. Der exakte Lagrange-Multiplikator, der
physikalisch die Normalkontaktkraft t, reprasentiert, ist durch Gleichung (5.9) gegeben, so dass
sich daraus direkt die Formel zur Aktuaisierung von A X ergibt:

2D = (A0 4+ 6, gW) . (5.12)

Diesesiterative Verfahren zur Bestimmung der exakten Lagrange-Multiplikatorenistinder Lite-
ratur als Uzawa-Algorithmus bekannt. Eine graphische Darstellung dieses Verfahrensistin Ab-
bildung 5.2 gegeben. Darin wird deutlich, dass die I npenetrabilitatsbedingung bei Erreichen des
korrekten Wertesfur den Lagrange-Multiplikator exakt erfullt wird. Damit vereint die Augmen-
ted-Lagrange-Methode die jeweiligen Vortelle der beiden zuvor beschriebenen Regularisie-
rungsverfahren. Zum einen konnen die geometrischen Randbedingungen exakt erfillt werden,
zum anderen verandert sich die Anzahl der Unbekannten wahrend des L 6sungsprozesses nicht.
Esmussjedoch in Kauf genommen werden, dass fur die LOsung ein zusétzlichesiteratives Ver-
fahren notwendig ist.
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exakter Lagrange-Multiplikator 4,

29 = (12 + €,g@)
22 = (20 + €, g®) (Losung mit

Penalty-Regularisierung
/ bei konstantemA4,)

A0 = (,g0)

A9 =0

Abb. 5.2:  Uzawa-Algorithmus

5.3  Diskretisierungsstrategien

Einesder wichtigsten und gleichzeitig auch schwierigsten Aufgaben im Zusammenhang mit der
numerischen Beschreibung von Kontaktproblemenist die rédumliche Diskretisierung der gegen-
seitigen Einwirkungen auf die beteiligten Korper. Grundsétzlich erfordert die Wechselwirkung
zweier, sich in Kontakt befindender Korper die Ubertragung der Kontaktkréfte zwischen ent-
sprechenden FE-Netzen, die in der Regel nicht konform sind. Die einzusetzenden Diskretisie-
rungsstrategien sollten in der Lage sein, den sogenannten Kontakt-Patchtest zu bestehen. Dieser
Test fordert, dass ein konstantes Spannungsfeld, entlang nicht konform vernetzter Kontaktfl&
chen, exakt von einem Korper auf den anderen Ubertragen werden kann.

531 Knoten-Segment Kontaktelement

Fir eine Diskretisierung des K ontaktesim Rahmen von grof3en Deformati onen werden meist so-
genannte Knoten-Segment (node-to-segment — NTS) Kontaktelemente eingesetzt. Die Haupt-
Idee dieser Strategieist, dassein spezieller Knoten auf der Slave-Seite ein entsprechendes M as-
ter-Segment nicht durchdringen darf. In Abbildung 5.3 ist eine Kontaktgruppe unter
Verwendung von trilinearen Ansatzfunktionen dargestellt. Die Klaffungsfunktion wird jeweils
diskret an jedem Slave-K noten x ausgewertet, so dass die K ontakt-Randbedingungen nur andie-
sen Punkten unter Verwendung einer geeigneten Regularisierungsstrategie eingehalten werden.
Deshalb wird die NTS-Diskretisierung auch als Kollokationsmethode bezei chnet.

Obwohl diese Art der Diskretisierung sehr populdr ist und auch in zahlreichen kommerziellen
FE-Programmen implementiert ist, kann die Erfullung des Patchtestes nicht garantiert werden
(Papadopoulos und Taylor (1992) bzw. El-Abbasi und Bathe (2001)). Bei Verwendung Finiter
Elemente niedriger Ordnung kann diewahre Geometriein der Regel nur angenaghert werden. Da-
durch kénnen entlang der Elementkanten Diskretisierungsknicke entstehen. Diese nicht glatte
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Abb. 5.3: NTS-Kontaktel ement

Reprasentierung der wahren Geometrie kann bel der Anwendung einer NTS-Diskretisierung zu
Problemen flhren. Rutscht beispielsweise ein Slave-Knoten aufgrund von grof3en Verformun-
gen von seinem urspringlichen kontaktierenden Master-Segment ab, entstehen Spriinge in den
resultierenden Kontaktkréften. Um dies zu umgehen, wurden verschiedene Verfahren zur Gléat-
tung der diskretisierten Kontaktoberflachen vorgeschlagen. In Padmanabhan und Laursen
(2001) wird fur eine zweidimensional e Kontaktformulierung unter Beriicksichtigung von gro-
[3en Deformationen und Reibung eine Gléttungsmethode mit kubischen hermiteschen Interpola-
tionsfunktionen entwickelt. Zur Glattung von beliebigen, unter Umstéanden adaptiv verfeinerten,
zwei- und dreidimensionalen FE-Netzen beschreiben Stadler und Holzapfel (2004) vier geei-
gnete Gléttungsverfahren, basierend auf sogenannten ,, subdivision® Methoden. Puso und Laur-
sen (2002) schlagen fiir die Gléttung dreidimensional diskretisierter Geometrien den Einsatz von
» Gregory patches* vor.

532 Segment-Segment Diskretisierung

Zur Umgehung der zuvor beschriebenen Problematiken der klassischen NTS-Diskretisierung
wurden auch sogenannte Segment-Segment (ST S — segment-to-segment) Strategien entwickelt.
Die ersten Ansétze gehen dabel auf die Arbeit von Simo et al. (1985) zurlick. Hier werden fir
die Beschreibung geometrisch linearer, zweidimensionaler Probleme sogenannte Kontakt Seg-
mente eingefihrt. Als Regularisierungsstrategie wird die sogenannte ,, Perturbed-Lagrange” -
Formulierung angewendet, die ahnlich wie die bereits vorgestellte Augmented-L agrange-Me-
thode auf der klassischen Lagrange-Multiplikator-Methode basiert. Im Gegensatz zur NTS-Dis-
kretisierung werden hier die Lagrange-Multiplikatoren und die Klaffungsfunktion mit Hilfe ge-
eigneter Ansétze innerhalb der entsprechenden Segmente interpoliert. Einetypische Aufteilung
in Kontakt-Segmente ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
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Abb. 5.4:  Kontakt-Segmente fur zweidimensionale Probleme

Ahnliche Segment-Segment Kontaktformulierungen finden sich in Papadopoulos und Taylor
(1992) sowiein Zavariseund Wriggers (1998). Im Unterschied zu den hier erwahnten Formulie-
rungen wurden in jungster Vergangenheit verschiedene Verfahren entwickelt, die auf der soge-
nannten Mortar-Methode basieren. Hier werden ebenfalls Ansétzefir die Lagrange-Multiplika-
toren gemacht, alerdings sind diese Ansdtze nicht auf ein jeweiliges Kontakt-Segment
beschrankt.

54 Die Mortar-Methode

54.1 Allgemeines

Die Mortar-Element-Methodeist ein sehr leistungsfahiges Verfahren zur LAsung von partiellen
Differentialgleichungen, bei dem Teil probleme miteinander gekoppelt werden, dieentlang ihrer
Grenzflache nicht konform vernetzt sind. Die Urspriinge dieser Verfahren gehen auf eine Arbeit
von Bernardi et al. (1990) zurlick. Darinwurden zwei verschiedene M ethoden zur Kopplung von
Finiten Elementen mit spektral en Diskretisierungsmethoden zur L 6sung der Poisson-Gleichung
vorgestellt und analysiert. Zum Einen wurde die K ontinuitét entlang des K opplungsrandesdurch
einelokale, punktweise Bedingung an die FE-Knoten formuliert, und zum Anderen wurden die
Kontinuitétsanforderungen im Sinne einer integralen Bedingung ausgedriickt. Detaillierte ma-
themati sche Untersuchungen haben dabei gezeigt, dassdieintegrale Formulierung der Kontinui-
tatsbedingung bessere K onvergenzei genschaften aufwel st al sdie exakte Erfullung der Kompati-
bilitét an einzelnen diskreten Knoten.

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen entwickelten Bernardi et al. (1993, 1994) das Grundgeruist
der Mortar-Element-Methode. Der Grundgedanke der Mortar-Methode liegt im Wesentlichen
in der integralen Formulierung der Kopplungsbedingungen entlang nicht konform vernetzter
Teilgebietsgrenzen. Dazu werden in der Regel sogenannte Lagrange-Multiplikatoren einge-
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fahrt, die physikalisch den Kraftlbergang in der Grenzflache darstellen. Die Ansatzfunktionen
fUr die Approximation der Lagrange-Multiplikatoren werden dabei in der urspriinglichen For-
mulierung von dem angrenzenden FE-Netz Gibernommen.

Grundsétzlich haben sich in den vergangenen Jahren zwei Verfahren innerhalb der Mortar-Me-
thode etabliert. Das eine mtindet in eine nicht konforme Methode, indem der zuléssige L 6sungs-
raum so eingeschrankt wird, dass die Nebenbedingungen entlang des K opplungsrandes a priori
imintegralen Sinneerfullt sind. Daszweite stellt einekonforme Methode dar, dieauf der Formu-
lierung eines Sattel punktproblemsbasiert und grof3e Parallelen zur klassischen L agrange-Multi-
plikator-Methode aufweist. Da fiir beide Versionen Approximationen fir die Lagrange-Multi-
plikatoren eingefiihrt und die Nebenbedingungen durch eine schwache Form erfiillt werden,
muUssen gewisse Stabilitdtsanforderungen, wie die inf-sup Bedingung eingehalten werden. De-
taillierte theoretische Untersuchungen hierzu finden sich beispielsweise in Wohlmuth (2001),
numerische Aspekte in ElI-Abbasi und Bathe (2001).

In Wohlmuth (2001) werden alternative M oglichkeiten fir die Interpolation der Lagrange-Mul-
tiplikatoren vorgestellt. Mit Hilfe sogenannter dualer Ansatzraume kann zum Einen die Lokali-
tét der diskreten Basisfunktionen eingehalten, zum Anderen die Eliminierung der eingefihrten
L agrange-Multiplikatoren durch eine statische K ondensation durchgef iihrt werden. Damit kann,
ausgehend von einem Sattel punktproblem, eine symmetrische, positiv definite Formulierung
hergeleitet werden.

Nachfolgend wird eine M ortar-Formulierung im Rahmen der Gebi etszerlegungsmethodevorge-
stellt, die auf dem Sattel punktproblem basiert. Das Hauptaugenmerk wird dabei auf eine mog-
lichst anschauliche Darstellung gel egt, weshal b ein zwei dimensi onal es Problem betrachtet wird.
Zusétzlich werden die konkreten Ansétze zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren ange-
geben.

54.2 Problemstellung

Fir viele physikalische Fragestellungen ist es sinnvall, das gesamte zu betrachtende Gebiet in
kleinere Teilgebiete zu unterteilen und diese dann jewel | smit geei gneten numerischen Verfahren
zu |6sen. Dabei spielt fur die Qualitét der Gesamtlsung der Informationsaustausch entlang der
Teilgebietsgrenzen eine entscheidende Rolle. Einetypische Unterteilung eines Gebietesin zwei
Teilgebieteistin Abbildung 5.5 dargestel It und zwar fur ein kontinuierliches sowie ein diskreti-
siertes Problem. Die Mortar-Methode stellt ein geeignetes Werkzeug dar, um diskrete Teilge-
biete entlang ihrer gemeinsamen, in der Regel nicht konform diskretisierten Gebietsrénder sinn-
voll miteinander zu koppeln. Dabel ist die Methode grundsétzlich so allgemein ausgel egt, dass
Teilgebiete, die durch unterschiedliche numerische Diskretisierungsverfahren analysiert wer-
den, miteinander gekoppelt werden konnen. Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschlief3dlich die
M ethode der Finiten Elemente al snumerischesNaherungsverfahren eingesetzt, weshalb sichdie
weiteren Ausfuhrungen darauf beschranken. Zunachst werden die einzuhaltenden Nebenbedin-
gungen entlang des Kopplungsrandes fir das kontinuierliche Problem definiert.
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Abb. 5.5:  Unterteilung eines Gebietesin zwei Teilgebiete

Entlang des Kopplungsrandes missen sowohl eine geometrische, as auch eine Spannungs-
Randbedingung erfillt werden. Eine konstante Spannungsverteilung am Rand rg1> muss durch
geeignete K opplungsbedingungen exakt auf den Rand F(Cz) Ubertragen werden. Zusétzlich dirfen
sich die beiden Teilgebiete nicht relativ zueinander verschieben und auch nicht gegenseitig
durchdringen. Analog zu der in der Kontaktmechanik blichen Unterscheidung zwischen einer
Master- und einer Slave-Seite, werden die angrenzenden Rander in der Mortar-Methode in eine
Mortar- und eine Non-Mortar-Seite unterschieden. M ethodisch kann dabei die M ortar-Seite mit
der Master-Seite und die Non-Mortar-Seite mit der Slave-Seite identifiziert werden. Deshalb
wird imweiteren Verlauf dieser Arbeit ausschliefdlich von der bereits bekannten Unterscheidung
in Master-( 2 ') und Slave-Seite( = I'Y) Gebrauch gemacht. Ahnlich der skalaren Klaf-
fungsfunktion g wird eine vektorwertige Sprungfunktion

eingefuhrt. Die geometrische Nebenbedingung in der Kopplungsfl&che lautet damit:
[ul =0. (5.13)

Zur Vorstellung einer auf der Sattel punktformulierung basierenden Mortar-Methode wird die
Nebenbedingung aus Gleichung (5.13) entsprechend der klassischen Lagrange-Multiplikator-
Methode (Kap. 5.2.1) eingebracht. Die daraus resultierende schwache Form ergibt sich dann zu

OIT™™M(u,du,4,01) = o1 + 6114 +f/1 [du] dI' +j(31 [ujdr =0. (5.14)
e 43

Darin représentieren die Lagrange-Multiplikatoren A den Spannungsvektor im Kopplungsrand.
DaGleichung (5.14) fir voneinander unabhangige Variationen du und o4 erfullt sein muss, | asst
siesichin zwei Teilgleichungen aufspalten:
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2 2
> ot + Jl[éu] dr = > omrete@

a=1 o a=1
a(u, ou) b(du,4) f(ou) (5.15)
oAfuldi = 0.
re
-
b(u, 1)

In der mathematischen Literatur wird das Sattel punktproblem aus Gleichung (5.15) meistinfol-
gender kompakter Form dargestellt:

a(u,ou) + b(ou,A) = f(ou) ,
b(u,0A) = 0.

Darin stellt die Bilinearform a(u, ou) bereitsdie Summeder virtuellen inneren Arbeiten und die
Linearform f(du) die Summe der virtuellen duReren Arbeiten der beiden Teilgebiete dar. Uber
dieBilinearform b( -, -) wird schliefdlich die Nebenbedingung in die schwache Form mit einge-
bracht. Zur Lésung dieses Sattel punktproblems missen im Rahmen der Finite-Element-Me-
thode Ansétze fir die Verschiebungen u und fir die Lagrange-Multiplikatoren A gemacht wer-
den, die gewissen Stabilitétskriterien gentigen missen. Fur die im kommenden Abschnitt
vorgestellten Ansdtze wurde diesfir den Fall der linearen Elastizitat mit kleinen Verformungen
bewiesen (Wohimuth (2001)).

(5.16)

54.3 Ansatzefir die Lagrange-Multiplikatoren

Die Ansétze fur die Lagrange-Multiplikatoren werden auf der Slave-Seite gemacht. In der Stan-
dard-Mortar-Formulierung werden diese von dem zugrunde liegenden FE-Netz abgel eitet. Wer-
den bei spiel swei se zwel dimensi onal e Schei benel emente mit bilinearen Ansdtzen eingesetzt, er-
geben sich fur die Lagrange-Multiplikatoren die bekannten hutférmigen linearen Ansétze ¢i5
(Abb. 5.68). In Wohlmuth (2001) werden alternativ duale Ansatzfunktionen ¢P fur die La
grange-Multiplikatoren vorgeschlagen (Abb. 5.6b). Diese erfiillen die sogenannte Biorthogona-
litétsbedingung

fNngbjD dr = 9 JN? ar . (5.17)
I—.f:l)h F<c1)h
Darinist 6;; das Kronecker-Delta

1 fals i=j,
% = { 0 falls i ] (518)

und Nissind die Ansatzfunktionen fir die Verschiebungen auf dem Slave-Rand.
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a) Sandard Ansatzfunktionen b) Duale Ansatzfunktionen

P

e
® ®

o5 =31 +8) i J 0P =31+ 3)
® ® = ®
R st I I i
e~ 11] e~ 11]

Abb. 5.6: Lineare Ansatzfunktionen fur die Lagrange-Multiplikatoren

DieGrundideeder Mortar-M ethodei st die schwache Erfillung der Stetigkeitsbedingung entlang
des diskretisierten Kopplungsrandes. Diese lautet:

félh[uh] dar = [azh(uwrg, - uh|Fg1)) dr=0. (5.19)
e 1

Zur Auswertung dieses Integrals missen sowohl die Ansétze fir die Lagrange-Multiplikatoren
als auch die Ansétze fur die Verschiebungen auf dem Kopplungsrand

Ul = U0, = N7 ¥, i =1,..,n%, (5.20)
Ulrgz) = Uhlﬂz)h = NiM dlM , = 1,...,n('§" , (5.20)
A=A =¢ 2z, i=1..,n8 (5.22)

eingesetzt werden. Darin bezeichnen ng bzw. nY die Anzahl der FE-K noten auf dem Slave- bzw.
Master-Rand, N3M sind die aus dem FE-Netz resultierenden Ansatzfunktionen fir die Verschie-
bungen entlang des Kopplungsrandes auf der Slave- und Master-Seite. Diese sind eine Dimen-
sionniedriger alsdie Ansétzefr die Finiten Elementeim Gebiet. Wird beispielsweiseeindreidi-
mensionales Gebiet mit trilinearen Finiten Elementen diskretisierte, so verbleiben fur die
Approximation der Kontaktoberfldchen noch bilineare Ansétze. Schlief3dich werden in den Vek-
toren dSund dM die diskreten Knotenverschiebungen auf der Slave- und Master-Seite zusam-
mengefasst, und zist der Vektor der diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren. Die
Ansdtze fur die variierten GrofRen werden im Sinne eines Bubnov-Galerkin-Verfahrens analog
gewahlt. Damit ergibt sich die voll diskretisierte, integrale Kontinuitatsbedingung zu:
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oz I¢i NS dr d> - oz Jq)i NV dr df' = 0. (5.23)
I—.(l)h I—vél)h

Unter Verwendung der zweidimensionalen Einheitsmatrix |, werden die beiden Kopplungsma-
trizen Mg € RZ®X2% und M\, € B2 2" definiert. Deren Blockeintrége sind mit

Mdi,jl = | ¢ stdr P ij=1,..,n (5.24)
o
und
Myli, Kl = | ¢ N dr 1, , i=1..n3; k=1,..,n (5.25)
o
festgelegt. Damit ergibt sich Gleichung (5.23) in matrizieller Schreibweise:
6z" Mg d>— 62" My, dM = 0. (5.26)

Dadiebeiden Kopplungsmatrizen M gund M, aufgrundihrer Struktur sehr stark an Massenma-
trizen erinnern, werden sie in der mathematischen Literatur haufig auch al's solche bezeichnet.
Dabei istdieMatrix M gquadratisch und symmetrisch und reduziert sich fir die Wahl von dualen
Ansatzfunktionen fur die Lagrange-Multiplikatoren auf eine Diagonalmatrix (Gl. (5.17)). Die
Kopplungsmatrix M, ist dagegen rechteckig.

Werden die Ansétze fur die Verschiebungen und die Lagrange-Multiplikatoren in Gleichung
(5.15)1 eingesetzt, resultiert folgender Term:

odT K d + ((SdS)T Mgz — (0d™) M, z = odT fe¢ . (5.27)

Darinist K die Steifigkeitsmatrix, bezogen auf alle diskreten Verschiebungsfreiheitsgrade der
beiden Teilgebiete, und f®ist der gesamte Lastvektor. Nach Unterteilung aller diskreten FE-
Knoten in drei Teilbereiche umfasst der Teilbereich Sall digjenigen Knoten, die sich auf dem
Slave-Rand befinden, der Teilbereich M all digjenigen auf dem Master-Rand und der Teilbereich
N alle Ubrigen Knoten (Abb. 5.7). Dadie Gleichungen (5.26) und (5.27) fir beliebige Variatio-
nen dd und oz erfillt sein missen, lassen sich diese beiden Gleichungen mit Hilfe der soeben
eingefuhrten Auftellung der FE-Knoten in einzelne Teilbereiche, kompakt in matrizieller
Schreibwei se zusammenfassen:

KNN KNM KNS 0 dN fﬁd
K K K - M/! da\ fet

MN MM MS M — M ] (5.28)
Keaw Kau Kss ME || d® f

0 - MM MS 0 ] L Z ] L 0 ]
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@® alleKnoten auf dem Save-Rand: (-)gbzw. (-)S
(O alleKnoten auf dem Master-Rand: (-), bzw. (-)NI
& alerestlichen Knoten: (-)y bzw.(-)N

Abb. 5.7: Auftellen der FE-Knoten

Das resultierende Gleichungssystem enthdlt die fir klassische Lagrange-Multiplikator-Metho-
den typische 0 auf der Hauptdiagonalen und muss sowohl fir die diskreten Verschiebungen d
alsauch fur die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren z gel st werden. Werden
die bereits erwahnten dualen Ansétze fir die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren ge-
wahlt, reduziert sich die Kopplungsmatrix M gauf eine Diagonalmatrix, dieim Weiteren mit Dg
bezeichnet wird. Damit lassen sich diediskreten Knotenwerte zmittel seiner statischen Konden-
sation aus dem urspriinglichen Gleichungssystem eliminieren, indem die dritte Zeile aus dem
Gleichungssystem (5.28) nach z aufgel 6st wird:

z=Dgl| f& - Kgy dV = Kgy dV — Kgg ] . (5.29)

Die hierfir notwendige Inversion der Kopplungsmatrix auf der Slave-Seite wird aufgrund der
Diagonalitét von Mg — Dgtrivial. DasEinsetzenvon Gleichung (5.29) in (5.28) fiihrt nach eini-
gen Umformungen (Anhang B.1) in das symmetrische, positiv definite Gleichungssystem

Koy | Ky + KnsM | 0 ||aN fext
Kun + MTKgy ' Kyw + MTKgy + KysM + 2MTKM + — MTK | [ dM|=| £ + MT £2¢,
0 | — KM . Kg || S 0
(5.30)

dasnunausschliefdlich fur dieunbekannten K notenverschiebungen d gel st werden muss. Hierin
wurde die Abkirzung M = DM, eingefiihrt.
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54.4 Diskussion und Anwendung fir Kontaktprobleme

I m vorausgegangenen Abschnitt wurde eine M ortar-M ethode im Rahmen der Gebietszerlegung
unter der Annahme von linearer Elastizitét und kleinen Verformungen vorgestellt. Da die hier
beschriebene Variante, ausgehend von einem Sattel punktproblem hergel eitet wurde, kann eindi-
rekter Zusammenhang mit einer klassischen Lagrange-Multiplikator-Methode hergestellt wer-
den. Das einzige, aber zugleich entscheidende Merkmal der Mortar-Methode ist die schwache
integrale Erfullung der Stetigkeitsbedingung am Kopplungsrand. Dies wird automatisch er-
reicht, wenn die Lagrange-Multiplikatoren tber den ganzen Kopplungsrand hinweg mit Hilfe
von geeigneten Ansatzfunktionen approximiert werden.

Diese Grundidee der Mortar-Methodewird in jingster Vergangenheit verstarkt fir die Entwick-
lung von robusteren K ontaktformulierungen herangezogen. Yang et al. (2005) entwickelteneine
Mortar-Kontaktformulierung fur die Analyse von zweidimensional en Problemen. Dazu werden
klassische lineare Ansatzfunktionen fur die Interpolation der eingefthrten Lagrange-Multipli-
katoren verwendet. Fir die Regularisierung des numerischen L ésungsverfahrens wird eine Pe-
nalty-M ethode eingesetzt. In Puso und L aursen (2004a) wird einedreidimensional e M ortar-For-
mulierung fir reibungsfreien Kontakt vorgestel It und spéter auf Probleme mit Reibung erweitert
(Puso und Laursen (2000b)). Die K ontakt-Nebenbedingungen werden in der reibungsfreien Va-
riante wiederum mit einem Penalty-Verfahren regularisiert, wohingegen in der Formulierung fir
reibungsbehafteten K ontakt eine Augmented-L agrange-Regularisierung eingesetzt wird. In all
den bislang zitierten Arbeiten wird eine der beiden Kontaktrander als Mortar-Seite gewahlt, um
hierauf die Kontaktbedingungen zu beziehen. Demgegentber stehen Kontaktformulierungen,
die fur die Projektion der Ubergangsbedingungen eine zusitzliche Zwischenflache einfihren
(McDevitt und Laursen (2000), Rebel et al. (2002)).

Die genannten mortar-basierten Kontaktformulierungen bestehen zwar den K ontakt-Patchtest,
benttigen aber nach wie vor eine entsprechende Regularisierungsstrategie, um die Kontakt-
Randbedingungen zu erflllen. Wird die Penalty-M ethode eingesetzt, ergibt sich durch den be-
nutzerdefinierten Penalty-Parameter eine Verletzung der geometrischen Nichtdurchdringungs-
bedingung. Eine geeignete Grol3e des Penal ty-Parameters wird neben der Problemstellung auch
von der verwendeten Diskretisierung beeinflusst, weshal b elne angemessene Wahl dieser Kenn-
grofde meist problematisch ist. Der Einsatz einer Lagrange-Multiplikator-Methode erméglicht
zwar die exakte Erfullung der Inpenetrabilitétsbedingung, verandert aber durch die zusétzlichen
Unbekannten in Form der diskreten Werte der Lagrange-Multiplikatoren sténdig die Grél3e des
resultierenden Gleichungssystems.

Um einerseits der Problematik einer diskontinuierlichen Diskretisierung des K ontaktrandes zu
begegnen und andererseits den Einsatz von Regularisierungsstrategien zu vermeiden, wird in
dieser Arbeit eine Mortar-K ontaktformulierung el ngesetzt, die auf dualen Ansatzraumen fuir die
Lagrange-Muultiplikatoren basiert. Der Einsatz dual er Ansatzraumeim Rahmen von Gebietszer-
legungsstrategien mit der M ortar-Element-M ethode geht auf die Arbeiten von Wohlmuth (2000,
2001) zurtck. In Hueber und Wohlmuth (2005) werden siefur die Entwicklung einer mortar-ba-
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sierten Kontaktformulierung fur kleine Deformationen angewandt. Werden diese Ansétze mit
einer geeigneten Aktiven-Mengen-Strategie verkntipft, entsteht ein algebraisches Gleichungs-
system, das die Elimination der diskret eingefuihrten Lagrange-Multiplikatoren erlaubt. Diese
konnen in einem Nachlaufprozess Uber die berechneten Verschiebungen variationell konsistent
bestimmt werden.

55  Zusammenfassung

Anhand desreibungsfreien K ontaktproblemswurden zunéchst verschiedene Verfahren zur effi-
zienten Berticksi chtigung von Ungleichheits-Nebenbedingungen vorgestelIt. Dieklassische L a-
grange-Multiplikator-Methode erlaubt einerseits zwar die exakte Erfullung der Inpenetrabili-
tétsbedingung, fuhrt aber dazu, dass sich die Groéle des zu |6senden Gleichungssystems durch
die Veranderung der aktiven Kontaktflache standig andert. Demgegeniiber zeichnet sich die Pe-
nalty-M ethode dadurch aus, dasssie einerseits sehr leicht zu implementierenist und andererseits
keine zusétzlichen Unbekannten in das Problem einbringt. AlsNachteil ist jedoch die Verletzung
der geometrischen Nichtdurchdringungsbedingung zu nennen, die durch einen vom Benutzer zu
wéhlenden Penalty-Parameter abhangt, dessen Wahl in der Regel problemabhangig ist.

Die weit verbreiteten NTS-K ontaktdiskretisierungen kdnnen die Erfillung des K ontakt-Patch-
testes nicht garantieren. Aul3erdem kénnen durch die unstetige Diskretisierung der eigentlichen
Kontaktflachen, fallsein Slave-K noten von elnem Master-Segment rutscht, Spriingein den Kon-
taktkréften entstehen. Um diese Problemel 6sen zu kdnnen, werden zum einen verschiedeneMe-
thoden zur Gl&ttung der diskretisierten K ontaktfl &chen vorgeschlagen, zum anderen werden ver-
stérkt STS-Kontaktdiskretisierungen entwickelt, die meist auf der Mortar-Methode basieren.
Deren Grundideeist es, die starken Kontakt-Randbedingungen in der Kontaktflache durch eine
schwache, integrale Forderung zu ersetzten. Dabei werden Lagrange-Multiplikatoren einge-
fhrt, die physikalisch den K ontaktspannungen entsprechen. Siewerden mit geeigneten Ansatz-
funktionen Uber den ganzen Kontaktrand hinweg approximiert. Die meisten der bislang vorge-
schlagenen, mortar-basierten Kontaktformulierungen benutzen dabel die klassischen Ansétze
fr die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren, und kombinieren diese Herangehensweise
mit der Penalty-Methode.

Der Einsatz von dualen Ansatzréaumen fir die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren er-
madglicht die schwache Erfullung der Kontakt-Randbedingungen, ohne dass sich die Grol3e des
resultierenden Gleichungssystemsandert, und ohne dassein benutzerdefinierter Parameterindie
Formulierung einflief3. Deshalb wirdindieser Arbeit dievon Hieber und Wohlmuth (2005) vor-
geschlagene, zweidimensionale Kontaktformulierung fur statische Probleme mit kleinen De-
formationen a's Grundlage herangezogen. Sie wird im Weiteren fir die Kontaktanalyse dinn-
wandiger Strukturen bei grof3en Deformationen verallgemeinert und weiterentwickelt.
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6 Raumliche Diskretisierung des K ontaktes

Das nachfolgende Kapitel widmet sich dem ersten Tell der in dieser Arbeit weiterentwickelten
Kontaktformulierung: Der raumlichen Diskretisierung der virtuellen Kontaktarbeit. Dies wird
zunachst anhand des einfacheren Kontaktproblems eines deformierbaren Korpers mit einem
starren Hindernis detailliert diskutiert, bevor anschlief3end der allgemeine Fall eines Kontaktes
zweier deformierbarer Korper betrachtet wird. Als Ergebnisder raumlichen Diskretisierung und
deren Einbettung in ein implizites Zeitintegrationsverfahren entsteht jeweils ein inkrementelles
effektives Strukturgleichungssystem, fur dessen Lésung noch die entsprechenden Kontakt-
Randbedingungen beriicksichtigt werden missen. Die Einarbeitung dieser Nebenbedingungen
erfolgt ausfuhrlich in Kapitel 7. Zusétzlich werden die zur Interpolation der eingefthrten La-
grange-Multiplikatoren verwendeten diskreten dualen Ansatzfunktionen angegeben und die
notwendigen numerischen Integrationen zur Bestimmung der auftretenden K opplungsmatrizen
erlautert.

6.1 Kontakt eines deformierbaren K orpers mit starrem Hindernis

Zunéchst soll der Kontakt el nes deformierbaren Korpers mit einem starren Hindernis betrachtet
werden. Die detaillierte Analyse dieses speziellen Kontaktproblems hat zum einen den Vorteil,
dass einige Ausdriicke deutlich vereinfacht werden, und zum anderen |asst sich das algemeine
Kontaktproblem zweier deformierbarer Kérper (Kap. 6.2) durch eine geeignete Basistransfor-
mation auf die algebraische Form eines Ein-K 6rper-K ontaktproblems reduzieren.

Referenzkonfiguration u® Momentankonfiguration

Abb. 6.1: Kontaktproblem eines deformierbaren Koérpers mit starrem Hindernis
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In Abbildung 6.1 ist das K ontaktproblem eines deformierbaren Korpers mit einem starren Hin-
dernis schematisch dargestellt. Mit Hilfe der orthogonalen Projektion (Kap. 2.2.2, Gl. (2.27))
wird zu einem Punkt x € yd der Slave-Seite ein zugehdriger Projektionspunkt § € Iy auf
der Oberfl&che des starren Hindernisses definiert und somit gleichzeitig die Richtung der nor-
mierten, nach auf3en gerichteten Normale v(x) auf der Slave-Seite festgel egt. Die skalarwertige
Klaffungsfunktion ist, wie bereits in Gleichung (2.28) angegeben, durch

g=9Xt=—vx-(x-Y (6.1)
definiert.

6.1.1 Schwache Form der Kontaktarbeit

Fir den Fall, dass ein deformierbarer Korper mit einem starren Hindernis in Kontakt kommt,
vereinfacht sich die virtuelle Kontaktarbeit aus Gleichung (2.40) zu

O (uc,dug) = — [ tO(X) - Sud(X) dr . (6.2)
ro

Inder vorliegenden Arbeit wird dievirtuelle Kontaktarbeit in der aktuellen Konfiguration ausge-
wertet, ebenso wiein verschiedenen neueren mortar-basierten K ontaktformulierungen auch (Fi-
scher und Wriggers (2005), Yang et al. (2005), Puso und Laursen (2004a, 2004b)). Dies hat den
Vorteil, dassdie auftretenden K ontaktkrafte direkt physikalischinterpretiert werden kdnnen und
teilwei se umstandliche pull back Operationen vermieden werden kénnen. In der Momentankon-
figuration ist die virtuelle Kontaktarbeit mit

v
gegeben. Darinist £ der zu den Cauchy-Spannungen ¢ zugehérige K ontakt-Spannungsvek-
tor auf dem deformierten Kontaktrand der Slave-Seite, der mit

W = @ . n® (6.4)

gegeben ist. Hierin ist nY die nach auRen gerichtete, normierte Normale auf dem Slave-Rand
in der aktuellen Konfiguration. Der im vorausgegangenen Kapitel vorgestellten Mortar-Me-
thode folgend wird ein Lagrange-Multiplikator 4 eingefhrt, der den negativen Spannungsvek-
tor {1 auf dem Slave-Rand reprasentiert (A = — tY). So werden die Lagrange-Multiplikato-
ren als bekannte aufRere Fléachenbelastung auf dem Slave-Rand interpretiert, die den
deformierbaren Koérper in den gleichen Verformungszustand versetzen soll, der beim Kontakt
mit einem starren Hindernis entsteht (Abb. 6.2). Damit wird aus (6.3)

o = J A ould dy . (6.5)

23
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Abb. 6.2: Kontaktproblem eines deformierbaren Korpers mit starrem Hindernis

6.1.2 Diskretisierung der Kontaktarbeit
Der eingefuhrte Lagrange-Multiplikator wird entlang des Slave-Randes mit Hilfe von diskreten
dualen Ansatzfunktionen ¢P diskretisiert:

A=A"=¢P gz, i=1..,n%. (6.6)

Fir die Interpolation der Verschiebungen auf dem Kontaktrand werden die FE-Ansédtzeim Ge-
biet auf den entsprechenden Slave-Rand projiziert. Bilineare Ansétzein einem zweidimensiona-
len Gebiet reduzieren sich zu linearen Ansétzen auf dem eindimensionalen Kontaktrand. Analog
hierzu resultieren bilineare Ansétze fur die Verschiebungen auf der Kontaktflache, wenn das
dreidimensionale Gebiet mit trilinearen Finiten Elementen diskretisiert wurde. Die Interpola-
tionsfunktionen fur die Verschiebungen auf dem Slave-Rand werden nachfolgend mit NiS be-
zeichnet, womit sich die diskretisierte schwache Form der Kontaktarbeit zu

Ol = IR = (6diS)T J NPeP dy z (6.7)

(1)
ven

ergibt. Dadiedualen Ansatzfunktionen fir die L agrange-Multiplikatoren die Biorthogonalitéts-
bedingung (Gl. (5.17)) mit den resultierenden I nterpol ationsfunktionen fir die Verschiebungen
auf dem Slave-Rand erfiillen, kann dieser Ausdruck erheblich vereinfacht werden. Eswird die
Diagonalmatrix Dgdefiniert, deren Blockeintrage mit

DJi,i] := JNide lg i=1,..,nd; d={23} (6.8)

1
y&h

gegebensind. Darinist | 4 diezwei- bzw. dreidimensional e Einheitsmatrix, je nachdem, ob zwei-
oder dreidimensionale Probleme betrachtet werden sollen. Somit lasst sich Gleichung (6.7) in
kompakter Form darstellen:

oI = (6dS)TDS z. (6.9)

Hierinwurden in den Vektoren zbzw. dd>allediskreten K notenwerte des L agrange-Multiplika-
tors bzw. der virtuellen Verschiebungen auf dem Slave-Rand zusammengefasst.
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6.1.3  Semidiskrete Form des Randwertproblems

Der semidiskreten Form der Bewegungsgleichung fur elastodynamische Probleme ohne Kon-
takt (Kap. 2.3.1, Gl. (2.47)) wird nun der entsprechende Vektor der Kontaktkréfte €, der aus
der Diskretisierung der virtuellen Arbeit des Kontaktes (Gl. (6.9)) resultiert, hinzuaddiert. Da
die Kontaktkréfte nur auf Knotenfreiheitsgrade wirken, die auf dem Slave-Rand liegen, wird der
Vektor der Kontaktkréfte f¢, der sich auf alle Freiheitsgrade des diskretisierten Problems be-
zieht, folgendermalien definiert:

{ Ddi,i] z fals i €S,

e =

0 falls i ¢S, (6.10)

Hierin werden im Teilbereich Sall digenigen Knoten zusammengefasst, die auf dem Slave-
Rand liegen (Abb. 5.7). Alle anderen Knoten werden in dem Teilbereich N gruppiert. Wird der
Vektor der unbekannten Knotenverschiebungen d = (dN, dS)T entsprechend der eingefuhrten
Unterteilung in die beiden Teilbereiche Sund N sortiert, |asst sich der Vektor der Kontaktkrafte
in matrizieller Form schreiben:

f¢ = B¢z. (6.11)

DazuwurdedierechteckigeMatrix B¢ = (0,Dg)T € R4N* 4" eingefiirt. Mitihr lasstsichdie
semidiskrete Form des Randwertproblems kompakt schreiben:

Md + fiM(d) + f¢ = f&¢ (6.12)

6.1.4  Effektives, inkrementelles Strukturgleichungssystem

Um das semidiskrete Randwertproblem aus Gleichung (6.12) zeitlich zu diskretisieren, wird el -
nesder beidenin Kapitel 4 vorgestellten Zeitintegrationsverfahren verwendet. Der dort hergelel-
teten modifizierten semidiskreten Bewegungsgleichung (4.3) muss im Falle von Kontakt der
Vektor der Kontaktkréfte

ft1-a, = B Zny1 g, (6.13)
ausgewertet am generalisierten Mittelpunkt, hinzuaddiert werden:
n+1_af n+1_af

My 1oy + F(dniaa) + Foraog = 255, (6.14)

DasEinsetzen der Newmark-Ansétze aus Gleichung (4.2) in Gleichung (6.14) ergibt schliefdlich
das vollstandig diskretisierte nichtlineare Gleichungssystem

=0 ,
(6.15)

C
n+1-a; n+1-a;

1- S .
Gldyq) = ﬁT('?Zm Md,, 1 — h(dn, dn, dn) + f'”t<dn+l_af) + f _ fext

dasiterativ fir die unbekannten Verschiebungen d,, , ; gelost und deshalb entsprechend lineari-
siert werden muss. Dieser Linearisierungsprozesswurde in Kapitel 4.2.2 bereits ausfuhrlich fur
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den Fall ohne K ontakt beschrieben. Die nachfol genden Erlauterungen beschranken sich deshalb
vor allem auf die Darstellung der durch den zusétzlichen K ontaktterm induzierten Veranderun-
gen. Ausgehend von einem bereits bekannten Verschiebungszustand dﬁ +1 Wird eine mehrdi-
mensional e Taylor-Reihenentwicklung von Gleichung (6.15) durchgefthrt (Gl. (4.9)), so dass
schlieffdlich ein inkrementelles Gleichungssystem der Form

dG(dk
agﬁ':l) Ad = - G[d<, ) (6.16)

entsteht. Dieses wird fur die inkrementellen Verschiebungen Ad in einem iterativen Verfahren
so lange gel 0st, bis sich das Residuum innerhalb einer gewissen Fehlerschranke befindet. Ent-
scheidend fUr die Gute des I terationsverfahrensist die Bestimmung der effektiven, tangentiellen
Steifigkeitsmatrix

oG( dk
K = % (6.17)
n+1

Im Gegensatz zu den meisten Kontaktformulierungen ist fir die Herleitung dieser tangentiellen
Steifigkeitsmatrix keine Linearisierung der Kontaktkréfte erforderlich, dadie eingefiihrten La-
grange-Muultiplikatoren als gegebene, auf3ere Oberfl&chenl asten interpretiert wurden. Siestehen
mit den K ontaktkréften auf dem K ontaktrand im Gleichgewicht. Wird der deformierbare K 6rper
mit Finiten Elementen diskretisiert, sind die diskreten Kontaktkréfte identisch mit den internen
Knotenkraften. Mit anderen Worten: Ist der Verformungszustand bekannt, kdnnen daraus die
Kontaktkrafte und somit auch die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren be-
stimmt werden. Dader jewellsrichtige Verformungszustand die entsprechenden geometrischen
K ontakt-Randbedi ngungen ei nhalten muss, werden diese al sentsprechende Verschi ebungsrand-
bedingungen vorgeschrieben. Wie diese Randbedingungen eingebracht werden, wird in Kapitel
7 erlautert.

Die Konsequenz darausist, dass die effektive, tangentielle Steifigkeitsmatrix gegentiber der aus
Kapitel 4 unverandert bleibt, und die zusétzlichen Kontaktkréfte f7 | —a, a s bekannte Grofen
zuné&chst in die Ungle chgewichtskréfte G(d'r‘] 4 1) auf der rechten Gleichungsseitevon (6.17) ein-
flief3en. Um die Kontaktkrafte im inkrementellen Strukturgleichungssystem jedoch sichtbar zu
machen, werden sie auf die linke Gleichungsseite gebracht. Mit der bereits eingefthrten Unter-
teilung der Verschiebungsfreiheitsgradein die Teilbereiche N und Sergibt sich daseffektive, in-

krementelle Strukturgleichungssystem zu

eff eff Ad feff
(K;)NN (K;)NS 0 AdS | = :f . (6.18)
(KT )SN (KT )SS DS Zn+1—af fs
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Darin entspricht der effektive Lastvektor
eff _ k
o = — Gy(dk, ,) (6.19)

fr dieinneren Freiheitsgrade den Ungleichgewichtskraften, die sichim Laufe des L 6sungspro-
zesses herausiterieren (fﬁlﬁ — O). Der effektive Lastvektor

= — GJdf, ;) + DsZpi1y, (6.20)

der Freiheitsgrade auf dem Slave-Rand stellt jedoch die Ungleichgewichtskréfte zuziglich der
Kontaktkrafte dar, so dass dieser im auskonvergierten Zustand die diskreten Kontaktkréafte re-
prasentiert (fgf — fg) Damit ist der gesamte effektive Lastvektor & ebenso wie die effektive
tangentielle Steifigkeitsmatrix K&, analog dem kontaktfreien Problem (Gl. (4.12) bzw. (4.31))
gegeben.

Zur Herleitung des effektiven inkrementellen Strukturgleichungssystems wurden zwar die auf-
tretenden Kontaktkrafte berticksichtigt, was sich durch einen zusétzlichen Term ausdriickt, je-
doch wurden die einzuhaltenden K ontakt-Randbedingungen bislang noch nicht eingebracht. In
Kapitel 7.1 wird ein geeignetes Verfahren vorgestellt, wie die entsprechenden Nebenbedingun-
gen direkt im Sinne von inkrementellen Verschiebungsrandbedingungen in das Gleichungssys-
tem von (6.18) eingearbeitet werden kénnen.

6.2  Kontakt zweier deformierbarer Korper

Nachdem im vorausgegangenen Abschnitt ausfihrlich die r&umliche Diskretisierung fur den
Sonderfall einesK ontaktes zwischen einem deformi erbaren Korper und elnem starren Hindernis
diskutiert wurde, werden diese Ansétze nun auf den allgemeinen Kontaktfall zweier deformier-
barer Korper erweitert. Die notwendigen Begriffsdefinitionen wurden bereitsin Kapitel 2.2 ein-
gefuhrt und werden deshalb nicht nochmals wiederholt.

6.2.1  Schwache Form der Kontaktarbeit
Die virtuelle Kontaktarbeit wurde in Kapitel 2.2.5 hergeleitet und ist mit

O (U, OUg) = — I tO(X) - [5ug1)(X) — 5ug2)(\?(X))] dr (6.21)
o

c

gegeben. Analog zu dem in Kapitel 6.1 beschriebenen Sonderfall, wird die virtuelle Kontaktar-
beit in der aktuellen Konfiguration ausgewertet. Es wird wiederum ein Lagrange-Multiplikator
A eingefihrt, der al's gegebene aul3ere Flachenbel astung auf dem Slave-Rand interpretiert wird,
die notwendig ist, um dem Slave-Kérper einen &guivalenten Verformungszustand aufzuzwin-
gen, wie wenn sich dieser mit dem Master-Korper in Kontakt befande (Abb. 6.3).
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Abb. 6.3:  Kontaktproblem zweier deformierbarer Korper

Der Lagrange-Multiplikator entspricht also dem negativen Kraftfluss (Y auf dem Slave-Rand,
so dass sich dasVorzeichenin Gleichung (6.21) umdreht und die virtuelle Kontaktarbeit fir den
Fall zweier deformierbarer Korper in der aktuellen Konfiguration mit

O, = f A [augl)(X) - 5ug2)(\?(X))] dy (6.22)
o

gegeben ist.

6.2.2 Diskretiserung der Kontaktarbeit

Fir die Diskretisierung desL agrange-M ultiplikatorswerden wiederum die diskreten dualen An-
satzfunktionen verwendet. Die I nterpolationsfunktionen fir die Verschiebungen auf dem Kon-
taktrand werden von den zugehtrigen FE-Ansdtzen im Gebi et abgel eitet und auf den Rand proji-
ziert. Zur einfacheren Unterscheidung werden die Ansatzfunktionen fur die Verschiebungen auf
dem Slave-Rand mit N> und diejenigen fiir die Verschiebungen auf dem Master-Rand mit NM
bezeichnet. Werden diese Ansétze in Gleichung (6.22) eingesetzt, ergibt sich die diskretisierte
schwache Form der Kontaktarbeit zu

Sl ~ o117 = I(gsti )T[stddjs— NM oo | dy

1
y&h

o) 80P o 2~ (oo mitoP v 5.

(€]
ven

(6.23)

(1)
ven

Der erste Ausdruck ist dabei bereits aus dem Spezialfall des Ein-K 6rper-K ontaktes bekannt und
|asst sich mit Hilfe der Diagonalmatrix D gkompakt zusammenfassen. Zusétzlich wird nun die
Kopplungsmatrix M, definiert, deren Blockeintrége mit
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Myli, K] := I¢PN,“("dy|d, i=1..,n3; k=1,..,n¥; d={23 (6.29)

1)
ven

gegeben sind (vgl. Gl. (5.25)). Die Besonderheit bel der Bestimmung der Eintrage fur die Kop-
plungsmatrix M, liegt darin, dass die Ansatzfunktionen fur die Verschiebungen auf dem gegen-
Uberliegenden Master-Rand mit den Ansétzen fir die Lagrange-Multiplikatoren auf dem Slave-
Rand integriert werden missen. Dieses Integral wird Uber den Slave-Rand ausgewertet und
verandert sich, wenn sich der Master-Rand relativ zum Slave-Rand verschiebt. Auf die zur Be-
stimmung der Kopplungsmatrix M, notwendige numerische Integration wird in Kapitel 6.4.2
eingegangen.

Die diskretisierte, schwache Form der Kontaktarbeit kann damit kompakt zusammengefasst
werden:

SITN = (6dS)TDS z— (6dM)TMM zZ. (6.25)

In den Vektoren z, ddSund 6d™ wurden dabei wieder alle diskreten K notenwerte des L agrange-
Multiplikatorsbzw. der virtuellen Verschiebungen auf dem Slave- und M aster-Rand zusammen-
gefasst.

6.2.3  Semidiskrete Form des Randwertproblems

Um die semidiskrete Form des Randwertproblems zweier kontaktierender Korper zu formulie-
ren, muss, analog zu Kapitel 6.1.3, der entsprechende Vektor der Kontaktkrafte f¢der semidis-
kreten Form der kontaktfreien Bewegungsgleichung (Kap. 2.3.1, Gl. (2.47)) hinzuaddiert wer-
den. Der Vektor der Kontaktkrafte f¢ resultiert dabei aus der Diskretisierung der virtuellen
Kontaktarbeit (Gl. (6.25)) und lasst sich folgendermal3en darstellen:

Ddi,i] z fals i €S,
fe= {—Mylijlz fals i€M, (6.26)
0 falls i €N (i € (SUM)).

Dabel wurde wieder von der in Kapitel 5.4.3 eingefthrten Unterteilung der FE-Knoten in ein-
zelne Teilbereiche Gebrauch gemacht. Tellbereich Sumfasst alle Knoten auf dem Slave-Rand,
Teilbereich M alle Knoten auf dem Master-Rand, alle restlichen Knoten sind im Teilbereich N
zusammengefasst. Wird der Vektor der K notenverschiebungen d = (dN, dv, dS)T entsprechend
dieser Unterteilung sortiert, kann der Vektor der Kontaktkrafte f¢wiederum in Vektor-Matrix
Schreibweise (Gl. (6.11))

f¢ = B¢z (6.27)

angeben werden, wobei die eingefiihrte, rechteckige Matrix B¢ € R4Ma* 4" nyn mit

B® = (0, — My, Dy (6.28)
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definiert ist. Die semidiskrete Form des Randwertproblemsfol gt damit formal analog dem Kon-
taktproblem eines deformierbaren Korpers mit einem starren Hindernis (Gl. (6.12)):

Md + f"(d) + f¢ = &, (6.29)

6.2.4  Effektives, inkrementelles Strukturgleichungssystem

Die Herleitung fur das effektive, inkrementelle Strukturgleichungssystem ist formal identisch
mit der fUr den Fall eines Ein-Korper-K ontaktes. Dazu muss der Vektor der Kontaktkréfte am
generalisierten Mittel punkt ausgewertet, und der modifizierten, semidiskreten Bewegungsgle-
chung (Gl. (4.3)) hinzuaddiert werden. Im Gegensatz zum K ontaktproblem eines deformierba-
ren Korpersmit einem starren Hindernisist der Vektor der Kontaktkréfte jetzt zusatzlich von der
Kopplungsmatrix M, abhangig. Es ist offensichtlich, dass die beiden Kopplungsmatrizen Dg
und M, von der Verformung der beiden Korper abhéngen. Dennoch kann hier im Gegensatz zu
anderen mortar-basi erten K ontaktformulierungen (Yang et al. (2005), Puso und L aursen (2004a,
2004b)) auf die sehr aufwendige Linearisierung der Eintrégevon Dgund M, verzichtet werden:
Die genannten Formulierungen bendtigen die konsistente Linearisierung zur Bestimmung einer
tangentiellen Kontaktsteifigkeitsmatrix. Im Gegensatz dazu werden die beiden Kopplungsma-
trizen in der vorliegenden Arbeit ausschlief3lich fur die Formulierung der einzuhaltenden Ver-
schiebungsrandbedingungen (Kapitel 7) benttigt und kénnen innerhalb eines Newton-Iterati-

onsschrittes (tﬁ 1 tﬁﬁ) al's konstant angenommen werden.

Mit der Unterteilung der Verschiebungsfreiheitsgrade in die Teilbereiche N, M und Sund den

Kopplungsmatrizen Dg = Ds(dnﬂ_af(dﬁﬂ)) und My, = MM(dn-i-l—af(dIr(]+1)> |l&sst sich
schliefdlich das effektive inkrementelle Strukturgle chungssystem mit
(K (KD (k) 0 ]| ) [
I I W T ©
(kg (<O (< 0] |a | Lo

angeben. Die effektive tangentielle Steifigkeitsmatrix sowie der effektive Lastvektor sind dabei
wiederum durch die in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungen gegeben ((4.11)/(4.30) und
(4.12)/(4.31)). Zur Berticksichtigung der einzuhaltenden Kontakt-Randbedingungen wird eine
Aktive-Mengen-Strategie verwendet, diein Kapitel 7.2 vorgestellt wird.
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6.3 Diskrete, duale Ansatzfunktionen

Ein wesentliches Merkmal der in dieser Arbeit vorgestellten Kontaktformulierung ist die Ver-
wendung diskreter dualer Ansatzfunktionen fir die Approximation der Lagrange-Multiplikato-
ren; sie werden nachfolgend fir zwei- bzw. dreidimensional e Finite Elemente angegeben.

6.3.1 Zwedimensionale Probleme

Fir die Beispielrechnungen in Kapitel 9 werden auch zweidimensional e K ontaktprobleme un-
tersucht. Hierfir werden ausschliefdlich vierknotige, bilineare, ebene Schei benelementeverwen-
det, die auf einer reinen Verschiebungsformulierung (Q1-Elemente) basieren, so dass der Kon-
taktrand durch linear interpolierte zweiknotige Linienelemente dargestellt wird. In jedem
Linienelement wird ein lokales, eindimensionales Elementkoordinatensystem & € [ — 1, 1]
eingefuhrt, so dass die Ansétze fur die Verschiebungen auf den Kontaktrandern wie tblich im
Parameterraum definiert werden konnen. Fur die Approximation der Verschiebungen auf den
Kontaktrandern verbleiben somit die bekannten hutformigen, linearen Ansatzfunktionen (Abb.
6.4inks). Diediskreten dualen Ansétze fir die Lagrange-Multiplikatoren sind so zu wéhlen, dass
im physikalischen Integrationsgebiet die Biorthogonalitétsbedingung (Gl. (5.17)) mit den An-
sétzen fur die Verschiebungen auf dem Slave-Rand eingehalten wird. Dadiefir die Transforma-
tion vom physikalischen Raum in den Parameterraum notwendige Jacobi-Determinante inner-
halb eines linearen Linienelementes konstant ist, genugt es fUir den hier betrachteten,
zweidimensionalen Fall, wenn die Biorthogonalitatsbedingung im Parameterraum erfillt ist. In
Abbildung 6.4;echts Sind die im Parameterraum definierten diskreten dualen Ansatzfunktionen
fur die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren angegeben.

Ansétze fur die Verschiebungen § Duale Ansétze fur die

auf dem Save- und Master-Rand: | Lagrange-Multiplikatoren:
— VT T J @¢?=%(1—3s)
@ @ @ ]
e | n-lary @ J #9 = 31+ 3)
[ 4 \ 4 2 2 b 2 2
@ @ L @

R i e i

fe[-11] fe[-11]

Abb. 6.4: Ansatze fur die Vlerschiebungen und die Lagrange-Multiplikatoren (2D)
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6.3.2 Dreidimensionale Probleme - unverzerrte Netze

Fir die numerische Analyse dreidimensionaler Kontaktprobleme wird in dieser Arbeit aus-
schliefdlich dasin Kapitel 3.3.2 vorgestellte achtknotige trilineare oberflachenorientierte Scha-
lenelement verwendet. Damit verbleiben fir die Approximation der Kontaktfl&chen vierknotige
bilineare raumliche Fl&chenelemente. In jedem dieser Kontaktfl &chenelemente wird ein lokales
Elementkoordinatensystem &,7 € [ — 1, 1] eingefuhrt, wodurch die Ansétze fur die Verschie-
bungen auf dem Kontaktrand wiederum im Parameterraum definiert werden kénnen. Hieraus
resultieren die typischen bilinearen Ansatzfunktionen (Abb. 6.5iks). Fur die Konstruktion der
diskreten dualen Interpol ationsfunktionen fur die L agrange-M ultiplikatoren musswiederum die
Biorthogonalitétsbedingung (Gl. (5.17)) im physikalischen Integrationsgebiet erfillt sein. Im
Gegensatz zum zuvor beschriebenen, zweidimensionalen Fall ist die zur Transformation nétige
Jacobi-Determinanteim dreidimensionalen Fall in der Regel innerhal b eines K ontaktflachenel e-
mentes veranderlich. Fur den Sonderfall einfacher Geometrien der Kontaktelemente mit kons-
tanter Jacobi-Determinante sind die diskreten Ansétze fur die Lagrange-Multiplikatoren im Pa-
rameterraum in Abbildung 6.5;echts dargestel|t.

”’ e

Ansatze flr die Verschiebungen Duale Ansétze fur die
auf dem Save- und Master-Rand: Lagrange-Multiplikatoren:
(regelmandiges Netz)

NSM =1 - -y (dergestelly | 9P =1(1-39)(1 -3y (dargesellt
NSM = 2+ - ) - #f=gar®a-a
NSV = 2(1 + £)(1 + 1) - 43 =%1(1+ 35)(L + 3n)
NSV =1 - g+ ) P=z- )

Abb. 6.5: Ansatze fur die Vlerschiebungen und die Lagrange-Multiplikatoren (3D)
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6.3.3 Dreidimensionale Probleme - beliebige, verzerrte Netze

I st die Jacobi-Determinante innerhal b el nes K ontaktfl&chenel ementes nicht konstant, wasin al-
ler Regel der Fall ist, dann mussen diediskreten dualen Ansatzfunktionen fir die L agrange-Mul -
tiplikatoren so konstruiert werden, dass die Biorthogonalitétsbedingung im physikalischen
Raum erflltist (Flemisch und Wohimuth (2005)). Bezogen auf ein K ontaktfl&chenel ement y(l)h
lautet die Biorthogonalitétsbedingung:

+1 +1

¢P(Em) NXE,7) dy = 9 jN-S(g,'?) dy = 0y J f NSE, ) Jdédy . (6.31)

@ (O] — —
Ve, eh Ve, eh 1 1

Darinist Jdie Jacobi-Determinante, diedie Integration Gber den physikalischen K ontaktrand dy
in eine Integration Uber d& und dy Uberfuhrt. Sie ergibt sich zu
J=[g; x|, (6.32)

mit den kovarianten Basisvektoren g,, der Kontaktoberflache y(Dr. Fur die Konstruktion der In-
terpolationsfunktionen fir die Lagrange-Multiplikatoren wird der Ansatz

¢P(Em) = aj NXE,7) (6.33)

gemacht. Ziel ist es, die Faktoren a;; so zu bestimmen, dassdie Bedingung (6.31) erfulltist. Wer-

ij

den mit
+1 +1
Wi =5ijf INjS(S,ﬂ)Jdgdﬂ (6.34)
S1

die Eintrége der resultierenden Diagona matrix bezeichnet, | &sst sich die Bedingung fr die Fak-
toren a;; folgendermaf3en ermitteln:

+1 +1
f PPE MNE ) oy = J f PPE MNSE ) I dy
Voo -1 -1
+1 +1
= I I ajj NS(S 7) NS(E n) Jdé dy (6.39)
-1 -1
+1 +1
- |J J J NF(&’?)NE(S’W)Jdeﬂ = aij Mjk = Wik .
-1 -1

Mjk

Die Integration der gewohnlichen bilinearen Ansatzfunktionen NiS mit sich selbst liefert eine
Matrix, deren Eintrage mit M, bezeichnet werden. Diese Matrix ahnelt sehr stark einer Element-
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massenmatrix, mit dem Unterschied, dass die Eintrage nicht mit einer physikalischen Dichte
multipliziert werden. Nach Zusammenfassen der Faktoren a;; in der Matrix Ae € R**“, der
Eintrége M;,in der ,Massenmatrix“ Me € R***und der Wichtungsfaktoren w;; in der Diago-
nalmatrix De € R**4 ergibt sich die Bedingung aus (6.35) in matrizieller Form zu

Ae Me = De . (636)
Die Faktoren a;; berechnen sich mit
Ac = De Mg (6.37)

Sind diese Faktoren bekannt, konnen die diskreten, dualen Ansatzfunktionen mit Hilfe des An-
satzesin Gle chung (6.33) bestimmt werden. In Anhang B.4 wird die Ermittlung der dualen An-
satzfunktionen anhand eines Beispiels gezeigt.

6.4  Numerischelntegration der Kopplungsmatrizen

Nachfolgend wird die notwendige numerische Integration der Kopplungsmatrizen vorgestellt.
Zunachst wird die Bestimmung der Wichtungsfaktoren der Diagonalmatrix D gerlautert, bevor
anschlief3end auf die deutlich kompliziertere Integration zur Berechnung der Eintrége der Kop-
plungsmatrix M,, eingegangen wird.

6.4.1 Berechnungder Eintrage fur die Diagonalmatrix

Die numerische Berechnung der Wichtungsfaktoren w;; der Diagonalmatrix D gist aufgrund der
Biorthogonalitétsbedingung (Gl. (5.17)) relativ einfach und reduziert sich auf dielntegration der
Ansatzfunktionen der Verschiebungen auf dem Slave-Rand Uber den aktuellen Kontaktrand:

Wi

j = 9jj J NPdy . (6.39)

(1)
ven

Dadie Bestimmung dieser Eintrége unabhangig von den jewelligen dualen Ansatzfunktionen
ist kann sie sowohl fir den zwei- alsauch den dreidimensionalen Fall, unabhéngig von der jewel -
ligen Elementgeometrie, formal identisch durchgefiihrt werden. Die Auswertung dieses Inte-
gras erfolgt wie tblich im Parameterraum, mit Hilfe einer numerischen Gaul3-1ntegration

Wi = z [iwr NSIE) J(«Sr)] : (6.39)

g=1lr=1

Darin bezeichnet n,die Anzahl der K ontaktflachen- bzw. K ontaktlinienelemente, dieanden Sla-
ve-Knoteni € Sangrenzen. Firr den zweidimensionalen Fall gilt meist nk = 2, fiir den dreidi-
mensionalen Fall in der Regel nl, = 4, wobei diesjedoch von der Art der Vernetzung abhangt.
DieAnzahl der Gaul3-Punkteist mit ng, gekennzeichnet, w; i st der entsprechende Wichtungsfak-
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tor der numerischen Integration und J(&,) ist die Jacobi-Determinante der Abbildung zwischen
dem Parameterraum und dem wirklichen Raum, ausgewertet am entsprechenden Integrations-
punkt &,. Dafur den zweidimensionalen Fall die notwendige Jacobi-Determinante innerhalb ei-
nes Kontaktlinienelementes konstant ist, l&sst sich hierfir Gleichung (6.39) noch zu

nj
Wi = %Z ¢ (6.40)
q=1

vereinfachen (Cichosz (2006)). Darinsind € ﬁ die Kantenlangen der an den Slave-Knoteni € S
angrenzenden Kontaktlinienelemente in der verformten Konfiguration. Die Bestimmung der
Eintrage fur die Diagonalmatrix D gkann alsoim zweidimensionalen Fall ohne eine numerische
Integration erfolgen.

Da die Jacobi-Determinante der resultierenden Kontaktflachenelemente im dreidimensionalen
Fall inder Regel nicht konstant ist (Gl. (6.32)), muss hierfur diein Gleichung (6.39) angegebene
numerische Integration durchgefihrt werden.

6.4.2 Berechnung der Eintrage fur die Kopplungsmatrix

Die Berechnung der Eintrége fur die Kopplungsmatrix M,, wird nachfolgend fur den zweidi-
mensionalen Fall beschrieben. Hierzu missen Ansatzfunktionen fur die Verschiebungen auf
dem Master-Rand mit den Basisfunktionen fr die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren
auf dem Slave-Rand integriert werden (Gl. (5.25), Gl. (6.24)). Da die Integranden auf unter-
schiedlichen Kontaktréndern definiert sind, muss das I ntegrationsgebiet in einzelne Segmente
unterteilt werden, in denen jeweil s beide Funktionen kontinuierlich definiert sind. In Abbildung
6.6 ist dies schematisch fur die Berechnung eines Kopplungseintrags my; dargestellt, wofur das
Integrationsgebiet in drei Segmente aufgeteilt werden muss.

Traditionelle Techniken zur Unterteilung des I ntegrationsgebietes in einzelne Segmente basie-
ren auf einer orthogonalen Projektion (Simo et al. (1985), Papadopoulos und Taylor (1992),
McDevitt und Laursen (2000)). Dabei wird jeder Knoten eines Kontaktlinienelementes, sei es
auf der Slave- oder Master-Seite, auf denihm gegentiberliegenden K ontaktrand orthogonal pro-
jiziert (Abb. 6.7).

J s ¢P Vf:l)h
.
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Seg. I Seg. I Seg. I
Abb. 6.6: Notwendige Unterteilung in Segmente
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Abb. 6.7: Traditionelle Unterteilung in Segmente

Leider ist diese Methode zur Definition der Segmente nicht immer eindeutig. In einigen Féllen
kann esvorkommen, dasszu el nem K ontaktknoten kein Projektionspunkt auf dem gegentiberlie-
genden Kontaktrand gefunden werden kann. Beispiele solcher pathologischer Féllesind in Ab-
bildung 6.8 dargestellt. Tritt ein solcher pathologischer Sonderfall auf, muss die Definition der
Segmente entsprechend angepasst werden. Dies fuhrt zu einem erheblichen Programmierauf-
wand, da samtliche Falle untersucht und abgefragt werden missen. Um dies zu vermeiden, wird
indieser Arbeit auf einevon Yang et al. (2005) vorgestellte M ethode der Segmentdefinition zu-
rickgegriffen. Die Grundidee besteht darin, ein kontinuierlichesNormalenfeld auf dem diskreti-
sierten Slave-Rand zu definieren. Aufgrund der Approximation der wahren Geometrie mit bili-
nearen, zweidimensionalen Finiten Elementen entstehen am Kontaktrand in der Regel Knicke
zwischen zwel angrenzenden Kontaktlinienelementen. Wird das Normalenfeld senkrecht auf
den Slave-Rand definiert, werden einem Slave-K noten zwei unterschiedliche Normalenvonden
angrenzenden Elementkanten zugewiesen (Abb. 6.9a).

Zur Bestimmung eines kontinuierlichen Normalenfeldes entlang des gesamten diskretisierten
Slave-Randes wird zunéchst eine eindeutige Normale fir jeden Slave-Knoten i € Sdefiniert.
Dazu werden die nach aul3en gerichteten Normalen der beiden angrenzenden Kontaktlinienele-
mente gemittelt und anschlieffend normiert. Yang et al. (2005) schlagen vor, die Mittelung der
Normalen zusétzlich mit den jeweiligen Langen der angrenzenden Linienelemente zu wichten.
Dain dieser Arbeit im Wesentlichen von regel maliigen FE-Netzen ausgegangen wird, kann auf
eine entsprechende Wichtung verzichtet werden. Eswird lediglich das arithmetische Mittel ge-
bildet.

AN
AN
N

—

Abb. 6.8: Pathologische Falle bei der traditionellen Definition der Segmente
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a) Diskontinuierliches Normalenfeld b) Kontinuierliches Normalenfeld
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Abb. 6.9: Definition des Normal enfeldes
Die Normale an einem Slave-Knoten ist damit folgendermal3en definiert:

Yy Vi, (6.41)
Yy, = ——— .
S E7RE 7
Ausgehend von den gemittelten Normalen an den diskreten Slave-Knoten wird das kontinuier-
liche Normalenfeld mit Hilfe der typischen linearen Ansatzfunktionen NiS, analog zu den Ver-
schiebungen, interpoliert:

v = N3y, . (6.42)

Damit wird jedem Punkt auf dem diskretisierten Slave-Rand el ne eindeutige Normale zugewie-
sen, wodurch die Definition der einzel nen Segmente nun ohne pathol ogische Ausnahmefélle er-
folgen kann. Gegenuiber der in Abbildung 6.7 dargestellten, traditionellen Unterteilung des In-
tegrationsgebietes ist die Segmentierung nach der hier beschriebenen Methode in Abbildung
6.10 dargestellt. Darauswird ersichtlich, dass sowohl die Projektion eines Slave-K notensauf das
gegenuberliegende M aster-Element, als auch die Projektion eines Master-Knotens auf ein ent-
sprechendes Slave-Element, ausgehend von der kontinuierlichen Definition desNormalenfel des
auf dem Slave-Rand, erfolgt. Ein typisches Segment, dasdurch diese Art der Projektion entsteht,
ist ebenfallsin Abbildung 6.10 gezeigt.

Zur Definition eines typischen Segmentes missen aso die zuvor genannten Projektionspunkte
auf den Slave- bzw. Master-Elementen bestimmt werden. Der Projektionspunkt eines Slave-
Knotens x{! auf ein entsprechendes Master-Element mit den Knoten x{? und x? ergibt sich aus
folgender Bedingung:

[Ngﬂ(g(Z))ng) + Ng/'(g(z))x(zz) - xi(l)] x v =0. (6.43)

Sie stellt eine lineare Bedingungsgleichung fiir die gesuchte, lokale Elementkoordinate £ des
Master-Elementes dar und kann deshalb direkt und eindeutig gel st werden. Die Bestimmung
des Projektionspunktes eines Master-K notens xi(z) auf das zugehorige Slave-Element mit den
Knoten x{M und x{!ist dagegen komplizierter. Die entsprechende Bedingungsgleichung lautet:

[N%(E(l)) X(ll) n Ng(g(l))x(zl) - Xi(2)] X [Nf(é(l))vl + Ng(g(l))vz] =0. (6.44)
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Abb. 6.10: Segmentierung mit kontinuierlichem Normalenfeld — typisches Segment

Diesfuhrt schliefdlich auf eine quadrati sche Bedingungsgl eichung fir die unbekanntelokal e Ele-
mentkoordinate £ des Slave-Elementes. Zur L ésung dieser quadratischen Gleichungwird eine
lokale Newton-Iteration durchgefihrt.

Die numerische Integration tber das entsprechende Segment kann durchgefiihrt werden, wenn
die entsprechenden Proj ektionspunkte auf den Slave- und Master-Elementen mit Hilfe der Glei-
chungen (6.43) und (6.44) bestimmt sind. Um die bekannte Gaul3-Quadratur einsetzen zu kon-
nen, wird eine weitere lokale Segmentkoordinate € [ — 1, 1] eingefuihrt. Die Segmentgren-
zen sind in Abhéngigkeit der lokalen Elementkoordinaten auf dem Slave- bzw. Master-Rand
durch £, £M), &) und £{2) gegeben (Abb. 6.10). Die Abbildung von der lokalen Segmentkoor-
dinate 5 auf die entsprechenden Elementkoordinaten wird durch

ED) = 5 (1 - ED + 31+ mED (6.45)

erreicht. Mit dieser Beziehung kann der Antell desK opplungseintrags mﬁeg eineseinzelnen Seg-
mentes als auszuwertendes Integral in Abhangigkeit der lokalen Segmentkoordinate 7 ausge-
driickt werden:

1
f HP(ED ) NM(E@(p)) g by . (6.46)
-1
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Dieses Integral wird mit Hilfe der Gaul3-Integration

Ngp

m' ~ rzzlqusP(s(l)(m)) NM(E@ 7)) Jeeg (6.47)

numerisch ausgewertet. Darin ist Jsg dieinnerhal b eines Segmentes konstante Jacobi-Determi-
nante der Abbildung zwischen dem Parameterraum » und der wirklichen Geometrie, diesich zu

axPn 9xPn e

— — — 1,01z _ £
Joeg an PHONEY 2 be 2(§b Ea) (6.48)

ergibt. Hierin ist ¢ die L &nge eines Kontaktlinienelementes auf der Slave-Seite (Abb. 6.10).
Zur Ermittlung des gesamten Kopplungseintrags my; mussen die Anteile aus den einzelnen In-
tegrationen Uber die Segmente aufsummiert werden. Der gesuchte Eintrag ergibt sich damit
schliefdich zu

1]
seg

Anmerkung: Fur den dreidimensionalen Fall erfolgt die Berechnung der Kopplungseintrage
my; inahnlicher Weise. Allerdings miissen zur Definition der jeweiligen Integrati-
onssegmente raumliche Elementflachen aufeinander projiziert werden. Dabei
entstehen polygonal umrandete Segmentflachen, die zur numerischen Integration
in Dreiecke unterteilt werden. Uber die einzelnen Dreiecksflachen wird dann mit
einer Gaul3-Radau-Regel numerischintegriert. Der gesuchte Kopplungseintrag
m; berechnet sich dann wieder analog zum zweidimensionalen Fall durch Auf-
summieren der einzelnen Segmentanteile. Ein entsprechender Algorithmus zur
numerischen Integration von my; findet sichin Puso und Laursen (2004a). Darin
werden trilineare Volumenel emente benutzt.

6.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde dieréumliche Diskretisierung des K ontaktterms sowohl fiir den Son-
derfall desKontakteseinesdeformierbaren Korpersmit einem starren Hindernisal sauch fir den
allgemeinen Kontaktfall zweier deformierbarer Korper vorgestellt. Im Sinne einer sequentiellen
Raum-Zeit-Diskretisierungsstrategie wurden die raumlich approximierten Terme anschlief3end
mit denin Kapitel 4 beschriebenenimpliziten Zeitintegrationsverfahren kombiniert und entspre-
chend linearisiert. Daraus ergaben sich jewells die inkrementellen effektiven Strukturglei-
chungssysteme, die innerhalb eines Newton-lterationsschrittes gel 6st werden mussen. Die L6-
sung dieser Gleichungssysteme muss jedoch die noch zu berticksi chtigenden K ontakt-Randbe-
dingungen erfiillen. Die direkte Einarbeitung dieser Nebenbedingungen in die effektiven Struk-
turgleichungssysteme wird ausfthrlich im néchsten Kapitel erlautert.
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7 Kontakt-Randbedingungen —
Aktive-Mengen-Strategie

Im vorausgegangenen K apitel wurde sowohl fir das K ontaktproblem eines deformierbaren K or-
persmit elnem starren Hindernisalsauch fur denallgemeinen Kontaktfall zweier deformierbarer
Korper dasjeweilige inkrementell e effektive Strukturgleichungssystem hergel eitet. Dabel wur-
denjedoch dieim Kontaktfall einzuhaltenden Randbedi ngungen noch nicht beriicksichtigt. Die-
sesKapitel beschéftigt sich nun mit dem zweiten wichtigen Teil der weiterentwickelten Kontakt-
formulierung: Der Berlicksichtigung der Kontakt-Randbedingungen fir die beiden in Kapitel 6
behandelten Kontaktprobleme. Hierzu wird die Komypatibilitatsbedingung in einem schwachen
integralen Sinne formuliert und mit Hilfe einer Aktiven-Mengen-Strategie der entsprechenden
inkrementellen effektiven Strukturgleichung hinzugefiigt. Zunachst wird ausfthrlich auf den
Sonderfall des Ein-Korper-K ontaktes eingegangen, bevor anschlief3end der allgemeine Fall des
Zwei-K orper-Kontaktes behandelt wird.

7.1  Normalkontakt einesdefor mierbaren Kor persmit starrem Hinder nis

7.1.1  Schwache, inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung

In Kapitel 6.1.4 wurdefir das Kontaktproblem eines deformierbaren K érpers mit einem starren
Hindernis die inkrementelle effektive Strukturgleichung hergel eitet, wobei die einzuhaltenden
geometrischen K ontakt-Randbedingungen noch nicht berticksichtigt wurden. In Anlehnung an
die Grundidee der Mortar-M ethode werden diese K ontakt-Nebenbedingungen in einem schwa-
chen integralen Sinne entlang des gesamten K ontaktrandesformuliert. Fur den Fall einesreinen
Normalkontaktes lautet die schwache Form der Inpenetrabilitatsbedingung (vgl. Gl. (5.6) —Ne-
benbedingung)

Oy gdy =0. (7.1)

re
Fir die Interpolation der Variation des Lagrange-Multiplikators in Normalenrichtung werden
diskrete, duale Ansatzfunktionen verwendet:

Ohy = OA) = ¢P(0z,). i=1,..,nS. (7.2)

Die Geometrie und die Verschiebungen werden, dem isoparametrischen Konzept folgend, mit
dengleichen Ansétzeninterpoliert, so dassdieaktuelle Lage einesmateriellen Punktes x auf dem
Kontaktrand mit

x = x" = XM+ u" = NS(XS + df) , i=1,..,n8 (7.3)

approximiert wird. Hierin ist X> € RY der Vektor der Knotenkoordinaten und d° € R der
Vektor der diskreten Knotenverschiebungen eines Knotens i auf dem Slave-Rand, wobei
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d = {2, 3} die Dimension des entsprechenden Problems charakterisiert. Mit diesen Ansdtzen
lasst sich die schwache Form der Inpenetrabilitétsbedingung mit

g dy = — (92), J((])Dv):—(xh - 9" dy =0 (7.4)

N

@y, v
c

Ve

annahern. Darin bezeichnet Y den zu einem Punkt x" auf dem diskretisierten Slave-Rand zuge-
horigen Projektionspunkt auf dem starren Hindernis. Da (7.4) fur beliebige 6z, = 0 gelten
muss, | asst sich die skalarwertige Ungleichung als mehrdimensional e nichtlineare Bedingungin
Abhangigkeit der diskreten unbekannten Knotenverschiebungen dS schreiben:

gdS) = 0. (7.5)
Dazu wurde mit § € R" der Vektor der gewichteten Klaffung eingefiihrt, dessen Eintrage mit
= D\ [ NS(XS 4 S| _ ¢h
g:=— |(o v)i<Nj(Xj+dj)—y)dy (7.6)
-
yoh xh

definiert sind. Dienumerische Auswertung diesesIntegralswirdin Kapitel 7.1.6 ausfuhrlichdis-
kutiert. Unter Verwendung eines inkrementellen Verfahrens muss die Ungleichung (7.5) am
Ende eines Zeitintervalls

Gne1 = G(d5,4) = 0 (7.7)

erfullt sein. Dazuistim Rahmen deszugrunde gel egten iterativen L 6sungsverfahrenseineLinea-
risierung von Gleichung (7.7) notwendig, die schliefdlich auf eine inkrementelle Ungleichung
der Form

5 ((dS)k
% 4d°= - g((¢),) 9

fiihrt. Die partielle Ableitung einer gewichteten Klaffung g ((dS)¥, , | nach den diskreten Kno-
tenverschiebungen (dS

n +1)_ eines Knotens j auf dem Kontaktrand ist mit
j
ag; ((dS)K T
%) - bl (VK1) J¢PN,—de (7.9)
a<dn+1)1 V(l)h

gegeben. Hierflr sind wiederum die Ansatzfunktionen der Verschiebungen mit denjenigen der
variierten Lagrange-Multiplikatoren zu integrieren, was aufgrund der Biorthogonalitétseigen-
schaft dieser beiden diskreten Ansatzraume zu der bereits bekannten Diagonalmatrix Dgflhrt.
Dadurch ist es moglich, die mehrdimensional e Ungleichungsbedingung (7.8) in einen Satz von
unabhangigen, skalaren Ungleichungen fur die einzelnen, diskreten Knotenverschiebungen zu
reduzieren.
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Wird mit

(Aaf)i:= (v )T Ddi,i] 4d%, (keine Summe tber i) (7.10)

n+1/;
diegewichteteinkrementelle Verschiebung einesK notens i auf dem Slave-Rand in Richtung sei -
ner Normalen definiert, 1&sst sich die inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung fir jeden
einzelnen Slave-Knoten mit
(4dP). = (gk,,) (7.11)
formulieren. Werden zudem die diskreten Knotenwerte des Lagrange-Multiplikators z; € RY
in einen normalen und tangentialen Anteil

z = (zv - z) (7.12)
aufgespalten, kann das inkrementelle Problem fur den reibungsfreien K ontakt eines deformier-
baren Korpers mit einem starren Hindernis wie folgt zusammengefasst werden:

Das effektive, inkrementelle Strukturgleichungssystem (6.18) muss so gel 6st werden, dass des-
sen Losung fur alle FE-Knoten auf dem Slave-Rand die diskreten Nebenbedingungen erfllt:

(49). < (ak.,). . (z), =0, [zv(Adf’— gﬁﬂ)] -0, (7.13)

IA

(z); = 0. (7.14)

Dabei beschreiben die Einschrénkungen in (7.13) die inkrementellen diskreten Karush-Kuhn-
Tucker Bedingungen und Gleichung (7.14) stellt die Gleitbedingung fir einen reibungsfreien
Kontakt dar.

7.1.2  Schwache, inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung - Alter native Herleitung
Anschaulicher |8sst sich die integrale inkrementelle Inpenetrabilitéatsbedingung aus Unglei-
chung (7.11) herleiten, indem die zu erf il lende starke Form der Nichtdurchdringungsbedingung
ininkrementeller Weise (Abb. 7.1) formuliert wird. Darausergibt sich fir einen beliebigen Punkt
auf dem Kontaktrand folgende Anforderung:

n+1 —

Aus- vk < g(xk, ). (7.15)

Dieinkrementelle Verschiebung in Richtung der Normalen vﬁ 41 darf also maximal so groBwie

dieKlaffung g(xﬁ + 1) sein. Im Sinne eines Gal erkin-Verfahrenskann diesnunin eine schwache,
integrale Form gebracht werden, indem die Bedingung (7.15) mit einer Wichtungsfunktion mul-
tipliziert und Uber den Kontaktrand integriert wird. Nach Identifizierung der Wichtungs- oder
Testfunktion mit der Variation des Lagrange-Multiplikators 04, in Normalenrichtung folgt die
integrale Form

J(Aus- v, 1) 04y dy < Jg(xﬁﬂ) Oy dy. (7.16)

v re
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Abb. 7.1:  Inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung

Wird dieseintegrale Bedingung nun mit Hilfe der entsprechenden Ansatzfunktionen fir die Ver-
schiebungen und die Variation des Lagrange-Multiplikators diskretisiert, entsteht

(0z), f ¢P NS dy [(vﬁﬂ)uds]j < (0z) f ¢P g(dk, ) dy . (7.17)

@y,

(1)
Ve h

Ve

Mit den Definitionen fur die gewichtete inkrementelle Verschiebung eines Knotensin Richtung
seiner Normalen (Gl. (7.10)) und dem Vektor der gewichteten Klaffung g (Gl. (7.6)), resultiert
die inkrementelle Inpenetrabilitétsbedingung (7.11).

Durch die schwache Erfillung der geometrischen Randbedingung sind zusétzliche Wichtungs-
faktoren in die Formulierung hineingekommen, die eine gewisse Information Uber den Verlauf
der Klaffung entlang des Kontaktrandes beinhalten.

7.1.3 Aktive-Mengen-Strategie

Zur L6sung des hier beschriebenen reibungsfreien K ontaktproblems miissen die Ungleichheits-
nebenbedingungen aus (7.13) in Gle chheitsnebenbedingungen umgeformt werden. Daftr mis-
sen all digjenigen Knoten auf dem Kontaktrand bestimmt werden, die sich wahrend eines be-
trachteten Zeitinkrementes At mit dem starren Hindernis in Kontakt befinden. Diese Knoten
werden im Weiteren als aktive und digjenigen, die sich nicht in Kontakt befinden, als inaktive
Knoten bezeichnet. Das Teilgebiet Saller FE-Knoten auf dem Kontaktrand wird hierfir noch-
malsin zwel Unterteilgebiete aufgespalten: in die Untermenge A, in der alle aktiven Knoten zu-
sammengefasst werden und in die Untermenge |, die alle inaktiven Knoten beinhaltet. Zur Be-
stimmung der potentiellen K ontaktknoten wird el ne sogenannte Primal-Dual e Aktive-Mengen-
Strategie angewandt (Alart und Curnier (1991), Christensen et al. (1998) und Hintermller et
al. (2003)). Diese Methode wurde von Hueber und Wohlmuth (2005) fur geometrisch lineare
M ehrkdrper-K ontaktprobleme verwendet und von Brunssen et al. (2006) fur die Analyse von
materiell nichtlinearen Kontaktproblemen eines deformierbaren Korpers mit einem starren
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Werkzeug eingesetzt. In Hartmann et al. (2006) wird diese Strategie fur die Untersuchung von
dynamischen K ontaktproblemen dinnwandiger Strukturen mit einem starren Hindernisgenutzt.

Die Grundidee der hier angewendeten Aktiven-Mengen-Strategie ist in Abbildung 7.2 darge-
stellt. Ausgehend von einem bereits auskonvergierten Verformungszustand zum Zeitschritt n
werden zunéchst die FE-K noten auf dem Slave-Rand in eine Tellmenge A und | aufgeteilt. Dann
werden fr alle aktiven Knoten explizit die einzuhal tenden Verschiebungsrandbedingungen und
fur alleinaktiven dieentsprechende Spannungsrandbedingung vorgeschrieben. Daseffektivein-
krementelle Strukturgle chungssystem (6.18) wird entsprechend der vorgegebenen Randbedin-
gungen modifiziert und das daraus resultierende nichtlineare Gle chungssystem iterativ gel 0st.
Nachdem ein Gleichgewichtszustand gefunden wurde, der die vorgeschriebenen Randbedin-
gungen erfillt, wird Gberprtft, ob alle Knoten auf dem Kontaktrand der richtigen Teilmenge zu-
geordnet wurden. Ergibt sich fUr einen aktiven Knoten ein negativer Wert des diskreten Lagran-
ge-Multiplikators (z, < 0) wird dieser Knoten inaktiv gesetzt. Verletzt andererseits ein inaktiv
angenommener Knoten die Inpenetrabilitétsbedingung, wird dieser der Teilmenge der aktiven
Knoten zugeordnet. Mit der korrigierten Aufteilung der aktiven und inaktiven Knoten wird er-
neut vom bekannten Verformungszustand des Zeitschrittes n gestartet. Die Randbedingungen
werden fir die korrigierten Teilmengen A bzw. | vorgeschrieben und das entsprechende Glei-

Zeitschritt: (n) Zeitschritt: (n + 1)
auskonvergierter Zustand auskonvergierter Zustand
[~ i

o T~
Qn ‘ ‘ L/ Ve Losung mit

Newton-lteration

Initialisieren von A, und I; corra A/d| Zugkraft Durchdringung
— Einsetzen der Randbedingungen orrextur von A un 2, <0 4d, > &,

Uberprifung der Randbedingungen

[ |
‘ Qh L /\
Ldésung mit
Newton-Iteration
Q obs
— Einsetzen neuer Randbedingungen Uber priifung der Randbedingungen

e aktiveKnoten (AC S)
o inaktive Knoten (I C S)

Abb. 7.2:  Grundidee der Aktiven-Mengen-Srategie
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chungssystem geldst. Dies wird solange wiederholt, bis sich beim Uberpriifen der Randbedin-
gungen keine Veranderung der aktiven Menge mehr ergibt. Danach wird zum néchsten Zeit-
schritt Ubergegangen und der gleiche Vorgang wiederholt.

Der Algorithmusfur die Aktive-Mengen-Strategieinnerhal b eines Zeitinkrementes [ty, t,, | 4] ist
in Abbildung 7.3 zusammengefasst. Darin kennzeichnet k den Iterationszahler innerhalb einer
Newton-Iteration und | den jeweiligen Schritt der Aktiven-Mengen-Schleife.

(0) Initialisieren von A, und I, so dass gilt:
S=AUlLundA NIl = @undSetzenvon!| = 1,

(1) Losung des effektiven Srukturgleichungssystems (6.18) fur die inkrementellen
Knotenver schiebungen unter Ber ticksichtigung folgender Randbedingungen:

I
(4d,). = (gk. ). foralle i€ A,
(zv): =0 furalle iel,
() = 0 firalle €S,

(2) SetzenvonA,,undl,, zu:
i (5 T ek
A :=1iES:(3) + (Adv—gnﬂ)i >0¢,
: | < l
| qi= {. €S:(z)+(4d,-gk,,) = o} .

(3) WennA,; = A (undl,, = I}, mit nchstem Zeitschritt fortfahren,
ansonsten Setzenvon | ;= | + 1 und Neubeginn bei (1).

Abb. 7.3:  Algorithmus der Aktiven-Mengen-Strategie flr den Ein-Korper-Kontakt

Der hier verwendete Algorithmuswird auch alsexakte Aktive-Mengen-Strategie bezei chnet, da
innerhalb jeder Schleifeder aktiven Menge das darausresultierende nichtlineare Gleichungssys-
tem exakt gel6st wird. In Hieber und Wohimuth (2005) sowie Brunssen et al. (2006) wurde ge-
zeigt, dass e ne sogenannte inexakte A ktive-Mengen-Strategi e den L 6sungsprozess deutlich be-
schleunigen kann, ohne dabel die Qualitdt der Losung zu beeinflussen. Bei einer inexakten
Version der Aktiven-Mengen-Strategie wird die L6sung des resultierenden Gleichungssystems
zunachst nicht vollstandig ausiteriert, dafir die Entscheidung, ob ein Knoten aktiv oder inaktiv
Zu setzen ist, bereits eine grobe Naherung der L 6sung genugt. Sind die korrekten Teilmengen
Aund | bekannt, wird das abschlief3ende Gleichungssystem vollstandig ausiteriert und exakt ge-
|6st. Dieinexakte Strategie kann zudem mit einem iterativen L 6ser kombiniert werden. Detail-
lierte Ausfihrungen Uber M dglichkeiten zur weiteren Optimierung der Aktiven-Mengen-Strate-
gie finden sich in den Arbeiten von Hieber und Wohlmuth (2005) sowie in Brunssen et al.
(2006).
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7.1.4 Maodifikation der effektiven, inkrementellen Strukturgleichung

Sind die Teilmengen A und | bekannt, missen die entsprechenden Randbedingungenin diein-
krementelle effektive Strukturgle chung (6.18) eingebracht werden. Dazu wird die Diagonal ma-
trix Dgin

D' 0

Ps=1 5 pa

(7.18)

aufgespalten. DieNormalenvektoren der aktiven Knotenwerdeninder Matrix N, € R AAI
zusammengefasst, wobei |A| die Anzahl aller aktiver Knoten kennzeichnet. Fur einedreidimen-
sionale Problemstellung ist sie mit

. 0 0 0
Na=| 0 0 0 wp wpY wpf 0 0 0| IE€A
0O 0 O 0 0 o -7 (7.19)

definiert. Darinist w;; die Abklrzung derjenigen Eintrége von Ddi, i], die nicht Null sind und
die Eigenschaft von Wichtungsfaktoren haben. Zusétzlich werden die normierten Tangenten-
vektoren eines Knotens

Ly und 7=t X mit v =t [=]t"]= 1 (7.20)

in den Matrizen T{™ € R Al zusammengefasst. Fur dreidimensionale Félle sind diese
folgendermal3en definiert:

. ; . 0 0 0 0 0 0
= o o o " @™o o o| m=tnica.

o 0 0O O 0 0 - T -, (7.21)

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen nun die diskreten Randbedingungen (7.13) und (7.14) in
dasinkrementelle effektive Strukturgleichungssystem (6.18) eingebracht werden. Daraus resul -
tiert

[ (et eff eff 1 [ et ]
(KT )NN (KT )N|I (KT )NAI 0 0 AdN fN
eff eff eff | eff
(KT )||N (KT )Illl (KT )I|A, b 0 Adh f"
eff eff eff A eff
(KT )A|N (KT )A||| <KT )A|A| 0 D™ AdAl = fAI ' (722)
o0 0 g o a0
0 0 NAI O O ZAl gAI
_ 0 0 0 0 Th, |’ | 0 |
Hierinist I(dlhl) die Einheitsmatrix mit der Dimension (d|l,|),wobei |I,|die Anzahl aller inaktiver

Knoten darstellt. Die Gesamtmatrix T 5 aller normierter Tangentenvektoren der aktiven Knoten
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nimmt fir den dreidimensionalen Fall die Form T, = [ Til, TA] T an. Im Vektor 0p, Sind die
gewichteten Klaffungen (gﬁ . 1)i der aktiven K noten zusammengefasst. Der Vektor Z'/A repré-
sentiert die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren auf dem Kontaktrand zum
Zeitpunkt t, 1, .

Bevor dieses inkrementelle Gleichungssystem weiter modifiziert wird, sollen zun&chst die Be-
deutungen der einzelnen Gleichungen diskutiert werden: Die ersten drei Zeilen von Gleichung
(7.22) entsprechen genau den ersten beiden Zeilen von Gleichung (6.18), mit dem Unterschied,
dass nun die Teilmenge Saller Knoten auf dem Slave-Rand nochmals in die Untermenge aller
aktiver und inaktiver Knoten unterteilt wurde. Mit der vierten Zeile von Gleichung (7.22) wird
explizit gefordert, dass alle diskreten Knotenwerte der L agrange-M ultiplikatoren verschwinden
mussen, fallsder zugehdrige Knoten inaktiv und somit nicht in Kontakt mit dem starren Hinder-
nisist. Die Einhaltung der geometrischen I npenetrabilitatsbedingung wird mit der finften Zeile
gefordert. Hier wird erzwungen, dass die gewichtete inkrementelle Verschiebung eines aktiven
Knotensin Normal enrichtung genau so grof3ist wie die zugehdrige gewichtete Klaffung. Damit
wird gewahrleistet, dass jeder aktive Knoten im ausiterierten Zustand die Liicke zum starren
Hindernisgeschlossen hat und imintegralen Sinne exakt in Kontakt mit diesemist. Wahrend der
Gleichgewichtsiteration strebt die gewichtete Klaffung gegen Null (gAl — 0). Die Einhaltung
der Gleitbedingung fir reibungsfreien Kontakt wird mit der letzten Zeile in Gleichung (7.22)
erfallt, indem explizit gefordert wird, dass der tangentiale Anteil desdiskreten Lagrange-Multi-
plikators Z = T, 2 aller aktiver Knoten verschwindet.

Vor der L6sung des Gleichungssystems (7.22) wird dieses vereinfacht und reduziert. Aufgrund
der Verwendung diskreter dualer Ansatzfunktionen fur die Interpolation der Lagrange-Multipli-
katoren ist esmaoglich, deren diskrete Knotenwerte unter Verwendung desinkrementellen effek-
tiven Strukturgleichungssystems (6.18) zu eliminieren:

z=Dg?! [fgf - (K;'_ff)SN AdN — (Kff)SSAdS] . (7.23)

Da die inkrementellen Verschiebungen Ad im Laufe der Gleichgewichtsiteration sukzessive
kleiner werden und schlief3lich gegen Null streben (Ad — 0), kénnen die diskreten Werte der
Lagrange-Multiplikatoren auch durch

z~Dg? fgf (7.24)

approximiert werden. Hierin wird wiederum deutlich, dass die Kontaktkréfte fg = Dgzim
Gleichgewichtszustand genau den inneren Knotenkraften auf dem Kontaktrand entsprechen.
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Eine statische Kondensation (Anhang B.2) von Gleichung (7.22) liefert schliefdich das redu-
Zierte System

(K'(Ia'ﬁ)NN (K'?'ﬁ)NII <K$—ﬁ)NA| | | faﬁ
N
(ke )IlN (Kf)ml (K?ﬁ)I.A. jj.l _ i , (7.25)
0 0 NA| AdAl gAI
TA|<K$H)A|N TAI(K$;“)A|I| al $°‘)AIAI Ta f3

Kef'f,mod feff,mod
T

dasinnerhalb der Gleichgewichtsiteration fUr jeden Iterationsschritt k gel 6st werden muss. Die
Grofe dieses Gleichungssystems wird durch die FE-Diskretisierung bestimmt und bleibt wah-
rend der gesamten Berechnung konstant. Als unbekannte Grof3en treten lediglich dieinkremen-
tellen Knotenverschiebungen auf. Die eingefiihrten diskreten K notenwerte der Lagrange-Multi-
plikatoren werden in einem Nachlaufprozess variationell konsistent aus den Knotenverschie-
bungen bzw. den korrespondierenden inneren K notenkréften bestimmt. Das direkte Einbringen
der zu erfillenden Kontakt-Randbedingungen hat zur Folge, dass schliefdich ein unsymmetri-
sches Gleichungssystem entsteht.® Dieser Nachteil wird jedoch nach Ansicht des Autors auf-
grund verschiedener entscheidender Vorteile kompensiert.

Die vorgestellte Formulierung garantiert die exakte Erflllung der geometrischen Randbedin-
gungen in einem schwachen integralen Sinne. Im Gegensatz zur klassischen Lagrange-Multipli-
kator-M ethode wird diesjedoch nicht durch zusétzliche global e Unbekannte erreicht. Aufgrund
der dualen Ansatzfunktionen fur die Diskretisierung der Lagrange-Multiplikatoren lassen sich
dieselokal eliminierenundtreten somit nicht alsprimére Variablen auf. Zusétzlichist darauf hin-
zuweisen, dass die hier vorgestellte Formulierung keinerlei benutzerdefinierte Parameter, wie
bei spiel sweise einen Penalty-Parameter, bendtigt.

7.15 Gesamter Losungsalgorithmus

Der gesamte L 6sungsalgorithmus zur numerischen Analyse von reibungsfreien, dynamischen
K ontaktproblemen eines deformierbaren Korpersmit einem starren Hindernisunter Berticksich-
tigung grofier Verformungen soll im Folgenden noch einmal kurz zusammengefasst werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird fUr die Berlicksichtigung der K ontakt-Randbedingungen auf die
Grundidee der Mortar-Methode zurtickgegriffen, indem die Kontinuitétsbedingungen entlang
desKontaktrandesin einemintegralen Sinneformuliert werden. Dabei weist diehier verwendete
Formulierung eine sehr enge Verwandtschaft zur klassischen Lagrange-Multiplikator-Methode

6. Mittels einer geeigneten Basistransformation lief3e sich das resultierende Gleichungssystem nach-
tréglich symmetrisieren.
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Initialisierung: Setzen von n = 0 und der Anfangsbedingungen dj; dO = do

Schieife Uber alle ny Zeitschritte (ny = T/At) :

Initialisieren von A, und |, so dass gilt: S=AjUl; und A|nl,=0 und Setzenvon|=1

Schleife Uber die Aktive-Menge

Pradiktorschritt (k=0):
K" und fef Gl. (4.11) bzw. Gl. (4.30) und Gl. (4.12) bzw. Gl. (4.31)
Modifizieren der effektiven Strukturgleichung
Keftmod yng feffmed Gl. (7.25)
-1
Adg _ (K_Ie_ff,rmd) feff.mod
do,, = dy +Ad
Newton-Raphson-Korrektoriteration:
K$ff und fef Gl. (4.11) bzw. Gl. (4.30) und Gl. (4.12) bzw. Gl. (4.31)
Modifizieren der effektiven Strukturgleichung
eff,mod eff,mod
KS$hmod und fehme Gl. (7.25)
-1
Adlr(mii _ (K%e_ff,mod) feffmod
k+1 _ k k+1 k . Summe der Verschiebungsinkremente
AdYT = Ady + Adyiy A4 fnnerhalb eines Zeitschrittes
L ditl = dy + AdkH?
Setzenvon: k = k+ 1 biszur Konvergenz
Aktualisierung der Aktiven-Menge
z = Dg* fd Gl. (7.24)
. | - I
AL = [I €S:(z) + (Adv—gﬁﬂ)i > O]
. | -~ I
L I q 1= [| ES:(z)+ (Adv—gﬁﬂ)i < 0]
Setzenvon: | = 1 + 1 bis A, = A (undlj,, = 1))
Aktualisierung der BewegungsgroRen mit d,,, ; = dﬁﬁ
Gl. (4.2

L dn+1 und dn+l
Setzenvon:n=n+1 bisn+1=n;

Abb. 7.4:  Gesamter Losungsalgorithmus fur ein dynamisches Kontaktproblem el
deformierbaren Korpers mit einem starren Hindernis

nes
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auf. Die Besonderheit der dargestellten Formulierung besteht in der Wahl der diskreten Ansatz-
funktionen fur die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren. Mit Hilfe sogenannter dualer
Formfunktionen, die zusammen mit den Interpolationsfunktionen fur die Verschiebungen auf
dem Kontaktrand die Biorthogonalitétsbedingung (5.17) erfullen, ist es moglich, die mehrdi-
mensional e Ungl el chheitsnebenbedingung in einen Satz von skalaren Ungleichungen fir jeden
einzelnen FE-K noten auf dem Kontaktrand zu reduzieren. Dieser Satz von skalaren Ungleichun-
genwird unter Verwendung einer Aktiven-Mengen- Strategiein skalare Gleichheitsnebenbedin-
gungen umgewandelt, die dann explizit als vorgegebene Randbedingungen dem effektiven
Strukturgleichungssystem hinzugefiigt werden. Diediskreten Knotenwerteder Lagrange-Multi-
plikatoren stehen mit den inneren K notenkraften am K ontaktrand im Glei chgewicht und kénnen
aus dem Gleichungssystem eliminiert werden. Durch eine statische Kondensation entsteht
schliefdlich ein zu |6sendes inkrementelles unsymmetrisches Glei chungssystem, dessen Grof3e
wahrend der gesamten Rechnung konstant bleibt. In Abbildung 7.4 ist der gesamte L dsungsalgo-
rithmus der hier vorgestellten Kontaktformulierung nochmals zusammengefasst.

7.1.6  NumerischeIntegration der gewichteten Klaffung

Die Berechnung der gewichteten Klaffung mussin jedem Iterationsschritt durchgeftihrt werden.
Hierfir mussdie Ansatzfunktion ¢iD einesKnotens i mit einer geeigneten Naherung der tatsach-
lichen Klaffungsfunktion tber den Kontaktrand numerisch integriert werden. Fur einen zweidi-
mensionalen Fall ist diesunter Verwendung bilinearer Ansatzfunktionen fur die FE-Diskretisie-
rung in Abbildung 7.5 dargestellt.

(1), approximierter
obs Ye™ Kontaktrand

tatsachlicher

approximierte  Diskretisierungsfehler \/ Kontaktrand

Klaffung

Parameterraum

¢Ee = l(l — 3Ere)
: = ~J

D_1 - b PR
i, 2( +3§|') &i€l—-1.1] Sre€[—1,1]

Abb. 7.5:  Numerische Integration der gewichteten Klaffung
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In der Abbildungist erkennbar, dass die wahre Geometrie des K ontaktrandes durch die Diskreti-
sierung mit Finiten Elementen in der Regel nur angenéhert werden kann. Dadurch entstehen be-
reits geometrische Diskretisierungsfehler (schraffierter Bereich), die mit zunehmender Feinheit
des FE-Netzes jedoch abnehmen. Fir die numerische Integration wird die approximierte Klaf-
fung herangezogen, die sich aus dem Abstand zwischen dem approximierten Kontaktrand y(cl)h
und dem Rand des starren Hindernisses I, ergibt. Um die approximierte Klaffung entlang des
Kontaktrandes zu integrieren, ist es zweckmdlig, ein lokales Koordinatensystem
i Ere € [ — 1, 1] einzufiihren und die numerische I ntegration dann mit Hilfe einer Gaul3-Inte-

gration im Parameterraum durchzufthren.

Dafur die Anwendung der Gaul3-Integration lediglich einzelne Funktionswerte der zu integrie-
renden Funktionen bendtigt werden, wird die Klaffungsfunktion nicht kontinuierlich approxi-
miert. Der Abstand zwischen dem approximierten Kontaktrand und dem starren Hinderniswird
jeweilsan den I ntegrationspunkten (Gaul3-Punkten) ausgewertet. Dabei hangt die Anzahl der be-
notigten Gaul3-Punkte von der Form der zu integrierenden Funktionen ab. st das starre Hinder-
nis beli spielsweise eine Gerade, ergibt sich fur die approximierte Klaffung bei linearen Verschie-
bungsansétzen einelineare Funktion, diemit den ebenfallslinearen Ansédtzen der Lagrange-Mul-
tiplikatoren integriert werden muss. Fur die exakte Auswertung dieser Integration wirden be-
reits zwel Gaul3-Punkte je Elementkante gentigen. Kompliziertere Geometrien des starren Hin-
dernisses erfordern entsprechend eine erhdhte Anzahl an Integrationspunkten. Die Integration
der gewichteten Klaffung fur den Sonderfall eines kreisférmigen, starren Hindernisses wird in
Cichosz (2006) beschrieben. Ausfihrliche Darstellungen Uber die Gauf3-Integration sowie die
Angabe der Lage der Stltzstellen und der notwendigen Gewichtungsfaktoren, finden sich unter
anderm in Bathe (2002) oder Zienkiewicz et al. (2005).

Fir dreidimensionale Probleme erfolgt die numerische Integration fir die Bestimmung der ge-
wichteten Klaffungim Prinzip analog. Esist lediglich darauf zu achten, die diskreten dualen An-
satzfunktionen im Parameterraum derart zu konstruieren, dass sie die Biorthogonalitétsbedin-
gung mit den diskreten Ansatzen fir die Knotenverschiebungen im wirklichen Raum erfillen
(Kap. 6.3.3).
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7.2  Normalkontakt zweier deformierbarer Kor per

7.2.1  Schwache, inkrementelle Nichtdurchdringungsbedingung

Nachdemin Kapitel 6.2.4 dieinkrementelle effektive Strukturgleichung fir das K ontaktproblem
zweier deformierbarer Korper hergel eitet wurde, wird nachfolgend dargestellt, wie die zu erfUil-
lenden K ontakt-Randbedingungen in die Formulierung eingebracht werden. Ausgangspunkt ist
wiederum die schwache Form der Inpenetrabilitatsbedingung fir reibungsfreien Kontakt (Gl.

(7.2))

ol, gdy =0. (7.26)

yd

Diediskretisierte, schwache Form ergibt sich mit den bekannten Ansétzen fiir die Verschiebun-
gen auf den beiden Kontaktrandern und der Variation des L agrange-Multiplikatorsin Normalen-
richtung zu

sihghdy = —(02,) f(quv)iTNdey (x$+ ) - [(¢Dv)iTNydy(xy )| =o0.

Dp

1
Ve On

1
Ve On

Ve
(7.27)

Diese mussfiir beliebige 0z, = 0 gelten. Mit § € R"™ wird wieder ein Vektor der gewichteten
Knotenklaffungen eingefihrt, dessen Eintrége mit

6= - J (#Pv); NSy (XS + o) - J (6P) NMay (XM + o) (7.28)

i

(1),
Ve h

Ve

definiert sind. Die numerische Auswertung dieses Terms wird in Kapitel 7.2.6 diskutiert. Im
Rahmen eines inkrementell iterativen Verfahrens muss am Ende eine Zeitschrittes die Bedin-

gung
Gne1 = Gld5, 1 0 y) 2 0 (7.29)

erfullt sein, so dass eine Linearisierung von (7.29) notwendig ist. Diesfuhrt schlief3lich auf die
inkrementelle Bedingung

99((d. p (A, ) 9((d. p (A, ) i
i AdS + 3 AdM = — gk, . (7.30)

Hierflr missen diebeiden partiellen Ableitungen nach den unbekannten K notenverschiebungen
auf dem Slave- bzw. Master-Rand gebildet werden. Diese berechnen sich mit
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ol gk
(gg+1)i _ _ (vﬁ+1);r [(plo stdy (7.31)
a(dn"'l)J yf:l)h
— DS
und
ol gk
(g:ﬂ+1)i - + (vﬁJrl)iT I¢P N]M dy . (7.32)
a(dn+l)k y(l)h
— MM

Die Auswertung der Integralterme fuhrt auf die bekannten Kopplungsmatrizen Dgund M,.
Wird die Matrix der gewichteten Normalen N € R"* 4N mit

0 0 0
N = 0 0 0 WiiViX WiiViy WiiViZ 0 0 0 ' I €S
0 0 o "7 (7.33)

definiert, folgt die inkrementelle Inpenetrabilitéatsbedingung in kompakter Vektor-Matrix-
Schreibweise:

N|4dS - Dg*My 4d¥| < gk, . (7.34)

Darinbeschreibt der Ausdruck in Klammerndieinkrementelle, rel ative Verschiebung der beiden
Kontaktrander zueinander. Diese Rel ativverschiebung wird nachfol gend inkrementeller Sorung
genannt und durch

[Ad] = AdS — DS My, AdM = AdS — M AdM (7.35)

gekennzeichnet. Hierfur wurde mit M = Ds 1M, eine weitere haufig gebrauchte Abkiirzung
definiert. Aufgrund der Diagonalstruktur der Matrix N kann die mehrdimensionale inkremen-
telle Inpenetrabilitatsbedingung (7.34) wiederum in einen Satz von skalaren Ungleichheitsbe-
dingungen fur den inkrementellen Sprung eines Knotens auf dem Slave-Rand entkoppelt wer-
den. Dazu wird mit

[4d,]; = (v )T DJi,i] [4d]; , (keine Summe tiber i) (7.36)

n+1/;

die gewichteteinkrementelle Relativverschiebung einesKnotens i auf dem Slave-Rand in Rich-
tung seiner Normalen definiert. Zusammen mit der Aufspaltung der diskreten Werte der Lagran-
ge-Multiplikatorenin einen normalen und einentangentialen Anteil (Gl. (7.12)) ergebensich die
Kontakt-Randbedingungen fir jeden einzelnen Slave-Knoten:
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[4d,]; < (oK, ). . (z), =0, [ZV([Adv] - gﬁﬂ)] =0, (7.37)

(z), = 0. (7.38)

Die Anforderungenin (7.37) stellen wiederum die inkrementellen diskreten Karush-Kuhn-Tuk-
ker Bedingungen und Gleichung (7.38) die Gleitbedingung fur reibungsfreien Kontakt dar. For-
mal dhneln diese diskreten Bedingungen sehr stark denen des Ein-K 6rper-Kontakt-Falls (Gl.
(7.13) und (7.14)). Der einzige Unterschied besteht darin, dass die geometrische Inpenetrabili-
tatsbedingung nicht direkt fur die inkrementellen Verschiebungen eines Slave-K notens ausge-
drickt werden konnen, sondern nun fir den inkrementellen Sprung formuliert werden miissen.

7.2.2 LokaleBasistransfor mation

Dadie einzuhaltenden K ontakt-Randbedingungen in Abhéngigkeit desinkrementellen Sprungs
[Ad] formuliert sind, ist es sinnvoll, das inkrementelle effektive Strukturgleichungssystem
(6.30) so umzuformen, dassder inkrementelle Sprung als priméare Unbekannte vorkommt. Dazu
wird eine lokale Basistransformation durchgefthrt (Wohlmuth und Krause (2003)), die auf ein
algebraisches Gleichungssystem fihrt, das die gleiche Struktur hat, wie das fir den Fall eines
Ein-K 6rper-Kontaktes. Wird mit R?.“ dietransformierte effektive tangential e Steifigkeitsmatrix
von K$.ff eingefuhrt, ergibt sich die modifizierte Form des Gleichungssystems (6.30) zu

N N N AdN
Knn Knm Kns 0 M fefo
N N N Ad _ df N T df 7 39
Key Kau Ks  Ds |z, 1 feft
— — L J B C——
C ff £ eff
KT f

wobel die transformierte, effektive, tangentiale Steifigkeitsmatrix I%_}eﬁ durch

(K-erﬁ)NN 3 (Kgf)NM + (K?)NSI\I/\I 3 (K-?—ﬁ)NS
K = | (Ke), + MT(KE G, o (KE),,, + (K, M+ MT(KE) o+ MT(KE) M K)o+ M (K
(s (7)o + (<T) M ks

(7.40)

gegeben ist. Im Anhang B.3 findet sich eine anschauliche Darstellung der notwendigen Umfor-
munNgsprozesse.

Werden im Gleichungssystem (7.39) die Teilbereiche N und M zusammengefasst, zeigt sich,
dass dieses modifizierte Gleichungssystem genau die gleiche algebraische Struktur aufweist,
wie das des Ein-K érper-Kontakt-Problems (Gl. (6.18)).
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7.23  Aktive-Mengen-Strategie

Da die agebraische Struktur des zu |6senden Gleichungssystems formal derjenigen des Ein-
K orper-Kontakt-Problems entspricht, wird zur Berlicksichtigung der Randbedingungen wie-
derum eine Aktive-Mengen-Strategie angewendet. Dazu werden die Slave-Knoten wieder in
eine Teilmenge A aller aktiven und eine Teilmenge | aler inaktiven Knoten aufgeteilt. Der ein-
zige Unterschied im Vergleich zum Kontaktproblem eines deformierbaren Korpersist, dassdie
Verschiebungsrandbedingung nun fir deninkrementellen Sprung formuliert wird. Ebensoistim
Kontaktfall zweier deformierbarer Korper die Bedingung, ob ein Knoten aktiv oder inaktiv ge-
setzt werden muss, direkt abhangig von der inkrementellen relativen Verschiebung zwischen el -
nem Slave-Knoten und dem entsprechenden Master-Rand. Der vollstandige Algorithmus der
Aktiven-Mengen-Strategie fur den Fall eines Zwei-K orper-Kontaktesist in Abbildung 7.6 dar-
gestellt.

(0) Initialisieren von A, und |, so dass gilt:
S=AUlundA NIl = @undSetzenvon!| = 1,

(1) Losung destransformierten effektiven Strukturgleichungssystems (7.39) fir die
inkrementellen Knotenver schiebungen bzw. den inkrementellen Sorung unter
Ber ticksi chtigung folgender Randbedingungen:

- |

[4d,]} = (gk.,). foralle i€ A,
() =0 firalle €1,
(z) =0 firalle €S,

(2) SetzenvonA;,,undl,,  zu:
ALqi= {i €ES: (zv): + ([Adv]—gﬁﬂ): > o} :
lpi= {i €S:(z)+ ([Ad‘v]—gﬁﬂ): < o} .

(3) WennA ;= A (undl,, = I}, mit nachstem Zeitschritt fortfahren,
ansonsten Setzenvon | : = | + 1 und Neubeginn bei (1).

Abb. 7.6:  Algorithmus der Aktiven-Mengen-Strategie fur den Zwei-Kor per-Kontakt

7.24 Maodifikation der effektiven, inkrementellen Strukturgleichung

DieEinarbeitung der K ontakt-Randbedingungen und die anschlief3ende M odifikation der effek-
tiven, inkrementellen Strukturglel chung erfol gen ebenfall sanalog dem Vorgehen, dasbereitsfir
den Sonderfall des Ein-K 6rper-Kontaktes vorgestellt wurde. Deshalb werden die hierfir not-
wendigen Definitionen einzelner Matrizen nicht noch einmal wiederholt, sondern lediglich die
davon abweichenden Gleichungen angegeben.
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Mit der Aufteilung der Diagonalmatrix in einen aktiven und einen inaktiven Anteil (Gl. (7.18)),
der Definition der Matrix N A aller gewichteter Normalenvektoren (Gl. (7.19)) und der Matrix
T 5, aler Tangentenvektoren der aktiven Slave-Knoten konnen die diskreten Randbedingungen
fur den Kontaktfall zweier deformierbarer Korper ((7.37) und (7.38)) in das modifizierteinkre-
mentelle effektive Strukturgleichungssystem (Gl. (7.39)) eingearbeitet werden. Daraus ergibt
sich

Kan K KNlI KNAI 0 0 | ; fﬁlﬁ
N N N N AdN df N T eff
. . . . | AdM eﬁ
K||N KlIM K|||| KI|A| b 0 [Adll] fI|
Kan Kaw  Ka, Kan 0 DA w0 0
AN AM Al AA [AdA] A
0 0 0 0 gy, O o 0
0 0 0 Np, 0 0 A O
0 0 0 0 0 Ta | ' 0

wobel die transformierten Eintrége der effektiven tangentiellen Steifigkeiten K mit Gleichung
(7.40) gegeben sind. Die Definitionen aler weiterer Matrizen sind in Kapitel 7.1.4 angegeben.

Dieeinzelnen Teilgleichungenin (7.41) unterscheiden sichinihrer Bedeutung ebenfallsnur sehr
geringflgig gegentiber dem Ein-K orper-K ontakt-Problem (Gl. (7.22)). Der Unterschied besteht
lediglich darin, dasszusétzlich der Teilbereich M aller Knoten auf dem Master-Rand berticksich-
tigt werden muss. Aul3erdem wird das System aufgrund der durchgef iihrten Basi stransformation
nun fur den inkrementellen Sprung [Ad] der Verschiebungen geldst. Mit der flnften Zeilewird
somit explizit die Einhaltung der geometrischen Inpenetrabilitétsbedingung gefordert. Die ge-
wichtete inkrementelle Relativverschiebung eines aktiven Slave-Knotens in Richtung seiner
Normalen muss genau so grof3 sein, dass die gewichtete Klaffung am Ende des Zeitschrittes ver-
schwindet und die L ticke zwischen den beiden Kdrpern im integralen Sinne geschlossen wird.
Somit strebt die gewichtete Klaffung wahrend der Gleichgewichtsiteration ebenfallswieder ge-
gen Null ((jjAI — 0). Die Einhaltung der Gleitbedingung, sowie der Bedingung, dass die diskre-
ten Werte der Lagrange-Multiplikatoren einesinaktiven Slave-Knotens Null sein miissen, wird
genau analog zum Ein-Korper-Kontakt-Fall eingebracht.

Aufgrund der Verwendung diskreter dualer Ansatzfunktionen fir die Interpolation der La
grange-Multiplikatoren ist esanalog zu (7.23) moglich, deren diskreten Knotenwerte unter Ver-
wendung des inkrementellen effektiven Strukturgleichungssystems (Gl. (6.30)) zu eliminieren:

z=Dgl [fgf - (Kf)SN AdN — (Kﬁ_ff)SM AdM — (K_erff)SSAdS] . (7.42)
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Daim Laufe der Gleichgewichtsiteration die inkrementellen Verschiebungen Ad sukzessive
kleiner werden und schlief3lich gegen Null streben (Ad — 0), kdnnen die diskreten Werte der
Lagrange-Multiplikatoren wiederum durch

~ -1 feff
z= Dg fS (7.43)
approximiert werden.

Mit einer statischen Kondensation von Gleichung (7.41) entsteht schliefdlich dasreduzierte Sys-
tem

5 5 A P ] [ eff
Knn Knm Kni, KNAI ) ; fN
> > 5 , AdN off o \nTeff
Kvn Kvm K, Kwvia fg + M fg
N N N N AdM _ df
K||N K||M Kllll K||A| [Adll] - f|| ’ (744)
0 0 0 Ny [AdM] Oa,
N N N N - - eff
I TA| KA|N TA| KA|M TA| KA|I| TA| KA,AI ] I TA|fA|
— ——— ~
K effmod feff,mod
-

dasinnerhalb der Gleichgewichtsiteration fir jeden Iterationsschritt k gel 6st werden muss. Die
hierfir notwendigen Umformungen entsprechen formal denjenigen des Ein-K érper-K ontaktes
(Anhang B.2) und werden deshalb nicht noch einmal wiederholt.

Esist erneut darauf hinzuwei sen, dass sich die Grof3e des Glel chungssystems (7.44) wahrend der
Berechnung nicht verandert. Dieeinzigen Unbekannten sind wiederum die Verschiebungen bzw.
die Relativverschiebungen, welche durch die FE-Diskretisierung bestimmt werden. In einem
Nachlaufprozess konnen die diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren variationell
konsistent aus den Knotenverschiebungen berechnet werden. Im Gegensatz zum Kontaktpro-
blem eines deformierbaren Korpers mit einem starren Hindernis entsteht durch die Matrix M,
ein zusétzlicher Kopplungsterm. Dieser bewirkt, dass Steifigkeitsbeziehungen zwischen Frei-
heitsgraden auf dem Slave- und auf dem Master-Rand entstehen, was Einflussauf die Maske des
L 6sers hat. In der Regel werden einem L dsungsalgorithmus lediglich die Eintrége der System-
matrix Ubergeben, die nicht Null sind. Dafur wird zu Beginn der Rechnung die Konnektivitét
zwischen den einzelnen Freiheitsgraden bestimmt und hierfir die entsprechende Maske des ge-
wahlten Speicherformateserstellt. Dadie Freiheitsgrade auf dem Slave- bzw. M aster-Rand zwei
unterschiedlichen K 6rpern angehoren, besteht zunéchst keine Verbindung zwischen diesen Un-
bekannten. Hingegen bewirken diewahrend des K ontaktes entstehenden K ontaktkréafte der kon-
taktierenden Korper eine Kopplung der entsprechenden Freiheitsgrade. Es entstehen Eintrége
an bestimmten Stellen der Systemmatrix, fur die zunéchst keine Eintrdge vorgesehen waren, so
dass die Maske fur das gewahlte Speicherformat wahrend der Berechnung verandert werden
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muss. Diesist ein erheblicher Eingriff, was den L 6sungsprozess deutlich verlangsamt. Das Ent-
stehen zusétzlicher Eintragein der Systemmatrix stellt keine Besonderheit der hier vorgestellten
Kontaktformulierung dar, sondern tritt generell bei der Analyse von Kontaktproblemen zweier
deformierbarer Korper mittels der FEM auf.

Ebenso wie die vorgestellte Formulierung fur den Fall eines Ein-Korper-Kontaktes garantiert
der Ansatz fir den Kontaktfall zweier deformierbarer Korper die exakte Erfiillung der geometri-
schen Randbedingungen in einem schwachen integralen Sinne. Durch die Verwendung diskreter
duaer Ansatzfunktionen zur Approximation der Lagrange-Multiplikatoren in Verbindung mit
einer Aktiven-Mengen-Strategie wird dies bemerkenswerterwei se ohne zusétzliche globale Un-
bekannte und ohne Einfihrung eines benutzerdefinierten Parameters (z.B. Penalty-Parameter)
erreicht.

7.25 Gesamter Losungsalgorithmus

Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Formulierung zur numerischen Kontaktanalyse
zweier deformierbarer K orper lasst sich wie folgt zusammenfassen: Aufbauend auf der Grund-
idee der Mortar-Methode werden die Randbedingungen entlang des Kontaktrandes in einem
schwachenintegralen Sinneerflllt. Dazu werden auf der Slave-Seite sogenannte L agrange-Mul -
tiplikatoren eingefuhrt, die physikalisch den K ontaktspannungen innerhalb der K ontaktfuge ent-
sprechen. Fir die Diskretisierung dieser Lagrange-Multiplikatoren werden duale Ansatzfunk-
tionen verwendet, die die Biorthogonalitatsbedingung (Gl. (5.17)) mit den Interpolationsfunk-
tionen fur die Verschiebungen auf dem Slave-Rand erfillen. Dadurch wird esmaglich, diemehr-
dimensionale geometrische Ungleichheitsnebenbedingung in einen Satz von skalaren Unglei-
chungen fir jeden einzelnen FE-K noten auf dem Slave-Rand zu reduzieren. Jede dieser skalaren
Ungleichungen stellt eine Bedingung fir die inkrementelle relative Verschiebung zwischen ei-
nem Slave-Knoten und dem gegeniberliegenden Master-Rand in Richtung der Normalen des
Slave-Knotens dar. Um die geometrischen Randbedingungen in analoger Weise einbringen zu
konnen, wiebei der bereitsvorgestellten Formulierung fir den Fall einesEin-K 6rper-K ontaktes,
wird das urspriingliche inkrementelle effektive Strukturgleichungssystem mittels einer Basis-
transformation so modifiziert, dassder inkrementelle Sprung direkt al sprimare Unbekannte auf -
tritt. Unter Verwendung einer Aktiven-M engen-Strategielassen sich die geometrischen Randbe-
dingungen ohne weitere Modifikationen unverztglich in das transformierte effektive Struktur-
gleichungssystem el narbeiten. Mittelseiner statischen K ondensation kénnen die diskreten Kno-
tenwerte der Lagrange-Muultiplikatoren aus dem Gleichungssystem eliminiert werden, so dass
schliefdlich ein unsymmetrischesinkrementelles Glei chungssystem entsteht, dessen Grof3e wah-
rend des gesamten L dsungsprozesses konstant bleibt. Nachdem fir die unbekannten inkremen-
tellen Verschiebungen bzw. den inkrementellen Springen iterativ gel 6st wurde, kbnnen diedis-
kreten Knotenwerteder L agrange-Multiplikatorenin einer Nachl aufrechnung bestimmt werden.
In Abbildung 7.7 ist der gesamte L 6sungsalgorithmus der hier vorgestellten Kontaktformulie-
rung nochmal s zusammengefasst.
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Initialisierung: Setzen von n = 0 und der Anfangsbedingungen dy; dy = d,

Schieife tiber alle ny Zeitschritte (ny = T/At) :

Initialisieren von A, und |, so dass gilt: S= AjU I, und AN l,=0 und Setzenvon | =1

Schleife Uber die Aktive-Menge
Pradiktorschritt (k=0):

Kf und fef Gl. (4.11) bzw. Gl. (4.30) und Gl. (4.12) bzw. Gl. (4.31)
Basistransformation
K — K und  felf — fef Gl. (7.40)
Modifizieren der transformierten, effektiven Strukturgleichung
Keflmod  yng  feffmod Gl. (7.44)

Adg _ (keftrmd)‘lfeff,mod
e
do,, = dy +Ad

n+1

Newton-Raphson-Korrektoriteration:
K$ff und fef Gl. (4.11) bzw. Gl. (4.30) und Gl. (4.12) bzw. Gl. (4.31)

Basistransformation

K — K und  felf — fef Gl. (7.40)
Modifizieren der transformierten, effektive Strukturgleichung

Keflmod yng  feffmod Gl. (7.44)

k+1 _ [peffmod) 1 feff,mod
Adity = (Retmod) 7

k+1 _ k k+1 k . Summe der Verschiebungsinkremente
Ady Adg + Adyiy Al innerhalb eines Zeitschrittes

L d<t1 = dn + ddkt?
Setzenvon: k = k+ 1 biszur Konvergenz
Aktualisierung der Aktiven-Menge
z = Dg*fd Gl. (7.43)

A= [i €S:(z)+ ([Aav]—gﬁﬂ): > 0]

L lpqi= [i €S:(z) + ([Aav]—gﬁﬂ): < o]

Setzenvon: | = 1 + 1 bis A=A (undlj,, = 1))

Berechnungvon dS, , = df + 4dS mit: Ad$ = [4dy] + MK, AdV Gl. (7.35)

Aktualisierung der Bewegungsgrolen mit d,,; = dk+1

. ; n+1
d,;; und d, 4 Gl. (4.2)

{

Setzenvon:n=n+1 bisn+1=n;

Abb.

7.7. Gesamter Losungsalgorithmus fur ein dynamisches Kontaktproblem zweier
deformierbarer Korper
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7.2.6  Numerische Integration der gewichteten Klaffung

Die Berechnung der gewichteten Klaffung erfolgt dhnlich der in Kapitel 6.4.2 beschriebenen
Prozedur zur Bestimmung der Eintrage my; der Kopplungsmatrix My,. Um den Abstand der je-
weiligen diskretisierten Kontaktrander m|t den Ansatzfunktionen fur die Interpolation der La-
grange-Multiplikatoren numerisch integrieren zu kdnnen, wird das Integrationsgebiet in ein-
zelne Segmente unterteilt (Kap. 6.4.2).

QM

D e[-11]

I -
xO/EQ e

@

g, (>0

xQ/ed xP/&

R T
ED e [-1,1]

Abb. 7.8:  Typisches Segment mit Klaffung g, und g,

In Abbildung 7.8 ist mit g; und g, der Abstand der beiden diskretisierten Kontaktlinien an den
Segmentgrenzen eingezeichnet. Im hier dargestellten Fall sind beide Klaffungen positiv, dasich
die beiden Kontaktlinien nicht durchdringen. Analytisch ergeben sich die vorzei chenbehafteten
Klaffungen an den Segmentgrenzen durch

ga = x@ — xd und gp = X — x . (7.45)

Der lineare Verlauf der Klaffung innerhalb eines Segmentes 18sst sich dannin Abhangigkeit der
lokalen Segmentkoordinate n mit

™1 = 5 (L-Mda+31+n00g (7.46)

darstellen. Damit ergibt sich der Anteil eines Segmentes an der gewichteten Klaffung zu
1
J $P(ED 7)) 67) Iy by . (7.47)
1

Dieses Integral wird unter Verwendung der Gaul3-Quadratur

Ngp

~ > wipP(ED 1)) g%9071) g (7.48)
=1
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numerisch ausgewertet, wobel Js diein Gleichung (6.48) angegebene, konstante Jacobi-Deter-
minante innerhalb eines Segmentesist. Die gesamte, gewichtete Klaffung eines Slave-K notens
I € Sberechnet sich schliefdlich durch Aufsummieren der einzelnen Segmentanteile mit

G = > g%, (7.49)
Seg

7.3  Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde zunachst ausfuhrlich der Sonderfall eines Kontaktes zwischen einem
deformierbaren K érper und einem starren Hindernis diskutiert. Hierflr wurde ein Verfahren zur
Einarbeitung der einzuhaltenden K ontakt-Randbedingungen in dasin Kapitel 6.1.4 hergel eitete
effektive, inkrementelle Strukturglei chungssystem erlautert. Aufbauend auf der Grundidee der
Mortar-Methode wurde die Kompatibilitétsbedingung entlang des Kontaktrandes in einer
schwachen integralen Bedingung formuliert. Im Gegensatz zu vielen anderen mortar-basierten
Kontaktformulierungen werden die kontinuierlichen Lagrange-Multiplikatoren mit Hilfe dis-
kreter dualer Ansatzfunktionen approximiert. Dadurch wird es moglich, die mehrdimensionale
Ungleichheitsnebenbedingung zu entkoppel nund in einen Satz von skal aren Nebenbedi ngungen
umzuformen. Diesewerden mit einer Aktiven-M engen-Strategiein Glei chheitsnebenbedingun-
gen umgeformt und deminkrementellen effektiven Strukturglei chungssystem hinzugefugt. Eine
statische Kondensation dieses Gleichungssystems liefert schliefdlich ein algebraisches Glei-
chungssystem, das lediglich fUr die unbekannten Verschiebungsfreiheitsgrade gel6st werden
MUSS.

Anschlief3end wurden diese Ansétze auf den allgemeinen Kontaktfall zweier deformierbarer
Korper Ubertragen. Eine geeignete Basistransformation erlaubt es, diesen allgemeinen Fall for-
mal identisch wie den zuvor diskutierten Spezialfall eines Ein-K orper-K ontaktes zu behandeln.

129



8 Energieerhaltungsstrategie flur dynamischen K ontakt

8.1  Allgemenes

Die numerische Analyse von dynamischen K ontaktproblemen erfordert die sorgfaltige Formu-
lierung der Kontakt-Randbedingungen, um die komplexen Wechselwirkungen zwischen Zu-
standsgroéfien und konstitutiven Variablen zu beschreiben. In den vorausgegangenen Kapiteln
wurden Diskretisierungsverfahren fur die raumliche und zeitliche Approximation elastodyna-
mischer Kontaktprobleme vorgestellt. Wie jedoch aus der Literatur (Taylor und Papadopoul os
(1993), Laursen (2002), Hauret und L e Tallec (2006)) bekannt ist, kann dieunmodifizierte Kom-
bination der vorgestellten raumlichen und zeitlichen Diskretisierungsstrategien zu numerischen
Problemen fuhren. Diese kénnen sich durch oszillierende Kontakt-/Nicht-Kontakt-Zusténde
einzelner FE-Knoten auf dem Kontaktrand auf3ern und bis zum Verlust der numerischen Stabili-
tét fuhren (Laursen (2002)). Mit Hilfe von numerischer Dampfung lassen sich zwar die unphysi-
kalischen Oszillationen unterdriicken und das Verfahren stabilisieren, zugleich wird dadurch je-
doch numerische Genauigkeit eingebuf3t.

Eineandere M 6glichkelt das numerische Verfahren zu stabilisieren, ohne die Genauigkeit zu be-
einflussen, basiert auf dem ,, Energy-Momentum*-Konzept: In einem réumlich diskretisierten
FE-Modell wird der zeitliche Verlauf der Systemenergie gezwungen, sich entsprechend denther-
modynamischen Prinzi pien zu entwickel n. Fir einen rei bungsl osen dynamischen K ontakt el asti-
scher Korper ohne aul3ere Belastung bedeutet dies, dass die numerische Approximation die
exakte Erhaltung der totalen Energie gewéhrleisten muss.

Aufbauend auf dieser Grundidee haben sowohl Laursen und Chawla(1997) alsauch Armeround
Pettcz (1998) energieerhaltende Verfahren fir reibungsfrei e dynamische K ontaktproblemevor-
gestellt. Diese Methoden zeigen jedoch, wie schwierig esist, die Erfullung der |okal en Kontakt-
Randbedingungen und die exakte Energieerhaltung gleichzeitig zu gewéhrleisten. Um die
exakte Erhaltung der totalen Energie zu garantieren, werden in beiden Strategien die einzuhal-
tenden Kontakt-Randbedingungen modifiziert, was schliefdlich zu einer Verletzung der geome-
trischen Inpenetrabilitétsbedingung fuhrt.

Dagegen gewéhrleistet die von Laursen und Love (2002) vorgeschlagene , Velocity-Up-
date”-Methode die exakte Energieerhatung bel gleichzeitiger Erflllung der geometrischen
Nichtdurchdringungsbedingung. Sie wird fir die hier vorgestellte Kontaktformulierung ange-
passt und im Sinne der in Kapitel 4 beschriebenen ,, Generalized- Energy-M omentum-M ethod*
(GEMM) verallgemeinert.
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8.2 ,Vdocity-Update“-Methode

8.21 Grundidee

DieGrundideedieses Verfahrenshasiert auf physikalischen Beobachtungen: Beim eindimensio-
nalen Zusammenstol3 zweier elastischer Stabe (Abb. 8.1a)) nimmt die Geschwindigkeit eines
Stabendeszum Zeitpunkt des K ontaktes sprunghaft ab (Abb. 8.1b)). Die Annahme eines zeitlich
kontinuierlichen Geschwindigkeitsverlaufs ist somit fur viele dynamische Kontaktprobleme
nicht zutreffend. Da die gebréuchlichen Zeitdiskretisierungsverfahren jedoch von einem zeit-
kontinuierlichen Geschwindigkeitsfeld ausgehen, kénnen die wahren sprunghaften Verlaufe
nicht abgebildet werden. Um diese dennoch in einem numerischen Verfahren berticksichtigen
zu koénnen, wurden bereits von Hughes et al. (1976) entsprechende K orrekturterme fir die Ge-
schwindigkeiten, die Kontaktkrafte und die Beschleunigungen an den Kontaktknoten vorge-
schlagen.

a) Ausgangszustand b) Geschwindigkeitsprofil
u .
UR s
l']l l-]2
] uC
Sab 1 Sab 2
un+1

T I -

th thic thi

Abb. 8.1: Zusammenprall zweler elastischer, dinner Stabe (nach Laursen und Love (2002))

Laursen und Love (2002) greifen diese Idee auf und fihren einen diskreten Korrekturterm fir
die Aktualisierung der Geschwindigkeiten am Ende elnesjeden Zeitschrittesein. Die Grofl2edie-
ses Korrekturterms wird derart bestimmt, dass die exakte Erhaltung der totalen Energie inner-
halb einesdiskreten Zeitschritteserfllltist. Dadie Korrekturen jeweilsam Endeeines Zeitschrit-
tesim SinneeinesNachlaufprozesses durchgefhrt werden, hat diese M ethodekeinerlei Einfluss
auf die zugrunde liegende K ontaktformulierung. Der in Laursen und Love (2002) beschriebene
Algorithmus basiert auf der impliziten ,, Energy-Momentum-Method“ von Simo und Tarnow
(1992). Dieser wird nachfolgend fiir die Kombination mit der in Kapitel 4 beschriebenen GEMM
verallgemeinert.

8.22 Diskrete Kontakt-Geschwindigkeit

Aufgrund der physikalischen Beobachtungen wird ein diskreter Vektor d® der knotenweisen
Kontakt-Geschwindigkeiten eingefihrt und in die Bewegungsgle chung eingesetzt. Dazu wird
die vollstandig diskretisierte dynamische Gleichgewichtsbedingung in Abhéngigkeit der unbe-
kannten Verschiebungen zum Zeitpunkt t, , ; ausgedriickt. Diese ergibt sich ohne Berlicksichti-
gung von Dampfungstermen und aul3erer Lasten zu
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(8.1)

c
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Die Aktualisierung der Knoten-Geschwindigkeiten d am Ende eines Zeitschrittes erfolgt tiber
diein Kapitel 4 vorgestellten Newmark Approximationen:

ds,, = /ﬁ (dysq — dn) — (% - 1) Ay — (% - 1) At dy . (8.2)

Darin kennzeichnet der Kopfzeiger (+)®, dassessich hierbei um eine Approximation handelt, die
auf der Annahme eines zeitlich kontinuierlichen (,, smooth*) Geschwindigkeitsverlaufs basiert.
Zur Abbildung eines mdglichen Sprungs der Geschwindigkeiten wird dem Vektor df] L+ der
,glatten* Knoten-Geschwindigkeiten ein diskreter Geschwindigkeitsterm d€ hinzuaddiert. Die

Aktualisierung der Knoten-Geschwindigkeiten am Ende eines Zeitschrittes ist dann mit
Ay = dS,, +d (8.3)

gegeben. Dader Korrekturterm d° als diskrete Modifikation der K noten-Geschwindigkeiten am
Endeeinesjeden Zeitschritteseingefuhrt wird sind keine Veranderungen der zugrundeliegenden
Kontaktformulierung notwendig. Die geometrischen Kontakt-Randbedingungen werden wei-
terhin im integralen Sinne exakt erfullt.

8.2.3 Energieerhaltungsbedingungen

Zur Herleitung desjeweils notwendigen, diskreten Korrekturtermswird diein Simo und Tarnow
(1992) vorgestellte M ethodik angewandt: Die algorithmische totale Energiedesvollstandig dis-
kretisierten Systems darf sich wéahrend eines Zeitschrittes nicht verandern. Um dies zu gewahr-
leistenwird der Ausdruck fiir dieal gorithmischeinkrementelletotale Energie A E'° des Systems
bestimmt, indem die bereits diskretisierte Bewegungsgleichung (8.1) mit einem diskreten Ver-
schiebungsinkrement Ad multipliziert wird. Das diskrete Verschiebungsinkrement berechnet
sich unter Berticksichtigung des Korrekturterms (8.3) und Gleichung (8.2) zu

4d = (dy,, — o) = 408 - 21 (8.4)
mit
s_ pat | Y - Y :
Ads =5 [dn+1 + (3 - 1) dn + (% - 1)At dn] . (8.5)

Zusatzlich wird der Einfluss des Korrekturterms auf die diskrete Bewegungsgleichung durch
Einsetzen des Verschiebungsi nkrementes aus Gleichung (8.4) in Gleichung (8.1) beriicksichtigt.
Damit ist die Bedingungsglei chung fir die algorithmische Erhaltung der totalen Energie inner-
halb eines Zeitschrittes mit
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. 1—am - . !
[M (dn+1_am - dC) +%d ) + fgﬂ_af] Ad =0 (8.6)

gegeben. Der Ausdruck in Gleichung (8.6) stellt dieinkrementelle totale Energie AE™ dar, die
innerhalb eine Zeitschrittes At entsteht; folglich muss bei Energieerhalt AE™ = 0 gelten. Mit
der Annahme, dass fiir die Bestimmung der algorithmischen internen Kréfte '™ ein energieer-
haltendes (EMM) bzw. kontrolliert dissipatives Verfahren (GEMM) angewendet wird (Kap.
4.3), 18sst sich dieinkrementelletotale Energiefir ein el astodynami sches Problem ohne K ontakt
folgendermalien ausdriicken:
-
AE® = T M Ad® + (dy, ) Ad 8.7)

n+l-apn

WieinKapitel 4.3gezeigt, istdieGEMM imalgemeinen Fall ein numerisch dissipativesVerfah-
ren (AEP' < 0), fur das nur der Sonderfall von p.. = 1.0 die exakte Erhaltung der totalen
Energie (AEY" = 0) garantiert. Die Bedingungen fir die Kontakt-Geschwindigkeiten d® wer-
den deshalb so formuliert, dassdiezusétzliche Energiednderunginfolge von Kontakt verschwin-
det: AEL! = 0. Die Energiednderung ergibt sich aus der Auswertung der restlichen Terme aus
(8.6) zu

T
AEE:O'Z: (_@dn—i_l_am_ l_amAds+IB(l am)dc) Mdc+ (fc

- i = n+1_af) Ad . (8.8)

Nach einigen Umformungen fol gt schliefdlich eine quadratische Bestimmungsgleichung fur die
gesuchten K ontakt-Geschwindigkeiten d° in Abhéngigkeit von bekannten GroRen:

T

. .. A\ T .
(RyAd + Rydn + Ryt + Ryde) M e + (fc ) Ad =0, 89)

n+1—a;
mit den Konstanten

_ 2(a@m—1)

1—-—am
Ry = yAt '

v

R, = : R3=%;[(1—2ﬁ—am); R4=W-(8-10)

8.24  Bestimmung desKorrekturterms

Zur Auflésung der Bedingungsgleichung (8.9) nach d®wird zunéchst der Vektor z, € R™ aller
diskreten Werte der Lagrange-Multiplikatoren in Normalenrichtung auf dem Kontaktrand defi-

niert. Dareibungsfreier Kontakt vorauisgesetzt wird, |asst sich der Vektor ff, ,_ € 3% der
Kontaktkrafte (Gl. (6.11)) mit
fhs1-g, = B°Npy1_q, 2 (8.12)

angeben, wobei in der Matrix N,,,;_, € R3¥%*" die jeweiligen Normalenvektoren v; aller
Knoten auf dem Slave-Rand zum Zeitpunkt t,, , ; _, zusammengefasst sind:
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N, = B . (8.12)

VYn,nc

Aufgrund der eingefiihrten K ontakt-Geschwindigkeiten d. entsteht ein Impulsauf dem K ontakt-
rand. Unter der Annahme, dass diejeweiligen Impulse auf einen Kontaktknoten in Richtung ei-
ner Oberflachennormal en wirken, werden diesein dhnlicher Form wie die K ontaktkréafte analog
zu (8.11) ausgedriickt:

Md® = B°Npi, Py - (8.13)

Darinist p, € R™ der Vektor der diskreten Knotenimpulse in jeweiliger Normalenrichtung.
Der Parameter a,, € [0, 1] gibt zun&chst eine allgemeine Beschreibung dieses Impulses zu ei-
nem noch nicht festgel egten Zwischenzustand. Laursen und Love (2002) haben gezeigt, dassdie
Wahl von a, = 1 die Drehimpulserhaltung fir ein Mehrkdrper-Kontaktproblem garantiert.
Deshalb wird dieser Wert nachfolgend angesetzt. Mit Hilfe des Ansatzes aus Gleichung (8.13)
konnen die diskreten K ontakt-Geschwindigkeiten mit

d°=M"1B°N, ., p (8.14)

ausgedrickt werden. Einsetzen der Gleichungen (8.11), (8.13) und (8.14) in (8.9) liefert eine
mehrdimensional e quadrati sche Bedingungsgleichung fiir die unbekannten Knotenimpulse p,
auf dem Kontaktrand:

prAp, + bp, +cz =0, (8.15)
mit
T,
A:= RyN (B M7IB°N,,,
. T
b := (Ry4d + Rydy + Rydn) BN, , (8.16)
c := Ad"B°N

n+l—a; *

Die quadrati sche Bedingungsgleichung (8.15) ist offensichtlich nicht eindeutig | 6sbar. Eineein-
deutige L 6sung kann jedoch gefunden werden, indem Gleichung (8.15) lokal fur jeden indivi-
duellen Kontaktknoten erfullt wird. Die entsprechende Bedingung lautet dann:’

ng

>|ATp (e} | + DR+ la) =0, Vi@ (8.17)
j=1

7. Die Gleichungen (8.17)—8.22) beziehen sich jeweils auf einen einzigen Slave-Knoten, weshalb
die Einsteinsche Summenkonvention in diesen Gleichungen nicht gilt.
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Nach Umformung dieser Bedingung entsteht eine einfache quadratische Form

ng

Aii(Pv)i2+l > Alp) + bi](pv)i (@)= Al(p,); +B'(py) +¢(z); = 0, (818)
j=Lj=i

—

Bi
die zwel reale Losungen besitzt, vorausgesetzt die Diskriminante

(B')2 — 4Aic(z,), 20 (8.19)

ist positiv. Da B von den Knotenimpulsen (p, ). abhéngt, kann (B')2 den minimalen Wert von
Null annehmen. Die Hauptdiagonaleintréage A" berechnen sich aus quadrierten Termen, einem
positiven Eintrag der invertierten Massenmatrix und der Konstante R,. Da R, immer negativ ist
(Gl. (8.16)1), sind auch die Hauptdiagonal eintrage A'' stetskleiner Null. Die Existenz vonrealen
L sungen hangt also von dem Vorzeichen des Produktes ¢ (z,); ab. Werden die Definitionen der
Gleichungen (7.10) und (7.36) in Gleichung (8.16)3 eingesetzt, ergibt sich ¢' mit:

falls Ein-Korper-Kontakt

1S
oo %) (820
[4d,]; falls  Zwei-Korper-Kontakt

Darinsind [4d, ]; bzw. (A dvs)i die gewichteten (Relativ-)Verschiebungen eines Slave-K notens
I € I'cinRichtung seiner Normalen v; innerhalb eines Zeitschrittes At. Zur Untersuchung des
Wertebereichs von ¢' (2); sind vier mdgliche Zusténde zu betrachten:

e Knoten i befindet sich wahrend des gesamten Zeitschrittes At nicht in Kontakt:
(z); =0 - d(z)=0

e Knoten i kommt innerhalb des Zeitschrittes At in Kontakt:
(4d7). > 0 baw. [4d,);>0 und (z),>0 — c(z)>0

e Knoten i verliert innerhalb des Zeitschrittes At den Kontakt:
(Adf')i <0 bzw. [4d,];<0 und (z),=0 — c(z) =0

e Knoten i befindet sich wahrend des gesamten Zeitschrittes At in Kontakt:
(4dP) = 0 baw. [4d,]; =0 und (z);>0 —= c(z);=0

|

DieDiskriminante aus Gleichung (8.19) wird al so nie negativ, so dassfir jede quadratische Glei-
chung zwei denkbare, reelle Losungen resultieren. Insgesamt ergeben sich daraus 2"° unter-
schiedliche M dglichkeiten fur den Lésungsvektor p,, so dasseinesinnvolle Auswahl der jewei-
ligen Ergebnisse getroffen werden muss. Hierzu wird ein Zeitschritt betrachtet, indem ein
bestimmter Slave-Knoten in Kontakt gerét. Die zugehorige K ontaktkraft und damit auch der po-
sitive Dissipationsterm ¢' (z,); sollen sehr klein sein. Damit lassen sich die beiden L sungen der
|okalen quadratischen Gleichung (8.18) bestimmen:
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- B = /(B2 - 4Alc(z)  _ Bt (B]|+e)

(p”)i - 2 Ali 2 Ali

(8.21)
_ sign(B')
~ 2AI

le, = (218 + ¢)} mit £>0.

Da die Berechnung eines korrigierenden Impulses (pv)i nur im Falle eines positiven Dissipati-
onsterms ¢ (2,); notwendig ist, muss gelten:

(p), >0 falls c(z) =0 (Ze—0). (8.22)

Diesist nur erfilllt, wenn die erste Lésung aus Gleichung (8.21) gewahlt wird. Da Al < 0ist,
wird diese L6sung von (pv)i stets das umgekehrte Vorzeichen wie B' haben, wohingegen die
zweite Lésung immer dassel be Vorzeichen wie B' haben wird. Eine eindeutige L ésung fir das
Problem aus Gleichung (8.18) kann somit durch die Einhaltung der Bedingung

sign((p,);) = — sign(B') (8.23)
garantiert werden.

Ist der Vektor der Knotenimpulse p, bestimmt, werden mit Hilfe von Gleichung (8.14) diedis-
kreten K ontakt-Geschwindigkeiten d® berechnet und dem Vektor dS . , der ,glatten Knoten-
Geschwindigkeiten hinzuaddiert.

Anmerkung: Der Dissipationsterm ¢! (z, ). ist nur dann ungleich Null, wenn der Save-Knoten
i innerhalb desbetrachteten Zeitintervalls Atin Kontakt kommt. Deshalb miissen
nur indiesen,, kritischen® Zeitschritten entsprechende Knotenimpulse p, unddie
daraus folgenden Kontakt-Geschwindigkeiten d berechnet werden.

8.3  Modellbeispiel

Anhand eines einfachen, zweidimensionalen Modellbeispiels werden die Auswirkungen der
vorgestellten ,, Vel ocity-Update” -Methode auf die zeitliche Entwicklung der totalen Energie un-
tersucht. Zusétzlich dazu wird das Auftreten von oszillierenden K ontaktkraften erlautert und die
notwendigen Modifikationen fur die Aktive-Mengen-Strategie vorgestelt.

8.3.1 Versuchsaufbau

Ein ebener, quadrati scher Block wird mit einer gleichmal3ig verteilten, horizontalen Fléachenlast
p(t) belastet. Bevor der Korper das starre Hindernis bertihrt, wird die Last wieder entfernt, so
dassder Block mit konstanter Geschwindigkeit gegen dasHindernisprallt. Geometrie, Material-
daten und die Lastkurve sind in der Abbildung 8.2 dargestellt. Dieréumliche Diskretisierung er-
folgt mit einem bilinearen, ebenen Scheibenelement mit der Annahme eines ebenen Spannungs-
zustandes.
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starres Material:

Hindernis E= 1.0- 10" [N/m?]
. A v =04
o = 950 [kg/m?]
Geometrie:
Flachenbel astung: Dicke = 0.1 [m]
pt) [N/ mz] Lastkurve:
1.0m - )
p(t) [N/m7]
30
@ ®
0
1.0m 0.2m 0 025 05 075 10 tls

Abb. 8.2: Modellbeispiel: Geometrie, Materialdaten und Belastung

Fir dieses Beispiel 18sst sich die durch die @ul3ere Belastung zugefUihrte gesamte Energie leicht
bestimmen. Dadie Belastung flachenhaft wirkt, werden alle Teile des K 6rpers gleichméafdig be-
schleunigt, so dass hierdurch zunéchst kel ne Forméanderungsenergie entsteht. Die gesamte Ener-
gie des Systems besteht also ausschlief3ich aus kinetischer Energie. Diese berechnet sich mit

gkin — %M e (8.24)
Darinist M die gesamte Masse und u die Geschwindigkeit des Kdrpers. Die Geschwindigkeit

berechnet sich mit

0= IM , (8.25)

wobel mit | der aufgebrachte Impuls bezeichnet ist. In diesem konkreten Fall ergeben sich fol-
gende Werte:

| = 300[N/m? - 1[m} % 05[g = 75[Ng ,

M = 950[kg/m? - 1[m?] - 0.1[m] = 95[kg] ,
(8.26)
. _ 1 _ T5[Ns] _
u =y= kg 0.78947[m/g] ,
Etot = EKn = %M W = %95[kg] (0.78947[m/s])° = 29.605[Nm = J] .

8.3.2 Oszllationen und Einfluss auf die Aktive-Mengen-Strategie

Zunéchst wird die Berechnung ohne Berticksi chtigung einesK orrekturtermsfir die Knoten-Ge-
schwindigkeiten durchgefihrt. Hierzu wird die GEMM mit einem Spektralradius von
p» = 1.0 eingesetzt. Es werden zwei unterschiedliche Zeitschrittweiten At; = 5ms und
At, = 1msuntersucht. In Abbildung 8.3 sind die Verlaufe der Geschwindigkeit, der Beschleu-
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nigung und der Normalkontaktkraft des Knotens A dargestellt. Der Zeitbereich, indem sich der
Korper mit dem starren Hindernisin Kontakt befindet, ist darin grau hinterlegt. Die Betrachtung
des Geschwindigkeitsverlaufszeigt, dassder K orper zundchst auf die analytisch berechnete Ge-
schwindigkeitvon u = 0.79[m/s] beschleunigt wird. Danach bewegt sich der Kérper mit dieser
konstanten Geschwindigkeit auf dasHinderniszu. Sobald der K 6rper mit dem HindernisinKon-
takt kommt, wird der Kontaktknoten erwartungsgemal3 schlagartig abgebremst. Die Knotenge-
schwindigkeit &ndert sogar ihr Vorzeichen. Wahrend sich der Korper in Kontakt befindet, oszil-

0.9 u[m/s] :

.05 Aty = 5ms i

T 03 : | -

(@]

_E 0.0 i ‘/ M VAV And R z ) A i | 1 | 1
% 0.3 | | / 2
| | ‘

§ 06 | | i
-0.9- : : ' \ \ i
-1.2 ‘ | | :

0 027 054 : : 0.58 0.79 Zeit [ s] 1.00
12000, 4 LMV/S"] ! :
8000/ |

(@]

= |

3, 4000 i |

2 | |

§ 0 | i

<

8 4000 :

)

—8000- :
|
—12000 ‘ - :
0 027 054 : i 0.58 0.79 Zeit [ s] 1.00
| |
30000 | |

= | |
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© i | | i
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Abb. 8.3: Geschwindigkeits-, Beschleunigungs- und Nor mal kontaktkr aft-\er|auf
von Knoten A
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liert die Knotengeschwindigkeit um den Nullpunkt. Dadurch beginnt auch die Knotenbeschleu-
nigung zu oszillieren, was schliefdlich zu einer oszillierenden Normalkontaktkraft fuhrt. Dabei
ist festzustellen, dass mit kleiner werdendem Zeitschritt die Amplituden im Beschleunigungs-
und Normalkontaktkraft-Verlauf stark anwachsen. Fur die Berechnung mit der Zeitschrittweite
At, = 1mssind die Oszillationen im Normalkontaktkraft-Verlauf so stark, dass sie teilweise
sogar negativ werden kénnten. Da dies unter Verwendung einer Aktiven-Mengen-Strategie je-
doch nicht zulassig ist, wird der Knoten in diesem Zeitschritt inaktiv gesetzt. Die Konsequenz
darausist, dasseszu abwechsel nden K ontakt-/Nicht-K ontakt-Zusténden desKnotens A auf dem
Kontaktrand kommt. Unter Umstanden kann diessoweit flihren, dassdie Schleife Uber diejewei-
lige Aktive-Menge innerhalb eines Zeitschrittes Uberhaupt nicht konvergiert. Bevor Méglich-
keiten zur Behebung dieser Problemevorgestel It werden, werden die Ursachen fir das Auftreten
der Oszillationen dargel egt.

Die Verwendung der GEMM fordert die Auswertung des dynamischen Gleichgewichtes zu ei-
nem generalisierten Zwischenzeitpunkt. Wird der Spektralradius p .. = 1.0 gewahlt, fallt die
GEMM mit der EMM zusammen, und der Zwischenzeitpunkt ist genau in der Mitte der Zeitin-
tervallgrenzen. Ohne Berticksichtigung von Dampfungstermen und &ufieren Lasten fuhrt das zu
erfullende dynamische Gleichgewicht in einem Zeitintervall auf

. Aaf _
Md, 1+ KTd g +B%Z,,,=0. (8.27)

Die Anwendung der Newmark Approximationen (Kapitel 4) liefert fir die Beschleunigungen
in der Zwischenkonfiguration

dyyrjp = Zt(dnﬂ — dn) . (8.28)

Die darin enthaltenen Geschwindigkeitsterme sind wiederum uber die Verschiebungen mit

1/, ' 1 1

5(Onss + dn) = i (dhis = dn) = 5 4d (8.29)
gekoppelt. Befindet sich ein Knoten i wahrend des gesamten Zeitschrittes in Kontakt, dann gilt

(4d,), = 0. (8.30)

Mit Gleichung (8.29) folgt dann direkt:
(0),],,, = ()], 8:3Y)

Die Knotengeschwindigkeiten eines Knotens i in Richtung der Kontaktnormalen beginnen zu

oszillieren. Als Folge daraus wachsen die approximierten Knotenbeschleunigungen der Zwi-
schenkonfiguration (Gl. (8.28))

(d). \nH/Z =+ 4% (d). \n (8.32)

fur At — O Uber alle Grenzen und wechseln von Zeitschritt zu Zeitschritt das Vorzeichen. Um
das dynamische Gle chgewicht aus Gleichung (8.27) zu erfullen, miussen folglich auch die dis-
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kreten Werte der Lagrange-Multiplikatoren oszillieren. Die absoluten Werte sind dabei analog
zu den Beschleunigungen direkt von der gewdahlten Zeitschrittweite abhangig und haben somit
keine Aussagekraft.

Das Auftreten von oszillierenden Lagrange-Multiplikatoren hat zwei Nachteile zur Folge: Ei-
nerseitslassen sich keinerlel quantifizierende Aussagen tber dieauftretenden Kontaktkréfte ma-
chen. Andererseits kann es zu Problemen bei der Anwendung der Aktiven-Mengen-Strategie
kommen, indem eigentlich aktive K ontaktknoten aufgrund eines negativen Wertes des zugehori-
gen Lagrange-Multiplikators inaktiv gesetzt werden.

Eine einfache, zugleich effektive M dglichkeit, bei de Probleme zu beheben, ist die Mittelung der
jeweiligen Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren. Zur Entscheidung, ob ein Knoten aktiv

oder inaktiv ist, wird anstatt (z,); | n1/2 der gemittelte Wert
1
(z)i ], = 2[(4) ez ¥ (@] 1/2] (8.33)

verwendet. Fur die beiden untersuchten Zeitschrittweiten ist in Abbildung 8.4 der Verlauf der
Normalkontaktkraft fur den Knoten A dargestelIt. Hierin wurde die Entscheidung Uber die Akti-
ve-Menge mit den gemittelten Werten der Lagrange-Multiplikatoren durchgefiihrt. Die gemit-
telten Verlaufe der Normalkontaktkraft zeigen, dass die Knotenwerte des Lagrange-Multiplika-
torsum den , wahren Wert” oszillieren. Mit zunehmend kleinerer Zeitschrittweite konvergieren
die Mittelwerte der Normalkontaktkraft.

Das Auftreten der Oszillationen wurde der Anschaulichkeit halber hier fir einen gewahlten
Spektralradiusvon p . = 1.0 erlautert. Fur kleinere Werte von p . ergeben sich prinzipiell die
gleichen Phanomene, so dass im allgemeinen Fall mit den gemittelten Werten der Lagrange-
Multiplikatoren

30000

22500+

15000+

’—'ﬂ-

!ll'l
|

7500+

—

Normalkontaktkraft [ N ]

—7500+

—15000

0.548 0.558 ) 0.568 0.578
Zeit [ s]

Abb. 8.4:  Normalkontaktkraft-Verlauf von Knoten A: gemittelte Lagrange-Multiplikatoren
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ausgewertet zu den generalisierten Zwischenkonfigurationen, gearbeitet werden muss.

Die Mittelung der diskreten Lagrange-Multiplikatoren stellt eine einfache Moglichkeit dar, die
durch die oszillierenden K ontaktkrafte hervorgerufenen Problemein der Anwendung der Akti-
ven-Mengen-Strategie zu vermeiden. Allerdings konnen dadurch die urséchlichen unphysikali-
schen Oszillationen der Kontaktkréafte nicht behoben werden. Deshalb wurden in jingster Ver-
gangenheit verschiedene Methoden entwickelt, um dieses numerische Defizit zu bewéltigen.
Sowohl Khenous et al. (2006a, 2006b) als auch Hager et a. (2006) befreien die K ontaktknoten
von ihrer Masse. Dadurch wird der oszillierende Massentragheitsterm aus dem dynamischen
Gleichgewicht entfernt. Um dennoch die M assenerhaltung im System zu gewdahrl eisten, werden
unterschiedliche Strategien zur Integration der modifizierten Massenmatrix angewandt. Eine
Voraussetzung fur die erfolgreiche Umverteilung der Eintrdgein der Massenmatrix ist das Vor-
handensein ausrei chend vieler FE-K noten im Inneren deskontaktierenden Korpers. Die Anwen-
dung dieser Methoden fr die Kontaktanalyse diinnwandiger Strukturen unter Verwendung ein-
schichtiger Schalenelemente ist aso nicht mdglich. Eine Diskretisierung mit zwei Elementen
uber die Schalendicke wére zwar prinzipiell moglich, wirde aber die Anzahl der Freiheitsgrade
im System deutlich erhéhen. Nach Ansicht des Autorsist dieser numerische Mehraufwand zur
Vermeidung der Oszillationen der Kontaktkréfte nicht motivierbar, weshalb in dieser Arbeit auf
eine Umverteilung der Massenterme verzichtet wird.

8.3.3  Entwicklung der totalen Energie

Im Weiteren wird die Auswirkung der ,, Velocity-Update” -Methode auf die zeitliche Entwick-
lung der totalen Energie untersucht. In Abbildung 8.5 sind die Verlaufe der totalen, kinetischen
und potentiellen Energie dargestellt. Die Berechnungen wurden wiederum fir zwei unterschied-
liche Zeitschrittweiten, jewellsmit der GEMM und einem Spektralradiusvon p .. = 1.0, durch-
geflhrt. Bevor der Korper mit dem starren Hindernisin Kontakt kommt, verhalten sich alevier
Varianten erwartungsgemald identisch. Der analytisch berechnete Wert der totalen Energie
E'° = 29.605[J] wird genau dargestellt. Mit dem Zeitschritt, indem der Kérper in Kontakt ge-
rét, werden die Unterschiede deutlich. Wird kein ,, Velocity-Update* eingesetzt, geht genau in
diesem Zeitschritt Energie verloren. Dies hangt damit zusammen, dass die inkrementelle Ver-
schiebung desK ontaktknotensin diesem Zeitschritt noch von Null verschiedenist und gleichzei-
tig eine Normalkontaktkraft entsteht. Befindet sich der Korper einmal in Kontakt, geht keine
weitere Energiemehr verloren, dadieinkrementellen Verschiebungen jetzt Null sind. Esist deut-
lich zu erkennen, dass der Betrag des Energieverlustesin diesem kritischen Zeitschritt mit einem
Kleineren Atabnimmt. Wird Atkleiner, steigt die Wahrscheinlichkeit, mit einem diskreten Zeit-
schritt genau den Zeitpunkt des ersten Kontaktes zu treffen. Im Grenzibergang At — Owird die
Energie auch ohne Anwendung der ,, Vel ocity-Update”-Methode erhalten bleiben. Die beiden
unteren Diagramme in Abbildung 8.5 zeigen, dass die Erhaltung der totalen Energie mit Hilfe
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Abb. 85: Energien [Nm=J] vs Zeit [s]: Mit und ohne ,, Vel ocity-Update® -Methode

der ,, Velocity-Update” -Methode garantiert werden kann, und zwar unabhangig von der Grole
des Zeitschrittes.

84  Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde die ,, Vel ocity-Update” -M ethode von Laursen und Love (2002) vor-
gestellt, fr die Anwendung mit der in dieser Arbeit dargelegten Kontaktformulierung entspre-
chend modifiziert und im Sinne der GEMM verallgemeinert. Anhand eines einfachen, zweidi-
mensionalen Beispielswurde auf die Problematik auftretender Oszillationen der Kontaktkrafte
hingewiesen und die Ursachen hierfr erlautert. Eine M oglichkelt, die negativen Auswirkungen
dieser unphysikalischen Oszillationen zu vermeiden, besteht in der Mittelung der diskreten La-
grange-Multiplikatoren. Die numerischen Ergebnisse haben gezeigt, dass sowohl die Mittelung
der Lagrange-Multiplikatoren als auch die Anwendung der ,, Vel ocity-Update” -Methode geel g-
nete Verfahren fur die Analyse von dynamischen Kontaktproblemen darstellen.
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9 Numerische Beispiele

Anhand einiger ausgewahlter numerischer Beispielewirdim folgenden Kapitel dieLeistungsf&-
higkeit der in dieser Arbeit weiterentwickelten Kontaktformulierung untersucht. Dazu werden
sowohl zwei- alsauch dreidimensional e, stati sche und dynamische Problemstellungen betrach-
tet. FUr alle Beispielrechnungen wird das lineare St. Venant-Kirchhoff Material gesetz verwen-
det.

9.1 Zwedimensionale Beispiele

9.1.1 Hertzscher Kontakt — Signorini Problem

Um die Genauigkeit der vorgestellten Kontaktformulierung zu Uberprifen, wird der Hertzsche
Kontakt (Hertz (1881)) einesunendlich langen, linear elastischen Halbzylinders untersucht. Der
Zylinder ruht auf einem ebenen, starren Untergrund und wird durch eine gleichformige Last p
entlang der Oberseite belastet. Dafur die analytische L sung die Annahme sehr kleiner Verfor-
mungen zugrundeliegt, werden nur geringe L asten angesetzt. Geometrie, M aterialdaten und Be-
lastung sind in Anlehnung an Yang et al. (2005) gewahlt und kdnnen der Abbildung 9.1 entnom-
men werden. Der analytische Verlauf des Kontaktdrucks ist in Kikuchi und Oden (1988)
angegeben:

te= —,/(b? = x3) . (9.1)

Darinist P dieAuflastjeLangeneinheit, diesichhierzu P = 2Rp = 10.0 [N/mm] ergibt. Der
Parameter b stellt die halbe Breite der Kontaktflache dar und berechnet sich mit

Geometrie: Material: Belastung:
R= 8.0 [mm] E = 200.0 [N/mn?] p = 0.625 [N/mm?]
L= o v =03
P
L

v

\

Abb. 9.1: Hertzsches Kontaktproblem
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PR(1 — v

b=2 =

= 0.6808 mm . (9.2)

Die Laufvariable x beschreibt den Abstand von der Zylinderachse nach auf3en (Abb. 9.1).

Aufgrund der unendlich langen Ausdehnung in Léngsrichtung liegt offensichtlich ein ebener
Verzerrungszustand vor, so dass dieses Problem mit zweidimensionalen Finiten Elementen un-
tersucht werden kann. Zudem kann von einem quasi statischen Zustand und von geometrisch li-
nearem Verhalten ausgegangen werden. Zur Abbildung des Kontaktdruckverlaufs entlang der
kleinen Kontaktflache (Gl. (9.2)) muss dieser Bereich relativ fein vernetzt werden. ES werden
vier unterschiedlich feine FE-Netze untersucht, wobei es aufgrund der Symmetrie genigt, nur
eine Halfte des Halbzylinders zu diskretisieren. Die verwendeten FE-Netze sind in Abbildung
9.2 dargestellt.

/>C Einteilung in Design-Flachen: Netz 1: 125 Elemente

4.5 35

[ 4
\

6.8

FE-Netze: Unterteilung der Design-Fl&chen und Gesamtanzahl der Finiten Elemente

Netz (D (1) 7 S’ Elemente
1 5x5 5x 10 5x10 125
2 10 x 10 10 x 20 10 x 20 500
3 20 x 20 20 x 40 20 x 40 2000
4 40 x 40 40 x 80 40 x 80 8000

Abb. 9.2: FE-Netze fir Hertzschen Kontakt (halbes System)

In Abbildung 9.3 ist der Verlauf des Kontaktdrucks fur die verwendeten Diskretisierungen der
analytischen Ldsung nach Hertz gegentibergestellt. Fir die Darstellung werden zwei verschie-
dene Arten der Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren durchgefuhrt. Werden die ermittel-
ten Knotenwerte (zV)i der Lagrange-Multiplikatoren mit den diskontinuierlichen dualen Ansatz-
funktionen ¢iD interpoliert, ergeben sich die in Abbildung 9.3a) visualisierten Verlaufe.
Aufgrund der diskontinuierlichen Ansatzfunktionen entstehen Spriinge im interpolierten Ver-
lauf des Kontaktdrucks. Der Betrag dieser Spriinge nimmt mit wachsendem x sukzessive zu, da
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hier der Gradient des Kontaktdrucks stetig grof3er wird. Der ,, sdgezahn®-ghnliche Verlauf gibt
die wahre Verteilung des Kontaktdrucks nur unbefriedigend wieder, weshalb die Knotenwerte
(z); der Lagrange-Multiplikatoren in Abbildung 9.3b) linear interpoliert werden. Dies ent-
spricht dem in Hieber et al. (2005) beschriebenen Vorgehen. Die dadurch erhaltenen Verlaufe
sind kontinuierlich und ndhern sich mit feiner werdendem Netz an die anal yti sche K ontaktdruck-
verteilung an. Eslasst sich mathematisch zeigen, dass die Ordnung des Fehlers fir beide Arten
der Interpolation &quivalent ist.

a) Interpolation mit dualen Ansatzfunktionen
12 12

‘\\ —— Netz1 | —— Netz 3

\
10 \ Netz 2 10- Netz 4
| /O f /
8- 8- \

analytische

analytische

Kontaktdruck in [N/mm?]
Kontaktdruck in [N/mm?]

i L 6sung \ i Losung
2- 2
0 0 \‘F
] ] |
—2- —2- \\
_4 T T T T T _4 T T T T
0 0.2 04 0.6 0.8 0 0.2 04 0.6 0.8
X in [mm] X in [mm]
b) Lineare Interpolation der diskreten Lagrange-Multiplikatoren
10

Kontaktdruck in [N/mm?]
B

Kontaktdruck in [N/mm?]
B

analytische analytische
i L 6sung i L 6sung
2- 2]
0 T T T T T 0 T T T T I
0 0.2 04 0.6 0.8 0 0.2 04 0.6 0.8
X in [mm] X in [mm]

Abb. 9.3:  Verlauf des Kontaktdrucks

Bei Betrachtung der kontinuierlichen Interpolation (Abb. 9.3b)) fallt auf, dass bereits mit dem
relativ groben Netz 2 eine sehr gute Approximation des wahren Kontaktdruckverlaufs erhalten
wird. DieL dsungen mit denfeineren Netzen 3 und 4 unterschei den sich kaum noch und représen-
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tieren dieanal ytische K ontaktdruckverteilung sehr gut. L ediglich im &uf3ersten Bereich der Kon-
taktflache (x > 0.65 mm) sind geringe Unterschiede zwischen den numerischen und dem ana-
lytischen Verlauf erkennbar. Diese sind darauf zurtickzufUhren, dassdie Grof3e der approximier-
ten Kontaktfl&che von der Lage der diskreten FE-Knoten abhangt. Esist deshalb sehr unwahr-
scheinlich, dass ein diskreter Knoten exakt an der analytisch berechneten Kontaktgrenze
(x = 0.6808 mm) positioniert ist.

9.1.2 Dunner Ring auf starresHindernis

Anhand dieses Beispiels soll der Einfluss der unterschiedlichen Zeitdiskretisierungsverfahren
auf die Systemantwort untersucht werden. Dieses System wurde in &hnlicher Form bereits von
Wriggerset al. (1990) und Laursen (2002) untersucht. Ein el astischer Ring wird mit einer gewis-
sen Anfangsgeschwindigkeit in einem Winkel von 45° auf ein ebenes, starres Hindernis gewor-
fen. Die Anfangsgeschwindigkeit erhdt der Ring, indem er mit einer gleichmafdig verteilten Fl &
chenlast p(t) wahrend der ersten 4 msbel astet wird. Danach bewegt sich der Ring mit konstanter
Geschwindigkeit auf das starre Hindernis zu. Die genaue Geometrie, die Materialdaten sowie
die Lastkurve sind der Abbildung 9.4 zu entnehmen. Der Ring wird mit 64 zweidimensionalen,
bilinearen Q1-Elementen diskretisiert. Fir die Berechnung wird die Annahme eines ebenen
Spannungszustandes zu Grunde gelegt und eine Einheitsdicke von 1 mm gewahlt. Untersucht
wird ein Zeitintervall von T = 50 ms, wobel fUr die Berechnung jewells eine konstante Zeit-
schrittweite von At = 0.1msangesetzt wird.

Material:
E = 2.06 - 10* [N/
Flachenbel astung: y =0.0
p(t) o =7.80-10% [kg/m’]
(o]
A Geometrie:
- R, = 0.300 [m]
R, = 0.298 [m]
£ h = 0.002 [m]
8
pk FE-Netz:
64 Elemente
v Lastkurve:
p(t) [kN/m?]
e 500,/2
o
™
o
starres Hindernis 0

0 3 4 t [ms]

Abb. 9.4: Dinner Ring: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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a) Generalized-a-Verfahren: O tyoo = 40 ms

tloo = 10 ms

b) Generalized-Energy-Momentum-Method:
Abb. 9.5: Dinner Ring: Bewegungsvorgang (0 . =1.0)

Die Berechnung wird sowohl mit dem , Generalized-a"-Verfahren (Gen,) in unmodifizierter
Form als auch mit der ,, Generalized-Energy-Momentum-Method“ (GEMM) durchgefihrt. Al-
lerdings wird fur die GEMM die ,, Velocity-Update”-Methode eingesetzt. In Abbildung 9.5 ist
der berechnete Bewegungsvorgang des diinnen Rings fir die beiden Zeitintegrationsverfahren
dargestellt. Der Spektralradiuswurdehierfirinbeiden Féllenzu p . = 1.0 gewahlt. Esist deut-
lich zu erkennen, dass die Verwendung des Gen,,-Verfahrens zu instabilen L dsungen fUhrt. Nach
einem berechneten Zeitintervall von T = 28 mskonvergiert das Verfahren nicht mehr. Die auf-

1000 1000

. « = 1.0 .
750- P 750- pPx =10
500- 500- /
2307 0. = 095 2501 po = 0.95

0 T T T T T T T 0 T T T T T T

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Generdized- a GEMM + "Vdl.-Update*

Abb. 9.6: Dunner Ring: Totale Energie [Nm=J] vs Zeit [mg]
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tretende Instabilitét dieses Verfahrensist gleichzeitig mit einem sehr starken Anwachsen der to-
talen Energie verbunden (Abb. 9.6inks). Eine einfache Mdglichkeit, das Gen,-Verfahren zu sta-
bilisieren, ist die Wahl eineskleineren Spektral radius und das damit verbundene Einbringen von
numerischer Dissipation. Bereitsmit p . = 0.95 liefert das Gen,,-Verfahren fur dieses Beispiel
stabile Ldsungen, was mit einem Verlust von etwa 6.5% der totalen Energie verbunden ist. Im
Gegensatz dazu stellt die GEMM in Verbindung mit der ,, Vel ocity-Update® -M ethode, unabhén-
gig vom gewahlten Spektralradius, ein stabiles Zeitintegrationsverfahren dar (Abb. 9.6;echts)-

9.1.3 Kontakt-Patchtest

Eine Kontaktformulierung sollte in der Lage sein, ein raumlich konstantes Spannungsfeld ent-
lang nicht konform diskretisierter Kontaktfl&chen exakt von einem Koérper auf den anderen zu
Ubertragen. Dieses wird mit dem sogenannten K ontakt-Patchtest (Simo et al. (1985)) Uberpruft.

120 120 120 120

p = 100.0 [N/mm?] 60 60
- EEEEEREEIIIIINLY |
o E = 1000.0 [N/mn?] ,
Lo
v =04 1/0_090,_;7‘7
p P 50 -12 52 | /35"
SRITIAREEY TR i\ | | v
' 1
37
9 E = 1000.0 [N/mn?]
v =04
T O 00 ONONONONONONG®, JANVANIVANRRYANYANRANVANRANRYANRAN
} : oo konsistente Knotenkrafte in [N]
3.0 6.0 1.0
Langen in [mm] N
| | | | | |
12 12 12 12 12
0.6

10,10 08 12 10 10 10 10 14
| | | | | |

Abb. 9.7. Geometrie, Materialdaten, Diskretisierung und konsistente Knotenkr &fte
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Als Testbeispiel wird dasin Yang et al. (2005) vorgeschlagene Problem untersucht. Ein elasti-
scher Korper wird mit einer konstanten Belastung auf einen ebenfalls elastischen Block ge-
druckt. Zur Verallgemeinerung des Problems wird der obere Korper leicht exzentrisch auf den
unteren angeordnet. Ein gleichmé&Rig verteilter Druck von p = 100.0 [N/mm?] wird auf die
Oberseiten der beiden Korper aufgebracht, so dass eine konstante Spannungsverteilung in der
Kontaktflache entsteht. Die Geometrie, die el astischen M aterial parameter, die gewéhlte Diskre-
tisierung sowie die anzusetzenden, konsistenten Knotenkrafte sind in Abbildung 9.7 dargestel|t.
Die Berechnung erfolgt unter Verwendung von 75 zweidimensionalen, bilinearen Q1-Elemen-
ten und der Annahme el nes ebenen Spannungszustandes. Fir die betrachteten Scheibenwird die
Einheitsdickevon 1 mmangesetzt. Wieder Abbildung 9.7 zu entnehmenist, wird die Diskreti-
sierung so gewahlt, dass entlang des K ontaktrandes zwei nicht konforme FE-Netze aufei nander
treffen.

| —1

Abb. 9.8:  Unverformtes und verformtes FE-Netz fir den Kontakt-Patchtest

Der konstante Spannungszustand wird exakt von einem K drper auf den anderen Ubertragen. Alle
diskreten Knotenwerte der Lagrange-Multiplikatoren in Normalenrichtung ergeben sich exakt
zu 100 N. In Abbildung 9.8 ist das unverformte und das verformte FE-Netz abgebildet. Es zeigt
sich, dasssich diebeiden Korper gleichmal3igin vertikaler Richtung verformen. Dievorgestellte
Kontaktformulierung erflllt somit den Kontakt-Patchtest fir beliebige nicht konforme Netze
entlang des Kontaktrandes.

9.1.4 Ironing Problem

Alsletztes zweidimensionales Beispiel wird das sogenannte ,, Ironing Problem” untersucht. Ein
elastischer Block wirdin eine ebenfallsel astische Scheibe eingedriickt und anschlief3end in hori-
zontaler Richtung verschoben. Die Geometrie- und Materialdaten sind in Anlehnung an Yang

149



D E = 68.96 - 108 [N/mn]
T Upy v =0.32
S
+ 0.2
0.2
o) E = 68.96 - 10’ [N/mn?]
~ v = 0.32
Langen in [mm]
| |
12.0

Abb. 9.9:  Ironing Problem: Geometrie und Materialdaten

et al. (2005) gewahlt und in Abbildung 9.9 dargestellt. Die Oberkante des Blocks wird zundchst
um uy, = 0.8 mmin vertikaler Richtung nach unten und anschlief3end um uy = 10.0 mmin
horizontaler Richtung nach rechts verschoben. Fir die quasi statische verschiebungsgesteuerte
Berechnung wird die Annahme el nes ebenen Spannungszustandes zu Grunde gelegt. Eswird be-
wusst eine sehr grobe Diskretisierung mit nur 49 bilinearen Q1-Elementen gewahlt, um die Aus-
wirkungen der integralen Erfillung der Nichtdurchdringungsbedi ngung besonders zu verdeutli-
chen. In Abbildung 9.10 sind einige Verformungszustande der Berechnung dargestellt. Darin
wird offensichtlich, wie die FE-Knoten des Blocksin das diskretisierte Gebiet der Scheibe ein-
dringen. Dies ist eine direkte Konsequenz der integralen Nichtdurchdringungsbedingung. Zu-
sétzlich zeigt dieses Beispiel, dass die vorgestellte Kontaktformulierung in der Lage ist, grof3e
tangentielle Relativverschiebungen zweier kontaktierender Korper abzubilden.

H
H

|

Ausgangsposition Block ist komplett eingedriickt

Block auf halber Strecke nach rechts Endposition
Abb. 9.10: Ironing Problem: \Verformungszustand zu unter schiedlichen ,, Zeitpunkten®
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9.2 Dreidimensionale Beispiele

921 Rohr

Als erstes dreidimensionales Beispiel wird ein diinnes, elastisches Rohr betrachtet, das durch
zwei gegenuberliegende starre Platten zusammengedrickt wird. Die untere Platte ist fest gela-
gert und die obere wird durch die Gesamtlast P gleichmaliig nach unten gedrickt. Die Abmes-
sungen des Rohrs sowie die verwendeten Materialdaten sind in Abbildung 9.11 dargestelIt. Auf-
grund der Symmetrie des Systems wird lediglich eine Halfte des Rohrs diskretisiert. Hierzu
werden 1080 trilineare oberflachenorientierte hybride Schal enelemente verwendet.

Materia:
E = 150 - 107 [N/m?]
v =0.30
Geometrie:
Ra = 30.0 [mm]
R, = 29.0 [mm]
h = 1.0 [mm]
FE-Netz (fur 1/2 System):
1080 Elemente

Abb. 9.11: Rohr: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung

Eswird eine stati sche verschiebungsgesteuerte Berechnung durchgef ihrt, indem die obere Platte
in 130 &guivalenten Verschiebungsinkrementen von Au, = 0.4 mm insgesamt um
u, = 52.0 mm nach unten geschoben wird.

F777777777777777i777

16- } L }
z - Z | 21 O |
o 12- Vergrofert o | Y- |

%‘5\‘ .

i, B o ;
» LR *
| |

(Dh4:777777777777__7 (D‘ 1 /, ‘
| 9 la----tC \ | ’ \
‘0 I-T T I‘ T ‘0 T T T T T \‘
0 8 16 24 32 40! 48 | 0 8 16 24 32 40 |
- _ - _

Vertikalverschiebung u, der oberen Platte [mm]
Abb. 9.12: Rohr: Last-Verschiebungs-Kurve
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In Abbildung 9.12 ist die Last-Verschiebungs-Kurve fir die Vertikalverschiebung der oberen
starren Platte dargestellt. Eine Vergrof3erung zeigt, dassdie Steifigkeit des Systemsaufgrund der
aufgezwungenen Verformung zundchst deutlich abnimmt. Erst ab einer Vertikalverschiebung
der oberen Plattevon u, > 32 mmwird in etwawieder die Anfangssteifigkeit erreicht. Danach
steigt die Steifigkeit des Systems mit weiterer Steigerung von urapidean. Fir diein Abbildung
9.12 markierten Stellen der Last-Verschiebungs-Kurve sind die zugehdrigen Verformungszu-
standefur drei verschiedene Ansichtenin Abbildung 9.13 dargestellt. Bel Betrachtung desRohr-
endquerschnittes|asst sich folgendes Phénomen erkennen: Der zunachst krei srunde Querschnitt
wird zu Beginn der aufgebrachten Verschiebung in horizontaler Richtung ovalisiert
(uz = 20.0 mm). Bei weiterer Steigerung der Vertikalverschiebung der oberen starren Platte
wird der Endquerschnitt wieder nahezu kreisrund (u, = 40.0 mm), bevor er sich schliefdlichin
vertikaler Richtung ovalisiert (u, = 52.0 mm). Die Schnitte in Langs- und Querrichtung zei-
gen, wiesich die aktiven K ontaktknoten wahrend der Berechnung verandern. Wahrend sich am
Anfang im wesentlichen die mittleren Bereiche des Rohrsin Kontakt mit den starren Platten be-
finden, wandern die Kontaktbereiche mit zunehmendem u, sukzessive nach aussen.
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u, = 0.0 mm u, = 20.0 mm u, = 40.0 mm

b) Schnitt in Langsrichtung ¢) Schnitt in Querrichtung

T T

u; = 20.0 mm

(|
o w=40mm

Abb. 9.13: Rohr: Verschiedene Verformungszusténde
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Die angewandte Kontaktformulierung stellt sich hierbei als aulRerst robust und stabil heraus.
Trotz der grof3en Verformungen des Rohrs und der damit verbundenen standigen Veranderung
der aktiven Kontaktknoten konvergiert die Aktive-Mengen-Strategiejeweilsin weniger alsfiunf
Schritten.

922 Ball

Dasfolgende Beispiel dient zur Verdeutlichung der Notwendigkeit eines geeigneten Verfahrens
zur agorithmischen Erhaltung der totalen Energie im Falle von dynamischem Kontakt. Hierzu
wird ein elastischer Ball untersucht, der im Wechsel auf zwei starre Hindernisse prallt. In Abbil-
dung 9.14 sind dieverwendeten M aterial parameter, die Geometrie, die Diskretisierung sowiedie
Belastung dargestellt. Fur die Diskretisierung des Ballswerden 216 trilineare oberflachenorien-
tierte hybride Schalenelemente verwendet. Die Belastung wird derart aufgebracht, dasssich eine
Rotation desBallsum alledrei Raumachsen ergibt. Hierzu wird die &uf3ere Oberflache desBalls
jeweilszur Hélftein positiver und negativer K oordinatenrichtung bel astet. Eine Rotationum die
globale y-Achseentsteht bel spi el swei sedurch die Fl &chenbel astung der oberen bzw. unteren Ku-
gelhalftevon + fybzw. — fy. Zusétzlich zu diesen, einereine Rotation desBallsverursachenden

Material:

E = 150- 10" [N/

starres Hindernis v = 0.45

o = 1.0-10° [kg/m?
Geometrie:

Ra = 0.110 [m]

R = 0.107 [m]

h = 0.003 [m]
FE-Netz:

216 Elemente
Lasten:

|fxl = ¥ - 300 [N/m?]
|fyl = ¥ - 200 [N/
|f;] = v - 400 [N/m?]
fr =y - 300 [N/m3

Lastkurve:
Lastfaktor y
1.0
starres Hindernis
0

0 003 005 tld
Abb. 9.14: Ball: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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starres Hindernis

Abb. 9.15: Ball: Bewegungsvorgang — GEMM mit ,, \Elocity-Update” -Methode (0 . =1.0)

Lasten wird die Kugel durch zwei translatorische Flachenlasten f+, die auf die gesamte Kugel-
oberflache wirken, in x- und z-Richtung beschleunigt. Dadurch prallt der Ball unter einem Win-
kel von 45° zunachst auf das untere Hindernis.

Die Berechnungen werden mit der GEMM mit und ohne Berticksichtigung der ,, Velocity-Up-
date -Methode und einer konstanten Zeitschrittweitevon At = 2msdurchgefihrt. Eswird der
Zeitraum untersucht, indem der Ball funf Mal mit einem starren Hindernis in Kontakt kommt.
Abbildung 9.15 zeigt den berechneten Bewegungsvorgang unter Verwendung der ,, Vel ocity-Up-
date” -Methode mit einem gewahlten Spektralradius p . = 1.0.InAbbildung 9.16 sind die Ver-
laufe der totalen, kinetischen und potentiellen Energie dargestelIt, diesich durch die Anwendung
der GEMM mit unterschiedlichen Spektralradien ergeben.

Die Verlaufe ohne Berticksichtigung der ,, Vel ocity-Update” -Methode zeigen deutlich, dass fur
jeden neuen Kontaktfall sukzessive Energie verloren wird. Verglichen mit dem durch Kontakt
induzierten Energieverlust spielt die eingebrachte numerische Dissipation durch die Wahl von
P« < 1.0 nur eine untergeordnete Rolle. Die Energieverlaufe fur unterschiedlich gewahlte
Spektralradien unterscheiden sich nur unmerklich voneinander. Im betrachteten Zeitraum von
T = 0.55swerden unabhangig von der Wahl des Spektralradius etwa 22 % der totalen Energie
verloren.

Im Gegensatz dazu lassen die Verlaufe mit Berlicksichtigung der ,, Vel ocity-Update” -Methode
einen deutlichen Einfluss des gewahlten Spektralradiuserkennen. Der Fall p .. = 1.0 garantiert
erwartungsgemald die exakte Erhaltung der totalen Energie. Mit abnehmendem Spektralradius
scheint sich jedoch auch die Auswirkung der ,, Vel ocity-Update” -Methode zu verringern. Fir ei-
nen gewahlten Spektralradiusvon p .. = 0.95 unterscheiden sich die Energieverlaufe mit und
ohne Anwendung der ,, Vel ocity-Update” -M ethode nur noch um etwa0.7 %. Auffallendist ledig-
lich, dass die Verlaufe der totalen Energie durch die Berticksichtigung der , Velocity-Up-
date”-Methode deutlich glatter verlaufen.
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Abb. 9.16: Ball: Energien [Nm=J] vs Zeit 5] fur GEMM

9.23 Das,geworfene Lineal®

Anhand des Beispiels des ,,geworfenen Lineals* wurde in Kapitel 4.5 das jewellige Verhalten
der vorgestellten Zeitintegrationsverfahren verdeutlicht. Dieses Beispiel wird nun erneut aufge-
griffen, umdie Wirkungsweiseder ,, Vel ocity-Update” -M ethode zu untersuchen. Dazu wird dem
freien Flug des,, Lineals* eine ebene starre Wand alsHindernisin den Weg gestellt. Die Abmes-
sungen des Lineals sowie die aufgebrachten Lasten entsprechen exakt denjenigen aus Kapitel
4.5. Sie sind zusammen mit der Angabe der Position der starren Wand nochmalsin Abbildung
9.17 dargestellt. Zur Diskretisierung werden wiederum 30 trilineare oberflachenorientierte hy-
bride Schalenelemente verwendet, so dass die entsprechenden Linienlasten gleichméal3ig auf die
jeweiligen Schalenoberflachen verteilt werden. Unter Verwendung einer konstanten Zeitschritt-
weitevon At = 50uswird ein Zeitintervall von T = 100 ms untersucht.
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Materia: Lastkurve:

E = 206 - 10" [N/m? p(t) [kN/m]
v = 0.0
o = 7.80 - 10° [kg/m?| 20
Geometrie:
h = 0.002[n 10

st

Abb. 9.17: Geworfenes Lineal: Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung

Der Bewegungsvorgang desLinealsist in Abbildung 9.19 dargestellt. Es zeigt sich, dassdie zu-
néchst komplexe Flugbahn desLineal sin einevorwiegend rotierende Bewegung nach dem Kon-
takt mit der starren Wand tbergeht. Dies lasst sich auch aus den Darstellungen der jeweiligen
Energieverlaufe in Abbildung 9.18 entnehmen. Nach dem Kontakt des Lineals mit der starren
Wand verringern sich die Amplituden der kinetischen und potentiellen Energie schlagartig.

300 . 300
| totale Energie |
8 || 200- 200+
‘ﬂ' . kinetische Energie 1
g || 100 otentielle Energie | 100+
N , ,
0 T T T T T T T T O T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
300 300
& || 200 200
o N J
I | i
g || 100 100
Q i i
0 T T T T T T T 0 T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
mit ,, Velocity-Update® ohne , Velocity-Update®

Abb. 9.18: Geworfenes Lineal: Energien [Nm=J] vs Zeit [ms] fir GEMM
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ti700 = 85 Ms

o
E‘\‘l

starre Wand

Abb. 9.19: Geworfenes Lineal: Bewegungsvorgang — GEMM mit ,, Vel-Upd* (0 . =1.0)

Die Auswirkung der algorithmischen Energieerhaltung im dynamischen Kontaktfall wird in die-
sem Beispiel erst bei genauerer Betrachtung sichtbar. In Abbildung 9.20 sind die Verlaufe der
totalen Energie zum Zeitpunkt des K ontaktes fir zwei unterschiedlich gewahlte Spektralradien
mit und ohne Anwendung der ,, Velocity-Update”-Methode vergroi3ert dargestellt. Fir die Be-
rechnungen mit p . = 1.0 ohne Verwendung der ,, Vel ocity-Update” -Methode ist deutlich zu
erkennen, dass immer dann Energie verloren wird, wenn wahrend eines Zeitschrittes Kontakt
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| pe =10 mit ,, Vel-Upd*
246
1 o ohne, Vel-Upd"
2441 P = 0.
242 | mit ,, Vel-Upd*
. ohne, Vel-Upd"
435 44.0 | 421.5 45.0

Abb. 9.20: Geworfenes Lineal: Totale Energien [Nm=J] vs Zeit [mg] fur GEMM — Gezoomt
zwischen einem Knoten und der starren Wand entsteht. Aufgrund der geringen Zeitschrittweite
und der Tatsache, dassin diesem Beispiel nur sehr wenige FE-Knoten mit der starren Wand kon-
taktieren, betragt der resultierende Energieverlust jedoch nur 1.05%. Der Einflussder ,, Vel ocity-
Update” -Methodeist deshalb auch fur die Berechnungenmit p .. = 0.95 nur schwach zu erken-
nen.

9.24  Torusmit und ohne Haftreibung

AbschliefRend wird mit diesem Beispiel gezeigt, wiedieindieser Arbeit vorgestellte Kontaktfor-
mulierung relativ einfach fir die Berechnung von reibungsbehafteten K ontaktproblemen erwel -
tert werden kann. Hierzu wird der Rollkontakt eines dinnwandigen, elastischen Rings fur den
Sonderfall reiner Haftreibung untersucht. Die einzuhaltende Haftbedingung wird lediglich in
Rollrichtung ( = t5, Abb. 9.21) formuliert. Senkrecht zu dieser Bewegungsrichtung (t”) wird
weiterhin von reibungsfreien Kontaktbedingungen ausgegangen. Zur algorithmischen Umset-
zung der einzuhaltenden Haftbedingungen wird dievierte Zeile desreduzierten, inkrementellen
Strukturgleichungssystems aus Gleichung (7.25) ineinen Anteil in t- und in t7-Richtung aufge-
gpalten. Wahrend der Anteil in t”7-Richtung unverandert bleibt, wird zur Einhaltung der Haftbe-
dingung der Anteil in t&-Richtung durch

7 )

ersetzt. Dadurch wird die inkrementelle Tangential verschiebung eines aktiven K ontaktknotens
in Richtung der Rollbewegung unterdriickt.

A =
JAdh =0 (9.3)

A

Zur Veranschaulichung der Wirkungsweise dieser einfachen Modifikation wird der Abrollvor-
gang eines Torus betrachtet. Dieser wird mit 384 trilinearen hybriden oberflachenorientierten
Schal enelementen diskretisiert. Dieverwendeten M aterial parameter, die Geometrie und dieauf-
gebrachte Belastung sind in Abbildung 9.22 dargestellt. Zundchst wird der Torusin einereine
Rotationsbewegung versetzt. Hierzu werden die Flachenlasten fi aninsgesamt acht, gleichma-
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t¢ = Rollrichtung

starres Hindernis

Abb. 9.21: Torus: Definition der Tangentialrichtungen

[Big verteilten Querschnittsflachen des Torus jewells in tangentialer Richtung aufgebracht. Da-
nach werden die inneren Oberflachen des Torus durch die Flachenlast f; belastet, so dass der
Torusunter einem Winkel von 22.5%in Richtung des starren Hindernissesbeschleunigt wird. Die
Berechnung erfol gt unter Verwendung der GEMM mit einem Spektralradiusvon p . = 1.0und
der Beriicksichtigung der ,, Velocity-Update*-Methode. Unter Verwendung einer konstanten
Zeitschrittweitevon At = 0.0125swird ein Zeitintervall von T = 2.5sbetrachtet. Eswerden
zwei Berechnungen durchgefiihrt; einmal mit und einmal ohne Berticksi chtigung der Haftbedin-

gung in Rollrichtung.
¢ ﬁ> Material:
R E = 1.00 - 107 [N/m?]

h\ e fr v = 0.46
o = 1.00 - 10° [kg/m?|
Geometrie:
Ra= 0.200 [
~ 3 = f R = 0.100 [m]
R R h = 0.005 [m
r TR D "
\ 384 Elemente
Lastkurve:
[N/mn]

fR% = Q fr 0.05 fr

fr 0.02 fr
Zi <b starres Hindernis 0
X 0 0.150.250.30 0.40 t[sl

Abb. 9.22: Torus. Material, Geometrie, Diskretisierung und Belastung

0.225m
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Abb. 9.23: Torus. Bewegungsvorgang — GEMM mit ,, Vel-Upd* (0 =1.0)

oben: mit Haftbedingung — unten: ohne Haftbedingung
In Abbildung 9.23 ist der jeweilige Bewegungsvorgang des Torus dargestellt. Zur Verdeutli-
chung der unterschiedlichen Systemantworten wurde jeweils eine Elementreihe des Torusfarb-
lich hervorgehoben. Esist zu erkennen, dass die rotierende Bewegung des Torus durch die Be-
rucksichtigung der Haftbedingung in Rollrichtung deutlich verstarkt wird. Am Ende des unter-
suchten Zeitintervalls(t,o, = 2.50s) unterscheiden sich diemarkierten Elementreihen um etwa
55°. Zusétzlich zeigt sich, dassdie horizontal e Bewegung des Torus durch die Berlicksichtigung
der Haftbedingung deutlich abgebremst wird. Verglichen mit dem reibungsfrei berechneten Be-
wegungsverlauf ergibt sich eine Differenz der Horizontal verschiebung von etwa 0.13m am
Ende der durchgefihrten Simulation. Dabel ergeben sich unter Verwendung des Zeitintegrati-
onsverfahrens(GEMM, p .. = 1.0,, Vel-Upd") fur beide Berechnungen stabile L 6sungen, wel-
che die exakte Erhaltung der totalen Energie garantieren.

9.3 Zusammenfassung

Indiesem Kapitel wurden zur Untersuchung der L eistungsfahigkeit der weiterentwickelten Kon-
taktformulierung jeweils vier zwei- und dreidimensional e numerische Experimente analysiert.

e Zweidimensionae Beispiele:

Anhand eines Hertzschen K ontaktproblems, fir das eine analytische L 6sung existiert, wurde
die Genauigkeit der vorgeschlagenen Verfahren gezeigt. Der exakte Verlauf des Kontakt-
drucks konnte bereits mit einer relativ groben Diskretisierung sehr gut abgebildet werden.

Mit dem zweiten Beispiel wurde die Notwendigkeit stabiler Zeitintegrationsverfahren fir die
Analysedynamischer Kontaktproblemeverdeutlicht: DieGEMM stelltin Verbindung mit der
» Velocity-Update” -Methode ein stabiles Zeitintegrationsverfahren dar und garantiert bel ge-
eigneter Parameterwahl (p . = 1.0) die exakte Erhaltung der totalen Energie.
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Die Eigenschaft der Kontaktformulierung, einen homogenen Spannungszustand entlang
nicht konform vernetzter Teilgebietsrander zweier deformierbarer Korper exakt Ubertragen
zu konnen, wurde mit der Erfullung des Kontakt-Patchtestes gezeigt.

Zur Verdeutlichung der Auswirkungen einer integralen Erftllung der Inpenetrabilitétsbedin-
gungwurdedas,, Ironing-Problem® mit einer sehr groben Diskretisierung untersucht. Zusétz-
lich konnte mit diesem Beispiel gezeigt werden, dass sich die vorgestellte Kontaktformulie-
rung auch fir die Analyse von Problemstellungen mit grofen, tangentiellen Rel ativverschie-
bungen zweier deformierbarer Korper eignet.

Dreidimensionale Beispiele:
Die statische Analyse eines elastischen Rohrs, das durch zwel starre Platten zusammenge-
druckt wird, verdeutlichte die Robustheit und Stabilitét der verwendeten Kontaktformulie-

rung. Obwohl sich die Anzahl der aktiven K ontaktknoten aufgrund der grof3en Verformungen
standig andert, erwies sich die eingesetzte Aktive-Mengen-Strategie als sehr zuverlassig.

Mittels der dynamischen Untersuchung eines mehrfachen Kontaktes eines diinnen Balls
wurde die erforderliche algorithmische Energieerhaltung erlautert. Eslief3 sich zeigen, dass
der unmodifizierte Einsatz einesimpliziten Zeitintegrationsverfahrens bei jedem neu entste-
henden Kontakt zu Energieverlusten des Systemsfihrt. Der Einsatzder GEMM in Kombina-
tion mit der ,, Vel ocity-Update” -Methode erwies sich auch fir dieses Beispiel als geeignete
Strategie.

Dasbereitsin Kapitel 4.5 untersuchte Experiment des,,geworfenen Lineals* wurdein etwas
modifizierter Form einer Kontaktanalyse unterzogen. Dabei konnte erneut die Zuverlassig-
keit des Kontaktal gorithmus sowie die Wirkungsweise der ,, Vel ocity-Update” -M ethode ver-
deutlicht werden.

Anhand des Rollkontaktes eines diinnen Torus zeigte sich die Erweiterungsmoglichkeit der
vorgestellten Kontaktformulierung im Hinblick auf reibungsbehafteten Kontakt. Fur den Fall
reiner Haftung wurden die notwendigen Modifikationen vorgestellt und durch die numeri-
sche Untersuchung verifiziert.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine L ésungsstrategie zur numerischen Simulation von Kon-
taktproblemen diinnwandiger Strukturen bei grof3en Deformationen erarbeitet, detailliert vorge-
stellt und bewertet. Einezentrale Rolle spielte dabei die Weiterentwicklung einer reibungsfreien,
mortar-basierten Kontaktformulierung. Diese konnte in den Rahmen einer impliziten Zeitinte-
gration eingebettet und mit geeigneten Finiten Elementen zur raumlichen Diskretisierung kom-
biniert werden.

Zur raumlichen Diskretisierung schalenartiger Strukturen wurden im Hinblick auf eine geel-
gnete Verknlpfung mit einer maglichst elementunabhangigen K ontaktformulierung zwei volu-
menorientierte Finite Elemente implementiert und untersucht. Basierend auf einer dreidimen-
sionalen 7-Parameter-Schalenformulierung (Buchter und Ramm (1992a)) erfolgte die Entwik-
klung einestrilinearen oberfl&chenorientierten Volumen-Schal en-Elementes durch eine Repara-
metrisierung der Geometriebeschreibung. Zur Steigerung der Effizienz kam eine hybride Ele-
mentformulierung auf Basis der Enhanced-Assumed- Strain-Methode (Simo und Rifai (1990))
und der Assumed-Natural-Strain-Methode (Hughes und Tezduyar (1981), Bathe und Dvorkin
(1985)) zum Einsatz. Zusétzlich zu diesem Volumen-Schal en-Element konnte in Anlehnung an
die Arbeit von Weissman (1996) ein trilineares geometrisch nichtlineares VVolumenel ement auf
Grundlage des Prinzipsvon Hu-Washi zu hergel eitet werden. Numerische Experimente bestétig-
ten das sehr gute Verhalten bei der FE-Formulierungen. Aufgrund der geringeren Anzahl interner
Parameter erwies sich das oberfldchenorientierte Schalenelement jedoch als robuster und effi-
zienter, weshalb es fir die weiteren numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit ausgewahlt
wurde.

Fir die zeitliche Diskretisierung lief3en sich zwei implizite Zeitintegrationsverfahren analysie-
ren. Zusatzlich zu dem bereits bestehenden ,, Generalized- o -Verfahren (Gen,) wurde die , Ge-
neralized-Energy-Momentum-Method* (GEMM) implementiert. Hierzu waren zusétzlicheMo-
difikationen in den Elementroutinen notwendig. Die Auswertung eines numerischen Experi-
menteszeigte, dassdie GEMM, im Gegensatz zum Gen,,-Verfahren, unabhéngig vom gewahlten
Spektralradius unbedingt stabil ist.

Aufbauend auf der Arbeit von Hieber und Wohlmuth (2005) konnte diedort vorgestellteMortar-
Kontaktformulierung auf den geometrisch nichtlinearen Fall erweitert werden. Der Grundidee
der Mortar-Methode folgend wurde hierfir die geometrische Inpenetrabilitatsbedingung in ei-
nem schwachen integralen Sinne formuliert. Dazu waren kontinuierlich approximierte La-
grange-Multiplikatoren einzufiihren, die physikalisch den Druck in der Kontaktfuge repréasen-
tieren. EinwesentlichesMerkmal der vorgestellten Formulierung i st die Verwendung von duaen
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Ansatzraumen (Wohlmuth (2000)) zur Interpolation der eingeflihrten Lagrange-Multiplikato-
ren. Dadurchist esin Kombination mit einer geeigneten Aktiven-Mengen-Strategiemaoglich, die
diskreten Knotenwerte der eingefiihrten Lagrange-Multiplikatoren aus dem resultierenden in-
krementellen effektiven Strukturgleichungssystem zu eliminieren. Diesewerden in einer Nach-
laufrechnung variationell konsistent in Abhangigkeit der Verschiebungen berechnet. Mit Hilfe
einer entsprechenden Basistransformation lasst sich die algebraische Struktur des allgemeinen
Kontaktfalls zweier deformierbarer Korper in eine dem Kontakt eines deformierbaren Korpers
mit einem starren Hindernis &quival ente Form bringen. Damit kann ein allgemeines Zwei-K 6r-
per-Kontaktproblem formal identisch wieein vergle chswel se einfacheres Ein-K 6rper-K ontakt-
problem behandelt werden. Im Vergleich zu anderen numerischen L ésungsverfahren fir Kon-
taktprobleme zeichnet sich die vorgestellte Kontaktformulierung durch zwel wesentliche

Aspekte aus:
e Die Grol3e des abschlief3end zu |6senden inkrementellen Strukturgle chungssystems
bleibt konstant.

e Esist kein benutzerdefinierter Parameter (z.B. Penalty-Parameter) notwendig.

Die numerischen Untersuchungen dynamischer Kontaktprobleme haben die Notwendigkeit zu-
sétzlicher algorithmischer Energieerhaltungsstrategien verdeutlicht. Deshalb wurde die von
Laursen und Love (2002) vorgestellte ,, Vel ocity-Update” -M ethode flir die Kombination mit der
in dieser Arbeit weiterentwickelten Kontaktformulierung Uberarbeitet und entsprechend der
GEMM verallgemeinert. Diese Strategie zeichnet sich gegentiber anderen energieerhaltenden
Verfahren (Laursen und Chawla(1997), Armero und Pet6cz (1998)) dadurch aus, dassdie exakte
Energieerhaltung bei gleichzeitiger Erflllung der geometrischen Inpenetrabilitétsbedingung ge-
wahrleistet wird.

Ein weiterer Aspekt konnte durch die detaillierte Analyse der vorgestellten Kontaktformulie-
rung verdeutlicht werden. Aufgrund der exakten Erfillung der Inpenetrabilitatsbedingung im
schwachen Sinne entstehen in Verbindung mit den verwendeten impliziten Zeitintegrationsver-
fahren unphysikalische Oszillationen der diskreten K notenwerte der Lagrange-Multiplikatoren.
Dieskann zu Problemen in der Anwendung der Aktiven-Mengen-Strategie flhren. Zur Vermei -
dung der ungunstigen Auswirkungen wurde eine Mittelung der diskreten Lagrange-Multiplika-
toren vorgeschlagen. Damit konnte der Algorithmus der Aktiven-Mengen-Strategie stabilisiert
werden.

Mit zwei- und dreidimensionalen, statischen und dynamischen, numerischen Experimenten
konnte die Robustheit und Stabilitat der vorgestellten L ésungsstrategie bestétigt werden. Die
Kontaktformulierung ist in der Lage den Verlauf der Kontaktspannungen genau abzubilden und
besteht den K ontakt-Patchtest fur beliebig, nicht konform vernetzte Kontaktrander. Die Kombi-
nation der GEMM mit der verallgemeinerten , Velocity-Update-Methode liefert ein stabiles
Zeitintegrationsverfahren, das fir p . = 1.0 die exakte Erhaltung der totalen Energie garan-
tiert. Anhand des Rollkontaktes eines diinnen Torus wurde die mdgliche Erweiterung der Kon-
taktformulierung fur den Fall reiner Haftreibung gezeigt.
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10.2  Ausblick

Dievorliegende Arbeit stellt einen wissenschaftlichen Beitrag auf der Suche nach universellen
robusten und effizienten Kontaktformulierungen im Rahmen der Finite-Element-Methode dar.
Fir eine abschlief3ende Bewertung der vorgeschlagenen Strategien sind noch weitergehende
Forschungsarbeiten notwendig. Die Verknupfung der vorgeschlagenen Kontaktformulierung
mit realistischen Reibgesetzen spielt dabeil el ne ebenso wichtige Rolle wie die Entwicklung ge-
eigneter Verfahren zur Vermei dung der unphysikalischen Oszillationen bei der Model lierung dy-
namischer Kontaktprobleme. Fur die Beriicksichtigung von maglichem Selbstkontakt miissen
die vorgestellten Methoden weiter verallgemeinert werden und mit leistungsfahigen Algorith-
men zur Kontaktsuche kombiniert werden. Durch die Anwendung einer inexakten Aktiven-
Mengen-Strategie in Verbindung mit iterativen Losern kann die numerische Effizienz deutlich
gesteigert werden (Hueber und Wohlmuth (2005), Brunssen et al. (2006)). Neben der Berlick-
sichtigung von geometrisch nichtlinearen Effekten im Sinne grof3er Deformationen ist fir eine
realistischere numerische Analyse auch materiell nichtlineares Verhalten zu modellieren.
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Anhang

A Finite Elemente

Inder vorliegenden Arbeit werden ausschliefdlich vierknotige Vierecksel emente und achtknotige
Volumenel emente mit bi- bzw. trilinearen Ansatzfunktionen zur Diskretisierung verwendet. Die
entsprechenden Definitionen der Formfunktionen und Elementmatrizen sowie die Lage der
Gaul3-Punkte fr die unterschiedlichen Elementformulierungen werden nachfolgend gegeben.
Tensorielle GroRen werdenim Rahmen der Finiten-Element-M ethodein Form von Vektoren und
Matrizen dargestellt, wobei die Voigt Notation8 verwendet wird.

A.1  Mitteflachenorientiertes Schalenelement

Nachfolgend werden die Definitionen der bendtigten Vektoren und Matrizen fUr die Diskretisie-
rung des 7-Parameter-Schalenmodells basierend auf einer zweidimensionalen Referenzfléche
(Schalenmittelflache) angegeben. Auf eine Herleitung der einzelnen GrolRen wird hier verzichtet
und auf die Arbeit von Bischoff (1999) verwiesen. Daslokal e Elementkoordinatensystem &, 7, &
wird mit dem krummlinigen K oordinatensystem 6' identifiziert.

In Abbildung A.1 ist fir das mittelflachenorientierte Schalenelement (Kap. 3.3.1) die Geome-
trie, die Knotennummerierung und die Lage der Gaul3-Punkte dargestellt.

b= \/% =~ 0, 5773502691896

O Knoten  x Integrationspunkt

Abb. A.1: Knotennummerierung und Gaul3-Punkte eines vierknotigen Elementes

Formfunktionen:
Ny = g =0 N3 = (1 + &) +7) ;

(A1)
N, = 2@+ 8- 1) ; Ny = 21— & +n) .

8. Woldemar Voigt (1850-1919) war Professor fir theoretische Physik in Géttingen.
\Voigt Notation: Ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe wird in der Voigt Notation as
6-dimensionaler Vektor geschrieben:
€11 €12 €13
€21 €20 €23
€31 €32 €33

T
€ = = €= [ €11, €22, €33 €23 €313 612] .
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Abklrzung fur die Ableitungen der Formfunktionen nach den krummlinigen Koordinaten:

dNg Nk dNg
Nka = 99 = Nk1 = FE Nk2 = oy (A-2)
Basisvektoren in der Schalenmittelflache:
Az = Ny, RS a, = Nggu R+ N, V65 (A3)
Az = N¢ AS ; ag = Ng AL + N w; a3, = Ng, W . (A4)
Diskretisierung:
R = N¢ RK; v = Ny VK w = N wX; (A.5)
u"=v+03w=Nd. (A.6)
Matrix der Interpolationsfunktionen und Vektor der Elementfreiheitsgrade:
N, O 0 ¢N, O O N, O O ¢N, O O
T
d= [ Vi,V VE Wk owd wa, o v e v, w, g Wﬁ'] € p#x1 (A.8)
. T
d = [ V;I(-1 V§1 VZa WXa W&! W%1 Vﬂa V§1 VZ1 WXa W§4/’ W‘Zl-] E R24X1 (Ag)
Vektor der verschiebungsabhéngigen kinematischen Variablen:
T
Eﬁ = {au'azz’ass’ 203, 20013, 2019, 11, B 22, 0, 2B 33, 2B 13, %12} € R12x! (A.10)
B-Operator Matrix B = E}
T
Ehd {‘111’ Upp, A3z, 2053, 2013, 205, 11, Boo: O, 2B 23 273, 2/312} € R (A.11)
Die Eintrage des B-Operators fur einen Knoten K ergeben sich zu
aj = { ails aif af% aff € R pho= L BIE Y B } € R4 (A.12)
mit
[ N1 a-lx- [ Ny a2x- T o T
N1 aqy Nk 2 8z 0
rK_N Ay, | . /K_Nyaz 'K — 0 .
a1~ K'(l) ' A = Ké =5 G33 = Ny 2y, |’
0 0 NKa3y
0 0 | Nk ag, |
-NK,Z as><- [ Ng 1 Az -NK,Z ag, + Ngs a2x-
N 2 83y Nk 1 8sy Nk2agy + Nigay,
2a’2|§ = I\II\I](KZ:ZT . Za/lié: l\ll\]K::f: zarllé — NK,Zalz_(; Nk18s| -
NK azy NK aly 0 (A . 13)
L NK a22 ] NK alz 0
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K —
i1 =

25 =

N 1 51
Nk 1 831
N1 Qz,1

| Nk @sz2 + Ngag, ]

. ﬁr K
Nk 1 a1, 22

0

0

0
Ny ag> + Nz g
Nk @s,2 + N2 a3,

o

Ny @1 + Niq s
Nk agy1 + Ni1ag
| N @s,1 + N ag,]

. K —
o=

Ny18s2 + Ni2@s1
Nk 183y, + N 8g1
Ny1@s,2 + N2 3s,1
Ni 1@ + Ngzay
Nk18z + Neoay,
L Ngi1@z + Nkpay, |

(A.14)

Partielle Ableitung des B-Operators nach den Verschiebungsfreiheitsgraden B, = Eﬁ,dd :

u
Eh,dd_

r’ 1’ r’ r’
a1y, Ay, 33 2073,

!

’
13 2a 12

!

Die Eintrage der partiellen Ableitung des B-Operators ergeben sich zu

mit

aayy'

KM
aaa 3
aasM
bb(*jg”
bbKY

bbi! = 0

[ A1l A12 A13 Ald ]

21 p22 p23 p24

31 A32 A33 p34

41 pA42 pA43 p44
- Aij Aij Aij Aij e 2424
'laa 0 0 aA 0 O|"M
0aa 0 0 aA0
0 0Oaa' 0 0 aA|
Aa 0 0 AAO O
0Aa0 0 AAD
L0 0 Aa. 0 0 AA
(NK,a NM,ﬂ + NKﬁ NM,a) ; aASﬂM = aaKEA
; aA! = AdY
; aAg' = Aag
; bBYY = BbKY =
; bB7' = Bbg' =
; bB%' = Bbg' =

T
11 P22 0, 21823! 13 2ﬁ12 e pi2x1 (A15)
[ pll p12 p13 Rpl4 |
B B B B
ﬁlljf — 1) 1] 1] 1) (A16)
31 R32 p33 p4
_ Bi‘}l Bi‘}z Bﬁ-’3 Bf}4_6 [24% 24
'bb 0 0 bB O OfKM
ObbO O0DbBBO
giv _| 0 0 bb: 0 0 DbB (A.17)
" IBbo 0 BBO 0
0BbO 0BBO
L0 0Bb: 0 0 BB
=0; AAS! = 0
= %(NK Ny + Nk, NM) ;. AAY =0
=0; AAgVI = Nk Ny (A18)
%(NM Nig + Ngg NM,a) ; BBZQA =0
0; BB!Y = 2(Ng Ny, + Ny, Ny)

BB = 0

Vektor der verschiebungsabhangigen statischen Variablen:

S =
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-
[ nll, nzz’ n33, n23, n13, n12, mll’ m22, 0, mzs, m13, le] e Rpl2x1

(A.19)

(A.20)



Vektor der approximierten zusétzlichen kinematischen Variablen:

) i T
En=]00,000000 g5 000| =Ma er21. (A2

Ansatzfunktionen fur die zusétzlichen kinematischen Variablen und Verzerrungsparameter:

- _ T _

Eh,a = [ 0’ 01 O, O! Oa O; 01 O, ﬁ33,a’ O, 0, 0] =M [ R12X4 ; (A22)
O 0O 0o 0O o o o o1 o o o

LT[0 0 0 00000 & 00 0| 23
O 0o 0o 0O 0O OO0 0y 0 0 O
O 0 0O 0O O OO 0¢ 0 0O

T
a = [ al, a? a3, a4] e R4*1 (A.24)

Vektor der zu Eh energetisch konjugierten statischen Variablen:

- T
S,=[0,0000 0,0 0 mg, 0,0 0] e Rl (A.2)

A.2 Oberflachenorientiertes Schalenelement

Wird fur die Diskretisierung des 7-Parameter-Schalenmodells der gesamte dreidimensionale
Schal enkdrper Uber entsprechende FE-K noten auf den Schal enoberfléchen diskretisiert, missen
einige Vektoren und Matrizen die im Abschnitt A.1 angegeben wurden, neu definiert werden.

Basisvektoren in der Schalenmittelflache:

_1 Ko Ky - _1 Ko Koy o+ 1 Ko K, -
Aq = SNia(Xe+ XE) 5 ag = SN (XK + XK) 4 SN (Ve + Vi) 1 (A.26)
_1 Ko Ky - _1 Ko _ wKu 1 Ko _ Ky) -
Ag = ZNg(XKe = Xu) 5 ag = SN(XSo = XK) 4 SN[V — Vi) 1 (A27)
1
ag, = ENK,G(VKO — VK (A.28)
Diskretisierung:
_1 Ko Ky) - _1 Ko Ku) - _l Ko — Kd) -
R = SNg(X+ X9) 1 vi= SNV + Vi) 5w = SNV — Vi) (A29)
uh=v+63w= %NK(VKO + Vi) + %OSNK<VK° - V) =Nd. (A.30)
Matrix der Interpolationsfunktionen und Vektor der Elementfreiheitsgrade:
toN; O 0 &N; O 0 .. &N, O 0 &N, 0 0O
N=|[ 0 N; O 0 &N; 0 .. 0 ZN, 0 0 &N, 0 | gpsx
0 0 &Ny, O 0 &uN;y .. 0 0 &Ny, 0 0 &yNy

(A.31)
mit  Lo=30+0 und  fu=3(1-10);
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d= [Vlo V;I/'O, Vlo Vlu V&u' Vlu V;lo’ V;‘/'o, V‘Z]'O Viu’ V;lu’ V‘Zlu:| c R24X1 : (A32)

. T

d= [vif’, Ve, ke, Uk, Uk, 2, .. vie, Vi, Vi, Vi, ik, \7;‘“] e R#*1 . (A33)

Vektor der verschiebungsabhangigen, kinematischen Variablen:
T
— 12x1
Ep = {all’aZZ’a%’ 2053, 20113, 2015, 11, P22, 0 223, 2B 13, 2:312} e r12>xt . (A34)
B-Operator Matrix B = Ej 4
T
End= {‘1'11’ U Q33 2033 2013 2015, P11, B2p 0, 223 213, 2/3'12} € pi22t - (A39)
Die Eintrage des B-Operators fur einen Knoten K ergeben sich zu
aj = | aff aff aff aft €M By = BL R B B RN (A3D)
mit
- %(NK,l alx) 17 - %(NK,Z 3-2x) 17 %(Nkaex) 17
%(NKJ alv) %(NK,Z aZy) %(NK a3y)
aK = %(NK,lalz) . aX = %(NK,ZaZZ) a K= %(N a3z>
H %(NKJ alX) 22 %(NK,Z a2><) 33 - %(N as,)
7 (Niaay) 2(Ne2az) - 2(Neay)
L %(NKlalZ) L %(NK,Z azz) - %(NK as)
- %(NK,Z ag + Ng a2><) 17 - %(NK,I ag + Ng alx)- T - %(NK,Z aj + Ng; a2x)- T
3(Nk2ag, + Ngay) 3(Nwaagy + Ngay,) 2(Niz @y + Nisay)
2arK — %(NK,Z ag, + Ng azz) . 2a;K _ %(NK,l ag, + Nk alz) Za/K _ %(NK,Z a;; + Ny azz)

23 1 _ d 13 1 _ ! 12 7| 1

Z(NK,Z ag — Nk azx) Z(NK,l ag — Nk alx) E(NK,Z ay + N a2><)
%(NK,Z as — Ny a2y) %(N 18g — Nk aly) %(N 28y + NKlaZy)
I %(NK,Z as; — Nk azz) %(NKlan Ny alz) %(NKZalz + NK13-2z) (A.37)
%(NKlaSXl + NKlalx) 17 - %( K2 832 T NKZaZX) 17 %(N Az T NKZaBX) T
%(N 1831 T Ngs aly) %(NKZaSyZ + NKZaZy) %(NK Ay, + NKZaBy)
ﬁrK _ %(N 1831 T NK,lalz) . 'B,K _ %(NKZa?:zZ + NKZaZZ) . Zﬂ’K= %(NKaszz + NKZaSZ)

1 %(N 1851 — Nk alx) 22 %(N 2832 — NK2a2x> 2 - %(NK Az + Nk a3>()
%(NKlaSyl — Nk1 aly) %(NKZaByZ NKZaZy) - %(NK Ao + N, a3y)
%(NKlaSZl N1 alz) | L %(NK2a322 NKZaZZ) - %(NK as2 + Nk a3z) |

%(N Qg T NK,1a3x) 17 - %(NKlaSXZ + Nk2@ga + Nggao + NKZalx) 17
%(NK Agyq T NK,1a3y) %(NKlaSyZ + Noagy: + Niiay + NKZaly)
2.3er %(NK 83,1 + NK,1a3z) zﬁ/K_ %(NKla?:zZ + Ng28g,1 + N @y, + NKZalz)
13 - %(NK Ay + Ny a3x) %(NKlaBXZ + Ng2ag — Nggan — Nk, alx)
- %(NK agy, + Ny asy) %(NKlaSyZ + Ngoag; — Ngiap — NK,Zaly)
- %(NK As1 + Nk aSz) ] %(NKlanZ + Nk2@s1 — Nka@z, — Nk alz) i (A.38)
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Partielle Ableitung des B-Operators nach den Verschiebungsfreiheitsgraden B,y = Eﬁ,dd :

T
Eﬁ,dd a3y, G, Az 205, 2015, 2aly, By, Pos 0, 2By, 2815 2815 € BEZX . (A39)

Die Eintrage der partiellen Ableitung des B-Operators ergeben sich zu

[ A1l Al2 A13 Ald ] [ pll R12 R13 pl4 ]
AFH AF AT AR Bf' Bf” Bf® B!
aij = 31 A32 A33 pA34 ! bif = 31 p32 R33 p34 (A.40)
Ai41 A%2 pA43 A.44_€ [ 24%24 _ Bﬁ-’l Bi‘}z Bﬁg Bf}A_e R 24% 24
mit
'aa 0 0 aA 0 O|"M 'lbb 0 0  bB O O]KM
0Oaa 0 0aAO ObbO O0DBBO
pw_|0 0@ 008 g 00D 00bB (A
' laa0 0 Aa0 O ' IBbo 0 BBO O
0 Aa0 0 AAD 0 BbO 0 BBO
L0 0 Aa 0 0 AA L0 0Bb 0 0 BB
aKM = %(NKa NM.ﬂ + NKﬁ NMa) aASﬂM = Aaﬁf,?" = %(NK,(L NMﬁ + NKﬁ NM,a); AAS,;M = %(NK,(Z NM,ﬂ + NKﬁ NM,a)
aald = 2(Ni, N + NNy ) @A = AafY = 2(Ni, Ny — NNy AASY = — 2(Ni, Ny + NNy,
aal) = (N Ny); aAll = AaM = — (N Ny); AAKY = 2(Ni Ny) (A.42)
boSM = 2(Ny, Ny + Ny Ny, ) ;bBLY = BbIY = 0; BB = - (N, Ny + Niy Ny, )
bb(f:’;/l = %( NMa + NKu N )! bBSC';A = Bb(fg/l = - %(NK NM,a + NK,a NM)’ BBEQA = %(NK NM,a + NK,a NM)
bb&M = 0; bBKM = BbKM = 0; BB = 0 (A.43)

Vektor der verschiebungsabhangigen, statischen Variablen:
-
U= [ Nl n22 38 23 13 12 il 22 9 23 i3 le] c pl2x1 (A.44)
Vektor der approximierten, zusétzlichen kinematischen Variablen:

~ -~ T ~
En=]00,000000 g 000| =Ma € pi2x1,  (A45)

Ansatzfunktionen fur die zusétzlichen kinematischen Variablen und Verzerrungsparameter:

- - T _

Eh,a = [ O, 01 0, 01 O; 0; 0, 0, ﬁ33,a’ O, 0, 0] =M [~ R12X4 ; (A46)
O 0O 0o 0O o o o o1 o o o

~ O 0 0O O O OO0 & 0 0 o0

MT = : A A7
O 0o 0o 0O 0O OO0 0 »y 0 0O ( )
O 0 0O 0O O OO 0¢ 0 0 O
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.
a = [ al a? a3, a4] € R4x1 . (A.48)

Vektor der zu Eh energetisch konjugierten, statischen Variablen:

~ T
S,=[000 0000 0 mg, 0,0 0] € R2¥1 (A49

A.3 ANS-Methode

Mit Hilfeder ANS-Methode werden ganz gezielt einzelne Eintragein der B-Operatormatrix ver-
andert, weshalb diese Methode auch haufig als B-bar-Methode bezeichnet wird. In der vorlie-
genden Arbeit wird diese eingesetzt, um das Quer schubl ocking und das curvature thickness| ok-
king fur die beiden vorgestellten Schal enelemente zu reduzieren. DafUr wird der B-Operator in
verschiedene Anteile aufgespalten:

B = B + B + Br + By (A.50)

Darin enthalten Bg und Bg die zur Berechnung der Querschubverzerrungen notwendigen Aus-
driicke, B diezur Berechnung der Quernormal verzerrungen und By alle tbrigen, nicht zu modi-
fizierenden Terme.

e Querschublocking

Unter Verwendung von Bg und Bg werden diskrete Querschubverzerrungen an den jeweiligen
Kollokationspunkten (Koordinaten &y, 7) berechnet:

a'ly = BY(Ek. i) d und alfy = BYExny) d . (A51)

Die Kollokationspunkte werden so gewahlt, dass die parasitéaren Schubverzerrungen dort ver-
schwinden. Fir die beiden vorgestellten Schalenelemente trifft dies auf den jeweiligen Seiten-
mitten zu (Abb. 3.8), so dass folgende K ollokationspunkte verwendet werden:

fir ajz @ (Epny) =0 -1,  (Euny) = (01),

Die diskreten Verzerrungswerte a; und ak, aus Gleichung (A.51) werden nun mit Hilfe von
entsprechend gewahlten Ansatzfunktionen Uber das gesamte Element interpoliert:

(A.52)

2 2
—§
K=1 K=1
mit
N =2a-9), N =1a-9, s
Np =1+, N =21a+g.

Damit lassen sich schliefdlich die Querschubverzerrungen tber einen modifizierten B-Operator
ausdriicken:
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) (A.55)
U3 = Z[N’& BZ(&K,’?K)] d=Bgd.

e Curvature Thickness Locking

Zur Vermeidung dieses Locking-Effektes werden die Quernormalverzerrungen agg entspre-
chend modifiziertinterpoliert. Dadie parasitéren Normalverzerrungenin Dickenrichtung an den
Knotenpunkten Null sind, werden diese als Kollokationspunkte gewahlt:

fir g, - Evm)=(=L-0, (Eam)=(+1-1), (A.56)

(Eqma) = (+L,+1),  (Egpna =(—1,+1).
Um die diskreten Quernormalverzerrungen tber das Element zu interpolieren, werden die ge-
wohnlichen Lagrange-Polynome gewahlt, die auch fir die Interpolation der Verschiebungen
verwendet werden (GlI. (A.1)). Damit ergeben sich die neuen Quernormalverzerrungen zu

4

a3z = Z[NK BT(EK’WK)] d=Brd. (A.57)
K=1

DieBerechnung der modifizierten B-Operatoren kann anal ytisch erfolgen, weshal b der zusétzli-
che numerische Aufwand gegentiber reinen Verschiebungselementen vernachléssigbar ist.

A4 EAS-Methode

Der fur ein asymptotisch korrektes Schalenmodell notwendige siebte Parameter wird in dieser
Arbeit mit Hilfe der EAS-Methode eingebracht. Die Herleitung der daraus resultierenden modi-
fizierten Steifigkeitsmatrix ist in Abschnitt 3.3.3 dargestellt. Zur Vermeidung diverser L ocking-
Phanomene lassen sich anal og hierzu auch weitere Verzerrungsanteile anreichern. Dabei verén-
dertsichlediglichdie Anzahl der internen Verzerrungsparameter a' sowiediezugehdrige Matrix
der Ansatzfunktionen M. Nachfolgend werden diein dieser Arbeit verwendeten Matrizen ange-
geben.

e Membranverzerrungen

Zur Reduzierung von Schublocking, volumetrischem L ocking und Membranlocking werden die
verschiebungsabhangigen Membranverzerrungen a 14, a5, und a1, durch

- _ _ _ T ~
Ep=[dy, dp 0,0, 0, 245, 0, 0,0, 0,0, 0] =Ma €Rr?x? (A.58)

mit
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MT = (A.59)

O O3 O
o O O o
o O O O
o O O o
=S v O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
O O O o
o O O O

O O O O Yw

L0 0 0 0 04 O O O O O O |
erweitert. Damit sind funf zusétzliche, interne Verzerrungsparameter notwendig. Werden so-
wohl der siebte Parameter als auch die Membranverzerrungen erweitert, missen die entspre-
chenden Matrizen der Ansatzfunktionen M zusammengefasst werden. Insgesamt werden neun
zusétzliche, interne Verzerrungsparameter benétigt.

e Biegeverzerrungen

Die zusétzliche Erweiterung der Biegeverzerrungen liefert, verglichen mit dem numerischen
Mehraufwand, nur geringfigige Elementverbesserungen (Bischoff und Ramm (1997), Toncar
(2006)). Deshalb werden in dieser Arbeit keine zusétzlichen Verzerrungsansétze fir diese Ver-
zerrrungsterme verwendet.

Anmerkung: Da sich die Ansétze fur die zusatzlichen Verzerrungen auf die naturlichen Ele-
mentkoordinaten und damit auf einei.d.R. veranderliche Metrik beziehen, kon-
nen konstante Spannungsansatze nur realisiert werden, indem die Metrik inner-
halb eines Elementes ebenfal s al s konstant angesetzt wird (Bischoff (1999)). Bei
EAS-Formulierungen werden deshal b die Ansitze M auf die Metrik am Element-
mittel punkt bezogen.

A5 Hu-Washizu-Volumenelement

Nachfolgend werden die Definitionen der bendtigten Vektoren und Matrizen fUr die Diskretisie-
rung des achtknotigen Hu-Washi zu-Volumenel ementes angegeben und einige wichtige Bezie-
hungen hergel eitet.

In Abbildung A.2 ist fir dasin Kapitel 3.6 beschriebene achtknotige Hu-Washizu-Volumenel e-
ment, die Knotennummerierung und die Lage der Gaul3-Punkte dargestellt.

b= \/% =~ 0, 5773502691896

A b A b A O Knoten = Integrationspunkt

Abb. A.2:  Knotennummerierung und Gaul3-Punkte el nes achtknotigen Volumenel ementes

180



Ansdtze fur die Verschiebungen:

mit
N, 0 O Ng 0 O
N=|0 N, O 0 Ng O € R3*2 (A.61)
0 0 N 0 0 Ng
T
d=[v§, Vg, Vi, V8V v§] e p2x1 (A.62)
und
N, =31 - 92 - -0 ; N5 = 3(1 - &1 - +0) ;
N, = 51+ A - -0 ; No = (1 + A - 1A +0) ; e
Ng = S+ A+ -0 ; Ny = S+ A+ +0) ;
Ny = 31— @+ -0) ; N = 3(1 - L+ (L +0) .
Ansdtze fur die Verzerrungen:
Eh = Mlal + Mzaz = FETL/Vblal + FO_T./KDzaz (A64)
mit
.
1. 00 00Oy &nE0OOOOOOOO O]

01 000O0O0OGO 0ET¢CEDOOO0DOODO
Jml=001ooooooooogngqooo; (A.66)
00020000O0O0O00O0O0O0UO0200

00002000O0O0O00O0DO0O0O020 .
/0 00O0OO0D200O0D00UO0GO0GO0GO0OGO0O0RQXEN
T
a, = [ al, a3, .., ai’, al® € R¥*1; (A.67)
E &n & 0O 0O 0 0 OO OO O OO O]
0 0 0 n ¢y 0 00O O O OO O
bezzooooooggggnoooooo; (A.68)
0 000 O0OOUOUO0O2Z2 0000
0 00O 0O0OOUO OO OO OO O0R220 0
EH6X15
/L 0O OO0 00 O0OOOUO OGO OO0 0 2 2|

T
a, = [ a%, a%, s a%A’, a%S] € Risx1 | (A.69)
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Ansdtze flr die Spannungen:

Sp=PB =FyPp (A.70)
mit
T
Sy = [ Si S Szz Sz Sy S‘12] € RO, (A.71)
1. 00 00 0#n &nz0OOOOUOOO O]
01 00O0O0OOOUOE&C¢CE&O0OOO0OO0ODO0ODDO
€J:,=OO1000000000517517000; (A72)
0O 001 0O0OO0OO0OO0ODO0OUOUOOOUOE¢ 00O
0O 0001 OO OOO0OO0OUO0OUO0OO0ODTGO0OGO0OM"”Oo° sx18
/0 00O0OO100O0O0OTOOOTOGOT OT¢)ER
p=[p 2 ., B, g & nioxt (AT
Ansétze fur die Lagrange-Multiplikatoren:
1
)“h = Myz = ﬁ MZZ (A74)
mit
T
A=A Az Azg 2oz gy 2] € RO (A.75)
z= [ SR L ]T € R15%1 (A.76)

DieAnsétzefur die Verzerrungen (b4, Mb,) und Spannungen () beziehen sich auf die natiirli-
chen Elementkoordinaten, weshalb sie mit einer geeigneten Transformation auf das globale Ko-
ordinatensystem bezogen werden missen. Um konstante Spannungs- und Verzerrungsansétze
realisieren zu kdnnen, wird die Metrik innerhal b eines Elementes al s konstant angesetzt. Analog
zur EAS-Methode wird auch hier die Metrik am Elementmittel punkt gewahlt. Esergibt sich die
Transformationsmatrix zu

I:11|:11 I:12|:12 I:13|:13 I:12|:13 + I:13|:12 I:llFl?: + F13Fll F11F12 + I:12|:11
F21F21 F22F22 F23F23 F22F23 + F23F22 F21F23 + F23F21 F21F22 + F22F21
I:31[:31 F32F32 F33F33 F32F33 + F33F32 F31F33 + F33F3l I:31F32 + I:32F31

Fo= . (A.T7)
I:21F31 I:22F32 F23F33 I:22|:33 + I:23|:32 F21F33 + F23F31 l:21|:32 + F22F31
I:11F31 I:12F32 I:13F33 I:12F33 + F13F32 F11F33 + F13F31 I::L1F32 + I::L2F31
L I:11[:21 I:12':22 I:13F23 I:12|:23 + I:13|:22 F11F23 + F13F21 I:11F22 + I:12F21- E R6X6
wobel
Fip = ?9_); , Fio = g_),;l ' Fiz = (?9_)2 (A.78)

die entsprechenden Eintrage des Deformationsgradienten, ausgewertet am Elementmittel punkt
(§ =n =7 =0),dastellen.
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e Herleitung des diskretisierten, variierten Funktionals von Gleichung (3.65)

Startpunkt ist das modifizierte, variierte Funktional aus Gleichung (3.57). Durch das Einsetzen
der entsprechenden Ansétze fur die Lagrange-Multiplikatoren entsteht ein Zusammenhang zwi-
schen den internen Verzerrungsparametern a;, und a, (Kap. 3.6.3):

-1
a, = — JMI(CMZdQ fMI(CMldQ a, = Aa, . (A.79)
foll h

Dieser Zusammenhang wird zusammen mit den restlichen Ansétzen in Gleichung (3.57) einge-
setzt:

oIy, = od" ((Eﬁld)TPd.Q/i

)
0h

+ dal J( MI|€(Myay + MyAay = PB + CM,z)|d2

Q" (A.80)
+ da] J(ATMZ[(C(Mlal + M,Aa; — PB + (CMZZ)]dQ

0n

( ~
+ 0T [ PT[E} — Mya; — MyAa,|de — odTf* = 0 |
G
Weiteres Zusammenfassen liefert:
T
oy, = odT | (ER,) Pd2p
Qh
+ dal J(MI + ATM]IC M, dQa, + J(MI + ATMI)ICM,AdQa,

i o (A.81)

_ I(MI+ATM;)PdQﬁ+ J(MI+ATM5)(CMZdQZ

on on

+ opT IPTEng — IPT(Ml + MyA)dQa, | — 6dTi® = 0 .

h on
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Mit Einfuhrung der Abkirzung

-1
Mni= M; + M,A = M; — M, JMI(CMZdQ fMI(CMldQ (A.82)

oh h
und der Tatsache, dass

flvllc M,dQz =0 (A.83)

Qh
die Orthogonalitétsbedingung erfillt, resultiert schliefdlich die diskretisierte schwache Form aus
Gleichung (3.65):

.
OIE\, = oIl (d,aq,B) = 5dT j(Eg,d) PdQp

0h

+ da] j(MIcCMnanl— jMﬁPdQﬁ (A.84)

_'Qh Qh

+ opT J( PTERdQ — JPTMnanl —odTf™ =0.

_Qh _Qh

184



B Mortar-Methode und Kontaktformulierung

B.1  Gebietszerlegung: Statische Kondensation

Ausgangspunkt ist das Gleichungssystem (5.28). Unter Verwendung von dual en Ansatzfunktio-
nen fur die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren reduziert sich die Kopplungsmatrix Mg
auf eine Diagonalmatrix Dg Das Gleichungssystem lautet dann:

Kan Ky Kns 0 d" fﬁq
KMN KMM KMS - M1|\;| dM _ f?/ld: . (Bl)
Ky Kau Kss Ds ds fec

Dadie Verschiebungen auf dem Slave- und dem Master-Rand Uber die Gleichung (5.26) mitein-
ander gekoppelt sind, lassen sich die Verschiebungen auf dem Slave-Rand mittels der Kopp-
lungsmatrizen Mg — Dgund M), in Abhangigkeit der Verschiebungen auf dem Master-Rand
ausdriicken:

dS = (DgtMy) d¥ = Md" . (B.2)
Wird diesin die erste Zeile von Gleichung (B.1) eingesetzt, ergibt sich
Aufldsung der dritten Zeile liefert die diskreten Werte fur die Lagrange-Multiplikatoren

z=Dgl | 18— Kgy d — Kgy d" — Kgg d® ], (B.4)
so dassdiedritte Zeile aus dem Gleichungssystem (B. 1) gestrichen werden kann. Das Einsetzen
von (B.4) und (B.2) in die zweite Zeile von (B.1) ergibt

(B.4)

— >

-

,\')lT

)
MdM (B.2)
== (KMN + I\I/\lTKS\‘) dN + (KMM + I\/)ITKSM + KMsl\I)I + 2'\/)ITK$I\I/\I)dM - I\I/\ITK$dS = fsld + I\/)Ingm.

(B.5)
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Um ein symmetrisches Gleichungssystem zu erhalten, wird die vierte Zeile von (B.1) mit
(KssDg t) vormultipliziert:
— (KgsDg*My)d" + (KDg1Dg)dS = — (Kssl\h)d“" +Kgd®=0. (B6)

Zusammenfassen der Gleichungen (B.3), (B.5) und (B.6) liefert schliefdlich das symmetrische
Gleichungssystem aus (5.30):

Kae | K + KnsM | o ||aM fed
Kun + MTKgy Ky + MTKgy + KysM + 2MTKgM + — MTKgg| [ dM| = | f82 + MT f&¢
(B.7)

B.2 Kontakt mit starrem Hindernis; Statische K ondensation

Ausgehend von Gleichung (7.22) werden hier die notwendigen Schritte dargestellt, die schlief3-
lichauf daskondensiertereduzierte Gleichungssystem (7.25) flihren. Zur Ubersichtlicheren Dar-
stellung wird folgende Notation vereinbart: Die effektive tangentiale Steifigkeitsmatrix K$_”
wird mit K, der effektive Lastvektor " wirdmit f bezeichnet und der Z&hler | der Schleife tiber
die Aktive-Mengewird weggel assen. Auf die Kennzei chnung der Dimension der Einheitsmatrix
wird ebenso verzichtet. Mit diesen Vereinbarungen lautet Gleichung (7.22):

Knn o Ky Kna 0 0 -AdN ] fN

Kin Ky Kia D' 0 Ad! fi

Kaw Ka Km0 DA 4gA | =| fa || (B.8)
0 0 0 I 0 7

0 0O Ny 0 © A N

0 0 0 0 Ta |t ] 0

Ausder vierten Zeileist ersichtlich, dassZ = 0sein muss. Deshalb kann dievierte Zeile ebenso
wie die vierte Spalte aus (B.8) gestrichen werden. Dieses ergibt:

Kan K Kna 00 ¢ . N
Ad
Kin Ky Kia O | f
a |49 ] = (B.9)
Kan  Ka K~AA D AdA fa |- '
0 0 Ny 0 || A G
0 0 o T.| " o]

Nun wird die dritte Zeile von (B.9) mit T , vormultipliziert:
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Knn Kni Kna 0 - " ; fn
A
Kin Kii Kia 0 Ad f)
TaKan  TaKa  TaKaa  TaD? AdA T Tafal” (B.10)
0 0 Ny 0 A G
0 0 0 T, | 0

Mit der Bedingung aus der fiinften Zeile T ,2* = Ofolgt, dassauch T,D”7* = 0gelten muss,
so dass auch die vierte Spalte und die finfte Zeile eliminiert werden konnen:

KNN KNI KNA N fN
Ad
Kin Kii Kia _ fi
Ad | = : (B.11)
TA KAN TA KAI TA KAA AdA TA fA
0 0 Np | . da

Das Vertauschen der dritten und vierten Zeile und das Einfligen der entsprechenden | ndizesfuhrt
zu dem reduzierten System aus Gleichung (7.25):

(K'?'ﬁ)NN (K'?'ﬁ)Nh (K-}eﬁ)NAl | | fﬁlﬁ
N
(K'?'ﬁ)llN (K'?'ﬁ)hh (K{e:ﬁ)hAl jj'l = fﬁﬁ ) (B.12)
0 0 NA| A dAI gA|
_ TAl (K'?'ﬁ)AlN TAI (K'?'ﬁ)Alh TA' (K-erﬁ)AlAl ] L TA' fi:f J

B.3 Kontakt zweier deformierbarer Korper: Basistransfor mation

Ausgehend von Gleichung (6.30) werden die notwendigen Schritte dargestellt, die schliefdlich
auf das modifizierte effektive Strukturgleichungssystem (7.39) fuihren. Der Ubersichtlichkeit
halber werden zur Herleitung wiederum einige Indizes weggel assen (Anhang B.2), so dasssich
Gleichung (6.30) zu

N

KNN KNM KNS 0 Ad fN
AdS

KSN KSIVI KSS DS Z fS

ergibt. Mit der Definition desinkrementellen Sprungsaus Gleichung (7.35) fol gt eine Beziehung
fr dieinkrementellen Verschiebungen der Slave-K noten 4dSin Abhangigkeit desinkrementel -
len Sprungs und der inkrementellen Verschiebungen der Master-K noten:

[Ad] = AdS — M AdM — AdS = [Ad] + MAd™ (B.14)
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mit der Abkurzung

M = DglM,, . (B.15)
Das Einsetzen der Beziehung firr 4dS(Gl. (B.14)echts) in die erste bzw. dritte Zeile von (B.13)
liefert:

) (B.16)
und

B.17
= Kgydd" + (Kgy + KssM )4d™ + K[ 4d] + Dgz = .

Um den Kopplungsterm ( - MKA ) ausder zweiten Zeilevon (B.13) loszuwerden, wird die dritte
Zeilevon (B.13) mit (M T) vormultipliziert und zur zweiten Zeile hinzuaddiert:

(KMN + I\?ITKSN>AdN + (KMM + |\7|TKSM)Ad'V' +

(B.18)
- My + MDSTDg= — M, + MJ; =0

- (KMN + |\7|TKSN)AdN + (KMM + |\7|TKSM)Ad'V' + (KMS+ l\?lTKSS)AdS = f,, + MTfs.

Wird im Weiteren die Beziehung fiir AdS(Gl. (B.14)echts) in diese Gleichung eingesetzt, ergibt
sich schliefdlich:

(KMN + MTKg )adN + (KMM + l\?ITKSM)Ad'V' +

)4
+ (KMS+ |\7|TKSS>([Ad] + l\?IAd'V') = fy + MTfg
)

(B.19)
- (KMN + MTKg )4dN + (KMM + MTKgy + KysM + MTKM )Ad'\" +
Zusammengefasst lautet damit das modifizierte Gleichungssystem:
K K + KnsM C Ke 04 iy
N ' N N N N ' N ' M N
Kun + MTKgy  Kyw + KysM + MTKgy + MTKM Kys+ MTKgs © 0 Ad™)_ fu + MTfg| .
1 o 1 1 4d
KS\I ! KSVl + K$M ! K$ ! DS [ ] fS
‘ ‘ ‘ L Z
(B.20)
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B4 Konstruktion diskreter dualer Ansatzfunktionen

Zur besseren Veranschaulichung desin Kapitel 6.3.3 erlauterten Verfahrenszur K onstruktion der
diskreten dualen Ansatzfunktionen fur die Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren wird das
Vorgehen anhand eines Beispiels gezeigt (Abb. B.1):

®

Enel-11]

P,=(3-11"
P,=(3-5-2"
P, = (7,— 5,5)"
P,=(1-22"
"@
Abb. B.1: Beispid eines Kontaktflachenelementes im dreidimensionalen Raum

Die Positionen der Eckknoten P, bis P, sind im kartesischen Koordinatensystem, das von den
orthonormierten Basisvektoren € = e, aufgespannt wird, gegeben. Unter Verwendung der ge-

wohnlichen bilinearen Ansatzfunktionen NiS(Abb. 6.5inks) ergibt sich die Position einesbeliebi-
gen Punktes innerhalb des dargestellten Fl&chenelementes zu

(14 + 6£ + 25 + 6E) |

P(x) = P(E,n) =| 2(-18=78—n+&n) |. (B.21)

NN TN NI

(6 + 8y + 6&7)

Die kovarianten Basisvektoren (Gl. (2.2)), die zur Transformation eines differentiellen Flache-
nelementes vom physikalischen Raum in den Parameterraum notwendig sind, berechnen sich
damit zu

3.3 1.3,
2o 2t 32s
X _ | _7.,.1 _oXx _| _ 1.1
3 3
2 2+ 55

Folgend kann die Integration Gber den K ontaktrand in eine Integration im Parameterraum Uber-
flhrt werden. Die Wichtungsfaktoren w;; der Diagonal matrix und die Eintrage M;; der , Massen-
matrix* berechnen sich dann mit

189



+1 +1

W, = JNiS@J?) dy = J J Nis(g,’?) lg; % g,|dEdy (B.23)
i -1 1
und
+1 +1
Mjj = INF(E,n)N,-S(E,n) dy = J J N3E m)NXE ) |9y x gpldbdy . (B-24)
W -1 -1

VC,E

Diese Ausdriicke werden mit einer 2x2 Gaul3-Integration (Abb. A.1) numerisch ausgewertet,
was schliefdlich zu den folgenden Matrizen fuhrt:

(37481 0 0 0

| o 6.0645 0 0

De=| 0 64931 0 (B.25)
0 0 0 4.2777

und

[ 1.3467 1.0637 0.5718 0.7659 |
1.0637 29082 1.5212 0.5718

Me = 05718 15212 3.1767 1.2234|° (B.26)
| 0.7659 0.5718 1.2234 1.7167 |
Daraus ergibt sich schliefdlich die Transformationsmatrix zu
52495 — 1.9174 0.8672 — 2.3213
Ae = DMzt =| ~ 3.1026 39158 — 1.8572 1.4033 (B.27)

1.5024 — 1.9883 3.7608 — 2.6880
— 2.6493 0.9898 — 1.7709 4.6060

Mit den Eintrégen dieser Transformationsmatrix kdnnen nun die diskreten dualen Ansatzfunk-
tionen fur das in Abbildung B.1 dargestellte Kontaktfl&chenelement konstruiert werden. Bei-
spielsweise ergibt sich die erste Interpol ationsfunktion qb?, indem die Eintrége der ersten Zeile
aus Aemit den entsprechenden Ansatzfunktionen NiSfUr die Approximation der Verschiebungen
auf dem Kontaktrand multipliziert und aufsummiert werden:

¢P(E,7) = 5.2495N¥E, ) — 1L.9174NSE, ) + 0.8672NS(E, ) — 2.3213N§(&,7) . (B.28)

In Abbildung B.2rechts ist die diskrete Ansatzfunktion ¢1D(5 ,n) fur das hier besprochene kon-
krete Beispiel dargestellt. Dabei zeigt sich, dasssich die Absolutwerteder Ansatzfunktion an den
Stitzstellen gegentiber der entsprechenden Ansatzfunktion fir eine regelmaliige Elementgeo-
metrie (Abb. B.2jinks) deutlich verandern, die prinzipielle Struktur der Interpolationsfunktion
jedoch erhaten bleibt.

190



duale Ansatzfunktion ¢ (&, 7) duale Ansatzfunktion ¢P(&,7)
fur regelmafiige Elementgeometrie: ~ fir dieses konkrete Beispidl:

L& n) -2 1

D(E,y) —2.3213 0.8672

Abb. B.2:  Gegenuiberstellung einer dualen Ansatzfunktion:
regel manige Elementgeometrie — konkretes Beispiel
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