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Kurzfassung

Kurzfassung

Diese Arbeit setzt sich mit der dreidimensionalen Modellierung heterogener, kohésiver
Reibungsmaterialien auseinander. Exemplarisch beziehen sich die Untersuchungen auf
Beton und textilfaserverstirkten Beton, die ein ausgepragt nichtlineares Materialverhal-
ten aufweisen. Mikromechanische Versagensmechanismen wie Delamination zwischen
Faser und Matrix sowie Mikrorisse und Mikroporen im Beton fithren auf Strukturebene
zu schmalen Versagensbereichen, in denen die Dehnungen lokalisieren. Aufgrund dieser
irreversiblen Versagensprozesse wird Energie dissipiert und es kommt zur Abminderung
der elastischen Materialeigenschaften. Die Breite der Prozesszone ist typischerweise meh-
rere Groflenordnungen kleiner als die Strukturabmessungen, was Verschiebungen auf un-
terschiedlichen Skalen impliziert. Die Auflésung dieser Verschiebungen sowie der grofien
Gradienten in der Losungsfunktion erfordern entweder eine sehr feine Diskretisierung
oder eine Erweiterung des Approximationsraumes. Zur detaillierten numerischen Ana-
lyse der Delamination in Faserverbundwerkstoffen und der Rissentwicklung in Beton
wird im Hauptteil dieser Arbeit eine erweiterte Finite-Elemente-Methode vorgestellt.
Im zweiten Teil wird zur Beriicksichtigung feinskaliger Versagensphédnomene im makro-
skopischen Verhalten eine Zweiskalenmethode entwickelt.

Im Rahmen der erweiterten Finite-Elemente-Methode konnen starke und schwache Dis-
kontinuitdten unabhéngig von der Diskretisierung modelliert werden. Mechanisch entfes-
tigendes Materialverhalten in schmalen Versagenszonen kann dabei durch das Konzept
kohésiver Risse beriicksichtigt werden. Die schmalen Lokalisierungszonen werden dafiir
mit fiktiven Rissflachen angendhert, die bis zur vollstindigen Trennung der Rissufer
Spannungen iibertragen konnen. Mit diskreten, schadigungsbasierten Materialmodellen,
die in Form von Spannungs-Rissoffnungs-Gesetzen in den Rissflichen formuliert wer-
den, kann das gemischte Versagen materieller Grenzflaichen auf Zug und Schub sowie
das zugdominante Versagen von Matrixrissen abgebildet werden. So lassen sich Dela-
mination und Rissfortschritt bis zum vollstdndigen Versagen simulieren. Im Bereich der
diskontinuierlichen Versagensmodellierung liegt der Schwerpunkt in der Erarbeitung von
Rissverfolgungsalgorithmen, mit denen sich kontinuierliche, beliebig gekriimmte Risspfa-
de im dreidimensionalen Raum verfolgen lassen.

Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich mit einem variationsbasierten Zweiskalenmodell
fiir dreidimensionale Strukturen mit entfestigendem Materialverhalten. Das grobskalige
Verschiebungsfeld wird im Sinne eines volumenkoppelnden Skalentiibergangs hierarchisch
angereichert. Mikromechanische Effekte des heterogenen Materials werden in die Makro-
skala der Struktur eingebunden, wodurch sich grofle Gradienten in der Losungsfunktion
wiedergeben lassen. Zur effizienten Losung des entstehenden Gleichungssystems wird
ein Losungsalgorithmus basierend auf Verfahren der Gebietzerlegung vorgestellt, wobei
aufgrund der Gebietzerlegung zuséatzlich Nebenbedingungen an den Kopplungsflachen
formuliert werden miissen. Auf beiden Skalen wird zur Wiedergabe nichtlinearen Ma-
terialversagens ein regularisierendes Kontinuumsschédigungsmodell eingesetzt, mit dem
iiber das Gebiet weit ausgebreitetes, lokalisiertes Versagen abgebildet werden kann.



Abstract

Abstract

This thesis deals with three-dimensional modeling of heterogeneous cohesive materials.
The investigations focus exemplarily on concrete and fiber-reinforced concrete as com-
posite materials, which exhibit highly non-linear material behavior. Micro-mechanical
failure phenomena like delamination of fibers in a matrix as well as microcracks and
micropores in concrete result in narrow failure zones where strains localize and energy
dissipation occurs. The elastic material stiffness is reduced due to localized damage and
discrete evolving cracks. The width of the failure process zone is typically several orders
of magnitude smaller than the structural dimensions, which implies displacements of
multiple scales. Resolving these displacements and the high gradients in the solution
functions requires either a very fine discretization or an enhancement of the approxima-
tion space. The main part of this study concentrates on a detailed numerical analysis of
delamination in fiber-reinforced composites and crack evolution in concrete by means of
the extended finite element method. In the second part a two-scale method is proposed
that incorporates the effect of fine scale failure phenomena in the macroscopic structural
behavior.

The framework of the extended finite element method allows for modeling of weak and
strong discontinuities independent of the underlying discretization. Material softening
can be considered through the concept of cohesive zones. The evolving narrow localiza-
tion zones can be approximated by fictitious cracks, which are able to transfer stresses
until the crack faces are completely separated. The mixed-mode failure of material inter-
faces as well as the traction dominated failure of concrete can be represented by means
of damage-based discrete material models formulated as traction-separation-laws at the
crack surface. Thus, delamination and crack propagation can be simulated far beyond
the ultimate load until structural collapse. The emphasis of discontinuous failure mode-
ling lies particularly on the development of crack tracking algorithms that can handle
continuous arbitrary curved crack paths in three-dimensional space.

The second part addresses a variational two-scale model for three-dimensional structures
that exhibit material softening behavior. Micro-mechanical effects in the heterogeneous
material are considered at structural scale, so that high gradients in the solution function
can be reproduced. The coarse scale displacement field is enriched hierarchically in terms
of volumetric scale coupling. A solution algorithm is presented in order to efficiently solve
the resulting system of equations. In this regard, the domain is decomposed by means of
domain decomposition techniques while additional conditions on coupling surfaces have
to be formulated in order to assure accuracy of the solution. Both scales use a regularized
continuum damage model to represent nonlinear material failure, so that diffuse failure
and damage over widespread parts of the domain can be handled.
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Einleitung

1.1 Motivation

Die numerische Simulation bruchmechanischer Vorgiange ist bei der Planung tragen-
der Strukturen von grofler Bedeutung. Robustheit und Genauigkeit der Vorhersagen
sind wichtige Voraussetzungen, um numerische Methoden bei der Entwicklung neuer
Bauteile zu verwenden. Computergestiitzte Berechnungsverfahren, die beispielsweise auf
der Finite-Elemente-Methode (FEM) basieren, nehmen seit vielen Jahren einen immer
hoheren Stellenwert im Ingenieuralltag ein und liefern in den verschiedensten Berei-
chen des Ingenieurwesens zuverlédssige Vorhersagen. Kommt es bei einer gegebenen Pro-
blemstellung zu Materialversagen, weist die Losung in lokalen Bereichen des Untersu-
chungsgebietes grofle Gradienten in den Zustandsvariablen auf. Dies kann sich in Form
von Diskontinuitaten oder Spannungskonzentrationen duflern. In der Festkérpermecha-
nik treten zum Beispiel bei vielen natiirlichen und technischen Materialien Spannungs-
und Verzerrungsspriinge entlang materieller Grenzflachen, Gleitfugen oder Scherbander
auf. Diese lokalisierten Versagensformen werden auch als schwache Diskontinuitédten be-
zeichnet. Entlang von Rissen, die auch als starke Diskontinuitaten bezeichnet werden,
sind Verschiebungen und Verzerrungen diskontinuierlich. Fiir viele Ingenieuranwendun-
gen werden leistungsfédhige technische Materialien wie Verbundwerkstoffe aufgrund ih-
rer, im Vergleich zu konventionellen Baustoffen, besseren mechanischen Eigenschaften
eingesetzt. Zur realitdtsnahen Simulation ist eine prizise Modellierung des komplexen
Materialverhaltens der einzelnen Bestandteile und ihres Verbundes eine unverzichtbare
Voraussetzung.

Beispielhaft wird im Rahmen dieser Arbeit das entfestigende Materialverhalten qua-
sisproder zementgebundener Werkstoffe wie Beton und textilfaserverstarkter Beton be-
trachtet. In dem Verbundwerkstoff aus sproden Fasern und einer spréden Matrix ergeben
sich Festigkeit und Duktilitat nur durch den Verbund zwischen den Materialien und den
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Filamenten der Faserbiindel. Die wirklichkeitsnahe Erfassung ausgepriagter physikali-
scher Nichtlinearitaten, die beim Verhalten dieser Werkstoffe zu beobachten sind, ist
sehr anspruchsvoll und keineswegs als abgeschlossen anzusehen. Das postkritisch ent-
festigende Materialverhalten wird durch mikromechanische Versagensmechanismen wie
Delamination zwischen Faser und Matrix sowie Matrixrisse bestimmt. Eine detaillierte
numerische Analyse der Delamination in Faserverbundwerkstoffen und der Rissentwick-

lung in Beton ist deshalb fiir viele Problemstellungen unerlésslich und Thema dieser
Arbeit.

Anhand dieser kurzen Einfithrung wird bereits deutlich, dass die numerische Model-
lierung von Rissen und die Analyse gerissener Strukturen aus heterogenen Materiali-
en oder Verbundwerkstoffen eine anspruchsvolle Aufgabe darstellt. Diese Problemstel-
lung ist seit vielen Jahrzehnten Gegenstand internationaler Forschungstétigkeiten, wobei
fiir die Simulation komplexen Versagens klassischerweise die Finite-Elemente-Methode
verwendet wird. Anfangs wurden vor allem kontinuumsmechanische Modelle basierend
auf Plastizitits- oder Schadigungsformulierungen eingesetzt. Im Zusammenhang mit
Material- und Strukturversagen miissen dabei angemessene Regularisierungsstrategien
berticksichtigt werden, damit die FEM auch im postkritischen Bereich zuverlassig ob-
jektive Ergebnisse liefert. Fine Regularisierung ist erforderlich, da mit Einsetzen lokali-
sierter Verzerrungen die partielle Differentialgleichung degeneriert. Dies fiihrt zu einem
schlecht gestellten Problem, dessen Losung mit der verschiebungsbasierten FEM von der
Diskretisierung abhangig ist. Nimmt die Lokalisierungszone im Grenzfall die Breite Null
ein, versagt das Material ohne jegliche Energiedissipation, was hochst unphysikalisch ist.
Parallel zur Entwicklung regularisierender Kontinuumsmodelle entstanden auch diskrete
Rissmodelle, die starke Diskontinuitdten zwischen einzelnen finiten Elementen einbrin-
gen. Risse werden dabei explizit vernetzt, um die Diskontinuitat im Verschiebungsfeld
iiber die Rissflachen hinweg darstellen zu konnen. Damit ist eine Knotenverdopplung
an den Risskanten sowie eine aufwendige Neuvernetzung verbunden, falls der Riss nicht
auf die vorhandene Diskretisierung beschrankt sein soll. Nach jedem Rissfortschritt muss
das Netz neu erstellt werden, was die Rechenzeit wesentlich verlangert. Um diese Ein-
schrankungen zu umgehen, wurden zusatzlich Methoden zur Darstellung von Rissen als
in finite Elemente eingebettete Diskontinuititen entwickelt. Darunter gibt es element-
basierte Formulierungen wie den Ansatz starker Diskontinuitdten und knotenbasierte
Formulierungen wie die erweiterte Finite-Elemente-Methode (X-FEM). Letztere ist in
der Lage, die Kinematik diskontinuierlicher Verschiebungsansatze im Rahmen der FEM
korrekt abzubilden.

Die exakte Darstellung des Risspfades hat groflen Einfluss auf die Genauigkeit der ge-
samten Simulation, unabhéngig davon welches Verfahren zur Modellierung starker Dis-
kontinuitaten genutzt wird. In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Wahl eines
ausgereiften Rissrichtungskriteriums wichtig, weil damit direkt die Topologie des fort-
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schreitenden Risses ermittelt wird. Dies ist bei der Bestimmung kontinuierlicher Rissfla-
chen besonders entscheidend, da die Rissgeometrie wiahrend der Simulation unverandert
bleibt. Eine Untersuchung verschiedener Risskriterien im Rahmen der linear-elastischen
Bruchmechanik findet sich beispielsweise in BOUCHARD U. A. (2003). Beziiglich der
X-FEM wurde speziell in DUMSTORFF UND MESCHKE (2007) die Bedeutung einer kor-
rekten Ermittlung der Rissrichtung herausgearbeitet. Die geometrische Reprasentation
der Rissfliche und die Verfolgung fortschreitender Risse sind direkt mit dem Rissrich-
tungskriterium verbunden. Insbesondere fiir dreidimensionale Aufgabenstellungen ist
die Darstellung einer kontinuierlichen, beliebig gekriimmten Rissfliche sehr anspruchs-
voll. Eine sehr gute Ubersicht und Einteilung verschiedener Rissverfolgungsalgorithmen
ist in JAGER (2009) zu finden. Wird ein lokaler Algorithmus verwendet, bei dem die
Rissrichtung nur vom mechanischen Zustand des betrachteten Elements und seinen un-
mittelbaren Nachbarn abhangt, hat die Wahl des Risskriteriums grofien Einfluss auf das
gesamte Rissbild, was fiir zweidimensionale Probleme in DUMSTORFF UND MESCHKE
(2007) verdeutlicht wurde. Erfolgt die Rissverfolgung mit globalen Algorithmen, wer-
den zur Bestimmung der Rissrichtung Informationen zum mechanischen Zustand des
gesamten Untersuchungsgebietes beriicksichtigt.

1.2 Modellierungs- und Diskretisierungsstrategien
quasisproden Materialversagens

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber verbreitete Methoden zur Modellierung
quasisproden Materialversagens in kohésiven Reibungsmaterialien gegeben. Das Haupt-
augenmerk liegt dabei auf Finite-Elemente-Formulierungen.

Es soll zunéchst aufgezeigt werden, wie sich die Versagensmuster in quasisproden Ma-
terialien auf den verschiedenen Beobachtungsebenen d&uflern und ineinander iibergehen,
um besondere Anforderungen an die Modellierung zu verdeutlichen. Auf mikroskopi-
scher Ebene sind bei Einsetzen der Schadigung Mikrorisse und Mikroporen zu erkennen.
Diese Mikrodefekte wachsen zu mesoskopischen Risssegmenten zusammen, von denen
sich die dominanten Segmente zu Makrorissen vereinigen. Als Folge dieses irreversiblen
Versagensprozesses wird Energie dissipiert und die Materialsteifigkeit auf Strukturebene
reduziert. Die auftretenden Versagenszustande konnen in drei Kategorien eingeteilt wer-
den. So wird von diffusem Versagen gesprochen, wenn die Deformationen noch homogen
verteilt sind. Der Ubergang zu schwachen Diskontinuititen geht mit der Lokalisierung
grofler Dehnungen in begrenzten, schmalen Bereichen einher. Werden diese Teilbereiche
immer schmaler, stellen sich starke Diskontinuitédten ein. Die Grofle der Prozesszone, in
der sich Mikrorisse und andere unelastische Prozesse konzentrieren, hangt von Material
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und Belastung ab, wobei die Breite der Zone typischerweise mehrere Groflenordnungen
kleiner ist als die Strukturabmessungen.

Die Finite-Elemente-Methode ist fir die Approximation physikalischer Probleme mit
glatten Losungen sehr gut geeignet. Dieser Sachverhalt beruht auf den Approximati-
onseigenschaften der bereichsweise kontinuierlichen, polynomialen Funktionsrdume. Zur
Abbildung diffusen Materialversagens mit glatten Verschiebungsfeldern sind klassische
Kontinuumsmodelle wie die Schadigungstheorie gut geeignet und werden deshalb haufig
eingesetzt. Mittels aquivalenter Materialeigenschaften kann der Effekt eines Risses im
Verzerrungsfeld integriert werden, anstatt den Riss direkt zu beriicksichtigen. Schadi-
gungsmodelle haben jedoch den Nachteil, dass die tiber diffuses Materialversagen hin-
ausgehenden Phénomene, wie zum Beispiel diskrete Risse, deren Ausbreitung und meh-
rere sich kreuzende Risse, nicht abgebildet werden kénnen. Das Verschiebungsfeld bleibt
kontinuierlich und kann per Definition keine Diskontinuititen darstellen, die stattdes-
sen iiber ein gewisses Volumen verschmiert werden. Sobald das Versagen lokalisiert und
sich schwache Diskontinuitdten bilden, weist die numerische Losung Abhéngigkeiten
von der rdumlichen Diskretisierung auf und es kann zu unphysikalischen Ergebnissen
mit vollstandigem Versagen ohne Energiedissipation kommen. Mithilfe von Regularisie-
rungsstrategien, die zumeist eine interne Langenskala als Materialparameter einfiihren,
konnen schwache Diskontinuitéiten erfasst und objektive Ergebnisse gewéahrleistet wer-
den. Somit lassen sich gute Ergebnisse bei zuverlassiger Abbildung des globalen Last-
Verschiebungs-Verhaltens erzielen. Ein Uberblick zu diesen Strategien wird in Kapitel
3.3.2 gegeben.

Im Gegensatz zu verschmierten Rissmodellen kénnen mit diskreten Rissmodellen starke
Diskontinuitiaten abgebildet werden. Die schmale Versagenszone, die eigentlich erst im
Laufe des Versagensprozesses zu einer Flache konvergiert, wird direkt von einem unge-
schadigt elastischen Zustand in einen diskreten Riss iiberfiihrt, in dem sich die Dehnun-
gen konzentrieren. Ein zuséatzliches Konstitutivgesetz erfasst den Entfestigungsprozess
in der Lokalisierungszone, wiahrend ein Standard-Konstitutivgesetz in allen anderen Be-
reichen giiltig bleibt. Die dissipierte Energie ist immer ungleich Null und unabhangig von
GroBe sowie Orientierung der finiten Elemente. Mit einem diskreten Rissmodell lasst sich
das lokale Strukturverhalten mit samtlichen Risspfaden detailliert modellieren. Die nu-
merische Umsetzung kann beispielhaft durch Knotenverdopplung mit adaptiver Neuver-
netzung, Einfiithrung von Interface-Elementen oder mit eingebetteten Diskontinuitaten
erfolgen.

Weist die Losung Knicke, Spriinge, Singularititen oder andere spezielle Losungscha-
rakteristiken auf, ist die Erzeugung eines an die Diskontinuitdten angepassten Netzes
durch Einfiihrung doppelter Knoten eine naheliegende Strategie. Die Elementkanten
miissen mit den Diskontinuitédten tibereinstimmen und das Netz muss in Bereichen, in
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denen singuldare Losungen oder grofle Gradienten zu erwarten sind, verfeinert werden.
Dabei sollte die Geometrie in jedem Schritt, in dem ein Riss fortschreitet oder sich eine
Grenzfliche bewegt, automatisch neu vernetzt werden (BOUCHARD U. A. 2000). Dies
erfordert die Projektion der Feldvariablen auf das neue Netz, wodurch das Verfahren
bei vorher unbekanntem Risspfad sehr umstéandlich wird. Ein schwerwiegender Nachteil
ist vor allem die Neuvernetzung bei fortschreitenden Diskontinuitdten im dreidimensio-
nalen Raum, da das Vernetzen anspruchsvoller Geometrie an sich schwierig und mit
groflem Aufwand verbunden ist. Alternativ zur Spaltung von Elementen mit Knotenver-
dopplung, die hauptséachlich im Bereich der linear-elastischen Bruchmechanik eingesetzt
wird, konnen auch kohésive Risssegmente eingefithrt werden. Diese werden in Form von
Interface-Elementen ohne Ausdehnung in Dickenrichtung bei vorher bekanntem Rissver-
lauf an die entsprechenden Stellen zwischen den Elementkanten eingefiigt, siche ROTS
(1988), oder adaptiv dort wo notig. Generell sollte auch bei adaptiver Einfithrung ko-
hasiver Risssegmente das Netz neu erstellt werden, um Diskretisierungsabhéngigkeiten
der Losung zu verringern. Ist die Rissgeometrie vollig unbekannt, konnen die kohésiven
Elemente auch von Anfang an zwischen allen Kontinuumselementen eingefithrt werden,
vergleiche CAROL U. A. (2001) oder CAMACHO UND ORTIZ (1996), miissen dann aber
eine hohe elastische Anfangssteifigkeit aufweisen, um unphysikalische Rissoffnungen zu
vermeiden. In einer weiteren Variante werden gerissene Elemente einfach aus der Ele-
mentliste eliminiert, was vor allem in der Industrie fiir dynamische Simulationen beliebt
ist.

Insbesondere fiir verdnderliche Diskontinuitdten, wie bei Rissfortschritt oder bewegli-
chen Grenzflaichen zwischen zwei Materialien, ist die Erhaltung eines adédquaten Net-
zes durch Verschieben der Knoten oder durch Neuvernetzen schwierig und mit erheb-
lichem Aufwand verbunden. Deshalb wurden auch Methoden zur Modellierung beliebi-
ger Diskontinuitdten innerhalb finiter Elemente bei unveréinderlichem Netz entwickelt.
Zur Auflosung des diskontinuierlichen Verschiebungsfeldes innerhalb finiter Elemente
bedarf es einer Sprungfunktion im Verschiebungsfeld und einer Dirac-Distribution im
Verzerrungsfeld, woftir die Interpolationseigenschaften der Standard-FE-Approximation
erweitert werden miissen. Im Wesentlichen lassen sich die Verfahren zur elementinternen
Modellierung lokalisierten Versagens in elementbasierte und knotenbasierte Methoden
unterscheiden.

Dem elementbasierten Konzept liegt der Enhanced-Assumed-Strain-Ansatz zugrunde.
Ohne weitere Mafinahmen ergeben sich iiber Elementrénder diskontinuierliche Risspfade.
Der Verschiebungssprung wird lokal in ein Element entlang der Rissrichtung eingebettet.
Die damit verbundenen, zuséatzlichen Freiheitsgrade konnen auf Elementebene eliminiert
werden, wodurch die Erweiterung keinen Einfluss auf das globale Gleichungssystem und
die Nachbarelemente hat. Diese Methode eingebetteter starker Diskontinuitéten (strong
discontinuity approach) aus SIMO U. A. (1993) ist aufgrund der geringen erforderlichen
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Anderungen im Programmcode beliebt und durch eine Vielzahl von Elementtypen weit
verbreitet. In der zweiteiligen Arbeit OLIVER (1996) werden sowohl theoretische als auch
numerische Aspekte dieses Konzepts diskutiert, das als eine Verbindung kontinuumsme-
chanischer und diskreter Ansitze aufgefasst werden kann. Ein umfassender Uberblick
zu verschiedenen Formulierungen finiter Elemente mit eingebetteten Diskontinuitédten
wird in JIRASEK (2000) gegeben. Die Erweiterung auf dreidimensionale Elemente, siehe
MOSLER UND MESCHKE (2003) sowie WELLS (2001), und die Entwicklung robuster Mo-
dellierungstechniken zur Darstellung kontinuierlicher, rdumlich gekriimmter Rissflachen
aus OLIVER U. A. (2002) oder FEIST UND HOFSTETTER (2007), haben der Methode zu
mehr Bedeutung verholfen. Auch die Reduktion von Locking-Effekten durch Methoden
mit rotierenden Rissen oder multipler Rissbildung, wie in MOSLER (2005) vorgeschlagen,
stellt einen wichtigen Schritt in der Entwicklung des Konzepts dar.

Im Zusammenhang mit dem knotenbasierten Ansatz werden an den Knoten, die einen
Riss oder eine materielle Grenzflache umgeben, zusatzlich globale Freiheitsgrade einge-
fiihrt und mit entsprechenden Ansatzfunktionen interpoliert, um schwache und starke
Diskontinuitaten innerhalb betroffener Elemente abzubilden. Dazu wird der Approxi-
mationsraum mit speziellen, vorher bekannten Losungseigenschaften in jenen Bereichen
lokal angereichert, die Knicke oder Spriinge in der Losung aufweisen. Diese lokale An-
reicherung des Approximationsraumes wird mithilfe der Partition-of-Unity ermoglicht,
siche MELENK UND BABUSKA (1996) sowie BABUSKA UND MELENK (1997). Die er-
weiterte Finite-Elemente-Methode aus MOES U. A. (1999), die auf einer knotenweisen
Anreicherung aufbaut, erzielt genaue Ergebnisse und kann beliebige Diskontinuitaten
wie Risse, Einschliisse oder Locher abbilden, ohne diese explizit zu vernetzen, vergleiche
auch BELYTSCHKO U. A. (2001). Aus dem Englischen kommend wird sie abkiirzend auch
als X-FEM (extended finite element method) bezeichnet. Im Unterschied zum Ansatz
eingebetteter starker Diskontinuitaten, ist der Verlauf einer Diskontinuitit aufgrund des
globalen Charakters der zusatzlichen Freiheitsgrade a priori iiber die Elementgrenzen
hinweg kontinuierlich. Eine vergleichende Studie in JIRASEK UND BELYTSCHKO (2002)
zeigt die Uberlegenheit kinematischer Eigenschaften und numerischer Robustheit der X-
FEM gegeniiber dem Ansatz eingebetteter starker Diskontinuitédten. In einem spéteren
Vergleich der beiden Methoden (OLIVER U. A. 2006) stellt sich die langere Rechenzeit
der X-FEM als wesentlicher Unterschied heraus, was bei Verfolgung mehrerer Risse im-
mer deutlicher auftritt. Dies liegt zum Einen daran, dass die zuséatzlichen Freiheitsgrade
globale Variablen sind, die auf Elementebene nicht kondensiert werden konnen, und zum
Anderen eine hohere Integrationsordnung erforderlich ist.

Nennenswert ist die grofie Ahnlichkeit zwischen der X-FEM und anderen Methoden,
die auf der Partition-of-Unity beruhen. Dazu gehoren die Partition-of-Unity-Methode
selbst (MELENK UND BABUSKA (1996), BABUSKA UND MELENK (1997)), die generali-
sierte FEM (STROUBOULIS U. A. (2000a), STROUBOULIS U. A. (2000b), STROUBOULIS
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U. A. (2001)), die Finite-Cover-Methode (TERADA U. A. (2003), ISHII U. A. (2006)) und
die hp-clouds-Methode (DUARTE UND ODEN (1996a), DUARTE UND ODEN (1996b)).
Herausragende Leistungsmerkmale dieser Verfahren sind die vollige Unabhéngigkeit des
Netzes von der zugrunde liegenden Geometrie sowie die Anreicherung der Losung mit
beliebigen Funktionen bei Wahrung der Partition-of-Unity. Die Anreicherung kann so-
wohl mit analytisch exakten Funktionen als auch mit numerisch berechneten Naherungen
erfolgen, siche DUARTE UND KiM (2008). Unter den auf der Partition-of-Unity basieren-
den Finite-Elemente-Formulierungen sind die etwa gleichzeitig konzipierten Methoden
der generalisierten FEM und der X-FEM am weitesten entwickelt. Sie wurden seit ihrer
Einfithrung erfolgreich eingesetzt, um eine Reihe von bruchmechanischen Problemen zu
l6sen, sind jedoch nicht auf solche Problemstellungen beschréankt.

Abgesehen von der Finite-Elemente-Methode und ihren oben vorgestellten Varianten,
kann auch die Randelemente-Methode zur Simulation fortschreitender Diskontinuitéiten
genutzt werden. Darin werden Risse als Rander des Korpers interpretiert, die sich durch
Einfithrung zusétzlicher Randelemente ausbreiten konnen. Im Gegensatz zur FEM ist
die Randelemente-Methode fiir nichtlineare Problemstellungen jedoch nicht geeignet.
Alternativ konnen auch netzfreie Methoden herangezogen werden, wie zum Beispiel die
elementfreie Galerkin-Methode (BELYTSCHKO U. A. (1994), BELYTSCHKO U. A. (1996))
oder die bereits erwdhnte hp-clouds-Methode. Bei diesen Verfahren wird auf die be-
sonders in 3D teils kostspielige Erstellung eines Netzes verzichtet und stattdessen eine
Menge von tiber das beliebig geformte Untersuchungsgebiet verteilten Knoten verwendet.
Netzfreie Methoden sind allerdings mit erheblichem Rechenaufwand verbunden, insbe-
sondere an Lastrédndern, in Grenzflichenbereichen und Rissprozesszonen. Des Weiteren
bereitet die Behandlung mehrerer Risse grofle Herausforderungen an die Implementie-
rung. Eine weitere netzfreie Variante ist die Diskrete-Elemente-Methode zur Simulation
des dynamischen Verhaltens von Systemen diskreter, interagierender Korper, siehe bei-
spielsweise CUNDALL UND HART (1992) oder BICANIC (2005). Einzelne starre oder
deformierbare Partikel beliebiger Form représentieren als diskrete Elemente das vor-
handene Material. Numerisch interessant wird die Methode insbesondere bei Annahme
starrer Partikel, da mit relativ einfachen Kontaktformulierungen zwischen den Partikeln
granulares Materialverhalten effektiv abgebildet werden kann. Werden die Partikel durch
Balken und Federn miteinander verbunden und damit zusétzliche Interaktionsgesetze
berticksichtigt, konnen auch Festkorper mit beliebigem Materialverhalten dargestellt
werden. Mit der Diskrete-Elemente-Methode lassen sich komplexe Versagensvorgange in
heterogenen Proben simulieren, fiir eine praxisrelevante Simulation ganzer Strukturen
sind jedoch so viele diskrete Elemente notwendig, dass solch eine Berechnung extrem
teuer wird. Dabei ist insbesondere die automatische Kontaktsuche sehr aufwendig.

Eine problematische Eigenschaft lokalisierter Verzerrungen ist, dass die Breite der Ver-
sagenszone einige Dimensionen kleiner ist als die Strukturabmessungen, weshalb dieser
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Bereich entsprechend fein diskretisiert werden muss. Lokalisierte Verzerrungen fithren
zu Verschiebungen auf verschiedenen Skalen innerhalb der Versagenszone, deren exakte
Abbildung im Allgemeinen sehr anspruchsvoll ist. Die allméhliche Einfithrung erweiter-
ter Freiheitsgrade im Rahmen der X-FEM kann unter anderem als eine Art adaptives,
mehrskaliges Verfahren betrachtet werden, bei dem eine feinskalige Kinematik durch
erweiterte Verschiebungen in die Losung der groben Skala eingebracht wird. Wie in
GARIKIPATI UND HUGHES (1998) gezeigt, kann dem mit lokalisierten Verzerrungen
assoziierten Problem auch mit Mehrskalenmethoden begegnet werden. Durch direkte
Berticksichtigung der Mikrostruktur in einem Mehrskalenmodell, kann der regularisie-
rende Effekt alternativer Formulierungen nachgestellt werden. Im Zuge einer additiven
Aufteilung der Verschiebungen in der Lokalisierungszone kann der feinen Skala eine ei-
gene Deformationskomponente zugeordnet werden, welche die grolen Gradienten in der
Losung abbilden kann. So lassen sich mit Mehrskalenmethoden diskretisierungsunab-
héngige Losungen fiir Problemstellungen mit schwachen und starken Diskontinuitédten
erzielen. Eine Ubersicht zur Mehrskalenmodellierung findet sich in Kapitel 6.2.

Die Wahl der Modellierungstechnik hangt stark vom untersuchten Material ab. In spro-
den Materialien treten bei Erreichen der Festigkeit sofort diskrete Risse auf, wohinge-
gen sich der Verschiebungssprung bei duktilen Materialien erst weit nach Erreichen der
Hochstlast ausbildet. Fiir allgemeine Belastungen konnen in quasispréden Materialien
sowohl Regionen diffusen als auch lokalisierten Versagens auftreten. Deshalb sollte ein
realistisches Berechnungsmodell nicht nur Beginn und Wachstum der Schadigung bis
zur Entstehung von Makrorissen sondern auch deren folgende Ausbreitung vorhersa-
gen konnen, was bei Beschrankung auf eine Modellklasse nicht moglich ist. Zu diesem
Zweck konnen Ubergangsmodelle, als Kombinationen verschiedener kontinuumsmecha-
nischer und diskreter Modelle, eingesetzt werden. Soll insbesondere das Verhalten bis
zum vollstandigen Versagen simuliert werden, ist die Verwendung diskreter Rissmodelle
erforderlich. So wurde beispielsweise in den Arbeiten AREIAS UND BELYTSCHKO (2005)
und CoMI U. A. (2007) der Ubergang von einem regularisierten Schidigungsmodell mit
Berticksichtigung viskoser Terme zu einem diskreten Modell mit kohésiven Rissen vor-
gestellt. In SIMONE U. A. (2003) erfolgt der Wechsel von einem gradientenerweiterten
Schédigungsmodell zu einem spannungsfreien Riss bei fast vollstdndiger Schadigung.
Eine andere Variante, die im Artikel JIRASEK UND ZIMMERMANN (2001) beschrieben
wird, sieht den Ubergang von einem verschmierten Rissmodell zu einem kohésiven Riss
vor, sobald die Verzerrung im Rissband einen kritischen Wert erreicht.
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1.3 Zielsetzung

Diese Arbeit widmet sich der mechanischen und numerischen Modellierung heterogener
Materialien unter Beriicksichtigung des materiell nichtlinearen Verhaltens, das sich in
Form von diffuser Schéadigung, Lokalisierung mit hohen Gradienten in der Losungsfunk-
tion und diskreten, fortschreitenden Rissen ausdriickt. Ziel der Arbeit ist die detaillierte
Modellierung dieser verschiedenen Versagensformen, die sich makroskopisch in materi-
eller Entfestigung duflern, sowie die Entwicklung numerischer Methoden zur effizienten
Auflésung der mehrskaligen Losungsfunktion. Fiir die Modellierung eignen sich sowohl
verbesserte Finite-Elemente-Methoden als auch Mehrskalenmethoden, die beide Gegen-
stand dieser Forschungsarbeit sind.

Schwerpunktméflig werden methodische Konzepte fiir die nichtlineare Berechnung von
kohéasiven Reibungsmaterialien vorgestellt. Exemplarisch werden Beton und textilfaser-
verstarkter Beton untersucht. Die Versagensbereiche sind in diesen Werkstoffen meist
um mehrere GroBenordnungen kleiner als das gesamte Untersuchungsgebiet, ferner wird
das makroskopische Verhalten durch die Materialeigenschaften der kleineren Skalen mit-
bestimmt. Dies erfordert eine angemessene Beschreibung der schwachen und starken
Diskontinuititen sowie eine geeignete Mehrskalenmodellierung, die in dieser Arbeit ge-
trennt voneinander erarbeitet werden. Die Untersuchungen beziehen sich allesamt auf
dreidimensionale Problemstellungen, was nicht nur die geometrische Modellierung und
die damit verbundene Programmierung aufwendig macht, sondern auch die Loserzei-
ten drastisch erhoht. Deshalb beschrinken sich die Untersuchungen auf eine einfache
dreidimensionale Geometrie mit strukturierten Netzen.

Der Hauptteil dieser Arbeit behandelt die Entwicklung und numerische Umsetzung ei-
ner erweiterten Finite-Elemente-Methode zur diskretisierungsunabhéngigen Simulation
von Rissfortschritt bis zum vollstandigen Versagen der betrachteten Strukturen. Zur
Abbildung der diskontinuierlichen Kinematik an materiellen Grenzflichen und Rissfla-
chen werden entsprechende Anreicherungen in Form von Grat- und Sprungfunktionen in
die Verschiebungsapproximation der Formulierung eingebracht. Das Randwertproblem
erfahrt dadurch eine angemessene Regularisierung im postkritischen Bereich und bleibt
gut gestellt. AuBerdem kann sich der Risspfad unabhéngig vom zugrunde liegenden FE-
Netz ausbreiten. Das mechanisch entfestigende Materialverhalten wird mit kohésiven
Rissen beschrieben. Fiir das zugdominante Versagen der untersuchten Beispielmateria-
lien wird ein schadigungsbasiertes, diskretes Materialmodell auf der Grenz- bzw. Riss-
flache eingesetzt, das in Kontaktspannungen und Verschiebungsspriingen formuliert ist.
Ein Schwerpunkt der Arbeit liegt in der geometrischen Modellierung kontinuierlicher,
beliebig gekriimmter Risspfade durch achtknotige Volumenelemente. Damit ist sowohl
die Bestimmung der Rissrichtung als auch die Entwicklung eines stabilen Rissverfol-



1 Einleitung

gungsalgorithmus verbunden. So muss zum Einen bei Bruchbeginn eine genaue Rich-
tung bestimmt werden, zum Anderen muss der Algorithmus selbst bei groben Netzen
funktionsfdhig sein und eine genaue Rissgeometrie liefern. Ziel ist es also einen Algorith-
mus bereitzustellen, der diese Kriterien erfiillt und das globale Strukturverhalten gut
wiedergeben kann. Die Robustheit und Leistungsfahigkeit soll anhand représentativer
Beispiele demonstriert werden.

Im zweiten Teil der Arbeit wird ein Zweiskalenmodell erarbeitet, das nichtlineare Ef-
fekte der feinen Skala durch einen volumenkoppelnden Skaleniibergang in der globalen
Strukturantwort beriicksichtigt. Vorgestellt wird eine volumenverbindende, simultane
Losungsstrategie, aufbauend auf der variationsbasierten Mehrskalenmethode. Das Ver-
schiebungsfeld wird dazu in einen grobskaligen und feinskaligen Anteil zerlegt. Der fein-
skalige Anteil wird zur effizienten Losung des entstehenden Feinskalenproblems jeweils
auf das Gebiet eines Grobskalenelementes beschréankt, wodurch sich diskontinuierliche
Verschiebungen ergeben konnen. Mithilfe von Gebietzerlegungsstrategien wird die Kom-
patibilitat des Verschiebungsfeldes iiber die Rénder der Grobskalenelemente wiederher-
gestellt. Auf beiden Skalen wird zur Wiedergabe nichtlinearen Materialversagens ein
regularisierendes Kontinuumsschadigungsmodell eingesetzt, mit dem weit ausgebreite-
tes, lokalisiertes Versagen abgebildet werden kann.

Insgesamt ist zu betonen, dass das Hauptaugenmerk beider Aufgabenteile in der Ent-
wicklung methodischer Konzepte zur nichtlinearen Berechnung heterogener Materialien
liegt und nicht im Einsatz fiir groBformatige Probleme.

1.4 Gliederung

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil wird eine erweiterte Finite-
Elemente-Methode zur Modellierung diskreten Versagens in dreidimensionalen Struktu-
ren quasisproden Materials entwickelt. Der zweite Teil beschaftigt sich mit der Herlei-
tung einer variationsbasierten Zweiskalenmethode zur Abbildung diffusen Versagens in
entfestigenden Materialien.

In Kapitel 2 wird zuerst das Randwertproblem fiir strukturmechanische Probleme mit
nichtlinearem Materialverhalten aufgestellt und die Finite-Elemente-Methode als nume-
risches Losungsverfahren vorgestellt. Danach wird im Rahmen der erweiterten Finite-
Elemente-Methode die Verschiebungsapproximation zur Abbildung diskontinuierlicher
Losungsfunktionen kinematisch angereichert. Die zugrunde liegenden Gleichungen wer-
den in beiden Fallen mit einem inkrementell-iterativen Verfahren gelost.

Zu Beginn des Kapitels 3 werden die betrachteten kohasiven Reibungsmaterialien und
Faserverbundwerkstoffe prasentiert und ihre charakteristischen Versagensphdnomene er-
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lautert. Anschlielend werden das Konzept kohésiver Risse zur Modellierung diskreter
Risse sowie eine regularisierende Kontinuumsschadigungsformulierung zur Abbildung
diffusen Versagens vorgestellt.

Fiir das Versagen materieller Grenzflachen wird in Kapitel 4 ein Schadigungsmodell auf-
gestellt, das gemischtes Versagen auf Zug und Schub berticksichtigt. Dabei wird mit
einer Level-Set-Funktion nicht nur die Faser- und Rissgeometrie beschrieben, sondern
auch die Anreicherungsfunktionen zur Auflésung der Diskontinuitdten innerhalb fini-
ter Elemente berechnet. In einfachen Tests werden zwei unterschiedliche Varianten des
Verbundverhaltens untersucht.

Kapitel 5 beschéftigt sich mit der Modellierung von Matrixrissen in quasisproden Mate-
rialien. Dazu wird ein Versagenskriterium und Rissrichtungskriterium definiert und ein
entsprechendes Schadigungsmodell fiir zugdominantes Versagen aufgestellt. Der Schwer-
punkt dieses Kapitels liegt in der Erarbeitung von Rissverfolgungsalgorithmen, mit de-
nen sich kontinuierliche, beliebig gekriimmte Rissflichen im dreidimensionalen Raum
verfolgen lassen. Dazu werden einige in der Literatur verbreitete Verfahren sowie eigene
Entwicklungen dargestellt. Daraufhin folgen einige Aspekte der Implementierung.

Thema des Kapitels 6 und gleichzeitig zweiter Hauptbestandteil der Arbeit ist das Auf-
stellen eines variationsbasierten Zweiskalenmodells fiir dreidimensionale Strukturen mit
entfestigendem Materialverhalten. Anfangs werden verschiedene Mehrskalenmethoden
skizziert, um die vorgestellte Methode besser einordnen zu kénnen. Zur Losung des
entstehenden Gleichungssystems wird ein effizienter Losungsalgorithmus basierend auf
Verfahren der Gebietzerlegung vorgestellt, wobei aufgrund der Gebietzerlegung zusétz-
lich Nebenbedingungen an den Kopplungsflichen formuliert werden miissen. Anhand
einfacher Beispiele kann die Genauigkeit der Ergebnisse demonstriert werden.

SchlieBlich werden in Kapitel 7 beide numerischen Methoden auf ihre Leistungsfahig-
keit hin untersucht. Anhand ausgewéhlter, strukturmechanischer Testprobleme wird das
erweiterte Finite-Elemente-Modell gepriift und die Losung mit verfligbaren experimen-
tellen Ergebnissen verglichen. Die Ergebnisse des Zweiskalenmodells werden in zwei an-
wendungsnahen Beispielen numerischen Referenzlosungen gegeniibergestellt.

In Kapitel 8 wird die Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick auf mogliche weiterfiih-
rende Entwicklungen der vorgestellten numerischen Modelle gegeben.
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Kontinuumsmechanik und ihre
diskontinuierliche Erweiterung

2.1 Materiell nichtlineare Kontinuumsmechanik und
Finite-Elemente-Methode

Zuerst werden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik fiir ein physikalisch nichtli-
neares Randwertproblem bei kleinen Verzerrungen und die Finite-Elemente-Methode
dargestellt. Dies ist Basis und Ausgangspunkt fiir die darauf folgende diskontinuierli-
che Erweiterung. Das nichtlineare Strukturverhalten wird in dieser Arbeit auf materi-
elle Nichtlinearitdten beschrankt, also auf nichtlineare Zusammenhéange zwischen dem
Spannungszustand und dem aktuellen sowie den vorherigen Verzerrungszustanden.

2.1.1 Quasistatisches Randwertproblem der Kontinuumsmechanik

Ein materieller Korper ist ein physikalisches Objekt, dessen materielle Punkte mit den
Platzierungen x ein gewisses Gebiet € im Euklidischen Raum R? einnehmen, 2 C R3.
Die Bewegung des Korpers wird durch das vektorwertige Verschiebungsfeld u beschrie-
ben. Im Rahmen der hier betrachteten, geometrisch linearen Theorie bei kleinen Verzer-
rungen ergibt sich der Verzerrungstensor € als symmetrischer Anteil des Verschiebungs-
gradienten.

e=Vu inQ (2.1)
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Der Spannungstensor o driickt die mechanische Beanspruchung im Koérper aus. Ein
materialspezifisches Konstitutivgesetz

o=o(eq) in (2.2)

definiert in einer lokalen Formulierung die punktweise Berechnung der Spannungen als
nichtlineare Funktion der Verzerrungen und moglichen internen Geschichtsvariablen,
die im Vektor q zusammengefasst sind. Es ist anzumerken, dass in dieser Arbeit kein
ratenabhéngiges Materialverhalten betrachtet wird. Der Spannungstensor o erfiillt die
lokale Form der Impulsbilanz unter Vernachléassigung der Trégheitsterme fiir die in dieser
Arbeit betrachteten quasistatischen Probleme mit Volumenkréiften b.

dive +b =0 in (2.3)

Aus Erhaltung des Drehimpulses ergibt sich die Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors
o = o". Das punktweise formulierte Randwertproblem wird durch die Definition der
Randbedingungen vervollstandigt. Hierfiir kann der gesamte Rand I' des Korpers 2
in disjunkte Untermengen I',, und I'y, mit I',, N[y, = @ aufgeteilt werden. An jedem
Punkt des Randes kann in jeder raumlichen Richtung ¢ entweder eine Verschiebung u;
als Dirichlet-Randbedingung oder eine Spannung #; als Neumann-Randbedingung vor-
gegeben werden.

w = u; auf [y,

- 2.4
ti = t7, an Fti ( )

Dabei berechnet sich der Spannungsvektor t iiber das Cauchy-Theorem aus dem Span-
nungstensor o und der Normalen n der Schnittflache T7.

t=0-n aufl} (2.5)

Die Gleichungen (2.1) bis (2.5) représentieren die starke Form des Randwertproblems
und stellen die Felder u, € und o durch Kinematik, Konstitutivgesetz und Gleichge-
wichtsbedingung zueinander in Beziehung.

2.1.2 Schwache Form des Randwertproblems

Da die starke Form fiir allgemeine Problemstellungen in der Regel nicht exakt analy-
tisch gelost werden kann, wird sie mithilfe der Methode der gewichteten Residuen in
eine schwache Form tiberfiihrt. Basierend auf einer Verschiebungsformulierung werden
hierzu die Gleichgewichtsbedingung (2.3) und statische Randbedingung (2.4), mit einer
vektorwertigen Testfunktion du gewichtet und tber das Gebiet €2 bzw. den Rand I

14
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integriert,

/Qéu-[divowLB}deL Féu- (t—o-n)dA=0 Vdu (2.6)
.

wobei die Testfunktionen du die Nullrandbedingung du = 0 auf ', erfiillen sollen. Somit
wird das Gleichgewicht nicht mehr punktweise, sondern nur noch in integralem Sinne er-
fullt. Die Verschiebung ist dabei die priméare Variable, wohingegen die Spannungen und
Verzerrungen weiterhin tiber die konstitutive und kinematische Gleichung punktweise als
Funktionen der Verschiebungen berechnet werden. Nach Anwendung des Gaufischen In-
tegralsatzes, partieller Integration und Einsetzen der Kinematik und Randbedingungen,
lasst sich nach einigen Umformungen die schwache Form reformulieren.

5H:/5s:a(e,q)dV—/5u~BdV— Ju-tdA=0 Vou (2.7)
Q Q

Iy

5Hint _5Hext

Werden die Testfunktionen du als virtuelle Verschiebungen interpretiert, entspricht diese
Form dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Nach diesem Prinzip muss die virtuelle
Arbeit 011 als Differenz der virtuellen inneren 6Il;,; und virtuellen duleren Arbeiten
011y verschwinden. Fiir einen Uberblick iiber andere Variationsprinzipien zur Herleitung
alternativer Formulierungen, wie beispielsweise Mehrfeldprinzipien oder auch gemischte
Prinzipien, sei auf FELIPPA (1994) verwiesen.

2.1.3 Diskretisierung

Die schwache Form des Gleichgewichts wird nun mit der Finite-Elemente-Methode
(FEM) diskretisiert. Andere beliebte Diskretisierungsmethoden sind die Randelemente-
Methode und die Finite-Differenzen-Methode. Allgemein kann die FEM als méachtiges
Werkzeug zur Losung beliebiger partieller Differentialgleichungen verwendet werden.
Umfassende Werke zur FEM sind unter vielen anderen die Biicher HuGHES (2000),
BELYTSCHKO U. A. (2000) sowie ZIENKIEWICZ U. A. (2005).

Im Rahmen der Diskretisierung wird das Untersuchungsgebiet (2 in eine endliche Anzahl
nee finiter Elemente Q¢ zerlegt, O ~ Q" = (J¢ Q°. Jedes Element besitzt n; Knoten,
denen unbekannte Verschiebungsfreiheitsgrade zugeordnet werden. Der Verschiebungs-
verlauf u wird nicht exakt bestimmt, sondern nur tiber eine endliche Anzahl unbekann-
ter Verschiebungsgroflen d; an den Elementknoten approximiert, die mit polynomialen
Formfunktionen N interpoliert werden. Im Sinne eines Bubnov-Galerkin-Verfahrens wer-
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diskretisierter physikalischer Korper in R3 isoparametrischer Raum

L &1

* Gauflpunkte

Abbildung 2.1: Diskretisierter Kérper 2 und isoparametrische Abbildung.

den dieselben Interpolationen fiir die virtuellen Verschiebungen du verwendet.

Nele Nele
u~u’ = UN®d®; duw sul = | N¢od* (2.8)
e=1 e=1

In der Matrix IN¢ sind die Formfunktionen, in dem Verschiebungsvektor d¢ die Kno-
tenfreiheitsgrade eines Elementes zusammengefasst. Die kinematische Gleichung liefert
die Approximation der diskreten und virtuellen Verzerrungen, ausgedriickt durch den
B-Operator, der die raumlichen Gradienten der Formfunktionen eines Elementes enthélt.

Nele Tele
e~e"=|JBd; de~de" =] Bed" (2.9)
e=1 e=1

Dabei ist anzumerken, dass ohne Anderung der Notation von einer Tensor- auf eine
Matrixformulierung gewechselt wurde und im Rahmen dieser Arbeit alle diskretisier-
ten Felder in Voigt-Notation angegeben werden. Fiir die Berechnung des B-Operators
B =N, = J !N, wird die Kettenregel verwendet, indem die Formfunktionen partiell
nach den isoparametrischen Elementkoordinaten & abgeleitet und mit der Inversen der
Jacobi-Matrix multipliziert werden. Im Rahmen des isoparametrischen Konzepts wird
die Geometrie innerhalb einzelner Elemente mit denselben Funktionen parametrisiert
wie die Verschiebungen, x = Y7 N’x;. Die Jacobi-Matrix stellt die Verbindung zwi-
schen den Elementkoordinaten & und globalen Koordinaten x her, J = 0x/0§.

Durch Einsetzen der diskretisierten Verschiebungsverlaufe (2.8) und Verzerrungsverlaufe
(2.9) in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (2.7) ergibt sich die diskretisierte
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schwache Form des Gleichgewichts,

Tlele — _
ST = | J 6d° / B o"(d,q) dV — / N™bdV — [ Nt dA| =0 Vvad
e=1 §2e ©

I

i —f°

ext

(2.10)

in der schon beriicksichtigt ist, dass dd keine Funktion der rdumlichen Koordinaten ist
und aus dem Integral herausgezogen werden kann. Das Symbol |J steht fiir die Assem-
(d) und £, zu den globalen Vektoren der
internen Fj(D) und externen Kréfte Fe nach der direkten Steifigkeitsmethode unter

blierung der einzelnen Elementbeitrage £,
Beriicksichtigung der Konnektivitdt. Auf den Index h zur Unterscheidung kontinuierli-
cher und diskreter Gréflen wird im Folgenden verzichtet. Gemafi dem Fundamentallem-
ma der Variationsrechnung muss Gleichung (2.10) fiir beliebige dd erfiillt sein, was auf
nachfolgendes Gleichungssystem zur Bestimmung der globalen Knotenverschiebungen
D = Jl!s d¢ fiihrt.

R(D) = Fin(D) — Foxt = 0 (2.11)
Nele Tele

mit  Fi (D) = U foi(d); Fe = U foct
e=1 e=1

Bei Verwendung nichtlinearer Materialformulierungen handelt es sich dabei um ein hoch-
gradig nichtlineares Gleichungssystem.

2.1.4 Linearisierung

Zur numerischen Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems (2.11) wird ein inkre-
mentell iteratives Newton-Raphson-Verfahren verwendet. Das Residuum muss dafiir li-
nearisiert werden, was hier durch Entwicklung in einer Taylor-Reihe um den unbekann-
ten Losungspunkt des Iterationsschrittes 7 + 1 mit einem linearen Glied geschieht.

OR,(D)
oD

LinR(D*!) = R(DY) + AD!' =0 mit AD*!' =D - D’ (2.12)

Dt

Das Residuum R(D) bezeichnet dabei Ungleichgewichtskrifte und wird im Laufe der

Iteration zu Null. Unter Annahme deformationsunabhéngiger Lasten kann in dieser
oR — OFin
oD |pi 9D
werden. Damit ergibt sich ein linearisiertes, globales Gleichungssystem fiir die inkremen-

Gleichung

o als die globale Tangentensteifigkeitsmatrix K? identifiziert
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2 Kontinuumsmechanik und ihre diskontinuierliche Erweiterung

telle Anderung des Verschiebungsvektors AD!,
K’ AD! = F\, — Fi(D') = —R(D) (2.13)

Die globale Tangentensteifigkeitsmatrix und das Residuum resultieren aus den einzelnen
Elementbeitragen wiahrend des Assemblierungsprozesses.

Tele Tele e Nele
K= JKk =) B _ ] [ BCi,Bav (2.14)
e=1 e=1 8(1 di e=1 Q

Der Materialtangententensor C{, = do’/de’ ist durch die partielle Ableitung des Span-
nungstensors nach dem Verzerrungstensor definiert. Die in dieser Arbeit verwendeten
Materialformulierungen, die den Spannungstensor und somit auch den Materialtangen-
tentensor sowie den internen Kraftvektor definieren, werden in Kapitel 3.3 vorgestellt.
Die numerische Integration der Kraftvektoren und Steifigkeitsmatrizen wird element-
weise mit einer GauB-Quadratur durchgefiihrt. In den betrachteten Hexaederelementen

werden dafiir 2 x 2 x 2 GauBpunkte benutzt, die auch in Abbildung 2.1 markiert sind.

2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

Die erweiterte Finite-Elemente-Methode geht auf die Arbeiten BELYTSCHKO UND BLACK
(1999) sowie MOES U. A. (1999) zuriick. Durch Hinzuftigen diskontinuierlicher Anrei-
cherungsfunktionen zur verschiebungsbasierten Finite-Elemente-Approximation, konnte
in diesen Arbeiten der Rissfortschritt im Rahmen der linear-elastischen Bruchmecha-
nik vollig unabhéngig vom zugrunde liegenden Netz dargestellt werden. Die X-FEM
nutzt dabei die Eigenschaft der Partition-of-Unity aus, um vorherige Kenntnisse iiber
die partielle Differentialgleichung und ihre analytische Losung in den Ansatzraum mit
einzubringen. Diese Figenschaft, die auch der gewohnlichen FEM innewohnt, wurde in
BABUSKA UND MELENK (1997) sowie MELENK UND BABUSKA (1996) angeftihrt. Im
Rahmen der X-FEM wird die gewohnliche Approximation in einem kritischen Bereich
lokal durch zusétzliche Formfunktionen in Verbindung mit zusatzlichen Freiheitsgraden
an bestehenden Knoten angereichert. Damit konnen beliebige geometrische Merkma-
le modelliert werden, was in DAUX U.A. (2000) exemplarisch fiir einzelne und sich
verzweigende Risse, Locher sowie Inhomogenitéaten im Material gezeigt wurde. Die ein-
gebetteten Anreicherungsfunktionen werden geméfl der Physik des zugrunde liegenden
Problems gewahlt. So kann beispielsweise mit einer diskontinuierlichen Funktion der
Verschiebungssprung tiber einen Riss hinweg abgebildet werden, der zudem tiber die
Elementgrenzen hinweg kontinuierlich ist.
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2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

In SUKUMAR U. A. (2001) wurde zum ersten Mal vorgestellt, wie die X-FEM in Kombina-
tion mit der Level-Set-Methode aus OSHER UND SETHIAN (1988) genutzt werden kann,
um Locher und Einschliisse im Material zu modellieren. Mithilfe der Level-Set-Methode
lasst sich die Lage interner Grenzflachen definieren und gleichzeitig die lokale Anreiche-
rungsfunktion aufstellen. Dies erleichtert erheblich die Vernetzung bei anspruchsvoller
Geometrie, da das Netz nicht mit den physikalischen Flachen iibereinstimmen muss.
Jedoch sollte das Netz trotzdem fein genug sein, um die Geometrie der verschiedenen
Flachen zu erfassen. Darauf wird in Abschnitt 4.1 ndher eingegangen. Durch explizite
Konstruktion eines an die Physik angepassten Approximationsraums kénnen so Dis-
kontinuitaten im Primérfeld oder dessen Ableitung unabhéngig vom Netz modelliert
werden. In den Arbeiten WELLS (2001) und WELLS UND SLUYS (2001) wurde die
X-FEM erstmals angewendet, um Risse in quasisproden Materialien mithilfe eines ko-
hésiven Rissmodells zu modellieren. In MOES UND BELYTSCHKO (2002) wurde ebenfalls
ein kohasives Rissmodell in die X-FEM eingebracht, aber im Vergleich zu WELLS UND
SLUYS (2001) sind die Lagen der Rissspitzen nicht auf Elementrander beschrankt.

Seither wurde die X-FEM von vielen Wissenschaftlern untersucht und auf eine Viel-
zahl von Problemstellungen angewandt, wovon an dieser Stelle nur eine kleine Auswahl
aufgelistet wird. Viele Probleme der Bruchmechanik konnten mit der X-FEM fiir un-
terschiedliche Elementtypen, wie Schalen-, Platten- und Kontinuumselemente, erfolg-
reich gelost werden. Fiir zweidimensionale Problemstellungen sei aufler den bisher ge-
nannten die Arbeit BUDYN U. A. (2004) erwahnt, zur dreidimensionalen Rissmodellie-
rung SUKUMAR U. A. (2000), MOES U. A. (2002), GRAVOUIL U. A. (2002) sowie AREI-
AS UND BELYTSCHKO (2005). Kohésive Risse wurden auch in Z1 UND BELYTSCHKO
(2003), MERGHEIM U. A. (2005) oder HETTICH UND RAMM (2006) untersucht. Dyna-
mischer Rissfortschritt ist Thema der Arbeiten BELYTSCHKO U. A. (2003), RETHORE
U. A. (2005) und CHESSA UND BELYTSCHKO (2004). Ein umfangreicher Uberblick zu
Finite-Elemente-Methoden, die die Partition-of-Unity fiir bruchmechanische Probleme
ausnutzen, findet sich in KARIHALOO UND XI1AO (2003). Ein Open-Source-Code sowie
eine ausfiihrliche Literaturiibersicht zur X-FEM ist in BORDAS U. A. (2007) zusammen-
gestellt. Reibungsbehafteter Kontakt im Zusammenhang mit der X-FEM wurde in L1U
UND BORJA (2008) und DOLBOW U. A. (2001) bearbeitet. Das Wachstum von Biofilmen
(DupDU U. A. 2008) sowie Untersuchungen der Fluid-Struktur Interaktion (ZILIAN UND
LEGAY (2008), WANG U. A. (2008)) mit dem damit verbundenen Aufbringen elementin-
terner Randbedingungen sind weitere Themen, die mit der X-FEM behandelt werden
kénnen, siehe J1 uND DoLBOW (2004), MOES U. A. (2006), MOURAD U. A. (2007) oder
Z1LIAN UND FRIES (2009). Auch die Anwendung von Fehlerschitzern (DUFLOT UND
BorDAS 2008) und ihre Ausnutzung fiir adaptive Verfahren (PANNACHET U. A. 2009)
sind aktuelle Forschungsinteressen.
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2 Kontinuumsmechanik und ihre diskontinuierliche Erweiterung

Ahnlich zur X-FEM wurden in HANSBO UND HANSBO (2004) zwei unabhéngige, konti-
nuierliche Verschiebungsapproximationen in den diskontinuierlichen Elementen zusam-
men mit zusétzlichen Verschiebungsfreiheitsgraden vorgeschlagen. Nach Untersuchungen
aus AREIAS UND BELYTSCHKO (2006) resultieren dieselben Ansatzréume wie fir die
X-FEM. Der Sprung im Verschiebungsfeld ergibt sich als Differenz der beiden kontinu-
ierlichen Verschiebungsverlaufe ausgewertet an der Rissfliche. Es ist eine strikt lokale
Formulierung, die nur reine Verschiebungsfreiheitsgrade und polynomiale Ansatzfunk-
tionen verwendet.

Im Sinne der Philosophie der X-FEM kann die numerische Simulation von Diskontinui-
titen auf fixen, einfach strukturierten Netzen durchgefithrt werden. Bei der Erzeugung
des Netzes kann also die Existenz bzw. Entstehung von Rissen und anderen internen
Réndern und Fléchen ignoriert werden. Diese werden erst durch die Anreicherung der
FE-Approximation mit zusatzlichen Funktionen modelliert. Ein weiterer Vorteil ist, dass
das Netz in der Nahe der Rissspitze nicht verfeinert werden muss, was die Anzahl an Frei-
heitsgraden gegeniiber klassischen Finite-Elemente-Methoden reduziert. Dadurch ist es
im Allgemeinen moglich, mit groberen Netzen dieselbe Genauigkeit zu erzielen. Mit der
Anreicherung werden zusétzliche globale Freiheitsgrade ins Gesamtsystem eingefiihrt,
weshalb sich bei fortschreitenden Rissen die Dimension der Steifigkeitsmatrix standig
andert, was fiir die Implementierung und Programmstruktur einen gewissen Nachteil
darstellt. Generell ist es wiinschenswert, die Anreicherung nur auf einen kleinen Bereich
zu beschranken, um die Anzahl der Unbekannten klein zu halten und die Konditionie-
rung des Systems zu verbessern. Im Grofiteil des Untersuchungsgebietes werden also
weiterhin gewohnliche finite Elemente verwendet, wohingegen die angereicherten Ele-
mente nur in Bereichen mit speziellen Losungseigenschaften zum Einsatz kommen.

2.2.1 Kinematische Anreicherung

Im Folgenden wird die in Abschnitt 2.1 fiir homogene Festkorper aufgestellte Formulie-
rung auf heterogene Festkorper erweitert. Die Gleichungen sollen zweiphasige Festkorper
mit ungeschadigten Grenzflaichen I'y, ; zwischen den Phasen €2, und ), sowie diskrete
Risse I'c; an diesen Grenzflichen und Risse im Festkorpermaterial abbilden konnen.
Dabei werden zur Vereinfachung der geometrischen Approximation keine interagieren-
den Risse behandelt, sondern jede Grenz- bzw. Rissflache fiir sich. Alle Grenzflichen
und Risse stellen innere Fléachen dar, an denen die Verschiebung oder ihre Ableitung
diskontinuierlich sein darf. Bei ungeschédigten Grenzflichen wird in vielen Arbeiten
angenommen, dass zwei Festkorperphasen €2, und (), anfangs perfekt miteinander ver-
bunden sind. Fiir diesen Fall einer schwachen Diskontinuitat ist die Verschiebung selbst
kontinuierlich, der Gradient der Verschiebung jedoch diskontinuierlich. Im Gegensatz
dazu ergibt sich bei Rissen an Grenzflichen oder im Festkérpermaterial eine diskon-
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2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

Abbildung 2.2: Gebiete, Rander und Diskontinuitdten im Korper €.

tinuierliche Verschiebung. Die Abbildungsfunktion muss dabei in der Lage sein, einen
materiellen Punkt, durch den der Riss verldauft, auf zwei damit assoziierte Punkte ab-
zubilden. Die Differenz der Verschiebungen u™ und u~ zwischen den beiden Punkten
auf den voneinander getrennten Rissflachen Féf ;und I'c; wird als Verschiebungssprung
[u]c; oder auch starke Diskontinuitiat bezeichnet.

[u]c; =ut —u" auf T (2.15)

Die Aufteilung des Korpers €2 in seine unterschiedlichen Materialphasen, Rander und
durch Risse getrennte Bereiche ist in Abbildung 2.2 mit den eingefiihrten Bezeichnungen
skizziert. Um den vorgestellten kinematischen Anforderungen gerecht zu werden, wird
das Verschiebungsfeld erweitert. Dabei sollen n, voneinander unabhédngige materielle
Grenzflachen und n. sich nicht iiberschneidende Risse dargestellt werden konnen.

u(x,t) = a(x,t) + ixm,i(x)ﬁi(x,t) + i Xc,j(x)ﬁj(x,t) (2.16)

=1

Das Verschiebungsfeld besteht aus dem gewohnlichen Anteil G und n,, zusatzlichen kon-
tinuierlichen Feldern u;, die mit materiellen Grenzflichen I'y,; assoziiert werden, und
n. zuséatzlichen Feldern ﬁj, assoziiert mit diskreten Rissen I'c;. u1; und ﬁj werden mit
skalarwertigen Funktionen xy,; und x.; multipliziert, um diskontinuierliche Verzerrun-
gen bzw. Verschiebungen abbilden zu konnen. Die Vorzeichenfunktion . ; kann aus der
Heaviside-Funktion H abgeleitet werden.

1 fir x¢€ Qéfj

-1 fir xeQg; (2.17)

Xej(X) =2 H(x)—1= {
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2 Kontinuumsmechanik und ihre diskontinuierliche Erweiterung

Die Funktion ist also iiber den Riss hinweg diskontinuierlich und auf jeder Seite des
Risses konstant. Die Funktionen x,, ; stellen sogenannte Gratfunktionen dar, die in Ab-
schnitt 2.2.4 spezifiziert werden. Das Verschiebungsfeld ﬁj lasst sich als die Halfte des
Verschiebungssprungs [u].; identifizieren

%[[u]]w-(x,t) = 0,(x,t) (2.18)

und stellt somit die relevante kinematische Grofie am Riss I'c ; dar. Das Verzerrungsfeld
€ ergibt sich fiir eine geometrisch lineare Theorie bei kleinen Verzerrungen aus dem
symmetrischen Gradienten des Verschiebungsfeldes.

e(x,t) = Vou(x,t) =&+ & +¢&

= Vi z D i () (%,8)] + 3 V* e (%) (1) (2.19)

=1 j=1

Dieses Verzerrungsfeld setzt sich aus dem gewohnlichen Teil €, einem diskontinuierlichen
Teil & und dem Teil & zusammen, der weiter in einen begrenzten aber diskontinuierlichen
und einen unbegrenzten Term zerlegt werden kann.

Tc

E(x,t) = D Xey () VER(x,1) +2 6:(x) [0(x,) @ ne(x)] (2.20)

j=1

begrenzt unbegrenzt

Die Ableitung der Heaviside-Funktion ist durch VH = ¢, n.; gegeben, wobei n.; die
Rissnormale reprisentiert und ¢, die Delta-Distribution ist.

2.2.2 Diskontinuierliches Randwertproblem

An dieser Stelle werden die Feldgleichungen aus Abschnitt 2.1.1 wiederholt und durch
zusétzliche Bedingungen fiir zweiphasige Korper mit schwachen und starken Diskontinui-
taten ergédnzt. Die Impulsbilanz kann durch Annahme verschwindender Volumenkrifte
b weiter vereinfacht werden. Randbedingungen auf den Verschiebungs- und Spannungs-
randern gelten in unveranderter Form.

dive = 0 in )
u = u aufly (2.21)
oc-n =t aufl}

Zusatzlich zu den &duBleren Randern I'y, und I'y werden an den inneren Flichen I'y, ; und
I'.; Gleichgewichtsaussagen getroffen. So soll der Spannungsvektor an ungeschadigten
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2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

Grenzflachen I'y, ; kontinuierlich sein.
[o-n,;] = 0 auf Ty, (2.22)

An den einzelnen Rissflachen I'c; wird von einem kohasiven Versagen ausgegangen.
Das heifit, dass die Risse bis zu einer bestimmten Rissoffnung Spannungen t.; tber
die Rissflache hinweg iibertragen konnen. Diese Fahigkeit nimmt mit fortschreitender
Rissoffnung ab und wird in Form eines sogenannten Spannungs-Rissoffnungs-Gesetzes
in den Kapiteln 4.2 und 5.2 definiert. Der Spannungsvektor berechnet sich nach dem
Cauchy-Theorem

o-n.; = te; auf Ty (2.23)

und ist iber den Riss hinweg kontinuierlich. Mit den inneren Flachen setzt sich der ge-
samte Rand I' des Untersuchungsgebietes aus den Flachen I'y, I'y, I, und I'. zusammen,
wobei es keine Schnittmengen zwischen den einzelnen Randflachen gibt.

2.2.3 Variationsformulierung

Das gesuchte Verschiebungsfeld u muss die wesentliche Randbedingung (2.21), und die
gewohnlichen Forderungen der Glattheit im Gebiet  erfiillen. Uber die Rissflichen
hinweg sind im Losungsraum U diskontinuierliche Funktionen erlaubt.

U = {fi;, 0y | 0,0 € H'(Q) und dfp, = 0,8, =, = 0] (2.24)

Der Sobolew-Raum H' enthélt Funktionen, die quadratisch integrierbare Ableitungen
besitzen. Die vorgegebenen Verschiebungen u am Dirichletrand I', werden nur dem re-
guldaren Teil der Verschiebungen t zugeschrieben. Geméafl der Bubnov-Galerkin-Methode
werden die Testfunktionen du auf gleiche Weise wie u in Gleichung (2.16) erweitert,

du = 60(x,t) + > xmi(x)00(x,t) + > xej(x)505(x, 1) (2.25)
i=1 Jj=1

womit sich auch der Gradient der erweiterten Testfunktion de bestimmen lasst.

fe = vsaﬁ(x,t)+§vs [Xoms ()08 (x, )]
e =t ~ i (2.26)
3 {Xes () VRO (x,1) + 2 6o(x) [611(x,) @ ne(x)] }

J=1

23



2 Kontinuumsmechanik und ihre diskontinuierliche Erweiterung

Der Raum der zuléssigen Testfunktionen ist gegeben durch

V = {00,00;,08, | 60,61,,60; € H}(Q) und 6dlr, = oty|r, = oly|r, = 0} .
(2.27)

Die schwache Form des Gleichgewichts (2.7) ohne eingepriagte Volumenkrafte lautet

/vsau:advz su-tdA VoueV. (2.28)
Q

It

Durch Einsetzen des Ansatzes fiir die erweiterten Testfunktionen (2.25) und deren Gra-
dient (2.26) ergibt sich folgende Gleichgewichtsaussage:

/Q lvséﬁ + i VS[Xmﬂéfl%] + ZC {XC,jVScSﬁj + 2 5C[5ﬁ] ® IICJ]S}] o dV
i=1

j=1

:/n

Der Term mit der Delta-Distribution ist unbegrenzt und kann mithilfe eines Integral-

00U+ Xm 08 + ) xc,jaﬁj] tdA . (2.29)
i=1

Jj=1

satzes in ein Oberflachenintegral iber den Riss transformiert werden.

/ 2 5[0 @ne, o dV = [ 288, to; dA (2.30)
Q

Le,j

Der Spannungsvektor t.; wirkt auf die Rissflachen T: ; und I'c; und wird durch eine
aquivalente Kraft in den getrennten Teilen des Korpers Qj ; und € ; im Gleichgewicht
gehalten. Die schwache Form lasst sich in insgesamt 1 4 n,, + n. Variationsaussagen
umformen, welche tiber das nichtlineare Spannungsfeld o miteinander gekoppelt sind.

/vsaﬁ;adv — [ sa-tda (2.31)
Q

I'¢

Q T

/ Xe; VU, 1 o AV + 200, - t.; dA = / Xej0U; -t dA  fiir j = 1.,
Q T

Le,j

Gleichungen (2.31), und (2.31)3 stellen jeweils die schwache Form der Spannungskonti-
nuitat tber einzelne materielle Grenzflachen bzw. Risse dar.

2.2.4 Diskretisierung

Bei der erweiterten Finite-Elemente-Formulierung ist die Partition-of-Unity unverandert
giiltig, nach der die Summe aller mit einem diskreten Knoten assoziierten Formfunktio-
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2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

nen Eins ergibt.

Y N,(x)=1 YxeQ (2.32)

o€l

Diese Eigenschaft ist wichtig, um beispielsweise ein konstantes Verschiebungs- oder Ver-
zerrungsfeld zu reprasentieren, was im Patchtest gefordert wird und eine Notwendig-
keit fiir die Konvergenz der Methode darstellt. Die Menge 7 beinhaltet alle diskreti-
sierten Knoten des Gebietes (). Fiir die Konsistenz der Formulierung sind mindestens
C%-kontinuierliche Ansitze der Feldvariablen erforderlich. Dazu ist es mindestens not-
wendig, die Verschiebungen fiir dreidimensionale achtknotige Elemente mit trilinearen
Formfunktionen N zu interpolieren.

u~u' = Z N,a, + Z Z Xm,i Npbpi + Z Z Xe,i N4Cq.j (2.33)
<A =1 peJ; J=1qek;

Der Vektor a, enthalt alle gew6hnlichen Verschiebungsfreiheitsgrade am Knoten o, die
multipliziert mit der Formfunktion N, den gewohnlichen Verschiebungsanteil G erge-
ben. Die Menge J; C Z enthalt alle Knoten p jener Elemente, durch die eine materielle
Grenzflache I'y, ; verlduft. Diese Knoten werden mit den zusétzlichen Freiheitsgraden
b, ; angereichert, die multipliziert mit der Anreicherungsfunktion y,,,; und der Form-
funktion N, den Verschiebungsanteil u; ergeben. Die Menge K; C Z enthélt die Knoten,
deren Einflussbereich vollstandig von einem Riss I'c; durchtrennt wird. Dabei ist der
Einflussbereich eines Knotens durch die Summe aller Elemente, die mit dem Knoten
verbunden sind, definiert. Diese Knoten werden mit den zusétzlichen Freiheitsgraden
c,; angereichert, die multipliziert mit der Anreicherungsfunktion x.; und der Form-
funktion N, den diskontinuierlichen Verschiebungsanteil ﬁj ergeben. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass in FRIES UND BELYTSCHKO (2006) eine intrinsische Formulierung der
X-FEM ohne zusétzliche globale Knotenfreiheitsgrade aufgestellt wurde, bei der jedoch
die Formfunktionen entsprechend angepasst werden miissen, um die diskontinuierliche
Kinematik abzubilden. Mit der Anreicherung einzelner Knoten kann die Losung ohne
Verédnderungen des urspriinglichen Finite-Elemente-Netzes verbessert werden. Die Funk-
tion xm, kann als Gratfunktion betrachtet werden. In durchtrennten Elementen nimmt
sie ihren Maximalwert auf der diskretisierten materiellen Grenzfliche I'y, ; an und den
Wert Null in allen anderen Elementen, siche MOES U. A. (2003).

Niel Niel

Xm,i(X) = D Nditl = | > Nl (2.34)
=1 =1

Alternativ zu der Gratfunktion konnen auch Blendingelemente verwendet werden, siehe
zum Beispiel FRIES (2008) oder GRACIE U. A. (2008). Als weitere Variante fir Pro-
bleme mit eingebetteten Grenzflichen zeigen DOLBOW UND HARARI (2009) ein Ver-
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fahren basierend auf der Nitsche-Methode. In ihren Untersuchungen erweist sich dieses
Verfahren effizienter als die Gratanreicherung und in der Implementierung einfacher als
Blendingelemente. Die Verschiebungsapproximation (2.33) kann durch Zusammenfassen
der Elementfreiheitsgrade kompakt geschrieben werden:

Nele Nele Mm Nele M

u = UNgae + UZXmJNEbf + UZXCJ-N(‘;C;

o e e (2.35)
u" = [JNgsa® + D xmiNidby + [J D xe/Nidocs

e=1 e=114=1 e=1j=1

Die in Gleichung (2.20) auftretende Delta-Distribution liefert fiir Punkte neben dem
Riss keinen Anteil zum Verzerrungstensor, auf dem Riss selbst ist sie nicht definiert.
Das diskrete Verzerrungsfeld ergibt sich mit dieser Eigenschaft von 4. ; zu:

Tlele Tlele M Tlele Mc
e = UBia® + U LxmNg + xm:Bi)bf + U D (xeiBE) ¢f
e=1 e=11=1 _ e=1j=1 _"e
Tele Tlele Nim BbJ Tele Mc BCJ Vx ¢ FCJ :
del = U Bida® + U Z (LXm,iN§ + xm.iBp) 0bf + U Z (Xc,/BS) ic;
e=1 e=1i=1 = e=1j=1"—"—">—"
Bg B¢,

(2.36)

In den Vektoren a®, b{ und c; sind alle gewohnlichen Freiheitsgrade eines Elements, alle
erweiterten Elementfreiheitsgrade der materiellen Grenzflichen ¢ bzw. alle erweiterten
Elementfreiheitsgrade der Risse j enthalten. Die Matrix L enthélt Differentialoperatoren
und bestimmt die Anordnung der Verzerrungskomponenten im Verzerrungsvektor in
Voigt-Notation. Der Verschiebungssprung auf dem Riss I'. ; lasst sich explizit iiber

1
5[[u]]w- ~ N.c; (2.37)
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2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

diskretisieren. Nach Einsetzen der Diskretisierung kann das Gleichungssystem (2.31) in
folgender Form angeben werden.

Nele Nele

U [ Bioav = | [ Nitaa
e=1 _Qe JE— e=1 ‘1%
fiita fe
’ ext,a
Nele _ Nele _
U / Blodv = | / XiNTE dA  fiir i = 1.7y,
e=1 \Qe ” e=1 ¢ (238)
iflt’b’i eext,b,i
Tele _ Tele B
U [ Bloave [ oNitgaa = U [ xeNEdA  firj=1on
e=1 O , LS e=1 ‘T¢
fiflt,c,j feext,cg'

Aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung miissen die Gleichgewichts-
aussagen fiir jede beliebige Variation der Knotenverschiebungen da, éb bzw. dc gelten,
weshalb diese bereits aus den Integralen herausgezogen und eliminiert wurden. Die In-
tegrale auf der linken Seite stellen jeweils die internen Kréfte dar, auf der rechten Seite
stehen die externen Kréifte. Das Residuum, als Differenz der internen und externen
Krafte, muss in jeder der Gleichungen verschwinden.

Anmerkungen zur Knotenanreicherung

Allgemein werden nur solche Knoten angereichert, deren Einflussbereich von einer Grenz-
fliche oder einem Riss vollstdndig durchtrennt wird. Dies ist beispielhaft in Abbildung
2.3 links dargestellt. Handelt es sich um einen Knoten einer Randfliche bzw. Rand-
kante oder um einen Eckknoten, besteht der Einflussbereich aus entsprechend weniger
Elementen. Ein Knoten dessen Einflussbereich fast vollstandig auf einer Seite der Dis-
kontinuitét liegt, wird nicht angereichert und aus der Menge J; bzw. K; entfernt. Dies
wird anhand folgender Abfrage iiberprift:
min(V,, ., Vi o)

;}lp’o’ PO > t0l = o€ J; V oeK;. (2.39)
sup,o

Hier wird auf die in SUKUMAR UND PREVOST (2003) angegebene Grenze von tol = 10~*
zuriickgegriffen. Ohne diesen Eingriff kann es zu einem Rangabfall im Gleichungssystem
kommen, da die Anreicherungsfunktion bei numerischer Integration nicht mehr von einer
konstanten Funktion zu unterscheiden ist und sich lineare Abhéangigkeiten einschleichen.
Liegt eine materielle Grenzflache auf einer Elementseitenfliche, werden die Knoten der
Fléche nicht angereichert. In Abbildung 2.3 rechts ist fiir den zweidimensionalen Fall
zu erkennen, dass jene Knoten, die an einer gerissenen Grenzfldche liegen, sowohl mit
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<
N gerissene
< Grenzflache
) 7
.. Knoten 0' o } intakte
Grenzflache

Matrixriss

che

e Knoten mit Anreicherung @
0 Knoten mit Anreicherung u
¢ Knoten mit Anreicherungen @ und @

Abbildung 2.3: Einflussbereich eines Knotens und Knotenanreicherungen.

1 als auch mit 0 angereichert werden. Weiterhin ist anzumerken, dass in dieser Arbeit
die Rissfront darauf beschrankt wird, an einem Elementrand zu liegen zu kommen. Ein
Element reiffit bei Rissfortschritt also immer komplett durch. Dies hat zur Folge, dass
Knoten an Randflichen der Rissfront nicht angereichert werden, damit der Riss dort
geschlossen bleibt. Es sei aber darauf hingewiesen, dass es speziell entwickelte Rissspit-
zenelemente gibt, in denen die Rissspitze eine beliebige Position einnehmen darf. Dazu
zéhlen die in den Arbeiten MOES U.A. (1999), Z1 UND BELYTSCHKO (2003) sowie
MOES U. A. (2002) entwickelten Elemente mit asymptotischer Rissspitzenanreicherung
und speziellen Integrationsverfahren. In dieser Arbeit wird auf die Anreicherung mit
Rissspitzenfunktionen verzichtet, was in WELLS (2001) damit begriindet wurde, dass
ein Grofiteil der Energie durch Rissoffnung und nicht nur durch Rissfortschritt dissi-
piert wird. Es werden also nur vollstandig gerissene Elemente betrachtet, was die oh-
nehin schwierige Aufgabe der Elementunterteilung fiir die Integration, die in Kapitel
5.5 behandelt wird, etwas leichter macht. Eine weitere Einschrankung ist das separate
Auftreten von Matrix- und Grenzflachenrissen. FEin Zusammenwachsen von Rissen soll
bei der hier betrachteten dreidimensionalen Modellierung nicht beriicksichtigt werden.
Fiir zweidimensionale Problemstellungen gibt es hingegen Arbeiten, die verzweigende
und zusammenwachsende Risse behandeln, wie zum Beispiel DAUX U. A. (2000), Bu-
DYN U.A. (2004) oder HETTICH (2007). In diesen Fallen besitzen Elemente in denen
sich Risse kreuzen noch mehr Freiheitsgrade, denn es wird fiir jeden der ankommenden
Risse extra angereichert.

Ein weiteres Problem, das sich im dreidimensionalen Raum stellt, ist die Anreicherung
der Rissfront. Je nachdem wie viele Elemente sie umfasst, konnen sich Situationen er-
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@ Knotenanreicherung mit u
O keine Knotenanreicherung an der Rissfront
keine Rissoffnung moglich

Abbildung 2.4: Knotenanreicherungen in der Néhe der Rissfront.

geben, in denen einige Knoten nicht angereichert werden und sich der Riss somit nicht
6ffnen kann. Dieses Detail wurde in REMMERS (2006) erwahnt und soll in Abbildung 2.4
an einer ebenen Elementreihe veranschaulicht werden. Damit sich der Riss 6ffnen kann,
miissen wie im Fall ¢) mindestens zwei Elemente nebeneinander an der Rissfront liegen.
Félle a) und b) sind zu vermeiden, da sich der Riss hier in dem markierten Element nicht
offnen kann, weil seine Knoten nicht angereichert werden. Deshalb wurde in REMMERS
(2006) vorgeschlagen, den Spannungszustand in einem Element nur in den Ecken zu
beobachten und den Riss bei Erfillung des Kriteriums gleich in allen Elementen, die an
die Risskante anschliefen, weiterzufiihren. Somit kénnen die kritischen Falle vermieden
werden.

Berechnung der Lastvektoren

Im Gegensatz zur Arbeit WELLS UND SLUYS (2001), in der an Stellen mit nattrlichen
und wesentlichen Randbedingungen keine Anreicherung vorgenommen wird, soll hier
die Anreicherung auch an Neumannriandern vorgenommen werden. Folglich entstehen
zusatzliche Terme im Vektor der externen Kréfte £¢, in Gleichung (2.38). Dabei ergibt
sich der Lastvektor £5 , ; nur, wenn &duflere Lasten direkt an einem Grenzfldchenelement

angreifen. Der Lastvektor £¢, .. hingegen tritt nicht nur fiir ein belastetes, gerissenes

ext,c,j
Randelement selbst auf, sondern auch bei belasteten Nachbarelementen mit angereicher-

ten Knoten.

2.2.5 Linearisierung
Aufgrund der Annahme nichtlinearen Materialverhaltens der Festkorperkomponenten

und der materiellen Grenzflachen, erfolgt die Losung hier mit dem Newton-Raphson-
Verfahren. Die konstitutiven Gleichungen im Festkorper und an den materiellen Grenz-
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flachen werden dazu in Ratenform angegeben.

o = Ctan T €

_ . (2.40)
tc7j = Ttan7j : I:[u]:l C7j

Darin bildet der vierstufige Tangentenmodul Ci,, den Zusammenhang zwischen der
aktuellen Spannungs- und Verzerrungsrate, der zweistufige Tangentenmodul Ty,, ver-
kniipft die aktuellen Raten des Spannungsvektors und des Verschiebungssprungs. Die
Linearisierung erfolgt wie in Abschnitt 2.1.4 und fiithrt auf das zu lésende Gleichungs-
system K? AD™! = —R(D?). Auf Elementbasis nimmt die Steifigkeitsmatrix folgende
Struktur an,

kaa kab1 e kabnm kac1 o kacnC
kbla kb1b1 o kblbnm kb101 e kblcnc
e __
k - kbnma kbnmbl e kbnmbnm kbnmcl o kbnmcnc (241>
kcla k01b1 tee kClbnm kClCl T kclcnc
| Bcnca kcncbl e Cne Pnm kcnccl te CneCne

wobei sich die einzelnen Anteile der Elementsteifigkeitsmatrix k¢ iiber

Kw = [ Bl CunBu dV ;i ka, = [ BI CuyBysdV
Q e

kaCj = / Bg Ctan Bc,j dVv ; kbia - / Bgz Ctan B. dv

Qe Qe ’
kb;,br - / Bgl Ctan Bb,r dv ; kb;Cj - / Bgl Ctan Bc,j dv

(2.42)

Koo = [ BI CunBu a4V 5 ke = [ BI Cuy By dV

Qe B ) e b
Koo, = /Q B!, CuBey dV / ANI Ty NodA fiir j = j
kc]-cs = /e Bg,j Ctan Bc,s dv fU_I'] 7& S

berechnen. Dazu muss der Tensor Ci,, durch Anwendung der Voigt-Notation in Ma-
trixschreibweise tiberfithrt werden. Die Struktur des Vektors der Freiheitsgrade und der

30



2.2 Erweiterte Finite-Elemente-Methode

rechten Seite ergibt sich analog zu:

Ad =

Aa
Ab;

Ab,,,

ACl

Acy,

e
ext,a

e
ext,by

e

ext,bpny,
e

ext,c1

e

L “ext,Cnc

e
int,a

€
int,by

e
int, by,

int,c1

e
int,Cpn.

(2.43)
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Versagensmodellierung heterogener
Materialien

Heterogene Materialien bestehen aus mindestens zwei verschiedenen Phasen. Als Beispie-
le seien die in dieser Arbeit betrachteten kohésiven Reibungsmaterialien wie Beton und
der Faserverbundwerkstoff, textilfaserverstéarkter Beton, genannt. Im ersten Abschnitt
dieses Kapitels wird eine allgemeine Einfithrung zu Faserverbundwerkstoffen gegeben.
Darauf folgend werden die in dieser Arbeit betrachteten Beispielmaterialien, textilfaser-
verstarkter Beton und unbewehrter Feinbeton, vorgestellt sowie ihre besonderen Versa-
gensformen und deren Modellierung diskutiert. Anschliefend werden die Konzepte der
verwendeten Materialformulierungen zur Modellierung diffusen und diskreten Versagens
der Werkstoffe aufgearbeitet.

3.1 Einfiihrung zu Faserverbundwerkstoffen

Faserverbundwerkstoffe werden speziell fiir bestimmte Anspriiche gefertigt. Die Verstér-
kungsphase aus Fasern ist in die Phase des Grundmaterials, die als Matrix bezeichnet
wird, eingebettet. Der gesamte Werkstoff muss dem Verbundversagen an den Grenz-
flichen zwischen Fasern und Matrix, sowie Faserbriichen und Matrixrissen widerstehen
konnen. Die Fasern iibernehmen einen wesentlichen Teil der Lastabtragung und Span-
nungsiibertragung, da sie in der Regel steifer und fester als das stiitzende sowie schiit-
zende Matrixmaterial sind. So ergibt sich ein leistungsfahiger Werkstoff mit besseren
Eigenschaften als die der Einzelkomponenten, vorausgesetzt, die Fasern haben eine gro-
Bere Festigkeit und Steifigkeit als die Matrix (SCHULTZ 1996).

Fiir die unterschiedlichen Disziplinen, in denen Faserverbundwerkstoffe eingesetzt wer-
den, wie zum Beispiel der Luft- und Raumfahrt, dem Automobilbau, dem Bauwesen, der
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3 Versagensmodellierung heterogener Materialien

Sportgerateherstellung und der Humanmedizin, gibt es entsprechend vielfaltige Mate-
rialkombinationen. Als Matrix werden unter anderem Polymere, Metalle, Keramik und
Beton verwendet, fiir die Fasern kommen metallische, organische oder keramische Ma-
terialien wie Stahl, Kevlar, Karbon oder Glas zum Einsatz (HERAKOVICH 1998). Wie
in KATO U. A. (2009), KATO (2010) und HILCHENBACH (2010) gezeigt wurde, lasst sich
durch eine geschickte Kombination sich gut ergénzender Einzelkomponenten und ihrer
optimalen Anordnung im Entwurfsraum, ein Verbundwerkstoff mit niedrigem spezifi-
schem Gewicht bei gleichzeitig hoher Festigkeit, Steifigkeit und Duktilitat erzielen. Die
Anordnung der Fasern im Matrixmaterial kann im Wesentlichen auf zwei verschiedene
Weisen erfolgen. Zum Einen kénnen die einzelnen Faserbiindel oder Fasergelege entspre-
chend den zu erwartenden Hauptspannungsrichtungen in einzelnen Schichten uni- oder
bidirektional angeordnet werden. In diesem Fall ist es moglich die verschieden orien-
tierten Einzelschichten durch Verkleben zu Laminaten und Sandwich-Konstruktionen
zusammenzubauen, um gezielt transversal isotropes, anisotropes und orthotropes Ma-
terialverhalten zu erzeugen (HERAKOVICH 1998). Zum Anderen lassen sich Kurzfasern
zufallig im Matrixmaterial verteilen. Bei beliebiger Anordnung kurzer Fasern ist zwar
keine optimale Aufnahme von Kréften in einer bestimmten Richtung gewéhrleistet, da-
fiir ergibt sich aber durch die hohe spezifische Oberflache ein sehr feines Rissbild. Fiir
gerichtete Einwirkungen bei lastabtragenden Strukturen ist diese zuféllige Anordnung
relativ ineffizient. In solchen Fiéllen ist es sinnvoller eine gezielte Einbettung der Fasern
zu wahlen, wodurch auch mit geringem Faservolumenanteil eine bessere Lastabtragung
erzielt werden kann.

3.2 Auswahl quasisproder, heterogener Werkstoffe

3.2.1 Textilfaserverstarkter Beton mit gerichteter Faserbewehrung

Als Beispielmaterial eines Faserverbundwerkstoffes wird in der vorliegenden Arbeit tex-
tilfaserverstarkter Beton untersucht. Dieser Verbundwerkstoff besteht aus einer Feinbe-
tonmatrix und einer oftmals mehrlagigen textilen Bewehrung aus beliebig langen Hoch-
leistungsgarnen. Da im Unterschied zu anderen Verbundwerkstoffen sowohl die Matrix
als auch die Bewehrung heterogen sind, besitzt Textilbeton eine hochgradig heterogene
Materialstruktur. Die Faserbiindel bestehen aus mehreren hundert bis tausend einzelnen
Filamenten unter Verbundkontakt mit sehr kleinem Durchmesser. Mithilfe der Textil-
technik lassen sich die Fasern zu flachigen oder raumlichen Strukturen formen, wie in
Abbildung 3.1 links zu sehen. Danach werden sie lagenweise in die Matrix aus Feinbeton
eingebettet, welche meistens einen Volumenanteil von 95 bis 99% einnimmt.
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Abbildung 3.1: Links/rechts: Textilfasergelege und deren lagenweise Einbettung
in Feinbeton. Mitte: Schnitt durch Glasfasern in Betonmatrix,
Rasterelektronenmikroskop-Aufnahme aus LANGE U. A. (2009).

Mit Textilbeton sind Bauteildicken zwischen 10 - 30 mm moglich, da die Fasern aus
alkaliresistentem Glas (AR-Glas) oder Karbon keinen Korrosionsschutz benotigen und
zur Einleitung der Verbundkréfte eine geringe Betondeckung ausreicht (JESSE 2004).
Dies verringert die Dimensionen, insbesondere in Dickenrichtung, im Vergleich zum
Stahlbetonbau um eine Groflenordnung auf etwa ein Zehntel. Durch die Vorteile ei-
nes geringen spezifischen Eigengewichts, eine gute Formbarkeit zur Anpassung an die
teilweise komplexe Geometrie, sowie eine flachige Krafteinleitung, gilt Textilbeton als
auflerst leistungsfahige Ergénzung herkommlicher Baustoffe und hat insbesondere als
Verstarkungs- und Instandsetzungssystem fiir Stahlbetontragwerke ein grofies Potenzi-
al, siche WEILAND UND CURBACH (2009). So werden bestehende Tragwerke zunehmend
mit Textilbetonplatten anstatt mit etablierten faserverstarkten Polymerplatten oder Po-
lymerstreifen ertiichtigt, um Duktilitat und Tragfdhigkeit zu erhohen. Ausfiihrungsbei-
spiele sind in CURBACH U. A. (2007) und SCHLADITZ U. A. (2009) dokumentiert. Mit
diesem Werkstoff erschlieffen sich fiir Beton neue Anwendungsbereiche hin zu schlanke-
ren bewehrten Bauteilen, wie beispielsweise Fassadenelemente als diinne, selbsttragende
Alternative zu herkémmlichen Fertigbetonelementen (HEGGER U. A. 2007). Weitere Hin-
weise zu Herstellung und Konstruktion werden unter anderem in CURBACH UND JESSE
(2009) gegeben.

Durch die geschickte Kombination der sproden Werkstoffe Beton und Glasfasern er-
gibt sich ein duktiles, pseudoplastisches Material. Die hohe Duktilitdat von Textilbe-
ton resultiert hauptséichlich aus sukzessivem Ablésen der Faserbiindel von der Matrix
(JESSE 2004). Das gesamte Materialverhalten lasst sich nicht allein aus den Spannungs-
Dehnungs-Kurven der einzelnen Ausgangsstoffe ableiten. Vielmehr wird das makrosko-
pische Materialverhalten durch die mechanischen Eigenschaften der Komponenten und
ihren Interaktionen an der Grenzfliache, also den Verbundeigenschaften, bestimmt. Des-
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halb miissen die materiellen Grenzflachen fiir sich charakterisiert werden. Es konnte in
ZASTRAU U. A. (2003) gezeigt werden, dass das Verbundverhalten von vielen Faktoren
beeinflusst wird und aufgrund der Vielfalt verfiigharer Faserprodukte in einem grofien
Wertebereich liegt. Einflussfaktoren sind beispielsweise die Oberflachentextur der Fila-
mente, Form und Neigung des Verstarkungsquerschnitts, die Geometrie des Korpers und
der Bewehrungsgrad. Besonders die Frage, ob die Faserbiindel impragniert und dabei
vorgespannt sind oder nicht, hat groflen Einfluss auf die Verbundeigenschaften. Wie in
KRUGER U. A. (2002) festgestellt wurde, wirkt sich eine Impragnierung mit Epoxidharz
positiv auf Verbundfestigkeit und Steifigkeit aus. Eine zusétzliche Vorspannung beim
Imprégnieren erhoht den Reibverbund noch weiter, was auf den Biindelungseffekt beim
Vorspannen und die erhohte innere Reibung zwischen einzelnen Filamenten zurtickzu-
fithren ist. Voraussetzung fiir eine vollstandige Krafteinleitung in die textile Bewehrungs-
struktur ist ein funktionierender Verbund zwischen Fasern und Matrix und innerhalb
der Fasern. Der Verbund kann aber aufgrund von Herstellungsfehlern geschwécht sein,
wie in der mikroskopischen Aufnahme in Abbildung 3.1 Mitte zu sehen ist. Um die Fa-
serbiindel bildet sich eine porése Zementmatrixschicht, weshalb die Annahme perfekt
verbundener Materialien anzuzweifeln ist. Stattdessen kann angenommen werden, dass
bereits Schubspannungen unterhalb der Festigkeit der Grenzflache mit Relativverschie-
bungen von Matrix und Faser verbunden sind.

Grundsatzlich kénnen je nach Belastung und Faserorientierung unterschiedliche Versa-
gensvorgange in Faserverbundwerkstoffen auftreten, je nachdem ob Zug oder Druck in
Faserrichtung oder quer dazu wirkt. Zu den wichtigsten Versagensformen gehéren die
Entwicklung von Mikrorissen und deren Anwachsen zu Makrorissen in der Matrix, das
Ablosen der Fasern von der umgebenden Matrix, das Abgleiten und die Reibung zwi-
schen den Filamenten im Texilgarn bzw. zwischen Matrix und Faser, sowie Faserbruch
mit folgendem Faserauszug (HERAKOVICH 1998). Im Allgemeinen setzt sich das End-
versagen des Verbundwerkstoffes aus einer Kombination verschiedener Versagensformen
zusammen, welche in Abbildung 3.2 in Anlehnung an ZASTRAU U. A. (2003) zusam-
menfassend dargestellt sind. Die zwei bedeutendsten sind Delamination und Matrixris-
se. Beim Belasten eines Probekorpers treten zuerst viele Matrixrisse auf, die infolge der
Spannungskonzentration an freien Randern und Lochern unter Umstanden zu Delami-
nation fithren. Interagieren und verstéarken sich beide Phanomene gegenseitig, kann die
Lastabtragungskapazitat der Struktur deutlich abgemindert werden.

Die Modellierung von Textilbeton kann prinzipiell auf verschiedenen Skalen erfolgen, auf
denen auch unterschiedliche Versagensformen zu beobachten und abzubilden sind. Klas-
sischerweise kann zwischen einer Modellierung auf der Mikro-, Meso- und Makroebene
unterschieden werden. Auf der Mikroskala ist es notwendig, die einzelnen Filamente in
den Faserbiindeln, die Matrix mit ihrem heterogenen Aufbau und die Interaktion zwi-
schen Filamenten und Matrix explizit zu modellieren. Fiir grofle Strukturen ist solch eine
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Abbildung 3.2: Versagensphidnomene in Textilbeton unter Lingszug und Querzug, nach
ZASTRAU U. A. (2003).

detaillierte Modellierung ohne Verwendung von Mehrskalenmethoden jedoch nicht effi-
zient. Fine Betrachtungsebene hoher muss das Verhalten der Mikrostruktur nicht mehr
detailgetreu aufgelost werden, so dass Fasern und Matrix auf dem Mesolevel als jeweils
homogene Materialien modelliert werden kénnen und nur die Interaktionen dazwischen
abgebildet werden miissen. Auf der Makroebene kann der gesamte Verbundwerkstoff mit
einem verschmierten Modell wiedergegeben werden, was fiir grofle Strukturen sehr effi-
zient ist. Die Modellierung auf der Mesoskala stellt einen guten Kompromiss zwischen
Genauigkeit und Effizienz dar, weshalb sich die in Kapitel 4 folgenden Untersuchungen
auf diese Skala beziehen. Dabei wird vereinfachend auf die Modellierung des Ubergangs
der Delamination in einen Matrixbruch und umgekehrt verzichtet.

3.2.2 Unbewehrter Beton

Fir die betrachteten textilfaserverstarkten Betone wird als Matrixmaterial Feinbeton
verwendet. Dieser enthélt mit den zwei Hauptphasen Zementstein und Zuschlagstoffe
im Wesentlichen dieselben Bestandteile wie ein iiblicher Beton, das in JESSE (2004)
angegebene Mischungsverhéltnis ist jedoch ein anderes. Der wesentliche Unterschied
liegt im kleineren Grofitkorndurchmesser, welcher nur 1 — 4 mm betréigt, um die sehr
feine Textilbewehrung gut zu umbhiillen. Beton gilt als quasisprodes Material, das auf-
grund seiner Heterogenitat zahlreiche Mikrorisse und Mikroporen an den Grenzflachen
zwischen Zementstein und Zuschlag aufweist. Zugbeanspruchungen sind die vorrangige
Versagensursache, weshalb Druckversagen bei der Materialmodellierung in dieser Arbeit
ausgeschlossen wird. SPECK (2008) gibt eine Reihe von Bruchkriterien fir Beton im
dreiaxialen Spannungsraum an und stellt sie graphisch in verschiedenen Verzerrungs-
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raumen und -ebenen dar. Darunter sind Ein-Parameter-Modelle, wie das hier verwen-
dete Rankine-Kriterium, bis hin zu Fiinf-Parameter-Modellen aufgefithrt. Die Feinbe-
tonmatrix wird auf mesoskopischer Ebene als homogener Werkstoff mit verschmierten
Materialeigenschaften modelliert, weshalb kein expliziter Unterschied zwischen den Zu-
schlagstoffen und der Zementmatrix gemacht wird.

3.3 Konzepte unelastischer Materialformulierung

Im Folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten schidigungsbasierten Material-
modelle beschrieben. Dabei beruht das in Abschnitt 3.3.1 behandelte diskrete Material-
modell zur Beschreibung materieller Grenzflaichen und Matrixrisse auf dem Konzept
kohéasiver Risse. Des Weiteren wird in Abschnitt 3.3.2 eine Kontinuumsschiadigungs-
formulierung vorgestellt, die im Zusammenhang mit entfestigendem Materialverhalten
in Zweiskalensimulationen verwendet wird. Thermische Einfliisse, viskose Effekte oder
irreversible Dehnungen werden nicht berticksichtigt.

Bis zum Einsetzen der Schiadigung sollen alle Materialpunkte einem linear-elastischen
Materialgesetz folgen, danach soll dies nur noch in ungeschadigten Bereichen gelten. Das
einfachste Beispiel einer Spannungs-Dehnungs-Beziehung ist das Hookesche Gesetz fiir
lineare isotrope Elastizitéit, das mit nur zwei Materialparametern, den Lamé-Konstanten
A und g, beschrieben werden kann.

o=C" e mit C' =\ ®1+2ul (3.1)

Hierin sind 1 und I zwei- bzw. vierstufige Einheitstensoren. Sollen auch diskontinuier-
liche Eigenschaften abgebildet werden, lasst sich diese kontinuierliche Beschreibung in
kritischen Bereichen durch ein Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz erganzen, als Beziehung
zwischen den Spannungsvektoren t.; und dem Verschiebungssprung [u] ;.

3.3.1 Konzept kohasiver Risse

Das Bruchverhalten von Beton unterscheidet sich erheblich vom Verhalten, das im
Rahmen der linear-elastischen Bruchmechanik (LEFM) angenommen wird. Die Bruch-
prozesszone vor der Rissspitze ist im Vergleich zur Risslange sowie anderen Struktur-
abmessungen eines Probekorpers aufgrund der relativ groben Koérnung der Zuschlagstof-
fe sehr grofl und kann nicht mehr vernachléssigt werden, vergleiche BAZANT UND OH
(1983) sowie BAZANT UND PLANAS (1998). In Abbildung 3.3 oben sind die Ausdehnun-
gen der Bruchprozesszone fiir sprodes, duktiles und quasisprodes Versagen qualitativ
dargestellt. Der Bereich nichtlinearer Effekte, in dem es zu unelastischen Deformationen
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Abbildung 3.3: a) - ¢) Vergleich relativer Ausdehnungen der Bruchprozesszone und der
Zone unelastischer Deformationen. d) kohésive Zone in quasisproder Ma-
trix.

kommt, umhiillt die Bruchprozesszone und ist schraffiert gekennzeichnet. Die LEFM be-
ruht auf der Annahme, dass beide Zonen klein sind, was fiir sprode Materialien giiltig ist.
Diese Annahme geht mit der Einfithrung spannungsfreier Risse im elastischen Korper
einschlieBlich einer singuldren Spannungsverteilung an der Rissspitze einher. Nichtli-
neare Bruchtheorien fiir Metalle sagen ein duktiles Versagen vorher. Dabei liegen die
Réander der Bruchprozesszone und der Zone unelastischer Deformationen weit voneinan-
der entfernt. Bei quasisproden Materialien sind plastische Deformationen vor dem Riss
vernachlédssigbar klein und der Rand der Bruchprozesszone stimmt beinahe mit dem
Rand der nichtlinearen Zone tiberein. Deshalb reiflen Proben aus quasisprodem Materi-
al in einem reinen Zugversuch bevor wesentliches plastisches Flielen und Einschniiren
auftritt.

In den grundlegenden Veroffentlichungen DUGDALE (1960) und BARENBLATT (1962)
wurde zum ersten Mal auf die in der LEFM vorhandene Spannungssingularitat an der
Rissspitze verzichtet und der Riss in einen spannungsfreien Bereich und einen mit end-
lichen kohésiven Spannungen belasteten Bereich unterteilt. Wie in Abbildung 3.3 d)
skizziert, kann die Bruchprozesszone wesentlich breiter und langer als die Zone sein, in
denen sichtbare Mikrorisse auftreten. Deshalb wurde in BAZANT UND OH (1983) der
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Rand der Bruchprozesszone nicht als sichtbarer Rand der Mikrorisse definiert, sondern
als Rand der mechanischen Entfestigungszone. Das Konzept kohésiver Risse wurde im
Rahmen der FEM erstmals in HILLERBORG U. A. (1976) zur Modellierung quasispro-
den Versagens in Beton angewendet. Die Schwéchung des Materials tritt nur in einer
schmalen kohésiven Zone auf, sodass die Breite der Zone in einem mathematischen Mo-
dell vernachlassigt werden kann. Der gesamte Bruchprozess konzentriert sich auf eine
imaginare Rissverlangerung vor der eigentlichen Rissspitze, womit nur die Lange der
Lokalisierungszone beriicksichtigt wird. Die Schliisselannahme des Konzepts kohésiver
Risse liegt in der Ubertragung von Zugspannungen in der kohésiven Zone zwischen den
fiktiven Rissflichen. Anders als in der LEFM tiblich, fiihrt das fiktive Rissmodell an-
stelle eines spannungsfreien Risses kohésive Rissufer ein, die mit kohésiven Spannungen
zusammengehalten werden. Ein Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz beschreibt den allméh-
lichen Verlust der Kohasion tiber die Rissfliche und somit den Entfestigungsprozess.
Die Lage der Bruchprozesszone wird durch zwei Spitzen charakterisiert: eine mathema-
tische, an der die effektive kohésive Spannung ¢* maximal und die Rissoffnung 1 gleich
Null sind und eine physikalische, an der die effektive kohasive Spannung ¢* Null und die
Rissoffnung 1 groBier Null sind, vergleiche Abbildung 3.3 d). Geht ein Riss beispielsweise
von einer Kerbe aus, sind diese Spitzen vor der Lastaufbringung identisch. Sobald die
Festigkeit des Materials erreicht wird, konnen iiberall kohésive Risse entstehen, selbst
wenn noch kein Makroriss sichtbar ist. Somit vereint das Konzept kohésiver Risse in
einem einfachen Modell die Moglichkeiten von Rissinitiierung und Risswachstum, was
insbesondere bei der Simulation von Strukturen ohne Anfangsrisse wichtig ist. Die ko-
hasiven Rissufer konnen beispielsweise interne Rander zwischen zwei Materialien oder
die Reduktion schmaler Lokalisierungszonen bzw. Scherbénder auf eine Fléche sein.

In der einfachsten und auch gebrauchlichsten Formulierung des kohéasiven Rissmodells
bleibt der gesamte Korper elastisch, wahrend entfestigendes, nichtlineares Materialver-
halten nur iiber ein eigenstandiges kohésives Materialgesetz entlang der Rissflache ein-
gebracht wird. Das Spannungs-Riss6ffnungs-Gesetz definiert die Evolution der Spannun-
gen, wobei jedes Material eine charakteristische Entfestigungskurve hat, die aus Experi-
menten ermittelt werden sollte. Denkbar sind beispielsweise lineare, trilineare, kubische
oder exponentielle Kurven, die in Anlehnung an die Arbeiten ORTIZ UND PANDOLFI
(1999), TVERGAARD UND HUTCHINSON (1992) sowie NEEDLEMAN (1987) in Abbildung
3.4 schematisch dargestellt sind. Ein Uberblick zu bestehenden Spannungs-Risséffnungs-
Gesetzen wird in CHANDRA U. A. (2002) gegeben. In den Arbeiten ALFANO (2006), AL-
FANO U. A. (2007) und CHANDRA U. A. (2002) wurde die Auswirkung der Form verschie-
dener Entfestigungskurven auf die Materialantwort untersucht. Dabei wurde beobachtet,
dass die Form, die bei Verbundmaterialien insbesondere vom Verhéltnis der Grenzfla-
chenzahigkeit zur Steifigkeit des Grundmaterials abhéngt, entscheidend die Genauigkeit
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Abbildung 3.4: Lineare, trilineare, kubische und exponentielle Spannungs-Rissoffnungs-
Gesetze in effektiver Spannung ¢* und effektiver Risséffnung 7, normiert
auf Festigkeit f; und charakteristische Rissoffnung k.

der Ergebnisse beeinflusst. Eine exponentielle Form lieferte in allen Untersuchungen die
beste Annéherung.

Mit kohasiven Rissmodellen lésst sich eine grofie Spanne irreversibler bruch- und schéa-
digungsbasierter Phanomene fiir eine Vielzahl von Materialien und Verbundwerkstoffen
beschreiben. So konnten kohésive Risse zum Beispiel in NEEDLEMAN (1987) fiir duktile
Materialien und in DE ANDRES U. A. (1999) zur Modellierung von Ermiidungsbriichen
eingesetzt werden. Das Konstitutivgesetz in der Rissfliche muss die Form der Entfesti-
gungskurve berticksichtigen und geeignete Materialparameter wie die Bruchenergie und
Festigkeit des Materials oder eine kritische Risséffnung beinhalten. Auch die Wiedergabe
des Verhaltens wihrend der Ent- und Wiederbelastung muss korrekt formuliert werden,
damit sich teilweise geschadigtes Material bei Entlastung nicht selbst repariert, siche
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TVERGAARD (1990). Im Rahmen dieser Arbeit wird das Versagen in gemischten Versa-
gensformen auf Zug und Schub untersucht, weshalb das Spannungs-Riss6ffnungs-Gesetz
sowohl vom Verschiebungssprung in Normalen- als auch in Tangentialrichtung abhangen
muss. Die individuellen Komponenten des Verschiebungssprungs haben eine klare physi-
kalische Bedeutung, sodass versagensinduzierte Anisotropie implizit berticksichtigt wird.
Fiir gemischte Zug-Schub-Beanspruchungen gibt es keine allgemein anerkannte Formu-
lierung. In XU UND NEEDLEMAN (1993) sowie CAMACHO UND ORTIZ (1996) wurden
beispielsweise auf einem Potential basierende Modelle vorgestellt, welche die normalen
und tangentialen Beziehungen berticksichtigen. Des Weiteren wurde in ALFANO UND
CRISFIELD (2001) ein Gesetz fiir gemischte Modi in geschlossener Form vorgeschlagen.
Ebenso interessant ist die Frage nach dem Verhalten komplett geschlossener Risse mit
moglicher Reibung, welche beispielsweise in CHABOCHE U. A. (1997a) und CHABOCHE
U. A. (1997b) konsistent fiir Interface-Elemente zur Modellierung der Delamination im
Faser-Matrix-Verbund behandelt wurde. Dabei ist anzumerken, dass im Kontext der
Bruchmechanik Delamination tiblicherweise als ein rissartiger Effekt interpretiert wird.

Im Wesentlichen existieren zwei unterschiedliche numerische Diskretisierungsansétze zur
Anwendung des Konzepts kohésiver Risse im Rahmen der FEM. Prinzipiell ist es mog-
lich, die Verschiebungsdiskontinuitat nur zwischen benachbarten Elementen einzufithren
oder sie an beliebiger Stelle innerhalb finiter Elemente zuzulassen. Im ersten Fall kon-
nen sogenannte Interface-Elemente ohne Ausdehnung in Dickenrichtung von Anfang an
entlang bekannter Risspfade oder auch zwischen allen Elementen, als Netzwerk kohéa-
siver Elemente, eingefithrt werden. Alternativ erfolgt die Einfithrung adaptiv in Schrit-
ten, in denen Risswachstum angezeigt wird. Werden die kohasiven Interface-Elemente
im Rahmen einer intrinsischen Formulierung zu Beginn einer Simulation zwischen den
Kontinuumselementen eingebracht, wird eine anfangs nachgiebige kohésive Zone ange-
nommen. Dies kann mit der Annahme einer geschwichten Grenzschicht zwischen zwei
Materialien statt eines perfekten Verbundes physikalisch motiviert werden oder aus nu-
merischen Griinden erfolgen. Fiir die Anfangssteifigkeit wird ein hoher Strafparameter
angenommen, um ein moglichst gutes Verhalten im ungeschadigten Bereich zu liefern.
Der Wert darf allerdings nicht zu grof§ gewéhlt werden, da sich sonst ein schlecht kondi-
tioniertes Gleichungssystem ergibt. Die letzten drei Kurven in Abbildung 3.4 verhalten
sich anfangs nachgiebig und kénnen mit dem intrinsischen Modell eingesetzt werden.
Intrinsische Modelle sind fiir Simulationen bereits bekannter Risspfade und materieller
Grenzflichen geeignet, jedoch nicht wenn der Risspfad vollig unbekannt ist. In diesem
Zusammenhang besteht die Moglichkeit, die kohésiven Elemente extrinsisch einzubrin-
gen, um die kiinstliche Nachgiebigkeit zu eliminieren. Die Elemente werden im Laufe
der Berechnung nach Versagensbeginn adaptiv zwischen den jeweiligen Elementen ein-
gefiihrt, siehe CAMACHO UND ORTI1Z (1996), wobei gegebenenfalls eine Neuvernetzung
und Netzverfeinerung an der Rissspitze sinnvoll ist. Das Konzept kohésiver Risse wird
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oft zur numerischen Simulation von Delaminationsvorgangen in Verbundwerkstoffen an-
gewendet. Die meisten Formulierungen basieren auf gewohnlichen finiten Elementen und
der Anpassung des Netzes an die Geometrie. Fiir geschichtete Laminate, die zum Bei-
spiel in DE BORST UND SCHIPPEREN (2002), ALFANO UND CRISFIELD (2001) sowie
ALLIX U. A. (2011) untersucht wurden, ist dies durchaus sinnvoll, da das entsprechende
Netz einfach zu erstellen ist. Treten in diesen Verbundwerkstoffen jedoch auch transver-
sale Matrixrisse auf oder sollen generell unbekannte Risspfade ermittelt werden, wird
das Einfiihren von Interface-Elementen sehr aufwendig.

Um die damit verbundenen Schwierigkeiten zu umgehen, kann auf die zweite Kategorie
zuriickgegriffen werden. Zu ihr zéhlen der Ansatz eingebetteter starker Diskontinuité-
ten und die X-FEM. Der Verlauf der kohésiven Zone kann unabhingig vom FE-Netz
modelliert werden, was viel flexibler ist und das haufige Neuvernetzen bei Rissfort-
schritt iiberfliissig macht. Im Rahmen dieser Diskretisierungsansatze wird meistens ein
anfangs starres extrinsisches Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz verwendet, welches sicher-
stellt, dass die Rissoffnung bei Erreichen der Festigkeit noch Null ist, siehe beispiels-
weise CAMACHO UND ORTIZ (1996), WELLS UND SLUYS (2001) oder HETTICH UND
RAMM (2006). In dieser Arbeit werden kohéasive Risse innerhalb finiter Elemente mit
der X-FEM modelliert. Fiir die Simulation von Matrixrissen und deren Wachstum in
Beton wird ein extrinsisches Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz eingesetzt, fiir die Simu-
lation des Ablosens von Faser und Matrix in Textilbeton wird alternativ dazu auch
ein intrinsisches verwendet. Wie in Abschnitt 3.2.1 gezeigt, ist das Auftreten von Ver-
schiebungsspriingen vor Erreichen der Festigkeit in Textilbeton durchaus physikalisch
begriindet. Die entsprechenden Spannungs-Rissoffnungs-Gesetze werden in den Kapiteln
4.2 und 5.2 definiert. Fiir den Fall einer adaptiven Einfiihrung kohésiver Elemente, muss
zusétzlich ein Initiierungs- und Ausbreitungskriterium definiert und die Rissrichtung er-
mittelt werden. Da die kohésiven Spannungs-Rissoffnungs-Gesetze endliche Spannungen
an der Rissspitze liefern und die singulare Spannungsverteilung eliminieren, kann zur
Ermittlung des Status im ungerissenen Korper ein spannungsbasiertes Versagens- bzw.
Ausbreitungskriterium verwendet werden.

3.3.2 Regularisierte isotrope Elasto-Schadigung

Im Folgenden wird ein Kontinuumsschadigungsmodell vorgestellt, das in dieser Arbeit
im Zusammenhang mit der Modellierung diffusen Versagens in einem dreidimensiona-
len Zweiskalenmodell verwendet wird. Die Kontinuumsschidigungsmechanik stellt eine
Theorie dar, welche die Liicke zwischen der Elastizitdtstheorie und der Bruchmechanik
schliefft. Mikromechanische Modelle werden herangezogen, um die physikalischen Me-
chanismen hinter der Entstehung von Mikrorissen, deren Wachsen und Zusammenschluss
zu Makrorissen und Rissbandern in Materialien mit heterogener Mikrostruktur zu erkla-
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ren (KrRAJCINOVIC 1996). Diese Verdnderungen in der Mikrostruktur in weiten Teilen
des Gebiets fithren bei fortschreitender Belastung zu einer progressiven Schwéchung
der elastischen Materialeigenschaften, die auf der Makroskala durch Entfestigung beob-
achtet werden kann. Am Ende kommt es zum voélligen Verlust der Materialsteifigkeit,
wobei die Dehnungen bei vollstandiger Entlastung zum Ursprung zuriickgehen und kei-
ne irreversiblen Verformungen verbleiben, siehe Abbildung 3.5 b). Das beschriebene
Versagensverhalten findet auf unterschiedlichen Ebenen statt und motiviert eine Mehr-
skalenmodellierung. Das Konzept der Kontinuumsschadigungsmechanik wurde erstmals
in der Arbeit KACHANOV (1958) zur Untersuchung von Kriechbriichen eingefiihrt. Seit-
her wurden etliche Schadigungsmodelle entwickelt, um die verschiedensten Versagens-
phianomene wie Ermiidungsschaden bei niedrigen und grofien Lastspielzahlen, Kriech-
schadigung, duktile plastische Schadigung, viskose Schéddigung oder auch Schadigung in
sproden Materialien zu modellieren (SiMO UND Ju 1987). Eine Aufstellung verschiede-
ner Modelle findet sich beispielsweise in den Biichern KraJciNOvVIC (1996), LEMAITRE
(1996) und KAcHANOV (1990). Ein guter Uberblick zur geschichtlichen Entwicklung der
Kontinuumsschadigungsmechanik wird in KuHL (2000) und LEMAITRE (2002) gegeben.

Kontinuumsschadigungsmodelle basieren auf thermomechanisch irreversiblen Prozessen
und der Theorie interner Zustandsvariablen, die den aktuellen physikalischen Zustand
in einem isolierten System beschreiben. Hier wird die einfachste Version eines isotropen
Schédigungsmodells mit nur einem internen, skalarwertigen Schadigungsparameter D
vorgestellt. Dieser Parameter ldsst sich als Verhéltnis der geschéidigten Flache Ay zur
ungeschadigten Ausgangsfliche Ag eines reprasentativen Volumens angeben oder auch
als effektive Flachendichte von Mikrodefekten in einer Schnittebene durch das repréisen-
tative Volumen interpretieren.

Ao —Aq  Ag

D=1- = —
Ao Ao

mit 0 < D <1 (3.2)
D nimmt minimal den Wert Null und maximal den Wert Eins an, wobei Null den
ungeschadigten Zustand und Eins das lokal vollstandig geschédigte Material darstellt.
Dieses einfache Modell beruht auf der Annahme, dass die Steifigkeit isotrop abnimmt
und somit das Verhalten der Mikrorisse und Mikroporen unabhéngig von deren Aus-
richtung ist. Ein allgemeines isotropes Schadigungsmodell sollte prinzipiell auf zwei un-
abhangigen Schédigungsvariablen aufbauen, die den beiden unabhéngigen elastischen
Materialkonstanten zugeordnet sind. Hier wird die zuséatzliche Annahme getroffen, dass
die Querdehnzahl v von der Schadigung nicht betroffen ist und der Parameter D nur
die Degradation des Elastizitdtsmoduls F reprasentiert. Im Rahmen dieser Arbeit soll
nur dieses einfache Ein-Parameter-Modell betrachtet werden. Fiir die Darstellung kom-
plexer Belastungs- und Versagenszustinde miissen anisotrope Modelle, basierend auf
vektorwertigen Schadigungsvariablen oder héherwertigen Schéadigungstensoren, verwen-
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det werden. Diese hoherwertigen Schadigungsvariablen implizieren, dass es im Material
bereits vorherrschende Richtungen gibt, entlang derer sich Mikrorisse und Mikroporen
ausbreiten (KrAJCINOVIC 1996). In JU (1990) wird beispielsweise sowohl fiir isotrope
als auch fiir anisotrope Schadigung ein vierstufiger Schadigungstensor vorgeschlagen.

Im Weiteren wird eine verzerrungsbasierte Schadigungsformulierung vorgestellt, die auf
dem Konzept effektiver Spannungen (RABOTNOV 1963) und der Hypothese der Ver-
zerrungsaquivalenz (LEMAITRE 1985) beruht. Das Konzept der effektiven Spannungen
besagt, dass sich die effektiven Spannungen o aus den nominalen Spannungen o bezogen
auf die abgeminderte effektive Querschnittsfliche Ay — Aq ergeben.

Ay=0(Ag— A o =——- 3.3
oAy = (A Q) — O 1-pn°% (3.3)
Geméaf diesem Zusammenhang sind die effektiven, im Material herrschenden Spannun-
gen offensichtlich gréfler als die nominalen, aulen anliegenden Spannungen. Nach der
Hypothese der Verzerrungsiquivalenz sind die mit dem geschédigten Zustand unter den
nominalen Spannungen assoziierten Verzerrungen aquivalent zu den mit dem ungeschéa-
digten Zustand unter den effektiven Spannungen assoziierten Verzerrungen.

e=(C9)1:o=(CH " a (3.4)
Daraus lasst sich die totale Spannungs-Dehnungs-Beziehung als Grundbestandteil des
Schadigungsmodells aufstellen.

o=(1-D)C":e=C% : ¢ (3.5)

sec

ed
sec

Der geschadigte Sekantensteifigkeitstensor CSS. verbindet dabei die totalen Verzerrungen
mit den totalen Spannungen. Um das elastische, ungeschadigte Gebiet zu spezifizieren
und von den Bereichen, in denen die Schadigung wéchst, zu trennen, wird eine verzer-
rungsbasierte Schadigungsfunktion eingefiihrt. Ein Schadigungskriterium iiberprift den
Zustand der Schadigung im Material und ist als Funktion des aktuellen Verzerrungszu-

standes und einer zusatzlichen Geschichtsvariablen x gegeben.
fle,k) =ey— kK (3.6)

Diese Geschichtsvariable stellt die maximal erreichte dquivalente Verzerrung e, in der
bisherigen Deformationsgeschichte des Materials dar.

k(t) = max{ky, max ev(7)} (3.7)
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geschadigter Querschnitt
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Abbildung 3.5: a) Konzept effektiver Spannungen/Hypothese der Verzerrungséquivalenz
b) schematische eindimensionale Spannungs-Dehnungs-Beziehung.

Mit k¢ kann ein materialspezifischer Grenzwert fiir das Einsetzen der Schadigung de-
finiert werden. Zusténde in denen f(e,x) < 0 ist, liegen unterhalb des aktuellen Sché-
digungsschwellenwertes und somit innerhalb des elastischen Bereichs. Die Schidigung
kann nur wachsen, wenn der aktuelle Zustand den Rand des elastischen Gebiets erreicht
hat, f = 0. Das Schiadigungskriterium kann mit den Be- und Entlastungsbedingungen
in Karush-Kuhn-Tucker-Form

fle,k) <0, k>0, kf(e,r)=0 (3.8)

und der Konsistenzbedingung fi = 0 vervollstindigt werden. Die skalarwertige dqui-
valente Verzerrung ¢, als Projektion des mehraxialen Verzerrungszustandes auf einen
skalaren Wert, beeinflusst direkt die Form des elastischen Gebiets und kann je nach zu-
grunde liegendem Materialmodell unterschiedlich gewahlt werden. Wird ¢, als Funktion
der Energiefreisetzungsrate definiert, ergibt sich ein im Verzerrungsraum symmetrischer
elastischer Bereich. Hierbei handelt es sich um ein assoziiertes Modell, da die Norma-
le auf die Schadigungsfliche parallel zur effektiven Spannung ist, sieche CAROL U. A.
(1994). Modelle, welche diese Eigenschaft nicht besitzen und in denen &, nur vom Ver-
zerrungstensor abhangt, werden nicht-assoziierte Schadigungsmodelle genannt, verglei-
che MAZARS UND PIJAUDIER-CABOT (1989) oder DE VREE U. A. (1995). Sie gestatten
unterschiedliches Verhalten im Zug- und Druckbereich, was insbesondere bei der Model-
lierung von Beton und Boden interessant ist. Hier sei zum Beispiel die Definition nach
DE VREE U. A. (1995) als modifiziertes von-Mises-Modell aufgefiihrt,

/ : kE—1 3
Ey = k‘o]l + ]{312[12 -+ kQJQ mit ]{30 = ]{31 = m und ]{?2 = m (39)
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worin der Wichtungsparameter k das Verhéltnis von Druck- und Zugfestigkeit ausdriickt,
das fiir Beton zirka 10 : 1 betragt. I; und J, stellen die erste bzw. zweite Invariante des
Verzerrungstensors bzw. des Verzerrungsdeviators dar. Eine graphische Darstellung die-
ser Schiadigungsfliche im Raum der Hauptverzerrungen findet sich in HUBER (2006).
Die Evolution der Schadigung héangt direkt von der Geschichte der aquivalenten Ver-
zerrungen ab. In einaxialen Tests lasst sich die Form der Schadigungsevolution eines
Materials ermitteln. Eine graphische Darstellung verschiedener Schadigungsmodelle im
Hauptverzerrungsraum findet sich beispielsweise in PEERLINGS (1999). In der vorlie-
genden Arbeit findet eine einfache lineare Schadigungsfunktion Anwendung, deren Wert
sich nur im Bereich zwischen k¢ und s, andert, wobei k, die maximale Bruchdehnung

ist.
0 Kk < Ko
Ku K — K
D={ = U ko < K < Ry (3.10)
K Ky — Ko
1 K > Ky

Fiir die FE-Implementierung wird die elasto-geschédigte Tangentensteifigkeit benotigt,
welche mithilfe der Beziehung zwischen der Spannungs- und Verzerrungsrate ermittelt
werden kann.

D
d:(l—D)Celzé—(CeI:c*@aa—s):é:Cfgn:é (3.11)

Die Ableitung des Schiadigungsparameters nach den Verzerrungen kann mithilfe der Ket-
D _ 9D Ok Oy

tenregel berechnet werden §z = B b oe und verdeutlicht, dass der Tangentenmodul
sowohl von der Definition der dquivalenten Verzerrung als auch von der Evolution der
Schidigung abhéangt. Insbesondere beruht die Gestalt des Tangentenmoduls direkt auf
der Definition der dquivalenten Verzerrung und kann je nach Wahl zu einem symmetri-
schen oder unsymmetrischen Tensor fithren. Eine wichtige Eigenschaft der verzerrungs-
kontrollierten Schadigungsentwicklung ist, dass Spannungen und Materialtangente bei
Kenntnis des Verzerrungszustands und der Belastungsgeschichte direkt berechnet wer-

den konnen.

Die oben beschriebene klassische Kontinuumsschiadigungsformulierung fiihrt bei loka-
lisierten Verzerrungen zu pathologischen Eigenschaften der FEM. Unter dem Begriff
Lokalisierung ist die Ausbildung schmaler Versagenszonen zu verstehen, in denen sich
die Deformationen mit sehr hohen Verzerrungsgradienten konzentrieren, wéahrend der
Rest der Struktur moglicherweise eine Entlastung erfahrt (KuHL 2000). Die numeri-
schen Ergebnisse sind stark netzabhingig, was sich unter anderem darin &duflert, dass
sich die numerische Entfestigungszone nur tiber eine Elementbreite erstreckt. Je nach
Netzgrofle ist diese Zone unendlich klein und die gesamte Energie, die wihrend des
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3 Versagensmodellierung heterogener Materialien

Versagens dissipiert wird, verschwindet. Mathematisch betrachtet héngen diese nachtei-
ligen Eigenschaften mit dem Verlust der Elliptizitat der Feldgleichungen zusammen, weil
das Randwertproblem mit den urspriinglich ausreichenden Randbedingungen zu einem
schlechtgestellten Problem wird und keine eindeutige Losung mehr besitzt. Numerisch
gesehen manifestiert sich dies im postkritischen Bereich in einer Abhangigkeit der klas-
sischen lokalen Kontinuumslosung von der gewéhlten Diskretisierung (DE BORST 1986).
Verénderungen in der Mikrostruktur konnen als Ursache fiir den Verlust der Elliptizitét
betrachtet werden, die bereits vor Erreichen vollstdndiger Schadigung eintreten kann
(LEMAITRE 2002). Durch Berticksichtigung einer internen Lange in den Konstitutivglei-
chungen lasst sich dieser Typwechsel der Differentialgleichung vermeiden, verschiedene
Varianten dafiir werden in einigen Beitrdgen in MUHLHAUS (1995) angefithrt und ver-
glichen.

Diese sogenannten Regularisierungsmethoden stellen sicher, dass die mathematische
Formulierung gutgestellt bleibt. Die einfachste Variante erfolgt durch Anpassung des
Spannungs-Dehnungs-Diagramms an die Elementgrofie, was unter den Begriffen Me-
thode des netzadaptierten Entfestigungsmoduls, Rissbandmethode sowie Methode der
verschmierten Rissbildung bekannt ist und in den Arbeiten PIETRUSZCZAK UND MROZ
(1981), BAZANT UND OH (1983) bzw. WILLAM (1984) vorgeschlagen wurde. Fiir das
iiblicherweise angefiihrte Modellproblem des Zugstabs lésst sich die Unabhéangigkeit der
Ergebnisse von der Diskretisierung zeigen, siehe zum Beispiel HUND (2007). Die Grund-
idee steht in engem Zusammenhang mit Methoden der Bruchmechanik, in denen die
Energie, die zur Erzeugung eines Risses mit Einheitsfliche notig ist, als materialspezifi-
scher Parameter angesehen wird, vergleiche HILLERBORG U. A. (1976). Durch Skalieren
des postlokalisierenden Teils der Spannungs-Dehnungs-Kurve unter Einbeziehen der Ele-
mentgrofle h,, wird die korrekte Energiedissipation sichergestellt. Uber einen Vergleich
der Bruchenergie G bei linearer Entfestigung fiir den diskretisierungsabhangigen und
den -unabhéangigen Fall

1 1
Gy = éE/{()I{uhe = éElio/_‘iuwc — Ky(he) = Ky

&

T (3.12)
kann die maximale Bruchdehnung k, berechnet werden. Im diskretisierungsunabhén-
gigen Fall wird die Bruchenergie aus der Rissdehnung k, und der Rissbandbreite w,
berechnet. Die tatsichliche Rissbandbreite darf bei Anwendung dieser Anpassung der
Bruchenergie allerdings nicht grofler als die Elementbreite sein. Die Elementbreite A,
kann als interner Langenparameter interpretiert werden und sollte in der Diskretisierung
entsprechende Abmessungen haben. Die Steigung des Entfestigungsmoduls im postkriti-
schen Bereich wird mit dieser Modifikation der Bruchdehnung entsprechend angepasst.

Alternativ zur Rissbandmethode wurden noch weitere Regularisierungsmethoden ein-
gefithrt, die hier nur kurz skizziert werden. Eine Klasse dieser Verfahren beruht auf
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dem Konzept eines nichtlokalen Integralkontinuums (PIJAUDIER-CABOT UND BAZANT
1987), bei dem im Wesentlichen die Variablen, welche die Schédigung kontrollieren,
durch ihre nichtlokalen Versionen ersetzt werden. Diese ergeben sich aus einer gewich-
teten Mittelbildung iiber ein gewisses Volumen an jedem Punkt des Untersuchungsge-
bietes. Spannungen und Verzerrungen in den konstitutiven Gleichungen bleiben aber
weiterhin lokal definiert. Eine differentielle Form dieses nichtlokalen Modells findet sich
in verschiedenen gradientenerweiterten Kontinuumsmodellen wieder, wobei die Nichtlo-
kalitat durch Gradienten hoherer Ordnung in die konstitutiven Gleichungen eingebracht
wird, siche PEERLINGS U. A. (1996), PEERLINGS (1999) oder WELLS U. A. (2004). Wei-
tere Regularisierungstrategien finden sich zum Beispiel in DE BORST U. A. (1993) oder
KuHL (2000) und basieren auf mikropolaren Theorien oder der Beriicksichtigung visko-
ser Effekte. All diese Methoden sind durch Einfiihrung einer intrinsischen Langenskala in
der Lage, Lokalisierungszonen endlicher bzw. diskretisierungsunabhéangiger Breite abzu-
bilden. BAZANT UND PLANAS (1998) und JIRASEK (2009) geben einen guten Uberblick
dazu.

3.3.3 Eingesetzte Materialformulierungen

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird zur Modellierung nichtlinearen Materialverhal-
tens in materiellen Grenzflachen und diskreten Rissen das Konzept kohasiver Risse
verwendet. Dabei werden fiir materielle Grenzflaichen sowohl intrinsische als auch ex-
trinsische Rissmodelle untersucht, beim Versagen des Matrixmaterials wird immer ein
extrinsisches Rissmodell eingesetzt. Eine regularisierende isotrope Schadigungsformulie-
rung, basierend auf der Methode des netzadaptierten Entfestigungsmoduls, kommt im
Zusammenhang mit entfestigendem Materialverhalten in den durchgefiihrten Zweiska-
lenberechnungen zum Einsatz.
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4

Diskontinuierliche Modellierung des
Grenzflachenversagens

Bei der Modellierung von textilfaserverstiarktem Beton auf der Mesoebene werden, wie in
Kapitel 3.2.1 erwéahnt, die zwei Phasen Feinbeton und Faserbiindel als homogene, linear-
elastische Materialien angesehen. Verdnderungen der Materialstruktur auf der Mikroebe-
ne dieser Phasen fiihren auf der Mesoebene zum Ablosen der Fasern von der Matrix und
somit zur Rissbhildung in der Grenzflache. Diese diskreten Versagensphédnomene in der
Grenzflache werden im Folgenden mithilfe der X-FEM modelliert.

4.1 Beschreibung der Faser- und Rissgeometrie iiber
Level-Set-Funktionen

Urspriinglich wurde die Level-Set-Methode (OSHER UND SETHIAN 1988) als numeri-
sches Verfahren zur Verfolgung und Modellierung sich bewegender Grenzflichen entwi-
ckelt. Dabei konnten Verdnderungen der Topologie durch Zusammenwachsen getrennter
Bereiche und Aufspalten in solche modelliert werden. Inzwischen wird die Level-Set-
Methode in vielen Bereichen erfolgreich eingesetzt (SETHIAN 2001), so zum Beispiel in
der Fluid- und Festkérpermechanik, der Materialkunde, der Bildbearbeitung und fiir
Computeranimationen. Als konkrete Anwendungen seien exemplarisch die Simulation
fortschreitender Risse (STOLARSKA U. A. 2001), die Modellierung von Hohlstellen und
Einschliissen (SUKUMAR U. A. 2001), die Form- und Topologieoptimierung (SETHIAN
UND WIEGMANN (2000), WANG U. A. (2003)), das Wachstum von Biofilmen (DubpDU
U. A. 2008) sowie die Bildsegmentierung im medizinischen Bereich fiir komplexe, drei-
dimensionale anatomische Strukturen (MAGEE U. A. 2001) erwahnt. Auf Anwendungen
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4 Diskontinuierliche Modellierung des Grenzflachenversagens

zur Modellierung unbekannter Risspfade in zwei- und dreidimensionalen Strukturen wird
in Kapitel 5.3.1 noch genauer eingegangen.

Die mathematische Beschreibung einer sich kontinuierlich entwickelnden Grenzflache I',
wird durch das Nullniveau einer hyperbolischen Funktion ¢ : R®™ — R, die sich in Raum
und Zeit verandert, reprisentiert.

[ =TDn(t) = {x € R" | $(x,t) = 0} (4.1)

Damit ergibt sich eine n — 1 dimensionale Grenzflache im n-dimensionalen Raum. Die
vorzeichenbehaftete implizite Abstandsfunktion ¢ liefert fiir jeden Materialpunkt x den
Abstand zum néchstgelegenen Punkt auf der Grenzflache. Fiir den hier betrachteten
quasistatischen Fall bleibt die Grenzflache I',,,, welche sowohl als Grenzfliche zwischen
zwei verschiedenen Festkorperbestandteilen oder als Diskontinuitéatsflache innerhalb ei-
nes Festkorpers verwendet werden kann, unveranderlich.

Zur geometrischen Modellierung der Faserbiindel in Textilbeton kann ihr Querschnitt
vereinfachend als zylindrisch angenommen werden, obwohl es wiahrend der Produktion
auch zu anderen Formen kommen kann. Die Mantelfliche eines Zylinders im dreidimen-
sionalen Raum wird durch einen Punkt p auf der Zylinderachse, den Richtungsvektor
m und den Radius r parametrisiert, siche auch Abbildung 4.1 links.

I(x=p)|> =1+ ((x = p) -m)* mit |m[ =1 (4.2)

Mit der Annahme, dass alle Fasern nur unidirektional in globaler z3-Richtung orien-
tiert sind, lésst sich die Lage der Fasern vereinfachend mit den z;, 2, - Koordinaten
beschreiben,

¢(x) = min(¢;) = min <\/(x1 —pin)?+ (22 — pi2)? — n) fir i =1,...ny, (4.3)

mit dem Vektor p; zur i-ten Faserachse und dem Radius 7; der entsprechenden Faser bei
insgesamt n,, betrachteten Fasern in der Mikrostruktur, vergleiche Abbildung 4.1 rechts.
¢ ist der kleinste aller Werte ¢; und gibt den Abstand eines Punktes zur néchsten Faser
an. Die Mikrostruktur umfasst die Einheit aller Fasergebiete 2, = U™ (2, ,; und das
Gebiet der umschlieBenden Matrix €);,. Bestehen alle Fasern aus dem gleichen Material,
gibt ¢ an, welches Material einem Punkt x zugeordnet ist, definiert also die Verteilung
der Fasern in der Feinbetonmatrix. Fiir ¢ < 0 liegt x innerhalb der Faser, fir ¢ > 0 in
der umgebenden Matrix und fiir ¢ = 0 auf der materiellen Grenzflache. Die nach auflen
orientierte Einheitsnormale n,,; = V¢/||V¢|| an der Grenzfliche steht senkrecht zur
Isokontur ¢ = 0 und zeigt in Richtung ansteigender ¢-Werte.
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4.1 Beschreibung der Faser- und Rissgeometrie iiber Level-Set-Funktionen

Fm,S

3

T2

z1

Abbildung 4.1: Parametrisierung der Zylindermantelflache.

Zur numerischen Modellierung der kontinuierlichen Level-Set-Funktion und der Grenz-
fliche ¢ = 0 im Untersuchungsgebiet wird fiir jeden FE-Knoten I der Level-Set-Wert
¢r = ¢(x;) nach Gleichung (4.3) berechnet. Eine FE-Interpolation mit den Formfunk-
tionen N; erméglicht die approximative Ermittlung von ¢ fiir einen beliebigen Punkt x
im Gebiet €2¢ eines Elements.

Niel

Mit dieser vorzeichenbehafteten Funktion lasst sich die Materialverteilung fiir belie-
big viele Fasern in der Matrix darstellen. Das Materiallayout kann mit der Level-Set-
Methode beliebig variiert werden, insbesondere durch Verwendung alternativer Funktio-
nen in Gleichung (4.3) ist beispielsweise eine elliptische oder polygonale Grenzflichen-
geometrie moglich, vergleiche dazu SUKUMAR U. A. (2001).

Die Level-Set-Darstellung der materiellen Grenzflachen vereinfacht nicht nur die Aus-
wahl anzureichernder Knoten, sondern erleichtert auch die Berechnung der lokalen An-
reicherungsfunktion. Diese Funktion x., ;, welche den Sprung im Verzerrungsfeld inner-
halb eines Elements liefert, wird nach Gleichung (2.34) berechnet, indem fir ¢;; die
Level-Set-Werte der Knoten eingesetzt werden. Mithilfe der X-FEM muss das Netz be-
kanntlich nicht mit der Grenzflache iibereinstimmen, es muss jedoch fein genug sein,
um die Grenzflache prézise zu lokalisieren und das Verschiebungsfeld genau genug auf-
zulosen. In dieser Arbeit wird die Grenzfliche in dreidimensionale, achtknotige finite
Elemente eingebettet und aufgrund der Annahme unidirektional orientierter Fasern in-
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4 Diskontinuierliche Modellierung des Grenzflachenversagens

nerhalb eines Elements als ebene Flache angendhert. Dadurch entsteht eine facettierte
Approximation der kontinuierlichen Grenzflache und folglich geometrische und numeri-
sche Fehler, die jedoch beide bei Netzverfeinerung kleiner werden (MOES U. A. 2003).

4.2 Schadigungsmodelle fiir Grenzflachenrisse

In diesem Kapitel werden zwei unterschiedliche kohéasive Rissmodelle fiir das sukzessive
Versagen des adhésiven Verbundes in den Grenzflachen vorgestellt. Fiir die Definition
der Spannungs-Rissoffnungs-Gesetze gibt es, wie in Kapitel 3.2.1 erlautert, diverse Mog-
lichkeiten. Das diskrete Materialmodell wird in einem lokalen Koordinatensystem in der
Rissflache formuliert, hierin zeigt der Index n die Normalenrichtung an, s und t die
Tangentialrichtungen. Der Verschiebungssprung sowie die Spannungen iiber die Riss-
flache werden in die Komponenten dieses Koordinatensystems zerlegt, siehe Abbildung
4.2. Entsprechend ergibt sich eine skalare Komponente [u], bzw. #, in Normalenrichtung
und eine vektorielle Komponente [u]; bzw. t, in der Tangentialebene des Risses, welche
sich durch Linearkombination der Tangentialrichtungen berechnet.

[u] = [uls n + [u]y
t = t n 4+ t; mitt,=¢ts+4t

(4.5)

Die Komponenten des Verschiebungssprungs resultieren aus Projektionen von [u] in die
jeweiligen Richtungen der Rissflache.

[uln=Tul-n; [ulr =1 -n@mn)-[u] (4.6)

Da bei Faserablosungen von einem gemischten Versagensverhalten ausgegangen wird,
konnen die verschiedenen Versagensmodi durch Einfithrung einer skalarwertigen dquiva-
lenten Rissoffnung miteinander gekoppelt werden. Somit kann ein einziges Spannungs-
Rissoffnungs-Gesetz normal und tangential zur Rissrichtung benutzt werden, anstatt
jede Richtung an der Grenzfliche separat zu betrachten. Schédigung in einer Richtung
fithrt also automatisch zur Schwéichung des Materials in den anderen Richtungen. Fiir
gemischtes Zug-Schub-Versagen wird ein skalarer dquivalenter Verschiebungssprung n
definiert, siche CAMACHO UND ORTIZ (1996),

n=1/< [uln >2 +52[u.||? (4.7)

wobei der Parameter 3 die Komponenten des Verschiebungssprungs in der Grenzflache
gewichtet. # ermoglicht die Berticksichtigung unterschiedlicher Festigkeiten in den ver-
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4.2 Schadigungsmodelle fiir Grenzflachenrisse

Abbildung 4.2: Komponenten des Verschiebungssprungvektors und Spannungsvektors
im lokalen Koordinatensystem am Riss.

schiedenen Richtungen und gibt dabei das Verhéaltnis von Schub- zu Zugfestigkeit in
der Grenzfliche wieder = ¢;/¢,. Durch die Macauley-Klammern < e > werden nur
positive Verschiebungsspriinge [u], > 0 in Normalenrichtung berticksichtigt, da eine
Druckbelastung nicht zur Schadigung beitragen soll. Fiir die korrekte Darstellung eines
Entlastungsprozesses ist eine interne Variable notig, hierfiir wird die in der Belastungs-
geschichte maximal erreichte dquivalente Rissoffnung x gewahlt. Um festzustellen, ob
sich der Riss in einer Ent- bzw. Wiederbelastungsphase befindet oder ob die Dekohésion
in der Grenzflache fortschreitet, wird aulerdem eine Belastungsfunktion, als Differenz
des dquivalenten Verschiebungssprungs und der Geschichtsvariablen, definiert.

f=n—r<0; k= max(n(r)) (4.8)

0<r<t

Fiir den Fall einer Belastung gilt f =0, n = x und 1 > 0.

Mit dem Verschiebungssprung und der internen Variable kann ein freies kohasives Ener-
giepotential ¢ postuliert werden, das mit dem unelastischen Verhalten materieller Punk-
te auf einer Diskontinuitét assoziiert ist, siche auch ARMERO (1999) oder ORTIZ UND
PANDOLFT (1999).

¥ = ¢ ([ula, [u]+, ©) (4.9)

Im Weiteren wird in der Tangentialfliche isotropes Verhalten angenommen. Das kohésive
Konstitutivgesetz ergibt sich nach Anwendung thermodynamischer Prinzipien (COLE-
MAN UND NoOLL 1963) als partielle Ableitung des freien kohésiven Energiepotentials
nach dem Verschiebungssprung und liefert den Vektor der kohéasiven Spannungen t als
thermodynamisch konjugierte Grofie des Verschiebungssprungs [u].

_ob _ o o
I O

= Ky[u]an + K. [u], (4.10)
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K, und K bezeichnen hierin die Steifigkeiten in normaler bzw. tangentialer Rissrich-
tung. Sie sind von der internen Variable x abhéngig und immer grofler oder gleich Null.
Gleichung (4.10) lasst sich durch Einfithrung des Sekantenmoduls Tg.. und eines Pro-
jektionstensors T}, in kompakter Schreibweise angeben.

t =T [u] mit Teee = Kne@n+ KT, und T,=1-n®n (4.11)

Der kohésive Spannungsvektor geht im Rahmen der X-FEM in den Ausdruck der in-
ternen Knotenkréfte f .
Tangentenmodul Ty,, fiir die Ratenbeziehung zwischen dem Spannungs- und Verschie-

bungssprungvektor ermittelt und in den Steifigkeitsanteil k., aus Gleichung (2.42) as-

aus Gleichung (2.38) ein. Zusétzlich muss der zweistufige

sembliert werden.

0K, 0Ky
Ttan - Tsec + E[[u]]nn + WHHHT] ®

Ok | On an

o [auunn” ol 412)
Bei Ent- bzw. Wiederbelastung verhalt sich die interne Variable x wie eine Konstante,
wodurch in diesen Zustdnden die partielle Ableitung 0x/0n verschwindet und somit
der Tangenten- gleich dem Sekantenmodul ist. Es ist nochmals zu betonen, dass ein
wirklicher Riss erst eingefithrt wird, sobald die kohésive Rissoffnung groff genug und
die Lastibertragung vernachléssigbar klein sind. Der Einfachheit halber wird aber die
kohasive Zone selbst schon als Riss bezeichnet.

4.2.1 Schadigungsmodell mit anfangs perfektem Verbund

Beim ersten der beiden betrachteten kohasiven Rissmodelle wird davon ausgegangen,
dass das Versagen bei Erreichen der Zugfestigkeit der Grenzflache beginnt und die Span-
nungen in der Grenzfliche dann gemafl einem vorher definierten Spannungs-Rissoffnungs-
Gesetz abgebaut werden. Eine lineare Variante fiir solch ein extrinsisches Gesetz wurde
bereits in Kapitel 3.3.1 vorgestellt. Der Verlauf der skalaren effektiven Spannung t* soll
fiir die Grenzflache im Textilbeton einem exponentiellen Entfestigungsgesetz folgen.

t" = chexp(——k) (4.13)

Kohasive Rissmodelle werden tiblicherweise in mindestens zwei verschiedenen Material-
parametern formuliert. In diesem Fall sind das die Zugfestigkeit ¢, der Grenzflache und
die Bruchenergie Gf, die bis zum Entstehen eines spannungsfreien Risses mit Einheits-
flache dissipiert wird. Mit der effektiven Spannung ¢* lassen sich die in Abbildung 4.3
skizzierten Spannungskomponenten in der Normalenrichtung und der Tangentialebene
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Abbildung 4.3: Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz bei perfektem Verbund in der Norma-
lenrichtung und den Tangentialrichtungen.

berechnen.
t* a1 N
th = Kyfu], = ;[[u]]n = cpexp (—am) E[[u]]n fur [ul, >0

t; = Kifu], = BZSHu]T = [%c,exp (—%fﬁ;) %[[u]]T

Um ein Durchdringen gegeniiberliegender Rissflichen zu verhindern, wird fiir den Fall
negativer Rissoffnungen [u], < 0 eine lineare Strafterm-Funktion mit der elastischen
Kontaktsteifigkeit d, eingebracht. Diese Formulierung kann aufgrund der unstetigen
Steigung am Nullpunkt zu numerischen Problemen fithren. Bei einem Vorzeichenwech-
sel von [ul, éandert sich die Steifigkeit sprunghaft, was im iterativen Loésungsprozess
von Iteration zu Iteration auftreten kann und dann zu verlangsamter Konvergenz oder
Divergenz fiihrt. Die Problematik tritt insbesondere bei Einfiihrung neuer Risssegmen-
te auf. In HILLE (2009) wird ein extrinsisches Modell mit einer glatten Spannungs-
Rissoffnungs-Kurve vorgeschlagen. Die glatte, am Nullpunkt differenzierbare Kurve wird
bei Einfithrung der kohésiven Zone entsprechend des Spannungszustandes entlang der
Verschiebungssprungachse verschoben, um die Spriinge in der Steifigkeit zu eliminieren.
Ahnliche Konvergenzprobleme treten bei Steifigkeitsspriingen infolge eines Wechsels von
Be- zu Entlastungszustinden oder umgekehrt auf. Diese lassen sich allerdings nicht génz-
lich ausschlieBen. Nur durch eine an jedem Risspunkt monoton ansteigende Belastung
kann dieser Fall verhindert werden, solch eine Charakteristik tritt allerdings nur bei
einfachen Problemstellungen auf.
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4 Diskontinuierliche Modellierung des Grenzflachenversagens

4.2.2 Versagenskriterium

Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 erlautert, muss fiir den anfangs starr modellierten Riss
zusétzlich ein Versagenskriterium angegeben werden. Erst nach Erfiillen dieses Krite-
riums werden zusétzliche Freiheitsgrade eingefithrt und das unelastische Verhalten in
der Grenzfliche durch Gleichung (4.14) beschrieben. Zur Priifung des Grenzflichenzu-
standes vor dem Versagen wird das quadratische Delaminationskriterium nach BREWER
UND LAGACE (1988) verwendet.

E= /< ta >2 +872,2 > g, (4.15)

Es ist darauf hinzuweisen, dass Druckspannungen in Normalenrichtung nicht zum aqui-
valenten Wert ¢ des Spannungsvektors beitragen. Ein Parameter 3 > 1 stellt sicher, dass
fiir reines Schubversagen entsprechend hohe Schubspannungen in der Grenzfldche notig
sind. Eine Darstellung der damit assoziierten Versagensfliche findet sich beispielsweise
in HETTICH (2007).

4.2.3 Schadigungsmodell mit anfangs nachgiebigem Verbund

Fir das zweite in dieser Arbeit behandelte kohésive Rissmodell wird ein anfangs elasti-
scher Verbund zwischen Faser und Matrix angenommen. Die Problematik der extrinsi-
schen Formulierung kann verhindert werden, indem die Steifigkeit um den Nullpunkt des
Spannungs-Rissoffnungs-Gesetzes kontinuierlich definiert wird. Das verwendete kohésive
Gesetz wird in Anlehnung an die Arbeit ORTIZ UND PANDOLFI (1999) aufgestellt. Als
exponentielles kohésives Energiepotential wird jenes aus XU UND NEEDLEMAN (1993)
benutzt, das sich zu

) = ecukic {1 —~ (1 + RE) exp <—£)] (4.16)

vereinfachen lasst. Der Parameter k. stellt die charakteristische Riss6ffnung dar, bei de-
ren Erreichen sich die maximale kohésive Normalspannung %, einstellt, siehe Abbildung
4.4 links. Fiir den Belastungsprozess sollen die effektiven Spannungen dem allgemeinen
Gesetz nach Smith und Ferrante folgen, siche ROSE U. A. (1981).

tr = ecn2 exp (—2) wenn n =k und 7 > 0 (4.17)

C C

In diesem exponentiellen intrinsischen Rissmodell steigt die Spannung bei wachsender
Rissoffnung erst bis zum Maximalwert an, bevor sie wieder abféllt und asymptotisch

o8



4.2 Schadigungsmodelle fiir Grenzflachenrisse
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Abbildung 4.4: Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz bei nachgiebigem Verbund fiir reines
Zugversagen bzw. reines Schubversagen.

gegen Null geht. Bei Ent- oder Wiederbelastungsprozessen gilt
. b )
t*=—n wenn n < k oder 77 <0 (4.18)
K

wobei . die Spannung ist, die vor Entlastung am Materialpunkt erreicht wurde. Es tritt
also schon vor Erreichen der maximalen Spannung eine Schédigung auf, so dass bereits
vom nichtlinear ansteigenden Ast zum Ursprung hin entlastet wird. Bei Verwendung
dieser Entfestigungskurve lasst sich nach ORTIZ UND PANDOLFI (1999) eine Beziehung
zwischen der charakteristischen Rissoffnung k., der Zugfestigkeit ¢, und der Bruchener-
gie angeben: Gy = ecyk.. Die Komponenten des Spannungssvektors berechnen sich wie
folgt:

_ O ) _ i) 1 ’ -
th = Kufuln = p [u], = cn,iC exp (1 . H[[u]]n fir ful, >0
- Cn )
th = Kuful, = nIgEOEIIUIIn = I{—Ce[[u]]n fur Ju], <0 (4.19)

_ _ o o2 7 ny\ 1
tr = Kiuly = 0 EIIuIIT =0 cnm—C exp (1 - Fd—c) EIIuIIT
Im Falle einer negativen Rissoffnung wird nicht eine beliebige Penalty-Steifigkeit einge-
fithrt, sondern die Steigung der Entfestigungskurve bei n — 40 angenommen, womit
sich die zuvor in 4.2.1 beschriebenen Probleme verhindern lassen. Fiir reines Versagen
auf Zug bzw. Schub sind die Spannungs-Rissoffnungs-Beziehungen in Abbildung 4.4
dargestellt.

Dies eben aufgestellte Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz soll fiir den in dieser Arbeit be-
trachteten textilfaserverstarkten Beton verwendet werden, wozu noch die noétigen Ma-
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geschidigte Verbundzone abgelste Zone

elastische Zone (Adhésion) Reibung)

Matrix | reale Rissspitze

Grenzfiache -—— e T e
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Auszugskraft F

Abbildung 4.5: Versagenszonen in der Grenzfliche zwischen Matrix und Faser, nach
ZASTRAU U. A. (2003).

terialparameter zu ermitteln sind. Im Allgemeinen werden experimentelle Faserauszug-
versuche zur Bestimmung der Verbundcharakteristik zwischen einem einzelnen, monoli-
thischen Verstarkungselement und der umgebenden Matrix eingesetzt. Jedoch sind die
Faserbtindel keine monolithischen Elemente, sondern bestehen selbst aus einer Vielzahl
einzelner Filamente. Durch ihren ungleichméafiigen Charakter und ihre zufallige Um-
hiillung mit Beton ist die Mikrostruktur dieses Verbundwerkstoffes sehr variabel und
fithrt somit zu einer betréchtlichen Streuung der Ergebnisse in Faserauszugversuchen,
siche BANHOLZER (2006). Bislang war es nicht méglich, eine Verbundspannungs-Schlupf-
Beziehung direkt aus einer experimentell gewonnenen Kraft-Weg-Beziehung analytisch
zu bestimmen (BANHOLZER U. A. 2004). Stattdessen werden Verbundspannungs-Schlupf-
Beziehungen meist durch Ausgleichskurven ermittelt, wobei Abweichungen zwischen si-
mulierten und experimentellen Verlaufen in einem direkten Problem minimiert werden.
In BANHOLZER U. A. (2006) wurde festgestellt, dass die Verbundspannungs-Schlupf-
Beziehung als Grenzflachencharakteristik zwischen Matrix und Faser eine reine Materi-
aleigenschaft und somit unabhéngig von der Geometrie ist. Abbildung 4.5 stellt schema-
tisch einen Faserauszugversuch dar, wobei drei unterschiedliche Zonen erkennbar sind.
Dem intakten elastischen Bereich folgen die geschédigte Grenzschicht, in der noch Ad-
hésion zwischen den Materialien besteht, und schliellich die abgeldste Zone, in der bei
Faserquerdruck Reibung herrscht. Die in dieser Arbeit verwendeten Materialparameter
entsprechen im Wesentlichen denen des Feinbetons, welcher das schwachste Glied an
der Grenzflache ist und somit das Verbundverhalten bestimmt. Mit den Werten der
Bruchenergie G und der Zugfestigkeit ¢, lasst sich die charakteristische Rissoffnung s,
bestimmen, tiber eine Auswertung von Versuchsdaten kann das Verhéltnis 3 von Schub-
zu Zugfestigkeit ermittelt werden. Die in den Beispielen verwendeten Materialparame-
ter stammen aus den Arbeiten KRUGER (2004) und HEGGER U. A. (2008), bzw. lassen
sich daraus ableiten. Dort finden sich auch Auflistungen elastischer Materialkennwerte
verschiedener Textilfasern und Feinbetone.
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Abbildung 4.6: Bimaterial-Patchtest: Geometrie, Randbedingungen, Materialverteilung
und unterschiedlich strukturierte Vernetzung.

4.3 Testbeispiele

4.3.1 Bimaterial-Patchtest

In diesem Abschnitt wird ein Patchtest an einem Korper aus zwei unterschiedlichen
Materialien durchgefiithrt. Der Aufbau des Beispiels orientiert sich an SUKUMAR U. A.
(2001), wo ein dhnliches Problem mit einem strukturiert unverzerrten Netz im zwei-
dimensionalen Raum behandelt wurde. Hier wird dieses Beispiel im dreidimensionalen
Raum mit strukturiert unverzerrten und verzerrten Netzen untersucht, vergleiche Ab-
bildung 4.6. Fiir das verzerrte Netz wurden die Elemente entlang einer schragen Ebene
orientiert. In Abbildung 4.6 links sind die geometrischen Abmessungen des Korpers, die
Lage der Grenzfliche und die Verschiebungsrandbedingungen angegeben. Eine Level-
Set-Funktion beschreibt die materielle Grenzfliche, die mitten durch eine Elementreihe
verlauft. Die exakte Losung des eindimensionalen Problems fiir die u;-Verschiebung kann
in Abhéngigkeit der Elastizitatsmodulen F; und E, sowie der Lage der Grenzfliche &,
in der Einheitskoordinate ¢ € [—1,1] angegeben werden,

(1+¢&a fir —1<&<&,
= 4.20
() 1+ %(& —Da fir &, <¢<1 (4.20)
2

mit a = Fy/(Fa(l + &n) — Er1(&m — 1)), vergleiche SUKUMAR U. A. (2001). Fur beide
Netze wurden jeweils zwei Falle untersucht. Im ersten Fall besitzen beide Teilkorper das
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Abbildung 4.7: Bimaterial-Patchtest: u;-Verschiebungsverlaufe.

gleiche Material mit £y = E, = 1000 N/ mmz, im zweiten Fall werden verschiedene Ma-
terialien mit F; = 10- F = 10000 N/ mm? zugeordnet. Die numerisch berechnete Losung
folgt exakt der analytischen Vorgabe und ist fiir die u;-Verschiebungen in Abbildung 4.7
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass im Falle gleichen E-Moduls (linke Spalte)
die Verschiebungen iiber die gesamte Breite linear verlaufen, wohingegen der Verschie-
bungsgradient bei unterschiedlichem E-Modul (rechte Spalte) im steifen Material klein
ist, im weicheren Material aber grofl sein muss, um die Randbedingungen einzuhalten.
Die Spannungen in z;-Richtung sind jeweils iiber den gesamten Korper konstant und
besitzen fir F; = Fy den Wert o7 = 100 N/mm2, fur £, = 10 - Ey ist 0 = 146 N/mm2.
Alle Ergebnisse stammen jeweils aus Berechnungen eines einzigen elastischen Schritts
bei perfektem Verbund. Es wurde also nur die Anreicherung der Knoten mit x,,; ver-
wendet. Im Fall gleichen E-Moduls, ist der Verschiebungsgradient konstant, weshalb die
zusatzlichen Freiheitsgrade nicht aktiviert werden und u = 0 gilt. Im zweiten Fall ent-
steht ein Knick im Verschiebungsverlauf bzw. ein Sprung im Verschiebungsgradienten,
wodurch die zusatzlichen Freiheitsgrade 1 # 0 aktiviert werden. Die Ergebnisse zeigen,
dass die Anreicherungsfunktionen an der Grenzfliche den Verschiebungsraum korrekt
reprasentieren konnen. Bei den Untersuchungen in SUKUMAR U. A. (2001) wurde fest-
gestellt, dass die Anreicherung in allen Elementen ohne Grenzfliche konstant sein muss,
was fiir die verwendete Anreicherung aus Gleichung (2.34) zutrifft.
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Abbildung 4.8: Bimaterial-Patchtest: Geometrie, Randbedingungen, modifizierte Mate-
rialverteilung und Normalspannungsverlauf o;.

In einer zweiten Problemstellung wird nun fiir das unverzerrte Netz ein Materialwech-
sel in 2»-Richtung bei variierendem E-Modul untersucht, die Grenzflache liegt nun in
der Ebene 7, = 5,5 mm. Geometrie, Randbedingungen und Materialparameter blei-
ben gegentiber der vorherigen Untersuchung unverdndert, siehe Abbildung 4.8 links.
Erwartungsgemaf ergeben sich bei gleichem E-Modul in beiden Teilen die gleichen Ver-
schiebungen und Spannungen, bei unterschiedlichem E-Modul ist die Spannung o; im
steiferen Material um das 10-fache grofier, siehe Abbildung 4.8 rechts. Fiir den beschrie-
benen Verschiebungslastfall ist der Verschiebungsgradient konstant, weshalb die zusétz-
lichen Freiheitsgrade nicht aktiviert werden 1 = 0. Alternativ soll diese zweite Problem-
stellung unter Lastkontrolle untersucht werden, indem auf der rechten Randflache eine
konstante Last aufgebracht wird. Bei gleichem E-Modul gibt es wie zu erwarten keinen
Unterschied zur Verschiebungskontrolle. Bei unterschiedlichem E-Modul resultiert je-
doch ein gekriimmter Verschiebungsverlauf an der rechten Randfliche, weil das steifere
Material der Last mehr Widerstand entgegensetzt, was zu geringeren Verschiebungen
fithrt, siehe Abbildung 4.9 links. Der Verschiebungsgradient ist nicht mehr konstant und
es entwickeln sich Schubspannungen o5 im gesamten Probekorper, die in der Nahe der
Grenzfliche am grofiten sind. Am Normalspannungsverlauf oy zeigt sich, dass das stei-
fe Material mehr Last abtrédgt und hier hohere Spannungen als im weichen Material

auftreten.
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Abbildung 4.9: Bimaterial-Patchtest: Spannungslastfall mit Verschiebungen wu;, Schub-
spannungen o1 und Normalspannungen o11.

4.3.2 Vergleich der kohasiven Rissmodelle

Im Folgenden werden die vorgestellten intrinsischen und extrinsischen kohésiven Rissmo-
delle in einer Simulation miteinander verglichen. Dazu wird ein Probekorper bei gleicher
Geometrie, Grenzflichenposition und Randbedingungen wie beim Patchtest aus Abbil-
dung 4.6 mit vertikaler Grenzfliche betrachtet. Die Berechnung wird aber nicht nach
einem elastischen Schritt gestoppt, sondern bis zum vollsténdigen Versagen der Grenz-
flache weitergefithrt. Die Materialparameter sind alle in Abbildung 4.10 angegeben und
so gewéhlt, dass fiir beide Rissmodelle dieselbe Energie wahrend des Versagens dissipiert
wird. Dies geschieht iiber die Anpassung der charakteristischen Rissoffnung k. an die
Bruchenergie G und die Zugfestigkeit ¢, der Grenzfliche nach der Formel Gy = ek.c,.
In Abbildung 4.10 werden die Last-Verschiebungs-Kurven beider Modelle miteinander
verglichen. Zu Beginn verhalt sich das anfangs starre extrinsische Modell wie zu erwar-
ten linear und steifer als das intrinsische, da die Materialien an der Grenzfliche noch
perfekt miteinander verbunden sind und ein linear-elastisches Materialverhalten vorge-
geben ist. Erst nach Einfiihrung der Rissfreiheitsgrade fallt die Kurve exponentiell ab,
jedoch nicht so steil wie im anfangs elastischen, intrinsischen Modell. Das intrinsische
Modell zeigt ein weicheres Verhalten, da von Anfang an ein Verschiebungssprung tiber
die Grenzfliche hinweg auftritt. Beide Kurven erreichen das gleiche Lastniveau und
durch Integration der Flachen unter beiden Kurven lasst sich zeigen, dass die dissipierte
Energie in beiden Féllen gleich dem analytisch ermittelten Wert von D = 2,1 Nmm ist.
Anzumerken ist, dass die Diskretisierungen mit unverzerrten und verzerrten Elementen
dieselben Last-Verschiebungs-Kurven liefern. Abgesehen vom folgenden Modellbeispiel
wird fiir die Anwendungen in dieser Arbeit nur noch das anfangs elastische Modell ver-
wendet, da es sich bei den Simulationen aufgrund der kontinuierlichen Steifigkeit des
Spannungs-Rissoffnungs-Gesetzes um den Nullpunkt stabiler verhalt.

64



4.3 Testbeispiele

AIN]
250

—— anfangs starr E
. 1

— anfangs elastisch
)

151

200

150
Gt
100 Ke

Ac

D

L ] w1 [mm]

1
0 0,01 0,02 0,03

Materialparameter:

39000 N /mm?
= 72000 N/mm”
= Vy = 0,0

Kennwerte der Grenzflache:

= 0,042 Nmm/mm2
= 0,0033 mm

= 4,7 N/mm”

= 50 mm?

dissipierte Energie beim Bruch:

= Gi*xAc = ercen x A
= 2,1 Nmm
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Abbildung 4.11: Geometrie, Randbedingungen und Materialparameter im Zugtest und

im Schubtest.

4.3.3 Faserverstarkter Probekorper

Dieses Unterkapitel widmet sich der Priifung des anfangs starren und des anfangs elas-

tischen kohéasiven Rissmodells in zwei Testproblemen. Dazu wird ein quaderférmiger

Probekorper mit einer einzelnen eingebetteten Faser betrachtet. Der Probekoérper wird

zwei verschiedenen Belastungen ausgesetzt, eine reine Zug- bzw. eine reine Schubbelas-

tung. Geometrie, Randbedingungen und Materialparameter sind fiir beide Belastungen

in Abbildung 4.11 gegeben. Die zwei vorgestellten Rissmodelle verhalten sich fiir beide

Belastungen sehr éhnlich, weshalb die Ergebnisse nicht

direkt miteinander verglichen

werden. Fiir den Zugtest soll nur das anfangs starre, fiir den Schubtest nur das an-

fangs elastische Rissmodell verwendet und die jeweiligen charakteristischen Merkmale

veranschaulicht werden.
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Fiir den Zugtest wird die Verschiebung in z;-Richtung an der linken Randfliche kom-
plett festgehalten und weitere statisch bestimmte Punktlagerungen angebracht, um ei-
ne Kinematik in der 2y — z3-Ebene zu verhindern. An der rechten Randflache werden
gleichférmige Verschiebungen in x;-Richtung vorgegeben, die in der quasistatischen Be-
rechnung in jedem Lastschritt inkrementell um 0,0001 mm gesteigert werden. Bei Ver-
wendung des starren Rissmodells werden die zusitzlichen Freiheitsgrade @ erst nach
Erreichen der Festigkeit der Grenzflache eingefiihrt. Aufgrund dessen sind insbesondere
die ersten Lastschritte der Simulation gut geeignet, um die Krafteumlagerungen wah-
rend des Risswachstums zu veranschaulichen. In Abbildung 4.12 sind spaltenweise die
Hauptspannungen o; und die Verschiebungen wu; jeweils in den Lastschritten vor Ein-
fithrung der néchsten Rissfreiheitsgrade dargestellt. Dabei sind die Ergebnisgrofien fiir
eine bessere Darstellung nicht einheitlich skaliert, Maximalwerte sind rot, Minimalwerte
blau gekennzeichnet. Die Hauptspannungen o; sind zu Beginn im mittleren Bereich der
Struktur am grofiten, weil die steife Faser einen Grof3teil der Spannungen auf sich zieht,
wahrend am Rand gelegene Matrixbereiche kaum Lasten ausgesetzt sind. Sobald sich
aber aufgrund des Versagenskriteriums im mittleren Bereich Risse an der Grenzfldche
bilden, verschiebt sich die Lastabtragung in die &ufleren Bereiche. Anhand der Sequenz
ist ersichtlich, welche Elemente von Schritt zu Schritt reifen werden. Nach vollstandi-
ger Rissbhildung werden die Lasten nur noch von der Matrix abgetragen, welche in den
Untersuchungen nicht reiflen darf. Am Verlauf der Verschiebungen wu; sind die Effekte
der Lastumlagerung ebenfalls zu erkennen. Wéhrend sich die Faser anfangs noch elas-
tisch deformiert, gehen diese Deformationen infolge der Entlastung zurtick, worauthin
sich die Faser gegen Ende wie ein Starrkérper verhalt. In der rechten Spalte sind die
Zugnormalspannungen in der Grenzflache zu sehen, jedoch fiir eine andere Schrittfolge
als die vorherigen Ergebnisse. Zu erkennen ist der schrittweise Abbau der Spannun-
gen bei fortschreitender Rissoffnung. Im oberen und unteren Bereich der Grenzfliche
ergeben sich hohe Drucknormalspannungen. Diese resultieren aus der Bestrafung sich
gegenseitig durchdringender Rissflichen mit einer groflen Kontaktsteifigkeit, weshalb
diese Spannungswerte nicht dargestellt sind.
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In einem zweiten Belastungszustand wird eine reine Schubdeformation aufgebracht.
Hierzu wird eine gleichméaflige Verschiebung an der oberen Randfliche der Probe in
x1-Richtung vorgegeben, wéhrend der untere Rand in z; und x»-Richtung sowie durch
ein zusatzliches Punktlager zur Vermeidung von Starrkérperbewegungen festgehalten
wird. Auch hier wird die Verschiebung wieder pro Lastschritt inkrementell um 0,0001
mm gesteigert. Fiir diese Beanspruchung wird wie oben erwahnt nur das anfangs elasti-
sche Rissmodell untersucht. Mit diesem Beispiel soll gezeigt werden, dass die Grenzflache
an manchen Stellen in einem gemischten Modus versagt, und nicht nur auf reinen Zug
oder Schub. Infolge der aufgebrachten Schubbelastung bildet sich iiber eine Diagonale
ein Zugband aus, wihrend tiber die andere Diagonale Druck und Schub herrscht, siehe
Abbildung 4.13 oben. In den Sequenzen darunter ist das Versagensverhalten anhand
verschiedener Spannungszustiande gut zu erkennen. Im Bereich des Zugbandes sind die
Normalspannungen am grofiten, wobei dort kaum Schub auftritt und die Grenzflache nur
auf Zug versagt. Umgekehrt erreichen die Schubspannungen dort ihren Maximalwert,
wo die Normalspannungen klein bzw. negativ sind, und fithren so zum Versagen der
Grenzfliche. Die Schubspannungen sind so ausgerichtet, dass sie grofle Deformationen
der Faser verhindern. In den Bereichen dazwischen erreicht keine der Spannungskom-
ponenten ihren Maximalwert, aber durch die Kombination von Zug und Schub reichen
kleinere Spannungen in beiden Komponenten zum Versagen aus. Anhand der deformier-
ten Struktur ist zu erkennen, dass die Durchdringung der Rissflichen im Druckbereich in
etwa dieselbe Groflenordnung besitzt wie die Rissoffnung im Zugbereich. Dies impliziert,
dass aufgrund der kontinuierlichen Fortsetzung des Spannungs-Rissoffnungs-Gesetzes im
Druckbereich, siehe Gleichung (4.19), die Kontaktsteifigkeit zu gering ist, um die Durch-
dringung der Rissflachen ausreichend zu verhindern. Da in einem realistischen Versuch
der Grenzflachenriss vor Auftreten solch grofler Durchdringungen in einen Matrixriss
iibergehen wiirde, kann die geringe Kontaktsteifigkeit als unproblematisch angesehen
werden. Die Interaktion von Grenzflichenrissen und Matrixrissen wird in dieser Arbeit
nicht behandelt.
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Abbildung 4.13: Hauptspannungen o, Verschiebungssprung [u], sowie Zugnormal-

spannungen f, und Spannungen t; der Einzelfaser im Schubtest.
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5

Diskontinuierliche Modellierung von
Matrixrissen

5.1 Versagenskriterium und Rissrichtung

In diesem Abschnitt werden Versagenskriterien fiir die Entstehung von Matrixrissen und
die Berechnung der Rissrichtung vorgestellt. Damit lasst sich die Frage wann ein Riss
entsteht bzw. wann er sich in welcher Richtung ausbreitet beantworten. Die Berechnung
der Rissrichtung ist nur von Bedeutung, wenn sich der Riss in beliebiger Richtung aus-
breiten kann, was bei Verwendung von Neuvernetzungsalgorithmen oder elementinter-
nen Rissen zutrifft. Im Rahmen der X-FEM werden Diskontinuitéiten als kontinuierliche,
durch finite Elemente fortschreitende Flichen repréasentiert. Aufgrund der geforderten
Risspfadkontinuitat ist die akkurate Bestimmung des Risspfades ein wesentlicher Be-
standteil der Zuverlassigkeit und der Robustheit numerischer Versagensanalysen. So-
bald ein Riss vorliegt, wird die Topologie der Risssegmente nicht mehr verandert. Ist
die vorhergesagte Ausbreitungsrichtung nicht korrekt, tritt Locking auf, was wiederum
zu unphysikalischen Ergebnissen fiihrt, siche DUMSTORFF UND MESCHKE (2007).

Aufgabe des Versagenskriteriums ist es, den Zeitpunkt anzugeben, bei dem am Mate-
rialpunkt von einer kontinuumsmechanischen Materialformulierung auf ein Spannungs-
Rissoffnungs-Gesetz iibergegangen wird. Dies geschieht bei Bildung erster Mikrorisse, die
eventuell zu Makrorissen anwachsen. Es gibt eine Vielzahl verschiedener Versagenskri-
terien, die auf einer bruch- oder kontinuumsmechanischen Betrachtungsweise basieren.
Sie konnen weiter eingeteilt werden in energie- oder spannungsbasierte Kriterien. Da es
bei Einftihrung eines kohésiven Risses zu begrenzten, berechenbaren Spannungen vor
der Rissspitze kommt, wird fiir die Entstehung und den Fortschritt kohésiver Matrixris-
se die Hauptspannungshypothese verwendet. Als spannungsbasiertes Kriterium beruht
die Hypothese auf den Eigenwerten o; des Cauchy-Spannungstensors, welche aus einer
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Spektralzerlegung berechnet werden.

Jiii
o=> on®n (5.1)

i=1

Erreicht oder iiberschreitet der groite der drei Eigenwerte o; > 0 des Spannungstensors
die Zugfestigkeit f, des Materials, wird ein Matrixriss ein- bzw. weitergefiihrt. Bei der
Hauptspannungshypothese wird davon ausgegangen, dass allein die maximale Haupt-
spannung o; fiir das Materialversagen verantwortlich ist, unabhingig vom Betrag der
anderen Hauptspannungen. Im Rahmen der X-FEM wurde die Hauptspannungshypo-
these fiir kohésive Risse beispielsweise auch in WELLS UND SLUYS (2001) und JAGER
(2009) eingesetzt. Der Vollstandigkeit halber sollte erwahnt werden, dass keine Rissini-
tilerung auf Druckversagen behandelt wird.

Im Weiteren ist zu kldren, in welcher Richtung ein Matrixriss fortschreitet. Hierzu wird
wiederum das spannungsbasierte Versagenskriterium benutzt. Die Rissnormale wird ent-
sprechend der Richtung der maximalen Hauptspannung gewahlt, sollte aber nach WELLS
UND SLUYS (2001) besser aus einem nichtlokalen Spannungstensor & bestimmt werden,
weil die Spannungen an der Rissspitze nicht exakt berechnet werden kénnen. Der nicht-
lokale Spannungstensor, als gewichtetes Mittel der Spannungen, ergibt sich aus dem
lokalen Spannungsfeld multipliziert mit einer Gaufischen Verteilungsfunktion und an-
schlieBender Integration tiber ein bestimmtes Gebiet um die Rissspitze.

70%) = [ (ot +¢) dmit (I = iz o (<3 ) 62

Die Gaufische Verteilungsfunktion w nimmt mit wachsender Entfernung ||{]| von der
Rissspitze x. ab und spiegelt den geringeren Einfluss entfernter Punkte wider. Inte-
griert wird tiber ein Gebiet mit dem Radius R, um die Rissspitze, womit sich das
Maf der Nichtlokalitat steuern lésst. Dieses Vorgehen impliziert keine Nichtlokalitaten
im Modell, sondern soll nur die Spannungen fiir einen realistischeren Verlauf der Dis-
kontinuitdten glatten. Die Integration in Gleichung (5.2) wird numerisch durchgefiihrt,
weshalb nur Informationen jener Gaulpunkte einflieSen, die innerhalb des Radius liegen.
Dieser wiederum wird in der Literatur zumeist proportional zu einer charakteristischen
Elementgrofie h, gewéhlt und beispielsweise in WELLS (2001) zu R, = 3h, angegeben.
An diesem Wert orientieren sich auch die in den Beispielen dieser Arbeit verwendeten
Radien. Fiir den Fall, dass zwei oder alle drei Eigenwerte des nichtlokalen Spannungs-
tensors etwa denselben Wert haben, ist das vorgestellte Versagenskriterium nicht mehr
eindeutig. Dann wird jene Rissnormale gewéhlt, welche die geringste Abweichung zu den
Normalenrichtungen der Nachbarschaft um die aktuelle Rissfront hat, vergleiche auch
GASSER UND HOLZAPFEL (2006).
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Laut SUKUMAR U. A. (2008) gibt es bislang noch kein allgemein anerkanntes Rissaus-
breitungskriterium fiir dreidimensionale Strukturen. Bruchkriterien basieren auf theore-
tischen Modellen und treffen Aussagen tiber die makroskopische Rissentwicklung. Diskre-
te Rissmodelle der linear-elastischen Bruchmechanik verwenden meist Energiekriterien,
wohingegen bei verschmierten Rissmodellen der Kontinuumsmechanik die Bruchkrite-
rien aus dem Spannungs- oder Verzerrungszustand abgeleitet werden. Im Rahmen der
X-FEM wurde in MESCHKE U. A. (2006), DUMSTORFF UND MESCHKE (2007) sowie
UNGER U. A. (2007) eine vergleichende Studie verschiedener Rissausbreitungskriterien
durchgefithrt. So kann die Richtung beispielsweise auch iiber ein lokales Kriterium der
maximalen Umfangsspannung aus der linear-elastischen Bruchmechanik, iiber ein globa-
les Modell auf Basis von Einhiillenden potentieller Rissausbreitungsrichtungen und tiber
ein energiebasiertes, globales Rissausbreitungskriterium ermittelt werden. Zum Teil er-
fordern diese Kriterien jedoch weitere Freiheitsgrade pro Knoten oder Gaufipunkt. Ein
weiterer, sehr erfolgsversprechender Ansatz ist die Bestimmung der Rissrichtung nach
dem Konzept materieller Kréfte. So wurde beispielsweise in den Arbeiten HEINTZ (2006)
und GURSES (2007) der Riss in Richtung sogenannter materieller, fiktiver Krafte wei-
tergefiihrt, die mit Anderungen der potentiellen Energie aufgrund von Variationen der
Lage einer Diskontinuitat assoziiert sind. Der Betrag dieser fiktiven Kraft entspricht dem
J-Integral und die Richtung ergibt sich aus der maximalen Energiefreisetzungsrate.

5.2 Schadigungsmodell Matrixriss

Bei der Modellierung von Matrixrissen in Feinbeton wird davon ausgegangen, dass das
Versagen auf Zug entsteht, anschlieSend aber auch eine Rissoffnung in gemischtem Mo-
dus moglich ist. Im Allgemeinen wird die Annahme kohésiver Rissinitiierung in Modus 1
zumindest fiir solche Materialien getroffen, die makroskopisch als homogen und isotrop
angesehen werden (PLANAS U. A. 2003). Es gelten dieselben Annahmen, die in Kapitel
4.2 fir die Aufteilung des Verschiebungssprungvektors [u] und des Spannungsvektors
t getroffen wurden. Abweichend vom Schiadigungsmodell fiir Grenzflachenrisse wird der
aquivalente Verschiebungssprung nun als positive Rissnormaloffnung definiert.

n = [ulx (5.3)

Die effektiven Spannungen sind wie in Gleichung (4.13) zu berechnen, jedoch wird die
Festigkeit der Grenzfliche ¢, durch die Zugfestigkeit des Matrixmaterials f; ersetzt.

t* = fiexp <—%/{> (5.4)
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In Abhéngigkeit der Komponenten des Verschiebungssprungs lassen sich die Spannungs-
komponenten in der Rissfliche mit diesem anfangs starren Spannungs-Rissoffnungs-
Gesetz wie folgt angegeben:

th = Kuful, = %exp <—%f/{> Tu]

tr = Ke[u]: = drexp(hyr)[u]r

(5.5)

Der Parameter d, stellt die Anfangsschubsteifigkeit dar, der Parameter h, wurde in
WELLS UND SLUYS (2001) als natiirlicher Logarithmus des Verhéltnisses der Schubstei-
figkeit bei x = 1,0 zur Anfangsschubsteifigkeit definiert, h, = In(d,—1/dr) < 0. Das
Spannungs-Rissoffnungs-Gesetz (5.5); ist nur fiir den Bereich positiver Rissoffnungen
giiltig. Der Fall eines Durchdringens der Rissflichen wird formal ausgeschlossen, wobei
die numerische Umsetzung wieder durch Bestrafung negativer Rissoffnungen mit einer
Penalty-Steifigkeit erfolgt. In den numerischen Simulationen hat sich gezeigt, dass bei
sprunghaften Wechseln von offenen zu geschlossenen Rissen und umgekehrt das Konver-
genzverhalten stark beeintréchtigt ist.

5.3 Rissverfolgungsstrategien fiir dreidimensionale
Versagensanalysen

Die exakte Modellierung dreidimensionaler Risse ist aufgrund der komplexen geometri-
schen Situation generell eine anspruchsvolle Aufgabe. Abhéngig von der eingesetzten
Rissverfolgungsstrategie und der verwendeten Diskretisierung ergibt sich eine andere
Rissgeometrie. Neuvernetzungsalgorithmen der Rissfliche sind zum Beispiel mit einem
sehr hohen Aufwand verbunden, insbesondere wenn mehrere wachsende Risse behan-
delt werden und diese entlang der Elementkanten orientiert sein sollen. Vor allem bei
Elementverfeinerungen um die Rissspitze ist es schwierig, die Rissgeometrie explizit zu
modellieren. Im Allgemeinen werden Hexaederelemente aufgrund ihrer besseren Ap-
proximationseigenschaften gegeniiber Tetraederelementen bevorzugt und auch in dieser
Arbeit eingesetzt. Bei Verwendung von Hexaederelementen und Neuvernetzungsalgo-
rithmen treten zusitzliche Probleme auf, weil die Vernetzung beliebiger Geometrie mit
Hexaederelementen noch nicht ausgereift ist (ZIENKIEWICZ U. A. 2005).

Mithilfe der X-FEM kann auf die Neuvernetzung verzichtet werden, jedoch hangt ihr
Erfolg stark von der Effizienz, Robustheit und Genauigkeit der Losung des entstehenden
Geometrieproblems ab. Im Zusammenhang mit der X-FEM ist es sehr wichtig, den Pfad
der Diskontinuitit prézise zu ermitteln, da die diskontinuierlichen Deformationen von
der Lage der Rissfliche in den Elementen abhiangen. Ein Problem, das besonders bei

74



5.3 Rissverfolgungsstrategien fiir dreidimensionale Versagensanalysen

der Modellierung kontinuierlicher elementinterner Rissflachen auftritt, ist der Konflikt
zwischen der geforderten Risspfadkontinuitit und dem Risskriterium. Unterliegt die Ori-
entierung der Rissflache geometrischen Zwéngen, kommt es zu Widerspriichen, denn die
Rissnormale sollte nur vom mechanischen Zustand des Koérpers abhangen und nicht von
der Rissfliche in Nachbarelementen. Auf diesen Konflikt wird in diesem Kapitel noch
genauer eingegangen.

Nun werden einige Algorithmen zur Verfolgung beliebig gekriimmter Rissflichen bei
anfangs unbekanntem Risspfad beschrieben. Bislang erfolgte die Rissmodellierung im
Rahmen der X-FEM beispielsweise mit der Level-Set-Methode sowie mit lokalen, nicht-
lokalen und globalen Rissausbreitungsalgorithmen, die jeweils kurz erlautert werden.
Weitere Algorithmen und Referenzen, die nicht nur die X-FEM betreffen, werden zum
Beispiel in JAGER U. A. (2008) angegeben.

5.3.1 Rissverfolgung mit der Level-Set-Methode

Die Kombination der X-FEM mit der Level-Set-Methode fithrt zu einer sehr eleganten
Formulierung, da zur vollstandigen geometrischen Beschreibung der Risse und zur An-
reicherung der finiten Elemente nur Level-Set-Werte an den Elementknoten erforderlich
sind. Mithilfe der Level-Set-Methode aus OSHER UND SETHIAN (1988) konnten im Rah-
men der linear-elastischen Bruchmechanik Rissverldufe in 2D (STOLARSKA U. A. 2001)
und 3D (MOEs U. A. (2002), GRAVOUIL U. A. (2002), SUKUMAR U. A. (2008)) erfolgreich
dargestellt werden. Fiir die Reprasentation eines Risses werden zwei vorzeichenbehafte-
te Abstandsfunktionen ¢(x, t) und ¥ (x, t) bendtigt, die senkrecht zueinander sind. Die
eindimensionale Rissfront ergibt sich als Schnittmenge der Nullflichen beider Funktio-
nen, die Rissflache selbst ist durch ¢(x,t) = 0,9 (x,t) < 0 definiert. Abbildung 5.1
zeigt schematisch beide Nullflachen sowie die Rissfliche und die Rissfront. Im Rahmen
der Simulation ist es ausreichend, die Level-Set-Funktion nur in einem gewissen Bereich
um die Rissfront aufzustellen, was Speicherbedarf und Rechenaufwand entsprechend re-
duziert. Die Anfangsbedingungen beim Aufstellen der Level-Set-Funktion ergeben sich
iiblicherweise aus dem vorzeichenbehafteten Abstand der Knoten zur Diskontinuitét
o(x,t) = +min ||x — x|, wobei das Vorzeichen iiber die Funktion sign[n - (x — x.)]
bestimmt wird. Die Einheitsnormale der Rissfliche zeigt in den positiven Bereich von
¢. Die Level-Set-Werte der Knoten werden mit denselben Formfunktionen wie die Ver-
schiebungen interpoliert, was die Kontinuitdt der Rissfliche sicherstellt. Fur die Ak-
tualisierung der Level-Set-Werte wird eine Hamilton-Jacobi-Gleichung aufgestellt und
gelost. Mithilfe der Rissausbreitungsgeschwindigkeit konnen die neue Lage der Rissfront
berechnet und danach die Level-Set-Werte knotenweise aktualisiert werden, wozu aller-
dings die Geschwindigkeit an der Rissfront tiber ein Bruchkriterium berechenbar oder
vorgegeben sein muss. Im Rahmen der linear-elastischen Bruchmechanik ist es moglich,
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Rissflache: ¢(x,t) =0

P(x,t) <0

Rissfront:
B(x,t) =0
P(x,t) =0

Risspfade:
potentiell

aktiv

Risse _—

Abbildung 5.1: a) Risspfadbeschreibung mit Level-Set-Funktionen.
b) Globale Rissverfolgung in 2D mit Isoflichen als potentielle Risspfade.

Betrag und Richtung der Geschwindigkeit an der Rissfront zu bestimmen, fiir einen
nichtlinearen Zustand sind jedoch keine Losungen bekannt (JAGER 2009). Aus diesem
Grund ist die gewohnliche Level-Set-Methode fiir die Modellierung fortschreitender Ris-
se in quasisproden Materialien nicht geeignet. Ein weiterer Nachteil der gewohnlichen
Level-Set-Methode ist der Umstand, dass bei Beschreibung von Risswachstum die Level-
Set-Werte bereits erweiterter Knoten nicht mehr verandert werden diirfen.

Alternativ kann eine Vektor-Level-Set-Methode verwendet werden (VENTURA U. A.
2003), die pro Knoten in 3D nur vier zusétzliche Werte erfordert. Dazu gehoren das Vor-
zeichen der Level-Set-Funktion und die Komponenten des Vektors, der auf den néchstlie-
genden Punkt der Rissflache zeigt. Diese Methode ist viel einfacher als die gewohnliche
Level-Set-Methode, da zur Aktualisierung keine zusétzlichen partiellen Differentialglei-
chungen, sondern nur wenige algebraische Gleichungen gelost werden miissen.

5.3.2 Globale Rissverfolgungsstrategien

Im Zusammenhang mit globalen Rissverfolgungsstrategien sind vor allem die Arbeiten
OLIVER U. A. (2002) und OLIVER U. A. (2004) zu nennen, die als Ursprung des globa-
len Rissverfolgungsalgorithmus gelten. Im Rahmen des Ansatzes eingebetteter starker
Diskontinuitaten wurde damit eine Strategie vorgestellt, mit der sich alle potentiellen
Rissausbreitungsrichtungen fiir das gesamte Untersuchungsgebiet auf einmal ermitteln
lassen. Ziel des Algorithmus ist es, ein skalares Feld 0(x) aufzustellen, dessen Isoflachen
mogliche Diskontinuitéten reprisentieren. Es besteht eine Ahnlichkeit zum vorzeichen-
behafteten skalaren Feld ¢ der Level-Set-Methode, im Gegensatz dazu kann aber im
Feld 0(x) jeder Level eine Diskontinuitat darstellen. Die Basis nétiger Informationen
bildet ein globales Rissausbreitungsfeld, das an jedem Punkt zu jeder Zeit die Norma-
le zur Rissausbreitungsebene angibt. Diese Informationen lassen sich in ein wérmelei-
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tungsartiges Problem umschreiben, welches adiabatische Randbedingungen und keine
inneren Quellterme besitzt. Zuséitzliche unbekannte Knotenwerte #; repréasentieren die
Pseudotemperaturverteilung in der untersuchten Struktur. Die isothermen Flachen des
berechneten Temperaturfeldes stellen alle potentiellen Risspfade der Struktur dar und
sind aufgrund der Interpolation mit C°-kontinuierlichen Funktionen in jedem Fall C°-
kontinuierlich. Eine Skizze dieser Isoflichen, bzw. Isolinien in 2D, ist in Abbildung 5.1
rechts gegeben, in der sowohl potentiell neue Risspfade als auch aktive Risspfade darge-
stellt sind. Die aktiven Risspfade lassen sich in einen entfestigenden kohéasiven Riss und
eine mogliche Weiterfithrung bei Rissfortschritt unterteilen, wobei sich die Weiterfiihrung
bis zur tatséchlichen Fortsetzung des Risses je nach Belastung noch andern kann. Da
in jedem Zeitschritt ein lineares Warmeproblem aufgestellt und gelost werden muss, ist
dieser Ansatz sehr kostspielig, jedoch kénnen damit alle potentiellen Diskontinuitéatspfa-
de gleichzeitig verfolgt werden. Dieser Algorithmus wurde zum Beispiel in DUMSTORFF
UND MESCHKE (2007) sowie JAGER U. A. (2008) im Rahmen der X-FEM implemen-
tiert und nach einem Vergleich mit anderen Verfahren zur Rissverfolgung als sehr gut
bewertet, da die experimentellen Rissmuster sehr gut reproduziert werden konnten.

Ein weiterer globaler Ansatz ist das in DUMSTORFF UND MESCHKE (2007) entwickel-
te energiebasierte Rissausbreitungskriterium. Fortsetzungswinkel und Lénge des neuen
Risssegmentes ergeben sich aus Minimierung der totalen Energie des Korpers und wer-
den als zusatzliche Unbekannte eingefithrt. In einem iterativen Prozess wird gleichzei-
tig fir die unbekannten Verschiebungen und Verschiebungsspriinge sowie unbekannte
Rissldangen und Fortsetzungswinkel gelost. Bislang wurde dieses Vorgehen nur auf zwei-
dimensionale Probleme angewendet. Eine dreidimensionale Erweiterung erfordert eine
genaue Definition des Fortsetzungswinkels, der dann als Eulerwinkel die Orientierung
im Raum beschreiben muss.

5.3.3 Lokale Rissverfolgungsstrategien

Lokale Rissverfolgungsstrategien sind sehr einfach, robust und zuverléssig wenn es dar-
um geht, nur einen Riss zu verfolgen. Sie werden auch als Fortpflanzungsalgorithmen
bezeichnet und als Verallgemeinerung zweidimensionaler Verfahren angesehen. Sollen
mehrere Diskontinuitéiten verfolgt werden, die sich moglicherweise gegenseitig beeinflus-
sen und zusammenwachsen, fithrt der Algorithmus zu einer umsténdlichen Programm-
struktur und zu einem erh6hten Implementierungsaufwand. Grundgedanke des Algorith-
mus ist es, die Rissfront mit Informationen zur Rissrichtung geometrisch fortzufiithren
und dabei elementweise ebene Risssegmente einzubauen. Fiir den zweidimensionalen Fall
stellt dieses Vorgehen kein Problem dar, da die Risslinie mit dieser Fortschrittsmethode
immer eindeutig zu bestimmen ist, egal ob Dreiecks- oder Viereckselemente verwendet
werden, siehe auch Abbildung 5.2 rechts unten. Von der Rissspitze auf der Elementkan-
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Abbildung 5.2: Inkonsistenz bei hexaederweise ebenen Rissflichen und Eindeutigkeit bei
2D-Elementen.

te wird der Riss einfach in die vorgegebene Richtung weitergefiihrt. In 3D ist dies bei
Einsatz von Hexaederelementen nicht mehr so einfach. Selbst wenn nur eine Risskante
A — B (Abbildung 5.2 links oben) durch ein gerissenes Nachbarelement feststeht, kann
entweder die Kontinuitét oder die Rissnormale nicht erfiillt werden, da im Allgemeinen
die Rissnormale nicht orthogonal zu der vorhandenen Risskante ist. Fiir die Skizze wurde
angenommen, dass die schraffierte Flache mit der Normalen ng durch den Mittelpunkt
der Risskante A — B verlauft. Bei zwei vorgegebenen Risskanten A — B und B — C
(Abbildung 5.2 rechts oben) besteht bei ebenen Rissflachen in den einzelnen Hexaeder-
elementen iiberhaupt keine Wahl, die Flache wird dann nur durch die beiden Risskanten
mit der Normalen n, = (B—A) x (B—C) bestimmt. In Féllen, in denen drei Risskanten
A — B, B—- C und C — D (Abbildung 5.2 rechts oben) aus benachbarten Elementen
vordefiniert sind, ist die entstehende Flache moglicherweise verwunden statt eben, da
die drei Risskanten eventuell nicht in einer Ebene liegen. Fiir Tetraederelemente kann
mit diesem lokalen Fortschreiten der Rissfliche trotz den beschriebenen Problemen eine
kontinuierliche Rissflache erzeugt werden. Sobald Risskanten von Nachbarelementen vor-
gegeben sind, ist dies jedoch nur durch Modifikation der Normalenrichtung realisierbar,
was in AREIAS UND BELYTSCHKO (2005) erfolgreich umgesetzt wurde und spéater im
Abschnitt 5.4.2 beschrieben wird. Die nétige Modifikation kann allerdings zu erheblichen
Abweichungen der Rissnormale vom Spannungszustand fithren.

Die konkurrierenden Aspekte von Risspfadkontinuitdt und Erfilllung der Risskriterien
werden auch in DUAN U. A. (2009) aufgegriffen und behandelt. In dem Artikel wird eine
elementlokale Level-Set-Methode vorgestellt, die fiir Hexaederelemente zu diskontinu-
ierlichen Rissflachen fithrt. Die elementweise definierten Level-Set-Werte werden durch
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eine Fehlerquadratminimierung berechnet, wobei die Rissnormale und die Kontinuitat
der Rissfliche zu den Nachbarelementen bestmoglich erfiillt werden. Mithilfe eines Pa-
rameters konnen die Kriterien stéarker oder schwacher gewichtet werden. Im Gegensatz
zur konventionellen Level-Set-Methode werden keine Geschwindigkeiten an der Rissfront
benotigt und es konnen vielzéhlige Versagenskriterien verwendet werden.

Ein weiteres lokales Verfahren, das bewusst keine kontinuierliche Rissflache liefern soll,
ist die Methode kohésiver Risssegmente. In den Arbeiten REMMERS U. A. (2003) und
REMMERS (2006) werden kohésive Segmente iiber mehrere Elemente reichend, an belie-
bigen Stellen mit frei wahlbarer Orientierung eingefiigt. Die Segmente kénnen sich dabei
tiberlappen und bilden eine gewollt diskontinuierliche Rissflache, die bei diffusen Ver-
sagensbildern mit einer verteilten Rissbildung und vielen interagierenden Mikrorissen
durchaus realitatsnah ist.

5.3.4 Nichtlokale Rissverfolgungsstrategien

In Anlehnung an die globale Rissverfolgung nach OLIVER U. A. (2002) wurde in FEIST
UND HOFSTETTER (2006) sowie FEIST UND HOFSTETTER (2007) ein Algorithmus fiir
Tetraederelemente vorgeschlagen, der nur in einem Teilgebiet der untersuchten Struktur
angewendet wird. Dabei wird das skalare Feld (x) nur in jenen Bereichen aufgestellt,
die bereits von Diskontinuitdten oder Isoflachen aktiver Risspfade beeinflusst sind, also
direkt vor der aktuellen Rissfront liegen. Ahnlich zur oben vorgestellten elementloka-
len Level-Set-Methode wird der Riss von Element zu Element fortgefithrt, wobei sich
die unbekannten Knotenwerte der Pseudotemperaturverteilung 6 aus einem Minimie-
rungsproblem ergeben. Ziel ist es, die Abweichung des Normalenvektors zur Isoflache
vom Normalenvektor des Risskriteriums zu minimieren. Im Gegensatz zu DUAN U. A.
(2009) sind die skalaren Knotenwerte global definiert, weshalb am Ende eine iiber Ele-
mentkanten kontinuierliche Rissfliche entsteht. Dieses Vorgehen der Rissverfolgung in
Teilbereichen wird in der vorliegenden Arbeit fiir Hexaederelemente entsprechend fort-
gefithrt und in Abschnitt 5.4.1 ausfithrlich behandelt.

Ein weiterer nichtlokaler Algorithmus, der allerdings keine kontinuierliche Rissfléache si-
cherstellen kann, wurde in GASSER UND HOLZAPFEL (2006) und GASSER (2007) vorge-
stellt. Mithilfe einer Fehlerquadratminimierung wird die existierende Rissflache so glatt
wie moglich weitergefiihrt. In einem Prédiktorschritt werden in einem neuen Risselement
der Normalenvektor und ein Punkt der Rissfliche berechnet. In vielen Féllen passt die
dadurch definierte Flache jedoch nicht mit vorher bekannten Risspunkten zusammen,
weshalb noch ein Korrektorschritt durchgefithrt wird. Dabei werden zusétzlich Schnitt-
punkte der Rissfliche mit den Elementkanten genutzt, um die Rissfliche bestmoglich
an diese Schnittpunkte anzugleichen. Wie bereits angedeutet, treten bei dieser C~'-
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kontinuierlichen Darstellung Spriinge zwischen den Rissflichen einzelner Elemente auf.
Die Rissrichtung wird bei diesem Mittelungsprozess tiberhaupt nicht verwendet, was zu
Verletzungen des Bruchkriteriums fithren kann.

5.4 Rissverfolgungsstrategien zur Modellierung
kontinuierlicher, beliebig gekriimmter Rissflachen

Nach dem Uberblick zu verschiedenen Rissverfolgungsstrategien werden nun jene Me-
thoden vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit implementiert und getestet wurden. Bei
der Rissmodellierung in Beton ist zu berticksichtigen, dass die Rissflichen sehr uneben
und aufgrund der ausgepragten Heterogenitiat nur im Schnitt senkrecht zur Hauptspan-
nungsrichtung orientiert sind. Dieser Effekt kann jedoch fiir numerische Simulationen
mit homogenisiertem Materialverhalten vernachléssigt und der Riss als abschnittswei-
se eben angenommen werden. Um bei den verwendeten achtknotigen Volumenelemen-
ten trotz der vorher dargestellten Problematik insgesamt eine beliebig gekriimmte und
kontinuierliche Rissfliche zu erreichen, miissen bereits in den einzelnen Elementen ge-
kriimmte Rissflichen moglich sein. Nur fiir Elemente, in denen ein Riss initiiert, wird
eine ebene Flache mit der Rissnormalen aus dem Hauptspannungskriterium durch den
Volumenmittelpunkt gefiihrt. In AREIAS UND BELYTSCHKO (2005) oder auch JAGER
U. A. (2008) wurde gezeigt, dass bei Verwendung von Tetraederelementen eine doppelt
gekriimmte Rissfliche durch eine facettierte Fliache angenéhert werden kann. Folglich
werden die gerissenen Hexaederelemente zur Darstellung der gekriimmten Rissfléche und
zur Integration der schwachen Form jeweils in sechs Untertetraeder geteilt, was bereits
in MOES U. A. (2002) fiir die Level-Set-Darstellung der Rissfront vorgeschlagen wurde
und in Abbildung 5.5 links oben skizziert ist. Die entstehende Rissgeometrie wird als C°-
kontinuierliche Flache angenéhert und aus der Einheit aller Dreiecke und Vierecke, die
jeden gerissenen Untertetraeder teilen, gebildet. Die Rissfront besteht aus geraden Li-
niensegmenten, die die Schnittpunkte der Rissfliche mit den Elementkanten verbinden.
Weiterhin ist anzumerken, dass die Winkelabweichung zwischen den Normalen benach-
barter Tetraederelemente, zur Vermeidung eines beliebigen Zick-Zack-Musters, unter
einem bestimmten Wert gehalten werden sollte, vergleiche auch JAGER U. A. (2008).

5.4.1 Rissverfolgung mit Level-Sets in Teilbereichen
Bei der Rissverfolgung mit der Level-Set-Methode in Teilbereichen handelt es sich um

eine nichtlokale Rissfortschrittsmethode, bei der im Gegensatz zur gewohnlichen Level-
Set-Methode keine Hamilton-Jacobi-Gleichung zu losen ist. Die Rissfliche wird in jedem
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Element implizit durch eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion definiert. Durch In-
terpolation der Knotenwerte ¢; mit den trilinearen Formfunktionen N; resultiert eine
kontinuierliche Approximation der Rissfliche im Hexaederelement.

Njel

¢(x) = ¢"(x) = Z Ni(x)é1 (5.6)

Der Normalenvektor n. zur Rissfliche ergibt sich aus Ableitung der Level-Set-Funktion
¢ nach den globalen Koordinaten x: n. = V¢ = 9¢/0x = 37, ON;/0x ¢;. Die zuvor in
Abschnitt 5.3.1 vorgestellte Level-Set-Methode ist im Dreidimensionalen nicht direkt auf
Probleme mit gekriimmten Rissen in kohasiven Materialien iibertragbar. Deshalb wird
hier eine modifizierte Variante vorgestellt. Dabei bleiben die Level-Set-Werte an den
Knoten bereits gerissener Elemente unverandert, wahrend die zusatzlichen Knotenwerte
mit einer Fehlerquadratminimierung bestimmt werden. Die Level-Set-Werte sind also
nicht wie bei DUAN U. A. (2009) aus Kapitel 5.3.3 elementweise definiert, sondern es
gibt pro Knoten nur einen globalen Wert, welcher fiir alle anliegenden Elemente giiltig
ist. Bei der folgenden Variante wird die Abweichung der Normalen n* von der Normalen
ng aus dem Risskriterium minimiert, wobei n* als Funktion der Knotenwerte ¢; in
Elementmitte bei & = 0 ausgewertet wird.

1

5 (no = 0"l¢_y(6))” = min (5.7)

Ein Teil von n* ist bereits durch I, gegebene ¢;-Werte der gerissenen angrenzenden
Elemente bekannt, der andere Teil des betrachteten Elements hangt von J, zu bestim-
menden ¢ ;-Werten ab.

) b 9N, I ON
w == 0=y Oy, 3 O, (5.8)

122 S J=1

Die erste Variation des Ausdrucks

2
1 b ON MON, ,
2 (“0 XY a—x‘]%) - i 69)
&=o0

muss also verschwinden, was fiir beliebige Variationen d¢; auf ein Gleichungssystem der

GroBe J, fihrt.

_On*(dr,0)

26, (ng —n*(¢1,¢;5)) =0 (5.10)
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Der Term nj‘¢ nimmt nur konstante Werte an und wird tiber

N ON; O¢ )

a E - =
o™ (o1, ¢s) _ <J=1 0g ox = (J7'N £9)
6, 90, £ X0}

berechnet. Die Losung des Problems (5.7) minimiert den Fehler in der Abweichung der

(5.11)

Normalen n* von der Normalen ng aus dem Risskriterium.

Gleichung (5.10) konnte fir jedes neue Risselement separat aufgestellt und gelost werden,
wobei jeweils drei Bedingungen fiir die Komponenten der Rissnormale in Elementmitte
zu erfiillen sind. Ist allerdings nur eine Risskante durch ein gerissenes Nachbarelement
vorgegeben, sind nur vier der acht Level-Set-Werte bekannt, was auf ein nicht eindeu-
tig losbares, unterbestimmtes Gleichungssystem fiithrt. Diese Situation ist in Abbildung
5.3 links skizziert. In 2D ist die Gleichung immer eindeutig losbar, da es fiir die zwei
unbekannten Werte genau zwei Bedingungen an die Normale gibt. Dies entspricht im
Wesentlichen dem lokalen Fortschrittsalgorithmus aus Kapitel 5.3.3. Eine Mdglichkeit
der beschriebenen Situation in 3D zu entgehen besteht darin, mit der Einteilung in
Untertetraeder fortzufahren und die Gleichung fiir jeden Untertetraeder in dem reiflen-
den Hexaeder aufzustellen und zu losen. Pro Untertetraeder ist bei einer vorgegebenen
Risskante nur ein Level-Set-Wert unbekannt, in dessen Berechnung Informationen al-
ler drei Normalenkomponenten einfliefen. Die Losung des iiberbestimmten Problems
fithrt gewohnlich nicht zur exakten Erfiillung der Rissnormalen, nahert sie aber gut an.
Der Rissfortschrittsalgorithmus in Teilbereichen aus den Arbeiten FEIST UND HOF-
STETTER (2007) sowie FEIST (2004) basiert ebenfalls auf tetraederweisem Vorgehen.
Die dort berechnete skalarwertige Funktion, deren Isoflichen alle potentiellen Diskonti-
nuitaten repréasentieren, ist aquivalent zu der hier verwendeten Level-Set-Funktion. Der
Unterschied zwischen beiden Funktionen liegt darin, dass bei der Level-Set-Funktion ¢
nur der Nulllevel Rissflichen darstellt, bei der Pseudotemperaturverteilung 6 kann da-
gegen jeder Level eine Diskontinuitat darstellen. Der Wert der skalaren Funktion spielt
im zweiten Fall keine Rolle, sondern nur die Verteilung, welche die Form der Isofla-
chen bestimmt. Gleichung (5.10) wird nur fiir jene Teilbereiche in 2 ausgewertet, die
von aktiven Diskontinuitaten beeinflusst sind. Im Kontext der FEM sind das diejenigen
Elemente, die bereits von einem aktiven Riss durchtrennt oder potentielle Kandidaten
dafiir sind. So werden nach Einfiihren neuer Risssegmente die Nachbarelemente, die eine
angerissene Seitenflache besitzen, als potentielle Risselemente markiert.

Alternativ kann das Gleichungssystem zur Bestimmung der Level-Set-Werte auch fiir al-
le Elemente, die in einem Laststeigerungsschritt reiffen, auf einmal aufgestellt und gelost
werden. Wenn also beispielsweise zwei nebeneinanderliegende Elemente an der Rissfront
reifen und sechs neue Level-Set-Werte zu bestimmen sind, siehe Abbildung 5.3 Mitte,
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@ unbekannte Level-Set-Werte / o bekannte Level-Set-Werte / X neue Risselemente

Abbildung 5.3: Unterscheidung verschiedener Falle bei der Berechnung neuer Level-Set-
Werte.

kann dies in einem Schritt erfolgen. Sind mehr Bedingungen vorhanden als freie Werte zu
bestimmen, wird die Normale nur noch bestmoglich angenéhert und entspricht im Zwei-
felsfall nicht der Normalen, die sich aus der nichtlokalen Hauptspannungsberechnung
ergibt. Liegt ein unterbestimmtes Problem vor, wird wie oben beschrieben mit Unter-
tetraedern fortgefahren. Reiflen mehrere Elemente in einem Laststeigerungsschritt, die
aber voneinander raumlich getrennt sind und keine gemeinsamen Seitenflachen besitzen
(Abbildung 5.3 rechts), wird das Gleichungssystem nicht fiir alle zusammen aufgestellt,
sondern nur fiir zusammenhéngende Bereiche.

5.4.2 Lokale Rissfortpflanzung

Bei dieser Variante wird in jedem gerissenen Hexaederelement ein Algorithmus dhnlich
dem aus AREIAS UND BELYTSCHKO (2005) angewandt. Die Hexaederelemente werden
beim Reiflen in sechs Untertetraeder geteilt und die Rissflache Tetraeder fiir Tetraeder
durch den Hexaeder gefithrt. Dabei entstehen je nach Anzahl und Lage bereits bekannter
Risskanten unterschiedliche Konfigurationen, die in Abbildung 5.4 skizziert sind. Fall a)
kann nur bei Rissinitiierung auftreten, ist in dieser Arbeit aber nicht von Bedeutung,
da in diesem Fall die Rissfliche eben durch den Mittelpunkt des Hexaederelementes
gefiihrt wird. Bei Rissausbreitung sind die Falle b) bis g) moglich. In den Féllen a) und
b) kann, wie in Abbildung 5.4 skizziert, je nach Rissnormale n. entweder eine drei- oder
viereckige Rissflache entstehen. Fir die Falle ¢) bis g) ist die Normale bereits durch die
Rissgeometrie in den Nachbartetraedern vorbestimmt. Deshalb wird erst tiberpriift, ob in
den sechs Untertetraedern nicht zuerst einer der Félle g) bis ¢) auftritt. Dabei berechnet
sich die Rissnormale n. ausschliefllich aus bekannten Schnittpunkten der Rissflache in
Nachbartetraedern mit den Tetraederkanten, wodurch Informationen des mechanischen
Zustandes nicht beriicksichtigt werden.

n. = (A —B) x (C—B) (5.12)
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n. = ng n. = n.(ng, A, B) n.(A,B,C) (A,;B,C)
A I I
a) b)
n.(A,B,C) n.(A,B,C,D) n.(A,B,C,D)

A A \ A
- - - - neue Schnittlinien
¢ alte Schnittlinien
| | {A..D} alte Schnittpunkte

e) f) g)

Abbildung 5.4: Rissfliche durch Untertetraeder mit Bedingungen an Kontinuitat.

Nur im Fall b) muss die ermittelte Rissnormale ng modifiziert werden, um eine konti-
nuierliche Rissflache zu gewéhrleisten. Dafiir wird die Normale n. in Abhéngigkeit der
Koordinaten bereits vorhandener Risspunkte A und B sowie der Normalen ng ermittelt.

o (A-B)

T 1 (A-B) (5.13)

n,=ng —n, mitn,= [
n, stellt eine senkrechte Projektion der Rissnormalen ng auf die Richtung der vorhan-
denen Risskante A — B dar. Der resultierende modifizierte Normalenvektor ng — n,
steht nach dieser Orthogonalisierung senkrecht auf (A — B). Durch diese Modifikation
der Rissnormalen in den einzelnen Untertetraedern koénnen die in Abbildung 5.2 skiz-
zierten Inkonsistenzen vermieden werden und es entsteht immer eine kontinuierliche
Rissflache. Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dass es bei grober Vernetzung der Riss-
zone zu diskretisierungsabhéngigen Risspfaden kommen kann, bei entsprechend feiner
Vernetzung tritt dies nicht auf. Auerdem spiegelt die resultierende Rissflache den Span-
nungszustand aufgrund geometrischer Zwénge womoglich nur schlecht oder tiberhaupt
nicht wider.

Im Weiteren werden die modifizierte Level-Set-Methode in Teilbereichen sowie die lokale
Rissfortpflanzung verwendet, wobei in beiden Verfahren die gerissenen Hexaederelemen-
te in sechs Unterteraeder geteilt werden. Bei Verwendung der Level-Set-Methode wird
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also immer die Einteilung in Tetraeder benutzt, unabhéngig davon, wie viele Unbekannte
zu ermitteln sind.

5.5 Integration und Visualisierung gerissener Elemente

Elemente mit Rissen und Grenzflachen erfordern eine gesonderte Behandlung bei der
numerischen Auswertung der Steifigkeitsanteile. Uber die durch eine Schnittfliche ent-
stehenden, beliebig geformten Polyeder, kann nicht direkt mit einer GauB-Quadratur
numerisch integriert werden. Ist die Integration der diskontinuierlichen Funktion von der
einer konstanten Funktion nicht zu unterscheiden, kann sich ein Rangabfall in den Sys-
temgleichungen ergeben. Dies ist im Falle der Anreicherung mit der Vorzeichenfunktion
moglich und tritt auf, wenn alle Integrationspunkte auf der gleichen Seite der Diskon-
tinuitat liegen. Deshalb muss die Integrationsregel angepasst werden, um den Beitrag
zur Steifigkeit auf beiden Seiten der Diskontinuitét korrekt auszuwerten. Dazu wird eine
Aufteilung in integrierbare Elemente durchgefiihrt, welche die Grenz- oder Rissflache
als internen Rand berticksichtigt. Fiir die Integration der dreidimensionalen Risselemen-
te wurden die Uberlegungen fiir zweidimensionale Probleme aus MoO#S U. A. (1999)
sinngeméf weitergefiihrt. Die vorgestellte Integrationsregel gilt wohlgemerkt sowohl fiir
Grenzflachen- als auch fiir Matrixrisse. Zur Integration werden gerissene Hexaederele-
mente in je sechs Untertetraeder eingeteilt und letztere wiederum fiir eine einheitliche
Integration bei einer dreieckigen Rissflache in vier weitere Integrationstetraeder zerlegt,
bei einer viereckigen Rissfliche in sechs Integrationstetraeder. Diese Integrationstetra-
eder ergeben sich bei der lokalen Rissfortschrittsvariante (Kapitel 5.4.2) direkt im Algo-
rithmus, bei der Level-Set-Variante (Kapitel 5.4.1) werden die Knotenwerte genutzt, um
die Schnittpunkte der Rissfliche mit den Kanten der Untertetraeder zu bestimmen. Mit
dieser Unterteilung ist wohlgemerkt keine Einfiithrung neuer Freiheitsgrade verbunden.
Eine typische Unterteilung in Integrationstetraeder fiir drei- bzw. viereckige Rissfléchen
ist in Abbildung 5.5 unten dargestellt. Die viereckige Rissflache wird anschliefend fiir
eine einheitliche Integration der Steifigkeitsanteile iiber die Rissflache in zwei Dreiecke A-
B-D und B-C-D geteilt, die mit den Flachen der Integrationstetraeder tibereinstimmen.
Bei trilinearer Interpolation der Level-Set-Werte, wie sie bei materiellen Grenzflachen
verwendet wird, kann es zu gekriimmten Rissflachen und zu Volumenelementen mit
gekrimmten Seitenflichen kommen. In der vorliegenden Arbeit werden beide nur linea-
risiert verwendet. Die Wiederherstellung dieser gekriimmten Integrationselemente wird
in MAYER U. A. (2009) besprochen. Darin werden die Hexaederelemente zuerst in sechs
Untertetraeder aufgeteilt und ausgehend von den damit verbundenen, ebenen Flachen
lassen sich die gekriimmten Integrationselemente wiederherstellen.
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4 Integrationstetraeder 6 Integrationstetraeder
A-B-C-4 Q A-B-D-3

A-B-C-3 B-D-3-4
B-C-1-3 \ B-C-D-4
C-1-2-3 A B-C-D-1
1 \ B-D-1-2

A-B-D-2

Abbildung 5.5: Oben: Aufteilung der Hexaeder in sechs Untertetraeder und Darstellung
einer mit Facetten angenédherten, gekriitmmten Rissfliche. Unten: Zerle-
gung eines Untertetraeders in vier bzw. sechs Integrationselemente.

?%

Bei Verwendung der modifizierten Level-Set-Methode in Teilbereichen ergeben sich die
Schnittpunkte der Rissfliche mit den Kanten der Untertetraeder aus der Bedingung,
dass auf der Rissflache, also auch an den Schnittpunkten, der Level-Set-Wert gleich Null
ist. Fiir jede Hexaederkante ergibt sich der Schnittpunkt aus den Level-Set-Werten der
anliegenden Knoten K und L, siche auch SUKUMAR U. A. (2001).

X = xg + fo(xp — Xx) mit fH = —&, t € [0,1] (5.14)

(bL - ¢K
Abhéangig von der betrachteten Kante driickt 4, die Variabilitat in einer der Elementko-
ordinaten {£,n,(} aus. Fir die Kanten der Untertetraeder, die diagonal in den Hexaeder-
flachen liegen, ist die Berechnung des Schnittpunktes von allen vier Level-Set-Werten
der Seitenfliche abhingig. Die Bestimmung von x® ist in dem Fall nur iiber die Losung
einer quadratischen Gleichung moglich. Beim Schnittpunkt der Raumdiagonalen mit der
Rissfléche ist eine kubische Gleichung zu l6sen. Die endgiiltige Rissflache ergibt sich aus
der Summe aller Dreiecke und Vierecke, wobei die letzteren, wie schon erwahnt, wei-
ter aufgeteilt werden. Diese Rissflachenelemente werden im Postprocessing zur besseren
Darstellung als zuséatzliche Elemente eingefiigt, wahrend die dazugehorenden Hexaeder-
elemente beibehalten werden. Fiir die dreieckigen Rissflichenelemente werden aufler den
Knotenverschiebungen zusétzliche Informationen wie Verschiebungssprung- und Span-
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nungskomponenten ausgegeben. Eine mogliche gekriimmte Risskonfiguration innerhalb
eines Hexaeders ist in Abbildung 5.5 rechts oben approximativ in facettierter Form
dargestellt. Alternativ konnten die Hexaederelemente im Postprocessing eliminiert und
durch entsprechende Tetraederelemente mit doppelten Knoten auf der Rissflache ersetzt
werden, was in JAGER (2009) umgesetzt wurde.

Die Anzahl der Gaulpunkte pro Integrationstetraeder ist entsprechend der notwendigen
Integrationsordnung zu wéhlen. Dabei ist zu beachten, dass fiir den Fall einer materiellen
Grenzflache je nach Rissorientierung im Element ein Polynom 12. Ordnung zu integrie-
ren ist. Dies ergibt sich aus der Anreicherung des Verschiebungsfeldes mit dem Term
Xm,:Npb, der die Polynomordnung in der Steifigkeitsmatrix entsprechend erhoht. In den
Elementsteifigkeitsmatrizen (2.42) und den Elementlastvektoren (2.38) sind infolge der
Anreicherung zusétzliche Terme, zum Teil tiber die Rissfliche hinweg, zu integrieren.
Da die Rissflache als abschnittsweise eben definiert wird, kénnen die gebrauchlichen 2D-
Integrationsregeln fiir Dreiecke verwendet werden. Fiir die Integration tiber die Rissflache
und die Teilgebiete auf beiden Seiten der Diskontinuitéit sind mehrere Koordinatentrans-
formationen erforderlich. So miissen zum Einen die in globalen Koordinaten x definierten
Integrationsgebiete aller Elemente auf die Elementkoordinaten £ transformiert werden,
da die zu integrierenden Terme darin ausgedriickt sind. Zum Anderen muss fiir geris-
sene Elemente zusétzlich das Integrationsgebiet zerlegt und den Integrationselementen
angepasst werden. Im Rahmen dessen miissen auch die Koordinaten e der Gaufipunkte
in den Integrationselementen im lokalen Koordinatensystem & des Hexaeders bestimmt
werden. Eine Darstellung der globalen und lokalen Koordinatensysteme findet sich in
Abbildung 5.6, wobei die Rissfliche und die Unterteilung in Integrationstetraeder nur
fiir einen der sechs Untertetraeder gezeigt wird. Bei der Integration iiber die Flachen
und Volumen werden die gekennzeichneten Gaufipunkte verwendet. Weitere Koordina-
tentransformationen sind bei Ermittlung der lokalen Verschiebungsspriinge [u].; aus
den Knotenfreiheitsgraden c; und der Projektion der Spannungen t im kohasiven Riss
zuriick ins globale Koordinatensystem durchzufiihren.

Eine weitere Moglichkeit ist die GauB-Integration nach einer Octree-Zerlegung, bei der
das Ausgangselement so weit hierarchisch verfeinert wird, bis mit allen Gaufipunkten
eines Unterelements ein Materialtyp bzw. eine Seite des Risses assoziiert ist, sieche SU-
KUMAR U. A. (2001). Diese rekursive Verfeinerung in nichtkonforme Zellen erfordert eine
variable Anzahl an Integrationspunkten und kann sehr aufwendig werden. In einem wei-
teren Ansatz aus VENTURA (2006) wird die Unterelementierung génzlich vermieden.
Dabei wird die Integration mithilfe der Standard-Gaufiformeln nach einer Umformung
des Integranden in eine kontinuierliche, polynomiale Funktion exakt durchgefiihrt. Diese
Methode ist sehr stark an die Level-Set-Darstellung der Diskontinuitat gebunden, da das
aquivalente Polynom in diesen Werten definiert wird. Fir Dreiecks- und Tetraederele-
mente reproduziert das Integral exakt die diskontinuierlichen Funktionen der X-FEM.
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Q2

aq

a3

Abbildung 5.6: Globales Koordinatensystem x, lokaler Parameterraum & eines
Hexaederelementes mit Schnittpunkt x°® auf Kante K-L und Integra-
tionselemente mit Gauflpunkten eines einzelnen gerissenen Untertetra-
eders im Parameterraum cr.

In HoLDYCH U. A. (2008) wird eine Integrationsregel mit unveranderlicher Anzahl fest
verteilter Integrationspunkte prasentiert, bei der nur noch die Gewichtungen der Inte-
grationspunkte kontinuierlich von den Level-Set-Werten der Knoten abhangen. Fiir die
in dieser Arbeit verwendeten Hexaederelemente wurden allerdings keine Untersuchungen
durchgefiihrt.

5.6 Modellbeispiel Dreipunktbiegebalken

Im folgenden Modellbeispiel wird ein Dreipunktbiegebalken mit zwei verschiedenen Riss-
initiierungspositionen untersucht. Dabei entstehen in den zwei betrachteten Féllen ent-
weder ein gerader oder ein einfach gekrimmter Riss, was prinzipiell auch mit einem
zweidimensionalen Modell untersucht werden kann. Geometrie, Randbedingungen und
Materialparameter des Balkens sind in Abbildung 5.7 angegeben. Zwei Randkanten sind
wie dargestellt gelagert, die Last t, wird symmetrisch in Balkenmitte als Flichenlast
iiber eine Elementbreite aufgebracht. In einer quasistatischen Berechnung unter Ver-
schiebungskontrolle wird die Verschiebung . inkrementell in jedem Lastschritt um 0,001
mm gesteigert. Fiir die Rissinitiierung werden die entsprechenden dufleren Elementrei-
hen etwas geschwécht. Es werden zwei unterschiedliche Elementunterteilungen betrach-
tet, wobei jedes Element der groben Diskretisierung im Rissbereich eine Kantenlange
von 5 mm hat, bei der feineren Variante 2,5 mm.
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Rissinitiierung

uy =uz =0 ups =0
gerade  krumm
Matrixmaterial:
| . . ,
N 10 mm E i 10000 N/mm
v = 0,0
35 mm kohésive Rissflache:
s T T T oM T T T T T~ B 1 = 5,0 N/mm2
T mim
- nmil_ —j3; Ge = 02 Nmm/mm2
" 527 Uc dint = 0,0
I 115 mm I

Abbildung 5.7: Geometrie, Randbedingungen und Materialparameter des Dreipunktbie-
gebalkens mit zwei Rissinitiierungspositionen.

Rissnormalspannung ¢, (Lastschritt 186) Rissoffnung Juy,] (Lastschritt 186)

[un] [mm]
0.1368

tn [N/mm]
4215

0.12239
0.10798
0.093564

£ 0079152

| 0.064741

0050329

0.035917
0.021505
0.007093

3.7866
3.3682
2.9208

-0.0029798

Abbildung 5.8: Rissoffnung, Rissnormalspannung und Hauptnormalspannung im Last-
schritt 186 und deformierte Struktur vor totalem Versagen.

Im ersten Fall der mittigen Rissinitiierung wachst der Riss in einer ebenen Flache durch
den gesamten Balken. Dabei 6ffnet sich der Riss stetig in Normalenrichtung, so dass die
deformierte Figur eine keilformige Riss6ffnung tiber den Balken aufweist, siche Abbil-
dung 5.8 rechts unten. Beide untersuchten Rissverfolgungsstrategien aus den Abschnit-
ten 5.4.1 und 5.4.2 erzielen fiir diese einfache Konfiguration fast identische Ergebnisse,
weshalb in Abbildung 5.8 nur die Ergebnisse der modifizierten Level-Set-Methode in Teil-
bereichen fiir das grobe Netz dargestellt werden. Zu sehen sind die Rissnormaldffnung
[u], und Normalspannung #, in der Rissflache zum Lastschritt 186 sowie die Verteilung
der Hauptnormalspannung o7 im Schritt 185 vor Weiterfithrung der Rissfront um eine
Elementreihe.
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% [N/mm?] gerade Rissfliche % [N/mm?] gekriimmte Rissfliche
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Abbildung 5.9: Last-Verschiebungs-Kurven des Dreipunktbiegebalkens bei gerader und
gekriimmter Rissflache.

Die Last-Verschiebungs-Kurven beider Diskretisierungen verhalten sich wie in Abbil-
dung 5.9 links zu sehen ahnlich, wobei die der feinen Diskretisierung insgesamt glatter
verlauft. Dies kommt daher, dass sich der Riss bei der feineren Diskretisierung ofters
in kleineren Inkrementen ausbreitet und dabei jeweils weniger Energie dissipiert wird
als beim Reiflen durch ein gréfieres Element. Fiir die grobe Diskretisierung sind Punkte
des Rissfortschritts am steilen Abfall der Last-Verschiebungs-Kurven zu erkennen. Der
Rissfortschritt findet innerhalb weniger Lastschritte tiber die gesamte Balkenbreite statt.
Danach kann die Last jeweils durch Umlagerungen in ungeschédigte Bereiche ein wenig
gesteigert werden, bevor es zu erneutem Rissfortschritt kommt. Es sei angemerkt, dass
der gezackte Verlauf sehr stark von der Bruchenergie abhéngt. Ist diese sehr klein, z.B.
Gt = 0,05 Nmm/ mm?, kann in den ungeschidigten Bereichen mehr Last ibernommen
werden, als Energie durch weitere Rissoffnung dissipiert wird, was sich in einem starken
Anstieg nach jedem Lastabfall Auflert. Ist sie hingegen gro$, z.B. Gy = 0,5 Nmm/ mm?,
fallt die Last auch nach Rissfortschritt kontinuierlich weiter ab, da mehr Energie durch
Rissoffnung dissipiert wird als durch zuséatzlich Lastaufnahme aufgebaut werden kann.

Um einen gekrimmten Rissverlauf zu erzielen, wird die geschwéchte Elementreihe im
Dreipunktbiegebalken nun mit 10 mm Abstand zur Mitte angeordnet. Fiir dieses Bei-
spiel mit exzentrischer Rissinitiierung liefern beide Rissfortschrittsmethoden leicht un-
terschiedliche Ergebnisse, die anhand der entstehenden Rissflichen diskutiert werden.
Abbildung 5.10 zeigt die deformierten, gerissenen Balken in 10-facher Uberhéhung. Der
lokale Rissverfolgungsalgorithmus liefert eine scheinbar weniger glatte Rissflache als die
modifizierte Level-Set-Methode in Teilbereichen mit grofieren Ausreiflern aus einem glat-
ten Risspfad vor allem im unteren Bereich des Balkens. Die Last-Verschiebungs-Kurve
ist in Abbildung 5.9 rechts fiir die gekriimmte Rissfliche zu sehen. Im Vergleich zur
geraden Rissfliche kann eine hohere Traglast erzielt werden, da die gekriimmte Flache
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5.6 Modellbeispiel Dreipunktbiegebalken

LSM in Teilbereichen
lokaler Rissfortschritt

Tl (Deformation x10) (Deformation x10)

Abbildung 5.10: Geoffnete gekriimmte Rissfléache fiir beide Rissfortschrittsalgorithmen.

auch auf Schub beansprucht wird und sich etwas verhakt. Die vorherigen Bemerkungen

zum gezackten Verlauf gelten auch fir diesen Fall.
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Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

6.1 Einfiihrung

Das Strukturverhalten und die Versagensprozesse vieler heterogener Materialien des In-
genieurwesens werden durch verschiedene unelastische Phanomene auf unterschiedlichen
Skalen beschrieben. Versagensmechanismen, die sich auf einer feinen Skala, beispielswei-
se im pm-Bereich, entwickeln, haben oft einen grofien Einfluss auf das makroskopische
Verhalten der untersuchten Struktur, deren charakteristische Lange im cm-Bereich liegen
kann. Schédigungsbeginn und -fortschritt finden auf verschiedenen, miteinander gekop-
pelten Skalen statt, weshalb das Versagen an sich ein mehrskaliges Phanomen ist. Im
Grunde sind alle Materialien auf einer beliebig kleinen Skala heterogen, weshalb phy-
sikalische Vorgénge der Feinskala bei der Entwicklung zuverléssiger Verhaltensmodelle
in der grobskaligen Formulierung zu berticksichtigen sind. Heutzutage kommen komplex
geformte Strukturen und Verbundwerkstoffe mit mehrskaligem Charakter immer haufi-
ger flir Anwendungen in Hochleistungsbereichen zum Einsatz, weshalb ihre mehrskaligen
Versagensprozesse zuverlédssig wiederzugeben sind.

Die Verwendung von Mehrskalenmethoden ist sinnvoll, wenn die feine Skala viel kleiner
als die grobe Skala des Problems ist. In diesen Fallen ist es nicht moglich, die Mikro-
effekte im gesamten Untersuchungsgebiet fein aufzulosen, denn solch mikroskopische
Berechnungen sind oft komplex und aufgrund der sehr grofien Anzahl an Freiheitsgra-
den und den damit verbundenen Rechenzeiten zu aufwéindig. Mehrskalenmethoden ma-
chen solche Berechnungen durchfithrbar, in denen die charakteristischen Eigenschaften
des mikroskopischen Materialaufbaus abgebildet werden. Sie erméglichen den Transfer
detaillierter Kenntnisse tiber materiellen Aufbau und Versagensmechanismen von der
Mikroskala auf die Makroskala. Dabei werden makro- und mikroskopische Modelle mit-
einander gekoppelt, um die Vorteile der Einfachheit und Effizienz der Makromodelle
sowie die Genauigkeit der Mikromodelle auszunutzen. Das Ziel der Mehrskalenmetho-
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6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

den liegt also in der Reduktion des Rechen- und Speicheraufwands im Vergleich zu einer
feinskaligen Losung im gesamten Gebiet sowie in einer gleichzeitig moglichst genauen
Vorhersage der globalen Antwort.

Die Untersuchungen numerischer Simulationen konnen sich auf verschiedene Beobach-
tungsebenen beziehen. Liegt das Hauptaugenmerk auf dem gesamten Strukturverhal-
ten, erfolgen die Untersuchungen auf der Makroskala, deren charakteristische Grofle den
Strukturabmessungen entspricht. Sollen die Struktureffekte vernachléssigt und stattdes-
sen feinskalige Effekte wie das Entstehen und Wachsen kleiner Risse abgebildet werden,
wird die Mikroskala herangezogen. Die GroBenordnung dieser Skala kann als charakte-
ristische Lénge der Heterogenitaten angenommen werden. Alternativ konnen sich Unter-
suchungen auch auf die Mesoskala beziehen, welche einen guten Kompromiss zwischen
Genauigkeit und Effizienz darstellt. Im Rahmen des betrachteten Zweiskalenmodells
werden nur die Begriffe makro und mikro verwendet, wobei mit Makroskala immer die
grobe Skala entsprechend den Strukturabmessungen bezeichnet wird und mit Mikro-
skala immer eine feinere Skala, unabhéngig von ihren Abmessungen im physikalischen
Raum.

Liegen sehr grofle Unterschiede in den charakteristischen Langen Lgyop, und Ly, der Ma-
kroskala bzw. Mikroskala vor, kann die Annahme der Skalenseparation mit vollstindig
voneinander getrennten Skalen getroffen werden (NEMAT-NASSER UND HORI 1999).
Damit ist die Idee verbunden, dass die grobskaligen Feldgroflen in einem reprasentati-
ven Ausschnitt der Mikrostruktur konstant sind. Die im Fokus dieser Arbeit liegenden
kohasiven Reibungsmaterialien weisen ein weit ausgedehntes Versagen auf, das sich iiber
grofle Teile des Untersuchungsgebietes in mechanischer Entfestigung und diskreten Ris-
sen duflert. In diesem Fall kann nicht mehr von einer Skalenseparation ausgegangen
werden, welche die Basis der in Abschnitt 6.2.1 angefiihrten Homogenisierungsmetho-
den ist. Stattdessen konnen superpositionsbasierte Mehrskalenmethoden zum FEinsatz
kommen. In diesem Kapitel wird eine effiziente Losungsmethode vorgestellt, die den
physikalisch begriindeten, mehrskaligen Charakter der auftretenden Schadigungsphé-
nomene ausnutzt. Es wird ein hierarchisches Zweiskalenmodell zur mechanischen und
numerischen Modellierung makroskopischer Strukturen unter direkter Berticksichtigung
mikroskopischer Phéanomene formuliert. Das vorgestellte Modell stellt eine Erweiterung
des Modells aus HUND (2007) und HUND UND RAMM (2007) auf den dreidimensionalen
Raum dar und basiert auf der Anreicherung der gewohnlichen Losung mit einer feinska-
ligen Komponente. Es soll insbesondere der methodische Aspekt der Arbeit betont wer-
den, weshalb die Losung grofSformatiger Problemstellungen nicht im Vordergrund steht.
Der entwickelte Algorithmus kann als volumenkoppelnde, simultane Losungsstrategie
bezeichnet werden. Hierin ist es wichtig, die Effizienz gegeniiber einer Feinskalenlosung
zu erhohen, ohne dabei an Genauigkeit zu verlieren.
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6.2 Uberblick zur Mehrskalenmodellierung

Der folgende Abschnitt soll einen Uberblick zu verschiedenen Mehrskalenmethoden ge-
ben, um die verwendete Formulierung in die vorhandenen Methoden zur Losung mehr-
skaliger Strukturprobleme einordnen zu kénnen. Danach wird das Zweiskalenmodell
aufgearbeitet und die Spezifikationen fiir die dreidimensionale Modellierung diskutiert.

6.2 Uberblick zur Mehrskalenmodellierung

Mehrskalenmethoden koénnen grundsétzlich in zwei Gruppen klassifiziert werden, je
nachdem, ob die Annahme der Skalenseparation giiltig ist oder nicht. Diese Annah-
me kann allerdings im Laufe der Beanspruchung ihre Giiltigkeit verlieren. Homogenisie-
rungsmethoden werden verwendet, wenn die Annahme der Skalenseparation zutrifft und
der Skaleniibergang punktweise erfolgen kann. Ist dies nicht moglich, kommen hierar-
chische Mehrskalenmethoden mit einem volumenverbindenden Skalentibergang zur An-
wendung, siche auch Abbildung 6.1 fir eine schematische Veranschaulichung.

6.2.1 Homogenisierungsbasierte Mehrskalenmethoden

Bei homogenisierungsbasierten Methoden wird das heterogene Material auf der Mikro-
skala durch ein homogenes effektives Ersatzmaterial, im Sinne einer idealisierten Be-
schreibung als Kontinuum, ersetzt. Durch Mittelungsbildung charakteristischer Feld-
groflen tber ein statistisch repriasentatives Volumenelement (RVE) der Mikrostruktur
werden die konstitutiven Eigenschaften des Ersatzmaterials bestimmt, siehe beispiels-
weise HILL (1963), HASHIN (1983) oder NEMAT-NASSER UND HORI (1999). Fiir jeden
Punkt des Kontinuums ist solch ein materielles Volumenelement definiert, das genug He-
terogenitdten umfassen muss, um statistisch reprasentativ zu sein. Der Skalentiibergang
erfolgt punktweise, wie in Abbildung 6.1 links dargestellt. Das Spannungs-Verzerrungs-
Verhalten eines infinitesimalen Punktes auf der Grobskala wird durch das Verhalten des
RVE beschrieben, fiir welches eine Reihe von Randwertproblemen mit verschiedenen
Testlasten zu losen ist.

Bisher wurde eine Vielzahl von Theorien entwickelt, um das makroskopische Material-
verhalten abzubilden. Bei elastischem Verhalten und kleinen Deformationen existieren
teils analytische Losungen zur Ermittlung effektiver Materialtensoren, ansonsten werden
numerische Verfahren wie Mischungsregeln oder andere Naherungen verwendet. Insbe-
sondere Homogenisierungsmethoden basierend auf einem RVE haben sich fiir lineares
Materialverhalten seit langer Zeit etabliert. Aktuelle Forschungsaktivitaten untersuchen
numerische Aspekte der Homogenisierung, wobei in den letzten Jahrzehnten vor al-
lem Theorien fir nichtlineare Materialantworten immer ausgereifter wurden. Einen um-
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Abbildung 6.1: Unterschiede beim Skalentibergang zwischen homogenisierungsbasierten
und hierarchischen Mehrskalenmethoden, nach HUND (2007).

fassenden Uberblick zur computerorientierten Homogenisierung findet sich in NEMAT-
NASSER UND HORI (1999) sowie ZOHDI UND WRIGGERS (2001).

Eine Variante homogenisierungsbasierter Methoden ist die ungekoppelte numerische
Homogenisierung. Zweck dieses Verfahrens ist es, Ersatzeigenschaften des heterogenen
Materials zu bestimmen und daraus ein grobskaliges Werkstoffgesetz zu formulieren,
vergleiche SUQUET (1987) und ZOHDI U. A. (1998). Der Vorteil ungekoppelter Homo-
genisierungsverfahren besteht darin, dass die Bestimmung der Ersatzeigenschaften nur
ein einziges Mal durch Auswertung unabhéngiger Belastungszustdnde am RVE vorge-
nommen werden muss. Bei nichtlinearen Problemen ist die Herleitung makroskopischer
Werkstoffgesetze aus dem mechanischen Verhalten des RVE schwierig. Durch Einfiih-
ren interner Variablen zur phénomenologischen Erfassung nichtlinearer Vorginge auf
der feinen Skala, womit gleichzeitig Annahmen tiber das nichtlineare makroskopische
Verhalten getroffen werden, konnen diese Schwiergikeiten gelost werden. So konnten in
DOBERT (2001) mittels einer Parameteridentifikation die effektiven Materialparameter
und internen Variablen bestimmt und mit der numerisch effektiven Antwort des RVE in
Bezug gesetzt werden.
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Kann kein adaquates, effektives Werkstoffgesetz fiir die Grobskala gefunden werden,
kommen numerisch gekoppelte Homogenisierungsverfahren zum Einsatz. Dabei wird
auf die Formulierung eines grobskaligen Materialmodells in geschlossener Form und
somit auf die Berechnung homogenisierter Materialparameter verzichtet, siche SCHRO-
DER (1996) oder MIEHE UND KocH (2002). Mittels einer sogenannten Mikro-Makro-
Modellierung wird an jedem Integrationspunkt der Grobskala zu jedem Belastungszu-
stand ein lokales, nichtlineares Randwertproblem mit detaillierter Mikrostrukturmodel-
lierung im RVE gelost. Die momentan effektiven Spannungen und die effektive Ma-
terialtangente der Grobskala ergeben sich durch Homogenisierung der entsprechenden
GroBlen im RVE. Dieses Verfahren weist viele Vorteile auf. So sind keine Annahmen
beziiglich des konstitutiven Modells auf der Makroskala notwendig, wodurch beliebiges
Materialverhalten abbildbar ist. Insbesondere kénnen grofie Deformationen sowohl auf
Mikro- als auch auf Makroebene behandelt werden. Einen weiteren Vorteil bietet die Be-
riicksichtigung detaillierter Informationen der Mikrostruktur in der Makroanalyse. Ein
erheblicher Nachteil besteht jedoch darin, dass dieses Verfahren wesentlich aufwandiger
ist als die ungekoppelte Homogenisierung. Fiir die Losung des Randwertproblems in den
RVEs und auf der Grobskala kénnen beliebige Verfahren verwendet werden. So unter-
scheiden sich die in der Literatur vorgestellten Methoden vor allem in den Modellen,
die auf den verschiedenen Ebenen benutzt werden. Als eine unter vielen Varianten sei
die sogenannte FE*-Methode erwihnt, die sowohl auf der groben Strukturskala als auch
auf der feinen Skala ein FE-Modell verwendet, siehe beispielsweise MIEHE UND KOCH
(2002) oder FEYEL (2003). Eine weitere Form der Homogenisierung représentiert die
Homogenisierung zweiter Ordnung. Dazu zahlt die Arbeit KOUZNETSOVA U. A. (2002),
in der ein gradientenerweitertes Homogenisierungsverfahren vorgestellt wird, mit dem
sich auch mikromechanische Grofieneffekte und hohe Gradienten der makroskopischen
Groflen abbilden lassen.

Wihrend eines Homogenisierungsverfahrens werden die im Folgenden beschriebenen
Schritte durchgefiihrt. Zuerst muss das RVE definiert werden, wobei darauf zu ach-
ten ist, dass es statistisch repréasentativ ist. Es muss also grofl genug sein, um geniigend
Informationen der Mikrostruktur zu beinhalten, und gleichzeitig klein genug, um noch
als Punkt der Grobskala aufgefasst werden zu kénnen. Im nachsten Schritt miissen geeig-
nete Randbedingungen, die den Belastungszustand auf der Grobskala widerspiegeln, an
das RVE iibermittelt werden. Dazu werden zumeist Verschiebungs-, Spannungs- oder
periodische Randbedingungen auf das RVE aufgebracht. In diesem Schritt des Ska-
leniibergangs werden Informationen von der Grob- zur Feinskala transferiert. Danach
wird das Randwertproblem im RVE gelost und die effektiven Variablen durch Mitte-
lung berechnet. Die Homogenisierung der Informationen der feineren Skala stellt den
Skalentibergang von der Fein- zur Grobskala dar.

97



6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

In letzter Zeit wurden auch einige Ansatze fiir die mehrskalige Versagensmodellierung
fortschreitender Risse vorgeschlagen, darunter auch Kopplungen der X-FEM mit Mehr-
skalenmethoden. So wurde in WYART U. A. (2008) und GUIDAULT U.A. (2008) eine
mehrskalige, erweiterte Finite-Elemente-Methode verwendet, welche die Mikro-Makro-
Methode aus LADEVEZE U. A. (2001) mit der X-FEM verbindet. Die Mikro-Makro-
Methode basiert auf der Zerlegung des Gebietes in Substrukturen und Kopplungsfla-
chen sowie der Zerlegung des betrachteten Zeitintervalls. Mithilfe der LATIN-Methode
(LADEVEZE 1999) wird das entstehende Mehrskalenproblem effizient gelost. Eine weitere
Methode, die Homogenisierungstechniken mit diskreter Rissmodellierung koppelt, ist die
in LOENERT UND BELYTSCHKO (2007) eingefithrte Mehrskalen-Projektionsmethode, die
spéter in LOHNERT UND MULLER-HOEPPE (2008) auf dreidimensionale Berechnungen
erweitert wurde. Darin wird der Einfluss von Mikrorissen an der Spitze eines Makrorisses
auf die Entwicklung des Makrorisses untersucht. Im feinskaligen Modell wird die Inter-
aktion der Mikro- und Makrorisse detailliert modelliert, um die Antwort auf die grobe
Skala zu projizieren, welche somit Effekte der Mikrorisse berticksichtigt. Die feinskali-
gen Berechnungen kénnen dabei unabhéngig voneinander durchgefiithrt werden. Auch
die kirzlich in den Arbeiten BELYTSCHKO U. A. (2008) und BELYTSCHKO UND SONG
(2010) entwickelte MAD-Methode (multiscale aggregating discontinuities) behandelt die
Auswirkungen von Mikrorissen auf die Makroskala mit Homogenisierungsmethoden. Auf
Basis perforierter Einheitszellen, welche materielle Instabilitaten auf der Mikroskala aus-
schlielen, konnen dquivalente Diskontinuitéten in der groben Skala eingefithrt werden.
Informationen zu Richtung und Grofle der Diskontinuitiat werden zusammen mit den
Spannungen in der Einheitszelle an das Makroelement iibergeben. Wie der Name der
Methode bereits andeutet, werden bei diesem Verfahren mehrere Diskontinuitaten in der
Einheitszelle zu einer einzelnen Diskontinuitéit in der Grobskala vereinigt.

6.2.2 Mehrskalenmethoden mit volumenkoppelndem
Skaleniibergang

Mehrskalenmethoden mit einem volumenkoppelnden Skaleniibergang werden eingesetzt,
wenn die Annahme der ausreichenden Skalenseparation nicht giiltig ist. So kénnen bei-
spielsweise sich auf der Mikroskala initiierte Versagenszonen wéhrend der Belastungsge-
schichte zu makroskopischen Phénomenen wie schmalen Lokalisierungszonen oder dis-
kreten Rissen entwickeln. Weitere skalentiibergreifende Phanomene sind Schockfronten
bei dynamischen Prozessen sowie turbulente Stromungen. Insbesondere aufgrund der
Entwicklung leistungsfahiger Verbundwerkstoffe lassen sich die Skalen haufiger nicht
mehr komplett voneinander trennen. Ist die Skalenseparation nicht giiltig, sollten die
mehrskaligen Phénomene auf beiden Skalen explizit modelliert werden. Das heifit die
Mikrostruktur ist in Teilbereichen des Untersuchungsgebiets durch hierarchisches Verfei-
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nern genau aufzulésen und auf den relevanten Skalen sollten Modelle eingesetzt werden,
welche die wesentlichen Mikroeffekte genau abbilden konnen. Dabei ist es grundsétzlich
moglich, in Regionen unterschiedlicher Auflosung verschiedene Modelle zu verwenden.
Im Folgenden werden einige hierarchische Mehrskalenmethoden vorgestellt.

Die in den Arbeiten HUGHES (1995) und HUGHES U. A. (1998) entwickelte variations-
basierte Mehrskalenmethode (VMS) stellt die methodische Grundlage fiir eine effek-
tive Mehrskalenmethode zur Losung einer Vielzahl von Mehrskalenproblemen in der
Struktur- und Fluidmechanik bereit. Grundidee ist, dass die grobe rdumliche Diskreti-
sierung nicht ausreicht, um alle bedeutenden Eigenschaften der Losung hervorzubringen.
Insbesondere liegen die feinskaligen Losungsanteile auflerhalb der Auflosungskapazité-
ten der groben Diskretisierung und konnen deshalb nicht hinreichend abgebildet werden.
Diese Idee fithrte zur additiven Anreicherung der grobskaligen Losung mit einem fein-
skaligen Losungsanteil, wobei dieser mit dem Fehler der groben Diskretisierung assoziiert
werden kann und somit die Gesamtlosung verbessert. Losungsanteile, die einen grofien
Gradienten aufweisen, konnen der feinskaligen Losung zugeschrieben werden. So konnte
in GARIKIPATI UND HUGHES (1998) sowie GARIKIPATI UND HUGHES (2000) das Kon-
zept der VMS fiir ein- und mehrdimensionale Lokalisierungsprobleme in homogenen,
entfestigenden Materialien angewendet werden und in GRAVEMEIER (2003) fiir turbu-
lente Stromungssimulationen inkompressibler Fluide. In HUND UND RAMM (2007) und
HETTICH U. A. (2008) wurde die VMS fiir nichtlineares Verhalten heterogener Werkstoffe
formuliert, um Schadigung und Rissfortschritt auf zwei Skalen zu simulieren. Eine Erwei-
terung auf grofie Deformationen wurde in MERGHEIM (2009) vorgestellt. In den zuletzt
genannten Arbeiten konnte gezeigt werden, dass eine Kopplung der Skalen insbesondere
fir die Simulation von Lokalisierungsproblemen und diskreten Versagensphanomenen
wichtig ist.

Hierarchische Mehrskalenmethoden unterscheiden sich vor allem durch die Modelle der
groben und feinen Skala und der damit verbundenen Diskretisierung der Losungva-
riablen. Weitere Unterscheidungsmerkmale sind die Grofle der Zweiskalengebiete, die
Formulierung von Randbedingungen auf den Réndern dieser Gebiete und schlieflich
der Losungsalgorithmus des global-lokalen Gleichungssystems. Die Wahl der Modelle
zur Abbildung grob- und feinskaliger Losungen hangt von der Problemstellung ab. Das
grobskalige Verhalten kann zumeist durch ein Kontinuumsmodell beschrieben und mit
finiten Elementen diskretisiert werden. Fiir die Modellierung des feinskaligen Verhaltens
kann unabhéngig davon ein breites Spektrum verschiedener Modelle verwendet werden.
In BELYTSCHKO UND XIAO (2003) wurde beispielsweise ein atomares Modell einge-
setzt, es konnen aber auch kontinuumsmechanische oder detaillierte diskrete Modelle,
die das Verhalten der einzelnen Materialkomponenten erfassen, herangezogen werden.
Exemplarisch sind dafiir die X-FEM, Partikelmethoden oder wenn verfiighar analytische
Losungen verwendbar.
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Abgesehen von der VMS gibt es noch weitere sogenannte superpositionsbasierte Metho-
den, die alle auf einer Anreicherung der Grobskalenlosung mit einem feinskaligen Lo-
sungsanteil basieren (F1SH UND SHEK 2000). Die in FisH (1992) entwickelte s-Version
der FEM mit einer hierarchischen Mehrlevel-Struktur gehort auch zu dieser Klasse. Da-
bei werden in kritischen Bereichen beliebiger Form, zusatzlich zum zugrunde liegenden
Grobskalennetz, hierarchische Elemente hoherer Ordnung eingefithrt. Durch Erhohung
des Polynomgrades wird die Genauigkeit der Losung verbessert und die Auflosung lo-
kaler, feinskaliger Merkmale ermoglicht, ohne das Grobskalenmodell zu verandern. Ein
Vorteil der Methode ist, dass die beiden aufeinanderliegenden Netze an den Knoten nicht
iibereinstimmen miissen und die Gesamtverschiebung sich aus der Summe der Verschie-
bungen beider Approximationen ergibt. Kombinationen der X-FEM mit der s-Version
der FEM fur Risswachstum wurden beispielsweise in LEE U. A. (2004) und NAKASUMI
U. A. (2008) behandelt. Eine Art FE?-Methode bei starker Kopplung der Skalen ohne
Skalenseparation wurde in MARKOVIC UND IBRAHIMBEGOVIC (2004) sowie MARKOVIC
U. A. (2005) vorgestellt. Im Gegensatz zu der in Kapitel 6.2.1 erwihnten FE*-Methode
aus FEYEL (2003) wird die mikroskopische Berechnung auf Ebene einzelner grobskaliger
Elemente statt auf Integrationspunktebene durchgefiihrt. Eine FE-Berechnung auf der
Mikroskala liefert hierin die Residuen und Steifigkeiten fiir jedes Makroelement. Alter-
nativ zu FE-Berechnungen auf beiden Skalen wird in GHOSH U. A. (2001) das Modell
der Mikroebene durch eine Voronoi-Zellen-Methode ausgetauscht.

Beziiglich des Losungsalgorithmus konnen partitionierte und simultane Losungsstrate-
gien voneinander unterschieden werden. Partitionierte Losungsalgorithmen losen das
Zweiskalenproblem fiir die Grobskala im gesamten Gebiet und fiir das detaillierte Pro-
blem in zweiskaligen Bereichen voneinander entkoppelt. Das in IBRAHIMBEGOVIC UND
MARKOVIC (2003) beschriebene Operator-Split-Verfahren ist ein Beispiel solch eines Al-
gorithmus. Bei schwacher Kopplung werden die Losungen des letzten Iterationsschrittes
zwischen den Feldern der verschiedenen Skalen in Form von Randbedingungen tiber-
geben. Ist das Zweiskalenproblem hingegen stark gekoppelt, sollte die Losung simul-
tan erfolgen. Hierfiir haben sich Gebietzerlegungsmethoden, die im néachsten Abschnitt
vorgestellt werden, und effiziente Gleichungsloser bewahrt, welche den Losungs- und
Speicheraufwand gegeniiber einer Feinskalenlosung erheblich reduzieren. Traditionelle
Mehrskalenmethoden wie die Multigrid-Methode sind effektive Mikroskalenloser, die al-
le Details im Mikroskalenmodell auflosen.

6.2.3 Gebietzerlegungsmethoden
Die vielen Mehrskalenmethoden zugrunde liegende Strategie ist Gebietzerlegungsmetho-

den sehr @hnlich. Diese bieten Strategien zur effizienten Losung grofler Probleme und
konnen als fortgeschrittene, parallele Losungsmethoden klassifiziert werden. Die Effizi-

100



6.3 Zweiskalenmodell fiir nichtlineares Materialverhalten

enz von Gebietzerlegungsmethoden resultiert aus der Aufteilung des Untersuchungsge-
bietes, wodurch das grofle Gleichungssystem in viele kleine, entkoppelte Teilprobleme
zerlegt wird, die parallel gelost werden konnen und einen geringeren Rechen- und Spei-
cheraufwand erfordern. Ein wichtiger Aspekt, in dem sich Gebietzerlegungsmethoden
unterscheiden, ist die Wahl der Randbedingungen an den Kopplungsrandern zwischen
einzelnen Teilgebieten. Generell kann die Kopplung in einem tiberlappenden Bereich
oder bei nichtiiberlappenden Gebietzerlegungsmethoden nur iiber den Kopplungsrand
selbst erfolgen. Der Ursprung nichtiiberlappender Gebietzerlegungsmethoden ist in der
Substrukturtechnik zu finden, siehe zum Beispiel WILSON (1974). Dabei stellt jedes
Teilgebiet ein Superelement dar, dessen innere, lokale Freiheitsgrade durch statische
Kondensation eliminiert werden koénnen. Nur die globalen Freiheitsgrade auf dem Rand
der Superelemente verbleiben im Gleichungssystem, womit dessen Grofie reduziert wird.

Eine weit verbreitete Gebietzerlegungsmethode ist die FETI-Methode (finite element
tearing and interconnecting) aus FARHAT UND RouX (1991). Das entscheidende Merk-
mal besteht in der Aufteilung des Untersuchungsgebietes in nichtiiberlappende Teilge-
biete, die iiber Lagrange-Multiplikatoren miteinander verbunden bleiben, um die Kon-
tinuitat der Priméarvariable tiber den Kopplungsrand zu erzwingen. Die FETI-Methode
ist eine der erfolgreichsten Methoden zur parallelen Losung grofler Gleichnungssysteme,
welche sich bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen ergeben (FARHAT
U. A. 2001).

Gebietzerlegungsmethoden sind eng mit Mehrskalen- und Mehrfeldproblemen verbun-
den. So besteht eine Ahnlichkeit zwischen Gebietzerlegungsmethoden und superpositi-
onsbasierten Mehrskalenmethoden unter anderem in der Kopplung des Mehrskalenge-
bietes mit der restlichen Struktur. Bei Gebietzerlegungsmethoden erfolgt die Kopplung
nur tiber den Rand, wohingegen bei additiver Aufteilung des Losungsraums eine volu-
metrische Kopplung im Mehrskalengebiet besteht.

6.3 Zweiskalenmodell fiir nichtlineares Materialverhalten

Im Folgenden wird ein Zweiskalenmodell vorgestellt, dessen Skalen zum Einen als Grob-
und Feinskala aber auch als Makro- und Mikroskala bezeichnet werden. Die Makro-
skala stellt jene Skala dar, auf der das globale Strukturverhalten untersucht wird. Die
kleinere Skala wird Mikroskala genannt. Nichtlineares Materialverhalten wird auf beiden
Skalen durch eine regularisierte isotrope Schadigungsformulierung berticksichtigt, siehe
Kapitel 3.3.2. Exemplarisch werden quasisprode Einphasenmaterialien untersucht, wobei
das Zweiskalenmodell mit dieser Materialformulierung auch im entfestigenden Bereich
eingesetzt werden kann.
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6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

6.3.1 Additive Zerlegung des Verschiebungsfeldes und Begrenzung
des Zweiskalengebietes

Im Rahmen der superpositionsbasierten Mehrskalenmethode wird ein additiver Splitt
des Verschiebungsfeldes u in einen makroskopischen Anteil &1 und einen mikroskopischen
Anteil v’ angenommen. Die gleiche Aufteilung erfolgt fiir die Testfunktionen du. G re-
prasentiert die niederfrequente, gemittelte Antwort und u’ Schwankungen der kleinen
Skala im Zweiskalengebiet. Der Verschiebungsgradient und die entsprechende virtuelle
Grofle werden in gleicher Weise additiv zerlegt.

u ; e = & + €

+
+ ou ; de = 0 + o€

!/

=

u =

Su = & (6.1)

=

Das Gebiet Q wird in zwei Bereiche aufgeteilt. Der Bereich Q¢ bedarf keiner feinen
Auflosung, weshalb vernachléssigbar kleine mikroskopische Verschiebungen u’ = 0 an-
genommen werden konnen. Im Bereich Q¢ setzt sich die Gesamtlésung nach Gleichung
(6.1) aus zwei Komponenten zusammen. Das makroskopische Verschiebungsfeld 1 ist
demnach iiberall definiert. Die Nichtlinearitaten, die sich in Fluktuationen der Gesamt-
losung u’ # 0 duBlern, entstehen durch lokale Steifigkeitsunterschiede infolge Mikrorissen
im Material oder Heterogenitéten in der Mikrostruktur. In den feinskaligen Regionen
04 ist eine hohere Auflosung der Feldvariablen nétig, um beispielsweise den lokalen,
mikroskopischen Strukturaufbau abzubilden und die relevanten Versagensprozesse zu
erfassen.

In Abbildung 6.2 ist das Randwertproblem einer geschéidigten Struktur skizziert. Die
hellen Elemente markieren das gesamte Grobskalengebiet Q¢ = Q, in welchem das
linear-elastische Materialgesetz unter Annahme kleiner Verzerrungen giiltig ist. Die grau
schattierten Elemente kennzeichnen das Zweiskalengebiet Q4 = (2’| in dem es zu nichtli-
nearem Materialverhalten kommen kann und somit ein entsprechendes Materialgesetz zu
verwenden ist. Das Zweiskalengebiet umfasst alle Grobskalenelemente, die von der Lo-
kalisierungszone betroffen sind, wobei die Randfliche I'! = I'" des Zweiskalengebiets die
beiden Bereiche (2 und € verbindet. Die Kompatibilitat der Verschiebungen am Rand
[ des Einflussbereiches feinskaliger Effekte wird mit der Annahme u’ = 0 garantiert.
Das Feinskalengebiet muss so grof§ gewéhlt werden, dass diese Annahme gerechtfertigt
und der feinskalige Losungsanteil bis zum Ubergang abgeklungen ist. Liegt ein Teil des
Dirichletrandes I", im Zweiskalengebiet, so gilt dort @ + u’ = u. Auch auf dem Neu-
mannrand I} ist u’ frei, weshalb hier o(& + €') - n = t zu erfiillen ist.

Um eine Steigerung der Effizienz gegeniiber einer Feinskalenlosung im ganzen Gebiet zu
erreichen, kann anfangs von elastischem Materialverhalten und einer groben Diskretisie-
rung mit Makroelementen ausgegangen werden. Allerdings sollte die grobe Diskretisie-
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Rand der
Lokalisierungzone

. Grobskalengebiet Q=
u=10; u =0

sy i
/ / 7\ auf Zweiskalengebietsrand

I =T gilt u' = 0
I
™~ auf I/, gilt

/
/ a+u =u
O
¢ \ \ auf Iy gilt
/ %

\ a=u
/ / Zweiskalengebiet (' = Q4
u=ua+u
/ R o = O'(é + €I7 q)
auf Ty gilt auf T'y gilt
o(é+e) n=t o(é) n=t

Abbildung 6.2: Begrenzung des Zweiskalengebietes und Definition der Randbedingun-
gen auf den Grenzen der Grob- und Feinskalengebiete.

rung so verfeinert werden, dass der Fehler entsprechend klein ist. Die feine Skala wird
adaptiv nur in jenen Grobskalenelementen zugeschaltet, in denen die Genauigkeit der
Grobskalenlosung nicht ausreicht oder Interesse an einer detaillierteren Losung besteht.
Diese Verfeinerung der rdumlichen Diskretisierung kann als Netzadaptivitat bezeichnet
werden. Bei unelastischem Materialverhalten sollte nicht nur das Netz, sondern auch das
Modell verfeinert werden, mit dem auf der Feinskala die relevanten mikromechanischen
Effekte abgebildet werden konnen. Erkennt das Grobskalenmodell die Notwendigkeit zur
Verfeinerung, kann die adaptive Umwandlung eines Grobskalenelementes zum Feinska-
lengebiet beispielsweise mithilfe eines dquivalenten Verzerrungswertes gesteuert werden.
Sobald ein verzerrungsbasiertes Kriterium an einem Integrationspunkt des Grobskalen-
elementes erfiillt und somit der Beginn nichtlinearen Verhaltens angezeigt wird, vergro-
Bert sich das Feinskalengebiet. Bei den Beispielen dieser Arbeit wird der Einfachheit
halber auf eine adaptive Zuordnung grobskaliger Elemente zum Feinskalengebiet und
damit auf optimale Effizienz verzichtet und von Anfang an jedes Grobskalenelement a
priori dem Feinskalengebiet zugeordnet, sodass verzerrungsbasierte Kriterien oder Feh-
lerindikatoren nicht notig sind. Das im weiteren Verlauf des Kapitels aufgestellte Modell
bezieht sich jedoch auf den allgemeinen Fall mit adaptiver Vergroflerung des Zweiska-
lengebiets.
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6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

6.3.2 Variationsformulierung

Fir das Zweiskalenmodell wird der additive Verschiebungs- und Verzerrungssplitt (6.1)
in die schwache Form des Gleichgewichts (2.7) aus Kapitel 2.1 eingesetzt, was einem
Testen der Bilanzgleichung mit grob- und feinskaligen Testfunktionen entspricht. Dabei
wird ohne Verlust der Allgemeinheit die Annahme verschwindender Volumenlasten b
getroffen.

/ (66 +0€') 1o dV = [ (60 +0u) -t dA V (50,6u) €V (6.2)
Q Tt

Die Funktionen t sind im Raum U enthalten, die Funktionen u’ im Raum U’, wobei ei-
ne direkte Summendekomposition des Losungsraums im Feinskalengebiet vorgenommen
wird.

U=UoU ={au |au cH(Q) ud (&+u), =a} (6.3)

Der Raum der Testfunktionen wird entsprechend in V = Vaowv aufgeteilt, wobei die
Testfunktionen dt und du’ auf dem Rand T', verschwinden miissen. Fiir linear unab-
héngige Testfunktionen dt und du’ zerfillt die schwache Form (6.2) in zwei nichtlineare
Gleichungen.

Grobskalenproblem in €2 :
/Qéé 0@ AV + [oeio(E ) av = [sa-tdA vou e

It

(6.4)

Feinskalenproblem in €' :

Q/

de' o(€,€,q) dV:/éu’-fdA Vou eV
¢

Da die Materialantwort beider Skalen tiber ein Konstitutivgesetz beschrieben wird, sind
diese Gleichungen iiber die Spannungen o (&,e’,q), als Funktion des gesamten Verschie-
bungszustandes und der internen Variablen, einfach miteinander gekoppelt. Dabei stel-
len die Spannungen die Kommunikation zwischen den Skalen sicher und definieren den
volumenverbindenden Skaleniibergang. Fiir die folgende Diskretisierung werden die ein-
gefiihrten tensoriellen Groflen wieder in Matrixschreibweise verwendet, ohne dafiir die
Bezeichnung zu éndern.
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6.3.3 Diskretisierung

In dem vorgestellten volumenkoppelnden Zweiskalenmodell werden zur Diskretisierung
der grob- und feinskaligen Probleme jeweils finite Elemente verwendet. Das gesamte
Untersuchungsgebiet wird mit grobskaligen Elementen diskretisiert. In den feinskali-
gen Regionen wird die Mikrostruktur detailliert aufgelost und jedes Grobskalenelement
mit einer beliebigen Anzahl an Feinskalenelementen verfeinert. Im Sinne einer Bubnov-
Galerkin-Approximation werden fiir die Approximation der Losungsfunktionen und der
Testfunktionen die gleichen Formfunktionen verwendet.

o ’
Tele

A A e Jé . !~ /h 4 /€
a ~ u = UN d ; u =~ u = UN d
e=1 e'=1 6.5
ﬁ/ele . . b néle , , ( ’ )
s~ st = JNEAE ; su ~ ou" = | JN'Yadc
e=1 e'=1

~ i

I Tele o h Tole , ,
& ~ A _ B¢ d° : 8, ~ 8/ — U B/ e d/ e
e=1 e'=1 6.6
b lele . . b néle , , ( ’ )
56 ~ 68" = |JBPSd® ; o ~ " = |JB Y ad
e=1 e'=1

Im Verschiebungsvektor d werden die grobskaligen Elementfreiheitsgrade zusammenge-
fasst, in d’ die feinskaligen Elementfreiheitsgrade. Fiir die Stabilitit der Formulierung
ist es notwendig, dass die Ansatzriume fir & und u’ linear unabhéngig sind. Um dies
zu gewihrleisten, ist es ausreichend C%-kontinuierliche, trilineare Polynome fiir N zu
wéhlen und sicherzustellen, dass die feinskaligen Anteile an den Eckknoten der Grob-
skalenelemente verschwinden. Die Diskretisierungsansatze (6.5) und (6.6) fihren auf ein
diskretes Gleichungssystem sowohl fiir das Grobskalenproblem im gesamten Gebiet 2
als auch fiir das Feinskalenproblem im Zweiskalengebiet €2'.
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Grobskalenproblem in € :

l

ele Tole ﬁele
U/ B'o(d) dV + U, Blo@Diaav - U [ Niaa —o
Q/ o IS
flni fini/ f ‘

ext
Feinskalenproblem in € : (6.7)

/
Tele

ele
U [ B o(d D, q) dv — / N'"% dA = 0
er=17

%,_/
£ ¢ g ¢

int ext

Die Assemblierungsoperatoren J, und |, zeigen eine Assemblierung beztiglich der grob-
bzw. feinskaligen Diskretisierung an. flge ist die Anzahl aller Grobskalenelemente € in €,

in Q und 2 in € befinden. n/,_ ist die Anzahl aller Feinskalenelemente

wovon sich 7} s

ele
¢ im Feinskalengebiet (. Die Definition der Frelheitsgrade auf den verschiedenen Skalen

ist zur Verdeutlichung in Abbildung 6.3 dargestellt. In D U"e‘e d; sind die grobskaligen

Systemfreiheitsgrade zusammengefasst, in D' =U 7181 d’, die feinskaligen Freiheitsgra-
de eines Grobskalenelementes. Dabei ist n/,“ die Anzahl der Feinskalenelemente pro
Grobskalenelement é.

6.4 Losung des Zweiskalenproblems

Aufgrund der starken Kopplung der Skalen werden die Gleichungen (6.7) am besten
simultan gelost, was mit der iterativen Newton-Raphson-Methode in effektiver Weise
moglich ist. Alternativ kann, wie in Abschnitt 6.2.2 beschrieben, auch ein partitionierter
Losungsalgorithmus eingesetzt werden.

6.4.1 Annahme lokaler Trager

Um einen effizienten Losungsalgorithmus fiir das Feinskalenproblem zu erreichen, wer-
den fiir die feinskaligen Verschiebungen u’ und deren Testfunktionen du’ lokale Tréa-

ger angenommen. Diese entsprechen jeweils einem Grobskalenelement, was zu nsl

sich
nichtiiberlappenden Teilgebieten €2 in der Feinskalenregion fithrt, ' = U;lel 2,. Die
grobskaligen Verschiebungen 1 bleiben global definiert. Mit dieser Annahme zerfallt die

Feinskalengleichung (6.7), in 7S voneinander entkoppelte, parallel losbare Teilproble-

ele
me in jedem Grobskalenelement. Diese Annahme kompakt unterstiitzter, feinskaliger
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Grobskalendiskretisierung fiir G
’ﬁ Grobskalensystemfreiheitsgrade D

v

Q S
I ~
S Ia—.—c/?— - - Grobskalenelementfreiheitsgrade dg
L |
I l I l !
b b | Annahme lokaler Triiger fiir u’
L .
| |
W7 TN 7
Q! Q 2 O
7 /V
I, % O Nebenbedingungen an
" ¢ u auf I .7
QL

Feinskalendiskretisierung fiir u’
D’, Feinskalensystemfreiheitsgrade

im Grobskalenelement €2} %g '
d/, Feinskalenelementfreiheitsgrade
Abbildung 6.3: Grob- und feinskalige Diskretisierung, Bezeichnung der Freiheitsgrade.

Verschiebungen innerhalb eines Grobskalenelements ist fiir die Effizienz des Losungsal-
gorithmus wichtig, von der nachvollziehbaren Feststellung ausgehend, dass die Losung
der einzelnen Teilprobleme weniger Rechenzeit erfordert als die Losung des gesamten
Feinskalenproblems. Einfluss auf Effizienz und Genauigkeit haben verstandlicherweise
auch die Auflésung der groben Skala und die Anzahl der Feinskalenelemente innerhalb
eines Grobskalenelements. Dazu werden im Rahmen dieser Arbeit allerdings keine Un-
tersuchungen durchgefiihrt, sondern nur auf die zweidimensionalen Untersuchungen in
HUND (2007) verwiesen.

Die Annahme der Lokalitit erzeugt interne Rénder I' , zwischen den Grobskalenlemen-
ten, die durch angemessene Nebenbedingungen miteinander gekoppelt bleiben sollen,
siehe Abbildung 6.3 zur Veranschaulichung. In Kapitel 6.5 werden geeignete Nebenbedin-
gungen an die feinskaligen Verschiebungen u’ in Form von Rand- und Ubergangsbedin-
gungen an den Grenzflachen I zwischen zwei Grobskalenelementen m und s formuliert.
Die Bedingungen haben groflen Einfluss auf Effizienz und Genauigkeit der Zweiskalenfor-
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6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

mulierung. So miissen sie den Informationsfluss iiber den Rand hinweg sicherstellen und
dabei moglichst wenig zusétzliche Freiheitsgrade einfithren. In der Arbeit HUND (2007)
wurden einige Annahmen fiir die Rand- und Ubergangsbedingungen untersucht und
im Hinblick auf Genauigkeit, Implementierungsaufwand, Rechenzeit und Anwendungs-
tauglichkeit getestet. Einige superpositionsbasierte Mehrskalenmethoden gehen auf den
Grobskalenelementrandern von u’ = 0 aus und eliminieren den feinskaligen Losungs-
anteil mittels statischer Kondensation auf Ebene eines Grobskalenelementes, womit die
Annahme eines abklingenden lokalen Charakters von u’ verbunden ist.

6.4.2 Schwache Form

/

it die Nullrandbedingung mit u’ = 0 ver-

Zunachst soll auf allen Kopplungsrandern I"
wendet werden; die Annahme wird spéter in Abschnitt 6.5 aufgehoben. Dies ist die
einfachste Annahme, die beziiglich der Kontinuitat der Feinskalenlosung getroffen wer-
den kann. Das Grobskalenproblem bleibt von der Lokalitdtsannahme unbertihrt und ist
im gesamten Gebiet © durch Gleichung (6.7); gegeben. Die Feinskalengleichung (6.7),
bleibt jedoch nicht fiir das gesamte Feinskalengebiet formuliert, sondern gilt nur noch

innerhalb einzelner Grobskalenelemente €2} C (V'

e’ e

U / B"o(d, D', q) dV— | /F Nt dA =0 in, (6.8)
=174 =171 o

Die Skalen bleiben nach wie vor durch die Spannungen o des nichtlinearen Werkstoff-
verhaltens miteinander gekoppelt, auch wenn dies nur noch lokal in jedem Grobska-
lenelement zutrifft. Gleichungen (6.7); und (6.8) lassen sich vereinfachend in residualer
Form, als Differenz der internen und externen Kréfte, schreiben, wobei die Feinskalen-
gleichungen hier nur noch lokal fiir jedes Grobskalenelement separat aufgestellt werden.

N n

Q / .
ele ele , Tlele R
Gs: R = Ut + Ul - Uk, = o
e=1 e :% e:lA (69)
N n(/elee , n(/elee ,
FS: R* = U — U, = 0 firQ co
e'=1 e'=1

6.4.3 Linearisierung

Durch Linearisierung der diskreten Residuen (6.9) ergibt sich ein Gleichungssystem fiir
die inkrementellen Anderungen der globalen und lokalen Freiheitsgrade AD™! bzw.
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AD,™ im aktuellen Iterationsschritt von i nach i + 1.

~Qf
ele

GS: K. AD™! k> AD,"' = R’
DD T eL:J1 ap’ é (6.10)
FS: ki AdiT + Gp ADYTT = RS fir Q) C O

Die Feinskalengleichungen (6.10), kénnen lokal in jedem Grobskalenelement gelost wer-
den. Dies entspricht der Anwendung nichtiiberlappender Gebietzerlegungsmethoden zur
Losung des Feinskalenproblems. Im Weiteren soll auf den oberen Index fiir den Iterati-
onsschritt fiir eine bessere Lesbarkeit verzichtet werden. Die Steifigkeiten berechnen sich

iiber
e s
K, = U/ B'C! Bdv+|) [ B'CUB AV
e=1 % o=175%
é7 el E, ed
- =kg =k
n(/elee N q
‘= B'CB dV
dD e/L=J1 Q, sec (6.11)
n(/eleé
e _ IT ~ed 7
iy = U . B C,.B dV
e/=1 e

e
Kp = / B C B dV

1—17/ 82
wobei die Elementanteile kga je nach Zugehorigkeit zum Grob- oder Zweiskalengebiet
unterschiedlich ermittelt werden. Im Zweiskalengebiet €' sind in jedem Iterationsschritt
samtliche Steifigkeiten und internen Krafte zu bestimmen. Zur numerischen Integration
der Beitrige einzelner Feinskalenelemente zu £¢, sowie zu kz’&ed, k¢ , und k¢ . miissen
sowohl die Matrix grobskaliger Formfunktionen N als auch der B-Operator B an den
Integrationspunkten der Feinskalenelemente ausgewertet werden. Dazu ist es notwendig,
die natiirlichen Koordinaten é der Grobskalenelemente an den Integrationspunkten der
Feinskala zu bestimmen. Durch Inversion des Ansatzes x = Y7} N [(E)X] ist dies mog-
lich. Fiir trilineare Ansétze fithrt dies auf eine kubische Gleichung, die bei Beschrankung
auf rechtwinklige Elemente mit bekannten Koordinaten x; der Knoten der Feinskalen-

elemente direkt gelost werden kann.
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6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

6.4.4 Algorithmische Umsetzung

Die simultane Losung der grob- und feinskaligen Gleichungen ist erforderlich, um einen
kontinuierlichen Informationsaustausch zwischen den Skalen zu gewéahrleisten. Zur Lo-
sung des linearisierten, stark gekoppelten Gleichungssystems werden die feinskaligen
Verschiebungsinkremente AD’, aus dem Grobskalenproblem eliminiert. Dazu wird das
Gleichungssystem (6.10) in jedem hierarchisch verfeinerten Grobskalenelement & aufge-

stellt.
k“" ed gt Ad, e
[ K Kby ] [ AD/, 1 - [ R 1 (012

D'd

Daraus werden die feinskaligen Verschiebungsinkremente innerhalb eines Lastschrittes
zum Iterationsschritt 7 + 1 statisch kondensiert. Damit ergibt sich ein erweitertes Grob-
skalenproblem in jedem Grobskalenelement des Zweiskalengebiets mit reduzierten Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen und reduzierten Elementresiduen.

e _ e, ed & e —17,¢
kred - k&a - de/(kD/D’) kD/(} (6 13)
I‘fed = f‘é — k;D/ (kED/D/)_lR,e

Diese reduzierten Elementbeitrdge werden danach in das globale Grobskalenproblem
assembliert, welches somit nur noch in den grobskaligen Verschiebungen formuliert ist.

U ko + (Jko, |AD=— |+ i, (6.14)
e=1 e=1 e=1

Das globale Glelchungssystem setzt sich aus den Elementsteifigkeitsmatrizen ke  und
Elementresiduen £¢ der Elemente in {2 und den reduzierten Elementstelﬁgkeltsmatrizen
ki, und Elementresiduen rf,, der Elemente in ' zusammen und beinhaltet die Aus-
wirkung der feinen auf die grobe Skala. Das globale, reduzierte Gleichungssystem (6.14)
kann nun fiir grobskalige Verschiebungsinkremente AD gelost werden. Danach wird fiir
jedes Grobskalenelement das Inkrement des Elementverschiebungsvektors Ad; aus AD
extrahiert und damit zu den feinskaligen Inkrementen AD’, zuriickgerechnet.

/ -1 /€ e
ADA — ( D/D/) |:_R k

D'd

JAd; | (6.15)

Durch Entkopplung der Feinskalengleichungen zwischen den Grobskalenelementen ist
dieser Ansatz auch zur Parallelisierung geeignet.
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6.5 Nebenbedingungen an die feinskaligen Variablen

Wie oben erldutert, miissen aufgrund der Einfithrung lokaler Trager fiir die feinskaligen
Variablen zuséatzliche Bedingungen an den Kopplungsrandern eingehalten werden, um
Einfliisse der Nachbarelemente zu beriicksichtigen. Ein umfassender Uberblick verschie-
dener Moglichkeiten zur Erfilllung der Kompatibilitdt an den Kopplungsrandern wird
in den Arbeiten HUND UND RAMM (2007) sowie HUND (2007) gegeben. Darin wurden
die Eigenschaften der Nebenbedingungen untersucht und im Hinblick auf Anwendungs-
beispiele mit Lokalisierungsphénomenen bewertet. Im Folgenden werden hier die zwei
Konzepte vorgestellt, welche sich in den genannten Arbeiten zum Einen als sehr effizi-

ent und einfach in der Umsetzung und zum Anderen als sehr genau herauskristallisiert
haben.

6.5.1 Nullrandbedingung

Die Nullrandbedingung als Verschiebungsrandbedingung fordert, dass feinskalige Ver-
schiebungen auf allen Randern der Grobskalenelemente verschwinden, was zumindest u’
auf diesen Réndern kompatibel macht. Jedoch verhindert die Randbedingung u’ = 0

/
int

den Informationsaustausch iiber die internen Kopplungsrander I, hinweg. Klingt die
feinskalige Losung sehr schnell von der Storstelle ab, scheint diese Annahme angemessen
zu sein. Deswegen wird die Nullrandbedingung in der Literatur superpositionsbasierter
Mehrskalenmethoden gelegentlich verwendet. Abgesehen davon ist die Implementierung
am einfachsten und der Losungsaufwand gering. Die bisherigen Gleichungen aus Ab-

schnitt 6.4 wurden fiir diese einfache Randbedingung aufgestellt.

Die Nullrandbedingung kann auch in integralem Sinne statt punktweise erfillt wer-
den. Diese Idee resultiert aus der Annahme, dass die feinskalige Losung als Fluktuation
der Grobskalenlosung im Mittel tiber die Kopplungsrénder verschwindet. In M ARKO-
VIC UND IBRAHIMBEGOVIC (2004) wurde diese Variante umgesetzt. Die eingefiihrten
Lagrange-Multiplikatoren, welche die Rénder der Mikronetze mit dem Rahmen verbin-
den, der von den Makroelementen gebildet wird, konnen dabei als Kréfte interpretiert
werden. Wie in PARK UND FELIPPA (2000) sowie PARK U. A. (2002) definiert, sind die
Lagrange-Multiplikatoren lokale Variablen der einzelnen Grobskalenelemente. Nachtei-
le dieser Variante, die in HUND UND RAMM (2007) bei der numerischen Umsetzung
beobachtet wurden, sind unphysikalische Oszillationen und der Verlust numerischer Ro-
bustheit.

Die starke sowie die schwache Nullrandbedingung verhindern den Informationsfluss iiber
Kopplungsréander und schrinken die Kinematik ein. Dies fiihrt bei Anwendungen wie
Rissfortschritt oder Lokalisierung zu sehr ungenauen Ergebnissen, da sich die Strukturen
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8 54 i /A3 /

‘=‘ A1

Abbildung 6.4: Knotenweise Kopplung mit Lagrange-Multiplikatoren A; zwischen Grob-
skalenelementen m und s. Kopplung von vier Feinskalenknoten.

in der Regel zu steif verhalten. Aus diesem Grund kann die vorgestellte Nullrandbedin-
gung nur eine obere Schranke der Last-Verschiebungs-Antwort liefern und die Traglast
sowie Duktilitdat des Systems weit iibertreffen.

6.5.2 Lagrange-Multiplikator-Methode

Abgesehen von der Nullrandbedingung wird in dieser Arbeit auch eine Ubergangsbedin-
gung umgesetzt, welche die Kontinuitét der Kinematik iiber interne Rander I'j; sicher-
stellt. Kontinuitdt der Kinematik bedeutet, dass die Differenz der feinskaligen Verschie-
bungen zwischen benachbarten Grobskalenelementen m und s gleich dem Nullvektor ist
[u] = v}, — u, = 0. Dies ermdglicht den direkten Austausch von Informationen, was
fiir weit ausgebreitete feinskalige Losungen wichtig ist. Insbesondere fiir fortschreitende
Lokalisierungsphanomene und Risse verbreitet sich auch die Feinskalenloésung u’ und
verschwindet weder innerhalb noch auf den Randern der Grobskalenelemente. Erst mit
zunehmender Entfernung von der Lokalisierungszone kann u’ vernachlassigt werden.

Die in Kapitel 6.3 eingefiihrte Zweiskalenformulierung mit der Lokalitdtsannahme aus
Kapitel 6.4 wird durch eine Nebenbedingung an u’ erweitert. Die Ubergangsbedingung
wird durch zusatzliche Gleichungen mithilfe von Lagrange-Multiplikatoren punktweise
auf den Randern I'{ , eingebracht. Dadurch entstehen an allen feinskaligen Knoten zwi-
schen zwei Grobskalenelementen zusétzlich globale Freiheitsgrade, die physikalisch als
Randkréfte zur Erfillung der Kontinuitdatsbedingung identifiziert werden konnen. Der
Einfachheit halber wird angenommen, dass die feinskaligen Knoten benachbarter Grob-
skalenelemente auf dem Rand geometrisch kompatibel sind, vergleiche Abbildung 6.4.
Die Lagrange-Multiplikatoren und die damit assoziierten Testfunktionen werden mit A
und dX gekennzeichnet. Die Nebenbedingungen konnen in starker Form als Lagrange-
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Funktional geschrieben werden,

nn

s (d', A) = 3 _(AT[d]); (6.16)

J=1

/

wobei nn die Anzahl aller Knoten der Feinskala auf siémtlichen Kopplungsrandern I ,

ist. Nach Variation dieses zusatzlichen Energieausdrucks entsteht ein weiterer Term in
der schwachen Form der Feinskalengleichung (6.9)s pro Grobskalenelement € in ¢

ST, == 3 (20U A), (6.17)

j=1

sowie eine zusatzliche Gleichung im Gleichungssystem, welche nur die Nebenbedingung
betrifft und fiir jede Kopplungsflache I" . aufgestellt werden kann.

nnp

L == > (6AT[u]); =0 (6.18)

Jj=1

Die Anzahl der Feinskalenverschiebungsknoten auf allen Kopplungsflachen eines Grob-
skalenelementes ¢ wird mit nn; bezeichnet, die Anzahl der feinskaligen Verschiebungs-
knoten auf einer einzelnen Randfliche I, mit nnp. AuBer an Eckknoten der Grob-
skalenelemente erhélt jeder Knoten j auf internen Kopplungsflichen ng;, Lagrange-
Multiplikator-Freiheitsgrade, siehe Abbildung 6.4. Schlielen mehrere Grobskalenelemen-
te an eine interne Kopplungskante an, so sind entsprechend mehrere Lagrange-Multipli-
kator-Freiheitsgrade anzusetzen. Bei vier Grobskalenelementen an einer Kopplungskan-
te werden vier voneinander linear abhangige Lagrange-Multiplikatoren eingefiihrt. Diese
Abhéngigkeit wird nicht eliminiert, da es bei Verwendung eines direkten Gleichungslosers
keine Probleme mit dem Rangabfall im Gleichungssystem gibt. Das Plus-Minus-Zeichen
im Zusatzterm der Feinskalengleichung (6.17) resultiert aus dem Sprungterm in (6.16).
Auf der Seite des Grobskalenelements m wird das positive Vorzeichen verwendet, im
Grobskalenelement s das negative Vorzeichen.

Das linearisierte Gleichungssystem setzt sich nun aus drei Gleichungssiatzen zusammen.
Die Gleichung fiir die Grobskala (6.10); bleibt unveréndert und wird in allen Elementen
des Untersuchungsgebietes ausgewertet. Die Gleichung der Feinskala erweitert sich in
jedem Grobskalenelement € in €' um die unterstrichenen Anteile:

koL AT + kG, ADLT 4 Y (GTAA™Y), = -R™ =Y (R, - (6.19)
j=1 - j=1
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6 Zweiskalenmodell mit starker Kopplung

Ein dritter Gleichungssatz enthalt die Nebenbedingung auf allen Réndern ", zwischen
benachbarten Elementen m und s.

G, AD, "+ GAD M = —RA (6.20)
ng ist die Anzahl der Kopplungsréinder eines Grobskalenelements und AD’ Jslry,, das
Inkrement des feinskaligen Verschiebungsvektors der Elemente m bzw. s auf I, .. Ob-
wohl Feinskalenverschiebungen benachbarter Grobskalenelemente durch die zusatzli-
che Bedingungsgleichung gekoppelt sind, bleiben aufgrund des globalen Charakters der
Lagrange-Multiplikatoren die Feinskalenprobleme lokal und kénnen unabhangig vonein-
ander gelost werden. Gleichung (6.20) zahlt mit dem Grobskalenproblem zu den globalen
Gleichungen. Die Matrizen G, /s der Dimension [n} x 3 nnr] enthalten bei punktweiser
Erfilllung der Nebenbedingung die Eintrage +1 in den Spalten der Freiheitsgrade D’

auf I~ in der Zeile des zugehorigen Lagrange-Freiheitsgrades, ansonsten nur Nuller/l.
n} ist die Anzahl der Freiheitsgrade X auf einem einzelnen Rand I” . Die Matrix G
der Dimension [n} x n}%] entsteht aus G,,/, durch Erweiterung mit Nullspalten auf al-
le Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade D/, des Grobskalenelements. Die Residuen R,
der Dimension [n} 5 x 1] enthalten die Werte der Freiheitsgrade +X in den Zeilen der
Feinskalenknoten die auf I" | liegen, sonst Nullen. Das Residuum R, der Dimension
[n} x 1] enthilt die Eintriage [d'] in den Zeilen der zu dieser Verschiebung gehérenden

Lagrange-Multiplikator-Freiheitsgrade.

Das Gleichungssystem auf Grobskalenelementebene vor statischer Kondensation ergibt
sich mit den Steifigkeiten und Residuen zu:

e, ed 2 I ae
kv Xip 0 Ad; r
ki, kpp koo || ADL | =—| R"+ S/ (R, | - (6.21)
0 kip 0 AA Ry

Die Tangentenmatrizen kpr und kzp enthalten wie die Matrizen G,/ und G nur +1
an den entsprechenden Stellen und definieren die Projektion zwischen den Lagrange-
Multiplikatoren und dem feinskaligen Verschiebungsfeld. Die Lagrange-Multiplikator-
Freiheitsgrade zédhlen zu den globalen Variablen und konnen im Gegensatz zu u’ nicht
kondensiert werden. Sobald das Grobskalenproblem und die Nebenbedingung mithilfe
des Algorithmus aus Abschnitt 6.4.4 gelost sind, kann die feinskalige Losung in der
Feinskalenregion berechnet werden. Im Vergleich zu Substrukturtechniken, die alle Frei-
heitsgrade auf den Kopplungsrandern als globale Freiheitsgrade behalten und nur die
inneren eliminieren, vergleiche Abschnitt 6.2.3, werden im betrachteten Fall auch die
feinskaligen Freiheitsgrade D’ auf den Kopplungsréandern statisch kondensiert, wodurch
sich die Grofle des globalen Gleichungssystems weiter reduziert.
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Der Losungsalgorithmus bei dieser punktweisen Erfiillung der Nebenbedingung mit La-
grange-Multiplikatoren entspricht der FETI-Methode aus FARHAT uUND Roux (1991)
bzw. der FETI-DP-Methode aus den Arbeiten FARHAT U. A. (2000) und FARHAT U. A.
(2001). Die FETI-DP-Methode kann als Mehrskalenbetrachtung eines fein aufgelosten
Problems interpretiert werden. Wie bei der eben vorgestellten Methodik zahlen die Ver-
schiebungen der Eckknoten einzelner Teilbereiche ebenso wie die Lagrange-Multiplika-
toren an den restlichen Verbindungsknoten zwischen den Teilbereichen zu den globa-
len Freiheitsgraden. Die Verschiebungen der internen Knoten gehoren zu den Fein-
skalenfreiheitsgraden und werden durch Schur-Komplemente eliminiert. Dabei entsteht
ein Gleichungssystem, das nur noch die dualen Variablen, also die mit den Lagrange-
Multiplikatoren assoziierten, und die priméren Variablen an den Eckknoten enthélt,
daher der Name Dual-Primal-FETI. In dem Artikel MOBASHER AMINI U. A. (2009)
wird eine mikro-makro FETI-DP-Methode vorgestellt, deren Struktur Ahnlichkeiten zu
der hier behandelten variationsbasierten Zweiskalenmethode bei Umsetzung der Neben-
bedingung mit Lagrange-Multiplikatoren aufweist. Darin wird anfangs das ganze Un-
tersuchungsgebiet fein diskretisiert und danach in unkritischen Bereichen auf eine grobe
Diskretisierung gewechselt, deren Antwort durch Homogenisierung bestimmt wird. Da-
mit ergeben sich unterschiedlich fein diskretisierte Regionen, zwischen denen die Uber-
gangsbedingungen zur Bewahrung perfekter Kontinuitat diskutiert werden.

Neben der Lagrange-Multiplikator-Methode gibt es weitere Anséitze, mit denen die Kom-
patibilitit der feinskaligen Verschiebungen auf Kopplungsrandern sichergestellt werden
kann. Dazu gehoren die Penalty-Methode sowie die Augmented-Lagrange-Methode. All
diese Methoden sind auch als numerische Verfahren zur Umsetzung von Kontaktbedin-
gungen bekannt. Die Penalty-Methode ist als priméare Methode nur in Verschiebungen
formuliert, weshalb keine zusétzlichen Freiheitsgrade eingefithrt werden. Im Gegensatz
dazu wird die Lagrange-Multiplikator-Methode als duale Methode bezeichnet, worin die
Multiplikatoren als Reaktionskrafte am Kopplungsrand interpretiert werden konnen. Die
Augmented-Lagrange-Methode fithrt zu einer gemischten Formulierung mit Unbekann-
ten in den Verschiebungen und Kréften.

6.6 Elastische Testprobleme

Zur Uberpriifung der Konsistenz der vorgestellten Zweiskalenformulierung wird ein ein-
facher Test durchgefiihrt. Grundidee ist, dass die Feinskalenlosung fiir einen homogenen
Spannungszustand in einem Korper aus homogenem, elastischem Material verschwinden
muss. Mit diesem Mehrskalen-Konsistenztest wurde in GARIKIPATI UND HUGHES (2000)
gepriift, ob das in der genannten Arbeit fiir Verzerrungslokalisierung entwickelte, linea-
re Dreieckselement diesen Anforderungen gentigt. Nun soll diese Anforderung an einem
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Abbildung 6.5: Geometrie, Randbedingungen, grob- und feinskalige Diskretisierung und
Materialparameter des Mehrskalen-Konsistenztests und elastischen Bie-
geproblems.

sehr einfachen Fallbeispiel fiir die Nullrandbedingung und Ubergangsbedingung iiber-
priift werden. Dazu wird ein Probekorper, bestehend aus zwei Grobskalenelementen des
gleichen Materials, die jeweils mit 5x5 x5 Feinskalenelementen diskretisiert sind, in einen
linearen Verschiebungszustand in z;-Richtung gebracht. Geometrie, Randbedingungen,
grob- und feinskalige Diskretisierung sowie Materialparameter sind in Abbildung 6.5
links gegeben. Wie zu erwarten, verschwinden die feinskaligen Verschiebungsgréfien im
Rahmen der numerischen Genauigkeit im gesamten Untersuchungsgebiet fiir beide in
Kapitel 6.5 vorgestellten Nebenbedingungen, womit die Anforderungen des Tests erfiillt
sind.

In einem zweiten Testfall soll der Probekorper des Konsistenztests einer Biegebelas-
tung ausgesetzt werden. Alle Knoten der rechten Randflaiche werden nun um denselben
Betrag in zp-Richtung verschoben und somit ein Biegezustand erzeugt. Abbildung 6.5
zeigt rechts die Randbedingungen des an sich zweidimensionalen Problems. Die Zweiska-
lenlosungen beider Nebenbedingungen werden mit einer Feinskalenlosung im gesamten
Gebiet bei gleicher Auflosung verglichen. In Abbildung 6.6 ist zu erkennen, dass die
Nullrandbedingung, im Gegensatz zur Ubergangsbedingung, selbst fiir diesen einfachen
Fall nur eines Kopplungsrandes den Spannungszustand nicht korrekt wiedergeben kann.
AuBerdem sind die Werte der feinskaligen Verschiebungen u; und ), die in einzelnen
Schnitten durch den Kérper dargestellt sind, im gesamten Gebiet viel zu klein, weshalb
sich der Probekérper unter dieser Belastung zu steif verhalt. Nur durch die Ubergangsbe-
dingung mit Lagrange-Multiplikatoren lassen sich die feinskaligen Freiheitsgrade richtig
aktivieren, da sie am Rand der Grobskalenelemente nicht Null sein miissen, sondern
dort, wie in Abbildung 6.6 zu sehen, signifikante Werte annehmen. Die Spannungsver-
teilungen der ersten und dritten Hauptspannungen sind in diesem Fall nicht von der
Referenzlosung zu unterscheiden, womit sich die Genauigkeit des Verfahrens bestétigt.
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Abbildung 6.6: Hauptspannungen o; und o7 im Vergleich mit der Referenzlésung sowie
feinskalige Verschiebungen u{ und ).
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Numerische Anwendungsbeispiele

7.1 Einzelfaser-Auszugversuch

Das in Kapitel 4 vorgestellte Modell fiir Grenzflichenversagen wird nun auf ein Beispiel
angewendet, das einer dreidimensionalen Modellierung bedarf. Der Einzelfaser-Auszug-
versuch wurde als mikromechanischer Test zur Bestimmung der Verbundqualitit zwi-
schen zwei Materialien eingefithrt. In der Literatur werden fiir diesen Versuch verschie-
dene Randbedingungen diskutiert, wobei meistens eine der zwei folgenden verwendet
wird. In einer versuchstechnisch einfachen Variante wird die Faser gegen ein Widerlager
aus der Matrix gezogen, in der zweiten Version wird die Matrix an einer Seite festgehal-
ten, wahrend auf der anderen Seite an der Faser gezogen wird. Die beschriebene vorder-
oder riickseitige Lagerung, auch als Pull-Push- bzw. Pull-Pull-Test bezeichnet, hat laut
BRAMESHUBER U. A. (2000) keinen signifikanten Einfluss auf die zu erwartenden Er-
gebnisse. Fiir die vorliegende Studie wurde die sogenannte Pull-Pull-Randbedingung mit
hinten frei beweglicher Faser gewahlt, wihrend vorne eine gleichférmige Verschiebung
u, aufgebracht wird, die in jedem Lastschritt inkrementell um 0,00005 mm gesteigert
wird. In Abbildung 7.1 sind neben dieser Randbedingung auch die Strukturabmessun-
gen und die verwendete Diskretisierung angegeben. Aus Symmetriegriinden kann die
Berechnung am Viertelsystem durchgefiihrt werden. Bei Anwendung der X-FEM kann
dieses Viertelsystem ohne Beriicksichtigung der Grenzfliche strukturiert vernetzt wer-
den. Fir das Matrixmaterial wurden die Parameter £ = 39000 N/rnm2 und v = 0,2,
fiir die Textilfaser die Werte £ = 72000 N/mm® und v = 0,2 und fiir die Grenzfliche
zwischen Matrix und Faser die Parameter ¢, = 4,7 N/me, 6 =18 und k. = 0,00014
angenommen, siche Gleichung (4.19). Es wird das intrinsische Kohésivzonenmodell aus
Kapitel 4.2.3 verwendet. In Abbildung 7.2 ist der Verlauf verschiedener Spannungskom-
ponenten zu den Lastschritten 45, 55, 65 und 75 dargestellt. Die Tangentialspannung
t;, als Schubspannung in der Grenzfliche, nimmt ihren Maximalwert in der Prozesszone
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Abbildung 7.1: Geometrie und Randbedingungen des Einzelfaser-Auszugversuchs und
Diskretisierung eines Viertels der Probe mit strukturiertem FE-Netz.

an, in welcher der Ablosevorgang zwischen Faser und Matrix stattfindet. Der Verlauf
der Schubspannung o, ist in der Mitte von Abbildung 7.2 angegeben; dabei wird sie
an der rechten Symmetrieebene bei z = 1,0 mm dargestellt. Die Schubspannung o,
kommt in dieser Symmetrieebene in den geschnittenen Elementen im Wesentlichen der
Tangentialspannung ¢, auf der Grenzflache gleich. Entsprechend verhélt es sich mit der
Schubspannung o,, an der oberen Symmetrieebene des diskretisierten Korpers, deren
Verlauf analog aussieht. Abgesehen vom Lasteinleitungsbereich befindet sich das Maxi-
mum in jenen Bereichen, in denen die Delamination fortschreitet. Die untere Bildfolge
zeigt den Verlauf der Normalspannung o,,. Es ist zu erkennen, dass sich die Prozesszone
immer dort befindet, wo die Konturlinien der Spannung die Grenzflache kreuzen. An al-
len Sequenzen der drei Spannungen lésst sich der ziigig fortschreitende Ablosevorgang in
der Prozesszone beobachten. Die unterschiedlichen Bereiche der Lasteinleitung, intakten
Grenzflache, kohasiven Zone sowie der vollstdndigen Delamination sind gut voneinander
zu unterscheiden. Aufgrund der Pull-Pull-Randbedingung entsteht nicht nur im vorde-
ren Bereich Schlupf, sondern auch hinten am freien Ende der Faser. Wie in Abbildung
7.3 links zu sehen, wird die Faser bereits in frithen Lastzustidnden an der Riickseite
herausgezogen, wihrend die Matrix in Langsrichtung unbeweglich bleibt. Durch diese
Verschiebungsrandbedingung und die radiale Kontraktion des freien Faserendes entsteht
auch im hinteren Bereich eine Prozesszone, die sich bei vollstandiger Delamination mit
der im Laufe der Simulation von vorne nach hinten durchwandernden Prozesszone ver-
eint.

120
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Tangentialspannung

in der Grenzflache

t; [N/mm)]
[
-0.93333
-1.8667
-2.8

-3.7333
-4.6667
5.6
-6.5333
z I77_466?

IS

Schubspannung
in y — z Ebene

2
oyz [N/mm~]
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- .8.3333
81111
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37.222
26.667
16.11
= 5.555

Abbildung 7.2: Verlauf der Tangentialspannung # in der Grenzfliche, der Schubspan-
nung oy, und der Normalspannung o, in den Schritten 45, 55, 65, 75.
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v [mm] [l [mm]

uz [mm]

0.00022222 0.0035544 -0.00094444
- 0.00019444 - 0.0031089 -0.0012889
- 0.00016667 -0.0026633 - -0.0016333
Verschiebung u. | 00013889 Verschiebung u. | poo2178  Verschiebungssprung | -ooote77e
- 0.00011111 - 0.0017722 + -0.0023222
an der Riickseite bei - 8.33336-05 im Schritt 80 00013267 in Tangentialrichtung - -0.0026667
i R 5.55566-05 000088111 | X -0.0030111
z = 0 im Schritt 50 I 2.7778e-05 I oo0om3sse  im Schritt 80 I -0.0033556
0 |-1e-05 -0.0037

Abbildung 7.3: Verschiebung u, an der Riickseite bei z = 0 im Schritt 50 und Verschie-
bungsgréfien u, und [u]s im Schritt 80 nach vollsténdiger Delamination.

Die Verschiebungsgrofen u, und [uf; sind fir den Zustand nach vollstandiger Delami-
nation in Abbildung 7.3 mittig und rechts dargestellt und lassen die losgeloste Faser
erkennen. Nach vollstandigem Ablosen herrschen in wenigen Bereichen der Grenzfléche
zwischen Faser und Matrix Druckspannungen bei gleichzeitigem Faserauszug. Fiir die-
sen Fall des Versagens in Modus 2 sollte, wie in L1u UND BORJA (2008) angemerkt,
Reibkontakt in der Kontaktformulierung explizit beriicksichtigt werden. Beziiglich der
Randbedingungen ist anzumerken, dass diese nicht exakt der Fasergeometrie folgen, son-
dern nur elementweise angenahert wurden. Aufgrund dessen treten im Lasteinleitungs-
bereich Stérungen sowohl im Spannungsverlauf, siehe o,, und o, in Abbildung 7.2, als
auch im Verschiebungsverlauf, vergleiche u, in Abbildung 7.3, auf. Da die Grenzfliache
mitten durch Elemente verlauft, missten zur exakten Aufbringung der Dirichlet- und
Neumann-Randbedingungen weitere Uberlegungen angestellt werden. Diese Problema-
tik wurde beispielsweise in JI UND DoLBow (2004), MOES U.A. (2006) oder auch
MOURAD U. A. (2007) behandelt, aber hier nicht weiter betrachtet.

7.2 Vierpunktbiegebalken mit Kerbe

Ein in der Literatur weit verbreiteter Benchmark-Test ist der einseitig gekerbte Balken
im Vierpunkt-Biegeversuch, auch als single edge notched beam (SEN beam) bezeich-
net. Anhand dieses Testproblems wurden viele kontinuumsmechanische Modelle und
diskrete Rissmodelle getestet. Dazu wurden zweidimensionale Berechnungen im ebenen
Spannungszustand beispielsweise in WELLS UND SLUYS (2001), HETTICH (2007) sowie
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Abbildung 7.4: Geometrie und Randbedingungen des Vierpunktbiegebalkens mit Kerbe.

LOBLEIN (2004) durchgefiihrt, dreidimensionale Simulationen in WELLS (2001), OLIVER
U. A. (2004) sowie AREIAS UND BELYTSCHKO (2005). Die hier zum Vergleich herange-
zogenen experimentellen Ergebnisse stammen aus der Arbeit SCHLANGEN (1993), in de-
ren Rahmen eine umfassende Versuchsreihe an verschiedenen Betonbalken durchgefiihrt
wurde. Die geometrischen Abmessungen des Betonbalkens und die Randbedingungen
sind in Abbildung 7.4 dargestellt, die Kerbenbreite betrdgt 5 mm. Fiir die numerische
Untersuchung werden beide Lager an der Oberseite vereinfachend als Linienlager an-
genommen, rechts oben werden die Verschiebungen in z- und y-Richtung festgehalten,
am mittigen Auflager nur in y-Richtung. Die Linienlasten an der Unterseite stehen im
Verhéltnis 1/10, wobei die mittige Last tiber eine starre, 20 mm breite Platte in den
Balken eingeleitet wird. Die Laststeuerung erfolgt wegen des komplexen Verhaltens iiber
eine indirekte Verschiebungskontrolle, wozu im Loésungsalgorithmus die vertikale Rela-
tivverschiebung zwischen zwei Knoten an der Oberkante der Kerbe verwendet wird.
Die horizontale und vertikale Differenzverschiebung, auch als sogenannte crack mouth
opening und crack mouth sliding Verschiebungen (c¢mod bzw. c¢msd) bezeichnet, sind
in Abbildung 7.4 vereinfacht zweidimensional skizziert. Da der experimentelle Rissver-
lauf auf der Vorder- und Riickseite des Balkens nahezu gleich ist, kann der Balken in
Dickenrichtung fiir die numerische Berechnung auf die Halfte reduziert werden. Fiir die
Simulation wird die hintere Hélfte des Balkens mit insgesamt 3464 Elemente raumlich
strukturiert diskretisiert. Alle Knoten auf der Symmetrieebene bei z = 50 mm sind
in z-Richtung festgehalten. Um dreidimensionale Effekte in der Rissflache abzubilden,
werden fiir die Halfte des Balkens zwei Elementreihen in Dickenrichtung verwendet. In-
nerhalb der Versagenszone ist eine hohere Elementdichte mit einer charakteristischen
Elementgrofie von h, = 5,38 mm vorgesehen. Der Radius zur Bestimmung der nichtlo-
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t, - 100mm [kN] ty - 100mm [kN]

40 — lokaler Rissfortschritt 40
1 - — Rissfortschritt mit LSM
Experimente
30 | 30
20 | 20
10 [ 10
0 " L | il | L 1 0 L
0 0,125 0,25 0,375 c¢mod [mm] 0 0,05 0,1 0,15 c¢msd [mm]

Abbildung 7.5: Last-Verformungs-Verhalten des Vierpunktbiegebalkens.

kalen Spannungen wird zu R, = 2,8 he gewéhlt. Die Simulation wird auf einen einzigen
Riss beschrankt, da anderweitig auftretende Sekundérrisse von untergeordneter Bedeu-
tung sind. Fiir den unverstarkten Betonbalken werden die elastischen Materialparameter
der Experimente verwendet, welche mit £ = 35000 N/ mm” und v = 0,15 angegeben
sind. Der Elastizitdtsmodul der Last- und Auflagerplatten im mittleren Bereich betragt
das 10-fache davon. Im Modell fiir kohasive Matrixrisse aus Kapitel 5.2, sieche Gleichung
(5.5), betriigt die Bruchenergie G¢ = 0,01 Nmm/mm?®, die Zugfestigkeit der Matrix
fi = 3,7 N/mm2 und die anfingliche Schubsteifigkeit d;,; = 10,0 N/me. Durch Fest-
legung des Parameters hy = —6,908/mm sollen Schubspannungen in der Rissfliche bei
fortschreitender Rissoffnung nur noch begrenzt tibertragbar sein.

In Abbildung 7.5 ist das Last-Verformungs-Verhalten des Vierpunktbiegebalkens darge-
stellt, indem die Traglast tiber beiden charakteristischen Verformungsmodi aufgetragen
wird. Die Traglast kann gut erfasst werden, wohingegen das Nachbruchverhalten zu
sprode ist und die numerische Losung somit im Vergleich zum Experiment eine gerin-
gere Duktilitiat aufweist. Es ist anzumerken, dass die Schubsteifigkeit auf die Traglast
fast keinen Einfluss hat, wohl aber auf die Duktilitdt im nachkritischen Bereich. Wird
eine konstante Schubsteifigkeit gewahlt, ist die Materialtangente zwar symmetrisch, die
Strukturantwort aber meist zu sprode. Bei verédnderlicher Schubsteifigkeit (A, # 0) kann
die Last-Verschiebungs-Kurve im nachkritischen Bereich besser angenahert werden. Die
experimentelle Resttragfahigkeit kann ausreichend genau wiedergegeben werden, jedoch
steigt sie nach dem dargestellten Punkt 4 weiter an, weil der Riss nahe der Lastein-
leitungsplatte abknickt, statt vertikal nach unten zu wachsen. An diesem Punkt sagt
das Risskriterium eine andere Richtung vorher, weil die Eigenwerte der nichtlokalen
Spannungen fast identisch sind und in diesem Fall die ,falsche“ Richtung gewéahlt wird.
Dieses Abknicken ist fiir beide Rissfortschrittsalgorithmen in Abbildung 7.6 erkennbar.
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lokaler Rissfortschritt Rissfortschritt mit LSM Rissbild nach SCHLANGEN

Abbildung 7.6: Vergleich der numerischen Risspfade mit experimentellem Rissmuster.

I 50mm:!:50mm |

(Deformation x 100
bei ¢msd = 0,13 mm)

Abbildung 7.7: Ansichten der doppelt gekriimmten Rissfliche und deformierter Balken.

Insgesamt zeigt das entstehende Rissbild eine gute Ubereinstimmung mit den experi-
mentellen Risspfaden aus SCHLANGEN (1993), die in der gleichen Abbildung gegeniiber-
gestellt sind. Infolge der Schubbelastung wird der Riss in der Kerbe rechts unten initiiert
und wachst anfangs unter einem Winkel von 45°. Im Laufe der Belastung verandert sich
die Krimmung und der Riss wéchst gegen Ende immer steiler zum rechten Rand der
Lastplatte, wobei es sich dabei nur noch um reines Zugversagen handelt. Der Rissverlauf
ist in sich relativ glatt und doppelt gekriimmt. Die Kriimmung iiber die Balkendicke ist
in den Ansichten in Abbildung 7.7 links und mittig gut zu erkennen. Daneben ist die
deformierte Struktur bei einer vertikalen Relativverschiebung von cmsd = 0,13 mm in
100-facher Uberhéhung dargestellt. Die beiden verwendeten Rissfortschrittsalgorithmen
verhalten sich fir dieses Beispiel sehr dhnlich und sind kaum voneinander zu unterschei-
den. Deshalb wird in der folgenden Abbildung nur die modifizierte Level-Set-Methode in
Teilbereichen diskutiert. Dazu ist in Abbildung 7.8 der Verlauf verschiedener Verschie-
bungen zu den in der Last-Verschiebungs-Kurve markierten Zustdnden 1-4 (vergleiche
Abbildung 7.5) dargestellt. Zustand 1 stellt den Zeitpunkt dar, an dem die Rissoffnung
erstmals einen signifikanten Wert annimmt und der Riss im Weiteren ziigig fortschreitet.
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Bis dahin erfolgt die Lastabtragung fast nur iiber Biegung, was anhand der Kriimmung
des linken und rechten Balkenendes der deformierten Figur des Zustands 1 gut zu sehen
ist. Danach schreitet der Riss schnell fort und 6ffnet sich stetig, wodurch sich die Biegung
im Balken verringert. Dies zeigt sich in den folgenden Zustdnden durch das Absenken
des linken Balkenendes. Aulerhalb der Risszone entlastet das System, wéahrend sich die
Deformation im Riss konzentriert. Insbesondere an der Verschiebung wu, ist der Sprung
iiber den Riss gut zu erkennen. Wie mit diesem Beispiel gezeigt werde konnte, sind beide
untersuchten Rissfortschrittsalgorithmen zur Abbildung méflig gekrimmter Rissflachen
brauchbar. Nach der zugdominanten Rissinitiierung kommt es im kohasiven Riss auch
zur tangentialen Rissoffnung, die mit dem Schiadigungsmodell gut wiedergeben werden
kann.

7.3 Gekerbter Torsionsbalken

Mit diesem numerischen Beispiel soll das Verhalten eines gekerbten Balkens unter Tor-
sionsbelastung untersucht werden. In BARR UND BROKENSHIRE (1996) wurde dazu
eine Reihe von Versuchen an Probekorpern unterschiedlicher Geometrie und Betonfes-
tigkeit durchgefiihrt. Aus dieser Versuchsreihe wird fiir die numerische Untersuchung
ein gekerbter Betonbalken quadratischen Querschnitts mit einer relativen Kerbentie-
fe von 0,5 herangezogen. Die Kerbe verlauft im Winkel von 45° zur Léngsachse des
Balkens und weist eine nominale Breite von 5 mm auf. Der Versuchsaufbau ist samt
geometrischen Abmessungen und Randbedingungen schematisch in Abbildung 7.9 dar-
gestellt. An den Balkenenden ist der Probekorper von einem Stahlrahmen umschlossen,
um den Korper zu lagern und die Last aufzubringen. Dabei werden drei Enden der
Rahmenkonstruktion wie in Abbildung 7.9 gezeigt gelagert, wahrend die Belastung auf
das vierte Rahmenende aufgebracht wird. Eine detaillierte Beschreibung der experimen-
tellen Untersuchung und numerischen Modellierung ist in JEFFERSON U. A. (2004) zu
finden, numerische Berechnungen wurden beispielsweise auch von GASSER UND HOLZ-
APFEL (2006), GURSES (2007) sowie JAGER (2009) durchgefithrt. Im Gegensatz zum
vorherigen Beispiel kann dieses nicht auf zwei Dimensionen reduziert werden, sondern
bedarf einer vollen dreidimensionalen Analyse. Die Materialparameter des Betonbalkens
werden zu E = 35000 N/mm” und v = 0,2 angenommen, die des Stahlrahmens zu
E = 200000 N/mm” und v = 0,2 und fiir das kohasive Rissmodell des Kapitels 5.2
werden die Parameter Gy = 0,08 Nmm/me, fi =23 N/me, dine = 1,0 N/mm2 und
hy = —13,9/mm gewéhlt.

Fiir dieses Beispiel ergeben sich mit den verwendeten Rissverfolgungsalgorithmen sehr
unterschiedliche Ergebnisse. Der lokale, tetraederweise Rissfortpflanzungsalgorithmus
kann die Rissflache nicht bis zum vollstindigen Versagen verfolgen. Die Rissgeometrie
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Abbildung 7.8: Verlauf des Verschiebungssprungs [u], und der horizontalen Verschie-
bung u, in den Zustanden 1 - 4.

konnte nach dem Zustand, der in Abbildung 7.10 zu sehen ist, nicht bestimmt werden,
weshalb die Berechnung an dieser Stelle abgebrochen wurde. Bis zu diesem Zustand ist
die Rissflache gerade einmal durch zwei Elementreihen gewandert. Mit der modifizierten
Level-Set-Methode in Teilbereichen hingegen kann die Rissfliche durch den gesamten
Balken verfolgt werden. In Abbildung 7.11 sind dazu einige Perspektiven der komplex
gekriimmten, dreidimensionalen Rissfliche zu sehen. Ausgehend von der Kerbe verlduft
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25 mm

Abbildung 7.10: Rissgeometrie fiir den lokalen Rissfortschrittsalgorithmus.

die Rissflache diagonal durch die Seitenflichen, wobei sich die Austrittspunkte immer
weiter voneinander weghbewegen. Die entstehende Rissflache weist auch in Dickenrich-
tung des Balkens einen Kriimmungswechsel auf, der gut abgebildet werden kann. An
der deformierten Struktur sind das Aufreilen der Kerbe und die Ausbildung zweier
Teilbruchstiicke zu erkennen. Dieses Versagensbild passt sehr gut mit jenem der ex-
perimentellen Untersuchungen aus BARR UND BROKENSHIRE (1996) zusammen, das
in Abbildung 7.12 rechts dargestellt ist. Links daneben ist ein Vergleich der berechne-
ten Last-Rissoffnungs-Verldufe mit denen des Experiments dargestellt. Dabei wird die
Last iiber die Rissnormal6ffnung in Balkenmitte (cmod) aufgetragen, mit der der Ver-
formungszustand kontrolliert wird. Die Traglast kann mit dem vorgestellten Verfahren
sehr gut wiedergegeben werden, wobei das Nachbruchverhalten nicht exakt abgebildet
werden kann. Dies liegt insbesondere an der relativ groben Diskretisierung und der An-
nahme, dass Elemente immer komplett durchreiflien. Dadurch findet kein kontinuierlicher
Rissfortschritt statt, sondern dieser erfolgt immer sehr abrupt, weshalb sich, wie in den
Modellbeispielen des Abschnitts 5.6, gezackte Kurven ergeben. In Zustdnden, in denen
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Abbildung 7.11: Rissgeometrie fiir die Level-Set-Methode in Teilbereichen aus unter-
schiedlichen Perspektiven und deformierter Balken.

die Lastkurve ansteigt, wird mehr Energie durch Lastumlagerungen aufgebaut, als durch
weitere Offnung des Risses dissipiert wird, was unrealistisch ist. Dies liegt auch daran,
dass die Elemente der untersten Reihe nur nach und nach reifflen, weil an den Gauf-
punkten dieser Elemente teilweise Druckspannungen herrschen und somit das Versagen
erst sehr spét angezeigt wird.

Anhand dieses Beispiels konnte gezeigt werden, dass es mit dem vorgestellten numeri-
schen Modell moglich ist, Risse in beliebiger Weise, ganz unabhangig von der Diskre-
tisierung, durch finite Elemente zu fiihren. Die Objektivitdt bestatigt sich darin, dass
die numerische Losung unabhéngig von der Orientierung der finiten Elemente ist und
das Strukturverhalten des gekerbten Balkens mit diesem Modell zufriedenstellend abge-
bildet werden kann. Dabei wurde diese Vorhersage mit einem relativ groben Netz mit
3126 Elementen erzielt, was im Vergleich zur Simulation aus GASSER UND HOLZAPFEL
(2006) mit 40610 Elementen sehr wenig ist.
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Abbildung 7.12: Vergleich der Last-Rissoffnungs-Kurven und Teilbruchstiicke des Ex-
periments von BARR UND BROKENSHIRE (1996).
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Abbildung 7.13: Geometrie, Randbedingungen und Materialparameter des Balkens.

7.4 Dicker Balken mit geschwachter Mittelschicht

Dieses numerische Beispiel soll die Leistungsfihigkeit der Zweiskalenformulierung fiir
nichtlineares, schidigendes Materialverhalten unter Beweis stellen. Dazu wird ein di-
cker Balken aus homogenisiertem Reibungsmaterial untersucht. In Abbildung 7.13 sind
Geometrie, Randbedingungen und die verwendeten Materialparameter angegeben. Das
linke Balkenende ist eingespannt, wahrend die oberen und unteren Randflachen durch
eine gleichméfliige Flachenlast auseinandergezogen werden, was im Wesentlichen einem
Delaminationslastfall entspricht. In der Mittelschicht des Balkens ist der Schadigungs-
schwellenwert herabgesetzt, so dass die Entfestigung dort zuerst einsetzt. Die Simula-
tion auf Basis des Zweiskalenmodells erfolgt mit zwei Grobskalenelementen, die jeweils
mit 10 x 10 x 5 Feinskalenelementen weiter diskretisiert sind. Es tritt nur eine Kopp-
lungsflache auf, iiber die sich das Schadigungsband infolge der Beanspruchung senkrecht
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Abbildung 7.14: Vergleich der Last-Verschiebungs-Kurven und Diskretisierung des Bal-
kens mit 2 Grobskalenelementen und je 10x 10 x5 Feinskalenelementen.

ausbreiten soll. Die Feinskalenlosung als direkte numerische Simulation (DNS) dient im
Vergleich als Referenzlosung, weshalb dafiir die Variablen so fein aufgelost werden wie
die feinskaligen Variablen der Zweiskalenlésung. Abbildung 7.14 zeigt die verwendete
Diskretisierung und die damit erzielten Last-Verschiebungs-Kurven. Zwischen den Last-
Verschiebungs-Kurven der Feinskalenlosung (DNS fein) und der Zweiskalenlosung mit
der FETI-Ubergangsbedingung (VMS FETT) herrscht eine sehr gute Ubereinstimmung.
Die Last-Verschiebungs-Kurve der Zweiskalenlosung mit der Nullrandbedingung (VMS
NullRB) verhélt sich hingegen viel zu steif, folglich wird die aufnehmbare Last deut-
lich iiberschatzt. Die Nullrandbedingung kann die Kinematik auf dem Kopplungsrand
nicht genau erfassen, weshalb dafiir keine weiteren Ergebnisse gezeigt werden. Abbildung
7.15 dient als Vergleich des lokalen Verhaltens der Feinskalenlosung mit der FETI-
Zweiskalenlosung. Dabei werden die Schédigungsverteilung D in zwei verschiedenen in
Abbildung 7.14 markierten Zusténden sowie die Normalspannungsverteilung o1, darge-
stellt. Am rechten Balkenende setzt die Schidigung zuerst in der geschwéchten Schicht
ein und breitet sich schnell in dieser Schicht nach links aus, wobei das eingespannte Bal-
kenende nicht erreicht wird. Nahe der Einspannung dehnt sich die Lokalisierungszone
in vertikaler Richtung aus. Dieses Verhalten lésst sich damit begriinden, dass ein Grof3-
teil des Balkens in diesem Zustand gedanklich in zwei Kragarme geteilt werden kann,
die nach oben bzw. unten durchgebogen werden. Am Spannungsverlauf o1; in Zustand
2 zeigen sich Zugspannungen an den inneren Kragarmseiten und Druckspannungen an
den &uBeren. Durch den Gewichtungsparameter k& = 10, sieche Gleichung (3.9), ist die
aquivalente Verzerrung im Zugbereich groflier, weshalb dort die Schadigung zunimmt und
den lastiibertragenden Querschnitt verkleinert. Insgesamt kann sich die Schadigung gut
iiber den Kopplungsrand zwischen den Elementen ausbreiten, weshalb kein Unterschied
zwischen der Fein- und Zweiskalenlosung am Kopplungsrand zu erkennen ist.
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Abbildung 7.15: Vergleich der Schidigungsverteilung D und Normalspannung o1 .

7.5 Betondiibel unter Querbelastung

Im letzten Beispiel wird ein Betonkoérper mit einem randnahen Stahldiibel untersucht.
Dieser Diibel wird quer zu seiner Achse, senkrecht zum freien Rand belastet. Der in
dieser Arbeit behandelte Problemfall wurde in HOFMANN (2004) sowohl experimentell
als auch numerisch untersucht. Die geometrischen Abmessungen des Betonkorpers so-
wie die Materialparameter fiir das regularisierte Schadigungsmodell des Kapitels 3.3.2
sind in Abbildung 7.16 angegeben. In der Arbeit HOFMANN (2004) wurden verschie-
dene Lagerungsarten untersucht und miteinander verglichen, wovon hier die einfachste
Randbedingung verwendet wird. Dazu werden alle Knoten der Unterseite bei z3 = 0
festgehalten und auf eine Druckabstiitzung an der Vorderflache seitlich vor dem Diibel
verzichtet. Die Abmessungen des Korpers wurden so gewahlt, dass sie mit experimen-
tellen Aufbauten vergleichbar sind. So nehmen der Randabstand mit ¢ = 90 mm und
die Verankerungstiefe mit A~ = 180 mm typische Werte an, womit gleichzeitig die Ab-
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Abbildung 7.16: Geometrie, Randbedingungen, Materialparameter sowie grob- und fein-
skalige Diskretisierung des halben Betonkorpers.

messungen der Grobskalenelemente definiert sind. Der Stahldiibel wird vereinfacht mit
einem quadratischen Querschnitt mit einer Kantenlange von dg = 36 mm modelliert,
anstatt ihn als runden Diibel explizit zu vernetzen. Die Einzellast #; greift am oberen
Ende des Diibels an, wobei die Kontrollverschiebung u. in einer quasistatischen Berech-
nung schrittweise um 0,005 mm erhoht wird. Aufgrund der Symmetrie von Geometrie
und Belastung kann das numerische Modell auf die Hélfte reduziert werden. Die grob-
und feinskalige Diskretisierung des halben Korpers ist in Abbildung 7.16 skizziert.

Dieses Beispiel bietet eine gute Moglichkeit, die in Kapitel 6 vorgestellte Zweiskalenme-
thode anzuwenden und die sich entwickelnden Versagensbilder mit denen einer direk-
ten numerischen Simulation zu vergleichen. Im Folgenden wird also kein direkter Ver-
gleich mit den experimentellen Ergebnissen angestrebt, sondern nur ein Vergleich der
Feinskalen- mit der Zweiskalenlosung. Dabei ist insbesondere auch darauf zu achten,
dass sich die erwartete Schiadigung auch schrag tiber Kopplungsrinder hinweg ausbrei-
ten kann. Die Last-Verschiebungs-Kurven der direkten numerischen Simulation (DNS
fein) und der Zweiskalensimulation (VMS FETI) in Abbildung 7.17 links zeigen eine
sehr gute Ubereinstimmung. Nach Erreichen des ersten Hochpunktes fallen die Kurven
leicht ab, bevor die Last noch weiter gesteigert werden kann. Dabei wird die Last ent-
lang der Verankerungstiefe in den noch ungeschadigten Beton umgelagert. Der Verlauf
der Kurven ist sehr plausibel und auch mit den experimentellen Verlaufen aus HOF-
MANN (2004) vergleichbar. Wie in Abbildung 7.18 zu sehen, lisst sich die Last in den
Experimenten meist bis zu einer Bruchverschiebung von 2-3 mm steigern. Nach Errei-
chen der Hochstlast kann sich, wie an der roten und griinen Kurve erkennbar, sogar ein
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Abbildung 7.17: Links: Vergleich der Last-Verschiebungs-Kurven der Feinskalenlésung
(DNS fein) und der Zweiskalenlosung (VMS FETTI). Rechts: Verschie-
bungsverlauf u; der Feinskalenberechnung auf deformiertem Korper.

ausgepragtes Lastplateau mit weiterer Laststeigerung entwickeln. Leider war es nicht
moglich, die Simulation bis zu einem deutlichen Abfall der Last-Verschiebungs-Kurven
weiterzufithren. Ab einer Bruchverschiebung von etwa 1 mm konnte kein Gleichgewicht
im Iterationsprozess mehr gefunden werden, weshalb die Berechnung schliellich abge-
brochen wurde. Der Verschiebungsverlauf wu; ist fiir den Zustand bei v, = 1 mm in
Abbildung 7.17 rechts dargestellt, wobei die Deformation des Korpers 25-fach iiberhéht
wurde.

In Abbildung 7.19 werden die Schadigung und édquivalente Verzerrung beider Berech-
nungen fiir den Zustand u. = 1 mm einander gegeniibergestellt. Dabei zeigt sich, dass
die Zweiskalenlosung den Schadigungs- und Verzerrungszustand sehr gut wiedergeben
kann und die Ergebnisse fast identisch sind. Die Form des sich bildenden Betonausbruch-
kegels lasst sich insbesondere an den Schnittbildern durch einzelne Ebenen des Korpers
deutlich erkennen. Dieser Betonausbruchkegel deckt sich auch mit dem Bruchkorper der
experimentellen Ergebnisse. Das Versagen tritt in den Experimenten durch einen so-
genannten Betonkantenbruch ein, vergleiche Abbildung 7.18 rechts. Dabei bilden sich
schrag zum freien Rand laufende Risse 1 und 2 sowie am freien Rand Riss 3, der durch
Zugspannungen an diesem Rand entsteht und als Spaltriss vom freien Rand aus zum
Diibel wachst. Die Schéadigungsverteilung in Abbildung 7.19 reprasentiert genau dieses
Rissbild, in dem die Risse 1-3 aus Abbildung 7.18 klar wiederzuerkennen sind.

Abgesehen von der Schiadigungsverteilung stimmen auch andere Ergebnisse wie Verschie-
bungs- und Spannungsverlaufe zwischen beiden Losungen sehr gut iiberein. Mit diesem
Beispiel konnte also gezeigt werden, dass das Zweiskalenmodell auch fiir anspruchsvolle
Versagensmuster mit gekriitmmten Betonausbruchkegeln gut geeignet ist. Wie in Abbil-
dung 7.19 zu sehen, kann sich die Schadigung auch schrag iiber Kopplungsflichen hinweg
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7.5 Betondibel unter Querbelastung

h [kN]

. ! . ! . ! . ! .
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gemittelte LVK mit dg = 16mm, ¢ = 100mm, h = 130mm
— - LVK Versuch 1 mit dg = 16mm, ¢ = 70mm, h = 260mm
~~ LVK Versuch 2 mit dy = 16mm, ¢ = 70mm, h = 260mm

Abbildung 7.18: Links: experimentelle Last-Verschiebungs-Kurven einzelner Befestigun-
gen am Bauteilrand bei Belastung senkrecht zum Rand. Rechts: sicht-
bare Rissbildung sowie Betonausbruchkegel. Aus HOFMANN (2004).

ausbreiten, was bei diesen flachen Bruchkegeln wichtig ist. Um die Berechnung jedoch
weiter in den Versagensbereich zu fiihren, konnte beispielsweise eine nichtlokale gra-
dientenbasierte Schadigungsformulierung verwendet werden oder bei fortgeschrittener
Schadigung ein Wechsel zu einem diskreten Rissmodell stattfinden.
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Abbildung 7.19: Vergleich von Schidigung D und adquivalenter Verzerrung ¢, der Fein-
skalenlosung und der Zweiskalenlosung (FETI). Verschiedene Ansich-
ten der Schadigungsverteilung auf Schnittebenen durch den Korper.
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Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit konnten sowohl diffuses als auch diskretes Versagen in drei-
dimensionalen Strukturen aus heterogenen Reibungsmaterialien erfolgreich modelliert
werden. Dabei befasste sich der erste Teil mit der diskontinuierlichen Modellierung ein-
und zweiphasiger quasisproder Materialien, der zweite mit der Zweiskalenmodellierung
entfestigender Materialien mit lokalisiertem Versagensbild. Die vorgestellten Modelle
sind jeweils fiir quasistatische Berechnungen bei Annahme kleiner Verschiebungen giil-

tig.

Die in Bereichen konzentrierter Belastung entstehenden schmalen Versagenszonen mit
diskreten Rissen wurden mit dem Konzept kohésiver Risse modelliert. Durch Anreiche-
rung der gewohnlichen kinematischen Beschreibung konnen kohésive Risse, als interne
Flachen in einphasigen Festkorpern oder materielle Grenzflachen in zweiphasigen Kor-
pern, beliebig innerhalb finiter Elemente positioniert sein. Mit der erweiterten Finite-
Elemente-Methode konnten die kinematischen Anforderungen schwacher und starker
Diskontinuitaten erfiillt und somit diskontinuierliches Versagen modelliert werden. In-
folge dessen konnte auf die gewohnlichen Vorgehensweisen zur Modellierung diskreter
Risse und materieller Grenzflichen mithilfe von Interface-Elementen und Neuvernet-
zungsalgorithmen verzichtet werden. Die vorgestellte Variante der X-FEM ermdoglicht
eine netzunabhangige Diskretisierung diskreter Risse und materieller Grenzflichen mit
einem unveradnderten, strukturierten Netz.

Bei dem verwendeten kohésiven Rissmodell wurde davon ausgegangen, dass sich das
unelastische Materialverhalten auf die kohésiven Risse beschrinkt, wéhrend sich der
Rest der Struktur elastisch verhalt und mit klassischen, kontinuumsmechanischen Kon-
stitutivgesetzen wiedergegeben werden kann. Im Zusammenhang mit der bruchmechani-
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8 Zusammenfassung und Ausblick

schen Materialmodellierung konnten Versagenskriterien formuliert werden, die Rissent-
stehung sowie Rissfortschritt anzeigen. Bei der Modellierung von Matrixrissen in kohé-
siven Reibungsmaterialien wurde zugdominantes Versagen angenommen und in diesem
Zusammenhang ein Hauptzugspannungskriterium verwendet. Fiir das Versagen mate-
rieller Grenzflichen in textilbewehrtem Beton wurde die Annahme eines gemischten
Zug-Schub-Versagens getroffen. Das konstitutive Verhalten materieller Punkte auf der
Rissflache konnte mit schadigungsbasierten Spannungs-Rissoffnungs-Gesetzen beschrie-
ben werden. Darin flielen die effektive Spannung und die aquivalente Rissoffnung ein,
welche sich jeweils aus den Komponenten des Verschiebungssprungs und des Spannungs-
vektors am Riss in der Normalenrichtung und den Tangentialrichtungen eines lokalen
Koordinatensystems in der Rissfliche berechnen.

Einen Schwerpunkt der Arbeit stellte die Bestimmung der Rissflache dar, die fiir dreidi-
mensionale Strukturen beliebig gekriimmt sein kann aber gleichzeitig kontinuierlich sein
muss. Wahrend die Lage eines Grenzflachenrisses bereits durch die Verteilung der Fest-
korperphasen vorgegeben ist, miissen Lage und Orientierung von Matrixrissen anderwei-
tig bestimmt werden. Die Normale eines Grenzflachenrisses wurde iiber eine Level-Set-
Beschreibung der Grenzflache berechnet. Dabei konnte mit der Level-Set-Funktion nicht
nur die Geometrie der internen Flédchen beschrieben, sondern auch die Anreicherungs-
funktion fiir das erweiterte Finite-Elemente-Modell aufgestellt werden. Fiir Matrixrisse
ist die geometrische Bestimmung der Rissfliche nicht eindeutig, da ein Kompromiss
zwischen zwei Anforderungen zu schliefen ist. Zum Einen muss die Rissfliche den Span-
nungszustand im Material wiedergeben, zum Anderen muss sie iiber Elementgrenzen
hinweg kontinuierlich verlaufen. Im Zuge dessen wurden verschiedene Strategien zur Fr-
mittlung beliebig gekriimmter, kontinuierlicher Rissflichen im dreidimensionalen Raum
untersucht. Darunter sind eine modifizierte Level-Set-Methode in Teilbereichen sowie
ein lokales Rissfortpflanzungsverfahren, die beide mit Subtetraedern arbeiten.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde ein Mehrskalenmodell zur effizienten Losung dreidi-
mensionaler strukturmechanischer Probleme bei diffusem Versagen entwickelt. Die Her-
leitung erfolgte exemplarisch fiir Anwendungen auf quasisprode Reibungsmaterialien,
wobei zur Beschreibung des Materialverhaltens ein regularisiertes isotropes Schadigungs-
modell verwendet werden konnte.

Es wurde ein hierarchisches Zweiskalenmodell vorgestellt, das auf der additiven Zerle-
gung der Gesamtlosung in einen grob- und einen feinskaligen Anteil beruht. Der grob-
skalige Losungsanteil kann als mittlere Verschiebung eines Punktes interpretiert werden,
der feinskalige Anteil als Fluktuation aufgrund von Heterogenititen und mehrskaligen
Effekten. Die Skalenunterschiede bei Lokalisierung sind aufgrund des weit ausgebreiteten
Versagens in den betrachteten Materialien so gering, dass die Annahme der Skalense-
paration nicht giltig ist. Stattdessen wurde im Rahmen einer variationsbasierten Zwei-
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skalenmethode ein volumenverbindender Skaleniibergang angenommen. Dafiir wurde die
grobskalige Losung hierarchisch mit einem feinskaligen Losungsanteil angereichert.

Fiir praxisbezogene Anwendungen ergibt sich ein sehr groies Gleichungssystem, weshalb
insbesondere das Feinskalenproblem, welches den grofiten Teil der Gesamtrechenzeit in
Anspruch nimmt, effizient zu l6sen ist. Durch Annahme lokaler Trager konnte das Fein-
skalengebiet rdaumlich zerlegt werden, wobei ein lokaler Trager dem Gebiet eines Grob-
skalenelementes entspricht. Die Feinskalengleichungen entkoppeln sich so zu lokalen, un-
abhangigen Gleichungen, wodurch sich die feinskaligen Variablen innerhalb eines Grob-
skalenelementes statisch kondensieren lassen. Aufgrund der Lokalitdtsannahme mussten
auf den Kopplungsflachen Nebenbedingungen an die feinskaligen Verschiebungen gestellt
werden, um die Kompatibilitdt der Kinematik zu erfiillen. In einfachen Tests konnte ge-
zeigt werden, dass Nullrandbedingungen nicht geeignet sind und die Formulierung von
Ubergangsbedingungen unverzichtbar ist. Die punktweise Umsetzung der Ubergangsbe-
dingung mit der Lagrange-Multiplikatoren-Methode hat sich sowohl fiir elastisches als
auch schadigendes Materialverhalten mit mehrskaligem Charakter hinsichtlich der Ge-
nauigkeit der Ergebnisse als sehr gut erwiesen. Zum Vergleich wurde als Referenzlosung
das gesamte Untersuchungsgebiet so fein wie im Zweiskalenmodell aufgelost. Fiir dreidi-
mensionale Problemstellungen ergeben sich bei weit ausgebreiteten Versagenszonen oder
der in dieser Arbeit der Einfachheit halber vorgenommenen kompletten Auflésung der
Feinskala sehr viele zusétzliche Lagrange-Multiplikator-Freiheitsgrade, was die Effizienz
der Berechnung beeintrachtigt.

8.2 Ausblick

Bei Anwendung der erweiterten Finite-Elemente-Methode lag das Hauptaugenmerk auf
der Modellierung beliebig gekriimmter Rissflichen in dreidimensionalen Strukturen. Ver-
einfachend wurden nur einzelne Risse verfolgt, um die geometrische Beschreibung der
Rissflachen nicht zu komplex zu machen. Da Untersuchungen praxisnaher Anwendungs-
beispiele nicht nur einen Riss aufweisen, sollten mehrere Risse sowohl in der Matrix als
auch an den Grenzflichen sowie deren Zusammenspiel beriicksichtigt werden. So wére
es in einer Weiterfithrung der Arbeit wiinschenswert, die Interaktionen zwischen beiden
Rissformen zuzulassen, was vor allem zu geometrischen Problemen bei der Beschreibung
sich verzweigender und zusammenwachsender Rissflichen fiihren kann. Fiir diesen Fall
ist zu empfehlen, von Beginn an Tetraederelemente zu verwenden und die Rissflachen
entweder mit dem globalen Rissfortschrittsalgorithmus oder der entwickelten Level-Set-
Methode in Teilbereichen zu verfolgen.
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Auch die Modellierung des Verhaltens kohésiver Risse konnte verbessert werden. In den
numerischen Simulationen konnten oftmals Druckspannungen in den Rissflichen beob-
achtet werden, wobei das damit verbundene Durchdringen der Rissflichen nur mit einem
Strafparameter behindert wurde. Inshesondere wenn komplexe Belastungszusténde un-
tersucht werden sollen, bei denen eine monotone Rissoffnung nicht garantiert werden
kann, sollte das Rissflachenverhalten auch unter Druckbeanspruchung und Reibung ge-
nauer modelliert werden.

Im Rahmen weiterer Forschungstatigkeiten kann das vorgestellte diskontinuierliche Ver-
sagensmodell in die Zweiskalenmethode eingebettet werden, so dass auf der Feinska-
la anstelle des kontinuumsmechanischen Schédigungsmodells ein diskretes Rissmodell
verwendet wird. Im Zusammenhang mit dem Zweiskalenmodell lassen sich auf den ver-
schiedenen Skalen generell auch andere kontinuierliche und diskrete Modelle miteinander
kombinieren, wodurch sich die Flexibilitat steigern lasst.

Beziiglich des Zweiskalenmodells wurde bislang die Moglichkeit der adaptiven Einfiih-
rung und Erweiterung des Zweiskalengebietes nicht ausgenutzt, was in weiterfithrenden
Arbeiten durchaus beriicksichtigt werden sollte. Damit lassen sich dann auch Unter-
suchungen zur Effizienz des Zweiskalenmodells gegentiber einem Feinskalenmodell vor-
nehmen, wie es in HUND (2007) und HUND UND RAMM (2007) fiir zweidimensionale
Probleme durchgefiithrt wurde. In der vorliegenden Arbeit lag der Fokus auf der Imple-
mentierung des Zweiskalenmodells fiir dreidimensionale Problemstellungen und der Un-
tersuchung von zwei Kopplungsbedingungen fiir die Feinskalenbereiche. Um die Effizienz
der Nebenbedingungen zu priifen, konnte auch der lokale Trager der feinskaligen Varia-
blen verandert werden. So lésst sich dieser nicht nur auf Grobskalenelemente beschréan-
ken, sondern kann auch groflere Bereiche einnehmen. Insbesondere bei Verwendung der
Lagrange-Multiplikatoren-Methode zur Erfillung der Kontinuitit der Feinskalenlosung
ist eine grobere Einteilung denkbar, da die Anzahl der zusétzlichen Freiheitsgrade im
Vergleich zur Anzahl der grobskaligen Freiheitsgrade sonst sehr hoch ist. Des Weiteren
konnte die Parallelitat der entkoppelten Feinskalenprobleme ausgenutzt werden, um auf
mehreren Prozessoren gleichzeitig zu rechnen und somit die Effizienz weiter zu steigern.
Damit lielen sich die Kosten der numerischen Berechnung auch wesentlich reduzieren.
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