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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der diskontinuierlichen Modellierung des Versagens von Ver-
bundmaterialien. Verbundmaterialien sind durch das Zusammenwirken von zwei oder
mehreren individuellen Werkstoffen gekennzeichnet. In der vorliegenden Arbeit werden
Verbundmaterialien untersucht, die zum Grofiteil aus koh&siven Werkstoffen bestehen.
Kohésive Werkstoffe sind in der Natur beispielsweise in Form von bindigen Boden zu
finden oder konnen kiinstlich hergestellt werden, wie z.B. Beton und Keramik. Das Ma-
terialverhalten kohésiver Werkstoffe ist unter anderem von einer versagensinduzierten
anisotropen Degradation der elastischen Steifigkeitseigenschaften geprégt. Das anisotrope
Versagen kohisiver Werkstoffe zeigt sich auf Strukturebene hiufig in der Entwicklung von
schmalen Zonen, in denen Deformationen lokalisieren, wihrend der Rest des Tragwerks
meistens eine Entlastung erfihrt.

Das Verhalten der untersuchten Verbundmaterialien wird im Rahmen einer erweiterten
kontinuumsmechanischen Beschreibung durch die Kohisivzonentheorie abgebildet. Die
Lokalisierungszone wird als singulidre Rissfliche approximiert, {iber die auf Grund von
mikroskopischen Mechanismen Spannungen iibertragen werden, solange beide Rissufer
nicht vollstdndig voneinander getrennt sind. Da die Modellierung der Lokalisierungszone
als diskreter Riss eine diskontinuierliche Losung impliziert, kann man von einer diskon-
tinuierlichen Modellierung des Materialversagens sprechen. In der vorliegenden Arbeit
werden numerische Versagensanalysen von Verbundstrukturen auf unterschiedlichen Ma-
terialebenen durchgefiihrt. Auf der Grundlage einer mesoskopischen Betrachtungsweise
wird textilverstirkter Beton untersucht, wihrend bei Stahlbeton eine makroskopische Be-
trachtungsweise gewihlt wird. Bei der mesoskopischen Modellierung des textilverstark-
ten Betons muss die Grenzfliche zwischen den beiden konstituierenden Materialien, der
Textilfaser und des Betons, explizit beriicksichtigt werden. Damit erfordert die diskon-
tinuierliche Versagensanalyse von Verbundstrukturen auf der Mesoebene nicht nur die
Erfassung von Diskontinuitdten im Sinne von diskreten Rissen, sondern auch von ma-
teriellen Grenzflichen. Ein Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Herleitung eines Finite
Element Verfahrens zur Diskretisierung dieser zwei Diskontinuitdten mit unterschiedli-
cher physikalischer Bedeutung. Dariiber hinaus werden Techniken diskutiert, mit denen
die Geometrie der Diskontinuitdten beschrieben werden kann.

Das nichtlineare, entfestigende Materialverhalten von Beton und materiellen Grenzflichen
wird im Rahmen der Kohésivzonentheorie durch geeignete Konstitutivgesetze vom Trak-
tions-Verschiebungssprung-Typ modelliert. Bei der diskontinuierlichen Versagensanalyse
von Stahlbeton auf der Makroebene wird die Materialstruktur homogenisiert, so dass auf
die diskrete Abbildung der Stahlbewehrung verzichtet werden kann. Zur Modellierung
des Materialverhaltens werden spezielle Konstitutivgesetze vom Spannungs-Verzerrungs-
und Traktions-Verschiebungssprung-Typ eingesetzt.

Das in dieser Arbeit entwickelte Diskretisierungsverfahren zur Simulation von Verbund-
strukturen wird in ein hierarchisches Zweiskalenkonzept eingebettet. Das resultierende
Zweiskalenmodell ermdglicht die Durchfithrung effizienter Versagensanalysen von makro-
skopischen Tragwerken unter Beriicksichtigung mesoskopischer Effekte. Da eine Gebiets-
zerlegung Bestandteil des Zweiskalenmodells ist, miissen Nebenbedingungen formuliert
werden, die im Hinblick auf die realitdtsnahe Abbildung von diskontinuierlichem Versagen
mit mehrskaligem Charakter diskutiert und gepriift werden.



Abstract

This thesis addresses the discontinuous modeling of failure in composite materials. Com-
posite materials are characterized by the interaction of two or more individual materials.
In the present thesis such composites are analyzed which in large part consist of cohe-
sive materials. Cohesive materials may be found in nature in form of soils or can be
manufactured synthetically like concrete and ceramics. The material behavior of cohesive
materials is characterized, among other things, by a failure induced anisotropic degrada-
tion of the elastic stiffness properties. At the structural level the anisotropic failure of
cohesive materials often appears in the evolution of narrow zones in which deformations
localize whereas the rest of the structure mostly unloads.

On the basis of an enhanced continuum-mechanical description the behavior in failure
of the investigated composites is modeled by the cohesive zone theory. The localization
zone is approximated by a singular crack plane which can carry loads due to microscopic
mechanisms as long as both crack faces are not completely separated. Since the modeling
of the localization zone with a discrete crack implies a discontinuous solution, this kind
to model material failure can be named discontinuous. In the present thesis numerical
failure analyses of the composites are accomplished on different levels of material obser-
vation. Textile-reinforced concrete is analyzed based on a mesoscopic approach, whereas
a macroscopic approach is chosen to model steel-reinforced concrete. In the mesoscopic
modeling concept of textile-reinforced concrete the interface between both material con-
stituents, the textile fiber and the concrete, has to be considered explicitly. For this
reason the discontinuous failure analysis of composite structures on the mesoscopic level
demands not only the consideration of discrete cracks but also of material interfaces. A
main focus of this thesis is the derivation of a finite element approach to discretize these
two discontinuities with different physical meanings. In addition, techniques are discussed
to describe the geometry of the discontinuities.

The nonlinear, softening material behavior of concrete and material interfaces is mo-
deled by appropriate traction-separation-laws in the context of the cohesive zone theory.
In order to accomplish discontinuous failure analyses of steel-reinforced concrete on the
macroscopic level, the material structure is homogenized so that it can be passed on the
discrete modeling of the steel-reinforcement. The material behavior is described by spe-
cial constitutive laws of stress-strain- and traction-separation-type.

The discretization method developed in this thesis for the simulation of composite struc-
tures is included in a hierarchical two-scale concept. The resultant two-scale model affords
the realization of efficient failure analyses of macroscopic structures under consideration
of mesoscopic effects. Since a domain decomposition is part of the two-scale model, side
conditions have to be formulated which are discussed and proven in terms of the ability
to exactly model discontinuous failure with multiscale character.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die numerische Analyse von Strukturen im Rahmen der computerorientierten Mechanik
hat in den letzten Jahren stark an Bedeutung gewonnen. Dies liegt nicht nur an der rasan-
ten Zunahme der Rechnerleistung, sondern auch am sténdigen Fortschritt im Bereich der
theoretischen und numerischen Formulierung des Materialverhaltens und der zugrunde
liegenden physikalischen Phinomene.

In der numerischen Festkorpermechanik und der Materialwissenschaft gibt es immer noch
zahlreiche Herausforderungen. Dazu gehort die Entwicklung und Modellierung von leis-
tungsfihigen Materialien, wie beispielsweise von Verbundwerkstoffen. Der Einsatz von
Verbundwerkstoffen bei Anwendungen im Bereich verschiedener Ingenieurwissenschaften
ist in den letzten Jahren beachtlich gestiegen. Dies liegt an der Moglichkeit, durch
Mischung mehrerer Materialkomponenten auf relativ einfache Art und Weise spezielle
(Verbund-) Werkstoffe entwerfen zu konnen, die sich in Bezug auf die gestellten mecha-
nischen Anforderungen optimal verhalten. Dafiir werden die Materialkomponenten ent-
sprechend ihrer Fahigkeiten ausgesucht und gezielt eingesetzt. Beispielsweise kommen
Verbundwerkstoffe in der Luft- und Raumfahrtindustrie bei der Verkleidung des Flugzeug-
rumpfes zum Einsatz, um bei minimalem Gewicht maximale Steifigkeit und Festigkeit zu
erreichen. Ein relativ neuer Verbundwerkstoff zur bautechnischen Konstruktion stellt tex-
tilverstirkter Beton dar. Da dieser Werkstoff im Gegensatz zu konventionellem Stahlbe-
ton korrosionsunempfindlich ist, lassen sich extrem diinnwandige Bauteile bei gleichzeitig
hohen Tragfihigkeiten realisieren. Textilbewehrter Beton wird aus zwei industriell gefer-
tigten Materialkomponenten hergestellt. Die Matrix aus Beton bzw. Mortel besteht aus
einem Konglomerat aus Zementstein und feinkornigen Zuschlagstoffen und gehort zur
Klasse der kohdsiven Reibungsmaterialien. Fiir das Verhalten dieser Materialien sind
der Unterschied zwischen der Druck- und der Zugfestigkeit sowie die versagensinduzierte
anisotrope Degradation der elastischen Steifigkeitseigenschaften kennzeichnend. Die Be-
wehrung aus Textilfaser wird aus organischen oder anorganischen Filamenten gesponnen.
Zur Beeinflussung der mechanischen Eigenschaften kann die Textilfaser durch Beschich-
tung oder Imprégnierung nachbehandelt werden. Spannungs-Dehnungs-Diagramme aus
Zugversuchen an Textilfasern und dem Matrixmaterial Beton zeigen je nach Sorte und
Nachbehandlung der Fasern in etwa dieselbe Charakteristik. Durch das Zusammenfiigen
von Beton und Faser entsteht ein neuer kiinstlich hergestellter Werkstoff, der sich durch
eine extrem heterogene Mikrostruktur auszeichnet.

Traglastuntersuchungen von Konstruktionen bis zum Eintritt des vollstdndigen Versagens
sind im Bereich der Ingenieurwissenschaften von groflem Interesse. Dabei steht das Ziel
im Vordergrund, durch besseres Verstdndnis des Materialverhaltens sowie durch Weiter-
oder Neuentwicklung von Simulationsmethoden nicht nur sicher, sondern auch effizient
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Abbildung 1.1: Typische Skalenbereiche von textilverstirktem Beton

entwerfen zu konnen. Die Versagensanalyse von Verbundstrukturen, die zum Grofiteil aus
kohé&siven oder kohésivartigen Materialien bestehen, stellt eine besonders anspruchsvolle
Aufgabe dar, da das materielle und damit auch das strukturelle Verhalten durch zahlrei-
che mikromechanische Effekte bestimmt ist.

Um das Versagen von Konstruktionen zu verstehen, muss in die Materialstruktur hineinge-
zoomt werden. In Abbildung 1.1 ist der strukturelle Aufbau von textilverstirktem Beton
beziiglich verschiedener Skalenbereiche schematisch dargestellt. Vom makroskopischen
Standpunkt aus betrachtet, scheint der Verbundwerkstoff homogen zu sein. Aber schon
die mesoskopische Sicht auf den Verbundwerkstoff offenbart seine heterogene Struktur.
Die beiden Materialkomponenten, die textile Faser sowie die umhiillende Betonmatrix,
konnen auf der Mesoskala noch als homogen betrachtet und abgebildet werden, ohne dabei
einen grofleren Modellierungsfehler zu machen. Auf der Mikroskala zeigt sich allerdings
ihr extrem inhomogener Aufbau. Dieser ist geprigt von den einzelnen Filamenten und
dem Material zur Imprégnierung oder Beschichtung der Textilfaser bzw. dem Zementstein
und den feinkornigen Zuschlagstoffen des Betons. Des Weiteren ist aus mikroskopischen
Materialansichten erkennbar, inwieweit die beiden Materialkomponenten miteinander ver-
schmolzen sind. Anhand der vorliegenden Ansicht wird deutlich, dass die dargestellte
nicht-imprignierte Textilfaser nur teilweise mit Zementleim durchdrungen ist. Es ist
offensichtlich, dass mitunter die hochgradige Inhomogenitit des Verbundmaterials den
hohen Anspruch an exakte Versagensanalysen begriindet. In Abbildung 1.2 sind zwei
auf der mesoskopischen Beobachtungsebene charakteristische Versagensmoden eines tex-
tilverstiarkten Betons illustriert. Dabei handelt es sich um Matrixrisse und Risse in der
Kontaktzone zwischen Faser und Matrix. Fiir die exakte Vorhersage der Traglast einer
Verbundstruktur und ihrer Resttragtdhigkeit im Nachbruchbereich ist es erforderlich, die
beiden charakteristischen Versagensmoden mdoglichst realitdtsnah abzubilden.

Die Modellierung der Materialantwort erfolgt in der klassischen Kontinuumsmechanik in
homogenisierter Form. Die Inhomogenititen des Materials werden auf der entsprechen-
den Beobachtungsebene verschmiert. Wie oben erldutert, kann textilverstiarkter Beton im
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Abbildung 1.2: Rissbildung in textilverstiarktem Beton

Rahmen einer mesoskopischen Beschreibung als zweiphasiges Verbundmaterial betrachtet
werden. Dadurch lassen sich kennzeichnende Versagensmoden, wie der Bruch der Matrix
und der Grenzflache zwischen Matrix und Faser, auf natiirliche Art und Weise modellieren.
Fiir die Durchfiihrung effizienter numerischer Versagensanalysen von makroskopischen
Tragwerken unter Beriicksichtigung dieser mesoskopischen Versagensphdnomene miissen
geeignete Mehrskalenmethoden eingesetzt werden.

1.2 Modellierung von Materialversagen

Das Versagen von kohisiven Reibungsmaterialien, zu denen neben Beton zum Beispiel
auch Keramik gezéhlt werden kann, ist durch eine Reihe von ineinander iibergehenden
Mechanismen gepréigt. Es ist offensichtlich, dass diese Mechanismen materialspezifischen
Beobachtungsebenen zugewiesen werden kénnen. So beginnt das Materialversagen unter
anderem mit dem Losen atomarer Verbindungen. Die Konsequenz hieraus ist die Bil-
dung von mikroskopischen Defekten, aus denen durch Zusammenwachsen mesoskopische
Rissmuster entstehen. Die Koaleszenz dominanter mesoskopischer Risssegmente endet
schliefflich in der Bildung eines makroskopischen Risses, der oft schon mit blolem Auge
sichtbar ist. Der beschriebene Versagensprozess, der mit der Zerriittung (Deterioration)
des Materials einhergeht, duflert sich in der Reduktion von dessen makromechanischen
Festigkeits- und Steifigkeitseigenschaften. Dariiber hinaus kénnen je nach Werkstoff und
Belastungsmodus mehr oder weniger grofle plastische Deformationen entstehen. Der Ver-
sagensprozess ist irreversibel und fiihrt zur Dissipation von Energie.

Im Rahmen der kontinuumsmechanischen Festkérperbeschreibung lédsst sich der gesamte
Versagensprozess auf Materialpunktebene mit Hilfe unterschiedlicher Kriterien in drei
charakteristische Kategorien einteilen. Diese sind das so genannte diffuse Versagen sowie
die schwache und die starke Diskontinuitédt. Das diffuse Versagen beschreibt einen Schidi-
gungszustand mit homogen verteilter Deformation. Schwache und starke Diskontinuitidten
bezeichnet man als lokalisierte Versagensformen. Sie duflern sich in der Priisenz eines
diskontinuierlichen Verschiebungsgradienten beziehungsweise in einem diskontinuierlichen
Verschiebungsfeld. Auf Strukturebene zeigt sich der Ubergang von diffusem Versagen
zur schwachen Diskontinuitit in der Entstehung einer Zone mit groflen Deformationen.
Wenn die Breite dieser Zone gegen null konvergiert hat, ist in Bezug auf die Ebene der
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Materialmodellierung die Evolution eines Risses abgeschlossen. Die Kriterien zur Klas-
sifizierung der Versagensformen sowie eine algorithmische Formulierung fiir numerische
Analysen von materieller Bifurkation finden sich in Mosler [120)].

Mittels klassischer Kontinuumsmodelle kann Materialversagen nur in verschmierter Art
und Weise beschrieben werden. Auflerdem fithren diese Modelle bei der Erfassung von
versagensinduzierter Materialentfestigung zur Abhéngigkeit der numerischen Lésung von
der gewihlten Diskretisierung, siehe de Borst [37]. Vom mathematischen Standpunkt
aus gesehen, liegt die Ursache hierfiir am moglichen Typwechsel der zugrunde liegenden
Differentialgleichung. Bei quasi-statischen Randwertproblemen findet ein Wechsel dieser
Gleichungen vom elliptischen zum hyperbolischen Typ statt. Der Verlust der Elliptizitéit
ist durch die Entstehung einer schwachen Diskontinuitéit geprigt. Auf Grund des Typ-
wechsels sind die vorhandenen Randbedingungen unzureichend, was zu einem schlecht
gestellten Problem fiihrt. Dies zeigt sich unter anderem in dem Phé&nomen, dass die dis-
sipierte Energie beim Ubergang zu unendlich feinen Finite Element Netzen gegen null
konvergiert. Abhilfe kann durch verschiedene Regularisierungsstrategien geschaffen wer-
den. Neben dem kontinuumsmechanischen kann auf einen bruchmechanischen Ansatz
zuriickgegriffen werden, der im Folgenden auch unter dem Namen Regularisierungsstrate-
gie gefiihrt werden soll.

1.2.1 Regularisierungsstrategien

Das Verhalten einiger Werkstoffe ist von der Belastungsgeschwindigkeit duflerst abhéngig.
Aus diesem Grund wurden viskose Terme in den konstitutiven Gleichungen beriicksichtigt,
siche Perzyna [146]. Es hat sich gezeigt, dass die Beriicksichtigung viskoser Effekte bei
transienten Problemen regularisierenden Einfluss hat. Da sich dieser Einfluss nur bei
extrem hohen Belastungsgeschwindigkeiten einstellt, ist die Verwendung dieser Regula-
risierungsstrategie bei quasi-statischen Problemen nicht sinnvoll. Als anschauliche und
einfache Regularisierungsstrategie wurde beispielsweise von Pietruszczak & Mroz [147] die
bekannte Rissbandmethode vorgeschlagen, die auf der Einfiihrung eines netzadaptierten
Entfestigungsmoduls griindet. Dariiber hinaus stehen nicht-lokale Kontinuumsmodelle
zur Verfiigung, die auf der Annahme basieren, dass die Antwort eines materiellen Punktes
nicht nur von dem Punkt selbst, sondern auch von seiner Nachbarschaft beeinflusst wird.
Das Prinzip der lokalen Wirkung wird bei diesen Modellen allerdings aufgegeben. Die
Grundidee nicht-lokaler Kontinuumsmodelle wurde von Pijaudier-Cabot & Bazant [148|
auf inelastisches Materialverhalten infolge Schidigung angewendet. Alternativ haben
sich gradientenerweiterte Theorien etabliert, die die rdumlichen Interaktionen in der
Lokalisierungszone mittels hoherwertiger rdumlicher Gradienten beriicksichtigen, siehe
Peerlings [144]. Eine weitere Regularisierungsstrategie bietet die mikropolare Kontinu-
umstheorie, die auf die Gebriider Cosserat [35] zuriickgeht. Im Vergleich zur klassischen
Kontinuumsmechanik wird die Kinematik eines materiellen Punktes und seiner kontinuier-
lichen Verschiebung um Rotationsfreiheitsgrade angereichert. Wie sich gezeigt hat, ist
die regularisierende Wirkung nur bei schubdominanten Belastungszustéinden zufrieden-
stellend. Da kohisive Reibungsmaterialien héufig unter zugdominanter Beanspruchung
versagen, ist die Verwendung der mikropolaren Theorie zur Regularisierung eher nicht
geeignet, siche de Borst [38]. Mit Ausnahme der Rissbandmethode wird bei den genann-
ten Regularisierungsstrategien eine interne Léngenskala in die Formulierung eingefiihrt,
die zur Breite der Lokalisierungszone korrespondiert. Fiir die realistische Auflésung der
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Strukturproblem Kohésivzonenmodell

fiktive Rissverldngerung
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Versagenszone spannungsfreier kohésiver
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8 Rissbereich Rissbereich

Abbildung 1.3: Strukturproblem und Kohésivzonenmodell

Versagenszone ist daher hiaufig eine sehr feine rdumliche Diskretisierung notwendig. Fiir
effiziente numerische Simulationen miissen dann adaptive Methoden zur Netzverfeinerung
oder geeignete Mehrskalenkonzepte angewendet werden. Auflerdem ist es auch heute noch
schwierig, den internen Lingenparameter aus Experimenten zu bestimmen, siche de Borst
et al. [39]. In Bezug auf die Modellierung lokalisierter Versagenszustéinde lisst sich Fol-
gendes zusammenfassend feststellen. Schwache Diskontinuititen konnen mit Hilfe der
Regularisierungsstrategien, die auf der Einfiihrung einer internen Léngenskala basieren,
in der Simulation gewissermaflen approximiert werden. Die numerische Approximation
starker Diskontinuititen ist jedoch nicht mdoglich.

Durch die Erweiterung des gewohnlichen kontinuierlichen Verschiebungsansatzes mit ei-
ner diskontinuierlichen Komponente kénnen starke Diskontinuitéten bei der Modellierung
materiellen Versagens beriicksichtigt werden. Es ist offensichtlich, dass man infolge dieser
kinematischen Anreicherung die Festkorperbeschreibung als quasi-kontinuumsmechanisch
oder bruchmechanisch bezeichnen konnte. In der Regel wird bei der Einfiihrung ei-
ner diskontinuierlichen Verschiebungskomponente auf die Beriicksichtigung von diffusem
Versagen und schwachen Diskontinuitdten verzichtet. Die schmale Versagenszone, die
eigentlich erst im Laufe des Versagensprozesses gegen eine Fliche konvergiert, wird durch
einen diskreten Riss représentiert. Die Evolution des Versagensprofils kann somit nicht
direkt erfasst werden. Der vollstédndige Versagens- und Entfestigungsprozess innerhalb der
Lokalisierungszone wird durch ein Konstitutivgesetz abgebildet, das die Spannungsiibertra-
gung in Abhé#ngigkeit der Separation der beiden Rissufer beschreibt und durch wenige
aussagekriftige Materialparameter definiert ist, sieche Kapitel 1.2.2. Durch diesen bruch-
mechanischen Ansatz lisst sich versagensinduziertes anisotropes Materialverhalten auf
natiirliche Art und Weise modellieren. Da sich die beim Versagen dissipierte Energie aus
einem Integral iiber die Rissflache ergibt, ist sie unabhéngig von der Gréfle der Finiten
Elemente des Rechennetzes und verschwindet nie. Damit ist eine wichtige Voraussetzung
fiir die Erzielung diskretisierungsunabhéngiger Losungen erfiillt. Auflerdem miissen fiir
numerische Versagensanalysen von Tragwerken keine extrem feinen Finite Element Netze
verwendet werden. Dies ist vor allem bei Berechnungen von Tragstrukturen von Bedeu-
tung, wo der Abstand zwischen der Material- und der Strukturskala grof3 ist.
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Bemerkung:

In der vorliegenden Arbeit wird auf den beschriebenen bruchmechanischen Ansatz zuriick-
gegriffen. Wie erldutert, wird dabei direkt vom ungeschidigten elastischen Zustand des
Materials auf die Bildung eines diskreten Risses iibergegangen. Dieser Ansatz wird nicht
nur zur Versagensmodellierung von kohésiven Materialien, sondern auch von adhésiven
materiellen Grenzflichen verwendet.

1.2.2 Anmerkungen zur Kohisivzonentheorie

In Kapitel 1.2.1 wurde der Riss als konzentrierte Versagenszone interpretiert, iiber die auf
Grund der materiellen Verzahnung Spannungen iibertragen werden koénnen. Natiirlich
fithrt die zunehmende Deterioration des Materials in der Versagenszone zum sukzessi-
ven Verlust dieser Fahigkeit. Die Modellierung der Versagensmechanismen mit kohésiven
Risssegmenten basiert auf den Arbeiten von Dugdale [44] und Barenblatt [12]. Diese
schlugen vor, die inelastischen Deformationen in der Versagenszone vor der Rissspitze
iiber eine fiktive Rissverlingerung zu erfassen. Dazu wird der spannungsfreie Riss in
die Versagenszone hinein verldngert. Auf die fiktive Rissverlingerung wirken die kohési-
ven Spannungen t., die die beiden Rissufer zusammenhalten, siehe Abbildung 1.3. Die
Evolution dieser Spannungen ldsst sich durch geeignete Materialgesetze in Abhéngigkeit
der Rissoffnung konstitutiv bestimmen. Vom dimensionsanalytischen Standpunkt aus be-
trachtet, bedeutet die fiktive Rissverlingerung die Einfiihrung einer charakteristischen
Léange. Hillerborg, Modéer & Petersson [77] benutzten die Kohésivzonentheorie zur
Beschreibung von quasi-sprodem Versagen von Beton. Die Entwicklung der Normalspan-
nung am Riss wurde durch ein Konstitutivgesetz kontrolliert, das durch die Zugfestigkeit
und die Bruchenergie des Materials definiert wurde.

Die Kohisivzonentheorie kann als Weiterfiihrung der linear elastischen Bruchmechanik
(LEFM) verstanden werden, die nur bei Rissproblemen eingesetzt werden darf, bei denen
die Liange der Prozesszone im Vergleich zur strukturellen Dimension klein ist. Im Gegen-
satz zur LEFM bietet die Kohésivzonentheorie den attraktiven Nebeneffekt, dass keine
Spannungssingularitit an der modellierten Rissspitze auftritt.

1.2.3 Diskretisierung lokalisierter Versagensformen

Die numerische Modellierung diskontinuierlicher Verschiebungsfelder im Kontext kohé&-
siven Risswachstums stellt eine anspruchsvolle Aufgabe dar. Heutzutage stehen hierfiir
verschiedene Methoden zur Auswahl. An dieser Stelle sollen jedoch nur einige Finite Ele-
ment Formulierungen skizziert werden.

Ein auf den ersten Blick relativ unkompliziertes Verfahren ist die Verwendung von kohi-
siven Interface-Elementen, die an den Kanten Finiter Kontinuumselemente positioniert
werden. Dabei stehen in Abhéngigkeit der Problemstellung verschiedene Strategien zur
Verfiigung. Wenn der Rissverlauf im Voraus bekannt ist, konnen a priori zwischen den
Kontinuumselementen an den entsprechenden Stellen Interface-Elemente eingefiihrt wer-
den, siehe Rots [157]. Der Rissverlauf kann durch Versuche, durch Ausnutzung von Sym-
metrieeigenschaften des Problems oder durch die Kenntnis iiber potentielle Bruchstellen,
wie z.B. materielle Grenzflichen, bekannt sein. Wenn die Rissgeometrie nicht bekannt
ist, muss auf andere Strategien zuriickgegriffen werden. Xu & Needleman [197] fiihrten
die Interface-Elemente zwischen allen Kontinuumselementen ein. Dieser Ansatz wurde
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beispielsweise auch von Carol, Lépez & Roa [28] zur mikromechanischen Versagensanalyse
von quasi-sproden Materialien verfolgt. Jedoch wurden die Interface-Elemente nur in den
Kontinuumselementkanten platziert, die als die hauptséchlichen potentiellen Risspfade
angesehen wurden. Da die Interface-Elemente von Anfang an Teil des numerischen Mo-
dells sind, miissen zur Abbildung von elastischem Materialverhalten elastische Interface-
Steifigkeiten verwendet werden. Im elastischen Bereich ist jedoch aus physikalischer Sicht
kein Riss vorhanden, der zur Schidigung des Verbundes der Kontinuumselemente fiihrt.
Damit im ungeschidigten Bereich ein perfekter Verbund simuliert werden kann, miissten
diese Steifigkeiten theoretisch unendlich hoch sein. Die Verwendung von hohen Interface-
Steifigkeiten kann jedoch numerische Probleme verursachen. Diese duflern sich in Span-
nungsoszillationen an der kohisiven Rissfliche, siehe Schellekens & de Borst [161]. Die
Verwendung von niedrigen Interface-Steifigkeiten verfilscht die Strukturantwort durch
zusitzliche Deformationen auf Grund der Weichheit der Interface-Elemente und fiihrt zu
fehlerhaften Spannungsverteilungen. Eine alternative Strategie zur Diskretisierung eines
diskontinuierlichen Verschiebungsfeldes, das durch einen kohésiven Riss induziert wird, ist
die Einfiihrung von Interface-Elementen in das numerische Modell, sobald entsprechende
Versagenskriterien erfiillt sind, siehe Ruiz, Pandolfi & Ortiz [158]. Damit entfillt die
Notwendigkeit, den elastischen Bereich in der Interface-Formulierung zu beriicksichti-
gen. Infolgedessen ist die erwidhnte Problematik, die im Zusammenhang mit den elasti-
schen Interface-Steifigkeiten steht, hinféllig. Die Reduktion der Anzahl der Interface-
Elemente fiihrt auch zur Reduktion der Anzahl der Systemfreiheitsgrade. Die Zeiterspar-
nis bei der numerischen Losung steht der Schwierigkeit gegeniiber, die dynamische Er-
weiterung des zugrunde liegenden Gleichungssystems infolge der sukzessiven Einfiihrung
einzelner Interface-Elemente zu realisieren. Abschlielend sei darauf hingewiesen, dass
die Einfiithrung von Interface-Elementen an den Kanten der Kontinuumselemente eine
Restriktion fiir die Simulation nicht vordefinierter Rissverldufe bedeutet. Die erzielten
Losungen konnen daher nicht vollstindig unabhéingig von der rdumlichen Diskretisierung
sein. Wenn die kohésiven Interface-Elemente nicht a priori an allen Kanten der Konti-
nuumselemente, sondern sukzessive eingefiihrt werden, kann durch die Anwendung von
Neuvernetzungsstrategien Abhilfe geschaffen werden, siehe Bocca, Carpinteri & Valente
123].

Alternativ kann auf Methoden zuriickgegriffen werden, die die elementinterne Model-
lierung von lokalisiertem Materialversagen erlauben. Die offensichtliche Sensitivitit der
numerischen Losung von der Ausrichtung des Finite Element Netzes besteht bei Ver-
wendung dieser Methoden nicht. Grundsétzlich kann man zwischen elementbasierten
und knotenbasierten Ansétzen unterscheiden. Im Folgenden sollen verschiedene element-
basierte Ansitze skizziert werden. Ein Uberblick iiber knotenbasierte Ansitze findet sich
in Kapitel 4.1. In den Arbeiten von Ortiz, Leroy & Needleman [138] und Belytschko, Fish
& Engelmann [18] wurden die Verzerrungen in einem Finiten Element mit charakteristi-
schen Moden erweitert. Diese Moden ermoglichten die Abbildung von Versagenszonen im
Sinne schwacher Diskontinuitidten. Die Kinematik von diskreten Rissen konnte mit dieser
Methode nicht erfasst werden. Die Diskretisierung diskontinuierlicher Verschiebungsfelder
erfuhr Mitte der 1990’er Jahre durch das Konzept von Simo, Oliver & Armero [167| und
seiner Erweiterung fiir zweidimensionale Probleme in Simo & Oliver [166] einen grofien
Fortschritt. Eine ausfiihrliche Diskussion theoretischer und numerischer Aspekte dieses
Konzepts, das im Englischen Strong Discontinuity Approach (SDA) genannt wird, findet
sich in der Arbeit von Oliver [130]. Der diskontinuierliche Anteil des Verschiebungsfeldes
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fiihrt zu unendlich groflen Verzerrungen, die durch die Regularisierung der Dirac-Delta
Verteilung approximiert wurden. Geeignete kontinuumsmechanische Konstitutivgesetze
auf Basis der Schidigungs- und Plastizitidtstheorie wurden verwendet, um das inelastische
Materialverhalten in der als Riss idealisierten Versagenszone zu beschreiben. Armero &
Garikipati [7] gelang es, die Dirac-Delta Verteilung mathematisch korrekt abzubilden.
Damit konnten Konstitutivgesetze vom oben erwidhnten Traktions-Verschiebungssprung-
Typ zur Materialmodellierung eingesetzt werden. Die konsistente Erweiterung dieses
Konzepts auf die geometrisch nichtlineare Theorie wurde kurze Zeit spéter vorgenom-
men, siche Armero & Garikipati [8]. Die Vergroflerung des Anwendungsbereichs des
SDA konnte durch die Erweiterung auf dreidimensionale Finite Elemente realisiert wer-
den, siehe Mosler & Meschke [122] und Wells & Sluys [191]. Beispielsweise wurde der
SDA in der Biomechanik zur numerischen Modellierung von Ablosevorgingen in dreidi-
mensionalen biologischen Geweben unter Beriicksichtigung geometrischer Nichtlinearitit
eingesetzt, siche Gasser & Holzapfel [59]. Ein Schwerpunkt der letztgenannten Arbeit
war die vergleichende Untersuchung von unterschiedlichen Finite Element Umsetzungen
des SDA im Hinblick auf Locking-Effekte. Eine ausfiihrliche Studie zu dieser Thematik
findet sich auch in Oliver, Huespe & Samaniego [134]. Die Methoden zur numerischen
Modellierung von Rissen basieren iiblicherweise auf der physikalisch motivierten Annahme
einer zeitlich invarianten Risstopologie. Dariiber hinaus wird in der Regel die Entwick-
lung eines einzigen Risses pro Integrationspunkt oder Element erlaubt. Bei Anwendung
der Kohiésivzonentheorie kann jedoch argumentiert werden, dass in der Versagenszone
mehrere Mikrorisse mit unterschiedlichen Orientierungen vorhanden sind, von denen einer
den Makroriss bilden wird. Im Rahmen der verschmierten Rissmodellierung wurde sowohl
die Beriicksichtigung mehrfacher Rissbildung, als auch die Rotation eines existierenden
Risses umgesetzt, siehe Rots [157]. Die Ideen beider Ansétze wurden von Mosler [121]
aufgegriffen, um die Wirkungsweise des SDA durch die Reduktion von Locking-Effekten
weiterhin zu verbessern. Fiir einen umfassenden und bewertenden Uberblick iiber ver-
schiedene Formulierungen von Finiten Elementen mit eingebetteten Diskontinuitédten sei
auf die Arbeit von Jirdsek [86] verwiesen.

In jiingster Zeit wurden verschiedene Methoden kombiniert, um mehrere der drei ge-
nannten Versagensformen abbilden zu kénnen. Zur Modellierung von kontinuierlichem
Versagen verwendeten Jirdsek & Zimmermann [88] ein nicht-lokales Schidigungsmodell.
Sobald die Entstehung einer starken Diskontinuitdt durch ein ausgewihltes Kriterium
angezeigt wurde, berechneten sie ihre Richtung. Unter Verwendung des SDA fiihrten sie
dann die starke Diskontinuitéit als kohésiven Riss in das numerische Modell ein. Medi-
avilla, Peerlings & Geers [109] benutzten ein gradientenerweitertes Plastizitdtsmodell zur
Abbildung von duktilem Versagen. Im Gegensatz zur erstgenannten Arbeit fiithrten sie
die starke Diskontinuitéit als spannungsfreien Riss an den Kanten Finiter Elemente ein.
Dabei mussten sie von einer Neuvernetzungsstrategie Gebrauch machen. Eine alterna-
tive Methode zur Modellierung lokalisierter Versagensformen wurde in Oliver, Cervera &
Manzoli [132] vorgeschlagen. Diese realisierten im Rahmen des SDA den Ubergang von
einer schwachen zu einer starken Diskontinuitét durch ein Evolutionsgesetz fiir die Breite
der Lokalisierungszone. In Kapitel 4.1 findet sich eine Auswahl an Arbeiten, die sich mit
der numerischen Modellierung des gesamten Versagensprozesses bzw. der Kombination
einzelner Versagenszustdnde beschéftigen und in denen zur Diskretisierung von starken
Diskontinuitéiten die erweiterte Finite Element Methode (X-FEM) benutzt wird. Diese
Methode wird auch in der vorliegenden Arbeit angewendet.
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1.3 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines Finite Element Modells zur
Diskretisierung von diskontinuierlichem Versagen in Verbundwerkstoffen unter Verwen-
dung der Kohisivzonentheorie. Das entwickelte Losungsverfahren soll zur numerischen
Versagensanalyse von Strukturen eingesetzt werden, die aus unbewehrtem und bewehrtem
Beton hergestellt sind. Die Bewehrung besteht entweder aus Stahl oder aus textilen
Fasern. Wahrend der Verbundwerkstoff Stahlbeton auf der makroskopischen Betrach-
tungsebene als einphasiges Material modelliert wird, wird das Verhalten von textilverstark-
tem Beton auf der mesoskopischen Betrachtungsebene abgebildet. Daher miissen nicht
nur diskrete Risse, sondern auch materielle Grenzflichen beriicksichtigt werden. Es wird
angenommen, dass die materiellen Grenzflichen vor der Rissbildung vollkommen intakt
sind und somit als perfekte Verbindungen zwischen zwei unterschiedlichen Materialien zu
verstehen sind.

Das zu entwickelnde Finite Element Modell soll bei einfacher Diskretisierung von wach-
senden Rissen und fixen materiellen Grenzflichen qualitativ hochwertige Simulations-
ergebnisse liefern. Um dieses Ziel zu erreichen, muss zunéchst die Vorschrift zur Ab-
bildung materieller Punkte von der Referenz- in die Momentankonfiguration formuliert
werden, die nicht nur den kinematischen Erfordernissen von Rissflichen, sondern auch
von ungeschiddigten materiellen Grenzflachen gerecht wird. Dabei muss auf Funktionen
zuriickgegriffen werden, die vom Typ der beiden Flachen unterschiedlicher physikalischer
Bedeutung abhéngen. Zur geometrischen Beschreibung der Flichen werden verschiedene
Level Set Techniken benutzt. Es ist bemerkenswert, dass mittels dieser Techniken die in
der Abbildungsvorschrift benétigten Funktionen definiert oder sogar konstruiert werden
konnen. Die Diskussion dieser Techniken ist ein weiterer zentraler Punkt der vorliegenden
Arbeit.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Herleitung von Materialformulierungen, die den
Werkstoffcharakteristiken von kohésiven Reibungsmaterialien und adhésiven materiellen
Grenzflichen geniigen. Auflerdem wird auf Basis eines Homogenisierungskonzepts ein
Konstitutivgesetz fiir die makromechanische Modellierung des Materialverhaltens von
Stahlbeton entwickelt. Hierfiir miissen die charakteristischen Eigenschaften der beiden
konstituierenden Materialien, Beton und Stahl, beriicksichtigt werden. Dazu gehoren
die anisotrope Degradation der elastischen Steifigkeitseigenschaften von Beton und die
Evolution irreversibler Dehnungen im Stahl. Es ist darauf hinzuweisen, dass generell
oder der Einfachheit halber ohne Verlust an Allgemeinheit Druckversagen von Beton aus-
geschlossen werden soll. Zur Beschreibung des inelastischen Materialverhaltens im Rah-
men der Kohé&sivzonentheorie wird auf Materialmodelle vom Traktions-Verschiebungs-
sprung-Typ zuriickgegriffen, die durch wenige aussagekriftige Materialparameter definiert
sind. Im Zusammenhang mit der Modellierung von diskontinuierlichem Versagen sind Kri-
terien zu formulieren, mit denen der Zeitpunkt der Rissinitiierung und die Rissrichtung
definiert werden. Die Skizzierung verschiedener Ansétze ist Teil dieser Arbeit.

Wenn makroskopische Strukturprobleme unter direkter Einbeziehung des mesoskopischen
Materialautbaus numerisch effizient untersucht werden sollen, ist die Verwendung eines
Mehrskalenkonzepts fast unausweichlich. Aus diesem Grund stellt die Einbettung der
bereitgestellten Methodik in ein geeignetes Mehrskalenkonzept ein weiteres Ziel der vor-
liegenden Arbeit dar. Ein duflerst wichtiges Kriterium bei der Wahl eines geeigneten
Mehrskalenkonzepts ist die Moglichkeit, Versagen mit mehrskaligem Charakter model-
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lieren zu kénnen. Diese Art von Versagen soll den Entwicklungsprozess eines Risses be-
zeichnen, der im Anfangsstadium nur lokale Wirkung besitzt, aber durch fortschreitendes
Wachstum das Verhalten der gesamten Struktur beeinflusst. Im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit wird ein hierarchisches Zweiskalenkonzept ausgewihlt, das auf einer additiven
Zerlegung der Gesamtlosung in einen grob- und einen feinskaligen Anteil basiert. Dadurch
ist man in der Lage, feinskalige Mechanismen eindeutig identifizieren und auf natiirliche
Art und Weise modellieren zu kénnen.

1.4 Gliederung

Die vorliegende Arbeit kann grob in zwei Teile gegliedert werden. Der erste Teil beschéiftigt
sich mit der Herleitung der numerischen Methode zur Analyse von diskontinuierlichem
Versagen kohésiver Verbundstrukturen. Im zweiten Teil wird die Einbettung dieser Me-
thode in das erwéhnte Zweiskalenkonzept vorgestellt. Die Arbeit besteht aus neun Kapitel,
deren Inhalte im Folgenden kurz erldutert werden.

In Kapitel 2 werden zunéchst die notwendigen mechanischen Grundlagen bereitgestellt.
Hierzu gehoren die kinematische Beschreibung und Deformation einer gerissenen Verbund-
struktur sowie die Erlduterung des Spannungsbegriffs. Nachdem universelle physikalische
Aussagen fiir Kontinua als Bilanzprinzipien angegeben wurden, wird das quasi-statische
Randwertproblem der geometrisch linearen Theorie definiert.

Das Kapitel 3 stellt zwei Verfahren vor, die zur geometrischen Beschreibung eines Korpers
und seiner internen Fléchen verwendet werden kénnen. Bei diesen Fléchen handelt es sich
um materielle Grenzflichen und diskrete Risse. Die Wirkungsweise der beiden Verfahren
wird mit numerischen Beispielen verifiziert. Auflerdem werden alternative Ansétze zur
Beschreibung der Rissgeometrie aufgezeigt.

In Kapitel 4 wird das erweiterte Finite Element Modell zur numerischen Losung des
erlauterten Randwertproblems hergeleitet. Da nichtlineare Materialgesetze zur Model-
lierung des Werkstoffverhaltens verwendet werden, miissen die zugrunde liegenden Glei-
chungen linearisiert werden, um sie dann inkrementell iterativ losen zu konnen. Ab-
schliefend werden wichtige Aspekte der Implementierung des erweiterten Finite Element
Modells diskutiert.

Das Kapitel 5 befasst sich mit der Formulierung unterschiedlicher Materialmodelle im
Rahmen eines nichtlinearen bruchmechanischen Konzepts. Dabei wird im Sinne einer
thermodynamisch konsistenten Herleitung sowohl auf klassische kontinuumsmechnische
Konstitutivgesetze als auch auf Materialgesetze vom Traktions-Verschiebungssprung-Typ
zuriickgegriffen. Dariiber hinaus werden offene Fragen im Hinblick auf die Rissentstehung
beantwortet. Wann und in welche Richtung wichst ein Riss?

In Kapitel 6 wird die Wirkungsweise der entwickelten Methodik zur numerischen Ver-
sagensanalyse von Tragwerken untersucht. Dazu wird die Formulierung anhand von aus-
gewihlten Strukturbeispielen getestet und mit eventuell vorhandenen Versuchsergebnissen
verglichen.

Das Kapitel 7 widmet sich zunéchst der Skizzierung und Klassifizierung verschiedener
Mehrskalenmethoden, bevor das hierarchische Zweiskalenmodell hergeleitet wird. Nach-
dem die Grundziige dieses Modells beschrieben wurden, wird auf die variationelle For-
mulierung des Zweiskalenproblems eingegangen. Anschliefend wird die Diskretisierung
und Linearisierung der zugrunde liegenden Gleichungen aufgezeigt. Das Kapitel schlie3t
mit einigen Hinweisen auf Implementierungsdetails.
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In Kapitel 8§ wird die Leistungsfihigkeit des Zweiskalenmodells anhand mehrerer Struk-
turbeispiele getestet. Dazu werden die gewonnenen Ergebnisse numerischen Referenz-
l6sungen gegeniibergestellt. Bei einem der Strukturbeispiele liegen Versuchsergebnisse
vor, die zur Beurteilung der Qualitdt der numerischen Lésungen zusétzlich herangezogen
werden.

Das Kapitel 9 beinhaltet eine Zusammenfassung und Bewertung dieser Arbeit und gibt
einen Ausblick auf mogliche weiterfiithrende Problemstellungen.
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Kapitel 1. Einleitung




Kapitel 2

Mechanische Grundlagen

In diesem Kapitel werden wesentliche Grundlagen der Kontinuumsmechanik anhand eines
zweiphasigen Festkorpers vorgestellt, der sowohl durch die Grenzflichen zwischen den
beiden konstituierenden Materialien, als auch durch diskrete Risse charakterisiert ist.
Zunichst werden die Kinematik und Deformation des geschédigten Koérpers diskutiert
sowie der Spannungsbegriff erliutert. Dann wird auf physikalische Bilanzaussagen und
schliefllich auf die Formulierung des entsprechenden Randwertproblems eingegangen. Eine
ausfiihrliche Diskussion iiber kontinuumsmechanische Grundgleichungen findet sich in den
klassischen Werken von Truesdell & Toupin [184], Truesdell & Noll [183], Marsden &
Hughes [108], Stein & Barthold [172] oder auch Holzapfel [78] und Wriggers [194].

2.1 Kinematik und Deformation

Die Kinematik beziehungsweise der Bewegungsablauf eines materiellen Korpers B als Teil-
gebiet des Euklidschen Raumes B C IR? ist durch eine Platzierungsfunktion ¢ gegeben.
Diese Funktion weist jedem materiellen Punkt P des Korpers seine aktuelle Platzierung
x zum Zeitpunkt ¢ > ¢y, zu. Die Abbildung muss dabei ausgenommen einer finiten Anzahl
von inneren Flichen, wo die Bewegung oder ihre Ableitung diskontinuierlich sein kann,
bijektiv und stetig differenzierbar sein. Solche inneren Fléchen stellen z.B. diskrete Risse
oder materielle Grenzflichen dar. Im Rahmen einer Lagrangeschen Beschreibung der Be-
wegung ist die aktuelle Lage des Punktes P durch seinen Ortsvektor X in einer zeitlich
konstanten Referenzkonfiguration ¢ = ¢, und die Funktion ¢ bestimmt.

x = (X, 1) mit  @(X,t) =X +u (2.1)

Aus Gleichung (2.1) ist zu erkennen, dass sich die Platzierungsfunktion ¢ aus der Addition
des Ortsvektors X mit einem Verschiebungsvektor u ergibt. Wenn die Platzierungsfunk-
tion bekannt ist, kann der Deformationsgradient F ermittelt werden. Dieser beschreibt
den Transport eines inkrementellen Linienelementes, das den gerichteten differentiellen
Abstand zwischen zwei benachbarten materiellen Punkten darstellt, von der Referenz-
dX in die aktuelle dx Konfiguration.
) ox

dx =F .dX mit F := X Vx (2.2)
Es sei darauf hingewiesen, dass sich der Nabla-Operator V(-) in diesem Abschnitt auf die
partielle Ableitung hinsichtlich der Referenzkonfiguration bezieht. In der vorliegenden
Arbeit werden durch diskrete Risse geschiidigte Festkorper B = B U B? untersucht, die
aus den zwei Festkorperphasen B® und B? bestehen, siche Abbildung 2.1. Bevor auf den
gewihlten Ansatz zur Beschreibung der Bewegung des Korpers eingegangen wird, werden
die kinematischen Erfordernisse formuliert.

13
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t >t

€1

Abbildung 2.1: Der materielle Kérper B in Referenz- (¢y) und aktueller (¢) Konfiguration

Formulierung der kinematischen Erfordernisse

Es wird angenommen, dass die beiden Festkérperphasen B* und B? an der ungeschidigten
Grenzflache I'), perfekt miteinander verbunden sind. Damit ist die Bewegung iiber diese
Fléache hinweg kontinuierlich. Da allerdings die zwei Festkorperphasen unterschiedliche
Materialeigenschaften aufweisen, muss die Hadamard-Bedingung erfiillt werden, siehe
Krongauz & Belytschko [92].

[F]l, =F’-F*=a,®n, auf [, (2.3)

F* und F? kennzeichnen den Deformationsgradienten F innerhalb der Festkorperphasen
B® bzw. B? an der ungeschiidigten Grenzfliiche. Die Variable n,, bezeichnet den in die
Festkorperphase B® zeigenden Normalenvektor der Grenzflache und a,, einen beliebigen
Vektor. In Gleichung (2.3) ist die Forderung nach der Diskontinuitét des Deformations-
gradienten an der ungeschidigten Grenzfliche formuliert. Bei diesem Typ von innerer
Fliche muss die Ableitung der Bewegung diskontinuierlich sein. Die Bewegung selbst
bleibt jedoch kontinuierlich.

Im Gegensatz zu ungeschédigten materiellen Grenzflichen induzieren Risse diskontinuier-
liche Verschiebungsfelder. Die Platzierungsfunktion muss daher in der Lage sein, einen
materiellen Punkt, durch den ein Riss verlduft, auf zwei assoziierte Punkte abbilden zu
konnen. Eine anschauliche Erklédrung liefert die Vorstellung, dass ein Riss I'g . zunéchst
zwei zusammenliegende Flichen beschreibt, die wihrend des Bewegungsablaufs voneinan-
der getrennt werden, siehe Abbildungen 2.1 und 2.2. Die Differenz der Verschiebungen
u’ und u~ zwischen zwei assoziierten Punkten der Rissufer I und T'; wird als Ver-
schiebungssprung [u], bezeichnet. Die kinematische Beschreibung muss folgende Bedin-
gung befriedigen kénnen,

[ul,;:=u"—u =a, auf I, (2.4)

wobei a. einen beliebigen Vektor kennzeichnet.
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to t >t

€1

Abbildung 2.2: Vergroerung eines der Risse aus Abbildung 2.1 in Referenz- (¢y) und
aktueller (¢) Konfiguration

Realisierung der kinematischen Erfordernisse

Im Rahmen dieser Arbeit werden Festkorper untersucht, die sowohl mehrere materielle
Grenzflichen, als auch mehrere sich nicht-iiberschneidende Risse aufweisen. In Abbil-
dung 2.3 ist der materielle Korper in seiner aktuellen Konfiguration dargestellt. Die
Festkorperphase B* nimmt das Gebiet €2, ein. Das Gebiet (2, = U;Qy; représentiert die
Festkorperphase B”. Somit beschreibt € = Q; U €2, das Gebiet des gesamten Kérpers B
in seiner aktuellen Konfiguration. Die Anzahl der unabhéngig voneinander modellierten
materiellen Grenzflichen des Korpers ist durch die Variable n,, bestimmt. Die Anzahl
der Risse ist durch n, gegeben. Um den kinematischen Erfordernissen gerecht zu werden,
wird folgende Verschiebungsfunktion verwendet.

Nm

(X, ) = B 1)+ D xma(X) B(X 1) + Z Xeu (X) &(X, ¢) (2.5)

j=1

Der Vektor 1 stellt den gewdhnlichen Anteil des Verschiebungsfeldes u dar. Die Ver-
schiebung u; ist mit der materiellen Grenzflache I'y,; assoziiert. Die Verschiebung ﬁj
steht mit dem diskreten Riss Iy ; in Verbindung. Alle drei Verschiebungskomponenten
beschreiben kontinuierliche Gréfien mit kontinuierlichen Ableitungen.

Der Deformationsgradient F lésst sich aus dem obigen Verschiebungsfeld unter Verwen-
dung der Gleichungen (2.2) und (2.1) berechnen.

F=1+Va+ ) [0® Vmi+ XmiVii] + Y [0 ® Ve + xe,; Vil (2.6)
i=1 j=1

1 stellt den zweistufigen Einheitstensor dar. Da die Verschiebung u; in ihren Ableitungen
kontinuierlich ist, muss die Funktion xm; iiber die materielle Grenzflache I'y, ; hinweg in
ihrer Ableitung diskontinuierlich sein, damit die Forderung (2.3) befriedigt werden kann.
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Um die Kontinuitidt der Bewegung iiber die materielle Grenzfliche hinweg zu gewéhrleis-
ten, muss xm; selbst stetig sein. In der vorliegenden Arbeit wird die Funktion xm; iber
die mathematische Beschreibung von I',, ; konstruiert. Deshalb wird erst im Kapitel 3.2.1
genauer auf xp,; eingegangen. Durch die Bildung der Differenz der Deformationsgradien-
ten F¥ und F* an der materiellen Grenzfliche T, ; kann der erzeugte Sprung identifiziert
werden, vergleiche Gleichung (2.3).

[Fly, =F —F* =0, ® [Vxu;]  auf T, (2.7)

Damit sich ein diskontinuierliches Verschiebungsfeld iiber den Riss I'g.; hinweg ent-
wickeln kann, wird die Verschiebungskomponente t; mit einer Vorzeichenfunktion x;
multipliziert.

B 1 vVXeqf
Xc,j_z”ﬂc,j—1_{ L vxeq (2.8)

H.,; ist die Heaviside-Funktion, die in Abhéngigkeit des Ortes den Wert eins oder null an-
nimmt, siche Anhang A. In Abbildung 2.2 ist die Kinematik eines Risses veranschaulicht.
Der materielle Punkt X wird durch die Platzierungsfunktion ¢ auf die Punkte x* und
x~ abgebildet. Die Bildung der Differenz der dazugehérigen Verschiebungen u™ und u~
zeigt, dass mit der Verschiebungsfunktion (2.5) die in Gleichung (2.4) formulierte Bedin-
gung erfiillt werden kann.

[u] . :=u" —u" =21q; auf I, (2.9)

2.1.1 Verzerrungsmafl und Bewegung der Rissnormalen

In der vorliegenden Arbeit wird von der Annahme einer linearen Kinematik mit kleinen
Deformationen ausgegangen, so dass als Verzerrungsmafl der klassische Verzerrungstensor
€ benutzt werden kann. Dieser ergibt sich aus der Linearisierung der Green-Lagrange
Verzerrungen als der symmetrische Anteil des Gradienten des Verschiebungsfeldes (2.5).

Nm N¢
e=Y'u+ Y [ (8 ® Vimi) + Xmi Vi ]|+ Y [20;(1; ® Nej)’ + xe,; V'R, ] (2.10)
v — A/_/ — g ~ vl H’_/
kont. ¢ diskont. kont. J unbegr. diskont.

Das Verzerrungsfeld € kann in mehrere Teile aufgesplittert werden. Der kontinuierliche
Anteil V*u beschreibt die gewohnliche Verzerrungskomponente. Die Erweiterung der
standardméfligen Verschiebungsfunktion zur Beriicksichtigung von mehreren, individuell
behandelten materiellen Grenzflichen liefert diskontinuierliche und kontinuierliche An-
teile. Jeder diskontinuierliche Anteil resultiert aus der Diskontinuitéit des Gradienten der
Anreicherungsfunktion xp,; an der entsprechenden materiellen Grenzfliche I'y, ;. Die ki-
nematische Anreicherung zur Modellierung von Rissen fiihrt zu unbegrenzten und diskon-
tinuierlichen Verzerrungskomponenten. Jede unbegrenzte Komponente wird durch die
Dirac-Delta Verteilung d. ; verursacht, die wie der Normalenvektor N ; des Risses L'y ;
aus der Gradientenbildung der Heaviside-Funktion resultiert, siche Anhang A. Sie liefert
fiir materielle Punkte, die nicht auf dem entsprechenden Riss liegen, keinen Beitrag und
hat fiir alle anderen Punkte unendlich grofle Verzerrungen zur Folge.

Auf Grund der Bewegung und Deformation des Korpers verdndert sich die Rissnormale.
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Mit Hilfe der Formel von Nanson ldsst sich die Beziehung zwischen dem bekannten Nor-
malenvektor N ; der Rissflache I'y . ; in der Referenzkonfiguration und dem unbekannten
Normalenvektor n¢ ; der Rissfliche I'{ ; in der aktuellen Konfiguration herstellen.

Ly,
), =detF F~" N; —=%L (2.11)

Jodry
Die Inkremente dI'y . ; und dF;‘yj beschreiben die infinitesimalen Flachenelemente des Ris-
ses in der Referenz- bzw. aktuellen Konfiguration. Der Deformationsgradient ist auf
Grund der Vorzeichenfunktion iiber den jeweiligen Riss hinweg diskontinuierlich. Daher
ist der entsprechende Normalenvektor n? ; der aktuellen Konfiguration nicht ein- sondern
zweideutig. Die beiden resultierenden Vektoren nj,j und n_; stellen die Normalen der
zwei Rissufer T bzw. T_; dar, siche Abbildung 2.2.

Die Modellierung der Deterioration des Materials im Rahmen der Kohésivzonentheorie ist
mit der Annahme verbunden, dass Spannungen iiber die beiden Rissufer hinweg iibertra-
gen werden konnen. Wenn man unabhéngig vom zugrunde liegenden Materialverhalten
annimmt, dass die Spannungsiibertragung nur bei Kontakt moglich ist, miissten die Nor-
malen der Rissufer parallel sein. Dem moglichen Widerspruch kann im Rahmen eines
heuristischen Ansatzes durch die Verwendung der Normalen n, ; der fiktiven Fléche I ;,
die in der Mitte von beiden Rissufern liegt, Rechnung getragen werden, sieche Wells, de
Borst & Sluys [189] und Gasser & Holzapfel [59]. Ein alternativer Ansatz wurde von
Mergheim & Steinmann [112] vorgeschlagen. Er basiert auf der Voraussetzung, dass
der Spannungsvektor am Riss in dieselbe Richtung zeigt wie der Verschiebungssprung.
Dabei kann auf die Definition einer eindeutigen Rissnormalen verzichtet werden. Jedoch
impliziert diese Voraussetzung eine spezielle adhésive Verbindung zwischen den beiden
Rissufern.

In der vorliegenden Arbeit wird von Problemstellungen ausgegangen, bei denen lediglich
kleine Deformationen auftreten. Des Weiteren wird angenommen, dass speziell in den
Rissbereichen keine groflen Rotationen auftreten und die Rissoberfliche wihrend des De-
formationsprozesses konstant bleibt. Damit kann vorausgesetzt werden, dass die Normale
n.; der fiktiven Rissmittelfliche I'c; ungefahr identisch der Einheitsnormalen N ; des
entsprechenden Risses in der Referenzkonfiguration ist. Diese Voraussetzung fiihrt nur
dann zu signifikanten Ungenauigkeiten in der numerischen Losung, wenn der Riss erhe-
bliche Spannungen iibertrigt und dabei einer gréleren Rotation oder Dehnung unterliegt.
Bei vielen praktischen Problemstellungen sind die transferierten Spannungen klein, wenn
die Richtungsinderung der Rissnormalen oder die Anderung der Rissoberfliche bemerk-
bar werden. Somit diirften Ungenauigkeiten auf Grund der getroffenen Voraussetzungen
in der Regel relativ gering bleiben.

2.1.2 Anmerkungen zur Kinematik von Gleitflichenrissen

Festkorperprobleme, die sich durch die Existenz von Gleitflichen auszeichnen, gehoren
zu einer wichtigen Problemklasse zahlreicher Ingenieurwissenschaften. Gleitflichen be-
schreiben Scherfugen oder Schubrisse, die hauptsédchlich unter Druckbelastung entstehen
oder aktiviert werden. Beispielsweise werden im Bereich der Geotechnik Untersuchungen
angestellt, bei denen die Modellierung von Gleitflichen eine grofie Rolle spielt. Hier-
zu zéhlen unter anderem Analysen iiber Boschungsbriiche in diversen Béden oder in
gekliiftetem Fels. Dabei kann die Lage und Geometrie potentieller Gleitflichen entweder
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durch geeignete Kriterien berechnet werden oder, wie im Falle von gekliiftetem Fels, a
priori vorgegeben sein.

Die in diesem Kapitel vorgestellte, allgemeingiiltige Abbildungsvorschrift erfasst natiirlich
auch die Kinematik eines Gleitflichenrisses. Allerdings erkennt man bei Gleitflichenris-
sen, dass zur korrekten Rissmodellierung eine Nebenbedingung erfiillt werden muss. An
den Ufern eines Schubrisses entsteht nur ein tangentiales Abgleiten. Die unrealistische
Penetration beider Rissufer infolge der anstehenden Druckbelastung muss im Rahmen
einer numerischen Simulation durch geeignete Strategien verhindert werden. Eine ele-
gante Methode liefert die unmittelbare Beriicksichtigung der speziellen Risscharakteristik
im Ansatz fiir die Verschiebungskomponente ﬁj. Bei zweidimensionalen Problemen kann
folgender Ansatz benutzt werden, siche Belytschko et al. [19] und Belytschko et al. [21].

llj:

=

j i (2.12)

Darin beschreibt der tangentiale Einheitsvektor e;; des Risses I'y.; die Richtung des
Verschiebungssprunges und die skalare Grofie ﬁj die vorzeichenbehaftete Hilfte seines
Betrages, vergleiche Gleichung (2.9). Es sei darauf hingewiesen, dass dieser Ansatz seine
Giiltigkeit verliert, wenn sich der Versagensmodus wihrend der Simulation mafigeblich
indert und der Riss durch Zugkriifte zum Offnen gezwungen wird.

Der Verschiebungsansatz (2.12) lidsst sich nicht immer durch Anschauung motivieren. Im
Allgemeinen ist die Charakteristik eines Risses materialabhéingig. Zum Beispiel kann
der Verschiebungsansatz bei plastischem Materialverhalten auch iiber die Betrachtung
der gewohnlichen Jy-Flieffitheorie im Kontext starker Diskontinuitidten hergeleitet werden,
siche Samaniego & Belytschko [160]. Hierbei kann gezeigt werden, dass die FlieBrichtung
unabhingig vom Belastungszustand immer tangential beziiglich der Gleitfliche ist.

2.2 Spannung

Durch &duflere Krafteinwirkung auf einen Korper B entstehen in dessen Inneren lokale
mechanische Beanspruchungen, die durch Spannungen beschrieben werden. Der Span-
nungsvektor t, der auf den Punkt x des Korpers in der aktuellen Konfiguration beziiglich
einer Schnittfliche mit der Normalen n wirkt, kann mit Hilfe des Cauchy-Theorems
angegeben werden.

t=0'n (2.13)

Die Cauchy-Spannungen o stellen die wahren Spannungen dar, da sie auf die aktuelle Kon-
figuration bezogen sind. In der Literatur iiber mechanische Grundlagen finden sich weitere
Spannungsmafle. Im Rahmen der geometrisch linearen Theorie kann jedoch gezeigt wer-
den, dass all diese Spannungsmafle gleichwertig sind.

2.3 Bilanzsatze

Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik sind grundlegende Axiome, die auf Grund
empirischer Beobachtungen aufgestellt wurden. Sie stellen materialunabhéingige Aussagen
dar, die die zeitliche Anderung einer physikalischen Gréfe in einem bestimmten Volumen
bilanzieren. In diesem Abschnitt werden die Bilanz der Masse, des Impulses, des Dralls
und der Energie sowie die Entropieungleichung fiir einen materiellen Punkt P in der Mo-
mentankonfiguration diskutiert.
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Die Erhaltung der Masse besagt, dass in einem geschlossenen System die Masse eines
Korpers B konstant bleibt. Nach einigen Umformungen ldsst sich die Massenerhaltung in
lokaler Form angeben.

p+pdiv =0 (2.14)

Darin symbolisiert p die Dichte des materiellen Punktes.

Die Impulsbilanz besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses und somit der Bewe-
gung eines Korpers B gleich der Summe der von Auflen auf ihn einwirkenden Krifte ist.
Nach einigen Umformungen und unter Verwendung der lokalen Massenerhaltung kann die
lokale Form der Impulsbilanz gewonnen werden.

px=dive +pb* (2.15)

Der Vektor b* kennzeichnet die Beschleunigung, die auf den materiellen Punkt durch
Volumenkrifte wirkt.

Die Drall- oder Drehimpulsbilanz besagt, dass die zeitliche Anderung des Dralls eines
Korpers B gleich der Summe der von Auflen auf ihn einwirkenden Momente ist. Unter
Beriicksichtigung der lokalen Massen- und Impulserhaltung folgt fiir Boltzmann Kontinua
die Symmetrie des Spannungstensors o .

o=o" (2.16)

Dieses Ergebnis ist nicht aus der Impulsbilanz herleitbar und kennzeichnet den Drallsatz
als eigenstiandiges Axiom.

Mit Hilfe der Energiebilanz kann eine Aussage iiber die Evolution der gesamten Energie
eines Korpers B getroffen werden. Die Bilanz wird als 1. Hauptsatz der Thermodynamik
bezeichnet. Sie liefert den Zusammenhang zwischen der zeitlichen Anderung der Summe
aus kinetischer und innerer Energie und der Summe aus mechanischer und thermischer
Leistung. Unter Verwendung der lokalen Massen- und Impulsbilanzen ergibt sich die
Energiebilanz in lokaler Form.

pé=oc:D—divg+pr (2.17)

Die Evolution der spezifischen inneren Energiedichte e des materiellen Punktes ist ab-
hingig von der Warmequelle r;, dem Wéarmeflussvektor ¢ und der Spannungsleistung
o : D. Der zweistufige Tensor D = V?*x symbolisiert den rdumlichen Verzerrungs-
geschwindigkeitsgradienten.

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik stellt die Entropieungleichung bzw. Clausius-
Duhem Ungleichung dar. Sie postuliert, dass fiir thermomechanische Vorgénge die Prozess-
richtung natiirlich gegeben ist. Anschaulich ldsst sich diese Aussage dadurch erldutern,
dass der Warmefluss von selbst nur von einem wérmeren zu einem kilteren Medium statt-
finden kann. Die Entropieungleichung besagt, dass die Anderung der totalen Entropie n
nie kleiner als die Differenz aus Warmeproduktion und Wérmefluss dividiert durch die
absolute Temperatur © sein kann. Unter Beachtung der Energiebilanz (2.17) erhélt man
die Entropieungleichung in lokaler Form.

1
p@ﬁ—pé—i—a:D—éq-V@zO (2.18)

Die massenspezifische freie Helmholtz Energie ¢ = p [e — © 5] kann als die Multiplikation
der Dichte mit der Differenz aus spezifischer innerer Energie und der temperaturgewich-
teten Entropie definiert werden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden isotherme
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Abbildung 2.3: Randwertproblem in der Momentankonfiguration (¢)

Prozesse bei geometrischer Linearitit untersucht. Mit der Definition der freien Energie
kann die Entropie- bzw. Clausius-Duhem Ungleichung isothermer Prozesse folgender-
maflen angegeben werden.

Di=c:e—1>0 (2.19)

Dies bedeutet, dass die Dissipation D nie negativ sein darf. Damit ist die Spannungsleis-
tung nie kleiner als die zeitliche Anderung der freien Energie. Die Dissipation ist bei
reversiblen, also umkehrbaren Prozessen gleich null und bei irreversiblen Prozessen grofier
null. Die Clausius-Duhem Ungleichung liefert eine Restriktion fiir die Entwicklung von
konstitutiven Gleichungen, die thermodynamischen Argumenten geniigen sollen, siehe
Kapitel 5.

2.4 Randwertproblem

Das Randwertproblem in der Kontinuumsmechanik besteht in der Erfiillung der Bi-
lanzsdtze aus Kapitel 2.3 unter Beriicksichtigung von bestimmten Randbedingungen. Die
Impulsbilanz (2.15) beschreibt das lokale Gleichgewicht, das punktweise erfiillt werden
muss. Aus mathematischer Sicht stellt die Bilanz drei gekoppelte partielle Differential-
gleichungen dar. Im Rahmen dieser Arbeit werden statische Probleme untersucht, so dass
die materiellen Punkte keine Beschleunigung erfahren. Des Weiteren wird angenommen,
dass die iiber Volumenkrifte wirkende Beschleunigung b* gleich null ist. Damit reduziert
sich die Impulsbilanz zu folgender Gleichung.

dive =0 (2.20)

Der gesamte Rand I' des Gebietes (2 besteht aus mehreren Teilréndern, die entweder die
Oberfliche des Korpers darstellen oder materielle Grenzflichen bzw. Risse sind, siehe
Abbildung 2.3. Auf der Oberfliche des Korpers werden entweder die Verschiebungen u*
oder der Vektor t* der Kontaktspannungen vorgeschrieben. Der Teil der Oberfliche, auf
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dem die Loésung bekannt ist, wird als Dirichlet-Rand I'y« bezeichnet. Der restliche Teil,
auf dem der Spannungsvektor bekannt ist, stellt den Neumann-Rand [y« dar.

u=1u" auf [ und o-n- =t auf [\ (2.21)

Die gesamte materielle Grenzfliche I'y, = U;['y, ; ist die Menge aller unabhéngig voneinan-
der behandelter ungeschédigter Grenzflichen I'y,;. Auf jeder dieser Flichen muss die
Kontinuitit des Spannungsvektors erfiillt sein.

lo-n,;]=0 auf Iy, (2.22)

Die gesamte Rissfliche I'c = U;I'c ; bildet sich aus den einzelnen Rissen I'c ;. In der vor-
liegenden Arbeit wird diskontinuierliches Materialversagen auf der Meso- oder Makroskala
im Rahmen der Kohé#sivzonentheorie modelliert. Die Risse besitzen die Féahigkeit, Span-
nungen zu iibertragen. Allerdings nimmt diese Fahigkeit bei entfestigenden Materialien
mit fortschreitender Risséffnung ab. Die iibertragbaren Spannungen t.; werden mittels
materialspezifischer Traktions-Verschiebungssprung-Gesetze bestimmt, siche Kapitel 5.3
und 5.4.

O 1. ; = tc,j auf Fg,j (223)

Der gesamte Rand des Gebietes ist durch die Menge aller Teilrénder beschrieben, so dass
' =TUly-uly Ul gilt. Es wird darauf hingewiesen, dass es keine Schnittmenge
zwischen zwei Réndern unterschiedlicher Art gibt.
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Kapitel 3

Geometrische Beschreibung von
Diskontinuititen

3.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wird die Beschreibung der Geometrie und Lage von materiellen Grenz-
flichen und diskreten Rissen diskutiert. Zur geometrischen Beschreibung von diesen
Diskontinuitdten kann grundsitzlich auf verschiedene Ansétze zuriickgegriffen werden.
Eine mogliche Methode bietet die Polynominterpolation zwischen bekannten Punkten
auf der Diskontinuitdt mit Lagrange- oder Newton-Polynomen. Eine weitere Moglichkeit
kennzeichnet die Identifikation von unbekannten Koeffizienten einer Funktion, mit der
eine Diskontinuitit beschrieben werden soll, aus ihrer Least-Square Anpassung an eine
Menge von bekannten Punkten auf der Diskontinuitidt. Auflerdem kann die Geometrie von
Diskontinuitéten {iber zusammengesetzte Segmente beschrieben werden. Um eine gewisse
Glattheit der Diskontinuititen zu garantieren, miisste die Beschreibung mindestens C'*-
kontinuierlich sein. Beispielsweise kénnen in 2D bei der parametrisierten Darstellung
einer Kurve kubische Hermite Splines verwendet werden, die durch kubische Hermite
Polynome, die Anfangs- und Endpunkte der Splines sowie die dazugehorigen Tangenten-
vektoren definiert sind. In dieser Arbeit interessiert nicht nur die Geometrie, sondern
insbesondere auch die Lage der Diskontinuitét beziiglich eines beliebigen Punktes im Ge-
biet €2 des Korpers B.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird hierfiir die so genannte Level Set Methode (LSM)
benutzt. Eine Ubersicht iiber diese Methode findet sich in den Biichern von Sethian [165]
und Osher & Fedkiw [140]. Die LSM stellt ein numerisches Verfahren dar, das urspriinglich
entwickelt wurde, um die Bewegung beliebiger Diskontinuitéten zu erfassen. Sie basiert
auf der Idee, die entsprechende Fliche I' C IR? mit Hilfe einer Funktion ¢ : R* x R — IR
als Iso-Kurve darzustellen.

D(t) = {x € R® | ¢(x, 1) = 0} (3.1)

In Gleichung (3.1) kennzeichnet x € IR® einen materiellen Punkt in der Momentankonfi-
guration. Die Bewegung von I' ist durch die rdumliche Zeitableitung von ¢ = 0 gegeben.
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N +F|Vo|l=0, o¢(x,ty) gegeben (3.2)
Die obige Gleichung ist vom Hamilton-Jacobi-Typ und wird héufig als Level Set Gleichung
bezeichnet, siehe Osher & Sethian [141]. Darin symbolisiert F' = xp-n die Geschwindigkeit
der Punkte xp € I" senkrecht zu I'. Die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit dieser
Punkte hat somit keinen Einfluss auf die Position der Fldche. Die Anfangsbedingungen
konnen so gewihlt werden, dass ¢ den vorzeichenbehafteten Abstand d zu I' beschreibt,
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siche Abbildung 3.1. Bei der Losung von Gleichung (3.2) bleibt diese Eigenschaft von ¢
unter bestimmten Voraussetzungen erhalten, sieche Zhao et al. [198] und Mourad, Dolbow
& Garikipati [125]. Allerdings kénnen Diskretisierungsfehler in der Zeit und im Raum
dazu fiihren, dass die Abstandsinformation verloren geht. In diesem Zusammenhang ist
es niitzlich, auf Reinitialisierungsalgorithmen zuriickzugreifen, mit denen aus der Level
Set Funktion wieder eine annéhernde Abstandsfunktion generiert werden kann.

d(x,t) =+ mg% Ix —xp| VxeQ (3.3)
: d

Das Vorzeichen der Abstandsfunktion héngt vom Ort des Punktes x beziiglich I' ab. Im
Falle einer materiellen Grenzflache trennt I" zwei Festkorperphasen, welche die Gebiete €2,
und €2y einnehmen. Nun kann man der Funktion ¢ fiir Punkte im Gebiet €2y ein positives
und fiir Punkte in (2, ein negatives Vorzeichen zuweisen, siche Abbildung 2.3. Wenn I'
einen Riss reprisentiert, kann das Vorzeichen von ¢ im Sinne von Gleichung (2.8) und
Abbildung 2.2 vergeben werden.

Uber die Funktion ¢ lassen sich geometrische Eigenschaften von T' auf einfache Art und
Weise berechnen. Zu diesen Eigenschaften gehoren die Flichennormale n und die mittlere

Kriimmung x*.
Vo : ( V¢ )
n— —— und k' =div | —— 3.4
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Es sei darauf hingewiesen, dass die Norm des Gradienten der Funktion ¢ in der Regel gleich
eins ist, wenn ¢ eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion darstellt. Die Flichennormale
zeigt in das Gebiet, in dem die materiellen Punkte positive Funktionswerte annehmen.
Die mittlere Kriimmung entspricht dem reziproken Radius der Schmiegungskugel. Sie ist
in konvexen Bereichen von I' grofler als null und in konkaven Bereichen kleiner als null.
Bei ebenen Flichen hat die Kriimmung den Wert null.

3.2 Materielle Grenzflachen und Grenzflachenrisse

In diesem Abschnitt wird die geometrische Beschreibung von materiellen Grenzflichen
und Grenzflichenrissen behandelt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Proble-
me untersucht, bei denen kleine Deformationen vorausgesetzt werden konnen. Deshalb
kann davon ausgegangen werden, dass die zeitliche Anderung der Lage einer Grenzfliche
beziiglich des materiellen Punktes P zumindest in den Bereichen nahe ungeschiadigter
Grenzflichensegmente vernachléssigbar ist. Es gilt somit zu jeder Zeit fiir die materielle
Grenzflache I'y, ;:

b (X) 1= S, 1) - (3.5)

Dies bedeutet, dass die Level Set Gleichung (3.2) nicht gelost werden muss. Vielmehr

besteht die Aufgabe darin, geeignete mathematische Funktionen fiir ¢y, ; zu finden oder

zu konstruieren. Auf Grund der ausgewéhlten Anwendungsbeispiele konnen die ma-

teriellen Grenzflichen durch spezielle Quadriken bzw. Flichen zweiter Ordnung mit Sym-
metriepunkt beschrieben werden.

¢m,i(x) =Ty Mz ry—m; = 0 mit ri—=X—Xp; (36)

’
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Abbildung 3.1: Runde Einschliisse umgeben von Matrixmaterial

Darin symbolisiert x; den Symmetriepunkt der Quadrike. Die Matrix M ; und der Skalar
m; klassifizieren den Flichentyp. In der vorliegenden Arbeit werden 2D-Problemstellungen
untersucht. Dabei wird bei allen Anwendungsbeispielen vorausgesetzt, dass die Gebiete
(Yy; kreisformig sind, siche Abbildung 3.1. In diesem speziellen Fall kennzeichnet x;
den Kreismittelpunkt, die Matrix M stellt die Einheitsmatrix dar und m; = r? symbo-
lisiert das Quadrat des Kreisradius. Die Kreisfunktion enthélt in Darstellung (3.6) nur
eine Vorzeichen-, aber keine Abstandsinformation. Die vorzeichenbehaftete Abstands-
funktion, die jedem Punkt im gesamten Gebiet das Vorzeichen und den Abstand d zum
Kreis zuweist, lautet folgendermaflen.

+d DX E Q\QZ,i
Pm,i(X) := || — 1 = 0 @ x€lm, (3.7)
—d : x€ly,;

Die Funktion ist negativ, wenn der Punkt innerhalb des Gebietes €2y ; liegt. Fiir Punk-
te, die sich im restlichen Gebiet Q\(2y; befinden, nimmt sie positive Werte an. Es ist
offensichtlich, dass die Funktionswerte fiir Punkte auf der Kreiskurve null sind. Bei ei-
ner anderen Art von Kurve zweiter Ordnung mit Symmetriepunkt, der Ellipse, miisste
die entsprechende vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion ausgehend von Gleichung (3.6)
zuerst berechnet werden. Hierfiir kann im Sinne der Level Set Methode eine partielle
Differentialgleichung vom Hamilton-Jacobi-Typ gelost werden, siehe Gravouil, Moés &
Belytschko [65]. Eine andere Moglichkeit bietet die Losung einer Eikonal Gleichung mit
der zur LSM verwandten Fast Marching Methode, siehe Sukumar, Chopp & Moran [179].
Die zu l6sende Eikonal Gleichung besagt, dass der Betrag des Gradienten der Level Set
Funktion gleich eins sein muss, um aus dieser eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion
Zu generieren.

Wenn keine geschlossenen mathematischen Funktionen, sondern eine Scan-Analyse oder
ein CAD-Modell des untersuchten Kérpers mit Diskontinuitét zur Verfiigung steht, kann
auch eine Level Set Funktion erzeugt werden. Es sei angemerkt, dass die physikalische
Bedeutung der Diskontinuitdt dabei natiirlich keine Rolle spielt. Bei der Diskontinuitét
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konnte es sich entweder um eine materielle Grenzfliche oder beispielsweise auch um eine
Rissfliche handeln. Aus den vorhandenen Daten muss zur Erzeugung der Level Set Funk-
tion eine Menge von Punkten auf der Diskontinuitéit extrahiert werden. Zudem werden
Punkte neben der Diskontinuitéit benotigt. Sie werden durch ein Verfahren generiert, bei
dem die anndhernden Normalen der Diskontinuitdt benutzt werden. Fiir die ausgewihlten
Punkte sind der Ort und der Level Set Funktionswert bekannt. Die Level Set Funktion
¢m,; zur geometrischen Beschreibung der materiellen Grenzfliche I'y,; kann dann unter
Verwendung von radialen Basisfunktionen, wie z.B. biharmonischen Splines, berechnet
werden, siehe Belytschko et al. [21]. In diesem Zusammenhang stellt die Approxima-
tion der Geometrie jeder einzelnen Diskontinuitdt durch das stiickweise Zusammenfiigen
von Ebenen ein einfaches Verfahren dar. Beispielsweise ergibt sich die Level Set Funk-
tion ¢, ; als vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion aus der Multiplikation des kleinsten
Abstands beziiglich aller Ebenensegmente von I'y,; mit einer Vorzeichenfunktion, ver-
gleiche Gleichung (3.3). Bei 2D-Problemen wird damit jede einzelne Diskontinuitit als
Polygonzug approximiert. Bei existierenden Strukturen konnen Level Set Funktionen be-
liebiger Diskontinuitdten auch mit Hilfe der Holografie und anderen Methoden gewonnen
werden.

Um eine im Gebiet (2 eindeutige Level Set Funktion ¢, zu erzeugen, kann die folgende
Vorschrift verwendet werden: Die Funktion ¢y, soll immer gleich derjenigen Funktion ¢y, ;
sein, die fiir den Punkt x den kleinsten Wert annimmt, siehe Sukumar et al. [178].

G = min (¢p;) V xeQ (3.8)

1=1...nm

Die Verwendung der eindeutigen Level Set Funktion ¢, hat zur Folge, dass es nicht
mehr ng,, sondern formal nur noch eine einzige materielle Grenzfliche gibt. Obwohl
diese Strategie in der vorliegenden Arbeit umgesetzt wird, werden in den Formulierungen
weiterhin alle materiellen Grenzflichen I'y,; individuell behandelt, vergleiche Gleichung
(2.5). Generell sollte immer gepriift werden, ob Gleichung (3.8) benutzt werden darf.
Beispielsweise kann diese Gleichung nicht verwendet werden, wenn das Teilgebiet €y ;
einen Kreisring darstellt, der durch einen inneren und einen &ufleren Kreis beschrieben
wird. Die Folge wire, dass die innere Grenzfliche durch die Funktion ¢, nicht mehr
erfasst werden wiirde. Des Weiteren ist es moglich, dass die Genauigkeit bei der nu-
merischen Approximation der Geometrie einzelner Grenzflichen abnimmt. Abhilfe kann
dann entweder die Verwendung eines feineren Finite Element Netzes oder die individuelle
Behandlung der materiellen Grenzflichen liefern.

Es ist bemerkenswert, dass sich die Materialverteilung im gesamten Gebiet {iber das Vor-
zeichen der Level Set Funktion ¢y, definieren lisst. Beispielsweise gilt in Bezug auf die
Gleichungen (3.7) und (3.8) folgende Feststellung.

x €y wenn sgn(¢y(x)) =—1 (3.9)
x €y wenn sgn(¢y,(x)) =+1 '
Wenn das Vorzeichen negativ ist, besteht der materielle Punkt aus der Festkorperphase
25. Wenn das Vorzeichen positiv ist, gehort er zur Festkorperphase €2;. Allen Punkten
Materialeigenschaften iiber eine Funktion zuzuweisen, bringt bei der Suche nach einer
optimalen Struktur hohe Flexibilitéit im Hinblick auf die Variation der Materialverteilung
innerhalb eines mehrphasigen Festkorpers.
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Abbildung 3.2: 1D-Darstellung der diskretisierten Funktion Xy, ;

3.2.1 Numerische Berechnung der Anreicherungsfunktionen

Die Level Set Funktion, die die Grenzflichengeometrie von I'y, ; beschreibt, kann verwen-
det werden, um die Anreicherungsfunktion xm; zu konstruieren, siehe Kapitel 2.1. In
den Arbeiten von Sukumar et al. [178] und Belytschko et al. [21] sind zwei dhnliche
Versionen von Anreicherungsfunktionen fiir Grenzflichen in Abhéngigkeit einer Level Set
Funktion entwickelt worden. In Moés et al. [115] findet man eine dritte Version, die
auch in der vorliegenden Arbeit verwendet wird. Darin wurde die Wirkungsweise der
erweiterten Finite Element Methode zur numerischen Lésung von Strukturproblemen mit
materiellen Grenzflichen untersucht, siehe Kapitel 4. Anhand ausgewéhlter Strukturpro-
bleme wurde gezeigt, dass die Wirkungsweise der Methode bei Verwendung dieser Version
der Anreicherungsfunktion verbessert wird. Auflerdem wurde nachgewiesen, dass die Kon-
vergenzrate der dazugehorigen Losung sehr nahe an der ,optimalen®“ Konvergenzrate der
gewohnlichen Finite Element Losung ist, die mit einer konformen Diskretisierung gewon-
nen wird. Die verwendete Anreicherungsfunktion kann ausschliefilich in knotenbasierter
Form im Rahmen einer Finite Element Formulierung angegeben werden.

Nnod

Z NI ¢m,i,[
I=1

Darin kennzeichnet ¢,,;; den Wert der Funktion ¢n; am Knoten I und 7y, die An-
zahl der Elementknoten. Die Diskretisierung der Anreicherungsfunktion mit den Ansatz-
funktionen Ny impliziert die Approximation der materiellen Grenzfliche. Beispielsweise
wird die materielle Grenzfliche bei Verwendung von bilinearen vierknotigen Finiten Ele-
menten durch eine Sequenz stiickweise linearer Segmente approximiert. In Abbildung
3.2 ist die Funktion x,,; und ihre Entstehung aus der Differenz zweier Komponenten
veranschaulicht. Dabei ist der eindimensionale Fall anhand eines zweiknotigen Finiten
Elementes dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Funktion iiber die materielle
Grenzfliche I'y, ; hinweg zwar stetig, aber in ihrer Ableitung diskontinuierlich ist, was dem
Verlauf der Verschiebungen an materiellen Grenzflichen entspricht.

Im Falle der Rissbildung zwischen den zwei Festkorperphasen (2; und €2, ; muss die Vor-
zeichenfunktion . ; spezifiziert werden, siehe Kapitel 2.1. Wie in Abbildung 2.3 zu erken-
nen ist, kann die betroffene materielle Grenzfliche I'y, ; bei diesem Vorgang teilweise oder
sogar ginzlich in den Riss I'¢ ; iibergehen. Die Vorzeicheninformation der Funktion ¢, ;
kann genutzt werden, um x. ; zu definieren. In einer Finite Element Implementierung, bei
der die Level Set Funktion ¢, ; als Knoteninformation vorliegt, wird zur elementweisen

Nnod

Xm,i = Z Ni | bmit| — (3.10)
I=1
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Abbildung 3.3: Level Set Beschreibung einer Faserverbundstruktur
Approximation der Funktion eine Finite Element Interpolation benotigt.
Nnod
chj = sgn(gbm,z-) mlt ¢m,i = Z N[ ¢m,i,[ (311)
=1

Die Level Set Funktion ¢y, ; liefert somit auf elegante Art und Weise notwendige Infor-
mationen fiir die Bewegungsabbildung eines Kérpers, um nicht nur die kinematischen
Anforderungen von ungeschidigten materiellen Grenzflichen, sondern auch von Grenz-
flachenrissen erfiillen zu konnen.

Beispiel: Faserverbundmaterial

Die numerische Modellierung der Funktion ¢,,, die sich aus der Gleichung (3.8) ergibt,
wird in der vorliegenden Arbeit mittels der Finite Element Methode durchgefiihrt, ver-
gleiche Gleichung (3.11) rechts. Eine Veranschaulichung soll das folgende Beispiel liefern.
Dabei handelt es sich um eine quadratische Struktur, die aus einem Matrixmaterial mit
vier darin eingebetteten kreisformigen Fasern besteht, siehe Abbildung 3.3. Die Struktur
soll ein Querschnittssegment eines Bauteils darstellen, das aus faserverstirktem Mate-
rial konstruiert ist. Die Kantenlinge der Struktur betrdgt 3.0 mm. Die vier Fasern
sind alle durch denselben Radius r1_4 = 0.53 mm gekennzeichnet. Die Mittelpunkte
der Fasern haben die folgenden Koordinaten: xo; = (0.75 0.75)7, x02 = (2.20 0.85)7,
x93 = (2.35 2.30)7 und x4 = (0.80 2.20). Alle Eintriige der Ortsvektoren haben die
Einheit Millimeter. Auf der rechten Seite von Abbildung 3.3 ist die Level Set Funktion
¢ anhand eines Farbplots dargestellt. Man erkennt, dass die Funktionswerte innerhalb
des Gebietes, das durch die vier Fasern gebildet wird, negativ und ansonsten positiv sind.
Auf der Grenzflache sind die Funktionswerte gleich null.
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3.3 Risse innerhalb Festkorperphasen

In diesem Abschnitt wird die geometrische Beschreibung von diskreten Rissen diskutiert,
deren potentieller Ort und Form nicht a priori bekannt sind. Zuerst werden einige Arbei-
ten skizziert, die sich mit diesem Thema im Rahmen von Level Set oder Fast Marching
Methoden befassen. Danach wird die so genannte Vektor Level Set Methode vorgestellt,
auf die auch in der vorliegenden Arbeit zuriickgegriffen wird. Zwei Beispiele sollen die
Wirkungsweise dieser Methode demonstrieren. AbschlieBend wird auf alternative Strate-
gien zur Rissverfolgung hingewiesen.

In Stolarska et al. [175] wurde die Geometrie eines wachsenden Risses im 2D-Raum mit
Hilfe zweier Level Set Funktionen beschrieben. Eine Funktion gab den Riss wieder, die
andere kennzeichnete die beiden Rissenden. In Sukumar, Chopp & Moran [179] konn-
te die Evolution ebener Rissflichen in 3D-Kérpern erfasst werden. Um die Rissgeome-
trie zu aktualisieren, wurde die Fast Marching Methode benutzt. Diese Methode ist
fiir monoton fortschreitende Fronten auf Grund ihrer numerischen Effizienz sehr attrak-
tiv, sieche Sethian [164] und Chopp [32]. Neben ausgewihlten Problemen in der Struk-
turmechanik wurde sie auch auf Aufgabenstellungen in der Seismologie, Photolithographie
oder Medizin angewendet. In Gravouil, Moés & Belytschko [65] konnte das Risswachstum
gekriimmter Rissflichen im 3D-Raum geometrisch abgebildet werden. Die Rissgeometrie
wurde durch zwei fast orthogonale Level Set Funktionen definiert. Davon beschrieb die
eine den Riss als 2D-Fldche. Die andere wurde eingesetzt, um die Rissfront darzustellen.
Die Evolution beider Funktionen wurde durch die Lésung von partiellen Differentialglei-
chungen erfasst, vergleiche Gleichung (3.2). Bei der Aktualisierung der Level Set Funk-
tionen muss bei Rissproblemen generell darauf geachtet werden, dass sich die Geometrie
und Lage des bisherigen Risses nicht dndert.

Die Vektor Level Set Methode ermoglicht die geometrische Beschreibung fortschreiten-
der Risse, ohne partielle Differentialgleichungen l6sen zu miissen. Stattdessen werden
einfache algebraische Gleichungen aufgestellt und gelost. Die oben skizzierten Verfahren

Rissspitze 2

€3

€9

Abbildung 3.4: Geometrische Beschreibung eines Risses
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Abbildung 3.5: Geometrische Bedingungen fiir die Berechnung des Level Sets

basieren auf mehr oder weniger gewohnlichen Level Set Methoden, die urspriinglich fiir die
Modellierung vollstédndig bewegter Flichen gedacht waren. Bei Rissen findet eine Bewe-
gung jedoch nur an der Rissfront statt. Infolgedessen miissen sie zudem die Schwierigkeit
bewiiltigen, schon vorhandene Risssegmente zu fixieren. Vektor Level Sets wurden von
Steinhoff, Fan & Wang [173] und Ruuth, Merriman & Osher [159] fiir die geometrische Ab-
bildung verschiedenartiger Flichen, wie z.B. akustischer und elektromagnetischer Wellen,
benutzt. Im Rahmen einer Element Free Galerkin Method wurde in Ventura, Xu & Be-
Iytschko [187] eine neue Vektor Level Set Formulierung zur geometrischen Beschreibung
von wachsenden Rissen entwickelt. Ventura, Budyn & Belytschko [186] passten diese For-
mulierung an Finite Element Methoden an. Eine hierzu dhnliche Level Set Beschreibung
der Rissgeometrie wurde in Stazi et al. [171] vorgestellt.

Im Rahmen der Vektor Level Set Methode wird die Rissgeometrie im Falle von 3D-
Problemen durch vier und bei 2D-Problemen durch drei Komponenten erfasst. Diese
bezeichnen zum einen die drei bzw. zwei Eintrége des Abstandsvektors ®.;, der vom
Punkt x zu dem néchst gelegenen Punkt auf dem Riss I'c; zeigt und zum anderen die
Vorzeichenfunktion x.;. Wenn alle Komponenten bekannt sind, kann die skalarwertige
Level Set Funktion ¢.; aus der Norm des Abstandsvektors und der Vorzeichenfunktion
berechnet werden. Da die Information der Rissgeometrie nur in einem schmalen Band um
den Riss herum bendétigt wird, muss auch nur dort die Level Set Funktion definiert sein,
siche Abbildung 3.4. Im Rahmen einer numerischen Behandlung der Evolution von ¢ ;
wird das schmale Band um den Riss herum, der von Punkt A nach Punkt B wéchst, in
drei unterschiedliche Bereiche aufgeteilt, siche Abbildung 3.5. In diesen Bereichen bleibt
die Level Set Funktion entweder unverdndert oder wird aktualisiert (dunkelgrau hinter-
legt) oder zum ersten Mal berechnet (hellgrau hinterlegt). Es sei darauf hingewiesen, dass
in diesem Abschnitt zur iibersichtlicheren Darstellung der Vektor Level Set Methode der
risskennzeichnende Index (c,j) teilweise weggelassen wird. Die Menge aller Punkte, die
in den grau hinterlegten Gebieten liegen, soll als F" bezeichnet werden.

Fr={xeR: (x—x};p)s" <0, (x—x3;5)s""" > 0oder (x—x},p)-s5 > 0} (3.12)
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Darin symbolisiert der Vektor s, die Summe aus den normierten Rissrichtungen s"~!

und s" im Rechenschritt n — 1 beziehungsweise n. Die gesuchte Menge aller Punkte,
fiir die die Level Set Funktion aktualisiert oder zum ersten Mal berechnet werden muss,
ist durch drei Ungleichungen definiert. Die erste Ungleichung rechts vom Doppelpunkt
in (3.12) kennzeichnet den gesamten Bereich, der hinter der aktuellen Rissspitze x7,p
liegt. Die zwei darauf folgenden Ungleichungen gewéhrleisten, dass die Level Set Funktion
lediglich im Bereich vor der alten Rissspitze x5, oder im dunkelgrauen Bereich berechnet
wird. Die Rechenvorschriften fiir den Abstandsvektor @, ; und die Vorzeichenfunktion . ;
lauten folgendermaflen.

o { —&% [(x—x7h) - 81] wenn (x - xyh) s >0
C,j n— n— n
—(x —x37p)  wenn (x —xj7p) s’ <0 (3.13)
Xej = sguf(x—xpyp) - sti]

Darin kennzeichnet s’ den normierten Vektor s’ , der die im Gegenuhrzeigersinn um 90°
gedrehte Rissrichtung s darstellt. Die Level Set Funktion ¢ ; kann aus der Multiplikation
der Norm des Abstandsvektors mit der Vorzeichenfunktion gewonnen werden, vergleiche
Gleichung (3.3).

Pej = Xej |l (3.14)

Im folgenden Abschnitt wird auf die numerischen Berechnungen dieser Level Set Funk-
tion und insbesondere der Vorzeichenfunktion x. ; eingegangen, die zur Anreicherung der
Bewegungsabbildung einer Struktur mit Festkorperphasenriss eingesetzt wird.

3.3.1 Numerische Berechnung der Anreicherungsfunktion

Im Rahmen einer Finite Element Implementierung wird die Gleichung (3.14) an aus-
gewdhlten Punkten ausgewertet. Da im numerischen Modell die Level Set Funktion nur
in einem schmalen Band um den Riss herum bend6tigt wird, beschreiben diese Punkte
die Knoten derjenigen Elemente, durch die der Riss verlduft. Der in den Abbildungen
3.4 und 3.5 dargestellte Bereich wird durch Finite Elemente definiert. Die Interpola-
tion der Level Set Funktion (3.14) fir Punkte innerhalb der entsprechenden Elemente
wird in der vorliegenden Arbeit iiber Ansatzfunktionen realisiert. Wenn beispielsweise
bilineare vierknotige Elemente verwendet werden, wird der Riss ndherungsweise als Poly-
gonzug modelliert. Es ist offensichtlich, dass auch der Wert der Vorzeichenfunktion (3.13)
zunédchst nur an den Knoten bekannt ist. Thr Wert kann jedoch mittels der Finite Ele-
ment Approximation der Level Set Funktion fiir jeden beliebigen Punkt innerhalb der
Elemente, die das schmale Band um den Riss herum diskretisieren, berechnet werden,
vergleiche Gleichung (3.11).

Nnod

Xeg =sgu(be;)  mit  ¢oj =D Nidejs (3.15)
=1

Darin symbolisiert ¢ ;; den Funktionswert von ¢.; am Knoten I, der iiber Gleichung
(3.14) ermittelt wird. Die Variable n,.q beschreibt die Anzahl der Knoten des Finiten
Elementes und N; die Ansatzfunktion, die zum Knoten I gehért. In Ventura, Budyn &
Belytschko [186] werden alternative Ansétze zur Extra- und Interpolation der Kompo-
nenten des Vektor Level Sets diskutiert.
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Abbildung 3.6: Abstandsvektoren @ ;

In der vorliegenden Arbeit wird die aktuelle Rissspitze x%.; imaginér verldngert, so dass
immer alle Knoten eines Finiten Elementes, durch das ein Riss vollstindig verlduft, in der
Menge F™ enthalten sind. Damit ist eine genaue Interpolation der Level Set Funktion
innerhalb aller betroffenen Elemente mdoglich. Nachdem die Vektor Level Set Kompo-
nenten an den Knoten zum aktuellen Rechenschritt n berechnet wurden, wird wieder
die tatsiichliche Rissspitze als x5 gespeichert. Ohne weitere Konsequenz kann dies in
bestimmten Féllen dazu fiihren, dass ein Teil des hellgrau hinterlegten Bereiches in Ab-
bildung 3.5 eigentlich dunkelgrau hinterlegt werden miisste, da hier die Level Set Kom-
ponenten schon im Rechenschritt n — 1 berechnet wurden und jetzt nur noch aktualisiert
werden.

In Ventura, Budyn & Belytschko [186] wird bei grofien Anderungen der Rissrichtung
empfohlen, aus Griinden der Genauigkeit anstelle der Level Set Aktualisierung eine sepa-
rate Level Set Beschreibung aufzubauen. Dabei wird das Risssegment vor der aktuellen
Rissspitze geometrisch als neuer Riss behandelt. In der vorliegenden Arbeit wird darauf
verzichtet. Die Vektor Level Set Methode wird jedoch so umgesetzt, dass an bestimmten
Knoten derselbe Effekt erzielt wird.

Beispiele

Die folgenden zwei Beispiele dienen der Veranschaulichung der Wirkungsweise der vorge-
stellten Vektor Level Set Methode zur Erfassung des Verlaufs von einem und mehreren
Rissen mit komplexer Geometrie.

In Abbildung 3.6 ist ein gekriimmter Riss in einem einphasigen Festkorper dargestellt. Die
Rissgeometrie wird mit den Abstandsvektoren @ ; erfasst. Sie werden an den Knoten der
Finiten Elemente berechnet, durch die der Riss verlduft. Wie man erkennen kann, zeigen
die Abstandsvektoren exakt auf die Risspunkte mit der kiirzesten Entfernung. Hierfiir
miissen sie orthogonal zur Risstangente sein, was offensichtlich der Fall ist. Eine detail-
lierte Analyse des Versagens der Struktur findet sich in Kapitel 6.1.
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Abbildung 3.7: Abstandsvektoren ®.; und ®.,

Abbildung 3.7 zeigt mehrere gekriimmte Risse in einem Stahlbetonbalken, der als ho-
mogene Struktur modelliert wird. Dies bedeutet, dass der Beton im Verbundwerkstoff
Stahlbeton als einphasiges Festkopermaterial abgebildet wird. Damit handelt es sich bei
den Rissen um Risse innerhalb einer Festkorperphase. In diesem Beispiel werden die zwei
Risse vergrofiert dargestellt, deren Geometrie durch die Abstandsvektoren ®.; und ®.,
beschrieben wird. Die Vektoren stehen trotz starker Risskriimmung und relativ grobem
Finite Element Netz senkrecht auf den Rissen und haben die richtige Lénge. Der Ver-
sagensprozess des Stahlbetonbalkens wird ausfiihrlich in Kapitel 6.3 analysiert.

3.3.2 Alternative Strategien zur Rissverfolgung

Eine alternative Beschreibung der Rissgeometrie liefert die globale Rissverfolgungsstrate-
gie, die von Oliver et al. [135] entwickelt wurde. Dazu wird im gesamten Gebiet eine
Art stationdres, anisotropes Wérmeleitproblem gelost. Die Isothermen des berechneten
Temperaturfeldes repriasentieren mogliche Risspfade. Die , Wiarmeleitmatrix® wird iiber
ein geeignetes Rissrichtungskriterium konstruiert, siehe Kapitel 5.5.2. Die Matrix wird
aus dem dyadischen Produkt des Einheitsvektors, der in Rissfortschrittsrichtung zeigt,
mit sich selbst gebildet. Um die Schlechtgestelltheit des Problems zu verhindern, wird
durch einen additiven Zusatz eine Stérung der Matrix eingefiihrt. Wenn das verwendete
Versagenskriterium Risswachstum anzeigt, werden die Temperaturen an den Rissspitzen
ermittelt. Die Risse werden dann entlang der korrespondierenden Isolinie vorangetrieben.
In Feist [51] wurde die globale Rissverfolgungsstrategie modifiziert, um gewisse Nachteile
der Methode zu umgehen, die aus den falschen Rotationen der Isolinien in bereits geris-
senen Elementen resultieren. Hierfiir wurde die Anwendung der Rissverfolgungsstrategie
auf charakteristische Teilbereiche beschrinkt. Diese Teilbereiche sind durch diejenigen
Finiten Elemente beschrieben, die von aktiven Rissen aktuell oder moglicherweise spéter
durchtrennt werden.

Gasser & Holzapfel [61] beschiftigten sich mit der Abbildung von Rissflichen in 3D-
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Medien. Ihre geometrische Beschreibung basierte auf der Annahme, dass der Riss in
jedem Element eine ebene Fliche darstellt. Die Flache ist durch einen Aufpunkt und ihre
Normale definiert, die durch geeignete Kriterien berechnet werden kann, siehe Kapitel
5.5.2. Damit ist es jedoch nicht moglich, die Kontinuitidt des Risspfades zu realisieren.
Die gesamte Rissfliche wird durch den elementweisen Zusammenbau der Flichensegmente
als offene und unebene Fliche approximiert. Durch das Fehlen der Kontinuitit kann nicht
sichergestellt werden, dass jeder materielle Punkt bzw. Knoten eines Finite Element Net-
zes eindeutig dem Gebiet links oder rechts vom Riss zugewiesen werden kann. Des Wei-
teren kann die unebene Rissfliche moglicherweise zu unphysikalischen Rissverzweigungen
fithren. Aus diesen Griinden entwickelten Gasser & Holzapfel [61] ein Verfahren, um bei
3D-Problemen aus der unebenen, offenen Rissfliche eine glatte, geschlossene Rissfliche
generieren zu konnen. Dabei wurde in der Umgebung des Aufpunktes eines Risssegmentes
eine Punktwolke bestimmt. Eine lineare oder quadratische Funktion, die die Rissfliche
beschreiben sollte, wurde dann unter Minimierung eines Least-Square Problems gewon-
nen. Anschliefend wurde die dazugehorige, neue Rissnormale berechnet.



Kapitel 4

Erweitertes Finite Element Modell

4.1 Allgemeines

In diesem Kapitel wird ein Finite Element Modell vorgestellt, mit dem spéter numerische
Versagensanalysen von ein- und zweiphasigen Festkorpern durchgetiihrt werden. Zunéchst
wird ein kurzer Uberblick iiber die Entwicklung der zugrunde liegenden erweiterten Finite
Element Methode gegeben, die im Englischen eXtended Finite Element Method (X-FEM)
genannt wird, siehe Moés, Dolbow & Belytschko [116]. Dabei steht die Entwicklung dieser
Methode zur numerischen Lésung von statischen Problemen im Vordergrund.

In den spiten 1990’er Jahren befassten sich Belytschko & Black [15] mit der numerischen
Modellierung von spannungsfreien Rissen in elastischen Festkérpern im Rahmen einer
Finite Element Formulierung. Hierfiir lieferte ihnen die linear elastische Bruchmechanik
(LEFM) die analytischen Grundlagen. Sie entwickelten ein Konzept, mit dem ein Riss in
Bezug auf die gewéhlte Diskretisierung beliebig ausgerichtet sein konnte. Jedoch wurde
es unter Umstéinden bei stark gekriimmten Rissverldufen notwendig, eine minimale Neu-
vernetzung in der Ndhe der Risswurzel vorzunehmen. Die wesentliche Idee in diesem
Konzept war die lokale Erweiterung der Finite Element Approximation mit charakteristi-
schen Funktionen aus dem asymptotischen Rissspitzenfeld, vergleiche Fleming et al. [55].
Das Konzept basierte auf der Partition of Unity-Eigenschaft der verwendeten Formfunk-
tionen, siche Duarte & Oden [43] und Babuska & Melenk [11]. Wie schon seit langem
bekannt ist, miissen Formfunktionen diese Eigenschaft besitzen, damit sich dehnungs-
freie Starrkorperverschiebungen abbilden lassen und Konvergenz gewéhrleistet werden
kann. Das von Belytschko & Black [15] vorgestellte Finite Element Konzept zur nu-
merischen Rissmodellierung wurde in Moés, Dolbow & Belytschko [116] weiterentwickelt.
Die entscheidende Verbesserung brachte die Idee, den Ansatz fiir das Verschiebungsfeld
nicht nur mit charakteristischen Funktionen aus der asymptotischen Rissspitzenlosung,
sondern auch mit Hilfe einer Sprungfunktion zu erweitern. Damit konnte der gesamte
Riss unabhingig von der rdumlichen Diskretisierung und ohne jegliche Neuvernetzung
abgebildet werden. Auf Grund der Erweiterung kann diese Formulierung auch als Gene-
ralisierung des Konzepts der Verdopplung der Knoten verstanden werden. Bemerkenswer-
terweise bringt die Einfiihrung von zusétzlichen Freiheitsgraden mittels des Partition of
Unity-Konzepts mit sich, dass die diskretisierten Gleichungen die Sparsity-Eigenschaften
des Orginalnetzes beibehalten. In Daux et al. [36] und Budyn et al. [26] wurde die X-FEM
auf komplexe Rissprobleme in elastischen Korpern angewendet. Offene Fragestellungen
bei der Verzweigung, Koaleszenz und Uberschneidung von mehreren Risssegmenten kon-
nten beantwortet werden. Dariiber hinaus wurde die Diskretisierung von Hohlrdumen
oder Materialfehlstellen mit Finiten Elementen diskutiert, die nicht an die Geometrie
dieser Defekte angepasst werden miissen.

Zur numerischen Modellierung elementweise gekriimmter Risse wurden in Stazi et al.

35
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[171] hoherwertige erweiterte Finite Elemente eingesetzt. Fiir die Diskretisierung des
gewohnlichen Anteils der Verschiebungen wurde eine quadratische Interpolationsordnung
gewihlt. Zur Approximation der Verschiebungskomponenten, die mit dem Riss assoziiert
sind, wurden lineare Ansatzfunktionen benutzt. Durch die Verwendung einer linearen
und nicht einer hoherwertigen Approximation der Rissspitzenldsung sollten offensichtlich
groBere Schwierigkeiten im Ubergangsbereich zwischen angereicherten und gewhnlichen
Elementen vermieden werden. Eine grundlegende Untersuchung zu diesem Themengebiet
findet sich in der Arbeit von Chessa, Wang & Belytschko [29]. Darin wurde konstatiert,
dass die Formfunktionen der angereicherten Knoten in den Finiten Elementen des Uber-
gangsbereichs durch die lokale Erweiterung des Verschiebungsfeldes keine Partition of
Unity bilden. Dies kann zum Genauigkeitsverlust der Verschiebungsapproximation in
diesen Elementen fiithren. Die Aussage wurde durch die Reduktion der Konvergenzrate
der numerischen Lésung bei Verwendung einer charakteristischen Anreicherungsfunktion
zur Modellierung von diskontinuierlichen Gradienten bestétigt. Zur Verbesserung der
Wirkungsweise der Methode wurden verschiedene Ansétze vorgeschlagen. Es ist ange-
merkt, dass mit der in dieser Arbeit verwendeten Anreicherungsfunktion zur Modellierung
von diskontinuierlichen Gradienten auch ohne spezielle Ubergangselemente ,optimale®
Konvergenz erreicht wird, siehe Kapitel 3.2.1. Die Kombination der X-FEM mit der S-
Version der Finite Element Methode wurde von Lee et al. [97] zur numerischen Losung von
Randwertproblemen mit stationédren oder wachsenden spannungsfreien Rissen eingefiihrt,
siche Kapitel 7.1. Das Rissspitzenfeld wurde durch singulire Viertelspunkt-Elemente auf
einem {iberlagerten Netz modelliert, siche Barsoum [13]. Die restliche Diskontinuitét
wurde im Rahmen des Partition of Unity-Konzepts unter Verwendung einer Sprungfunk-
tion beschrieben. Die Anwendung der hybriden Methode vermeidet durch die spezielle
Diskretisierung des Rissspitzenfeldes die oben skizzierte Problematik in Ubergangsberei-
chen. Jedoch wird mittels der Viertelspunkt-Elemente die Singularitéit an der Rissspitze
nur entlang der Elementkanten genau erfasst. Legay, Wang & Belytschko [98] benutzten
das Konzept der X-FEM zur Diskretisierung von schwachen und starken Diskontinuitéten
unter Verwendung spektraler Finiter Elemente, die gegeniiber gewhnlichen Finiten Ele-
menten fiir glatte Probleme beachtliche Vorteile in Bezug auf die Genauigkeit bieten. Ein
Schwerpunkt ihrer Arbeit war das Konvergenzverhalten der vorgestellten Methode fiir un-
terschiedliche Elementformulierungen im Hinblick auf den erwihnten Ubergangsbereich
bei Problemen mit diskontinuierlichen Gradienten.

In Verbundwerkstoffen kann diskontinuierliches Versagen nicht nur innerhalb der konsti-
tuierenden Materialphasen, sondern auch in den materiellen Grenzflichen auftreten, siehe
Kapitel 1.1. Die Anwendung der erweiterten Finite Element Methode zur numerischen
Modellierung von spannungsfreien Grenzflichenrissen auf Basis der LEFM findet sich in
Nagashima, Omoto & Tani [126], Liu, Xiao & Karihaloo [102] und Sukumar et al. [180].
Zur Diskretisierung der untersuchten Probleme wurden in allen drei Arbeiten Netze ver-
wendet, die an die Geometrie der materiellen Grenzfliche angepasst waren. Wéihrend
jedoch in der erstgenannten Arbeit die Anreicherungsfunktionen von der asymptotischen
Losung eines Risses innerhalb homogener Materialien abgeleitet wurden, beriicksichtigten
die zwei letztgenannten Arbeiten die analytische Losung an der Spitze eines Risses zwi-
schen zwei unterschiedlichen Materialien.

Die linear elastische Bruchmechanik ist auf Anwendungen beschriankt, bei denen die Aus-
dehnung der Versagenszone im Vergleich zur Grofle des Risses und der untersuchten Struk-
tur klein ist. Fiir solche Fille muss auf geeignete Modellierungsstrategien zuriickgegriffen
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werden, mit denen die Versagenszone beriicksichtigt werden kann. Unter Verwendung
der Kohisivzonentheorie wurde die X-FEM zur numerischen Analyse entfestigender Ma-
terialien erfolgreich eingesetzt, siche Wells & Sluys [190], Moés & Belytschko [114] und
Mariani & Perego [105]. Motiviert durch die Tatsache, dass typische Versagensmecha-
nismen auf der Mikroebene mit nur einem einzigen kohésiven Riss nicht erfasst werden
konnen, wurde dieser in Remmers, de Borst & Needleman [153] durch sich iiberschnei-
dende kohisive Segmente reprisentiert. Es ist offensichtlich, dass hierbei mehrfache Riss-
bildung beriicksichtigt werden musste. Im Gegensatz zu Rissen in elastischen Medien liegt
bei Rissmodellen in kohésiven Materialien keine Spannungssingularitét an der Rissspitze
vor, da die Spannungen durch die Festigkeit des Materials begrenzt werden. Die Losung
an der Rissspitze kann durch die Verwendung einer zusétzlichen Verschiebungskompo-
nente verfeinert werden. Zur Diskretisierung der zusétzlichen Verschiebungskomponente
wird die polynomiale Basis mit Rissspitzenfunktionen angereichert. Diese diirfen natiirlich
nicht zu singuléren Spannungen fiihren, sieche Anhang B.

In Dolbow, Moés & Belytschko [42] wurde die erweiterte Finite Element Methode dazu
verwendet, die zugrunde liegenden Gleichungen fiir Probleme mit reibungsbehaftetem
Kontakt zu diskretisieren. Zur iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
wurde die LATIN-Methode verwendet, siche Ladeveze [94]. Kurze Zeit spiter wurde von
Wells, de Borst & Sluys [189] das Konzept der Partition of Unity zur Diskretisierung von
diskontinuierlichen Ablésevorgéngen in geschichteten, einphasigen Festkorperstrukturen
unter Beriicksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte eingesetzt. Dabei wurden auch
die Beitridge der spannungsiibertragenden Rissflichen zur geometrischen Systemsteifigkeit
beachtet. Diese resultieren aus der Linearisierung der Bewegung des Rissnormalenvektors,
siehe Kapitel 2.1.1. Im Unterschied zum Bruch von quasi-sproden Materialien ist die Riss-
bildung in duktilen Werkstoffen dadurch gekennzeichnet, dass es zunéichst in der Umge-
bung der Rissspitze zur Plastifizierung kommt. Fiir die Modellierung dieses Phinomens
wendeten Elguedj, Gravouil & Combescure [47] im Rahmen der erweiterten Finite Ele-
ment Methode die elastisch plastische Bruchmechanik an. Sie benutzten das bekannte
Hutchinson-Rice-Rosengren Rissspitzenfeld, um die von einem Verfestigungsparameter
abhéngige Singularitit an der Rissspitze zu beschreiben.

In Kapitel 1.2 wurde auf die Klassifizierung und Modellierung von Materialversagen einge-
gangen. Es wurde herausgestellt, dass man zwischen drei charakteristischen Versagenszu-
standen unterscheiden kann. Nun sollen diverse Arbeiten skizziert werden, die sich mit der
kombinierten Modellierung von verschmiertem Versagen und lokalisierten Versagensfor-
men im Rahmen der X-FEM befassen. Samaniego & Belytschko [160] diskutierten die Mo-
dellierung von Scherbindern in duktilen Materialien unter dynamischer Beanspruchung.
Dabei wechselten sie in Analogie zu Belytschko et al. [16] von einer klassischen kon-
tinuumsmechanischen Materialbeschreibung zu einem Konstitutivgesetz vom Traktions-
Verschiebungssprung-Typ, sobald der Verlust der Hyperbolizitidt des anfdnglichen Rand-
wertproblems festgestellt wurde. Die Tatsache, dass in der Scherfuge nur ein gegenseitiges
Abgleiten zu erwarten ist, wurde durch einen speziellen Ansatz des diskontinuierlichen An-
teils der Verschiebungen beriicksichtigt, siche Kapitel 2.1.2. Die Motivation, diffuses Ver-
sagen und starke Diskontinuitédten zu modellieren, ging auf die Arbeit von Bazant & Be-
Iytschko [14] zuriick. Diese gaben eine geschlossene Losung fiir den eindimensionalen Stab
aus ratenunabhéngigem, entfestigendem Material unter einer dynamischen Belastung an.
Daraus ging hervor, dass die Verzerrung eine Dirac-Delta Funktion werden wird, sobald die
Materialtangente negativ und damit die zugrunde liegende partielle Differentialgleichung
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elliptisch wird. In Wells, Sluys & de Borst [192] wurde ein visko-plastisches kontinuums-
mechanisches Konstitutivinodell verwendet, mit dem das Verhalten entfestigender Mate-
rialien auf regularisierende Art und Weise beschrieben wurde. Nachdem die inelastische
Deformation einen kritischen Wert erreicht hat, fithrten sie einen diskreten Riss ein, der
aufler bei Kontakt der beiden Rissufer spannungsfrei war und den vollstédndigen Verlust
der Unversehrtheit des Materials kennzeichnete. Simone, Wells & Sluys [170] benutzten
ein gradientenerweitertes Kontinuumsschiadigungsmodell zur regularisierten Beschreibung
von verschmiertem Materialversagen. Sie definierten den Zeitpunkt der Entstehung eines
spannungsfreien Risses durch einen charakteristischen Schidigungszustand. Durch die
Einfiihrung der Diskontinuitdt konnte das Defizit von gradientenerweiterten Modellen
behoben werden, bei denen filschlicherweise ein Zuwachs an Schédigung hinter der Ver-
sagensfront beobachtet werden kann. Der eingefiihrte diskontinuierliche Versagensmodus
verhindert die nicht-lokale Interaktion iiber die hoch lokalisierte Versagenszone, da die
Bereiche links und rechts des Risses durch die entsprechenden kinematischen Erweiterun-
gen entkoppelt werden. In Patzak & Jirasek [143] wurde die gew6hnliche Verschiebungsap-
proximation erweitert, um das lokalisierte Verzerrungsprofil mit Hilfe einer regularisierten
Heaviside-Funktion abzubilden. Zur diskretisierungsunabhéngigen Modellierung von ent-
festigendem Materialverhalten wurde ein nicht-lokales Schidigungsmodell benutzt. Ob-
wohl der Einfachheit halber darauf verzichtet wurde, besteht mit dieser Methode prin-
zipiell die Moglichkeit, die Evolution des Verzerrungsprofils wihrend des gesamten Be-
lastungsprozesses exakt wiedergeben zu konnen. Die Breite der Versagenszone, in der
die Kinematik angereichert wurde, ist aus einer eindimensionalen mathematischen Loka-
lisierungsanalyse bestimmt worden. Anhand eines numerischen Beispiels konnte gezeigt
werden, dass die Methode sogar bei groben Finite Element Netzen zu genauen Losungen
fiihrt.

Damit die X-FEM zur numerischen Versagensanalyse von verschiedenartigen Struktur-
problemen eingesetzt werden kann, erfolgte die Erweiterung auf unterschiedliche Finite
Element Typen. Zuerst werden einige Arbeiten vorgestellt, in denen zur Lésung von drei-
dimensionalen Rissproblemen Kontinuumselemente verwendet wurden. Danach folgt die
Skizzierung von Arbeiten, in denen erweiterte Platten- und Schalenelemente hergeleitet
wurden. Sukumar et al. [181] und Moés, Gravouil & Belytschko [117] fiihrten Simula-
tionen von diskontinuierlichem Versagen in elastischen Medien durch. In der erstgenann-
ten Arbeit wurden ebene Risse unter Mode-I Belastung untersucht. Die hohe Uberein-
stimmung zwischen den berechneten Losungen und analytischen oder Referenz-Losungen
bestéitigten die Leistungsfihigkeit der Methode. Die letztgenannte Arbeit entwickelte
diesen Ansatz weiter, um numerische Analysen von Problemen mit beliebiger Rissgeome-
trie zu ermoglichen. Die Verwendung von vorzeichenbehafteten Abstandsfunktionen zur
geometrischen Beschreibung der Risse erleichterte die mechanische Behandlung, vergleiche
Kapitel 3.3. Gasser & Holzapfel [60] befassten sich mit der X-FEM, um die dreidimen-
sionale Rissausbreitung in quasi-sproden Materialien zu diskretisieren. Zur Abbildung der
materiellen Entfestigung entwickelten sie im Rahmen der Invariantentheorie ein Kohésiv-
zonenmodell, das auf einem transvers-isotropen Traktions-Verschiebungssprung-Gesetz
basiert. Areias & Belytschko [3] koppelten diskontinuierliches Versagen in 3D-Strukturen
aus kohésivem Material mit einem Kontinuumsschidigungsmodell, das durch die Beriick-
sichtigung von viskosen Effekten regularisiert wurde. Der Zeitpunkt des Ubergangs von
einer kontinuierlichen zu einer diskontinuierlichen Abbildung wurde durch die Erfiillung
einer Stabilitdtsbedingung definiert. Auf Grund der begrenzten Eignung der verwendeten
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viskosen Regularisierung wurde zur Sicherstellung von Stabilitidt das kontinuumsmechani-
sche Konstitutivgesetz durch den Einbau eines konstanten Spannungswertes modifiziert.
Dolbow, Moés & Belytschko [41] entwickelten im Rahmen der Reissner-Mindlin Plat-
tentheorie eine erweiterte Finite Element Formulierung zur Simulation von Risswachs-
tum in ebenen, diinnwandigen Strukturen aus elastischen Materialien. In Areias & Be-
Iytschko [4] wurde eine neue Formulierung zur numerischen Modellierung des Fortschrittes
kohésiver Risse in Schalentragwerken unter Beriicksichtigung geometrischer Nichtlineari-
tét vorgestellt. In den zwei letzteren Arbeiten wurden Risse modelliert, die die Strukturen
in Dickenrichtung komplett durchtrennen.

Wie schon oben angedeutet, ist die X-FEM nicht nur fiir die Durchfiihrung von diskon-
tinuierlichen Versagensanalysen geeignet. Die Methode kann auch zur duflerst genauen
Losung von Problemen eingesetzt werden, die sich durch die verschiedensten internen
Fléachen auszeichnen. Dabei kann auf die Benutzung von Finite Element Netzen verzichtet
werden, die an die Geometrie der internen Flichen angepasst sind. Beispielsweise kénnen
Verbundstrukturen mit fixen materiellen Grenzflichen auf einfache Art und Weise dis-
kretisiert werden, siche Belytschko et al. [19], Belytschko et al. [21] und Sukumar et al.
[178]. Die Leistungsfihigkeit der X-FEM konnte durch die Kopplung mit verschiedenen
Level Set Techniken erhoht werden, siehe Kapitel 3. Diese Techniken dienen nicht nur der
Beschreibung von Geometrie und Lage der internen Flichen, sondern werden auch einge-
setzt, um die benotigten Anreicherungsfunktionen zu konstruieren. Vor kurzem wurde die
Wirkungsweise der X-FEM in Verbindung mit Penalty- und Lagrange-Methoden unter-
sucht, um Dirichlet-Bedingungen an Phasengrenzen zu erzwingen, an deren Geometrie das
zugrunde liegende Finite Element Netz nicht angepasst werden muss, siehe Ji & Dolbow
[85]. Die Motivation fiir die letztgenannte Arbeit lieferte das Problem der Phasentrans-
formation in Hydrogelen.

Die vorliegende Arbeit orientiert sich an den Ausfiihrungen von Hettich & Ramm [73].
Diese schlugen ein erweitertes Finite Element Modell vor, um in Verbundstrukturen das
Versagen der Grenzflache zwischen zwei unterschiedlichen Materialien mit unangepassten
Netzen diskretisieren zu konnen. Die Grenzfliche wurde in ungeschidigte und geschidigte
Bereiche unterteilt. In ungeschédigten Bereichen herrschte der perfekte Verbund zwischen
den Materialien. Zur Modellierung der geschiddigten Bereiche wurden kohisive Rissseg-
mente eingefiihrt. Bei Anwendung dieses neuen Konzepts miissen im Gegensatz zum
konventionellen Ansatz, bei dem die gesamte Grenzfliche von Anfang an mit diskon-
tinuierlichen Segmenten beschrieben wird, keine hohen elastischen Interface-Steifigkeiten
benutzt werden, um einen perfekten Verbund simulieren zu kénnen, siehe Kapitel 1.2.3
und Simone [168|.

Im Folgenden wird auf Methoden hingewiesen, die teilweise gewisse Ahnlichkeiten oder
Gemeinsamkeiten mit der X-FEM aufweisen. In diesem Zusammenhang ist zuerst die
Generalized Finite Element Method zu nennen, die ein zur X-FEM hochgradig verwandtes
Berechnungsverfahren beschreibt. Darin werden analytische oder Referenz-Losungen unter
Verwendung des Partition of Unity-Konzepts in der Finite Element Approximation beriick-
sichtigt, um die lokale und globale Genauigkeit der numerischen Losung zu erhohen,
siehe Strouboulis, Babuska & Copps [176] und Strouboulis, Copps & Babuska [177]. In
Mergheim, Kuhl & Steinmann [111] wurde eine Finite Element Formulierung zur nu-
merischen Modellierung von Risswachstum in kohésiven Materialien vorgestellt, mit der
die Diskontinuitdt wie bei der X-FEM durch die Kontinuumselemente verlaufen darf. Die
Weiterentwicklung dieser Formulierung zur Anwendung auf geometrisch nichtlineare Prob-
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leme mit starken oder schwachen Diskontinuitédten findet sich in Mergheim & Steinmann
[112]. Die in den zwei letztgenannten Arbeiten vorgestellte Methode ist eng verwandt mit
dem Ansatz, der von Hansbo & Hansbo [68, 69] vorgeschlagen wurde. In der Arbeit von
Cho & Im [30] wurden spezielle Finite Elemente zur Modellierung spannungsfreier Risse
entwickelt. Auch diese Formulierung erlaubt die Einbettung der Risse in die Elemente.
Um den kinematischen Anforderungen gerecht zu werden, muss die Anzahl der Knoten
eines Finiten Elementes variabel sein. Die urspriingliche Motivation fiir die Herleitung der
Formulierung bestand in der Aufgabe, mittels der Moving Least-Square Approximation
zwei unpassende Finite Element Netze zusammenzufiigen, siehe Cho et al. [31].
Abschliefend sei auf die Arbeiten von Dumstorff, Mosler & Meschke [46] und Oliver,
Huespe & Sdanchez [137] hingewiesen, die sich mit einer vergleichenden Untersuchung der
Diskretisierung starker Diskontinuitéiten unter Verwendung des elementbasierten SDA und
der knotenbasierten X-FEM beschéftigten, sieche Kapitel 1.2.3.

4.2 Variationsformulierung

Mit der Methode der Finiten Elemente soll nun das Randwertproblem aus Kapitel 2.4
gelost werden. Dagzu ist die Uberfithrung der punktweise formulierten Gleichgewichts-
beziehungen in die schwache Form notwendig. Dabei wird die lokale Impulsbilanz (2.20)
und die statischen Randbedingungen mit einer Testfunktion du gewichtet und anschlieffend
iiber das Gebiet € integriert. Nach einigen Umformungen erhélt man die schwache Form
des Gleichgewichts:

Finde die Verschiebungsfunktion u, so dass

/ Viou: od) = / ou-t*dl’ Y ou (4.1)
Jo Iy
g S———
OWint OWeazt

erfiillt ist. Der linke Term beschreibt die innere virtuelle Arbeit 0W;,;, wihrend der
rechte Term 0W,,, die virtuelle &uflere Arbeit wiedergibt. Die gesuchte Losung u muss
die Dirichlet-Randbedingungen (2.21) des Randwertproblems erfiillen und aufier an den
einzelnen materiellen Grenzflichen I'y, ; und Rissen I'¢ j im gesamten Gebiet (2 hinreichend
glatt sein, vergleiche Gleichung (2.5). Der Losungsraum U wird durch die Verschiebungs-
funktion u = u + Z?jl Xm,i Ui + Z?;l Xc,j 1:1j mit den Verschiebungskomponenten u, u;
und 1:1]- € U definiert.

U= {fl, ﬁi,ﬁj | fl, ﬁi,ﬁj c HI(Q) und lAl|Fu* = 11*, ﬁz Lyx — l:ij o« — 0} (42)

H' symbolisiert einen Sobolev-Raum. Die auf dem Dirichlet-Rand I'y- vorgeschriebe-
nen Verschiebungen u* werden dem gewoéhnlichen Anteil der Verschiebungsfunktion
zugewiesen, um die Dirichlet-Randbedingung in der {iblichen Weise realisieren zu kénnen.
Im Sinne der Galerkin-Methode soll der Raum zuléssiger Testfunktionen V dem Lsungs-
raum U entsprechen. V ist durch die Testfunktion du = du+> "™ Xm 61~1i+2?§1 Xe,j 61:1]-

mit ihren Komponenten du, éu; und 5ﬁj € V definiert.

Y = {0, 0,00, | 64, 60;,08; € H(Q) und sa|r. = 6|, = 01,

r. =0} (43)
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Durch Einsetzen dieses Testfunktionsansatzes in die schwache Form des Gleichgewichts
(4.1) erhélt man zunéchst folgende Gleichgewichtsaussage.

/Vséﬁ:adQ + > [/ Xmi V201, : adQ] +> V(&ﬁi@;vxm,i)s : adsz]
Q i=1 L/9 i=1 L/Q

+) UQXC,J- Vsdﬁj:UdQ] +> Uﬂzac,j(aﬁj@onc,j)szadﬂl (4.4)
j=1

j=1

:/ 6ﬁ-t*d1“+2[/ Xm,idﬁi-t*dl“] +Z[/ Xc,jaﬁj-t*dr}
Ft* i=1 Ft* Ft*

J=1

Die Dirac-Delta Verteilung d. ; ergibt sich aus der Gradientenbildung der Vorzeichenfunk-
tion xc;, siehe Gleichung (2.8) und Anhang A. Das unbegrenzte Volumenintegral, das
die Dirac-Delta Verteilung enthélt, kann durch die Eigenschaft von o, ; in ein begrenztes
Oberflichenintegral iiberfiihrt werden, siche Anhang A.

/ 25c,j ((51:1] X Ilcyj)s codQ) = / 2(51:13 . tc,j dr (45)
Q ch

Darin bezeichnet der Vektor t. ; die Spannungen, die {iber den Riss I'. ; hinweg iibertragen
werden konnen, siehe Gleichung (2.23). Aus der Aufteilung der Verschiebungsfunktion
u folgt, dass jede zuldssige Testfunktion du als zuldssige Testfunktion du, éu; und 61:1]-
betrachtet werden kann. Dies erlaubt die Unterteilung von Gleichung (4.4) in einen Satz
von 1 + ny + ne variationeller Aussagen. Hierfiir wird zunéchst die Testfunktion du
identisch ot gewéhlt. Danach wird angenommen, dass du gleichbedeutend mit jeder
einzelnen Funktion du; und 5ﬁj ist.

/ Védu:od) = ou-t*dl’ (4.6)
Q

Ft*

/ (e V*50) + (311 @ Vxnt)'] : 0 dQ = / Yo By - £ dT
Q Ft*

: (4.7)
/ [(Xmnm V20U, ) + (004, @ VXmn,)] 1 0dQ = / X g OUp,, - t*dT
Q Ft*
/ Xe,1 Vs(Sl:ll o dQ + / 2 61:11 : tc,l dI' = / Xe,1 61:11 -t dl
Q 1—‘c,l I
(4.8)

/ Xeme V20U, 1 00 dQ + / 200, - te, dl = / Xene 0, - t7dD
Q e ne Iy
Die Gleichung (4.6) kennzeichnet die iibliche Gleichgewichtsaussage eines quasi-statischen
Randwertproblems ohne Volumenkrifte in schwacher bzw. integraler Form. Der Glei-
chungsblock (4.7) beschreibt die integrale Forderung nach Spannungskontinuitit {iber
jede der individuellen materiellen Grenzflichen I'y, ; hinweg, vergleiche Gleichung (2.22).
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Der Satz an Gleichungen (4.8) stellt sicher, dass die Spannungskontinuitéit an jedem Riss
I'c; in schwacher Form gewéhrleistet ist. Die Gleichgewichtsbeziehungen in (4.6) — (4.8)
reprisentieren ein Problem, das durch den Spannungstensor o gekoppelt ist.

4.3 Diskretisierung

Im Folgenden wird auf die Diskretisierung der Gleichungen (4.6) — (4.8) eingegangen.
Zunichst wird das gesamte Gebiet €2 des materiellen Korpers B in ng. Finite Elemente
zerlegt, so dass @ = [J05 Q¢ gilt. Dabei symbolisiert (J); den Zusammenbau aller
Finiten Elemente. Der Verschiebungsverlauf innerhalb eines Elementes wird iiber diskrete
Knotenfreiwerte und dazugehorige Ansatzfunktionen approximiert. Charakteristisch fiir
das erweiterte Finite Element Modell ist die Ausnutzung der Eigenschaft der verwendeten
Ansatzfunktionen, Partitions of Unity zu sein.

Y N(x)=1 VxeQ (4.9)

ocl

Darin symbolisiert I die Menge aller diskreten Punkte bzw. Knoten im Gebiet €2. Um die
Partition of Unity-Eigenschaft zu erfiillen, miissen die Ansatzfunktionen N, hinreichend
glatt sein. Dies wird dadurch gewihrleistet, dass ausschliellich Ansatzfunktionen benutzt
werden, die mindestens C°-kontinuierlich sind. Das Verschiebungsfeld u aus Gleichung
(2.5) wird folgendermafien diskretisiert.

Nm e
u= E :Nouo_i‘ E , E :Xm,i Npﬁp,i"‘E : § :Xc,j Nguag,; (4.10)
oel i=1 pel; j=1 qEK]‘
—_——
u Xm,i ﬁz Xe,j ﬁ]

Der Vektor u, beinhaltet die gewohnlichen Verschiebungsfreiheitsgrade am Knoten o.
Durch die Multiplikation mit der entsprechenden Ansatzfunktion N, wird der gew6hnliche
Anteil 0 des Verschiebungsfeldes diskretisiert. Die Menge .J; C I besteht aus allen Knoten
p Finiter Elemente, in denen die materielle Grenzflache I'y, ; verlauft. Diese Knoten wer-
den mit den zusdtzlichen Freiheitsgraden u,; angereichert. Es ist darauf hinzuweisen,
dass die Anreicherung mit diesen Freiheitsgraden hinfillig ist, wenn die Knoten zu zwei
Elementkanten gehoren, die beide auf der Grenzfliche I'y,; liegen. Die Multiplikation
der Knotenfreiwerte mit den dazugehorigen Ansatzfunktion N, approximiert die Ver-
schiebungskomponente @;. Die Funktion xm, ; erweitert die Basis zur Abbildung der Grenz-
flichenkinematik. Sie wird gem#fl Gleichung (3.10) berechnet.

Alle Knoten ¢ der Teilmenge K; C I werden mit den Freiheitsgraden ﬁq,j angereichert, um
den Verschiebungsanteil 1:1j unter Verwendung der Ansatzfunktion N, zu diskretisieren.
Fiir die Modellierung der Risskinematik wird dieser Anteil mit der Vorzeichenfunktion
Xc,; multipliziert. Die Vorzeichenfunktion ist mit Hilfe der Anwendung entsprechender
Level Set Techniken definiert, sieche Kapitel 3. Bei einem Grenzflichenriss wird auf Glei-
chung (3.11) zuriickgegriffen. Fiir einen Festkorperphasenriss ist die Vektor Level Set
Darstellung und somit Gleichung (3.15) relevant. Die Menge K enthélt alle Knoten,
deren Support von dem Riss I'¢ ; durchtrennt wird. Dabei kennzeichnet der Support eines
Knotens den Patch aus denjenigen Finiten Elementen, die alle an diesem Knoten héngen.
Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 4.1 auf der rechten Seite der Support des grauen
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Rissspitze

—

Abbildung 4.1: Links: Diskretisierung mit fixem FE Netz. Rechts: Support eines Knotens
und Rissspitze

Knotens schraffiert hinterlegt.

In Abbildung 4.1 ist auf der linken Seite die Diskretisierung eines Gebietes dargestellt, das
durch eine ungeschéidigte materielle Grenzfliche und Risse gekennzeichnet ist. Die Risse
befinden sich sowohl dort, wo zwei Festkorperphasen einmal perfekt miteinander verbun-
den waren, als auch an beliebiger Stelle innerhalb des Materials. Die kreisformigen Knoten
gehoren der Menge J; an. Die Quadrate charakterisieren Knoten, die zu den Mengen K
zéhlen. Es ist natiirlich mdoglich, dass Knoten sowohl in J;, als auch in K; enthalten sind.
Durch die verwendete Diskretisierungsmethode ist das approximierte Verschiebungsfeld
entlang der gesamten Ausdehnung der Risse diskontinuierlich. Des Weiteren ist durch die
Definition der Teilmenge K; automatisch erfiillt, dass der Verschiebungssprung an der
Rissspitze null ist. Eine anschauliche Erklarung liefert die Vorstellung, dass die Knoten
auf dem Rand eines vierknotigen Elementes, auf dem die noch geschlossene Rissspitze
liegt, nicht mit den zusétzlichen Freiwerten ﬁq,j angereichert werden. Die Rissspitze muss
auf Grund der verwendeten Vorzeichenfunktion y. ; auf der Kante eines Elementes liegen.
Beispielsweise konnen aber unter Verwendung einer knotenformulierten Definition der
Vorzeichenfunktion spezielle Rissspitzenelemente eingesetzt werden, mit denen der Riss
innerhalb eines Finiten Elementes inkrementell vorangetrieben werden kann, siehe Zi &
Belytschko [199] und Anhang B.

Die Darstellungsform des diskretisierten Verschiebungsfeldes (4.10) passt ausgezeichnet
zur Erklarung des Vorgangs der Knotenanreicherung. Von nun an wird zur Darstellung
der Approximation der Verschiebungs- und Testfunktionskomponenten innerhalb eines
Finiten Elementes auf die iibliche Matrizenschreibweise iibergegangen.

o
I

Naa ﬁ.z = Nbbz l:ij = NCCj

- (4.11)
ou = Naéa (Sflz = ].\Ib(SbZ (Sflj = NC(SC]'
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Der Vektor a enthilt alle gewdhnlichen Freiheitsgrade u, eines Finiten Elementes, b;
beinhaltet die Elementfreiheitsgrade fiir die materielle Grenzflache I'y,; und c; diejeni-
gen Knotenwerte eines Finiten Elementes, die zu dem Riss I';; gehoren. Die Matrizen
Napbe werden aus den Ansatzfunktionen N,,, gebildet. Da in der vorliegenden Ar-
beit das Bubnov-Galerkin Verfahren angewendet wird, werden die Komponenten der
Verschiebungs- und der Testfunktion in gleicher Weise diskretisiert. Die symmetrischen
Gradienten dieser Komponenten lauten in diskretisierter Form folgendermaflen.

Va = B,a Ve, = Byb; Vea; = Bec;

- (4.12)

Viou = Ba da Vsdﬁz = Bb 6bz Vsdﬁj = BC (SCj
Die Matrizen B, definieren die réumlichen Gradienten der Ansatzfunktionen N, .
Zur Berechnung von B, ;, . wird die bekannte Differentialoperator-Matrix L benutzt. Der
in Gleichung (2.9) angegebene Verschiebungssprung auf dem Riss I'c; wird durch die
entsprechende Verschiebungskomponente (4.11) approximiert.

[u],,=2Ncc; ¥V xely, (4.13)

Die relevante kinematische Grofle zur Charakterisierung des Deformationszustandes von
materiellen Punkten neben einem Riss ist durch den linearisierten Green-Lagrange Ver-
zerrungstensor (2.10) gegeben. Die Dirac-Delta Verteilung liefert fiir solche Punkte keinen
Beitrag zum Verzerrungstensor. Unter Verwendung von Gleichungen (4.11) und (4.12)
ldsst sich dieser in diskretisierter Form bestimmen.

g = Baa + ZLLXm,i Nb + Xm,i Bblbz + Z [chj BC] Cj V x gé FC (414)
=1 _V 7=1 _
By, Be,j

Durch Einsetzen der diskretisierten Verschiebungsverliufe (4.11) und deren symmetri-
scher Gradienten (4.12) in (4.6) — (4.8) ergibt sich die diskretisierte schwache Form des
Gleichgewichts. Auf Grund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung miissen die
Gleichgewichtsbeziehungen fiir beliebige Variationen der Knotenverschiebungen da, db;
und dc; gelten. Dies fiihrt auf das globale Gleichungssystem des diskretisierten Rand-
wertproblems.

Nele Nele
U {/ Bfadfz] = U[ NT t*dF] (4.15)
e Ff*

e=1 e=1

"Cj{/ BaladQ- = Ttlj/
e r

e=1 - e=1 [

Nele . . _ Nele _/
L_J[/eBb,nmUdQ = U :

- e=1 L

Xma NP t* dF]

(4.16)

Xm,nm Ng t* dF]

e
%
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Nele ] Nele i
U / BZI o d + / 2 NZ t(:,1 dr’ — U / Xe,1 NZ t* dF]
e=1 ‘ th ] e=1 |V Tt
(4.17)
Nele ] Nele
U / sznc o dQ + / 2 N? tcynC dF = U / XC,TZC NZ t’* dF
e=1 © e | e=1 L e

In obigen Gleichungen definieren die linken Terme den Vektor der inneren Knotenkréfte
F;.:, wihrend die rechten Terme die Eintrige des Knotenkraftvektors F.,; aus duflerer
Belastung darstellen.

Bemerkungen:

Die erste Bemerkung betrifft die Rissmodellierung im Rahmen der X-FEM. Hier besteht
die Moglichkeit, das Rissspitzennahfeld aus diversen Griinden mittels der Diskretisierung
einer zusitzlichen lokalen Verschiebungskomponente im numerischen Modell auf einfache
Art und Weise zu beriicksichtigen, sieche Anhang B. In der vorliegenden Arbeit wird auf
dieses Vorgehen verzichtet.

Nun folgen einige Bemerkungen zur Diskretisierung eines Randwertproblems mit ma-
teriellen Grenzflichen. Ublicherweise werden bei der Simulation von Verbundstrukturen
Finite Element Netze verwendet, die an die Geometrie der materiellen Grenzflichen
angepasst sind. Damit kann auf Kosten von oftmals schwierigen und zeitaufwendigen Ver-
netzungen die Bedingung (2.3) erfiillt werden, ohne die Verschiebungsanteile bemiihen zu
miissen, die mit den materiellen Grenzflichen assoziiert sind. Insbesondere bei komplexer
Geometrie des Materialautbaus in 2D und vor allem natiirlich in 3D kann die Erzeu-
gung von unverzerrten angepassten Netzen eine auflerordentlich grofie Herausforderung
darstellen. In Lohnert [104] wurde die Wirkungsweise von zwei alternativen Vorge-
hensweisen diskutiert. Zum einen wurde die Anzahl der Gaulpunkte eines Elementes
erhoht, das von einer materiellen Grenzfliche durchtrennt wird, ohne den gewohnlichen
Verschiebungsansatz anzureichern. Diese Vorgehensweise ist mehr oder weniger durch den
integralen Charakter der Finite Element Methode motiviert. Das Ziel ist die Erh6hung
der Genauigkeit der numerischen Integration der Elemente mit materieller Diskontinuitét.
Zum anderen wurde eine Hanging Node Technik vorgeschlagen, um das Finite Element
Netz an einer materiellen Grenzflache bei akzeptablem Rechenaufwand zu verfeinern und
dadurch den Diskretisierungsfehler zu reduzieren. Diese Vorgehensweise wurde dem erst-
genannten alternativen Ansatz und der eher herkémmlichen Methode, das Netz an die
Grenzflichengeometrie anzupassen, bevorzugt. Eine weitere Moglichkeit, die Diskontinu-
itdt des Deformationsgradienten an der materiellen Grenzfliche bei unangepassten Finite
Element Netzen zu beriicksichtigen, bietet die Einfiihrung eines inkompatiblen Verzer-
rungsmodus in den Elementen, die die materielle Grenzfliche beinhalten, siehe Ibrahim-
begovié [83].

4.4 Linearisierung

In der vorliegenden Arbeit werden Materialien mit nichtlinearem Verhalten untersucht.
Dabei resultiert die materielle Nichtlinearitét aus nichtlinearen Traktions-Verschiebungs-
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sprung-Gesetzen. Die Verwendung von nichtlinearen kontinuumsmechanischen Konsti-
tutivgesetzen wiirde den Grad der materiellen Nichtlinearitét sogar noch erhéhen. Die
Losung des globalen Gleichungssystems muss inkrementell iterativ bestimmt werden. In
der Regel wird hierfiir das Newton-Raphson Verfahren verwendet. Dazu werden die
diskretisierten Gleichungen (4.15) — (4.17) in folgendes Format gebracht.

R(D) = ant(D) —F =0 (4'18)

Darin symbolisiert R(D) das Residuum, das als die Differenz zwischen den inneren und
den dufleren Knotenkriften definiert ist. Im Vektor D sind alle Freiheitsgrade des Systems
gesammelt. Es wird vorausgesetzt, dass die externen Lasten verschiebungsunabhingig
sind. Im Rahmen des Losungsverfahrens wird das Residuum in eine Taylorreihe entwi-
ckelt. Terme héherer Ordnung werden vernachléssigt, so dass sich das linearisierte Residu-
um zum Iterationsschritt k + 1 folgendermaflen angeben lésst.

OR/(D)

D |p,

N —
Ky

Lin R(Dk—i—l) = R(Dk) + [ADIH-I] =0 mit ADIH—I = Dk+1 - Dk (419)

Damit lautet das linearisierte globale Gleichungssystem folgendermafen.
K; ADy,; = —R(Dy) (4.20)

Die Losung dieser Gleichung liefert die inkrementelle Anderung des globalen Freiheitsgrad-
vektors ADy ;. Die globale Steifigkeitsmatrix K sowie das Residuum R(Dy) ergeben
sich aus dem Zusammenbau der Elementsteifigkeitsmatrizen ki und den Elementresiduen
ri. Durch den Assemblierungsprozess entsteht aus der Anderung des Elementfreiheits-
gradvektors Adg;; der Systemfreiheitsgradvektor ADy ;. Der Vektor Ady; beschreibt
die Differenz aller Knotenfreiwerte des Elementes zwischen Iterationsschritt £ + 1 und k.

Nele Nele Nele

Ki=|Jki RDy)=Jrf ADp=|JAdrss (4.21)
e=1 e=1 e=1

Die Elementsteifigkeitsmatrix und das Elementresiduum setzen sich aus mehreren Inte-
gralausdriicken zusammen, die in Abh#ngigkeit ihrer Position mit entsprechenden Indizes
versehen werden.

— —e - —Je
kaa kab1 e kabnm ka01 e kacnc r,
kpo  kpb, 0 Kobe, Kb 0 Kb, I,
e __ e __
kk - kbnma kbnmbl T kbnmb"m kbnmcl T kbnnlc”C rk - rbnm (422)
kcla kclbl Tt kclbnm kc1c1 T kclch rcl
L kcnca kcncbl Tt kCncbnm kcnccl kcnccnC dk L rcnC di
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Die einzelnen Integralausdriicke, die die Elementsteifigkeitsmatrix bilden, lauten wie folgt.

ki.x = /e B! Ciun B, dQ

Kop, o = /e B! Ciun By, dQ
Ko n = /e B! Ciuny Bej dQ
Ki ok = /Qe Bl Cian Ba dQ

Kb,k = /Bg,i Cian,k Bby A2
(4.23)

kebiCj,k = / Bg;,z Ctan,k Bc,j d2
kgja,k = /S; BZ:] ctan,k Ba dQ
kgjbi,k = /Q BcT,j Crank Bb,i dQ

kgjcy‘ak - / BCT,J' ctfm:k Bc,j dQ + / 4NCT Tion, Ne dl'
Qe T

e
e _ »yA . .
kchsyk = / B, Ciani Bes dQ2 wenn j # s
Qe

Die Materialmatrix Cyqp, i, ist durch die Ableitung der Cauchy-Spannungen nach den Ver-
zerrungen gegeben. Die Materialmatrix Ty, fiir spannungsiibertragende Risse folgt aus
der Ableitung des Spannungsvektors nach dem Verschiebungssprung. Beide Materialma-
trizen werden in Kapitel 5 spezifiziert. Die Anteile des Elementresiduums ergeben sich
aus den folgenden Integralausdriicken. Sie sind definiert als die Differenz zwischen den
internen und den externen Knotenkréften, die die Integration iiber das Elementgebiet
liefert.

e, = / B! o) dQ — NI ¢* dr
€ Ff*

e

Thik = / B, 0 dQ — /F Xm,i Ny t*dl (4.24)

i*
re = B o, dQ +
cj .k c,j Yk
Qe I

Welche Integralausdriicke zur Ermittlung der Elementsteifigkeit ki und des Element-
residuums rf, letztendlich ausgewertet werden miissen, hidngt von den Freiheitsgraden
des jeweiligen Elementes ab.

Wie bemerkt wurde, ist ein Korper im Gleichgewicht, wenn die internen Krifte so grof3
wie die externen Krifte sind. Die internen Krifte sowie die globale Steifigkeitsmatrix
werden mafigebend von den Cauchy-Spannungen und den Spannungen, die iiber die Risse
iibertragen werden, gesteuert. Die Evolution dieser Spannungen wird in Kapitel 5 detail-
liert diskutiert.

2 N? tc,j,k dI’ — / Xe,j N? t* dl’
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€ .
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4.5 Aspekte der Implementierung

In diesem Kapitel werden wichtige Aspekte und Details der Implementierung des erwei-
terten Finite Element Modells beschrieben. Zunéchst wird auf die numerische Umset-
zung von Risswachstum und Koaleszenz bei zweidimensionalen Problemen eingegangen.
Danach werden Details beziiglich der Knotenanreicherung mit Sprungfreiheitsgraden und
der numerischen Integration vorgestellt. Abschlielend wird die Behandlung von mehrfa-
cher Rissbildung diskutiert.

4.5.1 Risswachstum und Koaleszenz

Mit der Modellierung von Risswachstum, das im Allgemeinen materialabhéngig ist, sind
die Ermittlung der Rissrichtung und die Formulierung eines Rissinitiierungskriteriums
verbunden, siehe Kapitel 5.5. Im Gegensatz zu Festkorperphasenrissen sind bei Grenz-
flachenrissen die Orientierung und sogar die Lage durch die Level Set Beschreibung der
vormals ungeschidigten Grenzflachen a priori bekannt, siehe Kapitel 3.2. Neben der De-
finition eines Versagens- und je nach Risstyp auch eines Rissrichtungskriteriums hat man
bei der numerischen Modellierung des Risswachstums zwischen zwei Problemstellungen
zu unterscheiden. Dabei handelt es sich um die Weiterfithrung eines vorhandenen Risses
und um die Entstehung eines neuen Risses. Im ersten Fall muss der Riss lediglich von
der bekannten Rissspitze aus vorangetrieben werden. Dazu wird iiberpriift, ob das ver-
wendete Rissinitiierungskriterium an allen Gaupunkten des Finiten Elementes vor der
Rissspitze erfiillt ist. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass bei Grenzflichenrissen
das Kriterium ebenfalls an den Punkten ausgewertet wird wie im Falle eines Festkorper-
phasenrisses. Bei Erfiillung des Versagenskriteriums wird der Riss entsprechend der er-
mittelten Rissrichtung durch das gesamte Element gelegt. Der zweite Fall beschreibt
die Entstehung eines neuen Risses. In diesem Fall existiert keine Rissspitze. Dies stellt
bei Grenzflichenrissen kein Problem dar, da die Rissgeometrie vordefiniert ist. Bei Fest-
korperphasenrissen wird gefordert, dass der Riss durch den Schwerpunkt des Elementes
verlduft, in dem das verwendete Rissinitiierungskriterium an allen Gaufipunkten erfiillt ist
und das nicht an eine Rissspitze grenzt. Dieses Element wird sowohl bei Festkorperpha-
sen-, als auch bei Grenzflichenrissen als Mutterelement bezeichnet. Die Mutterelemente
von zwei Festkorperphasenrissen sind in Abbildung 4.2 auf der linken Seite grau schraf-
fiert dargestellt. Die gekreuzten Kreise markieren die Schwerpunkte der Mutterelemente.
Auf Grund der knotenbasierten Formulierung muss bei der Einfiihrung eines neuen Risses
zusitzlich gepriift werden, ob Knoten des Mutterelementes angereichert werden diirfen.
Die Situation links oben zeigt die Entstehung eines Festkorperphasenrisses am Rand der
Struktur, bei der die Erfiillung des Rissinitiierungskriteriums im Mutterelement ausreicht.
Im linken Bild unten ist ein Zustand veranschaulicht, bei dem das Rissinitiierungskriteri-
um fiir ein weiteres, angrenzendes Element erfiillt sein muss. Bei der Implementierung
des vorgestellten erweiterten Finite Element Modells muss beachtet werden, dass sich die
Anzahl der Knotenfreiheitsgrade im Laufe einer Simulation erhhen kann. Offensichtlich
ist dies fiir die Diskretisierung fixer materieller Grenzflichen nicht von Bedeutung, da
vor der Losung des zugrunde liegenden Gleichungssystems die Anzahl aller Freiheitsgrade
feststeht. Auch die Einfiihrung diskreter Risse an den materiellen Grenzflichen dndert in
der Regel nichts daran, da die Freiheitsgrade b; durch c; ersetzt werden. Fiir die Model-
lierung von wachsenden Rissen innerhalb kontinuierlich verteilter Materialphasen ist die
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Abbildung 4.2: Links: Entstehung von Rissen. Rechts: Zusammenwachsen von Rissen

dynamische Erweiterung der Knotenfreiheitsgrade jedoch essentiell.

Fiir eine Versagensanalyse ist neben der numerischen Abbildung von Risswachstum die
Beschreibung von Koaleszenz und Rissverzweigung ein wichtiger Aspekt. Auf der rech-
ten Seite von Abbildung 4.2 sind zwei Szenarien gezeigt, wo Risse zusammenwachsen
oder sich verzweigen. Die grau schraffierten Finiten Elemente kennzeichnen die Orte der
Rissverbindungen. Die untere Situation beschreibt die Koaleszenz zweier Risssegmente
einer geschidigten materiellen Grenzfliche. Die durchgezogenen dicken Linien symbo-
lisieren die Risssegmente. Die gestrichelte dicke Linie beschreibt die Rissverbindung.
Die numerische Modellierung des Zusammenwachsens von Grenzflichenrissen ist durch
die im Voraus bekannte Rissgeometrie relativ einfach. Hierzu werden alle Knoten des
Finiten Elementes, in dem die Koaleszens stattfindet, mit Sprungfreiheitsgraden angerei-
chert. Rechts oben ist die Vereinigung des Festkdrperphasenrisses I'c» mit einem Riss
I'c1 dargestellt. Um die Vereinigung beider Risse sicherzustellen, wird vorgeschrieben,
dass die Risse im Mittelpunkt des Risssegmentes I'¢; des schraffierten Elementes zusam-
menwachsen. Der Zeitpunkt der Koaleszenz ist durch die Erfiillung des entsprechen-
den Rissinitiierungskriteriums an einem einzigen Beobachtungspunkt im Schwerpunkt der
Teilfliche des schraffierten Elementes, die vom Festkorperphasenriss I'¢ o durchtrennt wird,
definiert. Zur Diskretisierung der Risskinematik von I'c» werden alle Knoten des grau
schraffierten Finiten Elementes mit zusétzlichen Sprungfreiheitsgraden angereichert. Die
Anreicherungsfunktion fiir den Festkorperphasenriss I'c 5 ist eine leicht verdnderte Vorzei-
chenfunktion. Die Definition dieser Funktion kann mit Hilfe der Level Set Beschreibung
der Geometrie beider Risse erfolgen.

_ Sgn(¢c,2) wenn ¢1 >0
Xe2 = { 0 wenn ¢, <0 (4.25)

Fiir den Fall, dass I'c; einen Festkorperphasenriss darstellt, ist ¢; dquivalent der Vek-
tor Level Set Funktion ¢.;. Im Falle eines Grenzflachenrisses ist ¢; durch die Level Set
Beschreibung der vormals ungeschidigten Grenzfliche als ¢, ; gegeben.
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Damit es keinen Versatz der Risse an den Kanten eines Elementes gibt, wird fiir alle
Risse die Kontinuitdt des Risspfades gefordert. Diese Forderung ist fiir Partition of
Unity-basierte Formulierungen natiirlich und wichtig, da der Verschiebungssprung eine
kontinuierliche Grofle ist. Die Weiterfiihrung und Einfiihrung von Rissen bzw. die An-
reicherung von Knotenfreiheitsgraden geschieht nur am Ende eines Lastinkrements, um
die quadratische Konvergenz des inkrementell iterativen Losungsverfahrens sicherstellen
zu konnen.

4.5.2 Knotenanreicherung mit Sprungfreiheitsgraden

Die Diskretisierung der Verschiebungskomponente x ; ﬁj durch die Anreicherung derjeni-
gen Knoten mit Sprungfreiheitsgraden, in deren Support der Riss I'c ; nicht liegt, wére
von demselben Typ wie die Approximation der gew6hnlichen Verschiebungskomponente
u. Da dies die lineare Abhéngigkeit des Gleichungssystems zur Folge hitte, sind solche
Knoten nicht in K; enthalten. Wenn ein Riss den Support eines Knotens nur knapp
durchtrennt, kénnen sich schlecht konditionierte Systemsteifigkeitsmatrizen ergeben. Um
dies zu vermeiden, wird der Knoten bei Erfiillung folgender Ungleichung aus der Menge
K entfernt.

min(QF, Q)

Qs

Darin kennzeichnet Qg = QF U, das Gebiet des Supports eines Knotens, der in € und
(27 unterteilt ist, siehe Abbildung 4.1. Die Toleranz tol héngt von der Genauigkeit des
Gleichungsldsers ab und liegt typischerweise im Bereich 1074,

< tol (4.26)

4.5.3 Numerische Integration

Zur Beriicksichtigung der Kinematik von Festkorpern mit Rissen und materiellen Grenz-
flichen werden Verschiebungsansiitze bendtigt, die durch die Anreicherungsfunktionen
nicht ausschlieBlich aus Lagrange-Polynomen bestehen. Fiir eine genaue Integration der
entsprechenden Ausdriicke in der schwachen Formulierung miissen bei Elementen, die
von einer Diskontinuitdt durchtrennt werden, besondere Integrationsvorschriften verwen-
det werden. Gewdhnlich werden diese Elemente in geeigneter Weise in Dreieckselemente
zerlegt, siehe Moés, Dolbow & Belytschko [116] und Sukumar et al. [178]. Innerhalb der
Dreieckselemente wird eine Dreipunkt-Gaufl Integration durchgefiihrt. Fiir die Berech-
nung der Steifigkeitsanteile spannungsiibertragender Risse wird eine Zweipunkt-Gauf} In-
tegration verwendet, sieche Wells & Sluys [190]. Auf den ersten Blick scheint die Inte-
grationsvorschrift aufwendig. Man muss jedoch bedenken, dass in der Regel nur wenige
Elemente von Diskontinuitéten durchtrennt werden. Eine alternative Methode zur Berech-
nung der Steifigkeit und des Residuums eines Elementes mit einer Diskontinuitét, bei
der auf die erwidhnte Triangulation verzichtet werden kann, wurde von Ventura [185]
vorgeschlagen und diskutiert. In der vorliegenden Arbeit wird jedoch auf die zuvor
beschriebene, iibliche Integrationsmethode zuriickgegriffen. Es sei darauf hingewiesen,
dass Finite Elemente, die keine Diskontinuitéit beinhalten, mit einer gewohnlichen Gauf-
Quadratur integriert werden.

Die Elementknoten sowie die Schnittpunkte der Diskontinuitdten mit den Kanten eines
Elementes sind im globalen Koordinatensystem gegeben. Im Gegensatz zu Festkorper-
phasenrissen konnen die Schnittpunkte von materiellen Grenzflichen und damit auch von
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Abbildung 4.3: Verteilung von Integrationspunkten

potentiellen Grenzflichenrissen mit den Elementkanten a priori berechnet werden. Der
Schnittpunkt x, zwischen der Elementkante mit den beiden Eckpunkten x; und x; und
der materiellen Grenzflache I'y, ; ldsst sich iiber die diskretisierte Level Set Funktion ¢p, ;
mittels einer linearen Interpolation ermitteln.

¢m,i,[

Gmi g — Pmix

Durch die Triangulation des Elementes mit Diskontinuitéit ergibt sich zunéchst der Ort
der Gauflpunkte im globalen Koordinatensystem. Die dazugehorigen lokalen Koordinaten
beziiglich des Elementes miissen durch eine inverse isoparametrische Abbildung bestimmt
werden. Da die verwendeten Ansatzfunktionen nichtlineare Terme enthalten, wurde hierzu
eine lokale Newton-Iteration programmiert. In Abbildung 4.3 ist auf der linken Seite
die Verteilung der Integrationspunkte innerhalb vier bilinearer Elemente dargestellt, die
entweder einen Riss, eine materielle Grenzfliche oder keine Diskontinuitédt beinhalten.
Die gekreuzten Kreise kennzeichnen die Gaulpunkte auf einem spannungsiibertragenden
Riss, der durch die dicke Linie beschrieben ist. Die diinne Linie zeigt eine ungeschidigte
materielle Grenzfliche. Die schwarzen Kreise symbolisieren die Integrationspunkte im
kontinuierlichen Festkorpermaterial. Auf der rechten Seite von Abbildung 4.3 ist die
Integration eines Elementes gezeigt, in der eine Verzweigung oder ein Zusammenwachsen
zweier Risse stattfindet. Dieses Element muss auf eine andere Art und Weise unterteilt
werden, wie das Element, das nur ein einziges Risssegment enthélt. Wie zu erkennen ist,
werden nun 36 statt 24 Gaufipunkte fiir die Integration innerhalb des Kontinuums und 4
statt 2 Gauflpunkte fiir die Integration auf den Risssegmenten benutzt.

Xp = X1 [XJ — X[] wenn ¢m,i,[ ¢m7i7J <0 (427)

4.5.4 Behandlung mehrfacher Rissbildung

Ein weiterer wichtiger Aspekt der Implementierung betrifft die Robustheit der erweiterten
Finite Element Methode fiir numerische Analysen von strukturellem Versagen, das durch
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Abbildung 4.4: Abschirmzonen

das Wachstum mehrerer Risse gekennzeichnet ist. Die Beriicksichtigung von mehreren Ris-
sen fiithrt im Vergleich zur Erfassung eines einzigen Risses zur Steigerung der Komplexitét
des numerischen Modells. Hiermit ist die Schwierigkeit verbunden, die globale Struktur-
antwort erfolgreich verfolgen zu kénnen. Bei mehrfacher Rissbildung kann man zwischen
Primér- und Sekundérrissen unterscheiden. Primérrisse wachsen wéhrend der entschei-
denden Periode des Deformationsprozesses und tragen wesentlich zur globalen Dissipation
der Struktur bei. Sekundérrisse sind nur zu bestimmten Belastungszusténden aktiv und
haben keinen bedeutenden Einfluss auf die gesamte Dissipation. Sie kénnen beispielsweise
im Bereich der Spitze eines Primérrisses entstehen, wenn grofle Lastinkremente verwen-
det werden. Zur Steigerung der numerischen Robustheit wurde von Oliver et al. [136]
im Rahmen einer SDA-Formulierung vorgeschlagen, die Risse gegenseitig abzuschirmen.
Hierfiir wird gefordert, dass in der Nachbarschaftszone eines vorhandenen Risses keine
neuen Risse entstehen diirfen. Je nach Implementierung kénnen Rissverzweigungen und
Risskoaleszenz jedoch zugelassen werden. Die Formulierung der Abschirmzone Z ; des
Risses I'¢ ; lautet folgendermafien.

Zoi=1{ee{l,...,ne} | de < Rs;} mit d.= XFmien 4 (Xcent,e = Xre | (4.28)

c,jChed

Die Abschirmzone wird durch alle Finiten Elemente definiert, deren Abstand zum Riss
kleiner oder gleich dem Parameter Ry, ist. Sie ist in Abbildung 4.4 als grauer Bereich
dargestellt. Der Abstand wird aus der Norm des Vektors berechnet, der vom Schwerpunkt
Xcent,e des Elementes e auf den Riss zeigt. Der Riss I'¢; soll dabei durch die Vielzahl
der Punkte xp_; definiert sein, die in Abbildung 4.4 durch die weifen und schwarzen
Kreise gekennzeichnet sind. Diese sind die bekannten Schnittpunkte des Risses mit den
Kanten der Elemente, die den Riss enthalten. Aufwendige Abstandsberechnungen des
Elementschwerpunktes zu den einzelnen Segmenten, aus denen ein Riss besteht, werden
somit vermieden. Die rechnerische Effizienz geht auf Kosten einer kleinen Ungenauigkeit,
die jedoch mit abnehmender Elementgrofle verschwindet. Die Abschirmzonen werden in
der vorliegenden Arbeit nur um Festkorperphasenrisse etabliert.



Kapitel 5

Materialformulierung

5.1 Allgemeines

In Kapitel 1.1 wurden typische Versagensmechanismen von Verbundmaterialien anhand
von textilverstidrktem Beton beschrieben. Stahlbeton stellt ein weiteres Beispiel fiir einen
Werkstoff dar, der aus zwei konstituierenden Materialien, ndmlich Beton und Stahl, be-
steht. Im Rahmen dieser Arbeit werden numerische Analysen von 2D-Strukturen aus tex-
tilverstarktem Beton auf der mesoskopischen Beobachtungsebene durchgefiihrt. Aufler-
dem wird ein Materialmodell diskutiert, mit dem genaue Simulationen von Bauteilen aus
Stahlbeton auf Basis einer makroskopischen Betrachtungsweise moglich sind.

Zur Realisierung dieser Aufgaben miissen unterschiedliche numerische Modelle und Kon-
stitutivgesetze ausgewdhlt werden. Bei der mesoskopischen Beschreibung des textil-
verstirkten Betons wird sowohl die Betonmatrix, als auch die textile Faser diskretisiert.
Eine mogliche Schidigung der textilen Faser durch die Entwicklung und das Zusam-
menwachsen von Mikrorissen wird ausgeschlossen. Es wird angenommen, dass die textile
Faser wihrend der gesamten Belastung linear elastisch bleibt. Des Weiteren wird die
Annahme getroffen, dass sie sich isotrop verhilt. Beton gehort zur Klasse der kohésiven
Reibungsmaterialien. Bis zu einem materialspezifischen Belastungszustand verhalten sich
diese Materialien in der Regel isotrop und linear elastisch. Danach ist ihre Materialant-
wort anisotrop und hochgradig nichtlinear. Der Grund hierfiir sind mehrere komplexe Ver-
sagensmechanismen, die sich iiber ein weites Skalenspektrum erstrecken. Eine zusétzliche
Quelle fiir das nichtlineare Verhalten des zweiphasigen Werkstoffes steckt im sukzessi-
ven Versagen des adhésiven Verbundes zwischen der Betonmatrix und der textilen Faser.
Fiir die numerische Simulation von Stahlbetontragwerken wurde eine makroskopische Be-
trachtungsweise gewéhlt. Die Eigenschaften des Werkstoffes Stahlbeton werden durch
Homogenisierung aus den beiden konstituierenden Materialien ermittelt. Teilbereiche des
Tragwerks konnen somit als homogene Strukturen diskretisiert werden.

Der Gegenstand dieses Kapitels ist die Formulierung des Materialverhaltens im Kontext
diskreten Risswachstums. Hierzu werden Konstitutivgesetze verwendet, die die lokale
Spannungsantwort eines materiellen Punktes in Abhéngigkeit der lokalen Deformation
und der Belastungsgeschichte liefern. Es ist angemerkt, dass diese Gesetze auch deshalb
benétigt werden, um die mafigeblichen Gleichungen des Randwertproblems, das in Kapitel
2.4 definiert wurde, zu schliefen. Da im Rahmen dieser Arbeit spannungsiibertragende
Risse modelliert werden, miissen nicht nur klassische kontinuumsmechanische Werkstoft-
gleichungen, sondern auch Materialmodelle vom Traktions-Verschiebungssprung-Typ ver-
wendet werden. Die erforderlichen Konstitutivgesetze beschreiben Funktionen, die die
folgenden Grundstrukturen besitzen.

o=Fle,a) ud to=f(u],B) (5.1)
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Abbildung 5.1: Zusammengesetztes Materialmodell

Darin symbolisieren die Vektoren a und B Sétze interner Variablen, mit denen das in-
elastische Materialverhalten neben oder auf einem Riss spezifiziert wird. In zahlreichen
Experimenten mit kohésiven Reibungsmaterialien sowie mit duktilen Materialien, wie
z.B. Stahl, konnte bei niedrigen Belastungsgeschwindigkeiten keine Ratenabhéngigkeit
nachgewiesen werden. Folglich wird in dieser Arbeit, in der quasi-statische Probleme
betrachtet werden, von der vereinfachenden Annahme der Ratenunabhingigkeit ausge-
gangen. Bei zyklischen Be- und Entlastungsversuchen koénnen bei kohésiven Reibungs-
materialien und vor allem bei duktilen Materialien bleibende Verformungen festgestellt
werden. In der vorliegenden Arbeit werden irreversible Dehnungen im Material Beton
jedoch nicht berticksichtigt.

Das nichtlineare Materialverhalten von Beton, des Verbundes zwischen Beton und der
textilen Faser sowie von Stahlbeton wird auf das Wachstum von diskreten Rissen zuriick-
gefithrt. Die kontinuierlichen, ungeschédigten Bereiche einer Struktur links und rechts
eines Risses sollen sich linear elastisch verhalten. Inelastische Deformationen werden
damit ausschliellich durch Risse eingefiihrt. Auf Grund des verwendeten Finite Ele-
ment Modells ist man in der Lage, einen Riss erst bei Erreichen eines kritischen Be-
lastungszustands diskretisieren zu miissen. Da die Risse im vorkritischen Bereich also
noch nicht vorhanden sind, tragen sie auch nicht zur elastischen Deformation der Struk-
tur bei. Die Vorteile hieraus wurden in Kapitel 1.2.3 diskutiert. Das verwendete nu-
merische Berechnungsverfahren bedingt ein zusammengesetztes Materialmodell. In Ab-
bildung 5.1 ist das zusammengesetzte Materialmodell, mit dem in der vorliegenden Arbeit
das Bruchverhalten von Beton erfasst wird, fiir den eindimensionalen Zugspannungszu-
stand schematisch dargestellt. Das linear elastische Materialverhalten vor der Rissbil-
dung wird durch ein klassisches kontinuumsmechanisches Gesetz modelliert. Bei Errei-
chen des kritischen Belastungszustands kommt es zur Initiierung eines Risses. Auf dem
Riss wird das verwendete kontinuumsmechanische Konstitutivinodell von diesem Zeit-
punkt an durch ein geeignetes Materialmodell vom Traktions-Verschiebungssprung-Typ
ersetzt. Im Gegensatz zu kontinuumsmechanischen Konstitutivgesetzen fiihren Traktions-
Verschiebungssprung-Modelle nicht zur Null-Dissipation bei lokalisiertem Versagen in ent-
festigenden Materialien. Damit ist eine wichtige Voraussetzung fiir die Erzielung einer ob-
jektiven und diskretisierungsunabhéngigen Losung eines Randwertproblems erfiillt. Des
Weiteren kann anisotropes Materialverhalten, das durch Versagen induziert wird, durch
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die Aufteilung des Verschiebungssprunges in charakteristische Komponenten, die eine ein-
deutige physikalische Bedeutung haben, auf natiirliche Art und Weise modelliert werden,
siehe Kapitel 5.3 und 5.4.

Die Entwicklung von nichtlinearen Konstitutivgesetzen, mit denen dissipative Vorginge
modelliert werden, kann auf einer thermodynamischen Betrachtungsweise basieren. Dabei
wird die Existenz von thermodynamischen Potentialen postuliert. Durch die Verwendung
von Materialmodellen, die auf diese Weise gewonnen werden, ist die Einhaltung des 2.
Hauptsatzes der Thermodynamik garantiert, siehe Gleichung (2.19). Im Rahmen eines
thermodynamischen Ansatzes kann die Herleitung von Traktions-Verschiebungssprung-
Gesetzen auf zwei unterschiedlichen Strategien beruhen. Eine Moglichkeit stellt die Pro-
jektion eines geeigneten, klassischen kontinuumsmechanischen Materialmodells auf die
singuldre Rissfliche dar, siehe Simo, Oliver & Armero [167]. Es kann gezeigt werden, dass
jedes dieser Materialmodelle in Verbindung mit der Kinematik einer starken Diskontinu-
itidt ein Traktions-Verschiebungssprung-Gesetz beinhaltet, sieche Oliver [131] und Oliver
et al. [133]. So kénnen zur diskontinuierlichen Modellierung materieller Entfestigung in
kohésiven Materialien beispielsweise auch kontinuumsmechanische Schidigungsmodelle
eingesetzt werden, die gewohnlich fiir die Beschreibung von verschmiertem Versagen be-
nutzt werden. Die zweite Moglichkeit basiert auf dem Postulat eines singulir verteilten
Energiefunktionals v, sieche Armero [6] und Mosler [119]. Auf diese Variante wird in der
vorliegenden Arbeit zuriickgegriffen.

=19+ Y 6oty (5.2)

i=1

Hierbei symbolisieren ©* den reguldren Anteil der freien Energie von materiellen Punk-
ten des Gebietes Q" = Q\ I'; und &C,j den singuldren Anteil, der mit dem inelastischen
Verhalten materieller Punkte auf dem Riss I'c ; assoziiert ist. Der regulére Energieaus-
druck beschreibt das Verhalten innerhalb der Teilbereiche des Korpers links und rechts
der Risse, in denen die Verschiebungen kontinuierlich sind. Im Gegensatz zum reguléren
Anteil ist der singuldre Anteil nicht in Abhéngigkeit der Verzerrungen, sondern des Ver-
schiebungssprunges formuliert, siehe Ortiz & Pandolfi [139], Jirdsek & Zimmermann [87|
und Gasser & Holzapfel [60]. Die hauptsichliche Konsequenz der additiven Aufteilung
des Energieausdruckes in einen reguldren und in singuldre Anteile ist die Entkopplung
der lokalen Materialantwort des Kontinuums von den dissipativen Mechanismen, die sich
in den Rissen abspielen. Das Integral der lokalen Dissipation (2.19) iiber das gesamte
Gebiet des Korpers liefert das Dissipationsfunktional D, das sich unter Verwendung der
Aufsplitterung des Verzerrungsfeldes (2.10) und der freien Energie (5.2) in folgender Form
angeben lésst.

D := /DdQ /Q*O's— dQ—i-Z/C]\ oi U], — @Z dF>O (5.3)

D*>0 chzo

Man erkennt die prinzipielle Aufteilung in zwei Komponenten. Diese sind die Beitriige,
die von materiellen Punkten des kontinuierlichen Bereiches und der diskreten Risse geleis-
tet werden. Es sei darauf hingewiesen, dass wegen der Eigenschaften der Dirac-Delta
Verteilung die dazugehdrigen, unbegrenzten Volumenintegrale in begrenzte Oberflichen-
integrale umgewandelt werden konnten, vergleiche Gleichung (4.5) und Anhang A. Aus
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Gleichung (5.3) lassen sich zwei unterschiedliche Typen von entkoppelten Clausius-Duhem
Ungleichungen isothermer Prozesse extrahieren. Die Dissipation D* ist einem materiellen
Punkt des kontinuierlichen Gebietes 2* zugeordnet. Sie beschreibt einen Ausdruck, der
mit Hilfe des Cauchyschen Spannungstensors und dem linearisierten Green-Lagrange Ver-
zerrungstensor formuliert ist. Die Grofle 7507]- kennzeichnet die Dissipation materieller
Punkte, die auf dem Riss I'c ; liegen. Sie ist unter anderem durch den Spannungsvektor
und den dazugehérigen Verschiebungssprung definiert.

In diesem Kapitel erfolgt eine ausfiihrliche Diskussion der verwendeten Materialmodelle
vom Traktions-Verschiebungssprung-Typ sowie eine kurze Beschreibung der linearen Elas-
tizitdt im Sinne einer kontinuumsmechanischen Formulierung. Ebenso werden die bei der
Modellierung diskreter Rissentstehung wichtigen Fragestellungen geklért, wie der kritische
Belastungszustand definiert ist und in welche Richtung der Riss wéchst. Im Weiteren wird
der risskennzeichnende Index (c,j) zur Steigerung der Ubersichtlichkeit der Ausfiihrungen
bei den entsprechenden Groflen weggelassen.

5.2 Lineare Elastizitat

Elastische Materialgesetze werden bei Werkstoffen verwendet, bei denen keine inelasti-
schen Deformationen messbar sind. Der Werkstoff kehrt bei vollstindiger Entlastung
wieder in seine urspriingliche Lage zuriick, ohne Energie dissipiert zu haben. In dieser
Arbeit wird neben den Rissen linear elastisches Materialverhalten angenommen. Damit
ist die Dissipation D* eines materiellen Punktes des Kontinuums identisch null. Dariiber
hinaus besteht ein linearer Zusammenhang zwischen den lokalen Spannungen und Ver-
zerrungen. Der regulidre Anteil der freien Energie ¢)* ist durch einen vierstufigen Materi-
altensor C® und die Verzerrungen e definiert. Der Satz interner Variablen o = {0} ist
leer.

1
w*:is:cel:s (5.4)

Die Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung (5.3) fiir materielle Punkte des Gebietes
Q" liefert die Definition des Spannungstensors als thermodynamisch konjugierte Grofle zu
den Verzerrungen. Mit der zweiten Ableitung der freien Energie nach den Verzerrungen
erhélt man den Materialtensor des verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes.

oY

a2w*
N S el . el —
o= 9% C”: e und = e

(5.5)

Im allgemeinen Fall anisotropen Materialverhaltens besitzt der Materialtensor 81 Ein-
triage. Die Anzahl der Konstanten lésst sich durch die Ausnutzung von Symmetrieeigen-
schaften reduzieren. In Altenbach, Altenbach & Rikards [2| findet sich eine ausfiihrliche
Diskussion verschiedener elastischer Werkstoffgesetze. In der vorliegenden Arbeit wird
gefordert, dass sich einphasiges Material vor der Rissbildung isotrop elastisch verhélt.
Damit ist der Materialtensor durch nur zwei Parameter beschrieben.

C'=2uT+21®1 (5.6)
Darin symbolisieren p = ﬁ und \ = [1+111E[+2v] die beiden Lamé-Konstanten. Z und 1

stellen einen vier- bzw. zweistufigen Einheitstensor dar. Der Tangententensor C,, ist fiir
linear elastisches Materialverhalten identisch der Sekante C*.
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5.2.1 Mischung zweier linear elastischer Materialien

In dieser Arbeit wird Stahlbeton auf der makroskopischen Materialebene betrachtet.
Dabei werden die mechanischen Eigenschaften seiner konstituierenden Materialien, Beton
und Stahl, mittels Mischung homogenisiert. Das formale Ergebnis der Homogenisierung
ist die Modellierung von Stahlbeton als einphasiger Werkstoff. Im Folgenden wird das
kontinuumsmechanische Konstitutivgesetz zur Modellierung des elastischen Materialver-
haltens des Werkstoffes Stahlbeton hergeleitet. Das Konstitutivgesetz vom Traktions-
Verschiebungssprung-Typ zur Abbildung des inelastischen Materialverhaltens wird in
Kapitel 5.4 erldautert.

Eine grundlegende Hypothese der Mischungstheorie stellt die Aussage dar, dass jedes
infinitesimale Volumen eines Verbundwerkstoffes die Summe seiner konstituierenden Ma-
terialien ist, Truesdell & Tupin [184]. Folglich wird die gesamte, elastische freie Energie
¥* additiv in zwei volumengewichtete Komponenten aufgeteilt. Diese sind mit den beiden
konstituierenden Materialien assoziiert. Der Anteil der elastischen freien Energie in der
Stahlbewehrung ¢! wird mit dem Bewehrungsgrad p* multipliziert. In der vorliegenden
Arbeit wird der Anteil der elastischen freien Energie im Beton 1 nicht gewichtet. Das
Volumen der Bewehrung wird vernachliissigt, vergleiche Gleichung (5.21).

1 1
vt = 3¢ Cil e +p* o r Esep mit £, =m, - €-m, (5.7)

Zur Beschreibung von Beton wird der Materialtensor C{ aus Gleichung (5.6) fiir isotrope
Elastizitdt verwendet. Das Materialverhalten von Beton ist damit durch die Parameter g,
und ), bestimmt. Die Bewehrung wird durch 1D-Stabelemente modelliert, die die elasti-
sche Steifigkeit F; von Stahl besitzen. Da die Bewehrung ausschliellich axiale Kréfte
aufnehmen kann, wirkt sie lediglich in axialer Richtung m,-, sieche Abbildung 5.4 rechts.
Die Verzerrung ,- in dieser Richtung ergibt sich aus der Projektion des Verzerrungsten-
sors €, mit dem sich der Deformationszustand von beiden konstituierenden Werkstoffen
des Verbundmaterials charakterisieren lésst.

Die Auswertung der Clausius-Duhem Ungleichung (5.3) fiir materielle Punkte des Gebi-
etes 2* liefert die Definition des Spannungstensors.

81/)* l *
o= = Cy:e+p" Esep m‘f* ®m,- (5.8)
o, o,

Der Spannungstensor kann additiv in die Komponenten o, und den mit dem Bewehrungs-
grad p* gewichteten Anteil o, unterteilt werden. Diese wirken im Beton bzw. im Be-
wehrungsstahl. Die zweite Ableitung der freien Energie nach den Verzerrungen definiert
den Materialtensor C% des vorgestellten Konstitutivgesetzes.

ol _ aZw*
" Oele

=2 IT+M1Q®1 4+ p"E,m, @m, ®m, Q@ m, (5.9)

5.3 Schidigungsbasiertes Konstitutivgesetz

Bei der Versagensanalyse kohésiver Reibungsmaterialien im Rahmen eines bruchmecha-
nischen Ansatzes werden die Entstehung und die Koaleszenz von mikroskopischen De-
fekten innerhalb einer duflerst schmalen Zone in einem einzigen Riss konzentriert. Die
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Verschiebungssprungkomponenten Spannungskomponenten

[u] [u]

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung der Verschiebungssprung- und Spannungskom-
ponenten am Riss

Ursachen fiir die Entstehung dieser Defekte und der damit verbundenen Deterioration
des Materials konnen im Allgemeinen nicht nur auf physikalische, sondern auch auf ther-
mische und chemische Prozesse zuriickgefiihrt werden. Die Folge ist die Degradation
der mechanischen Steifigkeits- und Festigkeitseigenschaften des Materials. In der vor-
liegenden Arbeit wird die Kohésivzonentheorie verwendet, um im Rahmen eines bruch-
mechanischen Ansatzes auf phidnomenologische Art und Weise die Deterioration des Ma-
terials zu beschreiben. Dabei werden kohésive Spannungen eingefiihrt, die die beiden
Ufer des modellierten Risses an ihrer Trennung behindern, siehe Kapitel 1.2.2 und Abbil-
dung 1.3. Die Abnahme der kohisiven Spannungen auf Grund der sukzessiven Zunahme
an mikromechanischen Defekten wird durch schidigungsbasierte Konstitutivgesetze vom
Traktions-Verschiebungssprung-Typ erfasst.

Da bei Rissen ein stark unterschiedliches Bruchverhalten in Normal- und Tangential-
richtung beobachtet werden kann, griindet die Formulierung von schidigungsbasierten
Modellen in der Regel auf der Aufteilung des Verschiebungssprunges [u] in zwei charak-
teristische Komponenten. Diese sind der skalarwertige Normalanteil [u]l, und der Tan-
gentialvektor [u]r, siehe Abbildung 5.2.

[u] = [u]un + [u]r (5.10)

Da isotropes Verhalten in der Tangentialebene des Risses angenommen wird, wird auf eine
Zerlegung des tangentialen Verschiebungssprunges in charakteristische Anteile verzichtet.
Die Normal- und Tangentialkomponente kénnen aus einer Normal- und Tangentialpro-
jektion des Verschiebungssprungvektors mit folgenden Gleichungen gewonnen werden.

[u], = [u] -n [ulr = [u] -[1 - n®n] (5.11)
T

Darin bezeichnen n die Rissnormale, 1 den zweistufigen Einheitstensor und 7' einen
zweistufigen Projektionstensor. Der Satz interner Variablen 8 = {k} reduziert sich bei
den verwendeten Materialmodellen auf eine einzige skalare Variable , fiir die k € [0, 00)
gilt. Damit wird impliziert, dass das inelastische Materialverhalten in Normal- und Tan-
gentialrichtung gekoppelt ist. Die singulire Komponente der freien Energie wird als
Funktion der beiden Komponenten des Verschiebungssprunges und der internen Variablen
definiert.

§ = 0 ([l [, ) = 5 [ K [l + 5 [l - Kor(s) [l (5.12)
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Darin bezeichnen K, und K, die Steifigkeiten in normaler bzw. in tangentialer Riss-
richtung. Beide Groflen sind von der internen Variablen s abhingig und immer grofler
oder gleich null. Die Evolutionen der Steifigkeiten sind fiir verschiedene Risstypen in
Tabelle 5.2 angegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass die Annahme der Parallelitit der
tangentialen Verschiebungssprung- und Spannungsvektoren, die ein isotropes Verhalten
impliziert, in obiger Gleichung beriicksichtigt wurde. Daraus resultierte die Vereinfachung
der tensorwertigen tangentialen Steifigkeit zu K = K 1.
Basierend auf thermodynamischen Argumenten erhilt man iiber die Auswertung der
Clausius-Duhem Ungleichung (5.3) fiir materielle Punkte auf einem Riss die Definition
des Vektors der kohésiven Spannungen t als thermodynamisch konjugierte Grofle zum
Verschiebungssprung, sieche Coleman & Noll [34] und Coleman & Gurtin [33].
2
t:=—==K,[u], n + Kr[u]r (5.13)
n T

Die Zerlegung des Spannungsvektors in eine Normal- t, und eine Tangentialkomponente
t7 ist in Abbildung 5.2 veranschaulicht.
Mittels der Funktion F* wird entschieden, ob fiir die vorliegende Belastung eine Zunahme
an Schidigung stattfindet oder nicht. Sie ist als die Differenz zwischen dem &quivalenten
Verschiebungssprung 7 und der Variablen x definiert.

Fr=n—-rk<0 (5.14)

Der dquivalente Verschiebungssprung ist die treibende Grofle fiir die Dekohésion in einem
Riss. Der Einfluss der zwei Komponenten des Verschiebungssprungvektors auf das ma-
terialspezifische Versagen kann durch unterschiedliche Berechnungsformeln fiir n bertick-
sichtigt werden, siehe Tabelle 5.1.
Wenn man dem thermodynamischen Konzept zur Herleitung von konstitutiven Mate-
rialmodellen folgt, ergibt sich mit Gleichung (5.14) die Definition der internen Variablen,
deren Evolution immer grofler oder gleich null sein muss.

Kk = max (1(t)) (5.15)

0<t<r

Die interne Variable kennzeichnet einen Geschichtsparameter, der den in der Belastungs-
geschichte maximal erreichten Wert des dquivalenten Verschiebungssprunges annimmt.
Alternativ zu Gleichung (5.13) lésst sich die Berechnung der kohiisiven Spannungen mit

Hilfe des Sekantentensors T, umformulieren.

t="T%, - [u] mit T, =K,n®n + KyT (5.16)

sec sec

Der Sekantentensor ist iiber die beiden Steifigkeitskomponenten K, und Ky, definiert,
siche Tabelle 5.2. Durch die Ratenbeziehung zwischen dem Spannungs- und dem Ver-
schiebungssprungvektor t = T%, - [0 wird der zweistufige Tangententensor T%, ~ des
Schéidigungsmodells bestimmt.

Kk mn 0K, 0Kt Ok | 0On on
Ttan - Tsec + Ok [[u]]nn+ Ok [[u]]T:| ® 877 {8[[u]]n n—+ 6[[u]]T T (517)

Bei Ent- oder Wiederbelastung stellt die interne Variable eine Konstante dar, siehe
Gleichung (5.15). Folglich ist die partielle Ableitung der internen Variablen nach dem
dquivalenten Verschiebungssprung bei diesen Belastungszustéinden gleich null bzw. der
Tangenten- gleich dem Sekantentensor.
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dquivalenter Verschiebungssprung

Matrixriss n = [u]a

Grenzflichenriss n= \/< [u]n >2 +82[u]s , < [u]. >= 5 [[uln + [[u]a]]

Tabelle 5.1: Aquivalenter Verschiebungssprung fiir unterschiedliche Risstypen

5.3.1 Charakterisierung unterschiedlicher Schidigungsmodelle

Im vorigen Abschnitt wurden die Grundgleichungen fiir einparametrige schidigungsba-
sierte Kohésivzonenmodelle hergeleitet. Neben der Formulierung der Steifigkeitskompo-
nenten K, und K7 sind diese Modelle mafigebend durch die Spezifizierung des dquivalen-
ten Verschiebungssprunges gekennzeichnet. In dieser Arbeit wird zwischen Versagen von
adhisiven materiellen Grenzflichen und quasi-sproden Materialien unterschieden. Bei
Grenzflichen wird mogliches Zug-Schub bzw. Mixed-Mode Versagen modelliert. Eine
ausfiihrliche Diskussion unterschiedlicher Modelle fiir die Delaminationsanalyse von Lami-
naten findet sich in Alfano & Crisfield [1]. Es wird angenommen, dass das Versagen von
quasi-sproden Materialien zugdominant, also hauptséchlich vom Mode-I Typ ist.

Zur Abbildung des Materialverhaltens der beiden Risstypen werden in dieser Arbeit die
zwei Ansitze fiir den #dquivalenten Verschiebungssprung verwendet, die in Tabelle 5.1
angegeben sind. Im Sinne einer anwendungsbezogenen Schreibweise wird ein Riss in quasi-
sprodem Material als Matrixriss bezeichnet. In der Regel stellt die mafigebliche Grofle, die
die Schidigung innerhalb eines quasi-sproden Materials vorantreibt, der Normalanteil der
Rissoffnung dar. Folglich wird bei Matrixrissen der dquivalente Verschiebungssprung als
der Normalanteil der Rissoffnung definiert, siche Wells & Sluys [191]. Ein Matrixriss bildet
sich auf Grund von Zugspannungen, vergleiche Kapitel 5.5.1. Bei stetiger &uflerer Belas-
tung kann daher in der Regel angenommen werden, dass der Normalanteil der Rissoffnung
nie negativ ist. Die Kontaktsituation wird formal ausgeschlossen. Bei Grenzflichenrissen
wird der dquivalente Verschiebungssprung als eine Kombination aus normaler und tan-
gentialer Riss6ffnung formuliert, siehe Camacho & Ortiz [27] und Ortiz & Pandolfi [139].

Matrixriss Grenzflachenriss

|[ulz| [Tu|
[[u]]n ) [[u]]n

—[[u]z| —|[u]7|
n=nm ([[u]]n) n=nm ([[u]]na Hu]]T)

Abbildung 5.3: Schidigungsflichen fiir unterschiedliche Risstypen
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Normalkomponente Tangentialkomponente

Matrixriss K, =t"/r Ky = dyexp(hrk)

K, =t*/k wenn [u], >0
Grenzflachenriss Ky = B*t*/k
K,=d, wenn [u], <0

Tabelle 5.2: Steifigkeitskomponenten fiir unterschiedliche Risstypen

Zur Beriicksichtigung des unterschiedlichen Schidigungsverhaltens bei Zug- und Druckbe-
lastung wird die Rissnormal6ffnung mit Macauly-Klammern < - > eingeklammert. Somit
triagt nur eine positive Rissnormaléffnung zur Ablosung zweier Materialphasen bei. Im
Fall von Kontakt der beiden Rissufer bei reinen Schubrissen steuert nur der tangentiale
Anteil des Verschiebungssprunges das Versagen. Durch den Parameter 5 wird der Be-
trag der tangentialen Verschiebungssprungkomponente gewichtet. Die Definition dieses
Parameters findet sich in Kapitel 5.5.1.

Auf der linken Seite von Abbildung 5.3 ist die Schiadigungsfliache fiir Matrixrisse schema-
tisch dargestellt. Sie ist unabhéngig von der tangentialen Risséffnung. Auf der rechten
Seite ist die Schiadigungsfliche fiir Grenzflichenrisse abgebildet. Im Bereich positiver
Rissnormal&ffnungen hat sie elliptische Form. Im Bereich negativer Rissnormal6ffnungen
ist sie konstant, da diese nicht zur Dekohésion zwischen zwei Materialphasen beitragen.
Neben der Definition eines dquivalenten Verschiebungssprunges werden die Steifigkeits-
funktionen K, und Ky fiir die Bestimmung der Normal- und Tangentialkomponenten des
kohésiven Spannungsvektors benotigt. Bei Matrixrissen ist die Tangentialsteifigkeit durch
den Parameter dr und eine Exponentialfunktion gegeben, die von der mit dem Parameter
hy multiplizierten internen Variablen x abhingt. Mit dem Parameter hp ldsst sich der
Einfluss der internen Variablen auf die Degradation der tangentialen Steifigkeit steuern.
Bei Grenzflachenrissen ist die tangentiale Steifigkeit durch den konstanten Parameter f3,
die Funktion einer effektiven Spannung t* und die interne Variable bestimmt. In Tabelle
5.2 ist zu erkennen, dass die Steifigkeitsfunktion K, zur Ermittlung der Normalspannung
bei zugbeanspruchten Matrix- und Grenzflichenrissen formal identisch ist. Grenzflichen-
risse konnen auf Grund enormer Schubbelastung auch bei Druckspannungen entstehen.
Die beiden Ufer des Schubrisses befinden sich dann in Kontakt. Zur Berechnung der
Kontaktspannung in Normalenrichtung wird eine Art elastische Steifigkeit d, eingefiihrt.
Um die kiinstliche Penetration der beiden Rissufer zu minimieren, wird in der Regel diese
Steifigkeit relativ hoch gew#hlt. Im Grunde stellt dieser Ansatz eine Penalty-Methode
dar, bei der d,, die Rolle des Penalty-Parameters spielt. In der vorliegenden Arbeit ist die
Evaluation der effektiven Spannung durch ein exponentielles Entfestigungsgesetz gegeben.

of
t* = o, exp <—G—7;/£> mit o, = f;, ¢ (5.18)
Darin symbolisieren f; und ¢, die Zugfestigkeiten des Matrixmaterials bzw. der Grenzfli-
che. Gy kennzeichnet die Bruchenergie, die beim Versagensprozess in einem Matrix- bzw.
Grenzflachenriss dissipiert wird. Sie représentiert die Fliche unter der Kurve, die auf der
rechten Seite von Abbildung 5.1 dargestellt ist.
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5.4 Mischung eines schidigungs- und plastizitéitsba-
sierten Konstitutivgesetzes

Das Materialverhalten von Stahlbeton im elastischen Zustand wird durch ein kontinu-
umsmechanisches Elastizititsgesetz beschrieben, siehe Kapitel 5.2.1. In diesem Abschnitt
wird ein Konstitutivgesetz vom Traktions-Verschiebungssprung-Typ zur Modellierung des
inelastischen Materialverhaltens von Stahlbeton entwickelt. Hierfiir wird das schidigungs-
basierte Kohésivzonenmodell aus Kapitel 5.3 fiir die Modellierung von Matrixversagen
mit einem 1D-Plastizitdtsmodell gemischt. Stahlbeton ist ein Verbundmaterial, das vom
makroskopischen Standpunkt aus betrachtet durch die Stahlbewehrung im Vergleich zu
unbewehrtem Beton eine hohe Zugfestigkeit besitzt. Je nach Bewehrungsgrad kénnen mit
diesem Verbundmaterial relativ duktile Tragwerke konstruiert werden.

Fiir die genaue Erfassung des Materialverhaltens von Stahlbeton muss das Materialver-
halten der beiden konstituierenden Werkstoffe, Beton und Bewehrungsstahl, konstitutiv
beriicksichtigt werden. Dabei spielt die numerische Modellierung der Bewehrung eine
grofle Rolle. Grundsétzlich kann man zwischen zwei Modellierungsstrategien unterschei-
den, siche Abbildung 5.4. Bei der diskreten Modellierung wird jeder individuelle Stahlstab
als eigenstindiges Element erfasst. In Abhéngigkeit der Formulierung koénnen hierbei
die Stabelemente entweder an den Kanten, Ansatz A, oder innerhalb Finiter Kontinu-
umselemente, Ansatz B, positioniert werden. Bei beiden Ansétzen werden sowohl die
Geometrie, als auch die Kinematik jedes einzelnen Bewehrungsstabes diskretisiert. Zur
Diskretisierung der Stidbe geniigen bei Ansatz A die Knoten der Kontinuumselemente,
an deren Kanten die Bewehrung verlduft, und die entsprechenden Formfunktionen. Bei
Ansatz B benétigt man alle Knoten des Kontinuumselementes mit den dazugehorigen
Formfunktionen, um den eingebetteten Bewehrungsstab zu diskretisieren. Dieser Ansatz
hat gegeniiber dem anderen den Vorteil, dass die Diskretisierung der gesamten Konstruk-
tion unabhéngig von der Bewehrungsfithrung ist. Allerdings ist seine Finite Element
Formulierung aufwendiger.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der Ansatz der verschmierten Bewehrungsmo-
dellierung angewendet. Der oder die Bewehrungsstibe werden gleichméfig in charakteris-
tische Elemente eingebettet. Der Einfluss der Bewehrung auf das strukturelle Verhalten

diskrete Modellierung verschmierte Modellierung

Ansatz A Ansatz B [u],-

. ol s A by,

Abbildung 5.4: Bewehrungsmodelle
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wird ausschliellich konstitutiv beriicksichtigt. Grundsétzlich konnen dabei mehrere un-
abhéngige Bewehrungsrichtungen abgebildet werden. In der vorliegenden Arbeit wird je-
doch nur eine einzige Bewehrungsrichtung zugelassen. Wie allgemein {iblich wird angenom-
men, dass die Stahlstdbe nur axiale Krifte aufnehmen kénnen. Dies soll nicht nur vor der
Rissbildung gelten, wenn die Verschiebungen noch kontinuierlich sind, sondern auch beim
Vorhandensein eines Risses, der die Bewehrung kreuzt. Die Diibelwirkung der Stébe
in einem Riss, die bei Mixed-Mode Versagen hauptsichlich durch ihre Biegesteifigkeit
und bei Mode-II Versagen durch ihre Schubsteifigkeit aktiviert wird, kann damit nicht
erfasst werden. Der Verbund beider konstituierenden Materialien, des Betons und des
Bewehrungsstahls, wird als perfekt angenommen. Diese Annahme impliziert, dass der
Verbund durch chemische Haftung des Zementgels an der Stahloberfliche ausreicht, Zug-
und Schubkrifte zerstorungsfrei iibertragen zu kénnen. Der Scherverbund, der nach der
Zerstorung des Haftverbunds einsetzen wiirde, und der darauf folgende Reibverbund wer-
den nicht aktiviert und brauchen daher nicht modelliert zu werden.

Das Versagen von Stahlbeton zeichnet sich durch das komplexe Zusammenwirken von
zwei Phidnomenen aus. Durch Mikrorissbildung im Beton kommt es zur Degradation
der elastischen Steifigkeitseigenschaften. Des Weiteren entstehen irreversible Deforma-
tionen, nachdem die Spannungen die Flie3grenze des Bewehrungsstahls erreicht haben.
Beide Phidnomene sollen durch das herzuleitende Konstitutivgesetz vom Traktions-Ver-
schiebungssprung-Typ modelliert werden. Damit wird vorausgesetzt, dass sich plastische
Deformationen nur in den bewehrten, zugbelasteten Querschnittsbereichen entwickeln
konnen, die durch einen kohésiven Riss geschéidigt sind. Die Mitwirkung des Betons
zwischen den Rissen ist mit diesem Modellierungskonzept durch den perfekten Verbund
automatisch beriicksichtigt. Der Zeitpunkt der Rissinitiierung und die Rissrichtung wer-
den durch dieselben Kriterien definiert, wie bei einem einphasigen quasi-sproden Material,
siehe Kapitel 5.5. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird unter Druckbelastung kein
Riss initiiert. Deshalb muss zur verschmierten Modellierung von Druckbewehrung, die bei
entsprechender Beanspruchung plastifizieren wird, auf ein konventionelles Materialgesetz
vom Spannungs-Dehnungs-Typ zuriickgegriffen werden, siehe Menrath [110]. In Linero et
al. [101] findet sich die Modellierung von Stahlbeton im Rahmen des Strong Discontinuity
Approach unter Verwendung eines kontinuumsmechanischen Konstitutivgesetzes.

Zur Abbildung des nichtlinearen Materialverhaltens von Stahl wird heutzutage auf Plas-
tizitatsformulierungen zuriickgegriffen, die auf der Flieitheorie von Prandtl & Reuss [155]
basieren. Bei diesem Ansatz wird unter Annahme kleiner Verzerrungen der Verzerrungs-
tensor additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegt. In Analogie hierzu
kann bei Verwendung eines Traktions-Verschiebungssprung-Gesetzes anstatt der Verzer-
rungen der Verschiebungssprung auf die beschriebene Art und Weise aufgeteilt werden.
Im Sinne des vorgestellten zusammengesetzten Materialmodells, bei dem der elastische
Anteil vollstindig in den Verzerrungen steckt, wére der gesamte Verschiebungssprung
plastischer Art. Zur Modellierung von diskontinuierlichem Versagen in Stahlbeton wird
auf den ersten Blick entgegen diesem Konzept die Zerlegung des Verschiebungssprunges
in einen elastischen und einen plastischen Anteil vorgenommen. Die Motivation hierfiir
liefern die mechanischen Eigenschaften von Beton und Stahl. Bei Beginn des Reiflens
von Beton befindet sich der Stahl wegen seiner hoheren Festigkeit in der Regel noch im
elastischen Bereich. Aus diesem Grund muss zur Modellierung der Stahlkomponente im
Rissquerschnitt der Verschiebungssprung nicht nur einen plastischen, sondern auch einen
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elastischen Anteil beinhalten.
[u] = [u]”+ [l mit [u]” = [u]’ m, (5.19)

Die plastische Komponente zeigt in Bewehrungsrichtung m,,-, siehe Abbildung 5.4. Damit
ist die Flierichtung von Anfang an durch die Ausrichtung der Bewehrungsstébe definiert.
Die skalare Grofle [[u]]’p’i entspricht dem Betrag der plastischen Deformation. Der gesamte
Verschiebungssprung in Stabrichtung [uf,- wird durch die folgende Projektion ermittelt.

[ul > = [u] - m,- und [ul,- = [u]é: + [[u]]gi (5.20)

Unter Verwendung von Gleichung (5.19) kann dieser in eine elastische und eine plastische
Komponente aufgeteilt werden.

Der Satz interner Variablen, mit dem die freie Energie definiert wird, setzt sich bei
der Mischung des vorgestellten schidigungsbasierten Konstitutivgesetzes und eines 1D-

Plastizitdtsmodells aus drei skalaren Groflen zusammen, so dass B = {/4;, [[u]]’;i, & } gilt.

Dabei charakterisiert £ das isotrope Verfestigungsverhalten des Bewehrungsstahls. Aus-
gangspunkt fiir die Herleitung des hybriden Materialmodells stellt die gemischte freie
Energie dar, mit der sowohl die Schidigungs-, als auch die FlieBmechanismen im Riss
erfasst werden.

¢ =" ([ula, [ulr, &) + 7 ¢ ([ul, [ul}r, &) mit p” = p* [my. - nf (5.21)

Die gesamte Energie ergibt sich als die Summe der volumengewichteten freien Energiean-
teile eines materiellen Punktes im Rissquerschnitt aus Beton 1;” und Bewehrungsstahl
Y?, vergleiche Kapitel 5.2.1. Dabei wird die Abminderung des Betonvolumens infolge der
vorhandenen Bewehrung nicht beriicksichtigt. Die Variable p”, mit der der Anteil der
freien Energie aus dem Bewehrungsmaterial gewichtet wird, beschreibt den Bewehrungs-
grad im Rissquerschnitt. Es ist offensichtlich, dass die Bewehrung keinen Einfluss auf die
Spannungsiibertragung am Riss hat, wenn die Rissnormale n und die Bewehrungsrich-
tung m,- orthogonal zueinander sind. Die freie Energie ¢* ist durch Gleichung (5.12)
und Tabelle 5.2 definiert. Die freie Energie ¢/ lautet folgendermafen.

# =3 [0 - 0] 4 [0 0]+ [oa©as G2

Darin bezeichnet der Parameter d,- die elastische Modellsteifigkeit des Bewehrungsstahls,
die nicht mit dem Elastizitdtsmodul Ey aus Gleichung (5.7) zu verwechseln ist. Durch
diesen Parameter wird nicht eine Verzerrungs-, sondern eine Verschiebungsgrofie mit der
Spannung im Stahl in Beziehung zueinander gesetzt. Die dquivalente Flieflspannung o,
ist durch eine noch nicht naher spezifizierte Funktion beschrieben, die von der internen
Variablen ¢ fiir die Verfestigung abhéngt.

Die Clausius-Duhem Ungleichung (5.3) fiir materielle Punkt auf einem Riss liefert nach
Coleman & Noll [34] und Coleman & Gurtin [33] den Spannungsvektor t im Rissquer-
schnitt. Die Mischung der freien Energie (5.21) impliziert die additive Aufteilung des
Spannungsvektors in die Komponente t*, die im Beton wirkt, und die gewichtete Stahlspan-
nung t”, die in Bewehrungsrichtung zeigt.

o oy PP
= o[l ~ ofa] ” ]
—— ——

tr tP

mit  t’ =d, |[u],r — [[u]]’;i m,- (5.23)

tP
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Abbildung 5.5: Hybrides Materialmodell fiir Stahlbeton

Die Evolutionen der zwei Spannungskomponenten t* und t? kénnen unabhéngig voneinan-
der behandelt werden, da sie formal entkoppelt sind. Die Herleitung der Spannungen t*~,
die im Matrixmaterial Beton wirken, findet sich in Kapitel 5.3. Wenn der Riss parallel zur
Achse der Bewehrungsstibe verlduft, werden im Riss keine Stahlspannungen t? und keine
irreversiblen Deformationen aktiviert. Hierdurch motiviert, wird der Einfachheit halber
bei jedem Belastungszustand angenommen, dass die gesamte Kraft in Rissrichtung zum
Zeitpunkt des Rissbeginns im Beton steckt. Folglich soll sich die Stahlspannung t? erst
wiahrend des Versagensprozesses entwickeln. Konsequenterweise wird zur Bestimmung des
Zeitpunktes der Rissinitiierung und der Rissrichtung der Spannungstensor o und nicht
der Spannungsanteil im Beton o, eingesetzt, sieche Gleichung (5.8) und Kapitel 5.5. Im
Folgenden wird das Plastizitdtsmodell ndher spezifiziert.
Die Flieffunktion F? grenzt den zuldssigen vom unzulédssigen Spannungszustand in der
Stahlbewehrung ab. Sie ist spannungsbasiert definiert und beschreibt die Differenz zwi-
schen der Vergleichsspannung, die hier identisch dem Betrag von t? ist, und der dquiva-
lenten FlieBspannung o,.

FP = |tP] — 0(§) <0 (5.24)

Das Postulat der maximalen Dissipation mit der FlieSbedingung (5.24) als Nebenbedin-
gung des Plastizitdtsmodells kann in ein mathematisches Optimierungsproblem iiberfiihrt
werden. Dabei flieft der Lagrange-Parameter ¥ in die Formulierung ein. Dieser wird
iiblicherweise als plastischer Multiplikator bezeichnet. Aus dem Optimierungsproblem
ergeben sich die Evolutionsgleichungen des plastischen Verschiebungssprunges und der
Verfestigungsvariablen &

OF?

[[ﬁ]]zp)l* =4n mit n:= Fr +1 und £E=7% (5.25)

sowie die Be- und Entlastungsvorschriften in Form der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen
und die Konsistenzbedingung.

FP<0 4>0 FPy=0; FPy =0 (5.26)

Die Auswertung der Konsistenzbedingung liefert die Evolutionsgleichung des plastischen
Multiplikators.

_ ndy [0] m _

n dp* n —+ H af

(5.27)
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Der isotrope Verfestigungsmodul H steuert die Expansion bzw. Kontraktion der Flief3-
fliche. Er ergibt sich aus der partiellen Ableitung der Fliespannung nach der Verfesti-
gungsvariablen. Der zweistufige Materialtensor T} des Materialmodells auf Basis der
Mischung eines schidigungsspezifischen Konstitutivgesetzes und eines 1D-Plastizitédtsmo-
dells definiert die Ratenbeziehung zwischen dem Spannungsvektor und dem Verschie-
bungssprung, so dass t = T/, - [] gilt.

d,- d -

Tffn:THan_'- |:d T T I
! 7 d,+H

] m, ® m,- (5.28)
# o 1st in Gleichung (5.17) angegeben. Eine schematische Darstel-
lung des hybriden Materialmodells fiir Stahlbeton ist in Abbildung 5.5 veranschaulicht.
Dabei ist der Fall dargestellt, bei dem die Rissnormalrichtung koaxial zur Bewehrungsrich-
tung verlduft. Die Ordinaten der Diagramme beschreiben Rissnormalspannungen, wéh-
rend die Abszissen durch den Verschiebungssprung in Rissnormalrichtung gegeben sind.
Die Spannung t” in der Bewehrung ist am Beginn der Rissbildung gleich null. Zu diesem
Zeitpunkt steckt die gesamte Kraft noch im Beton. Wéhrend der Risséffnung nehmen
die Spannungen im Beton exponentiell ab. Gleichzeitig wachsen die Spannungen in der
Bewehrung linear an. Da ideale Plastizitit bei H = 0 dargestellt ist, endet die Span-
nungszunahme im Stahl mit dem Erreichen der Fliefigrenze o,.

Die Materialtangente T

5.5 Modellierung der Rissentstehung

In diesem Kapitel werden Kriterien vorgestellt, mit denen zwei bedeutende Fragen der
Rissmodellierung beantwortet werden: Wann und in welche Richtung wéchst ein Riss?
Die Kriterien, die in dieser Arbeit verwendet werden, werden ausfiihrlich diskutiert und
als Berechnungsformeln angegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass ein Kriterium zur
Ermittlung der Rissrichtung nur bei Verwendung eines numerischen Modells interessiert,
in dem ein Riss in beliebiger Richtung fortschreiten kann, vergleiche Kapitel 1.2.3. Dieses
Kriterium wird nicht benotigt, wenn Risse ausschliellich entlang der Kanten der Kontinu-
umselemente wachsen diirfen und auf Neuvernetzungsstrategien verzichtet wird.

5.5.1 Versagenskriterien

In diesem Abschnitt werden verschiedene Versagenskriterien diskutiert. Diese definieren
den Beginn der Mikrorissbildung und den Zeitpunkt, zu dem von einem klassischen kon-
tinuumsmechanischen Konstitutivimodell auf ein Traktions-Verschiebungssprung-Gesetz
gewechselt wird. Zur Herleitung von Versagenskriterien stehen grundsitzlich der kon-
tinuumsmechanische und der bruchmechanische Ansatz zur Verfiigung. Viele Versagens-
kriterien, die beispielsweise im Rahmen der linear elastischen Bruchmechanik (LEFM)
entwickelt wurden, sind bei kohésiven Rissen nicht anwendbar oder miissen entsprechend
umformuliert werden. An dieser Stelle soll auf die Existenz von klassischen Versagens-
kriterien oder Festigkeitshypothesen hingewiesen werden, die jedoch teilweise nur noch
historische Bedeutung besitzen. Ein ausfithrlicher Uberblick iiber diese Hypothesen findet
sich beispielsweise in der Arbeit von Kupfer [93]. Im Folgenden sollen einige Versagens-
kriterien aufgezeigt werden, die auf einer bruch- oder kontinuumsmechanischen Betrach-
tungsweise basieren.
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In der LEFM ist das asymptotische Verschiebungsfeld an der Rissspitze durch die drei
Spannungsintensititsfaktoren K;, K;; und K;;; eindeutig charakterisiert, siehe Irwin [84]
und Anhang B. Diese Faktoren stellen ein Maf fiir die Singularitit der Spannungen an der
Rissspitze dar und sind mit den drei moglichen Rissoffnungsmoden I, IT und IIT assoziiert.
Fiir spannungsfreie Risse kann ein Bruchkriterium definiert werden, das im allgemeinen
Fall in den drei Spannungsintensitéitsfaktoren und den dazugehorigen, materialspezifischen
Bruchzdhigkeiten formuliert ist. In der Kohé&sivzonentheorie liegt keine Spannungssingu-
laritét an der Rissspitze vor. Um die Anwendbarkeit von Bruch- bzw. Stabilitdtskriterien
auf Basis des K-Konzepts zu ermdoglichen, muss man im Prinzip die materialspezifischen
Bruchzéhigkeiten durch K-Faktoren ersetzen, die von kohésiven Kriften verursacht wer-
den. Die Summe der K-Faktoren aus &uflerer Belastung und kohésiven Kréften muss dann
gleich null sein, siehe Moés & Belytschko [114]. Zur Berechnung der Spannungsintensitéts-
faktoren kann nicht nur bei spannungsfreien, sondern auch bei spannungsiibertragenden
Rissen das J-Integral benutzt werden, siehe Rice [156]. Im energetischen Sinn kann .J als
verallgemeinerte oder materielle Kraft interpretiert werden, die auf den Riss wirkt. Dies
fiihrt zu einem weiteren Rissinitiierungskriterium. Es wird angenommen, dass der Riss-
fortschritt dann einsetzt, wenn der Bruchparameter J einen materialspezifischen Kennwert
erreicht. Die Einfiihrung eines energiebasierten Kriteriums geht auf Griffith [66] zuriick.
Die energiebasierte Bruchbedingung lautet in Worten ausgedriickt: Im quasi-statischen
Fall muss die freigesetzte Energie beim Rissfortschritt gleich der fiir den Bruchprozess
benstigten Energie Gy sein. In Parks [142] wurde eine energiebasierte Technik herge-
leitet, mit der die Spannungsintensititsfaktoren berechnet werden konnen. Dazu wurde
die Anderung des Gesamtpotentials eines elastischen Korpers mit spannungsfreien Ris-
sen in Abhédngigkeit einer virtuellen Rissverlingerung ausgedriickt. Die Formulierung
wurde erweitert, um das Gesamtpotential eines elastischen Korpers mit kohésiven Ris-
sen fiir eine virtuelle Rissverlingerung berechnen zu konnen, siche Xie [196]. Mit Hilfe
dieses Gesamtpotentials ldsst sich der Fortschrittszeitpunkt eines existierenden kohési-
ven Risses definieren. Die Formulierung impliziert die Aussage, dass der kohésive Riss
dann fortschreitet, wenn die elastische Energiefreisetzungsrate auf Grund der virtuellen
Rissverldngerung die Energierate im kohésiven Riss erreicht. In den 1960’er Jahren wurde
von Erdogan & Sih [48] ein spannungsbasiertes Bruchkriterium fiir elastische Materialien
entwickelt. Dieses Kriterium besagt, dass der Riss sich dann ausbreitet, wenn die maxi-
male Umfangsspannung in einem charakteristischen Punkt vor der Rissspitze einen kri-
tischen Wert annimmt.

Wie angedeutet, kann das ein oder andere Versagenskriterium, das im Rahmen der LEFM
entwickelt worden ist, durch geeignete Umformulierungen auch fiir kohisive Risse ein-
gesetzt werden. Daneben koénnen Kriterien auf Basis eines kontinuumsmechanischen
Ansatzes verwendet werden. Als Indikator fiir die Rissbildung in quasi-sproden Ma-
terialien geniigt die Bestimmung einer Vergleichsspannung o, oder der entsprechenden
Dehnung ¢, sieche Abbildung 5.1. Dies bedeutet, dass bei Anwendung der Kohésivzonen-
theorie die Formulierung einer geeigneten Flief3- oder Schiadigungsfunktion zur Definition
der Rissinitiierung ausreicht. Der Rissbeginn findet dann statt, wenn diese Funktion zum
ersten Mal anzeigt, dass der Belastungszustand am Ende des elastischen Bereiches liegt.
Natiirlich kénnen solche Funktionen auch in Abhéngigkeit der Rissnormalen definiert sein.
Da bei Matrixrissen die Normale des zukiinftigen Risssegmentes noch nicht bekannt ist,
muss bei diesem Ansatz ein Minimierungsproblem gelost werden, siehe Remmers [152].
Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung des Rissbeginns oder Rissfortschritts bietet eine



68 Kapitel 5. Materialformulierung
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Abbildung 5.6: Versagensflichen fiir unterschiedliche Risstypen

materielle Bifurkationsanalyse, siche Kapitel 1.2. Die Bedingung fiir lokalisiertes Mate-
rialversagen kennzeichnet im quasi-statischen Fall den Verlust von (starker) Elliptizitét.
Sie ist erfiillt, wenn der akustische Tensor bzw. sein symmetrischer Anteil singuldr wird.
Wenn Kontinuumsmodelle zur Abbildung von verschmiertem Materialversagen verwen-
det werden, kann auf charakteristische Groflen, wie z.B. interne Variablen, zuriickgegrif-
fen werden, mit denen der Zeitpunkt der Rissinitiierung definiert wird, siehe Kapitel 4.1.
Beispielsweise liegt es bei Verwendung eines einparametrigen Schidigungsmodells auf der
Hand, hierfiir die Schidigungsvariable einzusetzen, siche Simone, Wells & Sluys [170].

In der vorliegenden Arbeit wird vor Rissbeginn elastisches Materialverhalten vorausge-
setzt. Daher ist es offensichtlich, dass eine Verzweigungsanalyse beziehungsweise Un-
tersuchung des akustischen Tensors oder der Einsatz interner Variablen nicht in Frage
kommen kann. Stattdessen wird das bekannte Hauptspannungskriterium von Rankine
fiir die Entstehung und das Wachstum kohésiver Matrixrisse verwendet. Dieses Kriteri-
um zéhlt zu denjenigen klassischen Festigkeitshypothesen, die auch heute noch aktuell
sind. Zur Bestimmung der Rissinitiierung in materiellen Grenzflichen wird das Kriterium
nach Brewer & Lagace [25] verwendet.

Rankine Kriterium

Zur Bestimmung des Beginns von Matrixversagen wird das klassische Versagenskriteri-
um von Rankine verwendet. Dieses Kriterium basiert auf der Spektralzerlegung des
Cauchyschen Spannungstensors o, die seine Eigenwerte o; und die dazugehorige Basis
n; ® n; liefert.

3
O'ZZO'[II[®1’11 (529)
I=1
Die maximale Hauptspannung o4 ist definiert als der gréfite der drei Eigenwerte des
Spannungstensors. Die Bedingung fiir das Wachstum eines Matrixrisses ist erfiillt, wenn
die maximale Hauptspannung die Zugfestigkeit f; des Materials erreicht.

oA= 1 (5.30)

In dieser Arbeit werden zweidimensionale Probleme betrachtet. Zur Berechnung der
zwei mafigeblichen Hauptspannungen o; und o;; wird auf die Mohrsche Spannungskreis-
Analogie zuriickgegriffen. Auf der linken Seite von Abbildung 5.6 ist die Versagensfliche



5.5. Modellierung der Rissentstehung 69

von Rankine fiir den ebenen Spannungs- oder Verzerrungszustand veranschaulicht, bei
denen diese zwei Hauptspannungen interessieren.

Bemerkung:

Auch Gasser & Holzapfel [61] benutzten das Versagenskriterium von Rankine. Jedoch
setzten sie anstelle der lokalen Cauchyschen Spannungen einen , nicht-lokalen“ Spannungs-
tensor ein, vergleiche Kapitel 5.5.2. Allerdings wurde von Simone, Askes & Sluys [169]
gezeigt, dass die Anwendung eines Versagenskriteriums, das in nicht-lokalen Groflen for-
muliert ist, zu unphysikalischen Rissinitiierungen fiihren kann.

Brewer-Lagace Kriterium

Zur Bestimmung des Beginns von Grenzflichenversagen wird auf den Ansatz von Brew-
er & Lagace [25] zuriickgegriffen, siehe auch Camacho & Ortiz [27]. Diese entwickelten
ein Versagenskriterium fiir Delamination in laminaren Strukturen. Das Versagenskriteri-
um wurde in denjenigen Spannungskomponenten formuliert, die fiir die Initiierung von
Grenzflichenversagen als mafigebend erachtet wurden, vergleiche Hérmann [79].

\/< ty >2 +072t3 = ¢, (5.31)

Die materielle Grenzfliche besitzt unterschiedliche Festigkeiten gegeniiber einer reinen
Zug- ¢, und einer reinen Schubbelastung cy. Der Parameter S = <& beschreibt das
Verhéltnis der beiden Festigkeiten. Entgegen der urspriinglichen Formuliélrung des Kriteri-
ums, aber in Analogie zu den in Kapitel 5.3 getroffenen Annahmen, wird nicht mehr zwi-
schen dem Einfluss einzelner Schubkomponenten auf das Versagen unterschieden. Durch
Macauly-Klammern < - > wird gewéhrleistet, dass nur positive Normalspannungen zur
Delamination beitragen, vergleiche Tabelle 5.1.

Der Spannungsvektor t eines materiellen Punktes der Fliche, die durch den Normalen-
vektor n gekennzeichnet ist, wird entsprechend dem Theorem von Cauchy (2.13) aus
dem kontinuumsmechanischen Spannungstensor o berechnet. In dieser Arbeit wird der
Normalenvektor der materiellen Grenzfliche iiber ihre Level Set Beschreibung ermittelt.
Dazu wird die Gleichung (3.4) auf die eindeutige Level Set Funktion (3.8) angewendet.
Die Normal- und Tangentialkomponenten des Spannungsvektors ergeben sich analog zu
den Projektionen, die in Gleichung (5.11) angegeben sind.

t, =t-n und tp=t-T (5.32)

Auf der rechten Seite von Abbildung 5.6 ist die Versagensfliche von Brewer & Lagace [25]
fiir zwei- bzw. dreidimensionale Spannungszustinde dargestellt.

5.5.2 Bestimmung der Rissrichtung

Neben der Formulierung geeigneter Versagenskriterien muss geklirt werden, in welche
Richtung ein Festkorperphasen- bzw. Matrixriss voranschreitet. Dabei liefert in der Regel
die Methode, aus der sich ein Versagenskriterium ableiten lédsst, auch das dazugehorige
Kriterium zur Ermittlung der Rissrichtung. Da die Rissgeometrie einen entscheidenden
Einfluss auf das gesamte Strukturverhalten hat, spielt die Qualitit der Rissrichtung eine
bedeutende Rolle.
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In der LEFM wird hiufig das Kriterium der maximalen Umfangsspannung von Erdogan &
Sih [48] zur Bestimmung der Rissrichtung verwendet. Es besagt, dass der Riss senkrecht
zur Richtung der maximalen Umfangsspannung wéchst. Alternativ zur Verwendung eines
spannungsbasierten Kriteriums kann auf ein energiebasiertes Kriterium zuriickgegriffen
werden. Mit Hilfe der Formulierung der Energiefreisetzungsrate in Abhéngigkeit des Riss-
winkels lésst sich nicht nur der Zeitpunkt des Versagens, sondern auch die Richtung des
Risswachstums in elastischen Materialien definieren. Der Riss wéchst in die Richtung, in
der die Energiefreisetzungsrate maximal ist. In Larsson & Fagerstrém [95] wurde ein theo-
retisches und numerisches Rahmenwerk zur Lésung von Rissproblemen unter Verwendung
der LEFM und der Kohésivzonentheorie vorgeschlagen. Dabei wurde eine vektorielle Form
des J-Integrals hergeleitet, die eine enge Verbindung mit dem Konzept der materiellen
Krifte von Steinmann, Ackermann & Barth [174] aufweist. Der resultierende Vektor
kann als risstreibende Kraft verstanden werden, da er zur virtuellen Rissverlingerung
energetisch konjugiert ist. Es liegt nahe, anzunehmen, dass dieser Vektor in die Riss-
fortschrittsrichtung zeigt.

Bei kohisiven Rissen stellt die Entwicklung eines allgemeingiiltigen Kriteriums zur Be-
stimmung der Rissrichtung immer noch eine Herausforderung dar. Neben der vergleichen-
den Untersuchung verschiedener Rissrichtungskriterien im Rahmen der X-FEM wurde von
Dumstorff & Meschke [45] eine energiebasierte Methode eingefiihrt, die dquivalent zum
Konzept der Maximierung der globalen Verzerrungsenergiefreisetzungsrate ist. Dabei
wird das Gesamtpotential der untersuchten Struktur fiir mogliche Rissrichtungen bei
vorgegebenem fixem Winkelinkrement berechnet. Wenn Risswachstum signalisiert wird,
wird der Riss in die Richtung vorangetrieben, fiir die das Gesamtpotential ein Mini-
mum aufweist. Da das Gesamtpotential von dem Verschiebungsfeld und dem Risswinkel
abhingt, wurde von Meschke et al. [113] der Risswinkel als zusétzlicher globaler Freiheits-
grad in das numerische Modell eingefithrt. Wie angedeutet, resultiert aus den Methoden
zur Bestimmung der Rissinitiierung oft die dazugehorige Rissnormale. Am Beispiel von
Versagenskriterien, die in Abhéngigkeit der Normalen eines fiktiven Risssegmentes for-
muliert sind, kann dieser Sachverhalt anschaulich verdeutlicht werden. Auch eine Bifurka-
tionsanalyse auf Basis des akustischen Tensors liefert nicht nur den Zeitpunkt, sondern
auch die Richtung des Risswachstums. Bei Verwendung von regularisierten Materialmo-
dellen ldsst sich allerdings die Rissrichtung nicht {iber die erwédhnte Bifurkationsanaly-
se ermitteln. Wenn kontinuumsmechanische Konstitutivgesetze zur Abbildung von ver-
schmiertem Materialversagen eingesetzt werden, konnen geeignete Rissrichtungskriterien
auf phdnomenologische Art und Weise entwickelt werden. Diese sind dann in Abhéngigkeit
von charakteristischen Groflen definiert, siehe Kapitel 5.5.1. Beispielsweise kann in einem
gradientenerweiterten Schiadigungsmodell die Rissrichtung aus der maximalen Akkumu-
lation der nicht-lokalen dquivalenten Verzerrung in einem bestimmten Bereich vor der
Rissspitze ermittelt werden, siehe Simone, Wells & Sluys [170].

Wenn das Hauptspannungskriterium von Rankine benutzt wird, scheint es nur folgerichtig,
die Rissnormale entsprechend der Richtung der maximalen Hauptspannung zu wéhlen.
In Jirdsek & Zimmermann [88] wurde angenommen, dass die Rissnormale identisch der
Richtung der maximalen Hauptverzerrung ist. Im Rahmen einer elementbasierten Riss-
formulierung wurde festgestellt, dass bei Berechnung der Rissrichtung iiber einen nicht-
lokalen Verzerrungstensor genauere Ergebnisse erzielt werden konnen. Bei Verwendung
der lokalen Verzerrungen wurden ungleichmiflige Rissverldufe beobachtet. Dies ist vor
allem dann der Fall, wenn ungleichférmige Verzerrungs- oder Spannungsfelder vorliegen.
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Abbildung 5.7: Einflussgebiet €2, bei der Ermittlung der Rissrichtung

Interessanterweise wurde anhand eines Strukturbeispiels gezeigt, dass die Verfeinerung des
zugrunde liegenden Finite Element Netzes nicht unbedingt zur Losung dieses Problems
fiihrt. Die Rissrichtungskriterien miissten theoretisch beziiglich der aktuellen Rissspitze
ausgewertet werden. Die Rissspitze liegt in der vorliegenden Arbeit immer auf der Kante
eines Finiten Elementes. Auch wenn die Rissspitzenposition im numerischen Modell be-
liebig sein kann, ist eine exakte Ubereinstimmung mit den Koordinaten eines GauBpunk-
tes, wo die lokalen Feldgrofien bekannt sind, eher unwahrscheinlich.

In dieser Arbeit wird aus den Griinden, die im letzten Absatz vorgestellt wurden, die
Rissnormalrichtung als die Richtung der maximalen Hauptspannung des , nicht-lokalen®
Cauchyschen Spannungstensors & angenommen. Da zweidimensionale Probleme betrach-
tet werden, wird hierfiir anstelle der Spektralzerlegung (5.29) auf die Mohrsche Span-
nungskreis-Analogie zuriickgegriffen. Der ,nicht-lokale® Spannungstensor & ergibt sich
aus der Multiplikation des lokalen Spannungsfeldes mit einer Gaufischen Verteilungsfunk-
tion und der anschliefenden Mittelwertbildung iiber das Rissspitzennahgebiet €.

. 1 ’

o(x) = /w w)o(x+£)dQ mit w(€) = mexp (—%&) (5.33)
Darin symbolisiert w die Gaufische Gewichtsfunktion, die den abklingenden Einfluss
der lokalen auf die ,nicht-lokalen® Spannungen mit wachsender Entfernung & von der
Rissspitze x widerspiegelt, siehe Wells & Sluys [190] und Mergheim, Kuhl & Steinmann
[111]. Der Parameter R,; definiert das kreisformige Rissspitzennahgebiet €2,,. Mit seiner
Hilfe l&sst sich regeln, wie schnell der Einfluss der lokalen Spannungen auf die Rissrich-
tung mit der Entfernung zur Rissspitze abnimmt.

Mariani & Perego [105] stellten ein alternatives spannungsbasiertes Rissrichtungskriterium
vor. Sie betrachteten das Spannungsfeld in einem Halbkreis vor der Rissspitze. Mit Hilfe
der kleinsten Fehlerquadrate approximierten sie aus den Spannungen der Finite Element
Losung ein Spannungsfeld als Polynom vierter Ordnung. Die polynomialen Spannun-
gen an der Rissspitze dienten der Ermittlung der maximalen Hauptspannung und der
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dazugehorigen Richtung, die als die Rissnormalenrichtung angenommen wurde.

Numerische Berechnung der ,,nicht-lokalen® Spannungen

Die Integration der Spannungen iiber das Rissspitzennahgebiet wird im Rahmen des
vorgestellten Simulationsmodells numerisch durchgefiihrt. Die Integralbeziehung in Glei-
chung (5.33) wird durch eine diskrete Summe ersetzt. Die approximierte Version der
Berechnung des , nicht-lokalen“ Spannungstensors lautet,

ngp

o(x) ~ Zwl o;Vi  mit w,=w(;) und o, =0o(x+&)) (5.34)
=1

wobei ngp die Anzahl der Gauflpunkte im Einflussgebiet €2, darstellt. Der Parameter
Vi beschreibt das Volumen, das mit dem Gaufpunkt I assoziiert ist. In Abbildung 5.7
ist am Beispiel eines zweidimensionalen Strukturproblems das kreisférmige Einflussgebiet
Q. in diskretisierter Form grau hinterlegt dargestellt. Die Rissspitze x beschreibt den
Mittelpunkt des Kreises, der durch den Radius R,; charakterisiert ist. Die schwarzen
Punkte kennzeichnen Gaufpunkte. Nur diejenigen Gauflpunkte, die innerhalb des Ein-
flussgebietes liegen, werden bei der Berechnung des ,nicht-lokalen® Spannungstensors &
beriicksichtigt.

In der vorliegenden Arbeit wird der Radius R,; des Einflussgebietes €2, in Abhéngigkeit
der charakteristischen Grofle h, des Finiten Elementes vor der Rissspitze berechnet. Diese
wird als die Quadratwurzel der Elementfliche angenommen.



Kapitel 6

Numerische Beispiele: X-FEM

In diesem Kapitel werden verschiedene Randwertprobleme untersucht, um Aussagen iiber
die Wirkungsweise der erweiterten Finite Element Methode (X-FEM) in Kopplung mit
ausgewihlten Level Set Techniken bei der Simulation von kohésivem Risswachstum treffen
zu kénnen. Mehrere Aspekte stehen im Vordergrund der Untersuchungen. Ein Schwer-
punkt ist die Gegeniiberstellung der numerisch ermittelten Antworten mit experimentellen
Ergebnissen. Damit bei entfestigendem Materialverhalten netzunabhingige Losungen
erzielt werden konnen, miissen geeignete Regularisierungsstrategien benutzt werden. Aus
diesem Grund werden Untersuchungen im Hinblick auf die regularisierende Wirkung
beziehungsweise die Qualitit des vorgestellten numerischen Konzepts zur Diskretisierung
von kohésiven Rissen angestellt. Dabei werden Konstitutivgesetze vom Traktions-Ver-
schiebungssprung-Typ benotigt. In dieser Arbeit wurden Konstitutivgesetze hergeleitet,
die sich zur diskontinuierlichen Modellierung von Versagen in quasi-spréden Materialien
mit oder ohne Stahlbewehrung und in adhé&siven materiellen Grenzflichen eignen. Sie
kommen nun bei den verschiedensten Strukturproblemen zur Anwendung.

Zuerst wird das Verhalten von Tragwerken untersucht, die entweder aus unbewehrtem
oder aus stahlbewehrtem Beton konstruiert sind. Da das Materialverhalten auf der meso-
oder makroskopischen Beobachtungsebene modelliert wird, kann der Werkstoff Beton als
homogen betrachtet werden. Bei der Simulation von Stahlbeton wird ein verschmiertes
Bewehrungsmodell eingesetzt, so dass die Annahme der Homogenitdt des Materials in
den bewehrten Elementen nicht verworfen werden muss. Die Level Set Methode wird bei
diesen Strukturbeispielen ausschlief$lich zur geometrischen Beschreibung von Matrixrissen
verwendet, da im numerischen Modell materielle Grenzflichen nicht existieren. Dariiber
hinaus werden Verbundstrukturen numerisch analysiert, bei denen nur Grenzflachenver-
sagen beriicksichtigt wird. Matrixversagen wird ausgeschlossen. Bei diesen Analysen
kommt die Level Set Technik zur geometrischen Beschreibung materieller Grenzflichen
zum Einsatz. Zuletzt wird eine Scheibe als (Querschnittssegment eines Bauteils aus tex-
tilverstarktem Beton auf der mesoskopischen Beobachtungsebene untersucht. Dabei wird
sowohl Rissbildung in der Grenzflache zwischen den konstituierenden Materialien, als auch
innerhalb des Matrixmaterials zugelassen. Dieses Anwendungsbeispiel stellt ein duflerst
komplexes und hochgradig nichtlineares Problem dar, da sich mehrere Matrix- und Grenz-
flichenrisse entwickeln.

Alle Simulationen werden unter Verwendung von vierknotigen Scheibenelementen mit bi-
linearen Ansatzfunktionen durchgefiihrt.

6.1 Single-Edge-Notched Beam (SEN)

Zunichst wird die Fahigkeit der vorgestellten numerischen Methodik anhand eines an-
spruchsvollen Benchmarkproblems fiir Mixed-Mode Versagen von unbewehrtem Beton
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Abbildung 6.1: Links: Geometrie und Belastung des SEN Balkens. Rechts: experimentelle
Rissmuster [162]

untersucht. Das Benchmarkproblem beschreibt einen einfach gekerbten Biegebalken, den
Single-Edge-Notched Beam. Mit diesem Problem wurde urspriinglich das Verhalten me-
tallischer Werkstoffe gepriift, bis es in den 1980’er Jahren von Arrea & Ingraffea [9] auch
auf das kohésive Material Beton iibertragen wurde. Mittlerweile wurden einige Berech-
nungsverfahren anhand des SEN Balkens getestet, darunter auch gradientenerweiterte
Schédigungsmodelle. Ausfiihrliche Diskussionen hierzu finden sich in den Arbeiten um
die Gruppe von de Borst & Peerlings [145, 62]. Aulerdem wurde die Wirkungsweise von
verschiedenen numerischen Methoden zur diskontinuierlichen Versagensmodellierung des
SEN Balkens untersucht, wie z.B. die elementbasierte Rissformulierung SDA von Wells &
Sluys [191]. Inzwischen wurde hierfiir auch schon das knotenbasierte Diskretisierungsver-
fahren X-FEM eingesetzt, siche Wells & Sluys [190], Loblein [103] und Gasser & Holzapfel
[60]. In Simone, Wells & Sluys [170] wurde auf das Balkenproblem zuriickgegriffen, um
die Leistungsfihigkeit der Kombination eines gradientenerweiterten Schidigungsmodells
mit der X-FEM zu priifen. Die in den genannten Aufsétzen und in der vorliegenden Ar-
beit zugrunde gelegten experimentellen Ergebnisse basieren auf den Versuchen, die von
Schlangen [162] durchgefiihrt wurden.

In Abbildung 6.1 ist der 440 x 100 x 100 mm? grofie Balken mit einer Kerbe von 5 x 20
mm? dargestellt. Er unterliegt einer antimetrischen Belastung. Die elastischen Materi-
aleigenschaften sind entsprechend den Experimenten von Schlangen [162] durch den Elas-
tizititsmodul £ = 35000 N/mm? und die Querdehnzahl v = (.15 gekennzeichnet. Fiir die
beiden 20 mm groflen Lastplatten im mittleren Balkenbereich wird ein Elastizitdtsmodul
gewihlt, der 10-mal so grof ist wie der Elastizitdtsmodul des Betonbalkens. Die beiden
dufleren Lastplatten haben keinen signifikanten Einfluss auf die Strukturantwort in der
Versagenszone, so dass sie als punktformige Last bzw. Lagerung abgebildet werden. Im
Folgenden werden die Materialkennwerte fiir das Kohé&sivzonenmodell zur Beschreibung
von Mode-I dominantem Versagen identifiziert. Die Bruchenergie pro Quadratmillime-
ter Rissfliche betrdgt Gy = 0.1 N/mm. Die Zugfestigkeit des Betons wird zu f, = 2.8
N/mm? angenommen. Die anfiingliche Steifigkeit in tangentialer Rissrichtung wird durch
den Parameter dp = 10.0 N/mm?® bestimmt. Der Parameter, der die Rate der Degra-
dation der tangentialen Steifigkeit kontrolliert, wird zu hy = —13.8/mm festgelegt. Dies
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Abbildung 6.2: Last-C'MSD und Last-CMOD Diagramme

bedeutet, dass die Fahigkeit eines kohésiven Risses, Tangentialspannungen zu iibertragen,
mit fortschreitender Belastung abnimmt. Bei einer Rissnormal6ffnung von 1.0 mm ergibt
sich mit dem gewé#hlten Wert fiir hy eine Schubsteifigkeit, die noch 10~%-mal so grof ist
wie die anfingliche Schubsteifigkeit d;.

Zur Untersuchung der regularisierenden Wirkung des erweiterten Finite Element Modells
wird der Balken mit zwei unterschiedlichen Netzen diskretisiert. Das grobe Netz bilden
1837 Finite Elemente. Das feine Netz wird durch 6084 Finite Elemente erzeugt. In der
Versagenszone des SEN Balkens besitzen beide Netze eine hohere Elementdichte als im
iibrigen Bereich. Hier ist die charakteristische Grofie eines Finiten Elementes des groben
Netzes h., = 2.5 mm. Bei dem feinen Netz ist in diesem Bereich die Elementfliche ein
Viertel so grof, so dass fiir die charakteristische Elementgrofie he = 1.25 mm gilt. Der
Radius zur Berechnung der ,nicht-lokalen* Spannungen, iiber die die Rissrichtung ermit-
telt wird, wird in Abhéngigkeit der Gréfle des Finiten Elementes vor der Rissspitze zu
Ry = 2.25 h, gewdhlt. Es wird ein ebener Spannungszustand angenommen. Auflerdem
darf sich in den Simulationen ausschlieBlich ein einziger Riss entwickeln. Die Einfiihrung
von weiteren Rissen wiirde nicht zur Erh6hung der Genauigkeit der numerischen Losung
fithren, da es sich hierbei um Sekundérrisse von untergeordneter Bedeutung handelt.

Bei dem betrachteten Problem ist es kaum moglich, das Verhalten des Betonbalkens mit
Hilfe einer einzigen Last-Verschiebungskurve zu beschreiben. Deshalb werden zwei unter-
schiedliche Verformungsmoden betrachtet, iiber die die Gesamtlast F' aufgetragen wird.
Zum einen ist dies die vertikale Differenzverschiebung zwischen den zwei oberen Eck-
punkten der Kerbe, die Crack Mouth Sliding Displacement (CMSD) genannt wird. Zum
anderen wird die horizontale Differenzverschiebung dieser Punkte benutzt, die als Crack
Mouth Opening Displacement (CMOD) bezeichnet wird. Beide Verformungsmoden sind
in Abbildung 6.1 dargestellt. Der Vergleich der Last-Verschiebungskurven zeigt, dass die
numerisch ermittelten Losungen die experimentellen Ergebnisse gut wiedergeben konnen,
siehe Abbildung 6.2. Die durchgezogenen Linien représentieren das Ergebnis, das mit der
groben Diskretisierung erzielt wurde. Die gestrichelten Linien kennzeichnen die Losung
bei Verwendung des feinen Finite Element Netzes. Beide Simulationen liefern Last- CMSD
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Abbildung 6.3: Risswachstum bei grober und feiner Diskretisierung

Kurven, die im Vergleich zu den Resultaten aus den Versuchen ein etwas zu sprodes Nach-
bruchverhalten des Balkens zeichnen. Allerdings kann diese Beobachtung in Bezug auf die
Last-CMOD Kurven nicht in dem Mafle gemacht werden. Bei genauer Analyse erkennt
man, dass die numerisch ermittelten Traglasten die kritische Last aus den Versuchen leicht
iiberschétzen. Dies ist insbesondere bei Verwendung der groben Diskretisierung feststell-
bar. Die Last-Verschiebungskurven, die mit der groben und der feinen Diskretisierung
gewonnen wurden, stimmen in beiden Diagrammen im Groflen und Ganzen ausgesprochen
gut iiberein.

In Abbildung 6.3 ist das simulierte Risswachstum fiir beide Diskretisierungen anhand
von drei unterschiedlichen Belastungszustinden dargestellt. Diese sind im Last-C'SM D
Diagramm durch die Punkte 1 bis 3 markiert. Der Riss wird in der rechten unteren
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Abbildung 6.4: Deformierte Strukturen bei grober und feiner Diskretisierung

Ecke der Kerbe unter einem Winkel von ca. 45° initiiert und wéchst mit abnehmender
Kriimmung in Richtung der unteren Lasteinleitungsplatte. Es ist angemerkt, dass der Riss
im Bereich der unteren Lasteinleitungsplatte angehalten wird, um die Einfiihrung eines
Risssegmentes zu verhindern, das zu einer starken Anderung der Richtung des bisheri-
gen Risses fiihren wiirde. Die Simulationen beider Elementierungen liefern fast identische
Risspfade. Das verwendete numerische Modell erlaubt, dass ein Riss die Finiten Ele-
mente des Rechennetzes in beliebiger Weise durchtrennen kann. Aus diesem Grund ist
der simulierte Rissverlauf ziemlich glatt und offensichtlich weitgehend unabhéngig von der
gewihlten Diskretisierung. Da der Rissverlauf gekriimmt ist, besteht die Objektivitéit der
numerischen Losung nicht nur in Bezug auf die Grofle, sondern auch auf die Orientierung
der Finiten Elemente. Dariiber hinaus stimmen die numerisch ermittelten Rissverldufe
mit dem experimentellen Rissmuster aus den Versuchen von Schlangen [162] duflerst gut
iiberein, sieche Abbildung 6.1.

In Abbildung 6.4 sind die deformierten Strukturen fiir beide Diskretisierungen am Ende
der Simulation mit 60-facher Uberhdhung veranschaulicht. Man erkennt sehr schon,
dass die Deformationen des Balkens in dem diskreten Riss konzentriert sind. Grofle
Verschiebungsgradienten sind nur bei denjenigen Finiten Elementen zu beobachten, die
von dem Riss durchtrennt werden. Infolge der Lokalisierung erfahren die strukturellen
Bereiche neben dem Riss eine Entlastung. Anhand der deformierten Strukturen ldsst
sich feststellen, wie sich das Versagen des Balkens wihrend der dufleren Belastung mit
zunehmendem Rissfortschritt von Mixed-Mode zu Mode-I bzw. Biegezugversagen éndert.
Die Ergebnisse bestétigen nochmals das hohe Mafl an Unabhéngigkeit der numerisch er-
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Abbildung 6.5: Links: Gekerbte Betonscheibe mit Belastung. Rechts: experimentelle
Rissmuster [128]

mittelten Strukturantwort von dem gewihlten Finite Element Netz.

Wie sich gezeigt hat, sind die erzielten numerischen Lésungen in zweierlei Hinsicht von ho-
her Qualitdt. Zum einen stimmen Experiment und Simulation ausgesprochen gut {iberein.
Zum anderen kann man feststellen, dass die erweiterte Finite Element Methode zur Mo-
dellierung von kohisivem Risswachstum ein hohes Maf§ an Netzunabhingigkeit garantiert.

6.2 Gekerbte Scheibe unter Zug-Schub-Belastung

Die ersten experimentellen Studien iiber das Versagen von kohésiven Materialien unter
Zug-Schub-Belastung verfolgten hauptsédchlich ein Ziel: Die Erweiterung des Modells
von Hillerborg, Modéer & Petersson [77], siche Kapitel 1.2.2. Auflerdem interessierte
die Auswirkung der Rissverzahnung bei relativ kleinen Rissoffnungen. Beispielsweise
wollten Reinhardt, Cornelissen & Hordijk [151] aus Versuchen Schubspannungs-Schlupf-
Beziehungen fiir verschiedene Rissnormaldffnungen gewinnen.

In den 1990’er Jahren wurden von Nooru-Mohamed [128] weiterfithrende Untersuchungen
mittels Mixed-Mode Bruchversuchen an zweiseitig gekerbten Betonscheiben angestellt.
Dabei wurde durch Variation der Einfluss der Betonsorte, der Belastung und der Grofle
des Probekdérpers auf den Versagensmodus und das Tragverhalten der Struktur disku-
tiert. In diesem Abschnitt wird das Versagen der zweiseitig gekerbten Betonscheibe nu-
merisch analysiert. Durch den Vergleich der erzielten Simulationsergebnisse mit den ex-
perimentellen Ergebnissen von Nooru-Mohamed [128] soll die Wirkungsweise der X-FEM
in Verbindung mit dem vorgestellten Kohé&sivzonenmodell fiir Mode-I dominantes Ver-
sagen beurteilt werden, siehe auch Larsson & Runesson [96], Ohlsson & Olofsson [129]
und Feist [51]. Ein interessanter Aspekt bei diesem Benchmarkproblem ist die Entstehung
und das Wachstum zweier Risse.
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Abbildung 6.6: F,, — 0 und Fs; — 0 Diagramme

In Abbildung 6.5 ist die 200 x 200 x 50 mm? grofie Scheibe mit zwei Kerben von 25 x 5
mm?, die sich in der horizontalen Symmetrieachse der Struktur befinden, dargestellt. In
den Versuchen wurden der linke obere und der rechte untere L-fé6rmige Rand der Probe in
einem Stahlrahmen befestigt. Dieser diente als Lager und zum Aufbringen der Belastung.
Zur Kontrolle der Verschiebungen wurden die Proben mit Wegaufnehmern versehen. Mit
den Wegaufnehmern wurden an charakteristischen Punkten die vertikale Differenzver-
schiebung 9, und die horizontale Verschiebung d, gemessen, siehe Abbildung 6.5. Die
vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Versuchsprogramm, das von Nooru-Mohamed
[128] als Versuchsserie 6a bezeichnet wurde. Hier wurden die vertikale Zugkraft £}, und die
seitliche Schubkraft Fy in der Art und Weise aufgebracht, dass die vertikale Verformung
0, wihrend des gesamten Experimentes so grofl wie die seitliche Verschiebung d, blieb.
Um die Aussagekraft der experimentellen Ergebnisse zu garantieren, wurden zwei iden-
tische Probekorper getestet. Es sei darauf hingewiesen, dass in der Versuchsserie 6a auch
unterschiedlich grofle Betonscheiben gepriift wurden, um den Einfluss der Priifkérper-
grofle auf die Materialantwort zu untersuchen. In der vorliegenden Arbeit wird der zur
Versuchsmaschine gehorige Stahlrahmen, in dem die Proben befestigt wurden, als starr
angenommen. Die entsprechenden Randbedingungen werden direkt auf den Priifkérper
aufgebracht. Dabei wird der obere L-férmige Rand des Betonkorpers durch eine vertikale
und seitliche Kraft gleichzeitig und verschiebungskontrolliert belastet. In Analogie zu den
Versuchen wird vorausgesetzt, dass die vertikale und die seitliche Bewegung  des oberen
L-formigen Probenrandes gleich sind, siehe Abbildung 6.5. Der belastete Rand wird somit
unter 45° nach rechts oben verschoben.

In der Arbeit von Nooru-Mohamed [128] wurden die elastischen Materialparameter des
Betons, aus dem die Priifkérper hergestellt wurden, offensichtlich nicht experimentell be-
stimmt. Lediglich die Druck- und Spaltzugfestigkeiten von Probewiirfeln sind dokumen-
tiert. Angaben iiber die einaxiale Zugfestigkeit und die Bruchenergie fehlen. Die elas-
tischen Materialeigenschaften sind durch den Elastizititsmodul £ = 30000 N/mm? und
die Querdehnzahl v = 0.2 charakterisiert. Dieselben Werte wurden beispielsweise auch
in den numerischen Simulationen von Nooru-Mohamed [128] gewihlt. Zur Beschreibung
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Abbildung 6.7: Risswachstum bei grober, mittelfeiner und feiner Diskretisierung

von Betonversagen werden neben elastischen auch bruchmechanische Materialkennwerte
benétigt, die in das Kohésivzonenmodell eingehen. Die Bruchenergie pro Quadratmillime-
ter Rissfliche betrdgt Gy = 0.11 N/mm. Die Zugfestigkeit des Betons wird zu f; = 3.0
N/mm? angenommen. Die anfiingliche Steifigkeit in tangentialer Rissrichtung wird durch
den Parameter d = 1.0 N/mm? bestimmt. Der Parameter, der die Rate der Degradation
der tangentialen Steifigkeit kontrolliert, wird zu hy = 0.0/mm festgelegt. Somit nimmt
die Fiahigkeit eines kohésiven Risses, Tangentialspannungen zu iibertragen, mit fortschrei-
tender Rissoffnung nicht ab.

Fiir die Simulationen werden drei verschiedene Diskretisierungen der Betonscheibe ver-
wendet. Diese bestehen aus 1230, 4920 und 19680 Finiten Elementen. In der Versa-
genszone der Scheibe besitzen alle drei Netze eine hohere Elementdichte als im iibrigen
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Abbildung 6.8: Deformierte Strukturen bei grober, mittelfeiner und feiner Diskretisierung

Bereich. Die charakteristische Gréfle eines Finiten Elementes des groben Netzes ist im
Bruchbereich gleich h, = 5.0 mm. Die Elemente des mittelfeinen Netzes und des feinen
Netzes sind halb bzw. ein viertel so grof}. Der Radius zur Berechnung der , nicht-lokalen®
Spannungen, iiber die die Rissrichtung ermittelt wird, wird in Abhéingigkeit der Grofle
des Finiten Elementes vor der Rissspitze zu R,;, = 3 h, bestimmt. Es wird ein ebener
Spannungszustand angenommen. Die Simulationen konzentrieren sich ausschlieflich auf
die Entwicklung der beiden Risse, die das Strukturverhalten dominieren und im Versuch
beobachtet wurden.

Bei komplexen Versuchen, wie der zweiseitig gekerbten Betonscheibe, ist es nicht moglich
das Strukturverhalten mit einer einzigen Last-Verschiebungskurve zu erfassen. Deshalb
wird die Strukturantwort fiir die Belastung in vertikaler F, und in seitlicher F Rich-
tung untersucht. Beide Krifte sind iiber die Verschiebung ¢ des belasteten Probenran-
des aufgetragen, siche Abbildung 6.6. Das Spektrum der Strukturantworten aus den
Versuchen an zwei identischen Probekérpern ist in dieser Abbildung grau hinterlegt.
Die beiden experimentell ermittelten Strukturantworten werden dabei als die obere und
die untere Schranke der grauen Flidchen betrachtet. Die numerisch ermittelten Last-
Verschiebungskurven zeigen in beiden Diagrammen eine gute Ubereinstimmung mit den
Versuchsergebnissen. Die durchgezogenen Linien représentieren die Losung bei Verwen-
dung der groben Diskretisierung. Die gestrichelten schwarzen und grauen Linien kenn-
zeichnen die Ergebnisse, die mit den mittelfeinen bzw. feinen Diskretisierungen erzielt
wurden. An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass die Verschiebungen aus den
numerischen Simulationen und aus den Experimenten ¢ := d,, bzw. ¢ := 0, gewissermaflen
eine unterschiedliche Bedeutung haben, was der Grund fiir den Unterschied zwischen den
numerisch und experimentell ermittelten Anfangssteifigkeiten sein diirfte. Trotzdem sind
die entsprechenden Verschiebungsmoden vergleichbar. Anhand des F},-6 Diagramms wird
deutlich, dass sowohl die experimentell ermittelte Traglast, als auch das experimentell
ermittelte Nachbruchverhalten sehr gut wiedergegeben wird. Die hohe Ubereinstimmung
von Simulation und Versuch wird durch das Fi-6 Diagramm untermauert. Des Weiteren
dokumentieren die Last-Verschiebungskurven in beiden Diagrammen die enorme Kon-
gruenz der numerischen Losungen, die mit den drei gewéhlten Finite Element Netzen
gewonnen wurden.

Zur Darstellung der Versagensevolution sind in Abbildung 6.7 die numerisch ermittelten
Rissbilder fiir drei verschiedene Belastungszustinde veranschaulicht, die in Abbildung
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Abbildung 6.9: Oben: Geometrie und Belastung des Stahlbetonbalkens. Unten: Stahlbe-
tonbalken mit experimentellem Rissmuster [99]

6.6 markiert sind (Punkt 1: Erreichen der Traglast, Punkt 2: Nachbruchbereich, Punkt
3: Belastungsende). Auf der linken Seite ist die Losung bei Verwendung der groben
Diskretisierung gezeigt. In der Mitte und rechts sind die Ergebnisse abgebildet, die mit
dem mittelfeinen bzw. feinen Finite Element Netz erzielt wurden. Das Versagen der
Betonscheibe beginnt mit der Initiierung von zwei Rissen an den beiden Kerben. Diese
wachsen zunéchst mit nahezu konstantem Winkel. Etwa ab der vertikalen Mittelachse der
Scheibe flachen die Risse ab, um dann wieder mit der urspriinglichen Neigung weiter zu
wachsen. In Abbildung 6.5 ist das auf der Vorder- und Riickseite des Probekorpers sicht-
bare Rissmuster veranschaulicht, das einer der beiden Versuche von Nooru-Mohamed [128]
lieferte. Die Ubereinstimmung mit den numerisch ermittelten Rissverldufen bekriftigt die
hohe Leistungstihigkeit der erweiterten Finite Element Methode in Verbindung mit dem
verwendeten Kohésivzonenmodell fiir Mode-I dominantes Versagen.

In Abbildung 6.8 sind die deformierten Strukturen in 100-facher Uberhthung am Ende
der Belastung abgebildet. Links ist das Ergebnis der Simulation bei Verwendung der
groben Diskretisierung gezeigt. In der Mitte und rechts sind die numerischen Ergebnisse
veranschaulicht, die mit dem mittelfeinen bzw. feinen Finite Element Netze gewonnen
wurden. Die deformierten Strukturen spiegeln die Rissverldufe sehr gut wider. Die De-
formationen lokalisieren ausschliellich in den beiden Rissflichen beziehungsweise in den
Elementen, die diese enthalten. Anhand der deformierten Strukturen erkennt man, dass
sich das Versagen der Scheibe wihrend der dufleren Belastung vom Mixed-Mode-Typ mit
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Abbildung 6.10: Diskretisierung und Systemdaten

zunehmendem Rissfortschritt kaum &ndert.

Die auBlerordentlich hohe Ahnlichkeit der Simulationsergebnisse in den Last-Verschie-
bungskurven, den Rissverldufen und den deformierten Strukturen bestétigt, dass bei
Verwendung der X-FEM die Objektivitdt in Bezug auf die gewéhlte Diskretisierung
gewdhrleistet ist.

6.3 Bewehrter vierpunktgestiitzter Biegebalken

Mit diesem Strukturbeispiel wird die erweiterte Finite Element Methode im Hinblick auf
mehrfache Rissbildung in bewehrtem Beton getestet. Dabei ist die Anderung des Ver-
sagensmodus einzelner Risse bemerkenswert. Das Verifikationsbeispiel beschreibt einen
vierpunktgestiitzten Betonbalken, der durch eine Biegebewehrung aus Stahl verstérkt
wird. Der Balken wurde von Leonhardt & Walther [99] in den 1960’er Jahren experi-
mentell analysiert. Er ist Teil einer Testserie zur Untersuchung des Einflusses des Momen-
ten-Schub-Verhiltnisses auf die Schubtragfihigkeit von Rechteckbalken ohne Schubbe-
wehrung. Schubbewehrung war im Balkenfeld nicht vorhanden. Die reichlich iiberstehen-
den Balkenenden wurden jedoch im Versuch mit Biigelbewehrung versehen, um Veranke-
rungsbriiche der Biegebewehrung zu vermeiden, siche Abbildung 6.9. Dies scheint offen-
sichtlich erfolgreich gewesen zu sein, da kein Schlupf an den Enden der Bewehrungsstéibe
gemessen werden konnte. Eine numerische Analyse des Stahlbetonbalkens findet sich in
Most [123].

Die Abmessungen des Versuchskorpers sind in Abbildung 6.9 dargestellt. Er besitzt eine
Liange von 2550 mm und eine Hohe von 320 mm. Die Dicke des Balkens betragt 190
mm. Die Achse der Langsbewehrung befindet sich im Abstand von 50 mm oberhalb der
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Abbildung 6.11: Last-Verschiebungskurven

Unterkante des Balkens. Der Durchmesser jedes der zwei Bewehrungsstibe misst 26 mm.
In der Mitte und in den Viertelspunkten des Balkenfeldes sind Messuhren angebracht,
mit denen die Durchbiegung des Balkens gemessen wird. Im Versuch von Leonhardt &
Walther [99] war die linke Lastverteilungsplatte etwas schmaler als die rechte, um her-
auszufinden, ob der Unterschied in den Ortlichen Lastpressungen von Einfluss ist. Es
konnte jedoch kein Einfluss beobachtet werden. Der Balken wurde lastgesteuert stufen-
weise mit ungefdhr dem 0.1-fachen der erwarteten Bruchlast je nur etwa 30 Minuten
lang belastet, so dass man hier von einem Kurzzeitversuch sprechen kann. Anhand des
Versuchs wurde festgestellt, dass die d&ufleren Risse erst bei verhiltnisméfig hoher Last
entstanden sind. Diese Risse verlaufen im oberen Balkenbereich sehr flach, weil sie sich
nur unter der Druckstrebe des Sprengwerks entwickeln konnen, die bei schlanken Balken
wenig geneigt ist. Dem Versuch zufolge dnderte sich wéihrend der &ufleren Belastung
der Versagensmodus einzelner Risse, die unter Biegezugbeanspruchung initiiert wurden.
In Leonhardt & Walther [99] sind der Versuchsaufbau, die Versuchsergebnisse und die
Zusammensetzung des Betons dokumentiert.

Zur Modellierung des Materialverhaltens von Stahlbeton wurden in Kapitel 5.2.1 und
5.4 Konstitutivgesetze hergeleitet, die durch mehrere Materialparameter spezifiziert sind.
Einige dieser Parameter sind in Abbildung 6.10 angegeben. Sie entsprechen den Angaben
von Most [123]. Die hergeleiteten Konstitutivgesetze wurden speziell fiir dieses Beispiel
mit der Bewehrungsrichtung m,- = e, und dem Verfestigungsmodul # = 0.0 N/mm?
umgesetzt. Die tangentiale Steifigkeit eines Risses im Beton wird als dp = 1.0 N/mm?
angenommen. Diese Steifigkeit bleibt konstant, da fiir den Parameter hy = 0.0/mm gelten
soll. Fiir die Modellierung des als elastisch angenommenen Materialverhaltens der unteren
linken und rechten Lagerplatten werden die Elastizitdtsparameter fiir Stahl benutzt. Die
beiden Lasteinleitungsplatten werden nicht abgebildet, da im Versuch kein Einfluss der
ortlichen Lastpressungen auf das Bruchverhalten des Balkens beobachtet werden konnte.
Die Bewehrung wird iiber die zweite und dritte Elementlage von unten verschmiert. Der
Bewehrungsgrad ergibt sich somit zu p* = 0.105. Die elastische Modellsteifigkeit der
Bewehrung, die im Traktions-Verschiebungssprung-Gesetz fiir den Riss verwendet wird,
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Abbildung 6.12: Deformationsentwicklung (100-fach tiberhoht)

berechnet sich iiber die Division der Flie3grenze des Stahls mit der dazugehorigen Ver-
schiebung [u],» = 0.17 mm zu d,- = 1471 N/mm®. Die Abschirmzonen der Risse sind
durch den Parameter R,, = 180 mm definiert.

Das Strukturproblem wird mit 1208 bilinearen Finiten Elementen diskretisiert, von denen
insgesamt 8 Elemente die beiden Lagerplatten abbilden. Die 1200 Elemente, mit denen
das Balkengebiet vernetzt wird, haben eine Gréfle von etwa h, = 26 mm. Die Rissrich-
tung wird iiber das in Kapitel 5.5.2 diskutierte spannungsbasierte Kriterium berechnet.
Der Radius des Einflussgebietes wird in Abhéngigkeit der charakteristischen Element-
grofle vor der Rissspitze als R,; = 3 h, angenommen. Entsprechend dem Versuch wird
die Gesamtlast F' an zwei Stellen je zur Hilfte aufgebracht. Die Berechnung wird ver-
schiebungsgesteuert durchgefiihrt. Dabei wird die vertikale Verschiebung u am oberen
Rand in der Mitte des Balkens kontrolliert, sieche Abbildung 6.10. Es wird ein ebener
Spannungszustand vorausgesetzt.

In Abbildung 6.11 sind die numerisch und experimentell ermittelten Last-Verschiebungs-
kurven des bewehrten Betonbalkens gegeniibergestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass
die Durchbiegung des Balkens im Versuch offensichtlich nicht am oberen Rand, sondern
in der horizontalen Mittelachse gemessen wurde. Die Verformungsmoden beider Unter-
suchungen sind jedoch miteinander vergleichbar. Die Strukturantwort aus dem Versuch
reprasentiert die graue, die aus der Simulation die schwarze Linie. Beide Kurven liegen
ausgesprochen nahe beieinander.

Zur Darstellung der Deformationsentwicklung beim Versagen des Balkens sind in Abbil-
dung 6.12 die deformierten Strukturen in 100-facher Uberhshung zu drei Belastungs-
zustanden illustriert. Diese sind in Abbildung 6.11 markiert. Punkt 1 kennzeichnet
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Abbildung 6.13: Risswachstum

einen Zustand anfinglichen Versagens. Da das deformierte Netz bei diesem Zustand
noch eine gleichméfige Verformung des Tragwerks zeigt, wird auf das entsprechende Riss-
bild 6.13 verwiesen. Anhand der Last-Verschiebungskurve erkennt man, dass die Ab-
nahme der Struktursteifigkeit schon bei diesem Belastungszustand beginnt. Auch zum
Belastungszeitpunkt 2 sind auf Grund des gewihlten Uberhohungsfaktors noch kaum
ungleichméflige Verformungen feststellbar. Das dazugehorige Rissbild 6.13 zeigt jedoch,
dass von der Mitte des Balkens nach auflen hin neue Biegerisse entstanden sind. Punkt
3 kennzeichnet den Belastungszustand am Ende der Simulation, bei dem das deformierte
Netz mehrere Bereiche mit gréfleren Deformationen aufweist. Wenn man die Darstellung
der Balkendurchbiegung zum Belastungszeitpunkt 2 mit groflerem Faktor iiberhéht und
anschliefend mit der Deformationsfigur 3 vergleicht, kann man erkennen, wie sich der
Versagensmodus der dufleren Risse wihrend der Belastung dndert. In den urspriinglich
zugdominanten Rissen sind am Ende der Simulation relativ grofle Schubdeformationen
konzentriert. Dies stimmt mit der experimentellen Beobachtung von Leonhardt & Walther
[99] iiberein.

Das Versagen des Balkens soll durch die Rissbilder verdeutlicht werden. In Abbildung
6.13 sind die Rissbilder zu denselben drei Belastungszeitpunkten dargestellt, wie die de-
formierten Strukturen. Die Rissnormaloffnung ist mit 120-facher Uberhohung skaliert.
Zur Veranschaulichung wenig geoffneter Risse wurde eine minimale Rissnormal6ffnung
festgelegt. Die Schidigung des Tragwerks beginnt mit der Entstehung von zwei senkrech-
ten Rissen vom Mode-I Typ am unteren Rand in Balkenmitte, der den Bereich grofiter
Biegezugbeanspruchung darstellt. Mit zunehmender Belastung wachsen diese Risse, ohne
ihre Richtung merklich zu &ndern. Gleichzeitig entstehen hauptséchlich durch Biegebe-
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Abbildung 6.14: Problem und Last-Verschiebungskurven

lastung am unteren Strukturrand weitere Risse. Je ndher die Risse an den schubbean-
spruchten Auflagerbereichen liegen, desto gekriimmter ist ihr Verlauf in Richtung der
beiden Lasteinleitungsorte. Zur Uberpriifung der Qualitit der numerischen Lésung wird
das Rissbild aus der Simulation mit dem experimentell ermittelten Rissmuster verglichen,
siehe Abbildung 6.9. Die Richtungsdnderung der Risse, die im Experiment beobachtet
wurde, kann ausreichend genau erfasst werden. Jedoch ist anzumerken, dass im Gegensatz
zum Versuch kein extrem dominanter Riss auszumachen ist, der die anderen Risse von
oben her abschirmt. Trotzdem ist die erweiterte Finite Element Methode in Verbindung
mit den verwendeten Materialmodellen in der Lage, das komplexe Versagen der Struk-
tur wiederzugeben. Davon zeugt insbesondere die sehr gute Ubereinstimmung der Last-
Verschiebungskurven aus der Simulation und dem Versuch.

6.4 Abloseprozesse in einer Verbundstruktur

In diesem Abschnitt wird anhand von zwei Beispielen die Wirkungsweise des vorgestell-
ten erweiterten Finite Element Modells zur Simulation von Grenzflichenversagen unter-
sucht. Bei den Beispielen handelt es sich um eine quadratische Scheibe gleichen Typs,
auf die verschiebungskontrolliert zwei unterschiedliche Belastungszustinde aufgebracht
werden. In der ersten Simulation wird die Scheibe mit einaxialen Zugspannungen be-
lastet. In der zweiten Berechnung wird ein einfacher Schubversuch durchgefiihrt. In den
Simulationen wird die Struktur solange belastet, bis die Ablésung der Fasern weitge-
hend abgeschlossen ist. Fiir die Durchfiihrung der numerischen Analysen werden zwei
unterschiedliche Diskretisierungen benutzt. Die grobe Diskretisierung besteht aus 30 x 30
Elementen. Das feine Netz wird von 60 x 60 Elementen gebildet. Beide Netze sind struktu-
riert und nicht an die Fasergeometrie angepasst. Da die Scheibe ein Querschnittssegment
einer langlichen Faserverbundstruktur beschreibt, wird ein ebener Verzerrungszustand vo-
rausgesetzt. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass mit dem verwendeten numerischen
Modell keine zusétzlichen elastischen Deformationen in der Verbundfliche zwischen den
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Abbildung 6.15: Risswachstum bei grober und feiner Diskretisierung

beiden Festkérperphasen erzeugt werden und das Verschiebungsfeld vor dem Auftreten der
lokalen Entfestigung kontinuierlich ist. Bevor das Versagen der materiellen Grenzfliche
mit der Abnahme der Spannungen eintritt, die iiber sie {ibertragen werden kénnen, be-
steht ein perfekter Verbund zwischen Matrix- und Fasermaterial.

Die untersuchte Scheibe besitzt eine Fliche von 10 x 10 mm? und ist 1 mm dick. Sie
besteht aus einer Betonmatrix, die durch vier kreisférmige Fasern verstirkt wird. Die
Fasergeometrie wird durch eine einzige Level Set Funktion ¢, beschrieben, die mittels
der Anwendung von Gleichung (3.8) aus den vier Level Set Funktionen ¢,,; zur Darstel-
lung der vier Fasern generiert wird, siehe Gleichung (3.7). Die vier Grenzflichen werden
somit nicht unabhéngig voneinander modelliert. Thre Anzahl im Gebiet reduziert sich
formal auf eine einzige, so dass im Verschiebungsansatz (2.5) fiir den Parameter ny, = 1
gilt. Jede der vier Level Set Funktionen ¢y, ; ergibt sich aus den Mittelpunktsvektoren x ;
und den Radien r; der Fasern: x; = (2.70 2.60)” und r; = 1.30 mm, x5 = (7.30 2.50)"
und 75 = 1.40 mm, xo3 = (6.90 7.80)" und r3 = 1.30 mm sowie xg4 = (2.30 7.60)” und
ry = 1.40 mm. Alle Eintrdge der Ortsvektoren sind in der Einheit Millimeter angegeben
und beziehen sich auf ein globales Koordinatensystem, dessen Ursprung in der linken un-
teren Ecke der Struktur liegt. Die Indizes 1-4 entsprechen der Fasernummerierung, die
in den Abbildungen 6.14 und 6.17 angegeben ist.

Die Betonmatrix ist durch den Elastizititsmodul £ = 35000 N/mm? und die Querdehn-
zahl v = 0.2 charakterisiert. Es wird angenommen, dass sich die Betonmatrix und die
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Abbildung 6.16: Deformierte Strukturen bei grober und feiner Diskretisierung

Fasern isotrop elastisch verhalten und nie versagen. Fiir die Materialbeschreibung der
Fasern reicht somit auch der Elastizititsmodul £ = 70000 N/mm? und die Querdehnzahl
v = 0.2 aus. Die Fasern haben in Bezug auf die Betonmatrix die Bedeutung von harten
Einschliissen, da ihr Elastizitdtsmodul doppelt so hoch ist. Im Kohésivzonenmodell zur
Versagensmodellierung der materiellen Grenzflichen werden die folgenden Materialkenn-
werte verwendet. Die Bruchenergie wird zu Gy = 0.05 N/mm angenommen. Die Zugfes-
tigkeit wird als ¢, = 1.0 N/mm? spezifiziert. Die Schubfestigkeit ist durch den Parameter
cp = 2.0 N/mm? bestimmt, so dass fiir das Verhiltnis beider Festigkeiten 8 = 2.0 gilt.
Die elastische Steifigkeit im Falle der Rissbildung unter Druckbeanspruchung wird zu
d, = 10° N/mm? gewiihlt.

Zur besseren Veranschaulichung der Verldufe wenig geoffneter Risse wird in den Riss-
bildern eine minimale Rissnormaléffnung definiert.

Einaxialer Zug

In Abbildung 6.14 sind die Geometrie und die Belastung der faserverstéirkten Scheibe sowie
das Last-Verschiebungsdiagramm angegeben. Die Scheibe wird an ihrem gesamten rechten
Rand mit einaxialen Zugspannungen belastet. Dabei kann sich der belastete Rand in ver-
tikaler Richtung frei verformen. Die externe Last wird so aufgebracht, dass alle Punkte des
belasteten Randes dieselbe horizontale Verschiebung aufweisen. Die durchgezogene Kurve
repréasentiert die Losung bei Verwendung der groben Diskretisierung. Die gestrichelte Li-
nie spezifiziert das Ergebnis, das mit dem feinen Finite Element Netz erzielt wurde. Bei-
de Simulationen wurden mit derselben Anzahl und Grofle der Verschiebungsinkremente
durchgefiihrt. Wie zu erkennen ist, liegen die Losungen sehr nahe beieinander. Dies gilt
nicht nur fiir den elastischen, sondern auch fiir den inelastischen Bereich, der mit dem
Einsetzen des Ablosens der Fasern beginnt.

In Abbildung 6.15 sind die Rissbilder fiir beide Diskretisierungen zu den zwei Belas-
tungszeitpunkten illustriert, die im Last-Verschiebungsdiagramm 6.14 markiert sind. Die
Rissbilder unter Punkt 1 kennzeichnen einen anfdnglichen Versagenszustand. Dabei ist
die Normalsffnung der Risse mit 5000-facher Uberhdhung skaliert. Der Abléseprozess
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Abbildung 6.17: Problem und Last-Verschiebungskurven

beginnt immer an den Stellen, wo das Versagenskriterium fiir Grenzflichenrisse zuerst
erfiillt ist. Offensichtlich ist dies fiir Bereiche der Fall, bei denen der Normalenvektor
der Verbundfliche ungefdhr in Belastungsrichtung zeigt. Die Rissbilder unter Punkt 2
reprasentieren den Versagenszustand am Ende der Belastung. Die Normal6ffnung der
Risse ist 500-fach {iberhoht dargestellt. Die Risse sind auf Grund der Belastungszunahme
entlang der gekriimmten Grenzflichen in Bereiche mit Zug-Schub-Belastung gewachsen.
Dadurch wurden die Grenzflichen fast vollstindig geschidigt. Die dazugehorigen de-
formierten Strukturen in 600-facher Uberhéhung geben die Rissverliufe sehr gut wieder,
siehe Abbildung 6.16.

Durch das Grenzflichenversagen hat die Steifigkeit der Verbundstruktur laut den Simu-
lationen bei Verwendung der groben Diskretisierung um zirka 45% und bei Verwendung
der feinen Diskretisierung um zirka 48% abgenommen. Allerdings bleibt sie weiterhin
in der Lage, die duBleren Krifte aufzunehmen. Anhand der grofen Ubereinstimmung
der numerischen Losungen fiir beide Diskretisierungen in den Last-Verschiebungskurven,
den Rissbildern und den deformierten Strukturen kann die Behauptung gerechtfertigt
werden, dass mit dem erweiterten Finite Element Modell auch fiir Grenzflichenrisse
diskretisierungsunabhéngige Losungen erzielt werden konnen.

Einfache Scherung

In Abbildung 6.17 sind die Geometrie sowie die Belastung und Lagerung der Scheibe neben
den numerisch ermittelten Last-Verschiebungskurven dargestellt. Es wird ein einfacher
Schubversuch durchgefiihrt. Die vertikale Verformung am belasteten Rand wird behindert.
Die externe Last wird so aufgebracht, dass alle materiellen Punkte des belasteten Randes
dieselbe horizontale Verschiebung erfahren. Die durchgezogene Last-Verschiebungskurve
reprisentiert die Losung bei Verwendung der groben Diskretisierung. Die gestrichelte
Linie beschreibt das Ergebnis, das mit dem feinen Finite Element Netz erzielt wurde.
Beide Simulationen wurden mit derselben Anzahl und Grofle der Verschiebungsinkre-
mente durchgefithrt. Auch in diesem Verifikationsbeispiel liegen die Lésungen sehr nahe
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Abbildung 6.18: Risswachstum bei grober und feiner Diskretisierung

beieinander.

Abbildung 6.18 zeigt fiir beide Diskretisierungen die Versagensentwicklung der Verbund-
struktur anhand von zwei Zustédnden, die in Abbildung 6.17 markiert sind. Die Normaloff-
nung der Risse ist in den Rissbildern unter Punkt 1 zur besseren Veranschaulichung in
3000-facher Uberhohung dargestellt. Diese Rissbilder illustrieren einen Zustand anfingli-
chen Versagens, wobei das Ablésen der Fasern von der Matrix schon an mehreren Stellen
begonnen hat. Im Versagenskriterium fiir Grenzflichenrisse wurde eingefiihrt, dass Druck-
spannungen nicht zur Rissinitiierung beitragen. Da die Schubfestigkeit der Grenzflichen
doppelt so grof} ist wie ihre Zugfestigkeit, entstehen Risse zuerst in den Bereichen, wo
Zugspannungen vorherrschen. Die gréfiten Zugspannungen sind dort zu finden, wo die
materielle Grenzfliche senkrecht zur Richtung der maximalen Hauptspannung steht. In
diesem Beispiel wirken die maximalen Hauptspannungen etwa unter einem Winkel von
45°) gemessen in Bezug auf die Belastungsrichtung.

In den Rissbildern unter Punkt 2 ist die Normaldffnung der Risse 500-fach iiberhoht
dargestellt. Zum einen erkennt man, dass die ersten, zugspannungsinitiierten Risse ent-
lang der kreisrunden Fasern iiber Bereiche mit Zug-Schub- in Bereiche mit Druck-Schub-
Beanspruchung gewachsen sind. Zum anderen ist ersichtlich, dass neue Risse durch Mode-
IT Versagen entstanden sind. Dies kann sehr schon an der linken oberen Faser beobachtet
werden. Im Gegensatz zur linken oberen Faser kommt es bei der rechten unteren Faser
noch zur Koaleszenz der beiden schubspannungsinitiierten Risse. Die Klassifizierung des
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Abbildung 6.19: Deformierte Strukturen bei grober und feiner Diskretisierung

Versagensmodus bzw. der Risse kann sich im vorkritischen Bereich bei stetiger duflerer
Belastung an der Rissnormal6ffnung orientieren. Die Enden der zugspannungsinitiierten
Risse und die neu dazu gekommenen Risse sind nur deshalb sichtbar, weil bei der Visu-
alisierung eine minimale Rissnormal6finung definiert wurde. Durch die entsprechenden
Deformationsfiguren, die 600-fach iiberhéht dargestellt sind, wird deutlich, dass die Risse
in den Bereichen mit Druck-Schub-Beanspruchung eine Scherfuge zwischen Faser und Ma-
trixmaterial bilden, siehe Abbildung 6.19.

Die Last-Verschiebungskurven 6.17 zeigen, dass die Steifigkeitsabnahme der Verbund-
struktur auf Grund von Grenzflichenversagen im Vergleich zum vorherigen Zugprob-
lem geringer ausféllt. Sie betrédgt den Simulationen zufolge bei Verwendung der groben
Diskretisierung nur noch zirka 28% und bei Verwendung der feinen Diskretisierung noch
zirka 31%. Die Last-Verschiebungskurven und die Rissbilder sowie die deformierten Struk-
turen bekréftigen die Aussage, dass mit dem verwendeten numerischen Modell Objekti-
vitdt beziiglich der gewidhlten Diskretisierung garantiert wird.

6.5 Verbundstruktur unter Zugbelastung

Mit diesem Strukturbeispiel wird die Qualitéit der erweiterten Finite Element Methode zur
numerischen Modellierung des Wachstums mehrerer Risse in Verbundmaterialien unter-
sucht. Dabei ist das Versagen nicht wie bei dem vorherigen Beispiel 6.4 auf die materielle
Grenzflache beschrinkt, sondern kann auch das Matrixmaterial betreffen. Da die Netzun-
abhéngigkeit der Losungen bei Matrix- oder Grenzflichenversagen anhand verschiedener
Verifikationsbeispiele nachgewiesen wurde, wird auf die Diskussion dieser Fragestellung
hier verzichtet. Stattdessen wird die Struktur mit einer einzigen Diskretisierung unter-
sucht, die aus 60 x 60 Finiten Elementen mit einer Gréfle von ca. h, = 0.17 mm besteht.
Das Rechennetz ist strukturiert und gleichférmig, da es auf Grund der verwendeten nu-
merischen Methode nicht an die Fasergeometrie angepasst werden muss.

Die Materialverteilung und die Belastung der Verbundstruktur sind in Abbildung 6.20
dargestellt. Es handelt sich um dieselbe faserverstirkte Betonprobe unter einaxialer Zug-
belastung in einem ebenen Verzerrungszustand wie in Beispiel 6.4. Die elastischen Para-
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Abbildung 6.20: Problem und Last-Verschiebungskurve

meter des Matrix- und des Fasermaterials sowie die Materialkennwerte fiir das Traktions-
Verschiebungssprung-Gesetz zur Modellierung kohésiver Grenzflichenrisse sind in Beispiel
6.4 angegeben. Fiir das Kohisivzonenmodell zur Beschreibung von Mode-I dominan-
tem Versagen werden die folgenden Parameter verwendet. Die Zugfestigkeit des Betons
wird zu f; = 4.0 N/mm? angenommen und ist somit 4-mal so grof wie die Zugfestigkeit
der materiellen Grenzflichen. Die Bruchenergie entspricht mit Gy = 0.05 N/mm der
Bruchenergie, die pro Quadratmillimeter Grenzflachenriss dissipiert wird. Die anfingliche
Steifigkeit in tangentialer Rissrichtung ist durch den Parameter d7 = 1.0 N/mm?® gegeben.
Eine Degradation der tangentialen Steifigkeit wird ausgeschlossen, so dass hr = 0.0/mm
gilt. Zur Ermittlung der Normalen eines Matrixrisses werden die ,nicht-lokalen* Span-
nungen beziiglich der Rissspitze bendtigt. Diese ergeben sich aus der Integration des
gewichteten Spannungsfeldes iiber ein kreisformiges Gebiet, dessen Radius in Abhéngigkeit
der Grofle eines Finiten Elementes als R,; = 3 h. angenommen wird. Um die Robust-
heit des Simulationsverfahrens bei mehrfacher Matrixrissbildung zu erhéhen, werden Ab-
schirmzonen um die Matrixrisse etabliert. Die Abschirmzonen sind durch den Parameter
R,, = 3 h, definiert, der in diesem Beispiel in Abhéngigkeit der charakteristischen Ele-
mentgrofle bestimmt wird.

Zur Darstellung des simulierten Bruchverhaltens sind in Abbildung 6.21 die Verldufe von
zwanzig verfolgten Matrixrissen zu vier Belastungszeitpunkten abgebildet. Die Dicke eines
Risses stellt seine Normaldffnung dar, die mit geeigneten Faktoren multipliziert wird.
Um auch kleine Rissnormaldffnungen sichtbar zu machen, wird eine minimale Rissnor-
maldffnung definiert. Die vier Belastungszeitpunkte sind in der Last-Verschiebungskurve
markiert, sieche Abbildung 6.20. Die untersuchte Verbundstruktur ist vorwiegend durch
Zugspannungen belastet. Da die Zugfestigkeit der materiellen Grenzflichen geringer
gewdhlt wurde als die der Betonmatrix, entstehen zunéchst Risse, die entlang der ge-
kriimmten Grenzflichen wachsen, sieche Punkt 1 in Abbildung 6.21. Wie schon in Beispiel
6.4 beobachtet wurde, wird dadurch die Steifigkeit der Gesamtstruktur leicht abgemindert.
Eine Steigerung der dufleren Last ist jedoch mdglich. Auf Grund der Spannungskonzen-
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Abbildung 6.21: Risswachstum

trationen an den Spitzen der Grenzflichenrisse verzweigen diese bei Erfiillung des Initi-
ierungskriteriums fiir Matrixrisse in den Beton, siehe Punkt 2 in Abbildung 6.21. Die
Matrixrisse wachsen orthogonal zur Hauptspannungsrichtung des iiber das Rissspitzen-
nahfeld ermittelten , nicht-lokalen® Spannungstensors. Diese entspricht in etwa der Belas-
tungsrichtung. Weitere Risssegmente entstehen in noch ungeschédigten Bereichen, wo die
duflere Last wegen hoherer Steifigkeit angezogen wird. Diese Bereiche befinden sich zwi-
schen der linken oberen und der linken unteren Faser sowie an diversen Stellen am oberen
und unteren Rand der Struktur, sieche Punkt 3 in Abbildung 6.21. Bei diesem Versagens-
zustand ist die von der Struktur maximal aufnehmbare Last erreicht. Das Wachstum
einzelner Matrixrisse endet jedoch erst mit der Bildung eines kontinuierlichen Risses.
Dieser entsteht aus der Koaleszenz von drei Matrixrissen mit zwei Grenzflichenrissen,
siehe Abbildung 6.21 unter Punkt 4. Der Vorgang wird durch einen kleinen Sprung in
der Last-Verschiebungskurve bei einer horizontalen Verschiebung von u = 0.00278 mm
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angezeigt. Ab diesem Zeitpunkt lokalisieren die Deformationen in dem kontinuierlichen
Riss. Alle anderen Risse werden inaktiv und schlielen sich. Sie leisten keinen Beitrag
mehr zur Dissipation der Struktur.

Anhand der faserverstéirkten Scheibe lassen sich verschiedene Versagensphdnomene beob-
achten. Beispielsweise zeigt sich, dass sich Risse gegenseitig abschirmen kénnen. Dieser
Abschirmmechanismus wird im oberen und unteren Bereich der Struktur deutlich. Die
am Rand entstandenen Risssegmente sorgen dafiir, dass die in Matrixrisse verzweigten
Grenzflachenrisse aufhoéren, weiter zu wachsen. Des Weiteren lésst sich feststellen, dass
vorhandene Risse durch Spannungskonzentrationen an ihrer Spitze neue Risse auslosen
konnen.
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Kapitel 7

Hierarchisches Zweiskalenmodell

In diesem Kapitel wird ein hierarchisches Zweiskalenmodell hergeleitet und diskutiert.
Dieses Modell basiert auf der lokalen Anreicherung der gewohnlichen Losung mit einer
feinskaligen Komponente, die diskontinuierliche Anteile enthélt. Mittels des Zweiskalen-
modells soll die Durchfithrung effizienter numerischer Versagensanalysen von makrosko-
pischen Verbundstrukturen unter direkter Beriicksichtigung mesoskopischer Phinomene
in Form von kohésiven Rissen und materiellen Grenzflichen erméglicht werden. Die Ein-
fiihrung und Umsetzung der X-FEM zur Diskretisierung der diskontinuierlichen Fein-
skalenlosung stellt die Grundidee der Weiterentwicklung des Zweiskalenmodells von Hund
& Ramm [81] und einen Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit dar. Das erweiterte Finite
Element Modell wird durch die Anwendung von Level Set Techniken zur geometrischen
Beschreibung von materiellen Grenzflichen und Rissen unterstiitzt, vergleiche Kapitel 4.
Die gewohnliche Losungskomponente wird mittels der standardméfligen Finite Element
Methode approximiert. Die Ausfithrungen orientieren sich an Ramm, Hund & Hettich
[149] und Hettich, Hund & Ramm [72].

Zunichst werden verschiedene Mehrskalenmethoden skizziert, um die hierarchische Zwei-
skalenformulierung einordnen zu kénnen. Dann wird das Zweiskalenproblem vorgestellt.
Nachdem die schwache Form des Gleichgewichts angegeben wurde, wird auf die Dis-
kretisierung und Linearisierung der zugrunde liegenden Gleichungen eingegangen. Ab-
schliefend werden einige wichtige Aspekte der Implementierung des Zweiskalenmodells
erlautert.

7.1 Anmerkungen zur Mehrskalenmodellierung

Im Rahmen einer makroskopischen Betrachtungsweise werden ganze Tragwerke bzw. ein-
zelne Tragelemente hiufig als homogene Kontinua idealisiert. Dabei kann man von einer
Idealisierung sprechen, weil der strukturelle Aufbau des Konstruktionsmaterials bei je-
dem beliebigem Werkstoff und erst recht bei Verbundwerkstoffen als heterogen bezeichnet
werden kann, wenn eine ausreichend kleine Auflésung gewahlt wird. In der idealisierten
Beschreibung werden der strukturelle Aufbau des Materials sowie seine Beanspruchung
in Form von lokalen Spannungen oder Verzerrungen als gleichmiflig angenommen. De-
taillierte Kenntnisse {iber den materiellen Aufbau und iiber Versagensmechanismen, die
sich auf der Mesoskala ereignen, gehen bei dieser Art der Modellierung verloren. Um
das makroskopische Verhalten von Strukturen trotzdem einigermaflen genau wiedergeben
zu konnen, miissen charakteristische Eigenschaften des mesoskopischen Materialaufbaus
beriicksichtigt werden. Hierfiir sind oft komplexe makroskopische Materialmodelle nétig.
Diese Modelle konnen zu Schwierigkeiten bei der Identifikation und der physikalischen
Interpretation der verwendeten Variablen fiihren. Mehrskalenmodelle ermoglichen eine
einfache und natiirliche Beschreibung des Materialverhaltens auf einer charakteristischen

97
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Skala und den Transfer der Materialantwort auf die Strukturebene. Ein Uberblick iiber
die Multi-Skalen-Modellierung von Konstruktionen und den zugehoérigen adaptiven Finite
Element Methoden findet sich in Wriggers & Stein [195].

Homogenisierungsbasierte Methoden

Homogenisierungsbasierte Methoden stellen Mehrskalenverfahren dar, mit denen das struk-
turelle Verhalten eines Kontinuums auf Makroebene durch die unmittelbare Modellierung
von mechanischen Vorgéngen, die sich auf der Mesoskala abspielen, beschrieben werden
kann. Diese Methoden basieren auf der Einfiihrung eines repridsentativen Volumenele-
mentes (RVE). Das RVE ist fiir einen Punkt des Kontinuums als materielles Volumen
definiert, das in Bezug auf die lokalen Eigenschaften des Kontinuums statistisch reprisen-
tativ ist. Das makroskopische Materialverhalten wird mittels geeigneter Modelle abge-
bildet, die auf der Verwendung von effektiven Ersatzgrofien griinden. Die Ersatzgrofien
werden durch Mittelungsbildung von charakteristischen Feldgréfien der Mesostruktur im
RVE gewonnen, siehe Hill [74], Hashin [70] und Nemat-Nasser & Hori [127]. Klassische
Homogenisierungsmethoden basieren auf der Annahme einer eindeutigen Skalensepara-
tion. Die Trennung von Meso- und Makroskala ist dann eindeutig und ausreichend, wenn
die makroskopischen Feldgrofien in einem Teilausschnitt der Mesostruktur als konstant
angenommen werden konnen. Es sei darauf hingewiesen, dass die Annahme einer aus-
reichenden Skalenseparation nicht immer giiltig ist beziehungsweise wéahrend der Belas-
tung giiltig bleibt. Beispielsweise geht die Giiltigkeit der Skalenseparation bei Versagens-
prozessen verloren, die lokal auf Mesoebene initiiert werden und sich zu makroskopischen
Phinomenen entwickeln.

Homogenisierungsverfahren kénnen fiir verschiedene Problemstellungen eingesetzt wer-
den. Eine Moglichkeit ist ihre Verwendung bei der Formulierung von makroskopischen
Konstitutivgesetzen. Zur Bestimmung effektiver Materialparameter eines Verbundwerk-
stoffes, der aus mehreren linear elastischen Konstituierenden besteht, kénnen unter-
schiedliche Methoden benutzt werden. Als einfachste Methode gilt die Mischungstheo-
rie. Daneben existieren weitere Ndherungsverfahren. Dazu gehoren die Selbstkonsistente
Methode von Hill [75] sowie die von Eshelby [49] und Mori & Tanaka [118] eingefiihrten
Methoden. Auflerdem stehen energiebasierte Variationsformulierungen zur Verfiigung, die
allerdings nur obere und untere Schranken fiir effektive Elastizitdtsmoduli liefern, siehe
Voigt [188], Reuss [154] und Hashin & Shtrikman [71]. Die Herleitung von makroskopi-
schen Werkstoffgesetzen aus dem mechanischen Verhalten eines RVE fiir elementare Be-
lastungszustédnde ist bei nichtlinearen Problemen, bei denen die Giiltigkeit des Super-
positionsprinzips verloren geht, weitaus schwieriger. Bei inelastischem Materialverhalten
werden interne Variablen zur phidnomenologischen Beschreibung der Vorginge auf der
Mesoskala eingefiihrt. In Débert [40] wurden die Materialparameter eines makroskopi-
schen Werkstoffgesetzes zur Modellierung des inelastischen Verhaltens von Verbundma-
terialien infolge Schidigung mittels Parameteridentifikation aus numerisch ermittelten
effektiven Antworten eines RVE bestimmt. Fiir einen umfassenden Uberblick iiber com-
puterorientierte Homogenisierung sei auf Zohdi & Wriggers [200] verwiesen.

In diesem Zusammenhang ist die homogenisierungsbasierte Mehrskalenmethode zu nen-
nen, die von Schrider [163] vorgeschlagen wurde. Auf die Entwicklung von makroskopi-
schen Materialmodellen wird bei dieser Methode verzichtet. Stattdessen wird an jedem
Integrationspunkt des Makrokontinuums das lokale Randwertproblem des RVE gel6st,
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Abbildung 7.1: Homogenisierungsbasiertes Zweiskalenproblem

sieche Abbildung 7.1. Anschlielend werden durch Homogenisierung die effektiven ma-
kroskopischen Feldgréfien berechnet. Es ist offensichtlich, dass diese Mehrskalenmethode
vergleichsweise rechenintensiv und zeitaufwendig ist, insbesondere wenn das RVE grof}
sein muss, um statistisch reprisentativ zu sein. Durch die Einschrinkung der Anwen-
dung der Methode auf charakteristische Bereiche der Makrostruktur und den Einsatz
geeigneter makroskopischer Werkstoffgesetze im restlichen Strukturgebiet konnte Rechen-
zeit reduziert werden, vergleiche Kapitel 7.2.

Zur Definition des lokalen Randwertproblems auf der Mesoebene gehort die Formulierung
geeigneter Randbedingungen auf dem Rand 0€) des RVE. Dabei kann man zwischen
homogenen und periodischen Randbedingungen unterscheiden. Die homogene Randbe-
dingung kann als Dirichlet- oder Neumann-Randbedingung aufgebracht werden. Bei der
periodischen Randbedingung werden am Rand des RVE die Periodizitét der mesoskopi-
schen Verschiebungen und gleichzeitig die Antiperiodizitéit der mesoskopischen Spannun-
gen vorgeschrieben. Die Grundlage fiir die Losung des lokalen Randwertproblems auf
der Basis eines Variationsprinzips ist die Erfiillung der Makro-Homogenitétsbedingung,
siehe Hill [76]. Sie fordert die Gleichheit der makroskopischen und der im RVE gemittel-
ten mesoskopischen Arbeiten. Es kann gezeigt werden, dass sowohl mit der Verwendung
von homogenen, als auch periodischen Randbedingungen die Makro-Homogenitdtsbedin-
gung erfiillt wird. Die Anwendbarkeit homogener und periodischer Randbedingungen
hingt von der mesoskopischen Materialstruktur ab. Wenn der mesoskopische Aufbau
eines Werkstoffes vollig unregelméfig ist, lassen sich homogene Randbedingungen an-
nehmen, siche Hill [74] und Hashin [70]. Die Irregularitiit der Mesostruktur kann durch
die Existenz von zufillig verteilten Defekten, wie z.B. Poren oder Rissen, gekennzeich-
net sein. Bei Verbundwerkstoffen kann sich die Irregularitit auch durch die chaotische
Verteilung der konstituierenden Materialien ausdriicken. Die Annahme einer periodisch
aufgebauten Mesostruktur fiihrt zu periodischen Randbedingungen, siehe Suquet [182]. In
diesem Fall wird das mesoskopische Verzerrungsfeld additiv in zwei Anteile zerlegt. Die
eine Komponente beschreibt den effektiven makroskopischen Verzerrungszustand unter
Annahme eines homogenen RVE. Die andere kennzeichnet einen Korrekturterm, der sich
aus dem fluktuierenden Anteil des Verschiebungsfeldes ergibt. Dieser resultiert aus der
Periodizitéit der betrachteten Struktur und beriicksichtigt die vorhandenen Heterogeni-
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tiaten. Im integralen Sinn verschwindet der Korrekturterm, so dass die Homogenitit der
ZustandsgroBlen des Makrokontinuums gewihrleistet ist. Als Spezialfall eines RVE gilt
die periodische Einheitszelle. Sie beschreibt im Rahmen der Homogenisierung ein klas-
sisches Konzept fiir die Modellierung von Verbundwerkstoffen, die sich aus regelméfligen
Einheitszellen zusammensetzen, siche Bohm, Rammerstorfer & Weissenbek [24].

Neben klassischen Homogenisierungsmethoden, die auf der Annahme einer eindeutigen
Skalenseparation basieren, existiert die so genannte Homogenisierung zweiter Ordnung,
siche Kouznetsova [90]. Bei diesem Ansatz muss nicht gefordert werden, dass die Skalen
einen ausreichend groflen Abstand voneinander haben. Auf den Rand des RVE werden
nicht nur Gradienten der makroskopischen Losung erster, sondern auch zweiter Ordnung
als Randbedingung aufgebracht. Die Annahme konstanter makroskopischer Feldgréfien
im RVE wird damit verworfen.

Zu den Simulationsverfahren, die zur numerischen Losung des Randwertproblems eines
RVE eingesetzt werden konnen, zdhlt neben der konventionellen Finite Element Methode
unter anderem die Voronoi-Cell Finite Element Method, sieche Ghosh, Lee & Moorthy
[63]. Diese Methode wurde entwickelt, um numerische Untersuchungen heterogener Ma-
terialien unter Einbeziehung von Spannungsfunktionen durchfiihren zu kénnen, die auf
analytischen mikromechanischen Ergebnissen basieren. Die Erweiterung der Methode
durch Li & Ghosh [100] ermoglichte die Modellierung des Wachstums mehrerer kohésiver
Risse in quasi-sproden Materialien, vergleiche Kapitel 4.

Hierarchische Methoden

Neben verschiedenen Homogenisierungsverfahren existieren diverse Mehrskalenmethoden,
die nicht auf einer punktweisen Formulierung des Skalentransfers basieren und im Weiteren
hierarchische Mehrskalenmethoden genannt werden. Die Bezeichnung als hierarchische
Methoden resultiert aus einer hierarchischen Aufteilung, die unterschiedliche Bedeutung
haben kann. Sie kann sich auf den additiven Split des Losungsraumes in grobskalige und
feinskalige Komponente beziehen, so dass im Bereich der Losungsdekomposition die Ma-
terialmodellierung auf einer kleineren Skala mdglich ist. Auflerdem konnte allein schon
die Unterteilung der gesamten Struktur im Sinne einer Gebietszerlegung in Bereiche, die
niedrig und hoch aufgel6st werden, als hierarchische Methode bezeichnet werden. Dazu
muss bei beiden Ansétzen das Gebiet ' definiert werden, in dem der lokale mesoskopische
Aufbau der Struktur beriicksichtigt werden soll, siche Abbildung 7.2. An dieser Stelle
sei darauf hingewiesen, dass die Kopplung des Gebietes €2 mit der restlichen Struk-
tur abhingig vom hierarchischen Ansatz ist. Bei Ansétzen, die auf der Aufteilung des
Losungsraumes basieren, findet die Kopplung im Gegensatz zur klassischen Gebietszer-
legung nicht nur am Rand 02, sondern hauptsichlich im Sinne einer volumetrischen
Kopplung im Gebiet € statt. Die hierarchischen Mehrskalenmethoden setzen nicht die
Erfiillung einer eindeutigen Skalenseparation voraus, so dass sie ohne Probleme fiir die
Modellierung skaleniibergreifender Phinomene, wie beispielsweise den Wachstumsprozess
eines Risses, angewendet werden koénnen. Im Gebiet Q" wird der reale lokale Strukturauf-
bau abgebildet. Daher sind offensichtlich im Gegensatz zu Homogenisierungsverfahren
Probleme bei der Definition von statistisch repridsentativen Volumenelementen (RVE)
hinfillig.

Man kann sich leicht vorstellen, dass eine Vielzahl von unterschiedlichen Verfahren exis-
tiert, die zur Klasse der hierarchischen Mehrskalenkonzepte gezéhlt werden kénnen. Im
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Abbildung 7.2: Hierarchisches Zweiskalenproblem

Weiteren werden einige Arbeiten skizziert, die sich mit solchen Verfahren beschéftigen.
Schon Anfang der 1970’er Jahre wurde von Mote [124] zur Verbesserung der Genauigkeit
numerischer Strukturanalysen eine ,,Global-Local®“ Formulierung eingefiihrt, die auf der
Kombination der konventionellen Finite Element Methode mit der Ritz Methode basiert.
Ungeféhr zwanzig Jahre spiter entwickelten Belytschko, Fish & Bayliss [17] ein Verfahren
zur Diskretisierung des Verschiebungsfeldes, das in denjenigen strukturellen Bereichen in
zwei Anteile zerlegt wurde, wo die Losung grofle Gradienten anzeigte. Zur Approxima-
tion der beiden Verschiebungskomponenten wurden nicht nur die gewdhnlichen polynomi-
alen Finite Element, sondern auch spektrale Formfunktionen eingesetzt. Fish [53] stellte
die so genannte S-Version der Finite Element Methode (S-FEM) vor, bei der in diesen
Bereichen hierarchische Elemente hoherer Ordnung auf das zugrunde liegende Finite Ele-
ment Netz gelegt wurden. Die Motivation fiir die Herleitung beider Verfahren war die
Erh6hung der Genauigkeit der numerischen Losung durch eine mehr oder weniger lokale
Anreicherung der Finite Element Approximation mit Formfunktionen unterschiedlichen
Typs. Dabei kann die S-FEM im Prinzip als Generalisierung hierarchischer h-, p- oder
hp-Vorgehensweisen interpretiert werden, da die Erhohung der polynomialen Ordnung
nicht mehr mit dem zugrunde liegenden Finite Element Netz verbunden ist. Die Er-
weiterung des Anwendungsbereichs der S-FEM auf Rissprobleme in elastischen Medien
konnte kurze Zeit spiter von Fish [52] realisiert werden. Zur Diskretisierung der diskon-
tinuierlichen Losungen wurden in den Rissspitzenbereichen singuldre hierarchische Ele-
mente eingesetzt. Der restliche Riss wurde durch die Verdopplung der Knoten hierar-
chischer Elemente modelliert. Die Formulierung der singulédren hierarchischen Elemente
basierte auf einer speziellen Mapping-Technik, sieche Barsoum [13]. An dieser Stelle sei
nochmals auf die Arbeit von Lee et al. [97] hingewiesen, die sich mit der Kombination
der X-FEM und S-FEM zur numerischen Modellierung von Risswachstum in elastischen
Korpern befasst, siehe Kapitel 4.1. In Rank [150] wurde eine hp-Version der Finite Ele-
ment Methode mit einer Gebietszerlegungsmethode kombiniert und auf ein Reaktions-
Diffusions-Problem angewendet. Die Wirkungsweise der Methode wurde von Krause &
Rank [91] anhand zweier Benchmarkbeispiele und eines bodenmechanischen Problems fiir
lineare Elastizitit ausfiihrlich diskutiert.

In Haidar, Dubé & Pijaudier-Cabot [67] wurde das Versagen von Tragwerken aus Be-
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ton mit einem einfachen Zweiskalenansatz numerisch analysiert. Das Materialverhalten
wurde auf Strukturebene als linear elastisch angenommen. Innerhalb ausgewéhlter Finiter
Elemente des Basisnetzes wurde die Struktur feiner diskretisiert. Zur Abbildung des Ma-
terialverhaltens in den verfeinerten Bereichen wurde ein nicht-lokales Schidigungsmodell
verwendet. Die Kopplung des globalen und der lokalen Probleme erfolgte mit Hilfe eines
iterativen Losungsalgorithmus. Ghosh & Raghavan [64] stellten ein adaptives Mehrskalen-
modell zur Simulation von Verbundwerkstoffen vor, die durch Grenzflachenversagen zwi-
schen den konstituierenden Materialien geschidigt werden. Die Mehrskalenformulierung
basierte auf der Einfiihrung dreier hierarchischer Ebenen der Materialmodellierung, die
charakteristischen Bereichen der Makrostrukur zugewiesen wurden, um Modellierungs-
und Diskretisierungsfehler zu reduzieren. Zur Definition des Zeitpunktes eines Modell-
wechsels wurden physikalisch motivierte Kriterien eingesetzt. Zur Losung von Randwert-
problemen wurde die konventionelle mit der Voronoi-Cell Finite Element Method kom-
biniert.

Hughes et al. [80] entwickelten einen variationellen Rahmen fiir hierarchische Mehrskalen-
methoden, die auf einer Aufteilung der Lésung in eine grob- und eine feinskalige Kompo-
nente basieren. Die gewonnenen Erkenntnisse konnen als Denkmuster fiir Subgrid-Scale
Modelle und a posteriori Fehlerschitzer dienen. Die wvariationelle Mehrskalenmethode
(VMM) ist von Garikipati & Hughes [58] verwendet worden, um Lokalisierungseffekte in
entfestigenden Festkorpermaterialien zu erfassen. Die Grundidee dieser Arbeit beschreibt
die Vorstellung, dass die feinskalige Losung mit der Verschiebungskomponente identifiziert
werden kann, die einen grofien Gradienten aufweist. Garikipati & Hughes [57] stellten
in einer eindimensionalen Formulierung die Einbettung einer diskontinuierlichen Fein-
skalenlosung in die VMM vor. Entfestigendes Materialverhalten wurde durch ein raten-
unabhéngiges Plastizitdtsmodell vom Traktions-Verschiebungssprung-Typ beschrieben,
das als feinskaliges Konstitutivgesetz in die gewdhnliche makromechanische Kontinuums-
beschreibung eingefiihrt wurde. Die entsprechenden Ausfiihrungen folgten einschlagigen
Arbeiten zum SDA, siehe Kapitel 1.2.3. Die Erweiterung dieses Konzepts auf mehrere
Dimensionen findet sich in Garikipati [56]. Der darin gewéhlte diskontinuierliche Ansatz
fiir die feinskalige Verschiebungskomponente lieferte eine multiplikative Zerlegung des
Deformationsgradienten in einen grob- und einen feinskaligen Anteil. Eine grundlegende
Annahme Finiter Plastizitit ist die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
in einen elastischen und einen plastischen Anteil. In Verbindung mit einem Traktions-
Verschiebungssprung-Gesetz und einem plastizitdtsbasierten Kontinuumsmodell wurde
folglich der elastische als der grobskalige und der plastische als der feinskalige Anteil
identifiziert.

In Abh#ngigkeit der Problemstellung miissen unterschiedliche Modelle zur Abbildung der
grob- und feinskaligen Losungen verwendet werden. Beispielsweise wurde in der Arbeit
von Belytschko & Xiao [22] eine Mehrskalenmethode auf Basis einer Gebietszerlegung
diskutiert, bei der ein molekulares Modell mit einem Kontinuumsmodell mittels zweier
unterschiedlicher Techniken iiber den Rand 09 gekoppelt wurde. Zur Erzwingung der
Kompatibilitdt der beiden Losungen wurden die gewthnliche und die erweiterte (aug-
mented) Lagrange-Multiplikator-Methode eingesetzt.

Wie schon oben angedeutet, unterscheiden sich hierarchische Mehrskalenmethoden durch
die Aufteilung der Losung oder des Gebietes in zwei Kategorien. Da die Dekomposition
der Losung aus Griinden der Effizienz nur in charakteristischen Bereichen durchgefiihrt
werden sollte, miissen auch bei diesem Ansatz geeignete Kopplungsstrategien angewendet
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werden. Der Grad der Kopplung beeinflusst die Wahl des Algorithmus zur Ermittlung
der Losung des Zweiskalenproblems. Typischerweise wird in Abhéngigkeit des Problems
ein partitionierter oder ein simultaner Algorithmus gewihlt. Ein weiteres klassifizieren-
des Kriterium ist die Vorgehensweise bei der Spezifizierung des Ortes und der Grofle der
Substrukturen . Des Weiteren ist zu kldren, ob die Substrukturierung eines Bauteils im
Sinne eines adaptiven Verfahrens wihrend der Simulation stattfindet oder einmalig am
Anfang der Strukturanalyse vorgenommen wird.

Partition of Unity-basierte Methoden

Als weitere Klasse von Mehrskalenmethoden konnen Verfahren gezdhlt werden, die auf
dem Partition of Unity-Konzept basieren. Im Folgenden sollen drei unterschiedliche Ar-
beiten skizziert werden, die sich mit diesem Thema beschéftigen.

Mariano & Stazi [106] passten die erweiterte Finite Element Methode (X-FEM) einem
Mehrfeldmodell fiir Festkérper mit Mikrorissen an. Dabei untersuchten sie den Ein-
fluss der im Modell frei wéhlbaren Mikrorissverteilung auf die Losung nahe der Spitze
eines fixen Makrorisses und verglichen die Ergebnisse mit denen einer gewohnlichen Fi-
nite Element Simulation. Fish & Yuan [54] entwickelten ein Mehrskalenverfahren, das eine
Kombination der mathematischen Homogenisierung und der Partition of Unity-Methode
darstellt. Die hauptsichliche Motivation dieser Technik ist die Erweiterung der Anwend-
barkeit der mathematischen Homogenisierungstheorie auf Probleme, bei denen die ein-
deutige Skalenseparation eventuell nicht mehr moglich ist. In Areias & Belytschko [5]
wurde die X-FEM benutzt, um die Entwicklung von Scherbidndern in visko-plastischen
Materialien im Sinne einer Zweiskalenformulierung zu modellieren. Die lokale Anrei-
cherung des Verschiebungsfeldes, das sich im Bereich der Scherzone durch grofie Gradien-
ten auszeichnet, konnte damit auf einfache Art und Weise realisiert werden. Sie wurde als
der feinskalige Anteil der Gesamtlosung fiir die Verschiebungen bezeichnet. Mittels eines
charakteristischen Ansatzes wurde ausschliellich der Gleitmechanismus beriicksichtigt, so
dass grofle Deformationen normal zur Scherzone auf elegante Art und Weise verhindert
wurden, siehe Kapitel 2.1.2. Als Indikator fiir die Initiierung und die Ausbreitungsrichtung
des Scherbandes fungierte der Verlust der Stabilitit des Randwertproblems. In gewisser
Weise kann der Ansatz auch als Weiterentwicklung der X-FEM verstanden werden, siehe
Kapitel 4.1.

7.2 Problembeschreibung

In der vorliegenden Arbeit wird ein geschédigter zweiphasiger Festkorper B untersucht,
der das Gebiet €2 einnimmt und durch den Rand I' begrenzt wird. Der Festkorper kann in
zwei Gebiete unterteilt werden, siche Abbildung 7.3. Diese sind das Teilgebiet ', in dem
der lokale mesostrukturelle Aufbau von B explizit beriicksichtigt wird, und der Rest des
Gesamtgebietes Q\(Y', in dem die entsprechende Mesostruktur im Sinne einer klassischen
kontinuumsmechanischen Beschreibung verschmiert dargestellt wird. Zur Vereinfachung
der Erlauterungen wird gefordert, dass nur ein einziges, zusammenhéngendes Teilgebiet
(Y existiert. Der zweiphasige Korper wird im Gebiet 2\ Q' formal als einphasiges und kon-
tinuierliches Medium betrachtet, das sich linear elastisch verhélt. Im Gebiet Q" werden
ungeschidigte materielle Grenzflichen, die die konstituierenden Materialphasen perfekt
miteinander verbinden, und kohésive Risse modelliert. Fiir eine genaue Beschreibung des
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€1

Abbildung 7.3: Hierarchisches Zweiskalenproblem des materiellen Kérpers B in Referenz-
(tp) und aktueller (¢) Konfiguration

strukturellen Aufbaus des Korpers auf Mesoebene wird auf das Kapitel 2.1 verwiesen.
Unter Bezugnahme auf die Gleichungen (2.1) und (2.5) ist die Abbildungsvorschrift ¢
von der Referenz- in die aktuelle Konfiguration des Koérpers B durch die folgende Ver-
schiebungsfunktion gegeben.

u V X e\

Nm Nc
u= ﬁ+ﬁ+ZXm,iﬁi+ZXC,jﬁj vV XeY (71)
i=1 j=1

~~
ul

Bei der Definition der Verschiebungsfunktion wird zwischen den Gebieten Q\Q' und €
unterschieden. Im Gebiet €' wird die Gesamtlosung u aus der Summe zweier Kompo-
nenten gebildet. Dabei symbolisiert @ die grobskalige Losung und u’ den feinskaligen
Losungsanteil. Das Gebiet Q' wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit Feinskalengebiet
genannt. Die feinskalige Losung représentiert den Fluktuationsanteil der Gesamtlosung
und kann als a posteriori Schéitzung des Fehlers der Grobskalenlosung interpretiert wer-
den. Die Ursache fiir die Fluktuationen ist die Existenz von Heterogenititen. Bei Ver-
bundwerkstoffen ist die Materialstruktur an sich heterogen. Das Vorhandensein von
Rissen stellt eine weitere QQuelle dar, die zur Heterogenitit eines Werkstoffes beitrigt.
Durch die lokale Auflosung der Materialstruktur kann der komplexe Versagensprozess
von Verbundmaterialien sehr genau erfasst werden. Die Feinskalenlosung wird analog
zum Verschiebungsansatz (2.5) in drei Komponenten aufgeteilt, um die kinematischen
Erfordernisse von materiellen Grenz- und Rissflichen im Gebiet €' erfiillen zu koénnen.
Es sei nochmals angemerkt, dass die Anreicherung des feinskaligen Verschiebungsfeldes
zur Abbildung von materiellen Grenzflichen vorgenommen wird, um im Hinblick auf die
Materialverteilung in €' diskretisierungsunabhéingige exakte numerische Simulationen mit
der Finite Element Methode durchfithren zu kénnen. Durch die Aufteilung der feinskali-
gen Verschiebungen in drei Komponenten lassen sich die Beitridge der materiellen Grenz-
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und Rissflichen zur Fluktuation eindeutig zuordnen. Die grobskalige Losung @ entspricht
im restlichen Gebiet des Korpers 2\, das von nun an als Grobskalengebiet bezeich-
net wird, der Gesamtlosung. Die Moglichkeit der Unterteilung der gesamten Struktur in
ein Grob- und ein Feinskalengebiet resultiert aus der physikalischen Lokalitéit des Prob-
lems, die in der Natur materiellen Versagens begriindet ist. In diesem Zusammenhang
muss definiert werden, wann ein Grobskalengebiet zum Feinskalengebiet erklirt wird,
beziehungsweise wann die Genauigkeit der Grobskalenlosung als unzureichend erachtet
wird. Mit dieser Definition ist der Zeitpunkt festgelegt, zu dem lokal der Modellwechsel
von der Grobskalen- zur Zweiskalenformulierung stattfindet.

Die Definition des zweiskaligen Randwertproblems besteht unter anderem aus der Spe-
zifizierung von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen, siche Kapitel 2.4. Auflerdem
miissen auf dem Teil des Randes 0€)' ¢ I', der das Grob- vom Feinskalengebiet trennt und
im Inneren des Koérpers liegt, Nebenbedingungen formuliert werden. Bei Nebenbedin-
gungen kann man zwischen Rand- und Ubergangsbedingungen unterscheiden. Wihrend
Ubergangsbedingungen lediglich die Kontinuitiit charakteristischer Gréfen auf dem Rand
zwischen den zwei benachbarten Gebieten fordern, postulieren Randbedingungen den Ver-
lauf dieser Grolen. Durch dieses Postulat fiithren Randbedingungen zu zuséitzlichen Ap-
proximationsfehlern, denen meistens der vergleichsweise geringere numerische Aufwand
der Randbedingung gegeniibersteht. Die Art der Nebenbedingung beeinflusst die Qualitét
und Quantitit des Informationstransfers zwischen beiden Gebieten. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit wird als Nebenbedingung die folgende Randbedingung verwendet,
mit der automatisch die Verschiebungskompatibilitit zwischen dem Grob- und dem Fein-
skalengebiet €2 bzw. ' punktweise gewéhrleistet wird.

u=0 auf 0O ¢TI (7.2)

Damit die Randbedingung nicht zu unzuléssigen Fehlern fiihrt, muss sichergestellt wer-
den, dass das Feinskalengebiet €)' ausreichend grofl gew#hlt wird. Ausreichend grofl wird
durch die Lokalitédt des untersuchten physikalischen Problems beziehungsweise durch eine
Situation definiert, in der die Feinskalenlésung zum Rand 02 ¢ T hin von sich aus
abklingt. Alternativ zur Randbedingung (7.2) konnte eine Ubergangsbedingung verwen-
det werden, mit der die Verschiebungskompatibilitit beispielsweise mittels der Lagrange-
Multiplikator-Methode realisiert wird, siche Markovic & Ibrahimbegovic [107].

Auf Gleichgewichtsbetrachtungen am Rand zwischen Grob- und Feinskalengebiet wird in
der vorliegenden Arbeit verzichtet.

7.2.1 Zerlegung des Feinskalengebietes

Zur Realisierung eines effizienten Losungsalgorithmus des Feinskalenproblems werden fiir
die Feinskalenlosung lokale Triger im Sinne eines Grobskalenelementes eingefiihrt. Die
Effizienz des Losungsverfahrens basiert hauptséchlich auf der Tatsache, dass die Losung
eines Problems weniger zeitaufwendig ist, wenn das Problem in mehrere getrennt gelste
Subprobleme unterteilt wird, anstatt es geschlossen zu l6sen. Dabei bietet sich ein paral-
leles Losungsverfahren an. Die lokalen Tréger kennzeichnen n, sich nicht-iiberlappende
Teilgebiete Q), in die das Gebiet Q' = U4, Q) zerlegt wird. Die Kopplung von zwei
benachbarten Teilgebieten €2 und €2 findet an ihrer Grenzfliche 7 statt, sieche Ab-

ms

bildung 7.4. Die Gesamtheit aller Kopplungsriander im Gebiet §2' bildet den Rand I".
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Abbildung 7.4: Nicht-iiberlappende Zerlegung des Feinskalengebietes €

Es ist offensichtlich, dass T" N 92" = () gilt. Die Einfiihrung lokaler Triiger der Fein-
skalenlosung erfordert die Formulierung geeigneter Nebenbedingungen auf dem Rand I7,
die die Qualitéit der Feinskalen- und damit der Gesamtlosung mafigeblich beeinflussen.
In der vorliegenden Arbeit wird als Nebenbedingung auf eine verschiebungsformulierte
Randbedingung und eine verschiebungsformulierte Ubergangsbedingung zuriickgegriffen.
Als Randbedingung wird entsprechend Gleichung (7.2) gefordert, dass die Losung der
feinskaligen Verschiebungen auf dem Rand I punktweise verschwindet.

u=0 auf I" (7.3)

Die Nullrandbedingung ist durch die Annahme der physikalischen Lokalitdt des Fein-
skalenproblems beziiglich der Teilgebiete €2 motiviert. Dariiber hinaus ist die Imple-
mentierung der Randbedingung einfach und der numerische Aufwand fiir die Losung des
Randwertproblems vergleichsweise gering. Bei Verwendung der Nullrandbedingung bietet
sich an, das Verschwinden der Feinskalenlosung auch auf ['i« zu erzwingen, um somit die
Implementierung des Zweiskalenmodells noch mehr zu vereinfachen und dessen Effizienz
weiterhin zu steigern, vergleiche Gleichung (7.6). Dies wird im Rahmen der vorliegenden
Arbeit umgesetzt. Wie sich zeigen wird, verursacht die Nullrandbedingung bei den behan-
delten Problemen viel zu steife numerische Losungen. Die Nullrandbedingung kann nicht
nur punktweise, sondern auch in einem integralen Sinn erfiillt werden, siehe Markovic &
Ibrahimbegovic [107]. Die integrale Variante fithrt zwar zur Aufweichung, kann jedoch
ungenaue Losungen und den Verlust der numerischen Robustheit liefern, siche Hund &
Ramm [81]. Die Motivation fiir die Verwendung dieser Variante stellt die Annahme dar,
dass die feinskalige Losung als der Fluktuationsanteil der Gesamtverschiebung im inte-
gralen Mittel {iber den Kopplungsrand verschwindet.

Wie oben erwihnt, wird neben der Randbedingung (7.3) eine Ubergangsbedingung umge-
setzt, die die Kontinuitit der Feinskalenlosung u’ iiber die Kopplungsriander postuliert.
Die Kontinuitdt der Feinskalenlosung bedeutet mathematisch formuliert, dass die Dif-
ferenz der feinskaligen Verschiebungen auf dem Kopplungsrand [, der zwei benachbarten
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Teilgebiete €2 (master) und Q) (slave) gleich dem Nullvektor ist, siche Abbildung 7.4.

[u]:=u],—u,=0 auf I, (7.4)
Im Falle von materiellen Grenzflichen und Rissen, die den Kopplungsrand [ ohne Ver-
satz durchdringen, ist mit obiger Ubergangsbedingung jedoch nicht gewiihrleistet, dass
die dazugehorigen Verschiebungskomponenten x,,; u; bzw. xc; 1:1]- iiber I~ hinweg kon-
tinuierlich sind. Die Kontinuitéit der Feinskalenlosung u’ wird in einem additiven Sinn
gefordert. Bei Verwendung der Nullrandbedingung (7.3) miissen alle Verschiebungskom-
ponenten verschwinden, so dass deren Kontinuitit automatisch erfiillt wird.

Das Gleichgewicht am Kopplungsrand, das sich durch die Kontinuitdt des Spannungsvek-
tors auszeichnet, wird in dieser Arbeit nur schwach beriicksichtigt.

7.3 Variationsformulierung

In diesem Abschnitt werden die Gleichgewichtsgleichungen des Korpers in schwache Form
gebracht. Da sich eine ausfiihrliche Diskussion der starken und der schwachen Form
des Gleichgewichts in den Kapitel 2.4 und 4.2 findet, werden hier lediglich ergénzende
Anmerkungen gemacht.

Zur Definition des Losungsraumes im Feinskalengebiet wird eine direkte Summendekom-
position vorgenommen, so dass U = U @ U’ gilt. Der Raum U potentieller grobskaliger
Verschiebungsfunktionen i € U ist folgendermafien definiert.

U={a|aeH(Q) und G, =u"} (7.5)

H' symbolisiert einen Sobolev-Raum. Die vorgeschriebenen Verschiebungen u* auf dem
Dirichlet-Rand '« werden den Verschiebungen u zugewiesen, vergleiche Gleichung (4.2).
Unter Beriicksichtigung der Randbedingung (7.2) und der Loésung (7.1) ldsst sich der
Funktionenraum U’ definieren.

Ll' = {ﬁ., ﬁi,ﬁj | ﬁ., ﬁi,ﬁj S HI(Q) und ﬁ-|8§2’€f‘t* = ﬁi|8Q’€Ft* == ﬁj|8ﬂ’€l“t* = 0} (76)

Aus der Zuordnung von u* zu den Verschiebungen u folgt die Erweiterung des Randes
0 ¢ T, auf dem die Nulllosung der feinskaligen Verschiebungen aus Kompatibilitéts-
griinden gefordert wurde, um den Dirichlet-Rand I'y-. Wie oben erwédhnt, wird in der
Umsetzung der Nullrandbedingung (7.3) dieser erweiterte Rand noch durch den Neumann-
Rand 'y« ergénzt. Bei der Wahl der Testfunktionen du wird wie bei den Verschiebungen
u unterschieden, ob der materielle Punkt innerhalb des Grob- oder des Feinskalengebietes
liegt.

5u V X e O\
Ju=1q 6U+00+ D Xmidlhi+ > Xejou; VXeq (7.7)
i=1 j=1
o

Entsprechend der Aufteilung des Losungsraumes im Feinskalengebiet wird die direkte
Summendekomposition des Testfunktionenraumes in ¥V = V & V' vorgenommen. Der
grobskalige Anteil und die drei Komponenten des feinskaligen Anteils der Testfunktio-
nen stammen ebenso aus einem Sobolev-Raum. Sie sind auf Réandern, auf denen die
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Losungskomponenten vorgegeben sind, jeweils identisch dem Nullvektor.

Zur Realisierung der Kontinuitdtsbedingung (7.4) wird auf die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren zuriickgegriffen. Auf Grund dieses Vorgehens ergibt sich der variationelle
Ausdruck Iy, der einen zusétzlichen Beitrag zur inneren virtuellen Arbeit 6W,,, leis-
tet, vergleiche Gleichung (4.1). Bei Anwendung der Nullrandbedingung (7.3) ist der
zusatzliche variationelle Ausdruck oII, nicht vorhanden. Das resultierende Zweiskalen-
modell ist als Spezialfall in den folgenden Ausfiihrungen enthalten. Die schwache Form
des Gleichgewichts eines quasi-statischen Randwertproblems, vereinfachend ohne Volu-
menkréfte, lautet dann folgendermafen:

Finde die Verschiebungsfunktion u und den Lagrange-Multiplikator A, so dass

/Vséu:adQ—l—/5A-[[u’]]dF+/[[5u’]]-AdF:/ Su-t*dl ¥ du, 6A (7.8)
Q I I .

"
S11y

erfiillt ist. Der Lagrange-Multiplikator A stellt als Randspannungsvektor die energetisch
konjugierte Grofie zur Differenz der Feinskalenlosung bzw. zum Fehler [u'] auf dem
Rand I dar. Da er neben den Verschiebungskomponenten eine weitere Primérvariable
beschreibt, kann die Gleichgewichtsformulierung als gemischt bezeichnet werden. Die
schwache Kopplung von Teilgebieten unter einer Nebenbedingung mit Hilfe von Lagrange-
Multiplikatoren ist auch als Mortar-Methode bekannt, siehe Wohlmuth [193]. Durch Ein-
setzen von Gleichung (7.7) in die schwache Form des Gleichgewichts (7.8) erhélt man nach
einigen Umformungen unter Ausnutzung der Beliebigkeit bzw. linearen Unabhéngigkeit
aller Testfunktionen die Formulierung des Zweiskalenproblems. Da die Nullrandbedingung
(7.2) verwendet wird, ist das Zweiskalenproblem im Prinzip ausschliefllich auf volumetri-
sche Art und Weise iiber den Cauchyschen Spannungstensor miteinander gekoppelt.

Grobskaliges Problem formuliert in du:

/ Véda: od) = ou -t dl (7.9)
Q

Ft*

Feinskaliges Problem formuliert in éu, éu; und 51:1]-:

/Vsdﬁ:adQ—i-% = / 5@ - t*dl (7.10)
' Ty

% [Xm,l 5111] o dQ)+ T o= / Xm,1 5l~11 St dl
D

Q/
: (7.11)
/ V¥ [Xmpm OUp,,] : 0dQ+ 7, = / X OUp,, - t*dD
' [y
/ Xe,1 VS(Slzll o dQ + / 2 (51:11 . t(371 dr + 7:'1 = / Xe,1 (51:11 -t dl’
! 1—‘c,l Ft*
(7.12)

/ Xeme VO, : o dQ + / 201Uy, tep, Al + 7, = / Xeun, 0Ty, - t*dD
0% e

Fepne
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mit zusitzlicher Gleichung infolge Ubergangsbedingung formuliert in §:
/ 5 - [u]dI = 0 (7.13)

Das Grobskalenproblem mit grobskaligen Testfunktionen ist durch Gleichung (7.9) in in-
tegraler Form beschrieben. Die schwache Form des Feinskalenproblems mit feinskaligen
Testfunktionen ist durch den Gleichungssatz (7.10) — (7.12) gekennzeichnet, vergleiche
Kapitel 4.2. Der Cauchysche Spannungstensor ist durch ein geeignetes Konstitutivge-
setz von der Gesamtverschiebung abhédngig. Damit ergeben sich im Grob- als auch im
Feinskalenproblem gemischte Integralausdriicke, die aus den Testfunktionen der grob-
skaligen Losung und den Komponenten der Feinskalenlosung bzw. den Testfunktionen
der feinskaligen Losungskomponenten und der Grobskalenlsung gebildet werden. Diese
gemischten Volumenintegrale sorgen fiir die Kommunikation zwischen den zwei Skalen
bzw. fiir einen volumengekoppelten Skaleniibergang. In Gleichung (7.13) ist die schwache
Form der Nebenbedingung (7.4) am Kopplungsrand mit der Variation des Lagrange-
Multiplikators ausgedriickt. Die zusitzlichen Summanden 7, 7; und 7; in (7.10) — (7.12)
resultieren aus demjenigen integralen Term von 6II,, dessen Integrand das Skalarpro-
dukt zwischen den Testfunktionen der feinskaligen Verschiebungskomponenten und dem
Lagrange-Multiplikator bildet.

>
Il

[6a] - AdD
Fl
Ti = [ [Xmiow]-Adl (7.14)
Fl

7= /F [xe, 00;] - Adl

Es sei darauf hingewiesen, dass die Gleichung (7.13) bei Verwendung der Nullrandbedin-
gung (7.3) entfillt. Auflerdem existieren dann die Terme 7, 7; und %j in den entsprechen-
den Gleichungen (7.10) — (7.12) nicht.

Neben der Lagrange-Multiplikator-Methode gibt es andere Konzepte, mit denen die Ver-
schiebungskompatibilitdt auf dem Kopplungsrand erzwungen werden kann. Hier ist bei-
spielsweise die Penalty-Methode zu nennen. Diese Methode hat gegeniiber der Lagrange-
Multiplikator-Methode den Vorteil, dass keine zusétzlichen Freiheitsgrade eingefiihrt wer-
den miissen. Die Genauigkeit, mit der die Nebenbedingung erfiillt wird, ist jedoch von
der Wahl des Penalty-Parameters abhéingig. Leider fiihren Parameter, mit denen die
Nebenbedingung sehr genau erfiillt werden kann, gleichzeitig zum Genauigkeitsverlust der
Gesamtlosung. Auflerdem miissen bei der Penalty-Methode geeignete Verfahren angewen-
det werden, um die Lokalitit der Feinskalenprobleme zu erhalten. Durch eine nicht-
konsistente Linearisierung der Nebenbedingung kann der Kopplungsgrad benachbarter
Teilgebiete €2} vermindert werden. Dabei ist es sinnvoll, zur Beschleunigung der Konver-
genz spezielle Strategien einzusetzen. Eine andere Technik zur Realisierung der Nebenbe-
dingung stellt die erweiterte Lagrange-Methode (augmented Lagrange) dar, die auf der
Kombination von Lagrange- und Penalty-Methode basiert. Damit sollen die Vorteile bei-
der Methoden vereint werden, um die Nebenbedingung ohne zusétzliche Freiheitsgrade
und numerische Schwierigkeiten sehr genau erfiillen zu kénnen. Das Verfahren ist aller-
dings deutlich aufwéindiger. Umfassende Untersuchungen zu dieser Thematik finden sich
in Hund & Ramm [81] und Hund [82].
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7.4 Diskretisierung

Das gesamte Gebiet (2 wird zunéchst in ne grobskalige Finite Elemente zerlegt, so dass
Q = U, 9° gilt. Mit diesen Elementen wird die Verschiebungsfunktion @ und die
dazugehorige Testfunktion du diskretisiert. Im Sinne eines Bubnov-Galerkin Verfahrens
werden hierfiir in beiden Fillen die Formfunktionen N3 eingesetzt, die mit den Knotenfrei-
werten d bzw. §d multipliziert werden, vergleiche Gleichung (4.11). Mittels der Matrix By
und den entsprechenden Knotenfreiheitsgraden lassen sich die symmetrischen Gradienten
der Funktionen ermitteln, siche Gleichung (4.12).

u = Nj d ou = Ny od Via = Baa Viiu = By 5d (7.15)
Die Diskretisierung der Verschiebungen und Verschiebungsgradienten der Feinskalenlosung
wird gemifl Kapitel 4.3 mit der erweiterten Finite Element Methode vorgenommen. Im
Rahmen dieser Arbeit definiert jedes Element der Grobskalendiskretisierung einen lokalen
Triager der Feinskalenlosung, vergleiche Abbildungen 7.4 und 7.5. Damit ist die sukzes-
sive adaptive Ausdehnung des Feinskalengebietes von der Gréfle und Form eines Grob-
skalenelementes geprigt. Die feinskaligen Verschiebungen bedeuten eine hierarchische
h-Verfeinerung der Grobskalenlosung. Die Diskretisierung der Feinskalenlosung geschieht
innerhalb eines Grobskalenelementes mit jeweils n.. Elementen, so dass 2 := 0f =
UL Q¢ gilt. Die lineare Unabhéngigkeit der grob- und feinskaligen Verschiebungskompo-
nenten sowie der entsprechenden Testfunktionen wird durch die Forderung der Nulllésung
der feinskaligen Anteile an den Knoten der Grobskalenelemente gewahrleistet.
Fiir die Diskretisierung der Lagrange-Multiplikatoren, die als globale Variablen eingefiihrt
werden, wird der gesamte Kopplungsrand I'"¢ eines Grobskalenelementes in n, Elemente
unterteilt, so dass ['* = [J;2, ["F gilt. Diese Unterteilung gilt natiirlich auch fiir die
entsprechenden benachbarten Grobskalenelemente. Die Ansatzordnung fiir die Lagrange-
Multiplikatoren hat grofien Einfluss auf die Genauigkeit der Losung, siehe Hund [82]. Die
Erfiillung der inf-sup Bedingung liefert eine Restriktion fiir die Ordnung der Ansatzfunk-
tionen N zur Approximation von X bei vorab gewihlter Ansatzordnung fiir die feinskali-
gen Verschiebungskomponenten, siche Babuska [10].

A=N1  sA=Ndl (7.16)

In obiger Gleichung kennzeichnet der Vektor 1 die Knotenfreiwerte der Lagrange-Mul-
tiplikatoren eines Elementes. Durch Einsetzen aller Ansitze fiir die grobskaligen und
feinskaligen Verschiebungen und Verschiebungsgradienten sowie des Ansatzes fiir den
Lagrange-Multiplikator in die schwache Form des Gleichgewichts (7.9) — (7.13) ergibt
sich die diskretisierte schwache Form des Gleichgewichts. Mit dem Fundamentallemma
der Variationsrechnung folgt das Gleichungssystem des diskretisierten Randwertproblems.

Grobskaliges Problem:

neg ng
U {/Qg BdTadQ] = U [ . NY t*dF] (7.17)
=1 E=1 t*

Feinskaliges Problem als Summe von ny Subproblemen in Q¢:

ng

ng

ng
Da+U/ iNZAdr] = |J<a (7.18)
c=1/1"" £=1
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nq ne ng
Dbl + U / :}:Xm,l Ng )\dF = U <>b1
£=1 c=171"¢ 1 £=1
(7.19)
ng ng 1 ng
[Dbm +J / + X Np AT = | On,.,
£=1 =1 /1" ] £=1
ng ne T ng
O, + | / X N AL | = [0
£=1 c=1/1" ] £=1
(7.20)
ng ng } ng
O, +U/ £ Xen NE AL = [ O,
£=1 c=171"* i £=1
Ubergangsbedingung:

ng Nne
U [ / + N7 u’dF] =0 (7.21)
1 e

E=1 LL=

Die Platzhalter O,, Oy, O, und <5, O, <, bezeichnen die Terme, die aus den da-
zugehorigen feinskaligen Verschiebungskomponenten resultieren. Diese sind die linken
bzw. rechten Ausdriicke der Gleichungen (4.15) — (4.17). In obigen Gleichungen wird das
positive Vorzeichen bei der Integration eingesetzt, die mit dem master-Grobskalenelement
¢ = Q! verbunden ist. Das negative Vorzeichen muss bei der Integration innerhalb
des slave-Grobskalenelementes benutzt werden, wenn Q° = Q) gilt. Die linken Terme
definieren den Vektor der inneren Knotenkrifte F,,,;. Die rechten Terme beschreiben die
Eintréage des Knotenkraftvektors F.,; aus duflerer Belastung.

In weiterfithrenden Arbeiten konnte die Flexibilitéit des Zweiskalenmodells dadurch gestei-
gert werden, dass der lokale Tréger der Feinskalenlosung nicht nur ein einziges, sondern
mehrere Grobskalenelemente umfasst. Damit wiirde sich einerseits die Anzahl der globalen
Freiheitsgrade verringern, da weniger Lagrange-Parameter eingefiihrt werden miissten.
Auf der anderen Seite wiirde sich aber die Anzahl der feinskaligen Freiheitsgrade eines
lokalen Trégers erhohen, was wiederum zu einer Erhohung der Rechenzeit fiihren kénnte.

7.5 Linearisierung

Das Zweiskalenproblem ist ein nichtlineares Problem, da nichtlineare Materialgesetze im
Sinne von Traktions-Verschiebungssprung-Beziehungen zur Modellierung kohésiver Risse
eingesetzt werden. Die zusétzliche Verwendung von nichtlinearen kontinuumsmechani-
schen Spannungs-Dehnungs-Gesetzen wiirde den Grad der Nichtlinearitit des Zweiskalen-
problems sogar erhdhen. So werden die diskretisierten Gleichgewichtsbeziehungen in
schwacher Form (7.17) — (7.21) mittels einer Taylorreihenentwicklung linearisiert und
im Rahmen eines Newton-Raphson Verfahrens inkrementell iterativ gelost, sieche Kapitel
4.4. Wegen der starken Kopplung der Skalen wird die Losung des Zweiskalenproblems
simultan vorgenommen, siche Hund [82].
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Auf Grund der Zerlegung des Feinskalengebietes kann das Inkrement aller Freiheits-
grade der feinskaligen Losung ADj ,, zum Iterationsschritt & 4 1 innerhalb eines hier-
archisch verfeinerten Grobskalenelementes durch statische Kondensation eliminiert wer-
den. Der Losungsvektor ADj,, = I Ad},,, wird durch Assemblierung der inkre-
mentellen Verschiebungsvariablen Adj | jedes einzelnen Feinskalenelementes gebildet, das
zur Diskretisierung des Grobskalenelementes gehort. Es verbleibt ein Gleichungssystem
in Form von (4.20), das die inkrementelle Anderung des Vektors aller globalen Freiheits-
grade ADyy1 = [JeZ, Adgq liefert. Dieser entsteht durch Assemblierung aus dem Vek-
tor Ady1, der die inkrementelle Anderung der Verschiebungsfreiheitsgrade d des Grob-
skalenelementes und, falls vorhanden, der Knotenfreiwerte 1 der Lagrange-Multiplikatoren
an seinem Kopplungsrand enthilt. In Tabelle 7.1 findet sich eine Ubersicht iiber die Be-
zeichnung der globalen und lokalen Knotenfreiwerte auf Element- und Systemebene. Die
globale Steifigkeitsmatrix Ky und das globale Residuum R(Dy) ergeben sich aus dem
Zusammenbau der Steifigkeitsmatrizen k§ und der Residuen r{ aller Grobskalenelemente,
vergleiche Gleichung (4.21).

ng ne ne
Ki=Jk RDy)=Jrf ADwu=[JAdn (7.22)
E=1 E=1 =1

In folgender Gleichung beschreibt der erste Ausdruck die Steifigkeit eines Elementes zur
Diskretisierung des Grobskalengebietes, so dass ki = kga . gilt. Die restlichen Ausdriicke
stellen weitere Steifigkeitsanteile eines hierarchisch verfeinerten Grobskalenelementes dar.

Kiax = /Q _BY Cuun By A2
kga,k = U/ BI Ciuni Ba dQ
e=1"1
kgbi,k = Ttlj/ B§ Cian Bp,; dQ
e=174
kgcj,k = TCJ;/ Bg Ciank Bc,j d<2 (7.23)
kic_l,k = Ttlj/ B! Ciun B3 dQ
e=171%
kiia,k = Ttlj/n Bf,z- Cian,e B3 dQ2
e=171%

Nele
£ _ R -
ki = U / B Crank By d2
e=1 Qe

Sie werden durch Assemblierung der Steifigkeitsanteile aller n.; Feinskalenelemente gewon-
nen, mit denen das Grobskalenelement diskretisiert wird. Die Steifigkeitsanteile eines
Feinskalenelementes, die ausschliefilich aus den Komponenten der Feinskalenlosung resul-
tieren, finden sich in Gleichung (4.23). Durch ihren Zusammenbau ergeben sich weite-
re Steifigkeitsanteile von k§. Aus der Diskretisierung der Lagrange-Multiplikatoren am
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gesamten Kopplungsrand des Grobskalenelementes mit n, Elementen resultieren folgende
Steifigkeitsanteile, die als Steifigkeiten des Grobskalenelementes eingefiihrt werden.

ne nc
kS, = U/FwiNledr ki, = U/FwiNlTNadr
ne ne
kgil,k - U ‘/Fw £ Xm,i Ny N dl klb ko U /F,L £ Xm,i N} N, dl (7.24)

ne nc
kKo = U /F L EXej N¢ Ny dr k., = U /F EXey N{ N, dr'
L£=1 £=1

Das positive Vorzeichen gilt bei der Integration, die mit einem Finiten Element verbunden
ist, das zur Feinskalendiskretisierung des Grobskalenelementes Q¢ = Q' gehért. Das ne-
gative Vorzeichen muss entsprechend bei der Integration benutzt werden, die mit einem
Finiten Element der Feinskalendiskretisierung von Qf = Q! assoziiert ist. Zur inkre-
mentell iterativen Losung des globalen Gleichungssystems (4.20) werden nicht nur die
Elementsteifigkeiten, sondern auch die Elementresiduen benotigt, siehe Gleichung (7.22).
Der erste Ausdruck in der folgenden Gleichung beschreibt das Residuum eines Elementes
zur Diskretisierung des Grobskalengebietes, so dass r§ = r ik gilt. Die anderen Residuen
existieren nur, wenn das Grobskalenelement hierarchisch verfeinert ist bzw. Lagrange-

Multiplikatoren auf seinem Rand positioniert sind.

T T x
(913 ré
ng
rf, = U _/paiNlT u;, dI’

Nele
rf, = U N, + U ./rw + NI A, dI' (7.25)
Nele

s, = UAb + U/Wixm,iNgAk dr

Nele

rf, = UAC] + U/wixc,jN’{ A dI’

Die Platzhalter A,, Ay, und A; kennzeichnen die Terme, die aus den dazugehorigen
feinskaligen Verschiebungskomponenten resultieren. Sie werden entsprechend Gleichung
(4.24) berechnet. Zu diesen Termen werden weitere hinzuaddiert, die infolge der Lagrange-
Multiplikatoren entstehen. Bei ihrer Berechnung muss auf die korrekte Verwendung des
Vorzeichens geachtet werden. Wie oben erldautert, wird das Vorzeichen in Abhéngigkeit der
Zugehorigkeit des Feinskalenelementes zum Grobskalenelement Q° = Q! bzw. Q° = Q.
gewdhlt. Welche Elementsteifigkeiten und Elementresiduen letztendlich ausgewertet wer-
den miissen, hingt von den Verschiebungsfreiheitsgraden der Feinskalenelemente und der
Existenz von Lagrange-Multiplikatoren auf dem Rand des Grobskalenelementes ab, ver-
gleiche Kapitel 4.4. Es ist offensichtlich, dass zur Berechnung bestimmter Elementsteifig-
keiten und Elementresiduen am Integrationspunkt eines Feinskalenelementes die lokalen
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Element System
Grobskalenlosung (global) d 1 — d D
Feinskalenlosung (lokal) a b, ¢, — d D’

Tabelle 7.1: Bezeichnung der globalen und lokalen Variablen

Koordinaten des entsprechenden Grobskalenelementes benétigt werden. Diese miissen
iiber eine inverse isoparametrische Abbildung aus den globalen Koordinaten des Integra-
tionspunktes ermittelt werden, vergleiche Kapitel 4.5.3.

Wie bereits angemerkt, wird im Rahmen dieser Arbeit die statische Kondensation zur
Elimination der Feinskalenlosung benutzt. Zur Losung des Gleichungssystems (4.20),
das die inkrementelle Anderung der globalen Variablen ADy.; liefert, muss deshalb die
Steifigkeit k§ und das Residuum r§ eines hierarchisch verfeinerten Grobskalenelementes
reduziert werden. Die reduzierten Groflen werden bei der Assemblierung zur globa-
len Steifigkeitsmatrix Kj und zum globalen Residuum R(Dy) benétigt, sieche Gleichung
(7.22).

7.5.1 Statische Kondensation

Zur einfacheren Veranschaulichung der statischen Kondensation wird der Fall dargestellt,
bei dem nur die feinskaligen Verschiebungskomponenten t und a; diskretisiert werden.
Des Weiteren sind nur grobskalige Verschiebungsfreiheitsgrade zur Diskretisierung von u
an den Knoten eines Grobskalenelementes als globale Variable vorhanden. Damit werden
zur statischen Kondensation ausschliellich die Elementsteifigkeitsmatrizen und Element-
residuen benotigt, die diese drei Komponenten liefern.
Die reduzierte Steifigkeit ki, eines hierarchisch verfeinerten Grobskalenelementes wird
folgendermaflen berechnet.

[kad”“ ] (7.26)

da,k_[ da,k dby,k < £ <
kbla,k kblbl,k k

kf L kS kS ké‘ kg ] [ ia,k ki‘bl,k
k - red,k d d d
bid,k

Das reduzierte Residuum rfed,k eines hierarchisch verfeinerten Grobskalenelementes erhélt
man {iber folgende Gleichung.

-1
k¢ k¢ rf
E._ £ _ £ I I aak aby,k ak
Tp = Tredkp = Tap — [kaa,k kabl,k] KE KE £ (7.27)
birak  Kbibik Ty, k

Die Losung des globalen Gleichungssystems ADy,; enthilt die inkrementelle Anderung
der globalen Freiheitsgrade Adjy; eines Grobskalenelementes. Mittels Riickrechnung
kann die inkrementelle Anderung der feinskaligen Verschiebungsfreiheitsgrade ADy ., in-
nerhalb eines hierarchisch verfeinerten Grobskalenelementes ermittelt werden. Die Riick-
rechnung erfolgt lokal in jedem dieser Elemente.

kia k kibl k o ri k kia k
AD},, =— [kg - e [Aden (7.28)
bla,k blbl,k bl,k bld,k‘
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Nachdem die Losung ADj,, den Knoten der Feinskalendiskretisierung im Inneren des
Grobskalenelementes zugewiesen wurde, sind die inkrementellen Anderungen der Frei-
heitsgrade Ady ., eines Feinskalenelementes abrufbar.

7.6 Aspekte der Implementierung

Im Gegensatz zur Realisierung der Nullrandbedingung (7.3) haben die Feinskalendis-
kretisierungen Einfluss auf die Umsetzung der Ubergangsbedingung (7.4) mit Hilfe der
Lagrange-Multiplikator-Methode. In der vorliegenden Arbeit werden ausschliellich Fein-
skalendiskretisierungen verwendet, die am Rand I/  zueinander passen. Dabei wird dem
Verfahren von Farhat & Roux [50] gefolgt. Diese zerlegten die Diskretisierung einer Struk-
tur in Teilgebiete, denen jeweils ein eigener Prozessor zugewiesen wurde, um eine parallele
Losung des gesamten Problems zu ermoglichen. Die Teilgebiete wurden mit der Lagrange-
Multiplikator-Methode miteinander verbunden. Es ist offensichtlich, dass bei Verwendung
von diesem Verfahren die Diskretisierungen der Teilgebiete an ihren Rédndern zueinan-
der passen. Daher reicht es, den Lagrange-Multiplikator und seine Variation als diskrete
Knotenwerte einzufiihren. Auf die Verwendung von Ansatzfunktionen zur Approximation
des Lagrange-Multiplikators und seiner Variation zwischen Finite Element Knoten kann
verzichtet werden. Farhat & Roux [50] nannten ihr Verfahren  Finite Element Tearing
and Interconnecting (FETI). Wie bei diesem Verfahren wird in der vorliegenden Arbeit
die Lagrange-Multiplikator-Methode knotenweise umgesetzt. Es sei darauf hingewiesen,
dass damit die Verschiebungskomponente x,, ; 4; der materiellen Grenzfliche I', ; generell
keinen Beitrag zum Fehler [u'] liefert, da sie an allen Knoten identisch null ist. Die
Forderung nach gleicher Diskretisierung des Randes benachbarter Grobskalenelemente
zwéngt die Diskretisierung innerhalb des Grobskalenelementes ein. In den Ausfithrun-
gen wurden jedoch entsprechend Gleichung (7.16) die Lagrange-Multiplikatoren und ihre
Testfunktionen mit Hilfe geeigneter Ansatzfunktionen approximiert. Damit sollte der for-
male Rahmen fiir weiterfiihrende Arbeiten geschaffen werden, in denen zur Steigerung der
Flexibilitit des Zweiskalenmodells auf nicht-konforme Feinskalendiskretisierungen zuriick-
gegriffen werden kann.

Auf Grund der knotenweisen Umsetzung der Lagrange-Multiplikator-Methode lassen sich
alle Integrale iiber den Rand I" unter Verwendung der Knotenwerte ersetzen.

U/ﬂ(.)dr — O(.)I (7.29)

Die Integranden werden an den Knoten I des Randes [ ausgewertet, auf denen Lagrange-
Parameter positioniert sind. Der Zusammenbau der Werte der Integranden an all diesen
Nnoq Knoten des Randes ¢ ersetzt den Zusammenbau der integralen Ausdriicke.

7.6.1 Anmerkungen zur Diskretisierung

Die Diskretisierung einer Struktur, die in Grob- und Feinskalengebiet unterteilt ist, soll
mit Hilfe von Abbildung 7.5 verdeutlicht werden. Dabei wird die Kompatibilitit der fein-
skaligen Verschiebungen iiber den Kopplungsrand mit Lagrange-Multiplikatoren realisiert.
Auf der linken Seite ist die Diskretisierung der Grobskalenlésung mit vier bilinearen Ele-
menten gezeigt. Die oberen zwei dieser Elemente, die das Gebiet €’ definieren, sind jeweils
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Abbildung 7.5: Diskretisiertes Zweiskalenproblem

mit 8 x 8 bilinearen Elementen zur Approximation der Feinskalenlosung diskretisiert. Die
schwarzen Punkte beschreiben die Knoten, auf denen die diskreten Verschiebungsfreiwerte
d leben. Die Kreise symbolisieren die Knoten zur Diskretisierung der Lagrange-Parameter
1. Sie liegen auf den doppelten Knoten, mit denen die Feinskalenlosungen beider Teil-
gebiete auf dem Kopplungsrand I diskretisiert werden. Die Feinskalendiskretisierun-
gen sollen am Kopplungsrand zueinander passen, da die Ubergangsbedingung sozusagen
punktweise schwach erfiillt werden soll. In den Kapitel 4.3 und 4.5.2 wurde diskutiert,
wann ein Knoten mit zusétzlichen Freiheitsgraden fiir die Modellierung eines Risses oder
einer materiellen Grenzfliche angereichert werden muss bzw. darf. Dabei spielt der
Support des Knotens die mafigebliche Rolle. In diesem Zusammenhang ist es wichtig
anzumerken, dass benachbarte Feinskalendiskretisierungen hinsichtlich jener Problematik
als unabhéngig voneinander betrachtet werden. Dieser Sachverhalt soll am Beispiel des
Rissfortschrittes skizziert werden. Auf der rechten Seite von Abbildung 7.5 ist der Be-
reich nahe des Kopplungsrandes I'" vergrofiert dargestellt. Bei Risswachstum von einem
in das andere Grobskalenelement werden die grauen Knoten der Feinskalendiskretisierun-
gen beider Grobskalenelemente mit Sprungfreiheitsgraden angereichert. Wenn der Riss
in der N#he von I” verlauft, werden nur ausgewihlte Knoten der Feinskalenelemente
desjenigen Grobskalenelementes angereichert, das den Riss enthilt. Dies ist durch den
weilen rechteckigen Knoten auf dem Kopplungsrand angedeutet. Die Kinematik des
Risses ist damit im Vergleich zur Nullrandbedingung (7.3) nicht eingeschréinkt. Wenn die
Rissspitze wihrend des Belastungsprozesses auf dem Kopplungsrand zu liegen kommt,
diirfen die Knoten auf [ des entsprechenden Teilgebietes angereichert werden. Da die
Kontinuitét der feinskaligen Verschiebungen u’ iiber den Kopplungsrand gefordert wird,
wird der Riss jedoch mehr oder weniger gezwungen, sich in Richtung [ ndherungsweise
zu schlieflen. Die ndherungsweise Rissschliefung resultiert aus der schwachen Erfiillung
der Ubergangsbedingung. Damit wird die Kinematik an der Rissspitze gewissermafBen
auch dann realitdtsnah modelliert, wenn der Riss auf einem Kopplungsrand endet. Auf
der rechten Seite von Abbildung 7.5 kennzeichnen die Kreise Knoten, die nur mit der
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Abbildung 7.6: Risswachstum iiber benachbarte Teilgebiete

gewohnlichen Komponente der feinskaligen Verschiebungen angereichert sind.

In der vorliegenden Arbeit wird das gesamte strukturelle Gebiet 2 von Anfang an als
Feinskalengebiet 2’ betrachtet. Somit beschreiben alle Grobskalenelemente, die das Ge-
biet € diskretisieren, a priori lokale Tréger der Feinskalenlosung. Infolgedessen muss
die adaptive Erweiterung des Feinskalengebietes nicht thematisiert werden. So entfillt
die Notwendigkeit, geeignete Kriterien zu definieren, mit denen iiber die Qualitdt der
Gesamtlosung beziehungsweise den Wechsel vom Ein- zum Zweiskalenmodell entschieden
werden kann. Beispielsweise wurde in Hund [82] der Modellwechsel zu dem Zeitpunkt
vorgeschlagen, zu dem eine Vergleichsdehnung der Grobskalenlosung einen kritischen Wert
erreicht.

7.6.2 Risswachstum iiber benachbarte Teilgebiete

In der vorliegenden Arbeit wird gefordert, dass der Riss iiber den Rand I hinweg ohne
Versatz verldauft. Die Kontinuitédt des Risspfades ist in Abbildung 7.6 auf der linken Seite
veranschaulicht. Zur Umsetzung wird ein Algorithmus benétigt, der die globalen Ko-
ordinaten der Rissspitze dem entsprechenden Element der Feinskalendiskretisierung des
benachbarten Teilgebietes iibergibt.

Auf der rechten Seite von Abbildung 7.6 ist gezeigt, wie bei der Berechnung des , nicht-
lokalen® Spannungstensors &, iiber den die Rissrichtung ermittelt wird, vorgegangen wird,
siche Kapitel 5.5.2. Das Einflussgebiet €2,,, in dem die lokalen Spannungen gewichtet und
anschlieffend gemittelt werden, endet nicht am Kopplungsrand, sondern reicht in das an-
grenzende Teilgebiet hinein. Damit ist die Lage der Rissspitze ohne Bedeutung bei der
Ermittlung der Rissrichtung, die durch die Erfiillung vollstdndiger Einflussgebiete genau
berechnet werden kann. Dasselbe Vorgehen wird bei der Definition der Abschirmzone
vorgeschlagen, siehe Kapitel 4.5.4. Auch diese sollte in das benachbarte Teilgebiet hinein-
reichen.

Mit den beschriebenen Mafinahmen soll gewéhrleistet werden, dass die Gebietszerlegung
an sich auf den Rissverlauf und somit auf die Genauigkeit der Losung im Vergleich zur
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numerischen Referenzlosung keinen grofleren Einfluss hat, siehe Kapitel 8.



Kapitel 8

Numerische Beispiele:
Zweiskalenmodell

In diesem Kapitel wird die Wirkungsweise des hierarchischen Zweiskalenmodells, das in
Kapitel 7 vorgestellt wurde, anhand von drei unterschiedlichen Randwertproblemen niher
untersucht. Eine Besonderheit des Modells ist die Beriicksichtigung von ungeschéidigten
materiellen Grenzflichen und kohésiven Rissen zur Erfassung von diskontinuierlichem Ver-
sagen in Verbundmaterialien. Dabei ist die Anwendung der erweiterten Finite Element
Methode (X-FEM) in Kombination mit der Level Set Methode (LSM) zur Diskretisierung
der feinskaligen Losung hervorzuheben.

In Kapitel 6 ist die besondere Leistungsfihigkeit dieses Diskretisierungsverfahrens bei
Anwendung der Kohésivzonentheorie im Hinblick auf die Erzielung von exakten und
netzunabhéngigen Losungen im Sinne eines Einskalenmodells dargestellt worden. Der
Schwerpunkt des vorliegenden Kapitels ist der Vergleich der numerischen Antworten des
hierarchischen Zweiskalenmodells mit numerischen Referenzlésungen. Die Referenzlosun-
gen werden durch die direkte Diskretisierung des mesostrukturellen Materialaufbaus unter
Verwendung der mit der LSM kombinierten X-FEM gewonnen und im Weiteren als Fein-
Skalen-Losung (FSL) bezeichnet.

Das gesamte Strukturgebiet 2 wird von Anfang an als Feinskalengebiet €)' betrachtet. Da
die Effizienz des Zweiskalenmodells nicht unmafigeblich aus der adaptiven Ausdehnung
des Feinskalengebietes resultiert, wird sie nicht mit der des Einskalenmodells verglichen,
siche hierzu Hund [82]. Vielmehr stehen in dieser Arbeit Untersuchungen iiber die An-
wendbarkeit der beiden Nebenbedingungen (7.3) und (7.4), die im Rahmen der Zerlegung
des Feinskalengebietes bendtigt werden, bei Risswachstum mit mehrskaligem Charakter
im Vordergrund. Zur Diskretisierung der Grobskalen- sowie der Feinskalenlosung wer-
den vierknotige Scheibenelemente verwendet, die auf bilinearen Verschiebungsansétzen
basieren. Auf denselben Elementtyp wird auch bei der Ermittlung der numerischen Re-
ferenzlosung zuriickgegriffen. Jedes Element der Grobskalendiskretisierung wird in den
Rissbildern durch dicke Kantenlinien hervorgehoben. Zur Berechnung der Wachstums-
richtung eines Matrixrisses wird das in Kapitel 5.5.2 vorgestellte spannungsbasierte Kri-
terium eingesetzt, das auf einem ,nicht-lokalen Spannungstensor griindet. Der Radius
des kreisformigen Gebietes zur Evaluation des ,nicht-lokalen* Spannungstensors wird in
Abhéangigkeit der charakteristischen Gréfie h, des Finiten Elementes vor der Rissspitze in
allen Testbeispielen zu R,; = 3 h. bestimmt. Bei Anwendung des Zweiskalenmodells ist
mit dem Element vor der Rissspitze ein Feinskalenelement gemeint.

Bei den Testbeispielen handelt es sich ausschliefflich um Scheibentragwerke. Das erste
Problem ist durch eine quadratische Scheibe unter kombinierter Zug- und Schubbeanspru-
chung gegeben. Danach folgt die Simulation einer Verbundstruktur und eines dreipunkt-
gestiitzten Biegebalkens, fiir den experimentelle Ergebnisse verfiigbar sind.

119



120 Kapitel 8. Numerische Beispiele: Zweiskalenmodell

F[N] F=\/F2+ F?
RN 600
ZSA-N 3
F,ou | 450
S| l .
\ Riss Fyu 3007 ZSA-N 2
\ 150 1 ZSA-N 1
5.17 FSL
d 0 . , >
10 1 0.0 0.004 0.008 0.012
[mm] u [mm]|

Abbildung 8.1: Problem und Last-Verschiebungskurven

8.1 Scheibe unter Zug-Schub-Belastung

In diesem Beispiel wird die Wirkung des Zweiskalenmodells anhand eines Strukturprob-
lems fiir Mixed-Mode Versagen eines kohésiven Reibungsmaterials untersucht. Dabei steht
die Frage im Vordergrund, in wieweit die Diskretisierungen der Grob- und Feinskalenltsun-
gen bei Verwendung unterschiedlicher Nebenbedingungen am Kopplungsrand Einfluss auf
die Genauigkeit der berechneten Strukturantwort haben. Zum einen wird als Nebenbedin-
gung die Nullrandbedingung (7.3) aufgebracht. Die entsprechenden Zweiskalenanalysen
werden als ZSA-N bezeichnet. Der Zusatz N steht fiir Nullrandbedingung. Zum anderen
wird die Ubergangsbedingung (7.4) unter Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren ein-
gesetzt. In diesem Fall wird von der ZSA-L gesprochen. Das Problem stellt eine Scheibe
aus Beton dar, die quasi mittig durch einen 2.0 mm langen spannungsfreien Riss mit ei-
ner horizontalen Versetzung von 0.17 mm geschidigt ist. Besondere Aufmerksamkeit gilt
dem Wachstum dieses anfénglichen Risses wihrend der Belastung. Die Gréflenordnung
der Betonscheibe befindet sich im mesoskopischen Bereich. Folglich kann sie in Bezug auf
die Struktur des Konstruktionsmaterials noch als homogen betrachtet werden.

In Abbildung 8.1 ist die 10 x 10 x 1 mm? grofe Scheibe mit Riss dargestellt. Sie unterliegt
einer Kombination aus Zug- und Schubbelastung, die verschiebungskontrolliert aufge-
bracht wird, vergleiche Beispiel 6.2. Es wird ein ebener Verzerrungszustand angenom-
men. Die elastischen Materialeigenschaften der Scheibe sind durch den Elastizitdtsmodul
FE = 35000 N/mm? und die Querkontraktionszahl v = 0.2 charakterisiert. Die Zugfes-
tigkeit des Betons sowie die Parameter, die im Traktions-Verschiebungssprung-Gesetz
verwendet werden, sind in Beispiel 6.5 angegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass zur
Modellierung des spannungsfreien Risses die entsprechenden Materialparameter, wie z.B.
die Zugfestigkeit und Bruchenergie, sehr klein gewihlt werden.

Zur Gewinnung der FSL wird eine Diskretisierung verwendet, die aus 30 x 30 Elementen
besteht. Die Zweiskalenanalysen werden mit drei unterschiedlichen Diskretisierungen
der Grob- und der Feinskalenlosung durchgefiihrt. Zur Kennzeichnung der gewéhlten
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Abbildung 8.2: Rissverlauf auf maximalen Hauptspannungen und deformiertes Netz

Diskretisierungen werden die Kiirzel ZSA-N und ZSA-L mit den Zahlen 1, 2 und 3 verse-
hen. Die 1 steht fiir die Diskretisierung der Scheibe mit einem einzigen Grobskalenelement,
das seinerseits in 30 x 30 Feinskalenelemente unterteilt ist. Die 2 kennzeichnet die Un-
terteilung der Scheibe in 3 x 3 Grobskalenelemente, die mit 10 x 10 Feinskalenelementen
hierarchisch verfeinert werden. Die 3 bedeutet, dass die gesamte Struktur mit 5 x 5
Grobskalenelementen diskretisiert wird, wobei diese jeweils mit 6 x 6 Feinskalenelementen
vernetzt werden. Somit haben die Feinskalenelemente in den Zweiskalenanalysen ZSA-N
sowie ZSA-L und die Elemente, die fiir die Ermittlung der FSL verwendet werden, diesel-
ben Abmessungen bzw. charakteristische Gréfle von ca. h, = 0.33 mm.

In Abbildung 8.2 sind links der Rissverlauf in der Scheibe auf den maximalen Hauptspan-
nungen o; und rechts das deformierte Netz in 50-facher Uberhohung dargestellt. Die
Rissnormaldffnung ist 30-fach vergroflert worden. Die Ergebnisse reprisentieren die FSL.
Beide Darstellungen kennzeichnen den Belastungszustand bei v = 0.012 mm, der in Ab-
bildung 8.1 durch Kreuze markiert ist. Es ist deutlich sichtbar, dass sich der gesamte Riss
Offnet. Gleichzeitig nehmen die Spannungen im gesamten Gebiet kontinuierlich ab. Die
Deformationsfigur unterstreicht die korrekte Wiedergabe des strukturellen Versagens, das
durch eine Art Starrkérperverschiebung des Bereiches rechts vom Riss geprégt ist.

Verwendung der Nullrandbedingung (7.3)

Nun folgt die Diskussion der Ergebnisse des Zweiskalenmodells unter Verwendung der
Nullrandbedingung (7.3). In Abbildung 8.3 sind der Rissverlauf auf den maximalen
Hauptspannungen o; und die deformierten Strukturen veranschaulicht, die die ZSA-N
1-3 liefern. Die Uberhohungsfaktoren in den Darstellungen entsprechen den Faktoren,
die bei der Visualisierung der FSL in Abbildung 8.2 benutzt wurden. Dariiber hinaus
wurde zur besseren Darstellung des Risses im unteren Rissbild von Abbildung 8.3 eine
minimale Rissnormal6ffnung definiert. Alle Bilder illustrieren auch hier den Belastungszu-
stand bei v = 0.012 mm, der in Abbildung 8.1 durch Kreuze markiert ist. Die Losung
aus der ZSA-N 1 zeigt, dass die Risskinematik im Zentrum des Grobskalenelementes re-
lativ genau erfasst wird. Zum Rand dieses Elementes hin wird sie allerdings durch die
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Abbildung 8.3: Rissverldaufe auf maximalen Hauptspannungen und deformierte Netze

Nullrandbedingung immer stirker eingeschréinkt. Denn der Riss ist gezwungen, sich auf
diesem Rand zu schlieflen. Infolgedessen kann die duflere Belastung weiter gesteigert wer-
den, was sich in der Zunahme der maximalen Hauptspannung in den Bereichen um die
Rissspitzen herum &duflert. Dies hiitte filschlicherweise die Entstehung weiterer Risse zur
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Abbildung 8.4: Problem und Last-Verschiebungskurven

Folge. Anhand des deformierten Netzes erkennt man, dass die Diskretisierung der Scheibe
mit einem einzigen Grobskalenelement unter Verwendung der Nullrandbedingung unzu-
reichend ist, um den korrekten Versagensmodus abzubilden. Da bei den ZSA-N 2 und 3
mehr Grobskalenelemente zur Diskretisierung der Scheibe verwendet werden, existieren
auch mehr Stellen, an denen der Riss gezwungen ist, sich zu schliefen. Dies fiihrt zu
einer Verschlechterung in der Abbildung der wirklichen Risskinematik. Die Risssegmente
innerhalb der Grobskalenelemente 6ffnen sich immer weniger. Daher ist es nutzlos, dass
die mit der FSL simulierte Starrkérpertranslation des Gebietes rechts vom Riss mit den
feineren Grobskalendiskretisierungen, die den ZSA-N 2 und 3 zugrunde liegen, abgebildet
werden konnte.

Es hat sich gezeigt, dass bei steigender Anzahl von Grobskalenelementen innerhalb des
Feinskalengebietes die Qualitdt der numerischen Losung des Zweiskalenmodells abnimmt,
wenn die Nullrandbedingung (7.3) am Kopplungsrand aufgebracht wird. Die Last-Ver-
schiebungskurven untermauern diese Beobachtung, sieche Abbildung 8.1. Die Struktur-
antworten, die mittels des Zweiskalenmodells berechnet werden, werden mit steigender
Anzahl von Grobskalenelementen immer steifer. Keine gibt das reale entfestigende Struk-
turverhalten wieder. Offensichtlich scheinen die Strukturantworten gegen die elastische
Losung zu konvergieren. Wenn man voraussetzt, dass die gewéhlte Grobskalendiskretisie-
rung nicht a priori die Kinematik der Struktur im elastischen Bereich einschréankt, wird
die Abweichung der Zweiskalenanalyse von der FSL auf Grund von Risswachstum um
so frither eintreten, je mehr Grobskalenelemente im Feinskalengebiet eingesetzt werden.
Letztlich beginnt die Abweichung dann, wenn der Riss zum ersten Mal iiber die Kanten
eines Grobskalenelementes wéchst.

Verwendung der Ubergangsbedingung (7.4)

Im Folgenden wird die Wirkungsweise des Zweiskalenmodells unter Verwendung der Uber-
gangsbedingung (7.4) untersucht, die mit Lagrange-Multiplikatoren realisiert wird. In
Abbildung 8.4 ist auf der linken Seite nochmals das Problem dargestellt. Die FSL
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Abbildung 8.5: Rissverldufe auf maximalen Hauptspannungen und deformierte Netze

wird mit den numerischen Lésungen der Zweiskalenanalysen ZSA-L 1-4 verglichen. Zur
Durchfiihrung der ZSA-L 4 wird die Scheibe mit 5 x 5 Grobskalenelementen vernetzt,
die jeweils mit 6 x 6 Feinskalenelementen unterteilt werden. Der Unterschied zwischen
den Rechennetzen, die durch die Zahlen 3 und 4 gekennzeichnet sind, besteht in der
Diskretisierung der Grobskalenelemente. Fiir die ZSA-L 4 werden nicht mehr gleich grofle
Feinskalenelemente eingesetzt. Die Grofle der Feinskalenelemente ist im unmittelbaren
Bereich der Knoten der Grobskalenelemente vergleichsweise klein.

In Abbildung 8.4 sind die Last-Verschiebungskurven der FSL und der ZSA-L 1-4 veran-
schaulicht. Es ist bemerkenswert, dass die Kurven aus der ZSA-L 1, 2 und 4 identisch der
Kurve aus der FSL sind. Offensichtlich fillt die numerische Antwort aus der ZSA-L 3 aus
dem Rahmen. Die Rissbilder mit der Verteilung der maximalen Hauptspannung o; und
die deformierten Strukturen unterstreichen diese Beobachtung. Sie sind in den Abbildun-
gen 8.5 und 8.6 fiir die Randverschiebung u = 0.012 mm dargestellt. Zur Verbesserung
der bildlichen Darstellungen werden dieselben Uberhéhungsfaktoren eingesetzt, die bei der
Visualisierung der FSL verwendet wurden. Die numerischen Losungen aus den ZSA-L 1,
2 und 4 stimmen mit der FSL exzellent iiberein. Mit der ZSA-L 3 kann die FSL nur bis
zu einem bestimmten Belastungszustand approximiert werden. Danach wird das erzielte
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Abbildung 8.6: Rissverldufe auf maximalen Hauptspannungen und deformierte Netze

Simulationsergebnis unbrauchbar. Dies ist auf folgenden Sachverhalt zuriickzufithren. An
den Knoten der Grobskalenelemente muss die Feinskalenlosung aus Griinden der linearen
Unabhéngigkeit des Gleichungssystems identisch null sein, siehe Kapitel 7.4 und 7.6.1.
Dies betrifft nicht nur die gewhnliche Komponente der Feinskalenlésung, sondern auch
die Komponenten, die mit der Kinematik der Risse und der materiellen Grenzflichen as-
soziiert sind. Wenn also ein Knoten eines Feinskalenelementes gleich dem Knoten eines
Grobskalenelementes ist und sein Support von dem Riss I'c; durchtrennt wird, muss
auch die dazugehorige feinskalige Verschiebungskomponente ﬁj verschwinden. Die Folgen
sind die Behinderung der Risskinematik und damit des Versagensmodus der untersuch-
ten Struktur. In Abbildung 8.6 sind die Knoten der Feinskalenelemente, die nicht mit
der Feinskalenlosung angereichert werden diirfen, mit grauen bzw. schwarzen Punkten
gekennzeichnet. Die Pfeile deuten die unterdriickten Verschiebungen an, die zur genauen
Abbildung der Bewegung der Scheibe fehlen. Erstaunlicherweise geniigt die Behinderung
der Kinematik an einigen wenigen Knoten, um eine zu steife numerische Antwort zu erhal-
ten. Die maximalen Hauptspannungen nehmen lokal im Bereich dieser Knoten wihrend
der gesamten Belastung zu. Das entfestigende Verhalten der Scheibe, das in der FSL sowie
bei den ZSA-L 1, 2 und 4 beobachtet wird, nachdem der Riss die Struktur vollstindig



126 Kapitel 8. Numerische Beispiele: Zweiskalenmodell

durchtrennt hat, kann nicht abgebildet werden. Als Losung fiir dieses Problem wird
vorgeschlagen, den lokalen Trager der feinskaligen Verschiebungen in den kritischen Berei-
chen zu dndern. Der lokale Triger sollte dort durch mehrere Grobskalenelemente gebildet
werden.

In diesem Beispiel interessiert neben der Genauigkeit auch die Effizienz in Bezug auf die
Zweiskalendiskretisierungen, mit denen dieselben Ergebnisse erzielt werden wie mit der
FSL. So nimmt die ZSA-L 1 mehr als das 1.6-fache an Rechenzeit in Anspruch wie die
ZSA-L 2 oder 4, obwohl keine weiteren Lagrange-Parameter als zusétzliche Freiheitsgrade
eingefithrt werden miissen. Dies bestétigt, dass die Substrukturierung die Rechenzeit der
Zweiskalenanalysen verringert. Die Rechenzeit fiir die ZSA-L 4 ist marginal geringer als
fiir die ZSA-L 2. Offensichtlich ist keine weitere Steigerung an Effizienz mehr moglich. Der
Grund hierfiir liegt auf der Hand. Zwar vermindert sich durch die Verfeinerung der Grob-
skalendiskretisierung die Anzahl der feinskaligen Freiheitsgrade pro lokalem Trager. Ins-
gesamt nimmt jedoch die Anzahl aller feinskaligen Freiheitsgrade durch die Verdopplung
der Knoten auf den zusitzlichen Kopplungsrindern zu; und natiirlich auch die Anzahl
der grobskaligen Verschiebungsfreiheitsgrade sowie der Lagrange-Parameter.
Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass man mit dem Zweiskalenmodell bei Ver-
wendung von Lagrange-Multiplikatoren zur Realisierung der Kompatibilitdt der Fein-
skalenlésung an den einzelnen Kopplungsrindern in der Lage ist, die FSL duflerst genau
zu approximieren. Dabei spielt die Grofie der Grobskalenelemente im Bereich des Fein-
skalengebietes keine Rolle, solange die Diskretisierung der Feinskalenlosung aus Elementen
besteht, die in etwa so grofl sind wie die Elemente, die fiir die Gewinnung der FSL
notwendig sind. Wenn ein Grobskalenelement mit nur wenigen Feinskalenelementen ver-
feinert wird, sollte allerdings eine Verdichtung des Feinskalennetzes in Richtung der Knoten
des Grobskalenelementes vorgenommen werden. Damit kann die Wahrscheinlichkeit re-
duziert werden, dass die Kinematik von Diskontinuitdten auf Grund der feinskaligen Null-
16sung an den Knoten der Grobskalenelemente behindert wird. Im Hinblick auf diese
Problematik und die Rechenzeiten, die zur Durchfithrung der Zweiskalenanalysen benotigt
werden, ist fiir dieses Beispiel die Zweiskalendiskretisierung der ZSA-L 2 eine gute Wahl.

8.2 Verbundstruktur unter Zug-Schub-Belastung

Mit diesem Strukturbeispiel wird die Wirkungsweise des Zweiskalenmodells zur numeri-
schen Versagensanalyse von Verbundstrukturen getestet. Hierfiir werden die Ergebnisse,
die mit dem vorgestellten Zweiskalenmodell unter Verwendung der Nebenbedingungen
(7.3) und (7.4) erzielt werden, der FSL gegeniibergestellt. Das Strukturproblem stellt
eine Scheibe dar, die einer kombinierten Zug- und Schubbelastung unterliegt, vergleiche
Beispiel 8.1. Die Scheibe besteht aus einer Betonmatrix, in der zur Verstiarkung vier kreis-
formige Einschliisse aus Textilfaser eingebettet sind. Des Weiteren ist die Scheibe durch
vier spannungsfreie Matrixrisse geschiddigt. In den Simulationen wird das diskontinuier-
liche Versagen der materiellen Grenzflichen sowie das Wachstum der vier spannungsfreien
Matrixrisse beriicksichtigt.

In Abbildung 8.7 ist die 10 x 13.33 x 1 mm? grofie Verbundstruktur mit vier Rissen und
vier runden Textilfasern dargestellt. Es wird ein ebener Verzerrungszustand vorausge-
setzt. Die vier spannungsfreien Risse sind alle horizontal und zirka 0.44 mm lang. Fiir
ihre Modellierung werden die entsprechenden Materialparameter, wie z.B. die Zugfes-
tigkeit und Bruchenergie, vernachlissigbar klein gewéhlt. Die vier Textilfasern haben alle



8.2. Verbundstruktur unter Zug-Schub-Belastung 127

YT TFn;U F[N] F:‘/F7%+F52
. ikl 200 -
- O ZSA-N
150 -
. @
C(? -
o 3_. » 100
_ 50 -
‘ ] ZSA-L FSL
- o O T '%‘ T
| | x 0.0 0005 001 0015 0.02
' 10 " [mm] u [mm]

Abbildung 8.7: Problem und Last-Verschiebungskurven

den Radius r;_4 = 1.20 mm. Im Sinne einer imperfekten Herstellung weichen ihre Mit-
telpunkte in horizontaler Richtung um 0.20 mm von der vertikalen Mittelachse der Scheibe
ab. Die Fasergeometrie wird durch eine einzige Level Set Funktion ¢,, beschrieben, die
aus den vier Level Set Funktionen ¢y, ; zur Darstellung der vier Textilfasern generiert
wird, vergleiche Beispiele 6.4 und 6.5. Die linken Rissspitzen x.; sowie die Mittelpunkte
xo,; der Textilfasern werden beziiglich der linken unteren Scheibenecke angegeben. Sie
ist der Ursprung des globalen Koordinatensystems, dessen x- und y-Achsen entlang der
unteren bzw. linken Kanten der Scheibe verlaufen. Es folgen die Koordinaten in der
Einheit Millimeter fiir die Lokalisierung der Risse und der Fasern: x.; = (6.67 2.11),
Xeo = (6.67 5.44), x5 = (3.33 5.89) sowie x.4 = (2.89 11.22); x0; = (5.00 1.66),
X2 = (4.80 5.00), x5 = (5.20 8.33) sowie x¢4 = (5.00 11.66). Die Benennung der Risse
und der Fasern ist in Abbildung 8.7 angegeben. Die elastischen Eigenschaften der Beton-
matrix und der Fasern sind in Beispiel 6.4 spezifiziert. Die Zugfestigkeit und Bruchenergie
sowie alle anderen Parameter, die in das Kohésivzonenmodell fiir einen Grenzflachenriss
bzw. Matrixriss eingehen, sind in den Beispielen 6.4 und 6.5 aufgefiihrt.

Zur Berechnung der FSL wird die Scheibe mit 45 x 60 Elementen diskretisiert. Fiir die
Zweiskalenanalysen wird die gesamte Struktur mit 3 x 4 Grobskalenelementen vernetzt,
die jeweils mit 15 x 15 Feinskalenelementen hierarchisch verfeinert werden. Die Elemente
zur Ermittlung der FSL und die Feinskalenelemente haben damit dieselbe charakteristi-
sche Grofle von etwa h, = 0.22 mm. Die Zweiskalenanalyse, die mit dem vorgestellten
Zweiskalenmodell unter Verwendung der Nullrandbedingung (7.3) durchgefiihrt wird, wird
als ZSA-N bezeichnet. Bei Verwendung der Ubergangsbedingung (7.4), die mit Lagrange-
Multiplikatoren realisiert wird, wird wieder von der ZSA-L gesprochen.

In Abbildung 8.7 sind die entsprechenden Last-Verschiebungskurven dargestellt. Mit Aus-
nahme des Anfangsbereiches ist die Losung der ZSA-N zu steif und weit entfernt von der
Referenzlosung FSL. Das Ergebnis aus der ZSA-L ist praktisch identisch mit der FSL.
Dies gilt nicht nur fiir den vorkritischen Bereich, sondern auch in Bezug auf die Trag-
last und den Nachbruchbereich. Zur Darstellung des simulierten Bruchverhaltens werden
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Abbildung 8.8: Rissverldufe und deformierte Netze zum Belastungszeitpunkt 1

zwei charakteristische Belastungszeitpunkte ausgewéhlt. Sie sind in Abbildung 8.7 durch
Kreuze markiert. Damit sehr wenig geoffnete Zugrisse oder Schubrisse in den Rissbildern
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Abbildung 8.9: Rissverldufe und deformierte Netze zum Belastungszeitpunkt 2

sichtbar werden, wird ein unterer Grenzwert der Rissnormal6ffnung definiert.
In Abbildung 8.8 sind die Rissverldufe und die deformierten Netze in 2000-facher Uberho-
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hung fiir den Belastungszeitpunkt 1 dargestellt. Zur besseren Veranschaulichung wird die
Rissnormal&ffnung 1200-fach vergrofert. Anhand der Bilder erkennt man, dass die Fasern
begonnen haben, sich von der Betonmatrix abzultsen. Da die Schubfestigkeit der ma-
teriellen Grenzflichen doppelt so grof} ist wie ihre Zugfestigkeit, entwickelte sich zunéchst
Mode-I dominiertes Versagen, vergleiche Beispiel 6.4. Die Matrixrisse sind entsprechend
dem hauptspannungsbasierten Kriterium in leichter Neigung zur Horizontalen nur wenig
beziehungsweise gar nicht fortgeschritten. Mit Ausnahme der Rissbereiche zeigen die de-
formierten Netze eine gleichmiflige Verformung der Scheibe, was auf die Lokalitit des
Versagenszustandes hinweist. Die Rissbilder und die deformierten Netze, die die ZSA-L
und die ZSA-N liefern, stimmen sehr gut mit der FSL iiberein. Der Einfluss der Nebenbe-
dingung macht sich zum Belastungszeitpunkt 1, bei dem das Versagen der Scheibe sehr
lokal stattfindet, kaum bemerkbar. Offensichtlich spielt die Qualitit des Informationsaus-
tausches zwischen zwei Teilbereichen des Feinskalengebietes eine untergeordnete Rolle,
solange das Materialverhalten elastisch bleibt oder das strukturelle Versagen noch als
lokal bezeichnet werden kann. Die Last-Verschiebungskurven der FSL, der ZSA-L sowie
der ZSA-N unterstreichen die hohe Ubereinstimmung der numerischen Losungen fiir einen
Belastungsbereich, der ungefihr am Punkt 1 endet, siehe Abbildung 8.7.

Punkt 2 kennzeichnet einen Belastungszustand nach Erreichen der Traglast. Fiir diesen
Zustand sind die Rissbilder und die deformierten Netze in Abbildung 8.9 dargestellt.
Die Deformationsfiguren sind 40-fach iiberhéht abgebildet. Die Rissnormaléffnungen sind
fiir die FSL sowie die ZSA-L in 20-facher Uberhdhung und fiir die ZSA-N in 100-facher
Uberhohung gezeigt. Anhand der FSL kann man erkennen, dass die Lokalisierung der De-
formation innerhalb eines einzigen durchgehenden Risses stattfindet. Dieser Riss entstand
aus der Koaleszenz zweier Matrixrisse mit einem Grenzflichenriss. Infolgedessen horen
alle anderen Risse, seien es Matrix- oder Grenzflichenrisse, zu wachsen auf und schlieflen
sich. Sie tragen damit nicht mehr zur Dissipation der Struktur bei. Sowohl das Rissbild
als auch die deformierte Struktur, die mit der ZSA-L gewonnen wurden, entsprechen be-
merkenswert gut der FSL. Die Ergebnisse aus der ZSA-N weichen jedoch stark von den
Referenzldsungen ab. Wie bei der FSL und der ZSA-L ist ein kontinuierlicher Riss auszu-
machen, der die Scheibe mit leichter Neigung gegen die Horizontale komplett durchtrennt.
Da der Riss aber auf Grund der Nullrandbedingung gezwungen wird, sich an den Kanten
der Grobskalenelemente zu schlielen, findet keine Entlastung in den zwei Strukturberei-
chen oberhalb und unterhalb statt. Infolgedessen wachsen die anderen Matrixrisse, bis
sie schliefllich an den Réndern der Scheibe angekommen sind. Auch die Grenzflichen-
risse schreiten fort und tragen weiterhin zur Dissipation der Struktur bei. Die berechnete
Strukturantwort fillt daher viel zu steif aus, siche Abbildung 8.7. Sogar der Anstieg der
dufleren Belastung ist moglich. Damit hat sich gezeigt, dass die ZSA-N nicht in der Lage
ist, lokalisiertes Versagen mit mehrskaligem Charakter zu modellieren.

8.3 Dreipunktgestiitzter Biegebalken

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des Zweiskalenmodells anhand eines gekerbten
Betonbalkens unter Biegebeanspruchung diskutiert. Im Rahmen des Zweiskalenmodells
werden die Nebenbedingungen (7.3) und (7.4) verwendet. Die dazugehorigen numerischen
Analysen werden als ZSA-N beziehungsweise ZSA-L bezeichnet und mit der Referenz-
16sung FSL verglichen. Alle Simulationen werden verschiebungskontrolliert durchgefiihrt.
Der gekerbte Biegebalken wurde von John & Shah [89] dazu benutzt, analytisch und expe-
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Abbildung 8.10: Problem und Last-Verschiebungskurven

rimentell Mode-I und Mixed-Mode Versagen von Beton unter statischer und dynamischer
Belastung zu untersuchen. In der vorliegenden Arbeit sollen mit Hilfe der experimentellen
Ergebnisse Aussagen iiber die Qualitit der erzielten Simulationsergebnisse getroffen wer-
den, siehe auch Belytschko, Organ & Gerlach [20], Ruiz, Pandolfi & Ortiz [158] und
Mariani & Perego [105]. Der Versagensmodus des Balkens héngt mafigeblich von der
Lage der vertikalen Kerbe ab. In diesem Beispiel wird eine Konfiguration gewihlt, die zu
Mixed-Mode Versagen fiihrt.

In Abbildung 8.10 ist der 203.2 x 76.2 x 25.4 mm?® groe Balken dargestellt. Er liegt auf
zwei starren Lagern auf und wird in der Mitte seines oberen Randes mit einer vertikalen
Einzelkraft belastet. Zur Modellierung der 19.05 mm langen Kerbe wird ein spannungs-
freier Riss eingefiihrt, der sich im Abstand von 30.48 mm rechts vom linken Lager befindet.
Dieser Abstand entspricht dem 0.3-fachen der halben Balkenldnge. Zur Approximation
des spannungsfreien Risses werden die Materialparameter, wie z.B. die Zugfestigkeit und
die Bruchenergie, sehr klein gewédhlt. Es sei darauf hingewiesen, dass der Grund fiir
die unrunden Zahlenwerte die Umrechnung der Versuchs-Einheit Zoll in die Simulations-
Einheit Millimeter ist. In John & Shah [89] ist fiir das vorgestellte Problem kein Last-
Verschiebungsdiagramm, sondern nur die Traglast von zirka 2.5 kN angegeben. In den
Versuchen wurde ein Balken verwendet, der etwas iiber die Lager hinausragte. In den nu-
merischen Modellen werden diese kurzen Kragbereiche vernachléssigt, so dass der Balken
an den Lagern endet. Es wird ausschlief$lich der spannungsfreie Riss zur Modellierung der
Kerbe verfolgt. Des Weiteren wird ein ebener Spannungszustand vorausgesetzt.

Die Materialeigenschaften des Betons sind durch den Elastizititsmodul £ = 30000 N /mm?
und die Querkontraktionszahl v = 0.2 gekennzeichnet. Der Wert des Elastizitdtsmoduls
resultiert aus Versuchen, die von John & Shah [89] mit kleinen Verzerrungsraten durchge-
fiihrt wurden. Die Zugfestigkeit des Betons wird als f; = 3.0 N/mm? angenommen. Die
Bruchenergie wurde unter Anwendung einer Rechenregel mit entsprechenden Materialpa-
rametern, die in Belytschko, Organ & Gerlach [20] angegeben sind, zu Gy = 0.13 N/mm
spezifiziert. Die Steifigkeit in tangentialer Rissrichtung betrigt d = 1.0 N/mm?®. Sie
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Abbildung 8.11: Experimentelle Rissmuster [89]

bleibt wihrend des Rissoffnungsprozesses konstant, weil fiir den Parameter hy = 0.0/mm
gelten soll.

Zur Berechnung der FSL wird das Balkengebiet mit 90 x 32 Finiten Elementen diskreti-
siert. Fiir die Durchfiihrung der beiden Zweiskalenanalysen wird die Balkenstruktur mit
6 x 2 Grobskalenelementen vernetzt, die jeweils mit 15 x 16 Feinskalenelementen hierar-
chisch verfeinert werden. Die Elemente zur Ermittlung der FSL und die Feinskalenele-
mente haben damit dieselbe charakteristische Grofle von ungefdhr A, = 2.32 mm. Es sei
darauf hingewiesen, dass in diesem Testbeispiel die Rissrichtung entsprechend der Version
des hauptspannungsbasierten Kriteriums von Mergheim, Kuhl & Steinmann [111] ermit-
telt wurde und folgende kleine Anderungen vorgenommen worden sind:

Die Rissrichtung wird als die Richtung derjenigen , nicht-lokalen® Hauptspannung angenom-
men, die am wenigsten von der Richtung des letzten Risssegmentes abweicht. Zusétzlich
soll die Differenz des Winkels der Risssegmente in zwei benachbarten Elementen maximal
30° betragen. Die Beschrinkung der Winkelabweichung zweier benachbarter Risssegmente
wurde ebenso von Dumstorff, Mosler & Meschke [46] bei der numerischen Versagensana-
lyse eines in der Mittelachse gekerbten Biegebalkens vorgeschlagen, um eine physikalisch
sinnvolle Rissrichtung zu erhalten. Die Motivation hierfiir lieferte die Beobachtung, dass
die Richtung der urspriinglich minimalen Hauptspannung bei einem bestimmten Versa-
genszustand zur Richtung der maximalen Hauptspannung wurde. In Gasser & Holzapfel
[61] wurde auf die Problematik bei der Ermittlung der Rissrichtung im Falle gleichwertiger
Hauptspannungen hingewiesen und eingegangen.

Abbildung 8.12 zeigt die numerisch ermittelten Rissverldufe der FSL und der ZSA-L in
8-facher Uberhohung sowie der ZSA-N in 800-facher Uberhéhung. Zur besseren Visu-
alisierung wurde eine minimale Rissnormaltffnung definiert. Der dazugehédrige Belas-
tungszustand ist im Last-Verschiebungsdiagramm 8.10 durch ein Kreuz markiert. Die
Rissbilder aus der ZSA-L und der FSL stimmen in hohem Mafle {iberein. Das Rissbild,
das mit der ZSA-N gewonnen wurde, fillt aus dem Rahmen. An dieser Stelle sei auf
die Beispiele 8.1 und 8.2 hingewiesen, wo das Zweiskalenmodell unter Verwendung der
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Abbildung 8.12: Numerisch ermittelte Rissverldufe

Nullrandbedingung (7.3) wenigstens den Rissverlauf vergleichsweise gut erfassen konnte.
In Abbildung 8.11 sind die Rissmuster dargestellt, die sich aus den Versuchen von John
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Abbildung 8.13: Deformierte Strukturen

& Shah [89] ergaben. Dabei hat der Abstand der Kerbe vom linken Auflager das 0.28-
fache der halben Balkenldnge betragen. Der Vergleich der Rissmuster mit den numerisch
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ermittelten Rissverldufen dokumentiert die hohe Qualitit der FSL und der ZSA-L. Diese
Aussage wird durch die folgenden zwei Beobachtungen motiviert. In den Versuchen ent-
wickelten sich relativ gerade Risse, die in Bezug auf die Horizontale einen Winkel von
60° aufwiesen. Im Endbereich der Risse kann man eine leichte Kriimmung erkennen.
In den beiden Simulationen zeigt sich dieselbe Risscharakteristik. Der anféngliche Riss-
winkel betrigt ungefihr 55° und weicht damit kaum vom experimentell ermittelten Riss-
winkel ab. Dariiber hinaus wird die leichte Kriimmung des Risses in seinem Endbereich
wiedergegeben. Die Losung aus der ZSA-N ist weit entfernt vom wirklichen Rissverlauf.
Der Riss verlduft viel zu flach.

In Abbildung 8.13 sind die deformierten Strukturen dargestellt. Man erkennt die grofle
Ubereinstimmung der Ergebnisse aus der FSL und der ZSA-L, die in 40-facher Uberho-
hung illustriert sind. Anhand der beiden Darstellungen ldsst sich sehr schon die Schub-
deformation visualisieren, die im Riss lokalisiert ist. Die Verschiebungsfigur des Balkens
aus der ZSA-N in 100-facher Uberhdhung veranschaulicht, dass die Behinderung der Riss-
kinematik den Versagensmodus der Struktur enorm verfilscht. Da nutzt es nichts, dass
die gewidhlte Grobskalendiskretisierung wahrscheinlich fein genug ist, um die elastischen
Verformungen der ungekerbten Struktur ausreichend genau erfassen zu koénnen.

Die Last-Verschiebungskurven in Abbildung 8.10 unterstreichen die Beobachtungen, die
anhand der Rissverldufe und der deformierten Netze angestellt wurden. Die Ergebnisse
aus der FSL und der ZSA-L stimmen in Bezug auf den vorkritischen Bereich, die Trag-
last und den Nachbruchbereich sehr gut iiberein. Die Traglast, die von John & Shah
[89] angegeben wurde, wird allerdings in beiden Simulationen etwas iiberschitzt. Die
ZSA-N kann in diesem Beispiel nicht einmal das Verhalten des Balkens im anfinglichen
Belastungsbereich zufriedenstellend wiedergeben. Die Hauptursache hierfiir ist die Mo-
dellierung der Kerbe mit einem Riss, der sich an der Balkenunterseite schlieflen muss.
Der Grund fiir die RissschlieBung wird zur Erinnerung nochmals kurz erldutert. Zur
Steigerung der Effizienz und Vereinfachung der Implementierung des Zweiskalenmodells
wird bei Verwendung der Nullrandbedingung (7.3) die Feinskalenlosung gezwungen, an
jeder Kante eines Grobskalenelementes zu verschwinden. Dies gilt natiirlich auch fiir die
Elementkanten, die den unteren Rand des Balkens diskretisieren.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die diskontinuierliche Modellierung von Versagen
ein- und zweiphasiger Materialien in 2D. Dabei werden statische Belastungen und eine
geometrisch lineare Theorie angenommen. Im Mittelpunkt der Untersuchungen stehen
unbewehrte und bewehrte kohiisive Reibungsmaterialien. Zunéchst werden drei typische
Skalenbereiche am Beispiel von textilbewehrtem Beton spezifiziert, um den gesamten ska-
leniibergreifenden Versagensprozess anschaulich erldutern zu kénnen. Auflerdem soll die
Spezifizierung bei der Wahl einer geeigneten Modellierungsstrategie helfen. Zur diskon-
tinuierlichen Modellierung von Festkorperversagen im Rahmen der Kohésivzonentheo-
rie wird auf einen kontinuumsmechanischen Ansatz zuriickgegriffen, der auf einer Er-
weiterung der gewohnlichen kinematischen Festkorperbeschreibung basiert. Nachdem der
Bewegungsablauf eines Korpers mit verschiedenartigen internen Flichen diskutiert wurde,
werden grundlegende Gleichgewichtsaussagen formuliert. Die korperinternen Fléchen
stellen aus folgendem Grund nicht nur Diskontinuitéiten im Sinne von kohésiven Ris-
sen zur Modellierung schmaler Versagenszonen, sondern auch im Sinne von materiellen
Grenzflichen dar. In der vorliegenden Arbeit soll das Materialverhalten sowohl auf der
makro- als auch auf der mesoskopischen Beobachtungsebene modelliert werden. Bei der
mesoskopischen Betrachtungsweise von zweiphasigen Materialien werden die beiden kon-
stituierenden Werkstoffe diskret abgebildet. Infolgedessen miissen auch die kinematischen
Erfordernisse von materiellen Grenzflichen beriicksichtigt werden.

Zur Diskretisierung lokalisierter Versagensformen werden unterschiedliche Finite Element
Verfahren aufgezeigt. Es wird die erweiterte Finite Element Methode (X-FEM) aus-
gewdhlt, die bei fixem Rechennetz qualitativ hochwertige Losungen liefert. Die Umsetzung
der erweiterten Verschiebungsformulierung mittels der X-FEM ermoglicht, auf gewéhn-
liche Vorgehensweisen bei der Modellierung von materiellen Grenzflichen verzichten zu
konnen. So miissen keine speziellen Anforderungen an die Diskretisierung der untersuch-
ten Verbundstruktur gestellt werden oder a priori diskontinuierliche Interface-Elemente
in das numerische Modell eingefiihrt werden. Mit der vorgestellten Weiterentwicklung
der X-FEM konnen in den mesomechanischen Analysen materielle Grenzflichen und
diskrete Risse auf elegante und konsequente Art und Weise diskretisiert werden. Genauer
gesagt wird der Einsatz der X-FEM zur numerischen Losung von Randwertproblemen
ermoglicht, die sich sowohl durch die Existenz von Rissen, als auch von Grenzflichen zwi-
schen zwei anfianglich perfekt verbundenen Materialien auszeichnen. In diesem Zusam-
menhang stellen die Ausfithrungen zur Behandlung von Grenzflichenrissen den Schwer-
punkt der Weiterentwicklung dar. Zur Steigerung der Stabilitit der Formulierung bei
mehrfacher Rissbildung innerhalb von Festkorperphasen werden Abschirmzonen einge-
fiihrt, in denen die Entstehung neuer Risse unterdriickt wird.

137
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Ein weiterer zentraler Punkt dieser Arbeit ist die thermodynamisch konsistente Ver-
wendung und Modifikation von Materialmodellen vom Traktions-Verschiebungssprung-
Typ, mit denen inelastisches Materialverhalten approximiert wird. Zur Beschreibung
des elastischen Bereiches vor der Rissinitiierung werden klassische kontinuumsmecha-
nische Konstitutivgesetze eingesetzt. Es wird angenommen, dass das Versagen kohési-
ver Reibungsmaterialien bei Erreichen einer kritischen Hauptzugspannung beginnt. Zur
Erfassung der Versagensmechanismen wird ein schidigungsbasiertes Konstitutivgesetz
vom Mode-I Typ hergeleitet. Bei den mesoskopischen Analysen von textilbewehrtem
Beton muss das Versagen von adhésiven materiellen Grenzflichen modelliert werden.
Dieses Abloseversagen wird hiufig durch die kombinierte Beanspruchung in Form von
Zug- und Schubspannungen ausgeldst. Energie wird folglich nicht nur in Mode-I, son-
dern auch in Mode-II dissipiert. Zur realitdtsnahen Modellierung wird ein schidigungs-
basiertes Konstitutivgesetz vom Mixed-Mode Typ herangezogen. Bei der Entstehung
eines reinen Schubrisses in druckbelasteten materiellen Grenzflichen liegt ein Kontakt-
problem vor, das mittels verschiedener Ansitze gelost werden kann. Die Penetration
beider Rissufer wird in dieser Arbeit durch die Anwendung einer Penalty-Methode quasi
konstitutiv verhindert. Ein alternativer Ansatz auf Basis einer speziellen diskontinuier-
lichen Anreicherung des Verschiebungsfeldes wird kurz skizziert, aber nicht umgesetzt.
Die Herleitung der zwei Materialmodelle zur Beschreibung von kohésiven Rissen in quasi-
sproden Materialien und adhésiven materiellen Grenzflichen griindet auf der Aufteilung
des Verschiebungssprunges am Riss in charakteristische Komponenten. Entsprechend
dem herkémmlichen Vorgehen wird die Aufteilung in den Normal- und Tangentialanteil
des Verschiebungssprunges durchgefiihrt. Versagensinduziertes anisotropes Materialver-
halten kann damit auf natiirliche Art und Weise modelliert werden.

Die durchgefiihrte Simulation eines Stahlbetontragwerks unter Biegebeanspruchung be-
ruht auf einer makroskopischen Betrachtungsweise. Zur Erfassung des Materialverhaltens
wird im Rahmen einer verschmierten Bewehrungsmodellierung auf Basis der Mischungs-
theorie ein Konstitutivgesetz entwickelt, mit dem nicht nur das entfestigende Verhalten
von Beton, sondern auch das duktile Verhalten der Bewehrung aus Stahl erfasst wer-
den kann. Hierfiir werden zwei geeignete Traktions-Verschiebungssprung-Modelle kom-
biniert. Es wird die Annahme getroffen, dass sich plastische Deformationen ausschlieflich
in einem Riss entwickeln. Diese Annahme l&sst sich durch die im Vergleich zu Beton
hoéhere Festigkeit von Stahl physikalisch motivieren. Erst reifit die Betonmatrix, dann
fliet die Stahlbewehrung. Folglich wird zur Ermittlung der Rissrichtung das Kriteri-
um fiir Beton verwendet. Da das Verbundmaterial zum Grofiteil aus Beton besteht,
darf bei der Homogenisierung auf die Abminderung des volumetrischen Anteils des Be-
tons um den Anteil der Stahlbewehrung verzichtet werden. Zur phdnomenologischen
Beschreibung der irreversiblen Deformationen, die in der Stahlbewehrung bei Erreichen
der Fliefigrenze entstehen, wird ein plastizititsbasiertes Konstitutivgesetz eingesetzt. Die
Modellierung der Bewehrung als eine Schar von ausgerichteten eindimensionalen Stabele-
menten, die nur in axialer Richtung wirken, erfordert eine Projektion zur Ermittlung des
Verschiebungssprunges in Stabrichtung.

In Verbindung mit der bruchmechanischen Materialformulierung steht die Diskussion der
oben angesprochenen Versagenskriterien, mit denen die Rissentstehung beziehungsweise
der Rissfortschritt definiert werden kénnen. Es werden Versagenskriterien eingesetzt, die
in lokalen Spannungsgréflen formuliert sind. Bei kohésiven Materialien wird das Rankine
Kriterium verwendet. Der Beginn des Versagens materieller Grenzflichen wird durch ein
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Kriterium definiert, mit dem die Interaktion von Zug- und Schubbelastung beriicksichtigt
wird. Die Orientierung eines Grenzflichenrisses ist durch den bekannten Normalenvek-
tor der Grenzfliche vorgegeben. Die Rissrichtung in kohésiven Materialien wird iiber ein
nicht-lokales spannungsbasiertes Kriterium ermittelt.

Zur geometrischen Beschreibung von materiellen Grenzflichen und diskreten Rissen wer-
den verschiedene Level Set Techniken verwendet. Die Anwendung des erweiterten Finite
Element Modells garantiert exakte numerische Losungen, ohne dass die Diskretisierung
des Randwertproblems an die Lage und die Geometrie der internen Fléchen angepasst wer-
den muss. Die Kombination dieses Modells mit der Level Set Technik zur geometrischen
Beschreibung materieller Grenzflichen liefert bei der Suche nach einer optimalen Struk-
tur, bei der der Entwurfsraum vorgegeben und die Materialverteilung variabel ist, ein
hohes Maf} an Flexibilitdt. Auflerdem ist bemerkenswert, dass die geometrische Beschrei-
bung der internen Fléchen mit Level Set Funktionen bei der Definition und Konstruktion
von Anreicherungsfunktionen genutzt wird. Diese Funktionen werden zur Erfiillung der
entsprechenden kinematischen Erfordernisse und daher auch im erweiterten Finite Ele-
ment Modell benotigt.

Ein wesentlicher Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Einbettung der bereitgestellten Me-
thodik in ein geeignetes Mehrskalenmodell. Zunéchst werden einige Mehrskalenkonzepte
skizziert und klassifiziert. Dabei wird zwischen homogenisierungsbasierten, hierarchi-
schen und Partition of Unity-basierten Ansitzen unterschieden. Im Fokus dieser Uber-
sicht ist die Anwendbarkeit der Ansétze auf die Probleme, die im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit untersucht werden sollen. Es wird herausgestellt, dass klassische Ho-
mogenisierungsverfahren, die auf der Giiltigkeit der Skalenseparation basieren, bei Ver-
sagen mit mehrskaligem Charakter nicht verwendet werden konnen. Deshalb wird ein
Zweiskalenkonzept verwendet, das primér zur Klasse der hierarchischen Mehrskalenme-
thoden gezédhlt werden kann, aber durch die Einbettung der bereitgestellten Methodik
auch das Konzept der Partition of Unity aufgreift. Das hierarchische Zweiskalenkonzept
basiert auf der Aufteilung der Gesamtlésung in eine grob- und eine feinskalige Kompo-
nente in Kombination mit der rdumlichen Zerlegung des Feinskalengebietes. Der grob-
skalige Losungsanteil spiegelt die mittlere Verschiebung eines materiellen Punktes wider.
Der feinskalige Anteil wird in weitere Komponenten zerlegt, die Fluktuationen auf Grund
von Heterogenitéiten in Form von materiellen Grenzflichen und Rissen représentieren. In
dieser Arbeit wird die Summendekomposition der Losung im gesamten Gebiet der unter-
suchten Strukturen vorgenommen. Die grobskalige Losung wird mit gew6hnlichen Finiten
Elementen approximiert. Zur numerischen Modellierung der feinskaligen Losung wer-
den erweiterte Finite Elemente verwendet, mit denen die Grobskalenlésung hierarchisch
verfeinert wird. Im Rahmen der Zerlegung des Feinskalengebietes fungieren die Grob-
skalenelemente als lokale Tréger der Feinskalenlosung. Infolgedessen miissen am Rand der
Grobskalenelemente Nebenbedingungen formuliert werden. Neben der Verwendung der
Nullrandbedingung wird eine Ubergangsbedingung mittels der Lagrange-Multiplikator-
Methode umgesetzt, um die Kompatibilitit der feinskaligen Losung am Rand der Grob-
skalenelemente zu erfiillen. Diese Ubergangsbedingung liefert im Gegensatz zur Null-
randbedingung duflerst gute Ergebnisse bei Versagen mit mehrskaligem Charakter.
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9.2 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird die Wirkungsweise des hergeleiteten erweiterten Finite
Element Modells anhand von ein- und zweiphasigen Festkorpern unter Annahme ebener
Verzerrungs- oder Spannungszustinde getestet und fiir hochwertig erachtet. Bei mehrfa-
cher Rissbildung innerhalb von Festkorperphasen werden Abschirmzonen eingefiihrt, in
denen die Entstehung neuer Risse unterdriickt wird. Genauere Untersuchungen zur Aus-
dehnung dieser Zone und deren modellspezifischen oder physikalischen Bedeutung sind
wiinschenswert.

Das erweiterte Finite Element Modell ermd&glicht die sukzessive Einfiihrung von Rissseg-
menten, so dass auf die Verwendung von kiinstlich hohen elastischen Steifigkeiten mit fol-
gender Ausnahme verzichtet werden kann. Bei der diskontinuierlichen Modellierung von
Versagen adhésiver materieller Grenzflichen unter Druckbelastung wird eine hohe elasti-
sche Steifigkeit als eine Art Penalty-Parameter zur Verhinderung der gegenseitigen Pene-
tration der Rissufer benutzt. Im Rahmen weiterfiihrender Arbeiten sollte iiberpriift wer-
den, welche Auswirkungen der Wert dieses Parameters auf die Qualitdt der numerischen
Losung hat. In diesem Zusammenhang kann untersucht werden, ob beispielsweise nicht
die direkte Beriicksichtigung der Kinematik des druckbeanspruchten Grenzflichenrisses
als Gleitflichenriss im Ansatz fiir die diskontinuierliche Verschiebungskomponente die zu
bevorzugende Alternative darstellt.

Die erstrebenswerte Erweiterung des Anwendungsspektrums des bereitgestellten Finite
Element Modells kann durch die Dreidimensionalisierung seiner numerischen Umsetzung
erreicht werden. Die zugrunde liegenden Gleichungen werden dreidimensional formuliert,
so dass die Implementierung im Rahmen dreidimensionaler Finiter Kontinuumselemente
mittels direkter Erginzungen relativ unproblematisch sein wird. Das Hauptproblem
diirfte die Behandlung von Matrixrissen sein, die in beliebiger Form innerhalb des Mate-
rials fortschreiten. Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Problem bei Grenzflichenrissen
mit vordefinierter Geometrie nicht existiert. Zur Erfassung der Geometrie von Matrixris-
sen sind in der Literatur verschiedene Konzepte vorgestellt worden. Im Hinblick auf eine
konsequente Weiterfithrung dieser Arbeit liegt es nahe, die Level Set Methode (LSM) zur
geometrischen Beschreibung solcher Risse und zur erfolgreichen Losung dieses Problems
zu verwenden.

Auch das vorgestellte hierarchische Zweiskalenmodell wird dreidimensional formuliert,
aber nur fiir die numerische Losung von zweidimensionalen Problemen umgesetzt. Die
Dreidimensionalisierung seiner Implementierung ist wiinschenswert. Eine Besonderheit
ist die Diskretisierung der Feinskalenlosung mittels des hergeleiteten erweiterten Finite
Element Modells. Obwohl in der Beschreibung des Zweiskalenmodells die physikalische
Lokalitdt materiellen Versagens ausgenutzt wird, wird in den numerischen Beispielen da-
rauf verzichtet. Stattdessen wird a priori das gesamte Strukturgebiet als Feinskalengebiet
deklariert. Die dem Zweiskalenmodell immanente Moglichkeit, bei der Definition des
Feinskalengebietes auf einfache Art und Weise adaptiv vorgehen zu koénnen, wird nicht
ausgeschopft. Infolgedessen werden auch keine Untersuchungen iiber die Effizienz des
Zweiskalenmodells im Vergleich zum entsprechenden Einskalenmodell durchgefiihrt. Im
Vordergrund der Untersuchungen steht die grundsétzliche Wirkungsweise des Zweiskalen-
modells bei Verwendung einer Rand- und einer Ubergangsbedingung als Nebenbedingun-
gen, die im Rahmen der Zerlegung des Feinskalengebietes benotigt werden. In diesem
Zusammenhang konnen sich zukiinftige Untersuchungen mit der Aufspaltung der Uber-
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gangsbedingung im Falle von Diskontinuitéiten beschéftigen, die ohne Versatz iiber den
Kopplungsrand benachbarter Feinskalenteilgebiete hinweg verlaufen. Dabei ist nicht mehr
die Kontinuitéit der feinskaligen Losung in einem additiven Sinn, sondern jeder ihrer Kom-
ponenten (4, Xy,;0; und Xc,jl:lj) gefordert. Weiterfiihrende Arbeiten kénnen sich mit der
Anwendung der adaptiven Ausdehnung des Zweiskalengebietes sowie mit Untersuchungen
iiber die Effizienz des Zweiskalenmodells beschiftigen. Die Klirung der Effizienz-Frage
stellt einen duflerst wichtigen Punkt dar. Potentielle zukiinftige Problemstellungen, die
das Zweiskalenmodell betreffen, finden sich auch an entsprechenden Stellen in dieser Ar-
beit.

Die Losung aller numerischen Beispiele erfolgt in dieser Arbeit mit Hilfe des Finite Ele-
ment Programms CCARAT des Instituts fiir Baustatik und Baudynamik der Univer-
sitdt Stuttgart. Hierfiir miissen umfangreiche Ergdnzungen zum vorhandenen Finite Ele-
ment Programm vorgenommen werden. Zur Verkiirzung der Rechenzeiten ist es sinnvoll,
neben der Anwendung des Zweiskalenmodells anstelle eines einzigen, mehrere Prozessoren
einzusetzen. Dies erfordert die Parallelisierung der numerischen Algorithmen, die sich ins-
besondere bei Anwendung des Zweiskalenmodells anbietet.
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Anhang A

Notation & Tensorrechnung

In folgendem Abschnitt wird auf die verwendete Notation eingegangen. Dazu werden
Grundlagen der Tensorrechnung und weiterer Rechenregeln diskutiert. Alle Darstellun-
gen beziehen sich auf den eigentlich Euklidschen Vektorraum V? und den zugehorigen
dyadischen Produktraum V?* @ V* ® --- ® V* (n-mal) der Ordnung n.

Notation

In der vorliegenden Arbeit wird ausschlieflich die direkte Tensorschreibweise benutzt.
Zur Verdeutlichung der Rechenoperation wird die Indexnotation herangezogen. Es gilt
folgende Notation,

a = a A = Aijei®ej

(A1)
a = a€; A = Ajjre; @ej Qe e

wobei ein Skalar a mit Kleinbuchstaben, ein Vektor a mit fetten Kleinbuchstaben, ein
zweistufiger Tensor A mit fetten Groflbuchstaben und hoéherwertige Tensoren A mit
kalligrafischen Grofbuchstaben bezeichnet werden. Auf die Darstellung der zugehorigen
Basisvektoren e; ; wird verzichtet.

Skalare Produkte

Skalare Produkte von Vektoren und Tensoren werden durch die Operatoren -,:,: und
;. gekennzeichnet. Die Anzahl der Punkte k£ bestimmt die Stufe der Verjiingung. Ein
Skalarprodukt zweier Tensoren der Ordnung n und m fiihrt auf einen Tensor der Ordnung
n + m — 2k, vergleiche die folgenden Beispiele.

c = a-b = aibi ¢ = € = A-b = Aijbj
¢c = A:B = AijBij ¢ = ¢ = AB = AijkBjk (A2)

c = AZZB = Aijleijkl Cij = C = AB = Aijlekl

Dyadische Produkte
Ein dyadisches Produkt zweier Tensoren der Ordnung n und m wird durch das Symbol
® gekennzeichnet und erzeugt neue Tensoren der Ordnung n + m.

Cii = C = a®b = aibj Cijkl =C = A®b = Aijkbl
Cijp = C = ARb = A;b Cijmp = C = A®B = A;By

(A.3)

Fundamentaltensoren
Der zweistufige Einheitstensor 1 und der vierstufige Einheitstensor Z lassen sich mit Hilfe
des Kronecker Deltas d;; folgendermaflen angeben,

1=0; Z =TZijp = 0ir0j (A4)
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wobei d;; = 1 fiir : = j und ¢;; = 0 fiir 7 # j gilt.

Spezielle Tensoren
Die Transponierte eines Tensors ldsst sich durch Vertauschen der Indizes bestimmen. In
dieser Arbeit wird die Transponierte eines Tensors wie folgt eingefiihrt.

A = Aij — AT = Aji
A = At — Al = Ak

In diesem Zusammenhang kann zwischen symmetrischen Tensoren A* = A®’ und schief-
symmetrischen Tensoren A**" = — A***T ynterschieden werden.

A= %(A + AT Ak — %(A _ A7) (A.6)

Existiert die Inverse A~! eines beliebigen Tensors A, so ergibt deren skalares Produkt
den zweistufigen Einheitstensor. Dies gilt in entsprechender Weise fiir die Inverse A !
eines vierstufigen Tensors A.

A-A'l=1 AA' =T (A7)

Norm eines Tensors
In dieser Arbeit wird ausschliefllich die Ls-Norm verwendet.

la| :=Va-a |A| ==V AA (A.8)

Tensoranalysis

Funktionen, die in Abhéngigkeit des Ortsvektors aufgestellt werden, nennt man Feld-
funktionen. Die Ableitung dieser Feldfunktionen nach dem Ortsvektor wird als Gradient
bezeichnet. Dabei wird im Folgenden zwischen skalarwertigen f(x), vektorwertigen f(x)
oder tensorwertigen F'(x) Funktionen unterschieden.

Vi) = madf@) = T oo o YE
Vi) = madf@) = T o opey o B )
VF(x) = gradF(z) := dl;‘i;w) = B(x) — a%sv(:c) = Fijk

Der Gradient einer skalarwertigen Funktion liefert eine vektorwertige Feldfunktion, der
Gradient einer vektorwertigen Funktion liefert ein Tensorfeld zweiter Stufe und der Gradi-
ent einer tensorwertigen Funktion liefert ein Tensorfeld dritter Stufe, d. h. die Gradienten-
bildung V(e) = grad (e) hebt den Rang eines Tensors an. Im Kontext der Erhaltungssitze
wird noch ein weiterer Differentialoperator benttigt. Dazu wird der Divergenzoperator
div (e) eingefiihrt. Die Divergenz eines Vektor- bzw. eines Tensorfeldes ergibt sich wie
folgt.

div f(x) :== [Vf(x)]:1=: f(x) divF(x) .= [VF(x)]:1 =: f(x) (A.10)

Im Gegensatz zur Gradientenbildung senkt die Divergenzbildung div (e) = (e) den

Rang eines Tensors.
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Integralsitze
Mit Hilfe der Gauflschen Integralsitze lassen sich folgende Zusammenhénge zwischen
Oberflichen- und Volumenintegrale angeben.

/divf(a:)dQ _ /f(m)-ndF

Q

/divF(az)dQ _ /F(a:)-ndF

Q

(A.11)

Heaviside-Funktion

Die Heaviside-Funktion H. ; stellt eine Sprungfunktion dar. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit wird sie verwendet, um ein diskontinuierliches Verschiebungsfeld zu erzeugen. In
diesem Fall &ndert die Funktion sprunghaft ihren Wert iiber den Riss I'. ;, der den Korper
in das Gebiet f und €y unterteilt. Der Gradient der Heaviside-Funktion ergibt sich
aus der Multiplikation der Dirac-Delta Verteilung o, ; und dem Normalenvektor N ; des
Risses.

1 vVXeq B
Hej = { 0 VX e VHe; = 0c,; N (A.12)

Dirac-Delta Verteilung

Der mathematische Zusammenhang zwischen diskontinuierlichen und kontinuierlichen
Analysen wird in dieser Arbeit durch die Dirac-Delta Verteilung J. ; realisiert. Die Dirac-
Delta Verteilung wurde bei der Gradientenbildung der Heaviside-Funktion eingefiihrt,
siehe Gleichung (A.12). Im dreidimensionalen Raum gilt folgende Rechenregel,

/Q 5e(x) f(x)dQ = /F Jlodr (A.13)

wobei I'. ; die Rissflache bezeichnet.
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Anhang B

Numerische Modellierung des
Rissspitzenfeldes mit der X-FEM

In diesem Abschnitt wird auf die numerische Modellierung des Rissspitzenfeldes in linear
elastischen und kohésiven Materialien im Rahmen der erweiterten Finite Element Metho-
de (X-FEM) eingegangen. Dabei wird die Diskretisierung eines Kérpers untersucht, der
keine materiellen Grenzflichen (n,, = 0) enthélt und sich durch die Existenz von nur einem
einzigen Riss (n. = 1) auszeichnet, vergleiche Gleichung (4.10). Da nur ein einziger Riss
betrachtet wird, wird zur iibersichtlicheren Darstellung die risskennzeichnende Variable
J =1 weggelassen.

Riss in linear elastischen Materialien

Die X-FEM wurde anfinglich entwickelt, um diskontinuierliches Versagen von linear
elastischen Materialien ohne Neuvernetzung simulieren zu kénnen. Zur Steigerung der
Genauigkeit der numerischen Losung wurde das asymptotische Rissspitzennahfeld model-
liert. Typisch fiir die Rissspitze in elastischen Medien ist die so genannte 1//r-Singularitt
der Spannungen, die an der Rissspitze unendlich sind. Bei zweidimensionalen Problemen
sind die Komponenten der Gesamtverschiebung u = u;e; in der Nidhe der Spitze eines
Risses unter Mixed-Mode Belastung folgendermaflen definiert.

- f—; F T2 cos(0/2) [ 15 — 1+ 2sin2(p/2)]
+ l;—:f V2 sin(p/2) [5* + 1+ 2 cos?(p/2)]
(B.1)
U = é(—; r/2u sin(p/2) [K* + 1 — 2 cos*(¢/2)]
— l;—;[ /24 cos(p/2) [K* — 1 — 2sin*(¢/2)]

Darin kennzeichnen r und ¢ Polarkoordinaten in einem System, das an der Rissspitze
seinen Ursprung hat. Der Winkel ¢ wird im Ursprung des Koordinatensystems in Bezug
auf die Risstangente gemessen. Der Radius r beschreibt den Abstand von der Rissspitze.
Die Kolosov-Konstante x* muss in Abhéngigkeit des Problems gewéhlt werden. Wenn ein
ebener Verzerrungszustand vorliegt, gilt * = 3—4v. Bei einem ebenen Spannungszustand
nimmt die Konstante den Wert x* = ‘;’jr—z an. Die Stirke des Rissspitzenfeldes wird durch
die Spannungsintensititsfaktoren K; und Ky bestimmt. Diese hdngen von der Geometrie
des gerissenen Korpers sowie seiner Belastung ab. Sie lassen sich aus bekannten Span-

nungen oder Deformationen ermitteln. Das Verschiebungsfeld bzw. seine Komponenten
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(B.1) ist im Raum der folgenden vier Funktionen F; enthalten.

{F} = {\/?sin (g) , /T cos (%) , /T sin (g) sin () , /7 cos (g) sin (go)} (B.2)

Diese Funktionen werden in der erweiterten Finite Element Formulierung genutzt, um
den Raum der Ansatzfunktionen an der Rissspitze anzureichern. Die Diskretisierung der

Verschiebungen lautet bei Existenz einer einzigen Rissspitze folgendermaflen, sieche Moés,
Dolbow & Belytschko [116].

u—ZNouo—i-Zxc quq-i-ZN (ZFl Vl) (B.3)

ocl qEK pEL
——

o

' '
a a

=183

Xc

In Gleichung (B.3) entspricht L dem Satz aller Knoten, die mit den Freiheitsgraden i),
angereichert werden. Dies sind iiblicherweise die Knoten des Finiten Elementes, das die
Rissspitze enthélt. Es ist offensichtlich, dass die Verschiebungskomponente @ nicht in
den Gleichungen (2.5) bzw. (4.10) enthalten ist. Die Anreicherung der konventionellen
Verschiebungskomponente @ mit der Verschiebung . u reicht natiirlich aus, um das iiber
den Riss diskontinuierliche Verschiebungsfeld modellieren zu kénnen. Die Motivation fiir
die zusitzliche Anreicherung der Verschiebung mit @ ist die Erhohung der Genauigkeit
der numerischen Losung an der Rissspitze bei Versagensanalysen von linear elastischen
Medien. Dariiber hinaus kann die Rissspitze innerhalb eines Finiten Elementes liegen. Es
sei darauf hingewiesen, dass diese Verschiebungskomponente auf Grund der Funktion Fj
auch iiber den Riss diskontinuierlich ist.

Das singulédre Spannungsfeld an der Rissspitze héngt ebenso wie die Verschiebungen (B.1)
von den K-Faktoren ab. In vielen Fillen wird zur Berechnung der Rissrichtung ein
spannungsbasiertes Kriterium verwendet, das auf Basis des analytischen Spannungsfeldes
definiert wird. In der numerischen Analyse miissen deshalb zur Bestimmung der Rissrich-
tung die K-Faktoren ermittelt werden. Dies geschieht hdufig iiber die Berechnung des
J-Integrals, siche Belytschko & Black [15].

Riss in kohidsiven Materialien

Bei Rissen in kohésiven Materialien besteht keine Spannungssingularitit an der Rissspitze.
Die Spannungen sind durch die Festigkeit des Materials nach oben begrenzt. In der Arbeit
von Mariani & Perego [105] wurden kubische diskontinuierliche Polynome eingefiihrt,
um die Risséffnung in der kohisiven Zone korrekt abbilden zu kénnen und eine feine
Auflosung des Verschiebungsfeldes in der Umgebung zu gewéhrleisten. Sie benutzten als
Verschiebungsapproximation die folgende Funktion.

u—ZNouo+ZXC quq+ZN (ZF;“Z> (B.4)

ocl qu qu
N—_—— — ~—
u

Xc

J/

a

=11}

Darin bezeichnen F; Funktionen, mit denen der Raum der Ansatzfunktionen zur Abbil-
dung der Verschiebungskomponente 0 angereichert wird.

2 2
_ X=X Y —Yq X = Xq Y —=Yq
(R} = xc< ) . (—) ,xc< )( ) (B.5)
heaq heaq hevq hevq
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Im Gegensatz zu den Funktionen in Gleichung (B.2) sind hier alle Funktionen Fj {iber
den Riss diskontinuierlich. Auflerdem leben die Freiwerte ﬁfl auf den Knoten, die mit

den Freiheitsgraden ﬁq angereichert sind. Dies bedeutet, dass das diskontinuierliche Ver-
schiebungsfeld durch die Summe von Y. u und @ approximiert wird. Die Variablen Xq
und y, kennzeichnen die Koordinaten des Knotens ¢. Der Parameter A, , symbolisiert die
typische Grofle der Elemente, die am Knoten ¢ hingen. Es ist offensichtlich, dass die Ap-
proximation der diskontinuierlichen Verschiebung mit x. @ und i im Vergleich zum eher
konventionellen Ansatz, bei dem nur die Komponente x. t benutzt wird, relativ aufwendig
ist. So miissen beispielsweise in 2D pro angereichertem Knoten weitere sechs Freiheits-
grade zur Approximation der diskontinuierlichen Verschiebung eingefithrt werden. Mit
diesem Ansatz ist es moglich, dass die Rissspitze innerhalb eines Finiten Elementes liegt.
Zur Vereinfachung der Implementierung wurde von Mariani & Perego [105] in diesem Ele-
ment an der Rissspitze ein zusétzlicher Knoten eingefiihrt.

Moés & Belytschko [114] benutzten eine nicht-singulidre Rissspitzenfunktion zur lokalen
Verfeinerung der Finite Element Approximation an der Rissspitze. Damit darf der Riss
innerhalb eines Finiten Elementes enden. Sie verwendeten folgenden Ansatz fiir die Ver-

schiebungen.
u= ZNouo—i—Zxc quq+ZF Ny, (B.6)
ocl qEK pEL
— ~~ ~
u Xe i u

Der Satz L enthilt alle Knoten des Rissspitzenelementes. F. kennzeichnet die Anreiche-
rungsfunktion, die zur Approximation des Rissspitzenfeldes i verwendet wird.

F, =rsin (g) oder F.=r%?sin (f

2) oder F.=r*sin (g) (B.7)

Offensichtlich hat sie gewisse Ahnlichkeit mit der Funktion F} in Gleichung (B.2). Jedoch
ist fiir die Funktion F| charakteristisch, dass sie nicht in der Quadratwurzel des Abstandes

zur Rissspitze formuliert ist, um Spannungssingularititen an der Rissspitze zu vermeiden,
vergleiche Dumstorff & Meschke [45].

Zi & Belytschko [199] entwickelten ein neues Rissspitzenelement, ohne spezielle Anreiche-
rungsfunktionen zur Erweiterung der Basis des diskontinuierlichen Verschiebungsfeldes
einzusetzen. Dabei verwendeten sie drei- und sechsknotige Dreieckselemente. Das ap-
proximierte Verschiebungsfeld lautet folgendermafien.

u—ZNouo—i-Zch quq—i-ZchN u, (B.8)

ocl qEK peL
——

'
u

=11}

Xc

Die Menge L enthilt die Knoten des Rissspitzenelementes, die zum Satz K gehoren wer-
den, sobald das Element komplett vom Riss durchtrennt wird. Die Ansatzfunktion N
stimmt in einem Element, das komplett vom Riss durchtrennt wird, mit der Ansatz-
funktion vom Typ N, {iberein. Im Rissspitzenelement wird das lokale Koordinatensys-
tem in Abhéngigkeit der Rissspitzenkoordinaten transformiert. Damit kann der Einfluss
des diskontinuierlichen Verschiebungsfeldes im Rissspitzenelement auf einen charakteris-
tischen Bereich beschrinkt werden. Im transformierten lokalen Koordinatensystem des
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Rissspitzenelementes ist N definiert, siche Zi & Belytschko [199]. Die Anreicherungs-
funktion x., bzw. X, ist knotenbasiert formuliert und soll hier beziiglich des globalen
Koordinatensystems angegeben werden.

Xc,z = 2 [HC(X) - Hc(xz)] wobei z = q,p (B9)

Darin kennzeichnet x, die globale Koordinate des Knotens z und H. die Heaviside-
Funktion aus Gleichung (A.12).
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