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Zur Traglastberechnung rdumlicher Stabtragwerke wird in
dieser Arbeit ein finites Balkenelement fiir beliebig offene
diinnwandige Querschnitte entwickelt. Die inkrementellen
Gleichgewichtsbeziehungen werden auf kontinuumsmechanischer
Grundlage mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen for-
muliert. Um die Gesamtverformungen in einen Starrkdrperan-
teil und einen Deformations- oder Relativverformungsanteil
zu zerlegen, wird eine mitgehende Koordinatendarstellung mit
lokalen kartesischen elementfesten Koordinatensystemen ver-
wandt. Bei dieser speziellen mitgehenden Lagrange - Darstel-
lung sind alle statischen und kinematischen Variablen auf
den Zustand zu Beginn eines Inkrementes bezogen. Die
Formulierung gestattet die Beschreibung beliebig groBer
Verschiebungen und Rotationen. Die bekannten Wlassow -~
Hypothesen fir offene diinnwandige Querschnitte werden dabei
sowohl fiir die Verformungsinkremente als auch fiir die
gesamten Relativverformungen verwendet. Die Ableitung der
inkrementellen Tangentensteifigkeitsbeziehungen erfolgt mit
kubischen Interpolationspolynomen fiir die Verschiebungen
senkrecht zur Stabachse sowie die Torsionsverdrehung wund
linearen Funktionen flr die Lingsverschiebung. Die inneren
Krédfte einer jeden Ronfiguration erh#lt man nach einer Se-
kantensteifigkeitsmethode aus den gesamten Relativverfor-

mungen.

Das entwickelte Element wird zur geometrisch und physika-
lisch nichtlinearen Untersuchung von ebenen und riumlichen
Rahmentragwerken eingesetzt. In der bilinearen Spannungs -
Dehnungs - Beziehung fiir elastisch - plastischen Werkstoff
ist fir wiederholte Belastung eine kinematische Verfestigung
vorgesehen. Der Einfluf der Schubspannungen aus St. Venant-
scher Torsion auf die v. Mises -~ FlieBbedingung wird nihe-

rungsweise mit der Nadaischen Sandhiigelanalogie erfafBt.

Mehrere numerische Beispiele zeigen im Vergleich mit bekann-

ten L&sungen die Brauchbarkeit des Verfahrens.



Summary

In the present study a nonlinear finite beam element with an
arbitrary, thin-walled open cross section for ultimate load
analyses of 3-D framed structures is derived. Based on a
continuum mechanic's approach the incremental equilibrium
equations are formulated wusing the principle of virtual
work. In order to decompose the total deformation into the
rigid body modes and a pure deformation mode a moving
coordinate formulation has been adopted in which a local
cartesian element frame is attached to the moving element.
In this special updated Lagrangian approach all static and
dynamic variables are referred to the configuration at the
beginning of each increment. The formulation allows to
describe arbitrarily large displacements and rotations. The
pure element deformations are déscribed by the usual Wlassow
hypotheses of thin - walled open cross sections. The in-
cremental tangent stiffness relations are derived using
cubic interpolation funections for the lateral and torsional
displacement and linear functions for the axial displace-
ment. The stress resultants of each intermediate configura-
tion are obtained by a secant stiffness approach using the

total relative deformations.

The displacement beam element is applied in geometrically
and materially nonlinear analyses of plane and spatial
frames. A bilinear stress strain relationship is used
allowing for an elasto - plastic material law with kinematic
hardening for repeated 1loading. Shear stresses due to
uniform torsion are approximately limited to the v. Mises

yield condition using Nadai's sand heap analogy.

Several numerical examples are given and compared to previ-

ous results.
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1. Einleitung und Zielsetzung

Rdumliche Rahmentragwerke werden bei der statischen Berech-
nung h&ufig in mehrere zweidimensionale, nur in ihren Ebenen
beanspruchte Systeme zerlegt. Die r&umliche Belastung wird
aufgeteilt und den einzelnen Ebenen anteilig =zugewiesen.
Eine Interaktion bei der Lastabtragung zwischen den ver-
schiedenen Ebenen bleibt somit unberticksichtigt. Fir die
Bemessung der einzelnen ebenen Rahmen ist dann die ein-
achsige Biegung in diesen Ebenen maBgebend. Es hat sich
gezeigt, daB damit in den meisten Fdllen eine auf der
sicheren Seite liegende Dimensionierung gelingt. Die tat-
sdchliche Beanspruchung und Lastabtragung kann so jedoch
nicht erfaBt werden. Bei solchem Vorgehen filhrt deshalb die

Bemessung nur selten zu einer optimalen KonstrukKtion:

Auch wenn planm&Big ein ebenes Stabtragwerk mit einer in
dieser Ebene wirkenden Belastung vorliegt, zeigt sich oft
ein rdumliches Verformungsverhalten. Kleine geometrische
oder Last-Imperfektiqnen kénnen besonders bei den h&dufig
verwendeten Stahlbauprofilen mit groBer Steifigkeit in der
Tragwerksebene und einer wesentlich geringeren Steifigkeit
senkrecht dazu ein seitliches Ausweichen bei gleichzeitiger
Querschnittsverdrehung bewirken. Dieser - als Biegedrill-
knicken bezeichnete - Vorgang entsteht wegen der geringen
Torsionssteifigkeit, gepaart mit geringer seitlicher Biege~
steifigkeit, solcher offener, dinnwandiger Profile. Das
Biegedrillknicken ist deshalb gefihrlich fiir einen Stab,
weil die Traglast durch seitliches Ausweichen wesentlich

herabgesetzt werden kann.

Die in dieser Arbeit untersuchten St#be mit offenem, diinn-
wandigem Querschnitt sind der numerischen Untersuchung wegen
bei materieller Nichtlinearitdt durch abschnittsweise ebene,
dinne Blechsegmente mit einfachem Zusammenhang zu modellie-
ren. Symmetrie des Querschnittes ist nicht erforderlich. Als
Beispiele seien die {iblichen I-, T~ oder [ ~ Profile des
Stahlbaus sowie die vielf#ltigen Formen des Stahlleichtbaus
genannt. Die Herstellung kann durch SchweiBien, Walzen oder

Kaltverformen erfolgen.



Das zu ldsende allgemein geometrisch und physikalisch
nichtlineare dreidimensionale Stabproblem stellt nicht eine
einfache Erweiterung der zweidimensionalen Losung dar. AuBer
durch Biegung um eine zweite Achse werden die Profile auch
durch Torsion beansprucht, wodurch der Querschnitt auch im
linearen Fall nach der Verformung im allgemeinen nicht mehr
eben ist. Eine weitere in der Ebene unbekannte Schwierigkeit
ist die fehlende Vektoreigenschaft der groBen Rotationen.
Besondere Beachtung erfordert ‘auch das Stabilitédtsproblem
mit Gleichgewichtsverzweigung aus einem infolge Plastizie-
rung nichtlinearen Vorbeulbereich heraus. Zur LOsung schei-
det eine im elastischen Bereich {ibliche lineare Stabilitdts-

untersuchung zur Ermittlung der kritischen Lasten aus.

Fliir die Erarbeitung von Entwurfskriterien und Vorschriften
ist es notwendig, das Verhalten von Tragwerken oder Trag-
werkselementen bis zur Traglast und unter Umstédnden auch
danach 2zu untersuchen. Die dann sich einstellenden Ver-
formungen k&nnen so betrdchtlich sein, daB nur eine Theorie
endlicher Deformationen genaue Aussagen {Uber das Last =
Verformungsverhalten liefern kann. Es wird deshalb im fol-
genden ein finites Balkenelement zur Verwendung im Pro-
grammsystem NISA 80 [47] entwickelt, welches auf die Ubli-

chen Einschrédnkungen fir die Verformungen verzichtet.



Literaturiilbersicht

Eine Analyse des zum Thema geh&renden Schrifttums filhrte zu

der folgenden nach Stichpunkten gegliederten Ubersicht.

Statische Systeme:

Einfeldtréger, Durchlauftridger, ebene/riumliche Rahmen.

Belastung:

ebene/rdumliche Beanspruchung, ohne/mit Normalkrédften,
Be~ und: Entlastung, Gesamtlast/inkrementelle Laststei-
gerung, richtungstreue Belastung/Folgelasten.

Werkstoffverhalten:

linear elastisch./ nichtlinear elastisch /elastisch -~
plastisch, im Querschnitt konstante / veridnderliche Werte
flir Elastizit&tsmodul und FlieBspannung, ohne /mit
Berlicksichtigung der Schubspannung in der FlieB~
bedingung, isotrope/kinematische Verfestigung.

Querschnittsform:

doppelt- / einfach~ / unsymmetrisch.

Kinematik:

kleine / grofie Verschiebungen und Rotationen, kleine /
groBe Verzerrungen, ohne / mit Querschnittsverzerrungen
(z.B. als lokale Instabilititen).

Imperfektionen:
geometrische Imperfektionen, Lastausmittigkeiten, Eigen-

spannungen.

Ziel:
Berechnung der Last - Verformungskurve, L®sung des Eigen-

wertproblems.

Methoden:
direkte L&sung, Ubertragungsverfahren, WeggrdBenverfah-
ren, finite Element-Methode (Balken- / Platten- und

Scheibenelemente, nichtlineare/lineare Elemente).



Zur detaillierten Betrachtung wird zwischen dem Schrifttunm
zum klassischen Biegetorsionsproblem und dem zur Thematik der

groBen Verformungen unterschieden.

2.1 Das Biegetorsionsproblem

Die Differentialgleichungen fiir das Problem des durch zwei-
achsige Biegung und Torsion beanspruchten offenen diinnwan-
digen Stabes aus linear elastischem Werkstoff wurden in
grundlegenden Arbeiten von Wagner, Kappus, Chwalla und
Wlassow entwickelt. Ein ausfiihrlicher Literaturiiberblick in
historischer Reihenfolge findet sich in [30]. Eine all~
gemeine systematische Herleitung des Differentialgleichungs-
systems fir die Theorie II. Ordnung wird wvon Steinbach in
[118] mittels direkter Gleichgewichtsbetrachtungen gegeben.
Eine erste Linearisierung in diesen Gleichungen fihrt zum
Verschwinden der Produkte der Verschiebungsableitungen. Die
so entstehenden, in den Verschiebungen linearen, gekoppelten
Differentialgleichungen 4. Ordnung (Euler - Gleichungen) stel-
len die Grundlage fir alle Arbeiten aus diesem Gebiet dar.
Unbekannt sind die Verschiebungen u und v senkrecht azur
Stabachse sowie die Verdrehung um die Achse. Steinbach
[118] bezieht die Grundgleichungen alternativ auf den
Schwerpunkt oder den Schubmittelpunkt. Beriicksichtigt werden
verteilte Lasten. und :Momente. Die theoretischen Grundlagen
sind auch in den‘Lehrb{ichern zu diesem Thema von Wlassow
[129] , Blirgermeister, Steup, Kretzschmar [30] und Roik,
Carl, Lindner [105] enthalten. Die BAnwendung dieser Grund-
lagen in zahlreichen Beitrigen zur Berechnung von Kipp- oder
Biegedrillknicklasten (nach [132] werden heute beide Fille
mit Biegedrillknicken bezeichnet) wird im folgenden im
Hinblick auf die benutzte Methode untersucht. In einigen
Arbeiten wird dabei die Verformung in der Lastebene wegen der
dort vergleichsweise groBen Steifigkeit vernachléssigt. Da-
durch verkleinert sich das Problem auf zwei gekoppelte Dif-
ferentialgleichungen 4. Ordnung fir die Verschiebung senk-
recht zur Hauptebene und die Torsionsverdrehung. In Bild 1
wurden die verschiedenen L&sungswege aller erfaBten Arbeiten

schematisch dargestellt.
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Es zelgten sich im wesentlichen drei Vorgehensweisen:

a) Losungen auf der Grundlage der Eulerschen

Differentialgleichungen

Dieser gebrduchlichste Weg ermittelt zun&dchst entweder {ber
direkte Gleichgewichtsbetrachtungen oder aus dem Potential
durch Variation wund partielle Integration die Eulerschen
Differentialgleichungen und die natilirlichen Randbedingungen,
Diese erhdlt man beim Variationsproblem entweder, indem der
Bereich der =zugelassenen Argumentfunktionen erweitert wird,
so daB diese nicht mehr an allen R&ndern vorgeschriebene
Werte annehmen miissen oder indem das Variationsproblem mit
Nebenbedingungen mittels der Lagrange = Multiplikatoren ge-
16st wird [32]. Aus dem linearen Differentialgleichungssy-
stem 4. Ordnung entsteht schlieBlich durch Einfiihren von
neuen Variablen ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung.
Eine geschlossene L&sung ist fir konstante Koeffizienten der
Differentialgleichung méglich. Dies gelingt nur beim statisch
bestimmten Tr&dger mit konstantem Momentenverlauf. In allen
anderen Fdllen ist nur eine Ndherungsldsung des dis-
kretisierten Systems moglich. Ausfiihrlich diskutiert
Reuschling [103] die Methoden zur Ermittlung von Feldmatrizen
aus den Differentialgleichungssystemen mit konstanten und
nicht konstanten Koeffizienten. Fir das letztere Problem
stehen folgende MoOglichkeiten zur Verfiigung: Picard -
Iteration, Potenzreihenentwicklung, Produktintegration, Expo-
nential - Matrizenfunktion, Ritzsches Verfahren, Bildung von
Produkten der Feldmatrizen einfach integrierbarer Abschnitte

und die numerische Integration.

Reuchling selbst gibt der direkten numerischen Integration
den . Vorzug zur elastischen Berechnung von mehrfeldrigen,
unsymmetyrischen Stdben mit Normalkraftbelastung. M&11
[77] erstellt Feldmatrizen zur Untersuchung des Kipp-Problems
von beliebig gelagerten, elastischen I -~ Trdgern sowohl iber
die Energiemethode mittels bereichsweiser Ritz - Ansdtze als

auch durch eine Reihenentwicklung fir das gekoppelte



Dgl. - System. Ebenfalls aus den Differentialgleichungen er-—
h&lt Unger [125] durch numerische Integration nach Runge -
Kutta die Feldmatrizen zur Behandlung des elastischen
Durchlauftrédgers mit einfachsymmetrischem Querschnitt und
verdnderlicher HShe. In seinen theoretischen Untersuchungen
betrachtet Werner das Dgl. -~ System (Krimmung in der Last-
ebene wird vernachlédssigt) fir die Berechnung der Feldmatri-
zen in Biegung und Torsion als entkoppelt. Die aus der
Biegebeanspruchung des teilplastizierten Stabes herrithrende
Enderung der TorsionsgrdBen wird durch Korrekturglieder er-
faBt. - Labib [67] 18st das Dgl. - System direkt mit
Ansatzfunktionen fiir den rdumlich imperfekten Einzelstab
unter Endlasten mit nichtlinearem Werkstoffverhalten. In
[127] berechnet Wagenknecht r#umliche Rahmen aus linear
elastischem Material nach der Theorie II. Ordnung. Aus den
durch numerische Integration des Dgl. - Systems ermittelten
Feldmatrizen bestimmt er die Steifigkeitsmatrizen fiir das
WeggrbBenverfahren. Eine interessante L8sung gibt Meister_
[75] an, der alle Kopplungsterme im Dgl. - System auf die
rechte Seite bringt und diese als veridnderliche Lastglieder
betrachtet. Das Problem wird dadurch entkoppelt. Fiir jede
der drei scheinbar unabhingigen Verformungen kann iterativ
die Feldmatrix durch direkte Integration erstellt werden.
Mit dieser Methode wird das elastisch ~ plastische Biege-
torsionsproblem des doppeltsymmetrischen Durchlauftrédgers
ohne Normalkraftbeanspruchung geldst. Heil untersucht in
seiner Arbeilt [52] r&umlich belastete Durchlauftriger mit
beliebigem Werkstoffgesetz. Die fiir das Ubertragungsmatri-
zenverfahren (Reduktionsverfahren) erforderlichen Feldmatri-
zen entstehen aus der numerischen Integration des umgewandel-
ten Dgl.-Systems 1. Ordnung mit einem verbesserten Runge-Kutta~—
Verfahren. Heil vermeidet die bekannten Schwierigkeiten des
Ubertragungsmatrizenverfahrens bei stark abklingenden Funk-
tionen durch Einfihrung von Zwischenunbekannten (s. dazu
auch [2/}). In der Arbeit von Bitzer [22] wird das Tragverhal-
ten von Ein- und Zweifeldtrdgern mit Imperfektionen unter be-

sondererBerﬁcksichtigungeinerelast1schenseitlichenstﬁtzung



analysiert, wie dies bei Dachkonstruktionen hiufig auftritt.
Mit Annahme abschnittweise konstanter Koeffizienten wird das
Dgl.-System 1. Ordnung zur Gewinnung der Feldmatrizen direkt
integriert. Hollinger und Mangelsdorf [59] entwickeln aus-
gehend von den Differentialgleichungen mit der Differenzen-—
methode ein Verfahren zur Bestimmung der Biegedrillknickla-
sten im elastisch - plastischen Bereich. ZAhnlich wie bei
Galambos [43] werden die n#&herungsweise errechneten Tan-
gentenmoduli Et und Gt zum Zeitpunkt des Verzweigens in die
elastische Ldsung von Timoshenko eingesetzt. Die so fiir den
wolbfrei gelagerten Einfeldtrdger gefundenen kritischen
Lasten stimmen gut mit einem Teil der ausgewerteten Ver-

suchsergebnisse {iberein.

b 1) Energiemethode

mit globalen Verschiebungsansdtzen

Zur Diskretisierung des Variationsproblems stehen nach [32]
die Verfahren von Euler, Ritz, Galerkin, Kantorrowitsch und
Treffz zur Verfligung. Dreher [36] kontrolliert seine mit der
Ritzschen Methode erhaltenen Ergebnisse fiir den gabelgela-
gerten elastischen Einfeldtridger unter gleichmifig verteil-
ter Belastung mit einer numerischen L&sung der Differential-
gleichung mit dem Mehrstellenverfahren. Hildenbrand [56]
berechnet die elastischen Kipplasten von eingespannten oder
gabelgelagerten Tr&dgern mit lihear verdnderlicher Quer-
schnittshbhe ebenfalls mittels Ritzscher Ansdtze. Das
zugrunde gelegte Potential ist dabei nur noch eine Funktion
der Torsionsdrehung ¢ . Ih den Arbeiten von Carl [33] ,
Lindner [68] und Bamm [13] werden systematisierte Ritz-
Ansitze verwendet. Carl zeigt, daB bei Tr&gern, die aufgrund
ihrer geringen Torsionssteifigkeit stark kippgefdhrdet sind,
die haufig benutzte Linearisierung der im Dgl.-System als
Koeffizienten auftretenden Schnittlasten zu einer betricht-
lichen Unterschétzung der elastischen Biegedrillknicklast
flihren kann. Lindnér berechnet unter der Annahme eines ideal
elastischen, ideal plastischen Werkstoffes Traglasten des

Einfeldtridgers, indem im Rahmen einer Querschnittsiteration



elastische Restquerschnitte ermittelt und die Teilschnitt-
gréBen der abgetrennten plastizierten Bereiche als stlitzende
Lasten auf das Tragwerk aufgebracht werden. Bamm untersucht
ndherungsweise den EinfluB der Schubspannungen durch Redu-~

zieren der fir die Liangsspannungen zul&ssigen FlieBgrenze.

b 2) Energiemethode

mit bereichsweisen Verschiebungsansidtzen .

Nahezu alle Arbeiten, welche diesen L3sungsweg verfolgen,
verwenden bereichsweise Ritz-Ansitze fiir die unbekannten
Verformungen. Dies fiihrt zu Verschiebungsmodellen im Sinne
der Methode der finiten Elemente. Die dabei hdufig benutzten
Hermite~-Polynome als Ansatzfunktionen sind, streng genommen ,
nur bei Problemen sinnvoll, bei denen an den Bereichsgrenzen
keine Verschiebungs— und Kréftediskontinuititen und keine
Sprilinge in den Steifigkeiten (z.B. Fliefigelenke) auftreten
[32] , [50]. Da tatsichlich ein Querschnitt, abgesehen von
reiner Normalkraftbeanspruchung bei einer linearen Dehnungs-~
verteilung mit einer endlichen Randdehnung nie ganz durch-
plastizieren wird, treten auch keine Knicke, sondern nur
6rtliche groBe Krimmungen auf, die mit einer Elementver—
feinerung in diesen Bereichen erfaBt werden kdnnen. In dem
bislang betrachteten Schrifttum wurde die Belastung jeweils
in einem Schritt auf das Tragwerk aufgebrac¢ht. Dagegen wird
in den im folgenden dargestellten Arbeiten die Last in-
krementell mittels Tangentensteifigkeitsmatrizen, welche
sich aus der Anfangs- oder elastischen und der Anfangsspan-
nungs— oder geometrischen Steifigkeitsmatrix zusammenset-

zen, gesteigert.

Krajcinovic [66] benutzt in seiner FE - Formulierung =zur
statischen und dynamischen Untersuchung von elastischen
Stabtragwerken hyperbolische Funktionen zur Darstellung der
Torsionsverdrehung. Barsoum und Gallagher [14] erhalten fiir
das elastische Biegetorsionsproblem auch mit kubischen An-
sédtzen flir die Verdrehung um die Stabachse ausgezeichnete
Resultate. In den Pillen, in denen die reine Torsionsver-—
drehung dominiert, ist die Ronvergenz schlechter, da die

im Sinne der Methode der finiten Elemente zulédssigen



Ansatzfunktionen die zugehdrige Differentialgleichung nicht
erflillen. Die aus dem Potential entwickelten Steifigkeits~
matrizen enthalten auch Terme aus einer verteilten Be-
lastung, die 1iiber dem Schubmittelpunkt angreift und beil
einer Querschnittsverdrehung zusidtzliche Torsionsmomente
erzeugt. Powell und Klingner [91] geben Steifigkeitsmatrizen
fir den einfachsymmetrischen I ~ Triger an. Mit diesen
werden Einfeld- und Durchlauftriger mit linear elastischem
Werkstoff unter besonderer Beachtung einer seitlichen
Stiitzung und der Lasthdhe i{iber dem Schwerpunkt untersucht.
In grundlegenden Arbeiten beschdftigt sich Rajasekaran in
[94],> [96] und [98] mit dem Biegetorsionsproblem mit 1i-
nedrem und nichtlinearem Werkstoff sowie mit dem Problem der
Querschnittsverzerrung durch lokales elastisches Beulen der
Gurte und Stege von I - Profilen. Die Steifigkeitsmatrizen
werden, ausgehend vom Prinzip der virtuellen Verriickungen,
mit kubischen Ans&tzen flir die Verschiebungen in Querrich-
tung und die Verdrehung in Lidngsrichtung sowie mit Polynomen
1. bzw. 2. Grades (bei physikalischer Nichtlinearitdt) £fir
die Léngsverschiebung hergeleitet. Von besonderem Interesse
ist die L8sung des Verzweigungsproblems bei nichtlinearem
Werkstoffverhalten. Anstatt kritische Lasten aufzusuchen,
ermittelt Rajasekaran im Rahmen einer linearen Eigenwertbe-
trachtung kritische Stablingen. Wie Krajcinovic benutzen
auch Argyris und Radaj [8] hyperbolische Funktionen zur
Berechnung von Steifigkeitswerten f£fir Torsions- und WOSlb~
momente infolge Verdrehung und Verwdlbung. Die Beriicksich-
tigung geometrisch nichtlinearer Effekte £fir Biegung und
Torsion fihrt zu den von Bazant und Nimeiri [18] angegebenen
elastischen und geometrischen Steifigkeitsmatrizen, welche
aus dem Potential durch Ableitung nach den diskreten
Knotenverformungen entstehen., 2Zum selben Ergebnis kommen
Meek und Swanell [73] unter Verwendung des Prinzips der
virtuellen Verrilickungen. Mit einem kubischen Verschiebungs-
ansatz in Lidngsrichtung und nachfolgender statischer Xon-
densation auf zwel Freiheitsgrade werden von Kindmann in
[65] Steifigkeitsmatrizen 2zur inkrementellen Traglastun=-
tersuchung ebener Stabwerke mit r&umlicher Beanspruchung

angegeben. In der darauf aufbauenden Arbeit [106] wird fiir



den Einfeldtriger der EinfluB von lokalen Entlastungen auf
die Traglast wihrend einer monotonen globalen Laststeigerung
untersucht. Die Bertiicksichtigung von Plastizierungen erfolgt
tber effektive Steifigkeiten im Rahmen einer Querschnitts-

iteration.

2.2 GroBe Verschiebungen und Rotationen

Mit dem Verlassen der Voraussetzungen der Theorie II. Ord-
nung (kleine Verformungen, Gleichgewicht am verformten
System) und der Beriicksichtigung von grofilen Verformungen
wird es flir die Tragwerksanalyse erforderlich, statt mit den
sonst Ublichen "IngenieurmaBen" zur Bezeichnung von Spannun-
gen und Dehnungen mit Gr&B8en zu operieren, welche sich auf
definierte Zust#dnde beziehen. Die dazu bendtigten Grundlagen
der Elastizitidtstheorie k&nnen z.B. aus [62}, [721, [311,
[15] und [99] fiir ein allgemeines Kontinuum entnommen
werden. Schroeder [116] entwickelt damit eine allgeneine
Stabtheorie fiir den dinnwandigen, r&dumlich vorgekrimmten und
vorgewundenen Trdger mit groBen Verformungen. Da in den
folgenden Abschnitten teilweise ausfiihrlich auf Arbeiten aus
diesem Gebiet eingegangen wird, soll nachstehend nur ein

kurzer Uberblick gegeben werden.

Zweidimensionale Stabtragwerke mit linear elastischem Werk-—
stoff mit endlichen Deformationen werden u. a. von Jennings
[60], Powell [90], Oran, Kassimali [83], Scholz [112], stern
[119], Karamanlidis [63], [64] und Milner [76] untersucht.
Dasselbe Problem, jedoch unter Berlicksichtigung eines nicht~
linearen Materialverhaltens durch die FlieBgelenktheorie
oder die FlieBzonentheorie (teilplastizierte Zonen), be-
arbeiten Bilek in [21], Hartmann = in [51] und Hobbs,
Jowharzadeh in [58]. R&umliche oder riumlich beanspruchte
Stabtragwerke wurden geometrisch nichtlinear berechnet, u.a.
von Bazant, Nimeiri [18), Rajasekaran, Murray [97], Overrath
[84], Schock [111], Epstein, Murray {381, Wunderlich [130],
Wunderlich, Beverungen [131] , Belytschko, Schwer [191.,
Boegershausen [23] und Bathe, Bolourchi [17] . Mit groBen
Verformungen und nichtlinearem Werkstoffverhalten des drei-

dimensionalen Stabproblems befaBten sich schlieBlich Epstein,



Nixon, Murray [39] und Hartmann [50]. Erst kurz vor Fertig-
stellung der vorliegenden Arbeit erschienen die Untersuchun-
gen von Saleh [108] zu diesem Thema.



3. L8sungskonzept der Arbeit

Ziel der Arbeit ist die Traglastberechnung r&umlicher
Stabtragwerke mit einem auf kontinuumsmechanischer Grundlage
entwickelten finiten Balkenelement. Folgende Probleme k&nnen

damit behandelt werden:

- beliebig unsymmetrische, offene, diinnwandige Querschnitte,

- endliche Verschiebungen und Rotationen,

- System-, Lastimperfektionen sowie Eigenspannungen,

- Be- und Entlastung,

- Spannungsprobleme und Eigenwertuntersuchungen,

- Verhalten im nachkritischen Bereich,

- elastisch und elastisch - plastisches Werkstoffverhalten,

- teilplastizierte Zonen,

- kinematische Verfestigung des Werkstoffes bei alternie-
render Belastung,

- ndherungsweise Bertcksichtigung der Schubspannungen aus

St. Venantscher Torsion im FlieBgesetz.

Verschiebungen und Verdrehungen werden im folgenden manchmal
zur Vereinfachung unter dem Oberbegriff Verformungen

zusammengefaft.

Zur Erreichung des angegebenen Zieles wird zundchst fir ein
allgemeines Kontinuum mit dem Prinzip der virtuellen
Verrilickungen die inkrementelle Gleichgewichtsbedingung
formuliert. Den  Bezugszustand fir die Berechnung des
inkrementellen Verformungszuwachses bildet der letzte
bekannte Deformationszustand. Dies fiihrt zu einer updated
Lagrange (U. L.) - Formulierung des Problems. Da hierbei der
Spannungszustand aus der Integration iiber den zu bestimmenden
Verformungszustand zu ermitteln ist, wird diese Darstellung
im Schrifttum auch als Euler - Formulierung bezeichnet. Nach
dem Einbringen der Theorie der offenen dinnwandigen Stdbe in
die inkrementellen virtuellen Arbeitsausdriicke erhilt man die
stoff-freien Grundgleichungen. Vor einer Diskretisierung des
Tragwerks im Sinne der Verschiebungsmethode der finiten

Elemente sind die Spannungsinkremente mit Hilfe eines



Werkstoffgesetzes durch die Dehnungsinkremente auszudriicken.
Nach der Unterteilung in endliche gerade Stababschnitte
(Elemente) werden die unbekannten Verformungsinkremente
innerhalb des Elementes mittels Verschiebungsans&tzen durch
diskrete Verformungen an den Stabenden dargestellt. Die
Integration flhrt 2zu den inkrementellen Elementsteifig-
keitsmatrizen. Die im Sinne einer mitgehenden Koordinaten -
Formulierung auf ein lokales, verdnderliches, flir Jjedes
Element eigenes Lkartesisches Koordinatensystem bezogenen
Matrizen werden in ein raumfestes, globales Koordinatensystem
transformiert und mit der direkten Steifigkeitsmethode in die
Systemsteifigkeitsmatrix hineinaddiert. Nach der L&sung des
Gleichungssystems filir die globalen Knotenverformungsinkre-
mente werden diese 2zu den globalen Gesamtverformungen des
vorhergehenden Zustandes addiert und unter besonderer Be-
achtung der endlichen Rotationen in das neue lokale System
transformiert. Stehen die fir den neuen Deformationszustand
ermittelten Stabkrédfte und -momente nicht im Gleichgewicht
mit den &HuBeren Lasten, wird die Differenz dieser GrdBen als
neue Belastung auf das System aufgebracht. Dies ist solange
fortzusetzen, bis die Ungleichgewichtskrédfte keine weiteren
Verformungen des Tragwerks bewirken bzw. bis diese unter

einer vorzugebenden Norm bleiben.

Das Stoffgesetz wird entweder linear elastisch oder bilinear
elastisch - plastisch angenommen. Entlastungen im Spannungs -
Dehnungs - Diagramm oder in Form einer Lastumkehr sind
méglich. Zur n#dherungsweisen Beriicksichtigung des Bauschinger
Effektes wird eine kinematische Verfestigung zugrunde gelegt.
Der EinfluB von Eigenspannungen oder geometrischen Imper-

fektionen auf die Traglast kann erfaBt werden.



4. Die stoff-freie Grundgleichung zur Beschreibung

des inkrementellen Gleichgewichtes

In diesem Abschnitt werden fiir den Stab mit offenem
diinnwandigem Querschnitt und einem mitgehenden Bezugssystem
die inkrementellen Gleichgewichtsbeziehungen abgeleitet. Das
Prinzip der virtuellen Verriickungen wird dem Prinzip vom
Minimum der potentiellen Energie vorgezogen, da jenes
hinsichtlich des Werkstoffes keinen Einschrénkungen

unterworfen isgt.

4.1 Begriffe, befinitionen

Zur Formulierung der Grundgleichungen wird =zunichst nur ein
raumfestes kartesisches Koordinatensystem verwendet. Spiter
werden weitere elementbezogene lokale Systeme bendtigt. Die
verwendete Darstellungs- und Schreibweise folgt weitgehend
den Arbeiten von Bathe, Ramm, Wilson [15] und Ramm [99] . Zur
Beschreibung des Bewegungsvorganges im dreidimensionalen Raum
sind die vier ‘Verformungszustande nach Bild 2 zZu

unterscheiden. Dies sind:

1. der unverformte Ausgangszustand 0,

2. der bereits ermittelte bekannte Verformungszustand 1,
der unbekannte, inkrementell benachbarte Verformungs—
stand 2,

4. der gesuchte unbekannte, endlich deformierte Endzustand m.

2




Der beliebige Verformungszustand m wird durch wiederholte
Inkrementierung von dem jeweils letzten bekannten Zustand aus
erreicht. Ergédnzend zur ilblichen Indizierung werden nach
[15] und [99] linke FuB- und Kopfzeiger . eingefilihrt. Der
linke Kopfzeiger gibt den Wirkungszustand, der linke
FuBzeiger den Bezugszustand an. Inkremente besitzen keinen
Kopfzeiger. Bei Komponentendarstellung wird im Einzelfall das
Bezugssystem definiert.
Beispiel: m Wirkungszustand
nsij n Bezugs;ustand

ij kartesische Komponenten in

Bezug auf das X,Y,2 - KOS

Es gilt die Summationskonvention, nach der {ber gleiche

Indizes zu summieren ist.

4.2 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen

flir das Kontinuum

Der gesuchte Zustand 2 ist ein Gleichgewichtszustand, wenn
die Summe aus virtueller innerer und &uBerer Arbeit fiir ein
beliebiges virtuelles Verschiebungsfeld der Konfiguration 2,
welches die geometrischen Randbedingungen und die

kinematischén Gléichungen erfiillt, verschwindet.

W= 26w, + BWg = 0 (1)

(a}

Mit der Annahme der Existenz eines HuBeren Potentials folgt
daraus nach [72], [99]:

- 25w, = / 755 6 nEy dl™v) = Towy, (2)

Als Bezugszustand n des .Piola - Kirchhoffschen
Spannungstensors 2. Art isij sowie des Green - Lagrangeschen
isij kann entweder der unverformte

Zustand 0 oder ein bekannter Deformationszustand 1 gew&hlt

Verzerrungstensors

werden. Entsprechend sind 2 Formulierungen 2zu unterscheiden:

a) die totale Lagrange ~ Darstellung bei Bezug auf den
Zustand 0 (T.L.) - auch einfach nur Lagrange -

Darstellung genannt,

b) die mitgehende ("updated") Lagrange ~ Darstellung bei
Bezug auf den Zustand 1 (U.L.) - auch Euler -
Darstellung genannt.



In [15] wird gezeigt, daB beide Formulierungen zu denselben
Resultaten fihren, vorausgesetzt, es werden dieselben
konstitutiven Beziehungen verwendet. Wdhrend beim
WeggrdBenverfahren aus der T.L. ~ Formulierung neben der
elastischen Steifigkeitsmatrix I(e Anfangsspannungs- und
Anfangsverschiebungs - Matrizen Kg und K hervorgehen,
erhdlt man filir die U.L. ~ Formulierung nur Ke und K Die
inkrementellen Steifigkeitsmatrizen werden in dieser Arbelt
im Gegensatz zu [151, [99] ohne Indizierung angegeben. Wegen
der im allgemeinen grdBeren numerischen Effizienz und im
Hinblick auf die mitgehende KXoordinaten - Darstellung wird
hier der zweite Ldsungswegqg vorgezogen. Damit kann Gleichung

(2) wie folgt geschrieben werden:

Wiay = 2856 25 d () (3)
v

Spannungs- und Verzerrungstensor werden additiv zerlegt in
einen bekannten Anteil der Konfiguration 1 und einen
inkrementellen Zuwachs, der beim Ubergang von 1 nach 2
entsteht.

(4a)

{4b)

In Gleichung (4 a) geht hierbei der Piola - Kirchhoff -
Tensor 2. Art (RP 2) fiir den Fall, daSB Wirkungszustand und

Bezugszustand gleich sind, in den Cauchy~- oder Euler -

Spannungstensor }Tij lber. Unter Beachtung von

2 -
6% = bey {5)
erhdlt man aus (3) mit (4):

Jisii 6,84 divie 17 6,e5d0v) = *5Wq, (6)
iy



Mit

1€y = %‘ LU+ qUji +qU quy) (7a)

185 = %“1“i,j*1“j.i) (7b)

My = '%"1Uk,i Uk, {7c)

1Yij = i) * oEji (7d)
fir i# ) ‘

19ij = 1€ij * 18ji (7e)

folgt daraus

2
f15;j 6,€;5 d(lv) »jh:;,- 85 dilvl= 6W(a)'[3,tij 5,e;; ditv ) (8)
y p 1Y v
ba flir den Cauchy - Tensor lrij wegen des wechselnden

Bezugszustandes keine Spannungsinkremente existieren [80] ,
kann die exakte Berechnung fiir elastischen Werkstoff nur aus
Gesamtverformungen bzw. Gesamtverzerrungen geschehen. Im
Falle der T.L. - Formulierung tritt dagegen an die Stelle des
Cauchy - Tensors 1Tij der Piola - Kirchhoff - Spannungstensor
2. Art ;sij . Dieser kann bei elastischem Werkstoffverhalten
alternativ durch Inkrementierung oder als Gesamtspannung aus

den Gesamtverzerrungen ermittelt werden.

4.3 Mitgehende Koordinaten - Darstellung

Ziel einer iblichen Stabtheorie ist es, nur mit
Normalspannungen in Stabléngsrichtung sowie Schubspannungen
senkrecht dazu zu operieren. Dies ist n#dherungsweise nur
mdglich, wenn lokale mitgehende Bezugskoordinatensysteme
eingefiihrt werden. Im Sinne der Methode der finiten Elemente
werden die ebenen oder r#umlichen Rahmen in endliche
- finite - Balkenelemente unterteilt. Gleichung (8) wird
danach auf jedes Element angewandt. Die Arbeit des gesamten

Systems folgt aus der Summation liber alle Elemente k.

E(/1Sij 61€ijd(1v) *'/’ 11'[:;]6 mij d(1V))= BW(G)-E /1‘5,]6 19[} d (1V) (80)
v K’ v

Wie aus Bild 3 hervorgeht, setzt sich die endliche Cesamt-
verformung eines nur durch Biegung beanspruchten Balken-

elementes aus einer groBen StarrkOrperbewegung und einer



vergleichsweise kleinen, Spannungen hervorrufenden Relativ-—
verformung zusammen. Verwendet man finite Elemente mit
kontinuierlichen Ansitzen filir die Verformungen, so enthalten
diese =zur Beschreibung der endlichen Gesamtver formungen
groBe Starrkérperanteile. Dies fiihrt zu dem allgemein be-
kannten, von Schrader in [114] beschriebenen Problem der
Restspannungen aus Restverzerrungen infolge reiner Starr-
kdrperbewequngen. Zur Vermeidung dieser Fehler wird hdufig
der endliche Verformungszustand zerlegt in einen spannungs-
freien Starrkdrperanteil und einen Deformationsanteil, der

Verzerrungen und Spannungen bewirkt.

1(1)2 . Gesamtwinkel

1<1>Z R Starrkérperwinkel

Y
11'7'2 ' Deformationswinkel
{Relativwinkel )
i
Bild 3: Endlich deformiertes ebenes Balkenelement

Auch in dem zweiten Anteil sind noch Starrkdrperbewegungen
enthalten, die um so geringer werden, je feiner die Element-—
einteilung ist. Die Diskretisierung darf um so grdber sein,
je kleiner die eigentlichen Verformungen (auch Relativver-
formungen, Restverformungen oder Deformationen genannt)
sind. Unter Beachtung dieser Uberlegungen kann fiir die
Elemente der Zusammenhang zwischen den Restverformungen und
den Spannungen bei kleinen Dehnungen durch die tiblichen
linearen Elementbeziehungen beschrieben werden. Diese Bezie~
hungen miissen allerdings bezliglich lokaler, elementeigener,
sich mit den Elementen bewegender Koordinatensysteme for-
muliert werden. Die geometrische Nichtlinearitit duBert sich

dann lediglich in nichtlinearen Transformationsbeziehungen



zwischen dem lokalen Elementsystem und dem globalen raum-—
festen Koordinatensystem [60], [90], [501, [23]. Fir die
"Befestigung" der kartesischen lokalen Koordinatensysteme an
den endlichen Balkenelementen gibt es mehrere Mdglichkeiten.
Dabei ist zu beachten, daB dies so zu geschehen hat, daB die
verbleibenden Relativverdrehungen klein sind. Aus dieser
Forderung ergeben sich fir das ebene Balkenelement im we-
sentlichen die im Bild 4 dargestellten M&glichkeiten nach
[114] zur Festlegung der lokalen x - Achse.

Bild 4: Lokale Koordinatensysteme und
Relativverformungen

In Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall erxrgeben sich
daraus die von Boegershausen [23] und Hartmann [50] ver-
wendeten Darstellungen. Die Orientierung der lokalen y - und
z - Achsen in der Ebene senkrecht zur x - Achse folgt aus der
Forderung, daB die Relativverdrehung um die x - Achse am
Elementende i zu Null wird. Es verbleiben von den 12 Kno-
tenfreiheitsgraden (2 x 3 Translationen + 2 x 3 Rotationen)
eines rdumlichen Balkenelementes nach Abzug von 6 Starrkdr-
perfreiheitsgraden 6 Relativfreiheitsgrade mit den zugehOri-

gen Relativverformungen nach Bild 5.



Bild 5: a) Relativverformungen nach [50]
b) Relativverformungen nach [23]

Flir die hier angestellten Untersuchungen wurde die Variante a)
nach Bild 5 mit der aktuellen Stabsehne als lokale x - Achse
gewdhlt.

Die vorgesehene Abspaltung von Starrkdrperbewegungen besteht
mathematisch betrachtet in der Streichung eines
multiplikativen Anteils zur Beschreibung der Gesamtverformung.
bies soll an einem Beispiel gezeigt werden. Der im Bild 6
dargestellte ebene K&rper erfihrt zunichst eine Drehung in der

Xy o Xy - bzw. >1<1 ' >1<2 - Ebene um den Winkel Yy und dann eine

gleichmdBige Streckung in Richtung der 1>1<1 - Achse.

1
i X3 1%,
fz X, 0 Ausgangslage
n gedrehte Lage
P /——;‘f""‘"' S 1 gedrehte und gedehnte Lage
// \\\ o
’/’ !/ \l \\‘ 4
i ! ] B Xq0 Xy
N \\ \ /n J
‘\\ N y ’/’
\\‘1\\\ ST
= P
0

Bild 6: Verformung eines K&rpers in der Ebene



Zur vereinfachten Beschreibung der Bewegungsvorginge wird im

. p .
folgenden Xy durch ¥; und X5 durch X, ersetzt.

1. Drehung um den Winkel vy (Starrkdrperanteil)
My . cos -sin Ox
1 - Y Y 1 (9a)
"%, siny cosy Ox, ‘
2. Dehnung um 1x1 /»nx1 = (1 + k) = konstant (Deformations-
anteil)
'x, (1+k) © "%
o | 0 1 "x, (9b)
3. Gesamtverformung
'1x1 i (1fk) 0 cosy -sinvy °x1 (91
x, 0 1 siny cosy Ox,

In Gleichung (9 c) ist deutlich die multiplikative Verkniipfung
der beiden Verfofmungsanteile zu erkennen. Da bei Verwendung
des Cauchy - Spannungstensors Starrkdrperverformungen keine
Spannungen verursachen, darf dieser Anteil zur
Spannungsberechnung ohne EinfluB8 auf das Ergebnis entfallen.
Dies wird am obigen Beispiel anhand des mbit dem Cauchy -
Tensor Uber die Stoffmatrix verkniipfbaren Almansi -

Verzerrungstensors [42] gezeigt.

1 1 " 0
Eij = 3 [6|J - 1Xk'[ 1Xk,;] {10)
In (10) stellt ?xi 5 = Bkoxi/a 1x< den inversen Deformations-
¢ I
gradienten dar. Filir ihn erh&lt man aus (9 c):
cosy siny
0 _ T+ k (1)
1%, ,
siny

cos
T+k ¥



Eingesetzt in (10) ergibt

|
1 -—H~(1+k) ]E 0
(B | e {(12)
0 ll 0
Den Almansi - Tensor nach Gleichung (12) erh#lt man auch,

wenn man die Lage n als unverformte Ausgangslage betrachtet.
In diesem Fall wird der inverse Deformationsgradient aus
(9 b) in Gleichung (10) eingesetzt, nachdem dort der Zeiger 0
durch n ersetzt wurde. Damit ist gezeigt, daB der Starrkdr-
peranteil - hier die Starrkérperdrehung -~ zur Dehnungs- und
Spannungsberechnung unberiicksichtigt bleiben kann. Der exakte
Cauchy - Tensor kann fiir das Balkenelement allein aus den

Relativverformungen nach Bild 5 berechnet werden.

Bei kleinen Dehnungen kann Gleichung (12) durch Potenz-
reihenentwicklung und Abbruch nach dem linearen Glied weiter

vereinfacht werden.

N (12a)

Wie der Cauchy -~ Spannungstensor 1Tij erzeugt auch der Piola -
1

Kirchhoff - Spannungstensor 2. Art 0Si4 bei einer reinen
Starrkdrperbewequng keine Werte. Im Gegensatz jedoch zu der
in Richtung der Achse J zeigenden Cauchy -~ Komponenten
ﬁrij weist 2Sij in Richtung der sogenannten Gittervektoren

[31]. Die Gittervektoren haben immer die Richtung der Kanten
des differentiellen Volumenselementes. Sie dndern deshalb
wdhrend der Bewegung des Kdrpers ihre Orientierung in Bezug
auf ein raumfestes Koordinatensystem. Der Gittervektor des
unverformten K&rpers nach Bild 6 in Richtung der Achse
X weist somit nach Drehung und Streckung in Richtung der

1

Xy Achse. Flir das Balkenelement bedeutet dies, daB die im

X, Y, 2 - OSystem berechnete Cauchy -~ Kompontente JTXX bei

kleinen Relativverformungen und kleinen Dehnungen ungefihr

gleich der in Bezug auf das 1lokale ;, §, z - System des



unverformten Elementes nach Bild 5 berechneten KP 2 - Spannung
o538 ist. In [17] wird von dieser Nidherung zur Entwicklung
einer U.L. - Formulierung Gebrauch gemacht. Beachtet man nun,
daB die Abspaltung von Starrkdrperbewegungen beim KP 2 -
Tensor auch die Abspaltung der Richtungs#dnderung der
Gittervektoren bedeutet, kdnnen auch die KP 2 -~ Spannungen inm
Xy X, Koordinatensystem der Konfiguration 1 berechnet
werden. Dies wird fiir das obige zweidimensionale Beispiel
durch Ermittlung des {iber den Stofftensor mit den KpP 2 -
Spannungen verkniipften symmetrischen Green - Lagrange -

Verzerrungstensors [99] gezeigt.

1 = 1 1 1

ofij = 5 [ o¥ki 0%k - 5ij ] {13)
Um éEij (Green - Lagrange im X1 ’ X2 - System) zu berechnen,
wird zunédchst die im o %y - System beschriebene

Gesamtverformung transformiert. Mit

X cos . =sin X
1] Y. Y 1 (16a)
X2 siny cosy | | %z
und ) i
X4 cosy siny 1 X4
= | (14b)
X, -siny cosy X,
folgt aus Gleichung (9 c¢)
1 ) 0
X, (1+k)cosy -siny X4 (15)
= 0
1)(2 {1+k)siny  cosy X,

Aus Gleichung (15) erh&dlt man mit (13) f£fir den Greenschen

Verzerrungstensor im X1, X2 - KOS
1
" Jé‘“']+k)2-1] 1 0
E = oo A== (16)
0 0 1 0
Fiir den Greenschen Verzerrungstensor im Ko Xy = KOS folgt mit

(9 b) und (13), wobel der Zustand n erneut als unverformte

Ausgangslage betrachtet wird



Man erkennt, daB die Komponenten der in zwei verschiedenen
Kogrdinatensystemen berechneten Green - Lagrangeschen Ver-
zerrungstensoren identisch sind und fir kleine Dehnungen
durch Potenzreihenentwicklung und Abbruch nach dem linea-
ren Glied auf die Ingenieurdehnungen filhren. Natlirlich wiirde
man dasselbe Ergebnis erhalten filir eine beliebige Starr-

kérperzwischenlage.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, da8 die Abspaltung
von Starrkdrperanteilen zur Berechnung des Cauchy - wie auch
des Piola - Kirchhoff - Spannungstensors 2. Art keine Nihe-
rung beziliglich der exakten L&sung darstellt. Fiir den KP 2 -
Tensor ist jedoch zu beachten, daB die Abspaltung auch die
Richtungsénderung der Gittervektoren enthilt, so daB diese
durch Bezug auf das mitverformte kartesische Xoordinaten-
system korrigiert werden muB. Bei geschickter Wahl des
mitgehenden korperfesten Koordinatensystems verbleiben in
den Relativverformungen nur noch geringe Starrkdrperanteile,
so dafi bei kleinen Dehnungen mit guter N&herung die iiblichen
Ingenieurspannungen und =-dehnungen verwendet werden k&nnen.
Dies fihrt zu dem von Argyris [7] verwendeten Konzept der
"natlirlichen” Spannungen und Dehnungen. Um das Mitgehen der
Koordinatensysteme zu kennzeichnen, verwenden Belytschko und
Schwer in [19] auch die Begriffe "rigid ~ convected" - oder
"corrotational" -~ Formulierung. Der Gedanke, Starrkdrper-
verformungen abzuspalten, wurde auch von Schrader in
[113] propagiert. Urspriinglich fir Balkenelemente entwik-
kelt, wird heute die mitgehende Koordinaten - Darstellung

auch fir Platten- und Schalenelemente verwendet.

Die hier angestrebte FE ~ Untersuchung erzeugt auf Element-
ebene zwei Aufgabenstellungen. Zur Berechnung der Schnitt-
grdBen einer endlich deformierten Konfiguration aus den
Gesamtverformungen wird bei nichtlinearem Verhalten, wie bei
der Theorie II. Ordnung, die Sekantensteifigkeitsmatrix
bendtigt. Im Gegensatz dazu erfordert die Ermittlung des
Verformungszuwachses £iir ein Lastinkrement die Bereitstel-
lung einer inkrementellen Tangentensteifigkeit (fiir Standard

Newton - Raphson Iteration - siehe Abschnitt 10.2).



Werden die in die Sekantensteifigkeitsmatrix einzusetzenden,
in eines der oben beschriebenen k&rperfesten Systeme trans-
formierten Gesamtverformungen von stérrkérp»eranteilen be-
freit, so geniligen linearisierte Beziehungen zur Berechnung
der Biegemomente, Querkr&fte und Normalkrifte, da die De~-
formationen relativ zur Sehne bei genligend feiner Element-
einteilung klein sind. Das nach einer geometrisch
nichtlinearen Theorie verdnderte Biegetragverhalten wird
dabei allein durch die ver#dnderte Lage des Stabes erfaBt.
Wegen der Beschreibung des Querschnittes durch die Ver-~
formungen in einem Referenzpunkt, kann ein nichtlineares
Torsionstragverhalten auch nach Elimination der Starr-
korperdrehung nur durch eine nichtlineare Elementsteifigkeit
erfaft wérden. Auch bei der Tangentensteifigkeitsmatrix kann
zundchst fir die relativen Verformungszuwdchse eine lineare
Steifigkeitsbeziehung angegeben werden, die anschlieBend
durch Hinzunahme von Starrkdrpertermen erweitert wird. 1In
dieser Arbeit wird allerdings die erweiterte lokale Ele-
mentsteifigkeitsmatrix, welche auch inkrementelle Starr-

korperbewegungen erfaBt, direkt erstellt.

4.4 Vorausgsetzungen, Annahmen

In diesem Abschnitt wird die Grundgleichung (8) schrittweise

den Besonderheiten des gestellten Problems angepaBt.

4.4.1 Thedrie der Stdbe mit offenem, dinnwandigem
Querschnitt nach [129], [105], [30]

Q-m-—————14~—ml
&*1 Segment1

e e

!f‘/ Profilmittellinie
|
[&

11 Segment 2

Segment 3
b,
}--——-———-—1

Bild 7: Offener, dinnwandiger Querschnitt



Folgende Voraussetzungen und Annahmen wurden getroffen:

Die ré&umlichen Stabsysteme besitzen einen offenen,
dinnwandigen, abschnittweise konstanten, prismatischen
Querschnitt. Bei einer numerischen Querschnittsunter-—
suchung muB der Querschnitt bei Berilicksichtigung der
physikalischen Nichtlinearitdt aus beliebig vielen,

ebenen Segmenten (Platten) zusammengesetzt werden.

Die Querschnittsform bleilbt bei Verformung erhalten.
Lokale Instabilitdten der Querschnittssegmente (z.B.
der Gurte oder Stege) sind ausgeschlossen. Dazu ist der
Querschnitt insbesondere an Lasteinleitungsstellen aus-
zusteifen.

Gibt man diese Annahme auf, so entsteht eine Interak-
tion zwischen dem lokalen Versagen durch Plattenbeulen
und dem globalen Versagen durch Ausweichen von Stiben
infolge von Knicken oder Biegedrillknicken. Im Rahmen
der finiten Elemente sind dabei zwei Vorgehensweisen zu
unterscheiden. Eine M&glichkeit besteht darin, den ge-
samten Tr&dger mit Scheiben-, Platten~ oder Schalenele-
menten zu modellieren. Wegen der groBen Anzahl an
Unbekannten ist diese Methode auf Triger mit begrenzter
Lédnge beschrénkt. In [71] und [54] werden mit hybriden
Elementen I -~ Trdger mit linear bzw. nichtlinear ela-
stischem Werkstoff untersucht. In [2] werden mit der-~
selben Zielsetzung zwei- und dreidimensionale Ver-
schiebungselemente eingesetzt. Alternativ dazu wurde in
[95}, [281, [49] und [41] ein Balkenelement, welches
lokale Plattenfreiheitsgrade besitzt, verwendet. Durch
die Kopplung des ZKnick- und Beulproblems entstehen
dabei BalkenschnittgrdBen aus der Verformung einzelner
Plattensegmente und umgekehrt. Eine Ubertragung dieser
Methode auf die Berechnung von Rahmentragwerken ist
méglich. Experimentelle Untersuchungen an Portalrahmen,
deren Querschnitte sich beim Ausweichen aus der

Systemebene verzerren, werden in [12] mitgeteilt.



3. In den durch die Profilmittellinie gebildeten Mittel-
fldchen treten infolge von Schubspannungen aus der Ande-
rung der Lingsnormalspannungen keine Schubverzerrungen

auf.

Diese, Wagner - Hypothese genannte Forderung stellt eine
Erweiterung der Bernoulli - Hypothese vom Ebenbleiben
der Querschnitte dar. Als Konsequenz daraus kOnnen die
zu den Querkr&ften gehb6rigen Schubspannungen nicht lber
ein Stoffgesetz ermittelt werden. Die Querkridfte sind
deshalb aus dem Gleichgewicht am Stabelement zu berech-
nen. In {17] wird fiir Vollquerschnitte auf diese Ein~
schrdnkung unter Verwendung zusdtzlicher Schubfreiheits-

grade verzichtet.

4. Senkrecht zu den Profilmittelfichen treten keine Ver-
zerrungen auf. Diese auch fiir Platten und Schalen iibli-
che Annahme ist zuldssig flir kleine Wanddicken der Quer-

schnittssegmente.

5. Der Verlauf der Verwdlbung in Dickenrichtung wird kon-

stant vorausgesetzt (Querverwdlbung vernachlédssigt).

Bild 8: Starrkdrperlagen und lokale Koordinatensysteme



Aus den Annahmen folgt n&herungswelse fiir den Spannungszustand
in der Konfiguration 1 sowile den inkrementellen
Spannungszuwachs beim Ubergang nach 2, beschrieben im lokalen
X, Y, 2 - System nach Bild 8 und unter Beachtung des
Abschnittes 4.3:

- - - _ 1 .1 =1 1
1Syy = 4527 = 1Syz = 1Szy = 1IYY = 1122 = 11:)'2 = {EZy: 0 (18)

Die folgenden Ableitungen werden filir ein Element durchgefiihrt.
Flir alle {ibrigen Elemente ist in gleicher Weise vorzugehen.
Der Zusammenbau wird im BAbschnitt 8 dargestellt. Mit Glei~-
chung (18) und unter Beachtung der Symmetrieeigenschaft der
verwendeten Spannungsmafe kann (8), im X, Y, Z - KOS abge-
leitet, jetzt in den x, y, z - Koordinaten der Konfiguration 1

wie folgt geschrieben werden:

15 81enn d) e 15, 8,0, A1+ [5,,8 9, V) f 1108 M, d (V1o
Ty 1y ty 1y

Jity 6%y A0V e 17,8 v, d0v) = “6W,,-6w,, (19a)
v LY
Dabei stellt
"ow, = f}fij & 4o d('v) {19b)
v

die ’spéter genauer betrachtete virtuelle Arbeit der inneren
Krédfte im Zustand 1 dar. Im Hinblick auf das zu erstellende,
in den Verformungszuwdchsen lineare Gleichungssystem wurde in
(19 a) eine erste Linearisierung 1€ij - Teij vorgenommen.

Da sich in den folgenden Darstellungen alle GrdBen auf den
bekannten Zustand 1 beziehen, wird kilinftig auf den linken

unteren FuBzeiger verzichtet.

Wegen der Beschreibung des Querschnittes in der Rechnung nur
durch die Profilmittellinie, sind die in Dickenrichtung

verdnderlichen Spannungen gesondert 2zu betrachten. Aus der
Anderung der Normalspannungen Syx und 1TXX iber die Dicke

ergeben sich aus der Integration {ber den Gesamtquerschnitt



Zusatzterme in den Biegemomenten um die y- und z - Achsen.
Diese GroBen werden vernachlidssigt. Berlicksichtigt werden
jedoch die tiber die Dicke linear verédnderlichen
Schubspannungen, aus deren Aufsummation der St. Venantsche
Anteil des Torsionsmomentes folgt.

Bild 9: Zerlegung der Schubspannungen

Nach Bild 9 wird folgende Zerlegung durchgefiihrt:

~Rand

A Sy3 — ~ ”
2 8 )t(z 2y = 53+ 53 (20)

Da nur Schubspannungen Sem zugelassen sind, gilt:

Sxy = - Sxz SINQ (21a)
Syz =  Sxz €COSOL (21b)
Zwischen dem segmenteligenen ¥, Z - Koordinatensystem und dem

querschnittsfesten y, z - KOS gelten folgende Beziehungen:

ay ) 3y _ .

57 = COSQL (22aq) 55 = -sna (22b)
g_; = sing {22¢) %—;— = cos@ (22d)
v = Vcosd - Wwsing (23a)
w = Vsina + W cosdl (23b)



Dabel bezeichnen v und w die Verschiebungen in y- und z -

Richtung bzw. v und w die in y- und Z -~ Richtung.

Mit (20) und (21) folgt aus (19):

[ 5ex 8ee dlv) +‘[(§ﬁ+§”)(cosa 8g,,~ sina 8g, ) d(lv]«
Y v

+j1txx 5'ﬂxx d(1V)*/1txy any */1Ixz 6sz d('v) = 26W(0)—15W“) (25)
1y v v

Mit (22) bis (24) sowie (7) und unter Beachtung der
Kettenregel erh&lt man aus Gleichung (25):

fsxx Beyx d(’v)+f§x55 lg,, cosa - g, sina ) d(v) +f‘s’,§ 6g,5 dlv)+
W W Yy

?(’txx 6N d“”*.fv’m 8,y di'v) /t 8, div) = %6W,) -"6W,, (26)
4.4.2 Werkstoffannahmen
1. Das zwischen Spannungen und Dehnungen beschriebene

Stoffgesetz wird entweder uneingeschrinkt linear
elastisch oder bilinear elastisch =~ plastisch
angenommen. Die Entlastung im Stoffgesetz geschieht
parallel zur Anfangssteigung. Der Rechenalgorithmus ist
unabhédngig von der Form des Stoffgesetzes. Das Programm
kann deshalb auf Jjedes beliebige Stoffgesetz, welches
durch einen Polygonzug darstellbar ist, erweitert

werden.

2. Die WerkstoffgréBen sind innerhalb eines Elementes
unverénderlich.

3. Es wird kinematische Verfestigung angenommen.

4, Der EinfluB der Schubspannungen aus den Querkridften auf

den Verformungsvorgang und die FlieBbedingung wird
vernachlédssigt. Die Arbeit von Bamm [13] rechtfertigt

diese Annahme.

5. Elastizitdtsmodul und Schubmodul sind ver formungsunabhin-

gig.



6. . Schubspannungen aus St. Venantscher Torsion werden ndhe-~
rungsweise in der von Mises - FlieBbedingung berick-

sichtigt.

4.4.3 Endliche Verformungen

1. Die Dehnungen sind klein.

2. Die Relativverdrehungen der Stabenden gegen die lokalen
X ~ Koordinaten nach Bild 5 a sind klein.

3. Die Verformungszuwéchse flir ein Lastinkrement sind klein.

Die Forderungen 2) und 3) stellen keine generelle Beschrén-—
kung dar. Sie k&nnen in jedem Fall durch die Wahl kleiner
Lastinkremente und kurzer Elementl&ngen befriedigt werden. Im
Ubrigen bestehen keine Einschrinkungen, insbesondere nicht

hinsichtlich der absoluten Gr&BSe der Gesamtrotationen.

4.5 Querschnittskinematik

Die zundchst fiir die inkrementellen Verformungen darge-
stellte Querschnittskinematik wird spdter auch fir die Ge-

samtverformungen verwendet,

Mit den Voraussetzungen des Abschnitts 4.4.1 kann der offene
dinnwandige Querschnitt durch die Profilmittellinie darge-
stellt werden. Die Verschiebung eines beliebigen Punktes ist
eine Funktion der Verformungen in einem Referenzpunkt und der
Querschnittskoordinaten. 3Zur Vereinfachung fir den 1linear
elastischen Werkstoffbereich werden alle Kraft- und Ver-
formungsgrdBen auf zwei zunichst beliebige Bezugspunkte S und
M Dbezogen. Der Ursprung filir die lokalen y= und 2z - Ko-
ordinaten im Zustand 1 sei S und die Lage der zueinander
orthogonalen Achsen beliebig (Bild 7). Die Inkremente in den
Verformungen werden nach Bild 10 a auf die Punkte S bzw. M

bezogen.



4.5.1 Verformungen in der Querschnittsebene

Bild 10: Zuordnung der SchnittgréBen und
Verformungen zu den Bezugspunkten

% ly
(z-zylcos Ty ly-y,lcosHhu
[ oL S s

(z-2 )sim‘)’M:[ Uy
" " N 7- T

ﬁ&»k

K4
z

(y-yulcos Lu

N
z

X

b/
- I

Bild 11: Drehung in der Ebene um Punkt M

Die Verschiebungen v und w eines beliebigen Punktes N auf der
Profilmittellinie infolge Translation und Rotation um einen
Punkt M k&nnen mit Bild 11 bezlglich der nicht verdrehten

Achsen y und z wie folgt beschrieben werden:



vios vy s Ly sy (1= cos Oyy) - 2 - 2y) sindyy (27a)

wo= wy v Ly -y dsind - (2 -2, ) (1 - cosdyy,) (27b}

Nach den Hypothesen 2) und 3) aus Abschnitt 4.4.3 darf durch
Abbruch der Potenzreihe fir die trigonometrischen Funktionen

nach dem 1. Glied linearisiert werden.

sin Oy ® Y (28a)
cos Ty = 1 (28b)

Damit erhdlt man aus den Beziehungen (27):

Vo= Wy "(Z‘ZM){)‘XM (29a)

W= owy sy~ oy ) Dy ( 29b)

4.5.2 Verformungen senkrecht zur Querschnittsebene

Die Verschiebung eines Punktes auf der Profilmittellinie aus
der Querschnittsebene heraus in Richtung der lokalen x -

Achse kann folgende Ursachen haben:

a) eine Translationsbewegung des Querschnittes in x -
Richtung,
b) eine Rotation des Querschrnittes um die y - oder =z -

Achse infolge Biegung in der x - z - oder x - y - Ebene,

c) eine Verwdlbung des Querschnittes infolge Torsion.

Die Verschiebungen in x - Richtung werden zunidchst beziiglich
eines beliebigen Punktes 0 (Bild 12) beschrieben, welcher den
Ursprung der entlang der Profilmittellinie laufenden
sektoriellen Koordinate s definiert. AuBerdem wird ein
weiteres kartesisches, lokales Koordinatensystem mit den y -

und z ~ Achsen fir Jeden Punkt der Profilmittellinie



definiert. Die Z - Achse besteht aus der Tangente an die
Profilmittellinie (siehe auch Bild 9). Filir die Verschiebung w

in Richtung der z - Achse sind die Gleichungen (29) in (24 b)

einzusetzen.

W o= wy cos -vy sind + [{y -y )cosa «(z-z,)sina ]9,

Bild 12: Querschnittsbezeichnungen

Mit

o= (y-yyleosa +{z -z, )sina

aus Bild 12 erhdlt man:

W = WM cosa -v

Voraussetzung 3) nach Abschnitt 4.4.1 liefert:

w SNl r Ty

oW
%:% 3¢ ' 3

Q

U

Nj

wobei u die Verschiebung in x - Richtung darstellt.

Gleichung (32) in (33) eingesetzt, ergibt:

au s , . f
FF T - Wy COsG s+ v sina -y Iy

mit der Definition ( )}' = d( ) /ox.

(30)

(31)

(32)

(34)



Mit den Beziehungen (22) folgt daraus:
U w8z 8y (35)

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung und mit dz - ds sowie

s = § in N ergibt sich daraus:
sz§ s=§ sz 3§

uls) - ul0) = -wy [ dz -y [dy- 9, [r ds {36)
s=0 $=0 s=0

und somit:
ulB) = ul0) - wy (2= 20 - vy (y -y )= O Wy (37)

Dabei wurde definiert:

wy = / r ds (38)

Stellt man sich den Punkt S gedanklich mit der Profilmittel-
linie verbunden vor, so kann dessen Lingsverschiebung aus (37)

bestimmt werden.

ug = ul0)+ wy zg+ vy Yo -~ m Wos (39)

L8st man Gleichung (39) nach u(0) auf und setzt das Ergebnis
in (37) ein, so folgt:

uls) = ug ~wy z v,y - ey (Wo - Wog) (40)

Die imagindre Verbindung der Punkte 0 und S kann so gewidhlt
werden, daB der Ausdruck ®og verschwindet. Damit vereinfacht
sich (40) =zu:

MZ oYY - T W (41}

Gleichung (41) stellt die Lingsverschiebung eines beliebigen
Punktes auf der Profilmittellinie dar. Die Ableitung wurde in

Anlehnung an [26] vorgenommen.

Mit (41) sowie (29 a) und (29 b) kann die Verschiebung eines
Punktes der Profilmittellinie durch die auf S und M bezogenen
GréBen VM ; WM 1 Ug und SxM sowie deren Ableitungen

vollstédndig beschrieben werden.



4.5.3 Berlicksichtigung der Kinematik in der Grundgleichung

Zundchst wird Gleichung (26) mit den Verzerrungs~Verschiebungs—

Relationen (7) umgeformt.

jsxx5u,x di'v) +f§xi6[(u,z+w,x)cosoc—( Uy + Vo sinald (')
v

Lsxzﬁgxzd( v+ ——j1txx6(u,x+vx sw2ydl! f’txyé(ur,ﬂy+vxvy +

s Wy Wy ) d (i) f’txzﬁ(uguzovxv,»rwx w,z)d W1 =W, 6w, (42)

Wie Ublich, werden im weiteren die Produkte der Ableitungen
der Verschiebungen in x -~ Richtung vernachlissigt. Dies darf
geschehen, da die Verschiebungen in Lingsrichtung beim Stab
wesentlich kleiner sind als die Verschiebungen quer zur
Stabachse. Mit den kinematischen Beziehungen (29) und (41)
wird aus (42):

[ Blus -wi z-v,',{y~0:Mwo)d(1V)+f§xi6gx.z_d(1v)+——ftxx [y, -
1y v

-z -2) Sy )2 (W ~Ly-yy ) ) T (1) wxyélw;r(y-yn)f‘fxnl%m di'v)
v

S 6L vig= {2 - 2y 1 T d (V) = 2o W, - 6w, (43)
v

Dabei wurde unter Verwendung der Gleichungen (22), (31) und

(38) von der folgenden Beziehung Gebrauch gemacht:

3 )
Ly-yy) cosa + (z-z,)sina ] - [ 5(;‘)90050(- aa(;)o sina}=rn-n =0 (44)

wodurch der Ausdruck mit den Schubspannungen aus der
Wolbkrafttorsion entfdllt.



4.6 SchnittgrdBen

Das Ziel einer Berechnung nach der Balkentheorie ist es,
nicht mit Verzerrungen und Spannungen, sondern mit
resultierenden integralen Gr&Ben zu operieren. Den Krimmungen
und Lidngendnderungen werden deshalb per Definition
Schnittmomente und Schnittkrdfte =zugeordnet. Fiir die nach
Bild 10 b auf S bzw. M bezogenen ‘SchnittgrdBen des endlich
deformierten Zustandes 1 im lokalen x, y, z - KOS gilt:

[t dtla) = P : (45a)
i’t,,zd(’a) = My {45b)
[ ydlia) = M, (4sc)
f’t,,[(y-)’M)2+(Z-ZM)Z]d(’0)=1K (45 )
A

!‘t,, W dlta) = "M, (45e)
j’t,, dla) = 'ay (45¢)
z’ru dla) = 0, 45g)

Das W&lbmoment 1Mw wird hdufig auch als Bimoment bezeichnet.

Fir einen I - Trédger ergibt es sich als das Produkt aus dem
Flanschbiegemoment mit dem Schwerpunktsabstand der beiden
Gurte. Die GrdBe 1K ist in der Literatur als Wagner -
Koeffizient bekannt [34] , [82] . Aus der Multiplikation von
1K mit der Ableitung der Léngsverdrehung1axM entsteht ein

Torsionsmomentenanteil 1M im Sinne eines Effektes der

TK
Theorie II. Ordnung. Anschaulich ergibt sich dieser aus der
Neigung der Lingsspannungen infolge einer Querschnittsverwdl-

bung.

Da voraussetzungsgemdB der Querschnitt nicht verzerrt wird
und die Dehnungen klein sind, darf in den Gleichungen (45)
die Integration tiber die verfornte Fl&dche 1A der
Konfiguration 1 durch die {iber den unverformten Querschnitt

ersetzt werden. Einsetzen von (45) in (43) liefert:



fsxx Blug -wy z - vy y =) Wo) dx +‘ 84z 69,5 dx

1v V

s L [P & L wols 2900 (2, v -y Wiyl O -{wya(&;M v, dx
L

+!1M15 (W, Y +12—.1f1K 5(9)% ) dx +L’o, 5wy, o) dx
L L

-0, (v, F)dx = 26W,, - BW,, (46)
L

Da bisher keine Werkstoffbeziehungen verwendet wurden, stellt
die Gleichung (46) den Ausgangspunkt sowohl flir elastisches
als auch elastisch - plastisches Materialverhalten dar. In
(46) wurde, ebenso wie in [94] , der folgende Ausdruck als

ein Term, der von hdherer Ordnung klein ist, vernachlissigt.

J Uy (y =y« Tt (2 =201 6 (Fm B ) d (') (47)
v

4.7 Bulersche Differentialgleichungen und Randbedingungen

Aus dem durch die Grundgleichung (46) beschriebenen
Variationsproblem konnen die Eulerschen Differentialgleichun~
gen und die Randbedingungen des Problems gewonnen werden [79],
[94], [98].

Dazu ist es ndtig, die Zuwdchse in den Schnittgr&Ben filir das
Inkrement von Zustand 1 nach 2 im lokalen x, y, z - KOS wie

folgt zu definieren:

[suxdlta) = P (48a)
‘A
fsx,zd(‘a) = M, {48b)
A
[saxydlia) = M, (48c)
A

[sawgdlial= M, (48d)
Y



Ebenso wie bel der Berechnung der GesamtschnittgréBen im

Zustand 1 (Abschnitt 4.6) kann auch in (48) iber die

Q

unverformte Querschnittsfldche A  bzw. d(oa) integriert

werden. Mit (48) erh&dlt man aus Gleichung (46):

’ " " » s .2 .
[Ltpsus My Bwiy ~M, BV - M, 59, 1 dx +{MTS wdem%{*pa[vM swle
+ 290 (2 vig - yu Wi 0x =My, 8 (35 viy) dxs [ 1M, 808, wy) dx +

L [N

.2 ;
0%-{1}( & (U ) dx *!ioyé( Wiy I _ﬁoy 5(\/’,“&)('4) dx = 25W(a, '15W(.') (49)
L i
Zur Ermittlung des Zuwachses des St. Venantschen

Torsionsmomentes wurde von der aus der Analogie mit dem
Seifenhauthligel bekannten Verzerrungsbeziehung [26] , [34] ,
[124] Gebrauch gemacht.

9uz = 27 Ty {50)

Damit gilt:

Mg = [ 27 &,z dl'a) {51)
A

Durch partielle Integration und Anwendung des Fundamental -
Lemmas der Variationsrechnung [32] erhdlt man aus (43) die
Bulerschen Differentialgleichungen fiir das inkrementelle
Gleichgewicht und die Randterme, aus denen die natlrlichen

Randbedingungen folgen.

P =0 {52q)
My P w) - Py Sl + Mz )" = 0 (520)
My + Py 1o P2y By V- (M, Su)” =0 (52c)

Mg + Mg+ (1F’zM vy) - (1PyM w,‘4)'-1My Vi Mz wp +'K Tl = 0 {(52d)



L
[P bugly =0 (53a)

1

[0+ "0y Ty - Pyy oy +Pwyy s M 0) Bwy o = 0 (53b)
[-My Swyl =0 {53c)
(11, =1, By + Pz, 5 + P - My By) By Jo = 0 (53¢
M, 8wl =0 | (53e)
[{ Myg+ Mg +1K“}x,w|"1pzm Vit "1P)'Mwi4 - "My VM » "M, Wi )6&)(”]1; =0 (53f)
My 63,05 = 0 (53g)

In (52) wurden die Querkrdfte iUber das Gleichgewicht durch
die Momente ausgedriickt. Weder in den Differentialgleichungen
noch in den Randbedingungen sind Anteile aus einer verteilten
Belastung oder aus Knotenlasten enthalten. Da hier nur Kno-
tenlasten betrachtet werden sollen, sind daraus resultierende
Randterme als Ungleichgewichtskrdfte der rechten Seite von
(49) =zusdtzlich in den Gleichungen (53) zu berlicksichtigen.
In den F&llen, in denen an den Integrationsrindern keine
erzwungenen oder geometrischen Randbedingungen vorliegen,
stellen die Beziehungen (53) die statischen oder natfirlichen
Randbedingungen dar. Falls keine erzwungenen Randbedingungen
vorliegen, muB eine Integrabilititsbedingung erfiillt sein
[32]. Unter Verwendung eines linear elastischen Materialge-
setzes zur Berechnung der inkrementellen Schnittgr&fen kann
(52) und (53) so umgeformt werden, daB sie mit den von

Wlassow angegebenen Gleichungen in ([129] d{ibereinstimmen.



5. Stoffbezogene Grundgleichung

Zuxr Beschreibung des Werkstoffverhaltens werden kleine
Verschiebungen und kleine Dehnungen vorausgesetzt. Dies ist
gerechtfertigt, da einerseits, wie spiter im Abschnitt 9
gezeigt, die Starrkdrperanteile aus den Gesamtverformungen
eliminiert werden und andererseits die Verformungsinkremente
voraussetzungsgemdB ohnehin klein sind. Deshalb k&nnen zur
Darstellung des Werkstoffverhaltens die Ingenieurspannung
1cr und die lineare Ingenieurdehnung 19 bzw. deren Inkremente

o und e verwendet werden.

5.1 Werkstoffbeschreibung

Werden Dbereits plastizierte Fasern eines Querschnittes
entlastet, so existiert filir ein nichtlinear elastisch -
plastisches Stoffgesetz keine Eindeutigkeit mehr zwischen

Spannungen und Dehnungen (Bild 13).

[+
L
Opb~——-
e ERY S
- €
‘e
Bild 13: Mehrdeutiges Spannungsproblem

Dies erfordert die Anwendung der in [57] und [102] flir mehr-
dimensionale Spannungszustdnde dargestellten Plastizitdts-
theorie. Innerhalb der Plastizititstheorie sind zwei Formulie~
rungen zu unterscheiden. Die Deformationstheorie setzt voraus,
daB zwischen den Gesamtdehnungen und den Spannungen eine ein-

deutige Beziehung endlicher Art existiert. Dies schlieBt die



Entlastung einmal plastizierter Querschnittsteile aus. Die
Deformationstheorie reduziert sich damit auf eine nichtlinear
elastische Theorie ohne Entlastung. Die FlieBtheorie stellt
einen Zusammenhang zwischen den infinitesimalen Verzerrungs-—
und Spannungsinkrementen dar. Dieser 148t sich beschreiben,
wenn z.B. die Gesamtdehnungen und deren plastische Anteile
bekannt sind. Da in dieser Arbeit sowohl Entlastungen in den
duBeren Kréften als auch im Spannungs - Dehnungs - Diagramm
mdglich seien, wird die FlieBtheorie mit Beschrinkung auf den
einaxialen Spannungszustand verwendet. Fiir die allgemeine
FlieBtheorie wird eine AnfangsflieBbedingung zur Festlegung
des FlieBbeginns, ein plastisches VergleichsdehnungsmaB zur
Verknlipfung mit dem eindimensionalen Stoffgesetz, eine
FlieBregel zur Bestimmung der plastischen Dehnungsanteile in
den einzelnen Richtungen sowie ein Verfestigungsgesetz zur
Definition der FolgeflieBfl&dchen bendtigt.

Es wird angenommen, daB aus dem einaxialen Zugversuch der
Zusammenhang zwischen der Ingenieurspannung o und der
Ingenieurdehnung € bekannt sei. Die Beschrinkung auf einen
einaxialen Spannungszustand filihrt zu wesentlichen
Vereinfachungen. Aus einer AnfangsflieBbedingung nach

von Mises oder Tresca folgt:
F('0,,,'0:) ="0,-"0: = 0 (54)

Auf ein VergleichsdehnungsmaB, ebenso wie auf eine auf den
Drucker -~ Postulaten basierende FlieBregel kann verzichtet
werden. Zusdtzliche Uberlegungen sind lediglich im Hinblick
auf ein geeignetes Verfestigungsgesetz anzustellen. In
{107] wird ein Uberblick iiber verschiedene Modelle gegeben,
die fir den numerischen RechenprozeB geeignet scheinen. Als
grundlegende Arten sind die isotrope und die kinematische
Verfestigung zu unterscheiden. Bei Annahme der
AnfangsflieBbedingung z.B. nach von Mises bedeutet dies, daB
die Ellipse fir ebene Spannungszustédnde gleichndBig
aufgeweitet (Bild 14 a) bzw. in einer Richtung verschoben
wird (Bild 14 b).
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Bild 14: Verfestigung im Spannungs-Dehnungs-Diagramm
und in der Hauptspannungsebene
a) isotrope Verfestigung
b) kinematische Verfestigung.

Bei monoton wachsender Belastung darf in Ubereinstimmung mit
Versuchsergebnissen ein isotropes Verfestigungsgesetz
verwendet werden. Dies gilt auch fir schwach verfestigende
Werkstoffe. Zur Berlicksichtigung einer wechselnden
Beanspruchung und zur n&herungsweisen Erfassung des dabei
sich einstellenden Bauschinger - Effektes wird in dieser
Arbeit anstelle eines komplizierten Mehrschichtenmodells eine
rein kinematische Verfestigung zugrunde gelegt [57] . Zur
L8sung eines mehrachsigen elastisch - plastischen Problems

werden in [6] zwel grundsdtzliche Konzepte angegeben. Die



auch hier verwendete direkte Methode filhrt die nichtlineare
Aufgabe auf ein bereichsweise lineares Problem zuriick. Zur
Beseitigung der durch die Linearisierung entstandenen Fehler
in den Spannungen sind wiederum zwei Verfahren bekannt.
Durch die Interpolationsmethode einerseits oder die
Iterationsmethode andererseits wird die Spannungsberechnung
solange korrigiert, bis im gesuchten Zustand die
Fliefbedingung erfillt ist. Bei der zweliten in
[6] angegebenen Methode der gquadratischen Programmierung
erhdlt man den Spannungszuwachs durch Minimierung des

quadratischen Funktionals der Komplementdrenergie.

Bei einem eindimensionalen Spannungszustand kann die direkte
Methode ohne KorrekturmaBnahmen verwendet werden. Zu diesem
Zweck sind die Gesamtverzerrungen in einen elastischen und

einen rein plastischen Anteil zu zerlegen.

g
arc tan T ¢ b
¢¢¢¢¢¢ Tos 7
arc tan E .
“E¢ Ery e
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Bild 15: Dehnungsanteile im Zustand 1

Die Spannung im Zustand 1 ergibt sich nach Bild 15 allein
aus dem unter Beachtung der FlieBtheorie ermittelten

elastischen Dehnungsanteil aus

Te = Tg® . TPl {55)

u g = E Tge (56a)



Bezeichnet man mit E_ den Be- oder Entlastungsmodul fir das

t
inkrementelle Stoffgesetz, so gilt:

6 = E4 € (56b)

Aus Bild 15 erkennt man, daB einer Gesamtdehnung 16 im
Zustand 1 eindeutig die Spannung 10 zugeordnet werden kann,
wenn der plastische Dehnungsanteil 1apl bekannt ist. In-
nerhalb des Inkrementes, welches zum Zustand 2 fihrt, wird
eine Umkehr im Spannungs-Dehnungs-Diagramm ausgeschlossen. Da
die Entlastung parallel zur Belastungsgeraden verl&duft, gibt
der Linienzug ABCD in Bild 15 das momentan gliltige
Sstoffgesetz sowohl fiir das Inkrement 1 - 2 als auch fir den
erreichten Zustand 2 an. 2Zur Berechnung der Spannungen in 2
und zur Bestimmung des Be- oder Entlastungsmoduls
El {(Tangentenmodul) flir das folgende Inkrement aus den
Gesamtdehnungen im Zustand 2 und den plastischen Deh-
nungsanteilen im Zustand 1 sind drei F&lle zu unterscheiden.

a) ep, = 8 o= g (57)

Die Zu~ oder Abnahme der Dehnungen von 1 nach 2
erfolgte entlang der Geraden BC und somit rein
elastisch. Damit gilt:

ZgPl TgPt (56a)
E,= E (58b)
b) e > e, (59)

Die Dehnungszunahme erfolgte entweder direkt von C oder

von einem Punkt auf der Geraden BC in Richtung D.

2ot (12 Lyi%e - ep) (60a)
Ee= T (60b)
c) e < e, {61)

Die Dehnungsabnahme im Schritt 1 - 2 erfolgte entweder
direkt von B oder von einem Punkt auf der Geraden BC in

Richtung A.

T

nguu-g)(zewp) (62a)

Ee= T [62b)



Aus den somit bekannten plastischen Dehnungsanteilen im
Zustand 2 erhdlt man bei sinngem&Ber Anwendung der Gleichungen

(55) und (56 a) die Spannung im Zustand 2. Mit E als

Tangentenmodul fiir die Normalspannungen wird das inkremegtelle
Stoffgesetz fiir das folgende Lastinkrement formuliert. Der
inkrementelle Schubmodul Gt wird ohne Beriicksichtigung der
Interaktion =zwischen Schubspannungen und Normalspannungen im
FlieBgesetz ndherungsweise entsprechend dem aktuellen

Elastizitédtsgesetz abgemindert.

Damit erhdlt man flr das inkrementelle Stoffgesetz zur
Verwendung in der stoff-freien Grundgleichung (46):

[l

N

Et exx (63a)
Gy 9xz (63 b)

nr
n

Wegen des angestrebten linearen Gleichungssystems in den
Verformungszuwédchsen wurde in den obigen Gleichungen eine

zweite Linearisierung (erste Linearisierung siehe Abschnitt

4.4.1) mit Box  Syx PEW. Y o o 9y3 durchgeflihrt. Weiterhin
wurde mit Voraussetzung 5 nach Abschnitt 4.4.2 CXXXX = Et =
konstant und Cxixi = Gt = konstant gesetzt. Mit (7), (41)

und {50) erh&dlt man aus den Beziehungen (63):

3

Sxx = Eglug -—wp z -viy - ¥, w,) (64a)

Syz = Gy 2§ Uem [64b)

Eine weitere Fallunterscheidung fiir Lastumkehr der &#uBeren
Belastung ist nicht erforderlich. Die Entlastung in den auf
das Tragwerk wirkenden Kriften bewirkt auch eine Entlastung im
Spannungs - Dehnungs =~ Diagramm. Dadurch wird ab dem
2. Iterationsschritt im inkrementellen Stoffgesetz der
Belastungsmodul durch den Entlastungsmodul ersetzt. Bei
Entlastung von einem horizontalen Bereich der Last -
Verformungs -~ Kurve aus muB jedoch die Verwendung der
elastischen Steifigkeitsmatrix bereits im 1. Iterationsschritt

erzwungen werden (siehe Beispiel 3.1, Abschnitt 12.3).



5.2 Linear elastisches Werkstoffverhalten

Zur Vereinfachung der Rechnung im linear elastischen Bereich
wird S als Schwerpunkt und M als Schubmittelpunkt gewdhlt.
Durch zweimalige Orthogonalisierung [26] geht die
W&lbkoordinate W, in die normierte, vom Ursprung der
Wandkoordinate s unabhdngige Einheitsverwdlbung o {liber. Unter

Verwendung der Bezeichnungsweise nach Bornscheuer [24]

[ab dla) = Ry
A
gilt somit:

F o =Ff =Ff =F, =F =F =Rk =F, =F, =0 (65)

Mit dem inkrementellen Stoffgesetz nach (64) und unter

Beachtung von (65) erhdlt man fir die Grundgleichung (46):

jE [Fuy Bug+ B wi Swi +Fy v 8vg + By, oy 890y Jdx +
jGJ By dx + /1P6[v -y 22l 2y Vi - Yy Wiy V1dx +
]*M B9} viy) dx .j1M 603 wiy) dx + j1K6(\'7X’M)dx .

jo 61 wiy Fy) dx j’o 8 (viy Fm) dx = 5w(0)-5w(,) ' [ 66)

Dabei wurde mit (50) und (64 b)

E t/2
[sx, 8g,, d(™v) = jae [j(j §2dy )dz 19}, 69ydx (67)
v -2
und weiter
E
f+6 [j(jy 47 ) dz] )y 5y dx .j(;[1 ft dz 19, 89, dx (68 )
Y, A ti2

gesetzt. Durch

3
1 3 =
= [t7dZz = Iy (69)
3’1



ist das bekannte St. Venantsche Torsionstrdgheitsmoment de-
finiert. Die in Gleichung (66) bendtigten TorsionskenngrdBen
me kénnen flir geldufige Querschnittsformen dem Schrifttum,
Z.B. aus [25], entnommen werden. Flir beliebige Querschnitte
wurde ein Unterprogramm entwickelt, welches als Eingabe-
groBen die Querschnittskoordinaten, die Zuordnung der ab-
schnittsweise geradlinigen Segmente sowie deren Dicken be-
nétigt. Daraus werden Schwerpunkt, Schubmittelpunkt, die
Hauptachsen, die Koordinaten bezliglich der Hauptachsen sowie
alle in (66) bendtigten QuerschnittsgrdBen errechnet (siehe
Anhang A 1). In [53] wird ein &hnliches Programm zur auto-~

matischen Erzeugung dieser GrdBen angegeben.

5.3 Elastisch - plastisches Werkstoffverhalten

Nach Plastizierungsbeginn sind Schubmittelpunkt und Schwer-
punkt nicht lédnger konstante GrdBen. Ebenso wie die Lage der
Hauptachsen, &ndern sie sich entsprechend dem Plastizie-~
rungszustand stdndig. Zur Formulierung des inkrementellen
Gleichgewichts fir einen elastisch - plastischen Werkstoff
ergeben sich daraus zwei MOglichkeiten. Die erste M&glich-
keit besteht darin, den momentanen Schwerpunkt und Schub-
mittelpunkt sowie die Orientierung der Hauptachsen zu jedem
Zeitpunkt neu zu bestimmen. Dies hdtte eine Entkopplung von
Normalkraft, Biegung und Torsion zur Folge. Der alternative,
hier eingeschlagene Weg verwendet beliebige Bezugspunkte §
und M sowie ein beliebig orientiertes Achsensystem. Als
Konsequenz aus diesem Vorgehen erhdlt man, wie spdter zu
sehen ist, "vollbesetzte" inkrementelle Steifigkeitsmatri-
zen. Auch die Stoffeigenschaften sind nach Plastizierungs-~
beginn sowohl in Stablédngsrichtung als auch iiber den Quer-

schnitt verdnderlich.

Ey = Ey (x,y,2) {70a)
Gy = Gy Ix,y,2) (70b)
Mit ~
o= | E, avd(a) (70c)
/
A £
et [ e taz (70d)

A



erhdlt man durch Einsetzen von (64) in die stoff-freie

Grundgleichung (46):

1{[FL.'S-Fy v -8 owo - B 90,1805 dx -
SR U =By vii -y Wiy Ky ) 8 viidx -
AN

“j”‘; Ug 'Fzy v B owy -Fy, &xnlawudx”
L

JUE By Vi B Wi =B ST 65 d + [ T 3 555 +
Y, 1L
#—%—{’P&[v;ﬁw;f « 29,02, vy, - vy Wy dx -J1My 518w dx +
- L.
*J’Mzﬁ(ﬁ;,‘w'")dx . %—!mﬁ(&;i)dx +J*ay 6 (wy Fyp) dx -
L L 4

10 80viy Huhdx = 26w, - W) (71)
i

In vielen Arbeiten zur Traglastberechnung von Stédben mit
offenem dinnwandigem Querschnitt wird filir den nichtlinearen
Werkstoffbereich sinngemdB die Shanley - Theorie zugrunde
gelegt [1] , [221, [52]1, [68], [94]. Bei dieser Theorie
wird vereinfachend angenommen, daB zu jedem Zeitpunkt fiir den
gesamten Querschnitt ein eindeutiges Stoffgesetz existiert.
Mit seiner Kenntnis kann fiir jedes Querschnittssegment der
Spannungsverlauf {iber die Segmentlidnge bk allein aus den
Dehnungen an den Segmentenden und der Annahme eines linearen
Dehnungsverlaufs bestimmt werden. Das Segment wird in
Lingsrichtung in Bereiche mit konstantem Tangentenmodul

E. unterteilt. Durch die Gewichtung der Segementdicke mit

dem Verhdltnis Et/E entsteht der "transformierte
Querschnitt” [94], [98] mit abschnittsweise verinderlicher
Dicke
Ey
t=E_-tk
nach Bild 16. Eine auf das Last-Verformungs-Problem
ibertragene Shanley - Theorie beriicksichtigt nicht 1lokale

Entlastungen infolge von Spannungsumlagerungen und schlieBt
eine Lastumkehr aus. Es ist deshalb dabei nicht erforderlich,
die Belastungsgeschichte aufzuzeichnen. Auch auf die
inkrementelle Lastaufbringung kann in diesem Fall verzichtet

werden.
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Bild 16: Transformierter Querschnitt des k~ten Segmentes

Das hier im Rahmen der FiieBtheorie verwendete Vorgehen im
Sinne von Engesser - Karman bendtigt zur Spannungsberechnung
Informationen {iiber den Spannungs— oder Dehnungszustand vor
dem aktuellen Inkrement. Dazu wird in dieser Arbeit der
plastische Dehnungsanteil der vorhergehenden Konfiguration
verwendet. Da dieser in Abhdngigkeit von der
Belastungsgeschichte auch innerhalb eines Segmentes jeden
beliebigen Wert annehmen kann, existiert ein eindeutiges
Stoffgesetz nur noch punktweise. Eine geschlossene Berechnung
von Querschnittswerten wie beim "tranformierten Querschnitt"
ist deshalb nicht mo&glich. Die Integration muB numerisch
entlang der Profilmittellinie erfolgen. Da die dazu n&tigen
Stiitzstellen in gleichmédBigen Abstédnden angeordnet werden,
geschieht die Integration sinnvoll nach der Simpson =~ Regel
[16] . Die Stoffeigenschaften sind {iber die Segmentdicke
hinweg nicht verédnderlich. Unter Aufgabe dieser Annahme widren
in Dickenrichtung fir die Simpson - Integration mindestens

drei Stiitzstellen vorzusehen. Da jedoch n Stiitzstellen



senkrecht zur Profilmittellinie auch n~fachen Speicherplatz
bedeuten, wird hier darauf verzichtet. Zudem sind bei den
tiblichen Konstruktionen des Stahlbaus die Wanddicken so
gering, daB ein ungleichmdBiger Spannungsverlauf fir die
Liangsspannungen in Dickenrichtung vernachlidssigt werden kann.
Einzelheiten der numerischen Integration zur Ermittlung der
GréBen %ab und jT sind im Anhang A 2 dargestellt. Die Anzahl
der Stilitzstellen ist vom Benutzer unter Beachtung der

Segmentldnge und der zu erzielenden Genauigkeit festzulegen.



6. Diskretisierung mit der finiten Element-Methode

Das durch die Gleichungen (66) und (71} beschriebene Problem

enthdlt mit den inkrementellen GrdéBen u , v ;) W

S M M
axM sowie deren Ableitungen fir jeden Punkt der Stabachse
unendlich viele Unbekannte. Durch Verwendung von
Verschiebungsfunktionen als bereichsweise Ritz ~ Ansdtze

erhdlt man ein Problem mit endlich vielen Freiheitsgraden.
Gallagher gibt in [44] die folgenden Kriterien an, welche bei

der Wahl der Ansatzfunktionen zu beachten sind.

1. Die Ansatzfunktionen sollen stetig innerhalb eines
Elementes und vertrdglich zwischen benachbarten
Elementen sein. Diese Forderung entsteht auch aus der
Verwendung des Prinzips der virtuellen Verrickungen. Fiir
das dreidimensionale Balkenelement bedeutet dies, daB
die Verschiebungen, die Verdrehungen und die
Verwdlbungen kompatibel sein sollten (Kompatibilit&dtsbe-
dingung) .

Daraus folgt, daB die Ansatzfunktionen 50 oft
differenzierbar sein missen, daB die h&chste im
Variationsfunktional (66) bzw. (71) auftretende
Ableitung nicht verschwindet. Ableitungen n-ter Ordnung
verlangen bei einem Polynomansatz mindestens Glieder

n-ter Ordnung.

2. Infolge einer Starrkérperbewegung dilirfen im Element

keine Verzerrungen entstehen (siehe dazu Abschnitt 4.3).

3. Die Ansatzfunktionen miissen Glieder enthalten, welche zu
einem konstanten Spannungs—- und Verzerrungszustand
fithren.

Anhand numerischer Ergebnisse konnte gezeigt werden, daB
trotz Nichtbeachtung der Kriterien 1 und 2 eine
Konvergenz gegen die exakte L&sung durch Verfeinerung
des Elementnetzes in vielen F&llen mdglich ist. Der
Verzicht auf die Forderung 3 kann dazu fihren, daB die

Losung gegen einen falschen Grenzwert konvergiert.



Deshalb sollte diese Bedingung immer eingehalten werden.
Bei Ansatzfunktionen, die allen genannten Kriterien
geniigen, kann monotone Konvergenz von unten gegen die
potentielle Energie des verformten Systems bewiesen

werden.

Unter Bertiicksichtigung dieser Regeln werden flr die beiden
Verschiebungen senkrecht zur Stabachse Vur und i sowie die
Verdrehung SXM um die Lé&ngsachse jeweils ein kubischer und
fiir die Verschiebung in Richtung der Stabachse ug ein
linearer Ansatz gewdhlt. Mit den Vektoren der inkrementellen

Knotenverformungen vom Zustand 1 -» 2 nach Bild 17

Bild 17: Inkrementelle Knotenverformungen
Us = Luglo) ug'L)) (73a)
Vy = Lwgl0) "Ly, (00 v, 'Ly Lo ()T (73b)
Wy = Iwy(0) Ly (00 wyL) LY (" (73¢)

xM

Fo= 1000 Lo t0) g (L) LSy, L) (73d)



und den Vektoren der Ansatzfunktionen

T

n, = 1(1-8) (]} (74a)

n, = (1-3gfagdig-2ggdsge g’ (74b)

3

kénnen die Verformungen der Bezugspunkte an einer beliebigen

Stelle ( = x/1L innerhalb des Elementes wie folgt beschrieben

werden:

ug (L) = n g (75a)
w (8} = nj v, (75b)
wy (L) = n} W, (75¢)
AV T A o7 {75d)

Dabei ist zu beachten -

vy (00 = by (0) (76a)
viy T = (0 {76b)
w, (0) = By (0) (76¢)
wy (L=, (1) (76d)

Durch die Wahl der Knotenverformungen als Ansatzparameter des
kubischen Polynoms stellen die Ausdricke in Gleichung (74 b)
die bekannten Hermite - Funktionen dar. Die
Gleichungen (75 b} und (75 c) geben die exakte L&sung flir die
Biegelinie eines Balkens nach Theorie I. Ordnung an. Anstelle
der exakten von Krajcinovic in [66] verwendeten
hyperbolischen Funktionen zur Darstellung der Verdrehung um
die Lingsachse werden in (75 d) ebenfalls Hermite - Polynome
benutzt. Mei [74] hat nachgewiesen, daB selbst in Fdllen, in
denen das Verhdltnis von St. Venantscher Torsionssteifigkeit
zu WOlbsteifigkeit nicht mehr vernachl&dssigbar klein ist,
Elemente mit kubischen Ansédtzen zur exakten Lésung

konvergieren. Mit den Gleichungen (75) wird die Anzahl der



unbekannten Verformungsinkremente flr ein rdumliches
Balkenelement auf 14, durch (73 a) bis (73 d) definierte

GroBen reduziert.

In [61]) und [94] wird festgestellt, daB filir eine Berechnung
mit nichtlinear elastischen Werkstoff entweder ein
quadratischer Ansatz fiir die Lingsverschiebungen oder ein auf
die momentan neutrale Achse bezogener linearer Ansatz
erforderlich ist, wum das Gleichgewicht innerhalb des
Elementes zu befriedigen. In [65] wird sogar ein kubischer
Ansatz verwendet. Trotz eines gquadratischen Ansatzes gelang
es allerdings in dieser Arbeit fir den Fall des Plastizierens
nicht, die Gleichgewichtsforderung in den Normalkridften zu
erfiillen. Ein Grund dafiir k&nnte die Berechnung der
Lingskrdfte an den Elementenden aus dem vollstédndigen
nichtlinearen Verzerrungstensor sein. Dariiber hinaus entsteht
bei der nachfolgenden statischen Kondensation der
zusdtzlichen Freiheitsgrade bei nichtlinear elastischem
Werkstoff eine Kopplung der geometrischen und der elastischen
Steifigkeitsmatrix. Dies filhrt zu Schwierigkeiten bei der
Ldsung des Eigenwertproblems. Aus diesen Griinden werden hier
die aus einem linearen Ansatz fir die Lidngsverschiebungen
entstehenden Kré&fte an den Stabenden gemittelt, wodurch

Gleichgewicht im Innern erzwungen wird.



7. Inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrizen

Durch Einsetzen der Verformungsansidtze nach Abschnitt 6 in die

Gleichungen (66)

den

bzw. (71)

zwischen diskreten

Verformungsinkrementen
Zuwdchsen in den StabendschnittgrdBen.

die wirklichen Verformungsinkremente wie auch

virtuellen Verformungen dieselben Ansitze verwendet.

7.1 Linear elastisches Werkstoffverhalten

Unter

dC
dx Ul

Ji
i

und

Beachtung von

2 n o=
3r ni =
folgt aus Gleichung (66) mit (75 a) bis (75 d):

o T
sust [ 55 ny nforiuge
T 1EF T D ip T
6V [ 532 Ny nydl « [ <= 0y Ny dg) v,
E 5 L
11PZM v gl 11M — 11 - ‘a,
. Tnanadg—{ﬁ ny mdﬁ-{oznsnadg) ol +

T
3 N3 dCIw, +

1
NG aC+/"ay ny n dg Dl +
0

1
dg+ fGJTn n}dg /——n ng dg)d,, +

»

T ] T
»,Tyn3 nadg-’{’azn3 3 a1 Yy +

lpy T Fim
M ’ )
'(fTE” n, Ny dg-f

0 0

1

1
™, nont 1 v T
L N f1- 3n3d§".€0yn3 nydliw,]
0

und

wird ein Zusammenhang hergestellt

den

Dabei werden sowohl Fflir

fir die

(77a)

{77b)

(77¢)

(78)



zur Ausfiihrung der Integration wird von der Voraussetzung des
abschnittsweise prismatischen Querschnittes mit konstanten
Stoffeigenschaften (Annahme 1, Abschnitt 4.4.1 und 2 nach
4.4.2) Gebrauch gemacht. In Ubereinstimmung mit den spéater
erliuterten Verformungsansitzen flir die Gesamtverformungen

gilt fiir den Verlauf der Schnittgrdfen innerhalb des

Elementes:
P = konst (79a)
™My = (1-C) ™y (01« UMy (D) (79b)
™M, = (1-7) "M, 101 UM, (0 (79¢)
o= 11-0 K (0. L% (L) (79d)

Weiterhin konnen die konstanten Querkr&dfte durch die Momente

an den Stabenden ersetzt werden.
0,'L = ™M L) -'Mz(0) (80a)
‘ot o= "My L) "My (0) (80b)
Damit kann zwischen dem Vektor aller Verformungsinkremente im

lokalen x, y, z - KOS

Vo Luhviow S8 ool w9l 8,8, (a1 st

und dem Vektor aller inkrementellen StabendschnittgrdBen im

X, ¥, 2 — KOS

S,- (P 0, @l M M, M Pl ol ol Mlom)oMDoMET oMY (81b)
die Elementbeziehung formulliert werden:
S,z (ker k) v = kv (81c)

pie Grofe M¥
w

enthidlt wegen des kubischen Ansatzes fiir die
Torsionsverdrehungen auch Anteile aus der St. Venantschen

Torsion.



Die in Tafel 1 angegebene elastische Elementsteifigkeitsmatrix
ke wird aus den Termen in Gleichung (78) gebildet, die den
Elastizitédts- oder Schubmodul enthalten. Die mit den
Schnittgrdfen der Konfiguration 1 verkniipften Ausdriicke in
(78) flthren zur geometrischen oder Anfangspannungsmatrix
k _nach Tafel 2 und Tafel 3. Die Kopfzeiger i bzw. j in
(81 a) und (81 b) kennzeichnen die positiv in Richtung der

lokalen Koordinatenachsen zeigenden Gr&Ben an der Stelle x = 0
1

bzw. x = L. Dabei ist insbesondere zu beachten:
&;M ==Yy (0) (82a) {yij=- " (‘L) (82b)
Pl =-P (0) (82¢) o, =-a, (0} (824}
Oiz =-Q, (0) (82 e) M‘y =-M, (0) (82 ¢)

My o=-M, (L) (82g)



7.2 Elastisch - plastisches Werkstoffverhalten

Zur Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrizen fir
plastizierte oder teilplastizierte Elemente ist von
Gleichung (71) auszugehen. Mit den Verformungsansitzen
(75 a) bis (75 d) erhdlt man daraus:

1. 1~ 1~
TopE oL Fy . BT R
Sug ['o/iE n, njdg Us {? n, N, dr vy —,({szn3 g w,,
1
1~

0
’ Fyu
yz »
_{——3—1L n; n; dgwM—{——L Ny Ny dr ) - 5w, {—%nn dr Ug-

P
M, N dp Fl- 8] [f & M Ny dg U j”} N n; dg v,

,.&Tn

1 = 12 1.
F P ¢ F, " F, o7
'Ufélnana dg vy ‘{T@”I n;n f__m. Ny dg Yy )

1.,
o

~ 1~
T F i
-50“4[{—[{% TR Ay US{@ n o7 da v, j'1 Ny NG dr Wy

11P 14 4

ZM T My o T s ot

({,—L—" n, N dy —b[TL’ n; NG dg-{’a,n3 Ny dr) T+

‘ 11P T 'Pyn T 11M’ T

“ow, L[ m nfar wye 6f 2 mynag [ mondag

11 , T /11x , T 3 (11P2M .o
".0/0)' n; N, dg)O’XMM{)Q’xM[OTm N, dg xM ¥ _0/‘1[“ na n3d§-

1 19
.y 1 . PYM g T
I n3nadg—{aznansdg)vw(—{——,L n, njd -

1
. )
22 g g d§+_£10y N, AT drIwW, ] = %W 6w (83)

Die Gleichungen (78) und (83) stimmen in den Ausdriicken

iberein, welche die Kraftgrb’Benv im Zustand 1 enthalten. Da



sich aus diesen Termen die geometrische Elementsteifigkeitsma-
trix kg ergibt, ist diese identisch mit der fiir linear elasti-
schen Werkstoff (siehe Tafel 2 und 3). Die "vollbesetzte" ela-
stische Reststeifigkeitsmatrix fiir teilplastizierte St#be nach
Tafel 4 erhdlt man mit

- ~i ~ ]

Ey = 11-C) Ry + U (84)
Da bei einer U.L., =~ Formulierung die inkrementellen
Steifigkeitsmatrizen auf einen erreichten Zustand zu beziehen
sind, ist 2zu beachten, daB in den Tafeln 1 bis 4 die GrdBe I,
ndherungsweise die Lénge der Stabsehne im Zustand 1

bezeichnet. Zur Herleitung der Steifigkeitsmatrizen wurden die

im Anhang A 3 angegebenen Beziehungen verwendet.
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7.3 Vergleich - Wertung

Im Unterschied zu der hier angegebenen {iblichen elastischen
Elementsteifigkeitsmatrix filir linear elastisches Material be-
rlicksichtigt Przemieniecki in [93] die Schubverformung durch
Reduzierung der Biegesteifigkeit. Beim Vergleich der geo-
metrischen Steifigkeitsmatrix mit anderen aus den im Ab-
schnitt 2.1, b 2 angegebenen Arbeiten f&llt auf, daB meist nur
die normalkraftbehafteten Anteile Ubereinstimmen. Die Unter-
schiede erkldren sich aus der Mitnahme oder Vernachlissigung
von Gliedern hoherer Ordnung in den Verzerrungs - Verschie-~
bungs —~Beziehungen oder aus vereinfachenden Annahmen {iber den

Verlauf von Schnittgr&Ben innerhalb des Elementes.

In {14] und [65] bzw. [106] findet sich in einzelnen Elémenten
der geometrischen Matrix das Produkt aus einer verteilten
duBeren Belastung, die zwischen den Knoten angreift und dem
Abstand in Lastrichtung zum Bezugspunkt im Querschnitt. Anders
als die Laststeifigkeitswerte bei nicht richtungstreuer
Belastung [117] resultieren diese Terme aus der Reduzierung
des Stabes auf eine Linie mittels der Balkenhypothesen.
Greifen die Lasten nur an den Knoten an, so kann das infolge
der Drehung um die Ldngsachse entstehende Torsionsmoment aus
der exzentrischen Querlast im Lastvektor als ein innerhalb des
Iterationsschrittes konstantes &duBeres Lastmoment betrachtet
werden [91] . Eine weitere Modglichkeit zur Bertlicksichtigung
-derartiger Torsionsbelastungen besteht in der Anordnung von
zusdtzlichen Elementen zwischen Lastangriffspunkt und

Schwerpunkt (siehe Beipiel 2.5 und 4.2).

Die in diesem Abschnitt angegebenen inkrementellen Steifig-
keitsmatrizen bilden ndherungsweise eine "Tanéentialebene" im
Last-Verschiebungs~Raum. Neben den genannten Einschrénkungen
ist ferner zu beachten, daB bei der Ableitung von einem im
Zustand 1 geraden Balkenelement der Lénge 1L und dem
Querschnitt 1A = °a ausgegangen wird. Die Relativverformung in
dieser Konfiguration gegeniiber der Stabsehne wird

vernachlédssigt. Damit, ebenso wie durch die Vernachlédssigung



von Gliedern h&herer Ordnung in der Verzerrungs - Verfor-
mungs - Beziehung wird die effektive Steifigkeit des Ele~
mentes geringfligig liberschitzt.



8. Zusammenbau der Elementmatrizen zur

Systemsteifigkeitsmatrix

Wie im  Abschnitt 4.3 dargestellt, muB die virtuelle
Arbeitsgleichung (8) wegen der Diskretisierung des Tragwerks
in finite Elemente zundchst auf jedes Element angewendet
werden. Die inkrementelle, im elementeigenen x, y, 2z -~ KOS
erstellte Steifigkeitsmatrix ist dann in ein globales, allen
Elementen gemeinsames Koordinatensystem zu transformieren. An
den Stellen, an denen mehrere Elemente Steifigkeiten flir
denselben Verformungsfreiheitsgrad liefern, sind diese 2.B.
mit der direkten Steifigkeitsmethode aufzusummieren, wodurch
die Systemsteifigkeitsmatrix K entsteht. Die zugehdrigen
Unbekannten sind die im Vektor I zusammengefaBten globalen
Verformungsinkremente. Ebenso werden die StabendschnittgréBen
im Zustand 1 in das globale System transformiert, zum Vektor
1F der globalen inneren Krédfte aufaddiert und vom
Lastvektor ZR der gesuchten Konfiguration 2 abgezogen.
Damit ergibt sich die folgende Beziehung filir das gesamte
Tragwerk:

1

s5r(Kr) = 6" (°R - 'F) (85)

Fiir ein beliebiges virtuelles Verschiebungsfeld folgt daraus
das gesuchte lineare Gleichungssystem filir die unbekannten

Verformungsinkremente.

8.1 Transformationsbeziehungen

Da die kinematischen und statischen GrofBen in der
Elementbeziehung (81) teils auf den Schwerpunkt S, teils auf
den Schubmittelpunkt M bezogen sind, ist zundchst eine durch
die Matrix AT bezeichnete Transformation vorzunehmen, die
Verformungen und SchnittgrdBen auf die Achsen {Ubertrigt,
bezliglich derer Vertrdglichkeit und Gleichgewicht gefordert
wird. Da Ublicherweise Stahlbauten so konstruiert werden, da8
die Systemlinie mit der Schwerlinie zusammenfdllt, wurde hier

der Schwerpunkt S als gemeinsamer Bezugspunkt gewihlt.



Die Verschiebungen des Schwerpunktes erhdlt man aus den Glei-

chungen (29 a) und (29 b) fir y = z = 0.

Vg = Vy *tZy Ty (86a)
ws = Wy - Yy Uy {86 b)
Mit SXS = axM folgt daraus flr die Elementenden:

viM = v; ~Zy &xis ‘ (87a)
o= vz, (870
w; = Wi Y ‘}xis (87¢)
whjd = WSj * Yy '&xjs (87d)

und durch Differenzieren:

8h s iheo ® (Wheoo= 2y Fishueo = s =2y (s ) (88a)
Oy = (v V- 2y (906)on = S - zy (95s)] (88b)
'&yiM == (Wehg == Wgheao - yy (gl = a'yis “Ym (&;s); (88c)
«?rij = =AWy eate = = (W Lt -y (s et = &,js -y () (88d)

Zwischen V| nach Gleichung (81a) und dem dazu analogen Vektor
VL , in dem alle kinematischen Knotengr&Ben auf die
Schwerlinie bezogen sind, kann damit die folgende Beziehung

formuliert werden:
v = ATV, (89)



mit

1 0o 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0|
1 0-2,0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

1 y40 0 0 0 0 0 0 0 0 O

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 -y, O

1.0 0 0 0 0 0 -z, 0

10 0 0.0 0 0 0

a7 - 1 0 -z40 0 0 O© (90)

0 1 y, 0 0 0 ©

1 0 0 0 0

10 0 -yy

1 0 -z,

10

1

Umgekehrt gilt flr den 2zu Sl analogen Vektor Sl , in dem

die statischen GroBen auf die Schwerlinie bezogen sind:
T
S, = AT S, (91)

Mit (89) und (91) erhilt man aus (81c) die auf die Schwerlinie

bezogene lokale Elementsteifigkeitsmatrix.

k ATV k, Vv (92)

In [8] werden in der Transformationsmatrix AT die
Nebendiagonalglieder der Spalten 13 und 14 vernachlédssigt,
wdhrend Bazant, Nimeiri [18] diese Terme flir einen

einfachsymmetrischen Querschnitt berlicksichtigen.



Mit 1T , definiert durch

1
=T, {93)
kann (92) in das globale X, Y, 2 - Koordinatensystem
transformiert werden:
S.=T k/'Tv= kv (94)
G L G [
Da das lokale x, y, z - System der Konfiguration 1 gegeniiber
dem }uc, f/, Z - KOS des undeformierten Zustandes endlich

verdreht sein kann, wird die Orientierungsidnderung der
elementfesten Achsen zum globalen System schrittweise durch

kleine inkrementelle ZAnderungen erfabBt.

0

T-T,T,.T, T°T (95)

Die durch ° T beschriebene Anfangsorientierung wird, wie in
[111]1 durch die Richtungskosinus der lokalen X% - Achse und
den globalen X, Y, Z - Achsen sowie demn sogenannten
Elementwinkel fi zur Festlegung der §7, % - Achsen ausgedriickt.
Der Winkel & wird nach Bild 18 in der Ebene 3 von der
Schnittgeraden zwischen den Ebenen 2 und 3 =zur lokalen 2 -
Achse gemessen. Durch ihn wird entweder die Lage der
Hauptachsen vorgegeben oder vom Programm errechnet. Der
zugehdrige Drehvektor weist in Richtung der % - Achse. Sind
die Achsen % und % parallel, wird die Ebene 2 durch die

Ebene X = konstant definiert.

Nach [111] folgt mit

lg = cos (%, X) (96 a)
mg = cos [%,Y) 196 b)
ng = cos (x, Z) {96c)

a = Vi-ng ({97 )



Ebene @ : X-~Y -Ebene
Ebene (2) : X~Z - Ebene
Ebene () : ¥ -2 - Ebene

Bild 18: Orientierung des lokalen Koordinatensystems %, ff, z
der unverformten Konfiguration



r~ i 1 -
[} ! mg ¢ Ng
______________ L X
) ! e
“lg nx sinB/q + -mgng sinBiq! ,
! s os 55”‘3
o ~mg cos B/q ' +lg cosP/q |
t - T e e A - {98)
]
-lg ng cosB/q | -mgng cosPr§ | .
0
; o o1 dcosB
+mg sin B/q 1 -lg sinB/q |
L ' J
und daraus:
0
t, 0
t 0
0
T- t,
t
1
0 1
L _Ju.xu (99)

Mit (98) ist eine Transformationsbeziehung fiir vektorielle
GroBen wie Verschiebungen und kleine Rotationen, nicht jedoch
fir Verwdlbungen (\‘};{S)i ’ (Sés)j gegeben. Enthielten die zu
diesen Freiheitsgraden geh&renden Spalten 13 und 14 von
°T auBerhalb der Hauptdiagonalen von Null verschiedene
Werte, so wiirde eine (globale Verwdlbung eine lokale
Stabendverschiebung bewirken. Umgekehrt wiirden Werte ungleich
Null in den Zeilen 13 und 14 auBerhalb der Hauptdiagonalen zu
einer lokalen Verwdlbung infolge einer globalen
Stabendverschiebung oder ~verdrehung fithren. Da beides
auszuschliefBen ist, dliirfen nur die Hauptdiagonalglieder 13
und 14 von Null verschieden sein. BAnaloge Uberlegungen zur
Transformation der SchnittgrdBeninkremente vom X, ¥, 2 - in
das }2, f/, Zz - KOS fithren zu demselben Ergebnis. Die
vorstehenden Plausiblitdtsiiberlegungen werden in [18] fiir

gekriimmte Tr&dger bewiesen.



Die Matrix T zur Beschreibung der Transformations -

Beziehungen zwiichen den beiden inkrementell benachbarten
Konfigurationen k-1 und k ist prinzipiell in gleicher Weise
wie OT darstellbar. Sie wird am Beispiel von T2 , womit
Kraft- und VerformungsgrdBen im x, y, 2 - KOS in das

2 2 2
X, ¥, 2 = KOS transformiert werden, erl&dutert.

Bild 19: Rotationsinkremente in lokalen
Koordinaten

Die erste Zeile von t2 erhdlt man aus den Richtungskosinus
zwischen der § - Achse und den X, ¥, 2 - Achsen. Zu diesem
Zweck werden die in das X, Y, 2 - KOS transformierten
Verschiebungs—~ und Rotationsinkremente bendtigt. Die vierte
Bestimmungégréﬁe flir 12 , die Zunahme des Elementwinkels 8

von 1 nach 2 ergibt sich als das Rotationsinkrement am

2
Knoten 1 um die X - Achse. Mit den bekannten
Rotationsinkrementen am Knoten i im x, y, z - KOS @i ’ @; ’

@i (Bild 19) und der ersten Zeile von f2 folgt:

B = to, @+t @ vty W) (100}
Damit sind alle zur Bildung von tk ndtigen
BestimmungsgréBen bekannt. Analog zu (99) wird die
Gesamtmatrix Tk geformt. Die durch Gleichung (100) gegebene
vektorielle Transformation von Rotationen ist zul#dssig, da
die inkrementellen Verdrehungskomponenten wi , @; ’

@i voraussetzungsgemdB klein sind.



Unter Verwendung der durch ©T definierten, gegen das
globale System endlich gedrehten Ausgangslage und der
wiederholten Anwendung der durch Tk beschriebenen Beziehung
zwischen zwei mittels kleiner Drehungen und Verschiebungen
verknlipften Systemen entsteht nach Gleichung (95) die
gesuchte Transformationsaussage zwischen dem globalen KOS und

dem lokalen, endlich gedrehten KOS im Zustand 1.

Da die Untermatrix 1{ von 1T prinzipiell genau gleich
aufgebaut ist wie ©t , kann aus deren Komponenten der

Gesamtwinkel 'B der Konfiguration 1 bestimmt werden. Aus

1 "
sinB = —2 {101a)

0

cos'B 3 (101b)

folgt '8 nach einer Fallunterscheidung 2zur Bestimmung des

Quadranten aus den Umkehrfunktionen.

8.2 Vertrédglichkeit und Gleichgewicht

Der Zusammenbau der Stabelemente geschieht aus der PForderung
nach der Vertrédglichkeit der Verformungen und nach dem
Gléichgewicht der KraftgrdBen ah gemeinsamen Knoten in den
globalen Koordinaten. Fiir die Verschiebungen und Verdrehungen
sowie die Krdfte und Biegemomente karnn dies in der i{iblichen
Weise [102] erfolgen. Gesonderte Uberlegungen sind fiir
VerwSlbung und W&lbmoment anzustellen. Da die Verwdlbung
eines Stabes von der Querschnittsform und den Randbedingungen
innerhalb des Querschnittes abhéngt und andererseits die
Bimomente als Eigenspannungszustand in sich im Gleichgewicht
stehen, konnen dafiir keine "globalen" Gleichgewichts- oder

Vertrdglichkeitsbedingungen formuliert werden.

Wie in [18] gezeigt, besteht flir gekriimmte Trdger aus
abschnittsweise geraden Stabelementen Gleichgewicht fir die

Bimomente und  Vertrdglichkeit fir die Verwdlbung an



gemeinsamen Knoten, obwohl fiir die daraus resultierenden
Spannungen und Verschiebungen beide Forderungen verletzt
sind. Gleichgewicht und Vertrdglichkeit sowohl £{ir den Ge-
samtquerschnitt als auch in Teilen existieren fiir Bimomente
und VerwOlbung beim geraden Tr&dger ohne Aussteifung. Fiir
beliebig gestaltete Rahmenecken besteht zur Bestimmung des
Spannungsverlaufs im Knotenbereich nur die M&glichkeit,
Querschnitte und Aussteifungen mit Platten- und Scheiben-
elementen zu modellieren. Aus solchen Untersuchungen k&nnen
Werte fiir Wolbfedern, die die Balkenelemente miteinander
verbinden, erhalten werden. Die Auswirkungen einer WoSlbmo-
mentenbeanspruchung auf einige Knotenkonstruktionen werden
in [65] diskutiert.

In der vorliegenden Arbeit sind drei Mdglichkeiten fiir einen
gemeinsamen Knoten.mehrerer Elemente vorgesehen:

a) Die Verwdlbungen sind gleich (unabhidngig von der Orien-

tierung der an dem Knoten anschlieBenden Sté&be).
b) Die Verwdlbungen sind unbehindért (Wolbgelenk) .

c) Die Verwdlbungen sind vollstdndig behindert (W8lbein-
spannung) .

Das Verhalten einer realen Konstruktion liegt zwischen den
Alternativen b} und ¢) und kann, wie din [40] dargestellt,
iber WoOlbfedern in einer FE - Formulierung erfaBt werden.
Angaben {Uber Wolbfedersteifigkeiten flir Steifen und Kopf-
platten findet man z.B. in [89] .und [129]. In [78] werden
experimentelle Untersuchungen {ber den EinfluB der Knoten-

ausbildung auf das Torsionstragverhalten mitgeteilt.



9. Schnittgrdf8en am endlich verformten Systenm

Die StabendschnittgrdBen im Zustand 1, definiert durch die
Gleichungen (45) und analog zu (81 b) angeordnet im Vektor
1S£ + werden bendtigt zur Erstellung der inkrementellen
geometrischen Elementsteifigkeitsmatrix nach Abschnitt 7
sowie zur Bildung des Vektors der Ungleichgewichtskridfte. Sie
ergeben sich flir ein beliebiges virtuelles Verschiebungsfeld
flir ein Element in dessen lokalem KOS aus der rechten Seite

von Gleichung (8):

1 1 T, 1

SWiy = [ 1T 6 4oy d vl = 6 V] 'S = 6V k('Y (102)
v

Dabei bezeichnet 1Vl entsprechend (81 a}) den Vektor der
relativen Stabenendver formungen und 1kS die gesuchte
Sekantensteifigkeitsmatrix der Konfiguration 1. Diese ist,
wie bei der Theorie II. Ordnung von den Verformungen im

Zustand 1 abhé&ngig.

Beachtet man, daf fir die Cauchy - Spannung keine

Inkrementierung modglich ist, stehen zu deren Berechnung

folgende M&glichkeiten zur Verfligung.

a) Existiert ein konstitutiver Tensor lcijkl , k&nnen die

Cauchy - Spannungen durch die Almansi -

1745
Verzerrungen 1€kl ausgedriickt werden [42]:

1 1
1= L Cikt 4fu (103 )

mit , . . 1 1
1 .
€= 5 et ML T i i) (103q)

b) Mit den Uberlegungen nach Abschnitt 4.3 darf
1r ndherungsweise durch 1soo ersetzt werden, wodurch
17xx 07xx
die gesuchten Spannungen aus einem konstitutiven Tensor

1 1
oCijkl und dem Greenschen Verzerrungstensor ofx1
lokalen Koordinaten der Konfiguration 0 folgen.

in den

T =

1 1 1
1o xx 08¢ 7 olsgu of (104)



c) Durch Elimination von Starrkérperverformungen mittels
einer mitgehenden Koordinaten - Darstellung konnen filir
kleine Dehnungen Cauchy = Spannungen und Almansi -
Verzerrungen nédherungsweise durch die "Ingenieurspannun-

gen" und "Ingenieurdehnungen" ersetzt werden.
d) Ist nur ein Stoffgesetz zwischen den KP 2 - Spannungen
und den Greenschen Verzerrungen bekannt, wird lrij unter

Verwendung - des Deformationsgradienten und der

m

] 0¥p.q
Dichte "p im Zustand m durch oF

Kl dargestellt [72]:

1
Tt = P 1 1
P E 85 0%k oXjt 0¥t (105)
In der vorliegenden Arbeit wurde eine Kombination der
Alternativen a) wund -c¢) gewdhlt. Mit den vereinfachenden
Annahmen filir die Verzerrungen nach Abschnitt 4.4.1 gilt flr

die Spannungen in Lingsrichtung:

1 1 1

1Txx = 1cxxxx 1EXX (106)
Fir den konstanten Werkstofftensor gcijkl ist der Tensor
1Cijkl verformungsabhingig. Bei kleinen Verzerrungen kann
jedoch auf eine Unterscheidung dieser GrdBen verzichtet werden

. 1 =@ o= . .

[99] . Mit 1Cxxxx = E = konstant gilt deshalb:

Max = E 1€ {1074d)
und -

xz = 6 [Vxz (107b}
Zur Berechnung des '~ Almansi -~ Tensors qexx werden die

Gesamtverformungen, beschrieben in den lokalen Koordinaten
X, Y 2, bendétigt. Da hierzu nur diskrete Knotenwerte zur
Verfligung stehen, werden fir den Verlauf innerhalb des
Elementes, wie bei den Inkrementen, Verschiebungsansitze
verwendet. Mit Hilfe der mitgehenden Koordinaten - Darstellung
nach Abschnitt 4.3 wird die Starrkdrperbewegung abgespalten.
Fir die gesamten Relativverformungen werden dieselben
kinematischen Querschnittsbeziehungen und dieselben Verfor-

mungsansdtze wie filir die inkrementellen Gr&Ben benutzt.



9.1 Relativverformungen

X

Bild 20: Knotenkoordinatensysteme,
Relativverformungen

Aus den globalen Verschiebungskomponenten der Konfiguration 1
wird durch einfache Vektortransformation die
Relativverschiebung 1uj nach Bild 20 ermittelt. Da endliche
Rotationen keine Vektoreigenschaft besitzen, k&nnen die
lokalen Drehwinkel nicht direkt aus den globalen Gr&Ben
bestimmt werden. Deshalb werden die gesamten Relativdrehwinkel
18; ' 18; ' 18; ' 182 gegenilber der Sehne und 18i gegeniiber
dem Querschnitt in i nach Bild 20, #Hhnlich wie in [23] und
[50] , als Komponenten der Transformationsmatrix zwischen den
Knotenkoordinatensystemen an den Enden i bzw. j und dem
X, Y. 2 ~ KOS bestimmt. Die kartesischen Xnotenkoordinaten -

Systeme sind fest mit den Querschnitten an den Knoten i und 3

verbunden. Die x1 - bzw. xJ - Achse steht senkrecht auf der

Schnittfldche und hat damit die Richtung der Tangente an die
Biegelinie in den Knoten. Zwischen den Systemen bestehen

folgende Beziehungen:



i

i
und

a) Die Knotenkoordinatensysteme im Zustand 1 x7, yl, Z
x3, y], zJ entstehen aus dem globalen KOS durch endliche

Translationen und Rotationen.

b) Auch das lokale x,y,z - KOS ist gegeniiber dem globalen
X,Y,Z - KOS endlich verschoben und verdreht.

Die zugehdrige Transformationsmatrix 1T wurde im
Abschnitt. 8.1 durch Inkrementierung der endlich

verformten Konfiguration-1 in kleinen Lastschritten

gefunden.

<) Das Koordinatensystems xi, yl, z' entsteht aus dem
X,¥:2 - System durch kleine Drehungen um die y - Achse um
den Winkel 18; sowie um die z - Achse um den Winkel 18;.

Das xj, yj, zJ - KOS erhilt man analog durch Drehung um
die Winkel 183 183 und 1
X Yy

verschobenen x,y,z = Achsen.

8; um die in das Ende jJ

Zur Abbildung der Beziehung a) stehen die Transformations-
matrix OT zwischen dem X,y,z - KOS der unverformten
Ausgangslage 0 und dem globalen X,Y,Z2 - KOS sowie die

endlichen globalen Rotationskomponenten 1¢i zur Verfligung.

NI

~<1

Bild 21: Drehvektor, gedrehtes System



Die mathematischen Grundlagen zur Behandlung der groBen Rota-
tionen k&nnen z.B. aus [9] , [37], [48] und [122] entnommen
werden. Durch Drehung des X,Y,Z - KOS im Bild 21 um die durch
den Vektor 1¢ beschriebene raumfeste Achse entsteht das
X,Y,z - KOS. Fiir die Elemente der zugehdrigen Transformations-—
matrix gilt:

D = minj« (6ij -0 nj ) cos % vE N sin ¢ (108)

Durch ni sind die X,Y,Z - Komponenten des Einheitsvektors
N in Richtung der Drehachse gegeben. Der  Betrag des
Drehwinkels ist 1@ ;, und Elik sowie 51, bezeichnén den
Permutationstensor und das Kronecker - Symbol. Das X,Y,2 -
KOS bildet eine kartesische, also orthonormierte Basis mit-
den Einheitsvektoren ei . Der Normalenvektor wird m.it dem

Drehvektor wie in [50] durch folgende Definition verkniipft:

o = Ton = 'o. e, = "on; e i=X)Y,2Z (109)

Mit den daraus sich ergebenden Beziehungen
L WT‘@;— (110)

0.
und n; = %‘L ) {111}
¢

wird (108) umgeformt.

1. 1
q)i o]} 1¢l1¢.
Dj = =z (6 - g

1 )
A Veos o aey %L sin ¢ (112)

Die Elemente Dij angeschrieben, ergeben die Transformations-
matrix D , 1im mathematischen Schrifttum als die inversen

Rodrigues - Formeln bekannt:



oo

1 t
1 2 ] 1 9 1
=N 1 | Oy 0y ] Ly cp; 1
“¢)2(1—cos O+ i7i57;41—cos ¢)+E (1®)2(1—cos -
1 P
+cos '® :+ ¢, sin 1o L& sin ¢
i !
14 1 Yo 2 U1 1
!
fxa?(1—cos’¢)—: 235% {1- cos¢) + E ¢: 22(1—cos’¢)+
D - (1¢) :(0) | s@) (113)
- % sin'e { +cos "o i+%1 sin 1o
1
T T Arorme g
he 10/, (', 1
gy 1760801+t s (1-cos™0)- 1 (gt (1-cos o)
1 by !
+%smb i"&§M¢ i +cos '
| 1% ) i B

burch Potenzreihenentwicklung fir die trigonometrischen
Funktionen und Abbruch nach dem ersten Glied entsteht daraus

die Transformationsmatrix fiir kleine Rotationen.

1, e,
d= | "o, 1 T (114)
‘o, 1o, 1

Die Transformation eines beliebigen Vektors X im X,Y,Z = KOS
in die Knotenkoordinatensysteme erhdlt man mit den
Gleichungen (98) und (113) nach [50] zu:

x'- % D X (115a)

- %t DX ' (115b)

Zur Berechnung von Di bzw. Dj werden die gesamten endlichen
Drehwinkel 1@3{ B 1cI>}i] , 1@; bzw. 1(1)3{, 1CI>j ’ 1@2 benttigt.
Fir kleine Zuwidchse diirfen diese aus den Rotationsinkrementen
durch einfache Summation errechnet werden. Mit 1t nach
Abschnitt 8.1 kann der Vektor X auch im x,y,z - KOS

beschrieben werden. )
x =t X (116)



Da die Knotenkoordinatensysteme durch kleine Drehungen um die
gesuchten Relativdrehwinkel aus dem x,y,z - KOS hervorgehen,
gilt mit Gleichung (114):

x' = d x (117a)
x' = d x (117b)
wobei
1y s 1ai 1)
z - Vy 1 13'2 -13’;
; . . . .
d=1-% 1 0| (msa) d'= |19 1 %) (118b)
o0 9 lei
Gleichsetzen von (115) und (117) unter Beachtung von

Gleichung (116) ergibt:

%D - d K3 {119a)
D - d (119b)

und daraus mit der Einheitsmatrix 1

(). 1 (120)
t Dt = d 2
%t D'ty o (1216)

Aus den Gleichungen (121) konnen die gesuchten gesamten
Relativwinkel fir die SchnittgréBenberechnung als die

Elemente der Transformatrizen entnommen werden.



9.2 SchnittgréBen bei linear elastischem Werkstoffverhalten

Mit den Aussagen der Gleichung (18) nach Abschnitt 4.4.1 gilt
ebenso wie filir die Inkremente der linken Seite auch fiir die

Gesamtspannungen der rechten Seite von (8):

/ 1'Cij 8 1eij d(1V) = _/(:]]-cxx 51e><><+!1%xi 1gx”]d( vl {122
Ty v
Bei Verwendung der Werkstoffbeziehungen nach (107) und

Vernachldssigung der unbedeutenden nichtlinearen Verzerrungs-
anteile zur Berechnung der §St. Venantschen Schubspanhungen
entsteht daraus:

T 6 qey dilv) = [TE J6,48 jeu+ 6 J,; Bgg)d(Mv) (123)
v v

Die Integration kann mit den entsprechenden Verzerrungs -
Verschiebungs - Relationen und den Verformungsansidtzen
numerisch vorgenommen werden. Allerdings besteht auch die
hier gewdhlte Mdglichkeit, eine geschlossene Losung mit Hilfe
einer Sekantensteifigkeitsmatrix anzugeben. Dazu sind
zundchst die Verzerrungen in lineare und nichtlineare Anteile
aufzuspalten. Mit (103) folgt:

[KMerquv)=j E ' 6udi™)e[G lg,; 619,;d(V)-
v v R

i

vy Ow' P 1 6w dl'v) {124)

Nkn

Die GroBen 1u B 1V B 1w beschreiben die von den Starrkdrper-
anteilen befreiten Relativverschiebungen. Die ersten beiden
Terme der rechten Seite ergeben mit Hilfe der
Querschnittskinematik (41) und den Verformungsansidtzen (75)
die elastische Elementsteifigkeitsmatrix nach Tafel 1. Mit
(29 a), (29 b) und (41) gilt fir den die Verschiebungsquadrate
enthaltenden Ausdruck:
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Die mit den virtuellen GréBen zu multiplizierenden Terme in

Gleichung C(125) enthalten auBer den geometrischen
Querschnittskennwerten Produkte der Verschiebungs- und
Verdrehungsableitungen der Konfiguration 1. Mit den

Verschiebungsansédtzen (75) entstehen daraus Produkte der
Stabendverformungen. Gleichung (125) kann dann in

Matrizenform dargestellt werden.
2 T1
j% Ol (v (Tw)® 1 8w d (Tv) = -8V Kg,'v, (125a)
Ty

Die "geometrische" Sekantensteifigkeitsmatrix 1k5‘g der
Konfiguration 1 ist eine Funktion der Verschiebungen 1VL in
diesem Zustand. Sie ist weder eindeutig noch symmetrisch. Je
nachdem wie in Gleichung (125) die wirklichen Verschiebungen
und Verdrehungen ausgeklammert werden, ergibt sich jeweils
eine andere Form fiir 1ks,g . Im Gegensatz dazu sind sowohl
die SchnittgroBen 1Sl als auch die virtuelle Arbeitsbilanz

1 . .
& W(i) eindeutig.



Wegen der eliminierten endlichen Starrkdrperbewegungen werden
im weiteren nur solche nichtlinearen Sekantensteifig-
keitsterme betrachtet, welche einen Einfluf auf die Torsions~
schnittgrdBen haben. Diese Ausdriicke miissen allerdings
berlicksichtigt werden, da mit linearen Steifigkeiten im
lokalen System und den von den Starrkdrperanteilen befreiten
Relativverschiebungen wund -verdrehungen das nichtlineare
Biegetragverhalteén, nicht jedoch das nichtlineare Torsions-

problem beschrieben werden kann.

Gleichung (125} vereinfacht sich wesentlich fiir doppelt~
symmetrische Querschnitte durch das Verschwinden eines Teiles

der "hGheren" Querschnittwerte:
Fipe = [ abc dlla) abe = y,z,w  (126)
1
A

Unter Verwendung einer Koeffizientendarstellung der Hermite -~
Polynome mit den Definitionen nach Anhang A 4 folgt filir die

Torsionsmomente und die Bimomente aus Gleichung (125):

Mo = CkST'v s Mg, ' (127a)
ME = Uk - MY (127b)
M= kST e M (127¢)
MY KRS, - M (127d)

Die Elemente der Steifigkeitsvektoren in den obigen
Gleichungen sind im Anhang A 5 angegeben.

In den inkrementellen Steifigkeitsmatrizen wird neben der
Stabkraft und den Biegemomenten auch der durch Gleichung
(45 d) definierte Wagner - Koeffizient 1K benttigt. Mit
Streichung der vernachldssigbaren nichtlinearen Verzer-

rungsanteile folgt mit dem Stoffgesetz nach (107 a):




-

K= [ Eley lly-y,)? +(z-2,)"1d (o) (128)
A

und daraus mit der Verzerrungs - Verformungs ~ Beziehung nach

Integration:

W= E{IRy +Fy +FlyRe 280) 1u,0) -LF,, + By =26, yy1hvi (0)

[E % B = 2Ry 2y 1 W (0)- 1B, + .01 90y (0} (129a}

zzz" 'yyz

We E{IR,+ R, +Flydezp)l "ugl'l) - (R, « Ry -2, w00 (')

(R FYZ"ZFzz zy ] 1W§ (1[.)-[5),“, +Fzzw]1'&x"M(1L)] (129b)

zzzt Ty

Die Verschiebungsableitungen an den Elementenden werden mit
den Ansatzfunktionen (75 a) bis (75 d) durch die Stabend-

verschiebungen und =-verdrehungen der Hermite-Polynome aus-

gedrickt.

g (0] = -0ty (0) ¢ ug (') (130a)
Wi 10) = A (-6, (0) -4 'L Ty (00467, ('L)- 2" (L)) (130b)
Wa(0) = L= 6w (01~ 41U 19, (0) +6Mwy("L)- 21 (L)) (130¢)
19,,(0) = %[-51q‘”(0)— 4'L "I (0) 48", (L2011 (130d)

') = {L_[-ms (0) + Tug (L)1 (131a)
wil't) = ?1@[ 67v,,(0) #2010, (0)- 8 (L1 4 Ty, () {131b)
'L = 71? [6Mwy(0) « 2'L "9 10) -6 wy ("L ) s 6 L1y (L)) (131c)

L) = o 169,000 « 2 'L190, 100-6" % (L)+ 4L, (L1 (131q)

n



Die Gleichungen (129 a) und (129 b) besitzen nur dann Giiltig-
keit, wenn die y- und die z - Achse mit den Trigheitshaupt-
achsen Ubereinstimmen. Dies stellt keine Einschrinkung dar,
da in der Rechnung mit unbegrenzt linear elastischem
Werkstoff die SchnittgrdBen bezliglich der Hauptachsen

definiert werden.

9.3 SchnittgrdB8en bei elastisch - plastischem
Werkstoffverhalten

Ebenso wie die Erstellung der inkrementellen Elementsteifig-
keitsmatrizen (Abschnitt 7.2) ist die Berechnung der Kraft-
gréfen nach Uberschreiten des elastischen Werkstoffbereiches
bei m&glichen Entlastungen nur noch numerisch durchfiihrbar.
Zu diesem Zweck sind aus den Relativverformungen die Verzer-
rungen, aus diesen mittels des Stoffgesetzes die Spannungen
und schlieBlich durch Integration {iber den Querschnitt die
Knotenkréfte zu bestimmen.

1 .

€ sind
17xx

die kinematischen Querschnittsbeziehungen (29 a), (29 b)

Zur Berechnung des vollstdndigen Almansi - Tensors

sowie (41) in (103) einzusetzen.

1, . " . 1o.v
1€ = [ug -y ~lwpz - wl-
102, ityn o312 (T o 12 (187 2 510 (v y Wl
-0,5{us+(vMy)o(w"z)+(0'xMw) 2% (v y +we 2+
1y 1w 1. 19." )+ 2w 1y
* U0 )+ 2 vy Ulwpz M0 )+ 2wy Ty zw 4
1,2 _ 1,2

e W -y P ez -z 02 (2 Lz 20 -

~ly-yy ) w1 0,0%) (132)

Bei der geometrisch linearen Untersuchung sind nur die Terme
in der ersten Klammer zu berilicksichtigen. Die zweite- Klammer
enthilt alle nichtlinearen Anteile. Mit den Verformungsan-

sdtzen ist 18xx eine Funktion der Querschnittskoordinaten



X, ¥, Z, ® und der diskreten Knotenverformungen. Aus den

Gesamtdehnungen an den Elementenden i und j wird nach

€
Abschnitt 5.1 ;e;C<plastische Anteil abgespalten. Aus dem
verbleibenden elastischen Dehnungsanteil erh&lt man durch
Multiplikation mit dem konstanten Elastizititsmodul E die
Spannungen und daraus durch numerische Integration lings der
Profilmittellinie nach der Simpson-Regel die Lingskraft, die
Biegemomente um die y- und z - Achsen, die WSlbmomente und

die Wagner-Koeffizienten.

Das Torsionsmoment im Zustand 1 setzt sich fiir den offenen
diinnwandigen Querschnitt aus den Anteilen der St. Venantschen
Torsion, der Wolbkrafttorsion und dem Wagner-Effekt Zzusammen

[34]:

M= "My o= TMpg s "My s My (133)

Mit der bekannten Gleichgewichtsbeziehung [26], [341, [129]

1 1,.,7

Mpy = M (134)
k&nnen die Dbeiden letzten Komponenten in (133) unter
Verwendung eines einaxialen stoffgesetzes fir die

Léngsspannungen nach Abschnitt 5.1 ohne Berlicksichtigung
gleichzeitig wirkender Schubspanhungen ermittelt werden. Fiir
einen n&herungsweise linearen Verlauf des W&lbmomentes im
Element gilt:

M¥L) v (0

Mpy = T—*——— {135)

In vielen Arbeiten zum nichtlinear - elastischen Biegetor-
sionsproblem wird das aufnehmbare St. Venantsche Torsions-—
moment nicht begrenzt. Akesson und Bidcklund geben in
[4] unter Verwendung vorhergehender Untersuchungen [11] ,
[3] obere und untere Schranken fir die plastische Traglast
gemischt tordierter Stdbe ohne Normalkraft und Biegung an. In
der von Baba und Kajita [10] angestellten Betrachtung fir
beliebige Querschnitte wird das elastisch - plastische
Torsionsproblem durch eine zus#dtzliche Iteration iiber den in

finite Fléchenelemente unterteilten Querschnitt geldst.



Das in dieser Arbeit gewdhlte Vorgehen in Anlehnung an Werner
[128] begrenzt n&dherungsweise das aufnehmbare St. Venant-
sche Torsionsmoment unter Verwendung der v. Mises-Hypothese.
Der bei Trédgern der {blichen Abmessungen ohnehin geringe
EinfluB der Schubspannungen aus den Querkrdften [13] sowie
der aus dem Gleichgewicht mit den Wo6lbnormalspannungen
folgenden Schubspannungen wird vernachlissigt. Der Quer-
schnitt verh&lt sich fiir die St. Venantsche Torsionsbelastung
entweder v$llig elastisch oder im Sinne der Nadaischen
Sandhligelanalogie [11] v8llig plastisch. Im plastizierten
Zustand werden in allen Punkten in einem Schnitt senkrecht
zur Profilmittellinie absolut gleichgroBe Spannungen voraus-
gesetzt (Bild 22).

Bild 22: Idealisierte Schubspannungsverteilung
am Segment k flir das vollplastische
St. Venantsche Torsionsmoment

Die innerhalb eines Schnittes senkrecht zur Profilmittellinie
zuldssige Spannung erhilt man aus der v. Mises - Bedingung

der konstanten Gestaltinderungsenergie:

- 20 1. 2
20t Ty = % (1) (M) (136)

Fir 1TF ist die obere oder untere FlieBspannung der aktuel-

len FlieBkurve nach Abschnitt 5.1 einzusetzen, so dafB

zul1? - minimal wird. Haben 1T und 1r verschiedene
xZ,pl F XX

Vorzeichen, so sind deren Quadrate zu addieren. Durch

numerische Integration der Ortlich zulidssigen Spannungen {iber

den Querschnitt erh&lt man die durchschnittlich zulissige

piastische Schubspannung flir den Gesamtquerschnitt



~ 1 17 1
zul ¥ = ™ [ zul ", dtla) {137)
A
und daraus das bel gleichzeitiger Wirkung von Normalkr&ften,
Biege~ und WOlbmomenten aufnehmbare plastische St. Venant-
sche Torsionsmoment:
1

15 %_
Mig o = 2Ul Txzpt Wr (138)

wT,pl bezeichnet das vollplastische St. Venantsche Torsions-
widerstandsmoment als Volumen des Nadai -~ Hiigels. Dieser wird
unter Vernachlédssigung der AnschluB~ wund Ausrundungsbe-
reiche als Produkt eines iber die Segmentlinge konstanten

gleichseitigen Dreiecks mit der Basis t und der Hhe

k
tk/2 sowie der Lénge bk gebildet:
2
Wy Tk by n = Anzahl der Segmente (139)

Das elastisch berechnete St. Venantsche Torsionsmoment
1 1

Mrs,el Mrs,pl
diesen Wert Ubersteigt. Da mit den einfachen Ans#tzen fiir die

wird auf die GroéBe abgemindert, sobald es
Torsionsverdrehung und die Léngsverschiebung das Gleich-
gewicht innerhalb des Elementes bei nichtlinearem Werk~
stoffverhalten nicht 2zu befriedigen ist, wird dies dadurch
erzwungen, daf filir die Torsionsmomente und die Normalkrifte

der Mittelwert aus den ElementendgréBen eingesetzt wird.



10. Numerisches Vorgehen

Das entwickelte dreidimensionale Balkenelement fiir offene
dinnwandige Querschnitte wurde in das Programmsystem NISA 80
impleméntiert. Das modulare Programmsystem NISA 80 (nicht-
lineare Struktur - Analyse) enthdlt auBerdem ein rdumliches
Fachwerkelement, ein Balkenelement fiir Vollquerschnitte, ein
ebenes Fl&chenelement, ein lineares Ko&rperelement sowie
gekriimmte degenerierte Balken~ und Schalenelemente. Zur
Aufldsung des algebraischen Gleichungssystems steht ein band-
und blockstrukturierter Gleichungsldser zur Verfiigung, der
Nulloperationen durch Beachtung der "Skyline" - Struktur des
Systems vermeidet. Die Speicherplatzverwaltung des Arbeits-
speichers geschieht dynamisch. Es besteht die M&glichkeit,
auf inkrementellem Weg erreichte Gleichgewichtszustidnde
abzuspeichern und vom erreichten Zustand aus eine erneute
Berechnung 2zu starten. Zur Bearbeitung der angegebenen
Beispiele wurden der angeschlossene Eigenwertl&ser und das

zugehdrige Plotprogramm verwendet.

10.1 Last - Verformungsberechnung

Das Iterationsende einer nichtlinearen statischen Berechnung
ist erreicht, wenn zwischen den auf die Knoten wirkenden
duBeren Lasten und den StabendschnittgrdBen Gleichgewicht
besteht. Die Differenz zwischen beiden, Ungleichgewichts-

krdfte (out-of-balance-forces) genannt,

U=-="R-"F T<n<?2 [140)
verschwindet in diesem Fall. Dies bedeutet jedoch, daB die
zustdnde n und 2 identisch und infolgedessen die Verformungs-
inkremente von n - 2 Null sind. Daraus ergibt sich das hier
verwendete inkrementell - iterative Rechenschema mit dem
Ziel, eine Norm der Ungleichgewichtskridfte oder der
Verformungsinkremente unter einen vorgegebenen Grenzwert
abzumindern. Widhrend die Inkrementierung in der Wegab-

héngigkeit eines nichtlinearen Problems begriindet ist (z.B.



Plastizierunyg), entsteht die Forderung nach Iteration aus der
Uberlegung, daB der Verformungszuwachs fiir ein Lastinkre~-
ment wegen der vorliegenden Nichtlinearitdt nicht exakt
berechnet werden kann. Eine Diskretisierung von Gleichung (8)
fiihrt auf ein algebraisches Gleichungssystem 3. Ordnung in
den Verschiebungszuwdchsen. burch eine erste Linearisierung,
welche den nichtlinearen virtuellen Verzerrungstensor
& 1§ij 1eij ersetzt und eine
zwelte Ndherung, welche im inkrementellen Stoffgesetz nur die

durch dessen linearen Anteil &

linearen Verzerrungsanteile mit dem Stofftensor verknlipft,
entsteht das in den vorhergehenden Abschnitten erstellte, in
den Verformungszuwdchsen linearisierte Gleichungssystem.
Modifikationen der aus der linken Seite folgenden
inkrementellen Steifigkeitsmatrizen wirken sich nur auf die
Iterationsgeschwindigkeit, nicht jedoch auf das Ergebnis aus.
Dieses h&dngt allein von der Genauigkeit ab, mit welcher die
SchnittgrdBen der rechten Seite im Zustand 1 bzw. die
Ungleichgawichtskridfte berechnet werden. Dabei sind,
abgesehen von den Voraussetzungen nach Abschnitt 4.4, zweil

Kriterien zu beachten:

1. Die Elementeinteilung muB so fein gewdhlt werden,
daB anstatt {iber das verformte Element iber die ak-

tuelle Sehne integriert werden darf.

2. Die Lastschritte sind so klein anzunehmen, da8 die

Rotationsinkremente Vektorcharakter besitzen.
Hinsichtlich der bei der Iteration zu verfolgenden Strategie

ist =zu unterscheiden, ob ein Lastniveau vorgegeben oder

irinerhalb dex Iteration zu bestimmen ist.

10.1.1 Iteration mit Lastkontrolle

In [99] werden neben den rein inkrementellen Methoden, bei
welchen das Ergebnis durch den Verzicht auf eine Iteration
von der GroBe  der Lastinkremente abhdngig ist, als

kombinierte inkrementell - 1iterative L&sungsverfahren das



Mittelpunktsteifigkeits-Verfahren sowie das Standard- und das
modifizierte Newton ~ Raphson = Verfahren angegeben. Zur
Berechnung der Beispiele nach Abschnitt 12 wurden hiervon die
beiden letzteren verwendet. Diese in Bild 23 schematisch
dargestellten Verfahren unterscheiden sich dadurch, da8 beim
modifizierten Newton - Raphson - Verfahren die Tangen-
tensteifigkeitsmatrix K nur bei Bedarf, meist am Beginn
eines neuen Lastinkrementes erstellt wird (Bild 23 b),
wdhrend das Standard - Newton ~ Raphson - Verfahren vor jedem
Iterationsschritt die neue Matrix bildet (Bild 23 a).

a) b)
R "R
R R -
R are tan K R arc tan K
2
arc tan 2K5 arc tan "Kg
S \
\ , Al :

arc tan  Kg afctan K¢

Bild 23: Darstellung von Iterationsverfahren

mit Laststeuerung im Last - Verformungsraum

Das Fortschreiten im Last ~ Verformungsraum in Richtung der
jeweils aktuellen "Tangentialebene" an die Last - Verfor-
mungsfldche mit dem Standard - Verfahren fithrt meist zu einer
geringeren Anzahl an Iterationen als das Fortschreiten in
Richtung der am Inkrementanfang erstellten und dann nicht
mehr verdnderten "Tangentialebene". Diesem Vorteil steht der
Nachteil der Neuerstellung der Steifigkeitsmatrix in jedem
Iterationsschritt gegeniiber. Hiufig ist das modifizierte

Newton - Raphson - Verfahren bei schwach nichtlinearem



Verhalten des Tragwerks effektiv, wdhrend in Bereichen sich
stark dndernder Steifigkeiten das Standard-Newton-Raphson-
Verfahren von Vorteil ist. Es 1ist zu beachten, daB fiir das
hier entwickelte Balkenelement die Tangentensteifigkeits-
matrix infolge der die Anfangsverformung gegeniiber der Stab-
sehne auBer acht lassenden Integration nur n&herungsweise
erstellt werden kann. Der Zusammenhang zwischen den Gesamt-
verformungen und den inneren Kré&dften wird beil beiden Ver-
fahren durch die  Sekantensteifigkeitsmatrix K s (Ab-
schnitt 9) hergestellt.

10.1.2 Tteration mit Kontrolle der Bogenlénge

im Last - Verformungsraum

Bei der Berechnung einer Last - Verformungskurve zeigen sich
in Bereichen geringer Systemsteifigkeiten nﬁmerische Pro-
bleme durch Konvergenzschwierigkeiten selbst bei kleinsten
Lastschritten und Verwendung der Standard-Newton-Raphson-
Methode. Zur Uberwindung solcher kritischer Bereiche wurden
spezielle Algorithmen entwickelt, z.B. {[92] , [100] . Ramm
gibt in [100] einen Uberblick iiber diese Methoden und ent-
wickelt ein modifiziertes Verfahren mit konstanter Bogenlédnge
im Last - Verformungsraum. Dabei wird der iiblicherweise ent-
stehende Nachteil der Zerstdrung der Symmetrie~ und Band-
struktur des inkrementellen Gleichungssystems durch die
Nebenbedingung in einfacher Weise umgangen, indem das sym-—
metrische System filir zwei rechte Seiten geldst und daraus der
inkrementelle Lastzuwachs bestimmt wird. Auch innerhalb
dieser Strategie kann die Konvergenzgeschwindigkeit durch
Verwendung des Standard- oder modifizierten Newton~Raphson-
Verfahrens gesteuert werden. Die Schnittgr&Benbestimnung
erfolgt wie beil reiner Laststeuerung mit der Sekantenstei-

figkeitsmatrix.

Im Schrifttum zum Biegetorsionsproblem wird als Traglast
hdufig die Last angegeben, bei der letzmalig noch Konver-
genz in der Last - Verformungsberechnung mdglich war. Die
Beispielrechnungen zeigten, daB diese Divergenzerscheinun-

gen hdufig keine physikalischen, sondern nur numerische



Ursachen haben. Durch Verwendung des Standard - Newton -
Raphson - Verfahrens, durch Verkleinerung der Lastschritte
oder schlieBlich mit der Methode der konstanten Bogenlinge
gelang es in jedem Fall, scheinbar divergente Laststufen zu

dberwinden.

10.2 Iterationskriterien

Nach jedem Iterationsschritt wird die numerische Stabilitit
mittels geeigneter Kriterien auf Konvergenz oder Divergenz
hin Uberpriift. Eine Auswahl solcher Kriterien wird in
[20] flr inkrementell iterative Verfahren untersucht. Die
Kriterien werden entweder in den Verformungen oder in den
Krdften oder auch in beiden formuliert. Bei den lokalen
Kriterien wird vor der Normbildung der Zuwachs der
Komponenten im letzten Iterationsschritt auf eine Refe-
renzgrdBe bezogen. Globale Kriterien hingegen vergleichen die
Norm der Zuwédchse mit - der Norm entweder aus den
Gesamtkomponenten aus der Summe aller Inkremente oder denen
aus einem Inkrement. In NISA 80 [47] wird zur Konver-
genzabfrage ein globales Verformungskriterium benutzt. Dazu
wird nach dem n-ten Iterationsschritt innerhalb eines

Inkrementes Uberprift, ob

tarn

— a8 v £ {141)
lr+arrll ~

wobei fiir e in Abh#dngigkeit von der gewiinschten Genauigkeit
2 .. -3
bis 10

Vektornorm aus den Verformungszuwdchsen im n - ten Itera-

Werte von 10~ eingesetzt werden. Die Euklidische
tionsschritt A '™ wird bezogen auf die Norm der Verformungen

Fo+ ar ™ in augenblicklichen Inkrement. ©Nach [20] kann
anstelle der Euklidischen Vektornorm auch eine gleichwertige
Absolut~ oder Maximumnorm verwendet werden. Es ist zu
beachten, daB dieses Kriterium durch den Bezug auf
inkrementelle GroBen durch Verkleinerung des Lastschrittes
bei gleichbleibendem Wert g verschirft wird. Zur Uberpriifung

auf Divergenz wird nach der Hdlfte der zuldssigen Anzahl an



Iterationsschritten innerhalb eines Inkrementes die Norm der
Ungleichgewichtskrdfte mit der Norm der inkrementellen Lasten
verglichen. Sind zu diesem Zeitpunkt die Ungleichgewichts-
krédfte noch groBer als die Lasten, wird mit Divergenzmeldung
abgebrochen. Nach Verkleinerung des Lastinkrementes oder
Verbesserung der Iterationstechnik (siehe Abschnitt 10.1)

kann die Berechnung fortgesetzt werden.

10.3 Eigenwertuntersuchung

Die Eigenwertuntersuchung stellt eine MaBnahme zum Auffinden
der kritischen Last bei Stabilitdtsproblemen dar. Das
Stabilitédtsproblem unterscheidet sich vom Spannungsproblem
dadurch, daB zu einem Lastniveau mehrere Gleichgewichtslagen
gehdren. Statische Instabilitdtsformen sind das Durch-

schlagsproblem und das Verzweiqungsproblem (Bild 24).

Durchschlagsproblem Verzweigungsproblem

Bild 24: Statische Instabilitdtsformen

Das erste Phdnomen kann flr Stabtragwerke z.B. am statisch
bestimmten Zweibock unter Einzellast oder auch an flachen,
eingespannten Bogen unter gleichmé&Bigem AuBendruck gezeigt
werden [99] . Weitaus h&ufiger findet man bei Stabsystemen
das Versagen durch Verzweigen (Knicken, Biegedrillknicken).

Oxfort gibt in [85] Beispiele an fiir ein Verzweigen aus einem



nichtlinearen Vorbeulbereich (nichtlinearer Verlauf der Last-—
verformungskurve) heraus an. Im Gegensatz dazu verzwelgt
beispielsweise ein FEuler -~ Stab von einem linearen Pfad der
Lastverformungskurve aus. Demnach ist bei den Stabilitits-—
betrachtungen zwischen solchen Systemen zu unterscheiden, die
vor dem Verzweigen eine lineare Verformungscharakteristik
zeigen und solchen mit nichtlinearem Vorbeulverhalten. Die
Formulierung des statischen Stabilit#dtsproblems nach der
direkten Methode folgt aus dem Indifferenzkriterium. Dieses
besagt, daB neben einem sich im Gleichgewicht befindenden
Grundzustand mindestens ein infinitesimal benachbarter
Zustand existiert, welcher mit derselben Belastung im
Gleichgewicht  steht. Bei Verwendung des Verschiebungs-

grdBenverfahrens heiBt dies:

Kr = o {(142)

wobei K die inkrementelle Tangentensteifigkeitsmatrix des
Grundzustandes und r den Vektof der infinitesimalen
Verformungsinkremente vom Grund- zum Nachbarzustand dar-
stellt. Dies fihrt flir die hier verwendete U.L. -

Formulierung auf das allgemeine Eigenwertproblem

(Ke « AKg)r =0 [143)

Zur Losung dieses in A linearen Problems werden von Brendel
in [29] Untersuchungen angestellt. Gesucht ist im allgemeinen

der kleinste Eigenwert A welcher mit dem Lastvektor

e
1R multipliziert, das kﬁifedrigste kritische Lastniveau
ergibt. Dabei wird vorausgesetzt, daB sich der
Spannungszustand unter der kritischen Last durch lineare
Extrapolation aus dem Spannungzustand zum Zeitpunkt der
Eigenwertuntersuchung ergibt. Bei linearem Verhalten bis zum
Erreichen der kritischen Last geniigt es, das Eigenwertproblem
ohne Berlicksichtigung von Verformungen im Sinne einer
Anfangsstabilitdtsbetrachtung zu l&sen. Das Ergebnis einer
solchen Untersuchung wird im Schrifttum h&ufig als klassische
Stabilitdtslast bezeichnet. Unter einem nichtlinearen

Stabilitdtsproblem versteht man dagegen die Losung des durch



(143) gegebenen linearen Problems in einem nichtlinearen Grund-
zustand 1. Zur Bestimmung der kritischen Laststufe als Ergeb-
nis der Eigenwertuntersuchung beil nichtlinearem Verhalten
eines Tragwerkes muB, streng genommen, begleitend zum Last -
Verformungsproblem solange das Eigenwertproblem geldst werden,
bis der kleinste Eigenwert )‘krit = 1 wird. Ersatzweise wird
hdufig versucht, den kritischen Wert durch eine nichtlineare
Extrapolation fiir den Verlauf der Determinante zu gewinnen
[51 , (291, 1[99]1. Dieses Verfahren fiihrt allerdings dann zu
einer unbrauchbaren Aussage, wenn sich ein schleifender
Schnitt zwischen der Determinantenkurve und der Lastfaktor-

achse ergibt.

Wdhrend Ublicherweise zur Eigenwertsuche eine Nullstellenbe-
stimmung der Determinante fiir den kritischen Lastfaktor
erfolgt - im Programmsystem NISA 80 mittels einer "Subspace" -
Iterationstechnik [16] =, 1l&st Rajasekaran [94] , [98] das
Problem bei Materialnichtlinearit#dt f£{r "kritische Ldngen".
Damit gelingt es ohne begleitende Maf8nahmen filir statisch
bestimmte Systeme  die kritische Schlankheit fiir das augen-
blickliche Lastniveau anzugeben. Da hierbei die Verformungen
im Vorbeulbereich vernachlissigt werden, liefert dieses
Verfahren einen unteren Grenzwert fiir die kritische Schlank-

heit und damit eine zu hohe kritische Last.

In dieser Arbeit wird zur Bestimmung des kritischen Lastfak-
tors am wenig deformierten System eine Eigenwertbetrachtung
als Anfangsstabilitdtsuntersuchung im Sinne der klassischen
Stabilitdtstheorie durchgeflihrt. Wegen der mehrfach erwidhnten
Vernachldssigung der Anfangsverformungen entspricht der so

gefundene Wert der klassischen Stabilit&dtslast.

10.4 Beschreibung des Rechenablaufs

Bei dem verwendeten inkrementell -~ iterativen Berechnungs-
schema bildet der letzte bekannte Gleichgewichtszustand den

Bezugszustand fir das folgende Inkrement.



Flir diesen Zustand 1 sind bekannt:

- die Transformationsmatrix 1T ; welche die Beziehun~
gen zwischen den Kraft- und Verschiebungsgr&fen im glo-
balen X, Y, 2 -~ KOS und dem lokalen x, y, 2 - KOS der
Konfiguration 1 angibt ({(Abschnitt 8.1),

- der Vektor der plastischen Dehnungsanteile 18 pl in
allen Integrationspunkten (Abschnitt 5.1},

- die globalen Knotenverformungen 1?

Flir den gesuchten, um ein Inkrement benachbarten Zustand 2
ist zundchst nur der globale Lastvektor 2R bekannt, der bei
der Iteration mit Laststeuerung unverdndert bleibt, bei der
Bogenlédngenmethode jedoch angepaBt wird. Das Ziel der
Iteration besteht darin, einen Zwischenzustand n solange zu
verdndern, bis er in den Zustand 2 {lbergeht. Die dazu
erforderlichen Schritte werden anhand des Ablaufdiagramms
nach Bild 25 erliutert.

1. Jeder Iterationsschritt innerhalb eines Inkrementes
beginnt mit der Erstellung des Vektors der globalen

Knotenverformungsinkremente F .

2. Unter Verwendung der bekannten Transformationsmatrix
1 T werden aus [ mit der n#herungsweisen Annahme

der Vektoreigenschaft auch filir die Rotationsinkremente

die Stabendverformungsinkremente V, im x, y, z ~ KOS
ermittelt.
3. Aus vV, erhdlt man nach Abschnitt 8.1 die vier Be-~

stimmungsstiicke (drei Richtungskosinus sowie das In-
krement des Elementwinkels B8) zur Erstellung der Zwi-
schentransformationsmatrix Tn zwischen dem x, y, z -
KOS und dem mitgehenden lokalen §, 9, z - KOS der Kon-

figuration n und daraus schlieBlich "7

4, Die Berechnung der Relativverformungen im §, §, z -
System wird im Abschnitt 9.1 erliutert. Bei der hier

gewdhlten Form der mitgehenden Koordinatendarstellung



verbleiben nach Abzug der Starrkdrperbewegung des ur-
springlich geraden Balkenelementes sechs Relativ-
verformungen. Dies sind die Relativverschiebung in
Langsrichtung sowie die beiden Biegeverdrehungen an den
Stabenden gegeniliber der Sehne und die relative

Torsionsverdrehung.

Mit den Querschnittsbeziehungen nach Abschnitt 4.5
kdnnen aus den Relativverformungen die linearen und

nichtlinearen Gesamtdehnungen der aktuellen Konfigu~

‘ration berechnet werden. Mit Hilfe der plastischen

Dehnungen aus dem Zustand 1 1Epl wird sodann festge-
stellt, ob 1im Stoffgesetz der linear elastische Be-
reich Uberschritten ist. Trifft dies zu, sind fir den
neuen Zustand die elastischen und die plastischen
Dehnungsanteile sowie der Tangentenmodul fiir das

folgende Inkrement zu bestimmen.

In Abhdngigkeit vom Ergebnis der Werkstoffliberpriifung
im 5. Schritt werden die gesamten StabendschnittgréBen
im §, §, 2 - KOS nSl entweder nach Abschnitt 9.2 oder
Abschnitt 9.3 berechnet. Wihrend fir elastischen
Werkstoff durch Verwendung der Sekantensteifigkeits-
matrix von der Vorabintegration iiber den Querschnitt
Gebrauch gemacht wird, erhilt man die elastisch -
plastischen SchnittgréBen durch numerische Integration.
Wegen der Elimination der Starrkdrperbewegungen haben
die verbleibenden nichtlinearen Verzerrungsanteile bei
der geometrisch nichtlinearen Untersuchung nur einen
geringen EinfluB auf die Stabkrifte.

Zur Ermittlung des Vektors der Ungleichgewichtskridfte
U werden die Stabendschnittgrb’BennSl mit Hilfe der
im 3. Schritt berechneten Matrix " T vektoriell in das
globale X, Y, Z -~ KOS transformiert und vom Lastvektor
2 R abgezogen.

Flir den folgenden Iterationsschritt ist zu entscheiden,

ob die inkrementelle Steifigkeitsmatrix neu zu erstellen



10.

11.

Die

oder diejenige aus dem vorhergehenden Schritt zu ver-
wenden ist. Die Matrix wird beim Standard - Newton -
Raphson ~ Verfahren in jedem Schritt erneuert. Beim
modifizierten Newton-Raphson-Verfahren ist der JZeit-

punkt der Neuerstellung dem Benutzer tberlassen.

Je nach Werkstoffbereich erzeugen verschiedene Unter-
programme die inkrementellen Steifigkeitsmatrizen fiir
elastischen Werkstoff nach Tafel 1, Abschnitt 7 bzw.
fir elastisch - plastischen Werkstoff nach Tafel 4. Die
geometrischen Matrizen nach Tafel 2 und 3 sind
werkstoffunabhingig.

Die inkrementelle Systemsteifigkeitsmatrix K erhilt
man durch Aufsummieren nach der direkten Steifigkeits~
methode der in das globale System transformierten Ele-
mentmatrizen aus Schritt 9.

Das Gleichungssystem wird fiir die globalen Zuwichse in

den Verformungsinkrementen AP " geldst.

Aus den bisher erreichten Verformungen und den neu
errechneten Inkrementen wird der Vektor der aktuellen
Gesamtverformungen im X, Y, Z - KOS n+1f durch ein-
fache Addition errechnet.

Unter Verwendung des im Abschnitt 10.2 beschriebenen
globalen Konvergenzkriteriums ist zu entscheiden, ob
ein weiterer Iterationsschritt erforderlich ist oder
mit der Berechnung des n#chsten Inkrementes begonnen

werden kann.

hier nicht ndher erliuterte Rechnung mit konstanter

Bogenlénge verlduft sinngem#B gleich. Durch die Nebenbe-

dingung wird lediglich der globale Lastvektor 2R innerhalb

der Iteration veridndert.
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11. Imperfektionen

Die neue Stabilitdtsnorm fiir den Stahlbau [132] fordert zur
Erfassung geometrischer und struktureller Imperfektionen die
Berlicksichtigung von geometrischen Ersatzimperfektionen bei
nichtlinearen Untersuchungen von Tragwerken. Danmit sind
traglastmindernde Einfliisse aus ungewollter Lastausmittigkeit
und Systemabweichung (geometrische Imperfektionen) sowie
infolge Eigenspannungen und Streuung der Werkstoffkennwerte
(strukturelle Imperfektionen) durch eine parabelférmige
Vorverkriimmungen und / oder eine Stiitzenschiefstellung zu
erfassen. Dies kann bei kleinen Verformungen nach [126] am
perfekten System durch Berlicksichtigung von Ersatzlasten

geschehen.

Bbweichend davon, wird hier die getrennte Wirkung beider
Imperfektionsarten bel groBen Verformungen untersucht. Die
imperfekte Ausgangsgeometrie wird in einfacher Weise durch
die abschnittsweise geraden Elemente erfaBt. Aus einer
Lastausmittigkeit folgen planmidBige Zusatzlasten und Zusatz-
momente. Die Streuung der Werkstoffkennwerte kdnnte einfach
durch Vorgabe wunterschiedlicher Stoffgesetze fiir Jjeden
Integrationspunkt eines Querschnittes beachtet werden. Davon
wird jedoch abgesehen, da einerseits entsprechende Infor-
mationen fir beliebige Querschnitte nicht vorliegen und
andererseits ein betrdchtlicher zus#tzlicher Speicherplatz
erforderlich ist. Der EinfluB von Eigenspannungen als Folge
von Wdrmebehandlungen (Walzen, Schneiden, SchweiBen, Warm-—
richten) oder als Restspannungen infolge plastischer
Formdnderungen aus eilner Vorbelastung wird in zahlreichen
Arbeiten, z.B. (11, t5}, [221, [521, [651,. [69]1,
[94] erfaft.

Flir Trdger mit dem Verhdltnis von Spannweite zu BalkenhShe
L/h > 2,5 stimmt der Eigenspannungsverlauf, unabhédngig von
der Form, im Abstand h vom Ende mit dem am unendlich langen
Balken {lberein. Nur in den St. Venantschen Stérbereichen an
den Stabenden, die wie Anker fiir die Eigenspannungen im

Mittelbereich wirken, treten auch Eigenschubspannungen auf



[110). Zur weiteren Untersuchung wird deshalb vereinfachend
angenommen, daB nur {iber die Elementlénge konstante Eigen-

spannungen in lokaler x - Richtung wirken.

Durch Eilgenspannungszustinde beanspruchte Systeme stehen ohne
duBere Lasten flir sich im Gleichgewicht. Damit miissen sich
alle resultierenden, unabhingigen Schnittgr&Ben, auBer dem
Wolbmoment, welches selbst eine Gleichgewichtsgruppe bildet,
zu Null ergeben. Nach [88] gilt fiir den unbelasteten Zu-
stand 1:

o= [ R dlla). = 0 (144a)
'A N

"My = [ Wz dla) = 0 (144b)
‘A

My = [ 11;5)()/ di'a) = 0 (14hc)

. A

My = ™My * Mg+ My = O {164d)

Da nach Voraussetzung Eigenschubspannungen ausgeschlossen
sind, existiert kein St. Venantsches Eigentorsionsmoment. Mit
(45 d), (45 e) und (134) folgt aus Gleichung (144 d):

( ; 1R w dl'a)) + £1t§x lz-z,)% (y-yM)2 ldi'a) "9, = 0 {145}
A

GroBe und Verlauf der Eigenspannungen titiber den Querschnitt
sind im wesentlichen von der Art der Wiarmebehandlung, von der
Querschnittsform und den Querschnittsabmessungen abhingig.
Die von Herzog in [55] vorgenommene Auswertung von Eigenspan—
nungsmessungen an zahlreichen Walz- und SchweiBprofilen hat
dartiber hinaus auch eine Abhidngigkeit der GroBe der
Eigenspannungen von der Stahlglite ergeben. Unter Verwendung
der MeBergebnisse werden in [55] Mittelwerte wund obere
Schranken der Eigenspannungen fiir die kennzeichnenden Punkte

von I - Querschnitten und Kastenprofilen angegeben.



12. Numerische Anwendung

Die folgenden Beispiele wurden vorrangig unter dem Aspekt der
numerischen Uberpriifung der in den vorhergehenden Abschnitten
entwickelten theorétischen Konzepte ausgewdhlt. 2Zu diesem
Zweck werden zundchst die Probleme der geometrischen und der

physikalischen Nichtlinearitit getrennt betrachtet.

Besondere Beachtung erfordert die Festlegung der Randbe-
dingungen und die Angabe der Belastungskomponenten. Sowohl
die geometrischen als auch ~die statischen Randbedingungen
sind bezliglich des Schwerpunktes des elastischen Quer-
schnittes vorzugeben. Dabei ist zu beachten, daB bei
unsymmetrischen Profilen aus den im Schwerpunkt angreifenden
Krédften und Momenten zusitzliche &HuBere Torsionsmomente und
Wolbmomente entstehen. Nach Gleichung (91) gilt auch fir
duBere Knotenlasten im lokalen KOS:

Mys = Myy =2y Quy + yu Qoy (146a)

Mus = MumM-yy Myy -zy Myy {146b)

12.1 Querschnittswerte

Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrizen und der Schnittgréfen
flir linear elastisches Material sowie zur Begrenzung der
St. Venantschen Torsionstragfihigkeit fiir elastisch - plasti-
schen Werkstoff werden Querschnittswerte bendtigt, die vorweg
durch Integration ilber den offenen dinnwandigen Querschnitt
zu ermitteln sind. Aus den Informationen tliber die Lage der
Querschnittsknoten in einem beliebigen Querschnittskoordi-
natensystem, der Angabe der die Knoten verbindenden Segmente
sowie deren Abmessungen in Dickenrichtung werden - wie im
Anhang A 1 dargestellt ~ folgende Gr&Ben berechnet:

- Lage des Schwerpunktes S

- Orientierung der Trigheitshauptachsen



- Querschnittskoordinaten beziiglich des Schwerpunktes und
der Trédgheitshauptachsen

- Lage des Schubmittelpunktes M (yM, Zy )} im Hauptach-
sensystem

- normierte Wolbkoordinaten w

- Querschnittsfliche F

- Haupttrédgheitsmomente ¥, F

Yy
- WOlbtridgheitsmoment Fww

2z

- St. Venantsches Torsionstrdgheitsmoment JT

- vollplastisches St. Venantsches Torsionswiderstands-
moment wT,pl nach der Nadaischen Sandhiigelanalogie

- "hohere" Querschnittswerte (sieche Anhang A 1)

- Vorwerte zur Bestimmung der Wagner - Koeffizienteéen

= vy tTaz 2 2
W, = B (yM rzg) (147 a)

F
W, = Loy (147b)

Yy

EratF
W, = lzzz? WE 3z, (147¢)

Y
Fz x

Byot E

yyw* zzw

w, = X2 222 (147d)

qu

Dabei werden Ausrundungeﬂ an den Segmentibergingen, wie sie
insbesondere bei den Walzprofilen vorkommen, vernachldssigt.
Dies kann bei den flir die St. Venantsche Torsion ben&tigten

GrdBen zu betrédchtlichen Abweichungen fiihren.

In den folgenden Beispielen sind diese Querschnittsintegrale

fiir drei verschiedene Querschnitte angegeben.



Beispiel 1.1:

Doppeltsymmetrischer I -~ Querschnitt

al z b)
| [Si—
¥so -16,0 mﬂﬂﬂ@ﬂ
S 30
3 g By
[mm) _s__u.__..)' em?)
[=1
=)
~t
16,
Voo [
Bild 26: a) Querschnittsabmessungen und Hauptachsen
b) normierter Wolbkoordinatenverlauf
Ergebnis:
Flem?) I lem®) Fpp Lom®) Kyl cm®) Fulcm®]
7,20 0,216 89,636 25,618 409.,6
yylem] z,lcm] W, lcm?] Wylcm] W, lem]
0,0 0,0 16,008 0,0 0,0
Wy (1] W o [em?] F,yylcm®] Faplem®] Foww [cmel]
0,0 0,54 0,0 0,0 0.0
Fyz [cm®] Frzy [em®] | Fo, Lem®] | . [cmS] Euy lem”]
0,0 0.0 0,0 0,0 0,0
7 6
Fouz Lem”) [ E,, Lom®]
0,0 409,6




Beigpiel 1.2: Einfachsymmetrischer Querschnitt

a bl
) ...800 80,0 )
[ T b §
o ’ Hﬂﬂﬁ 3706
3 M )
M2y
y S {mm] lem? ]
~ 50
8 6
-65,86
tQ,O .
z 65,86
60,0 60,(_)___! !
Bild 27: a) Querschnittsabmessungen und Hauptachsen
b) normierter W6lbkoordinatenverlauf
Ergebnis:

Flem?) 3 lem*] F, lcm*] Byl cm?] R lem® ]
34,57 7,93 1704,2 4371 22210,0
y,leml z,lem) Byy [cm®) E,, lem®] Euwwv[cm‘]
0,0 -2,36 0,0 2457,1 0.0
Fye lem®] Fizy lem®] Fryulom®] F,ulom® ] W CL

-1030,9 0,0 0.0 0,0 0,0
Fpz lem?] Frw (cmE] W, [cm? W, lcm] W, lem]
88469,0 22212,0 67,51 5,56 0,0
W, 11 Wyp, fem®)
0.0 7,07




Beispiel 1.3:

Unsymmetrischer Querschnitt

al 2 b)
22,9 229 y
g e
©
&
A 14,0 369
i !
! I
s 278°
*
Mlyy.2zy)
n {mm] [cm?]
§ el 80
— c
229 ) -821
L 1588 L1278 223,21
| ¥ 1
Bild 28: a) Querschnittsabmessungen und Hauptachsen
b) normierter Wdlbkoordinatenverlauf
Ergebnis:
2 4 4 4 3
Flcm®) I;lem®] . Lom®] Fylem®] Fow Lem®]
199,1 407,8 41088,5 16961,8 1300500,0
y,lem) z,lcm] Fyy Lcm®] Faz lcm®1 | E, [em®)
10,72 -6,15 -303,20 - 226550,0 82144.10°
Fe lem®] Fzy Lem®] Fyulcm®] Fawlem®] Fawy lcm’]
790270 -262500,0 420100,0 11133-102 37100-103
Fouglem’] Frzy lem®] W, [cm?] W, [cm ] W, lem]
14166 .10° 600110,0 444,30 8,7 -36.,94
W, 111 Wy o [em®]
1,18 116, 04




12.2 Geometrisch nichtlineare Berechnungen

Die geometrisch nichtlineare Formulierung kann zweil Problem-~
stellungen erfassen. Mittels einer Anfangseigenwertuntersu-
chung erhdlt man kritische Lasten im Sinne einer linearen
Stabilit&dtsanalyse, welche kleine Verformungen voraussetzt.
Durch ein inkrementell - iteratives Vorgehen werden Probleme
mit endlichen Verformungen mit und ohne EinschluB von Insta-

bilitdten geldst.

12.2.1 Lineare Anfangsstabilitdtsuntersuchungen zur

Ldsung von Verzweigungsproblemen

Wie im Abschnitt 10.3 beschrieben, genligt es bei linearem
Vorbeulverhalten, das Eigenwertproblem ohne Beriicksichtigung
der Verformungen vor dem Verzwelgen zu l&sen. Dieser Sachver-
halt wurde bei einigen Beispielen bestdtigt, bei denen Eigen-
wertanalysen zu verschiedenen Lastniveaus durchgefiihrt und

jeweils dieselben kritischen Lasten ermittelt wurden.

1. Drillknicken
GJ EF
) V. T ‘7 ww v/ P
Jay ® ya\
. 12 ) /2 )
f t 1
Bild 29: Gabelgelagerter Stab mit Axiallast

Timoshenko gibt in [123] kritische Drillknicklasten an fiir
den im Bild 29 dargestellten, gegen Ausweichen von der
Stabachse gesicherten Trdger unter konstanter Axialbelastung.
Bei fehlender Stiitzung im Feld tritt reines Drillknicken nur
bei Stédben mit breiten Flanschen und kurzen Lingen auf. Die
analytische L&sung [123] ergibt bei unbehinderter Verwdlbung

an den Stabenden:



2
. 63, + EF
Pl s et BY (148a)
.

Fyy FZZ

und bei Wolbeinspannung an den Enden:

2
4LTT
Gl.+ “S-EF
plLe L [ “ueg {148 b)
' E.+ F
Yy 27
Beispiel 2.1: Drillknicken eines Stabes mit doppelt-

symmetrischem I ~ Querschnitt

An diesem Beispiel soll das Konvergenzverhalten der numeri-
schen FE - Lo&sung bei Elementverfeinerung dargestellt werden.
Dazu wird flir das statische System nach Bild 29 der
Querschnitt nach Beispiel 1.1 verwendet. Fiir 1 = 60 cm, E =
2,1+ 10* kN/cm® und G = 8+10° kN/cm® erhilt man aus (148 a)
und (148 b)

Pes Pys
Die in Tabelle 1 dargestellten Resultate der Konvergenzbe-

= 1581,1 kN ; = 6000,6 kN

trachtungen wurden aus Berechnungen am halben System mit
jeweils konstanten Elementléngen gewonnen. Es zeigt sich, daB
bereits eine Idealisierung mit zwei Elementen fiir den ganzen

Trdger ausreichende Ergebnisse liefert.

é{’:rgz:‘f:r ohne Wélbeinspannung |- mit Wolbeinspannung
am gesamten 1
Trager Ry [kN] Al%] fii [kN] Al%)
2 1592,2 0,702 6078,5 1,298
4 1581.9 0,051 6044,9 0,738
6 15813 0,013 6009, 9 0,155
8 1581,2 0,006 6003,6 0,050
10 15811 0,0 6001,9 0,022
Tabelle 1: Vergleich FE - L&sung mit analytischer

Ldsung nach [123] fir Beispiel 2.1



Bringt man in Stabmitte m zusédtzlich ein betragsméBig
kleines Einzeltorsionsmoment auf, so entsteht das im Bild 30
dargestellte Spannungsproblem.

A} Lastfaktor
1620,0+ 7 Verzweigungslast A, ;= 15811

140,01+
1260,0+

1080,0+
300,0+
7200+
540,04
36001
180,04

150 300 450 600 750 900 1050 1200 13‘5.0
Torsionsverdrehung %, x 10°

Bild 30: Drillknicken als Spannungsproblem

Die Rechnung wurde mit 5 Elementen am halben System fiir die
Grundlasten P = 1 kN und My = 0,01 kNcm durchgefiihrt. Bei
proportionaler Laststeigerung mit dem Lastfaktor A nihert
sich die Lastverformungskurve fiir die Verdrehung 8m in

Feldmitte asymptotisch dem Wert }”ki = 1581,1.

2. Biegedrillknicken

Beim Biegedrillknicken weicht der Querschnitt bei Erreichen

der kritischen Last aus der Beanspruchungsebene aus und
verdreht sich dabei.



Beispiel 2.2: Einfeldtrdger mit doppeltsymmetrischem
I - Querschnitt

Flr Tr&dger des hier betrachteten Typs nach Bild 31 werden in
[70] rechnerisch bestimmte elastische Biegedrillknicklasten
und experimentell ermittelte Versagenslasten bei Belastung
mit einer Einzellast in Feldmitte und mit gegengleichen
Randmomenten angegeben.

a} System und Last b)  Querschnittswerte und Material
, Q , (Sollwerte fur IPE 200)
y Y40 ‘ ¥ Fy = th2cm ; F,, =12990 cmé

M y
CAL ™ ”X) Y Rz = 1943em*; Jp = 7,03cm®
¥=0 =0 F o= 2848cm% E = 2.1.10° kN/em?
ot U2y G = 810 kN/cm? ; Mpi= 52,6 kNm

Bild 31: Angaben zu Beispiel 2.2

Bild 32 zeigt den Verlauf der mit jeweils 4 bzw. 5 Elementen
je Trdger errechneten idealen Biegedrillknickmomente Mblgi und

Q M
Mk.'/Mpl M/ Mg
25,0+

15,0+
10,0 ¢

50t

+ t + t—w— [ [}
60,0 120,0 180,0 2400 300,0

Schlankheitsgrad

Bild 32: Ideale Biegedrillknickmomente fiir Beispiel 2.2



u2

ki bezogen auf das vollplastische Moment Mpl in Abhidngigkeit

vom Schlankheitsgrad 1/r. Dabel ist MEj das Moment im Punkt m
unter der kritischen Last Qki und der Trdgheitsradius
r = VYFyy/F. In Ubereinstimmung mit den Werten in [70] und

nach [123] ergeben sich die bekannten Euler - Hyperbeln. Wegen
der dreiecksfdrmigen Momentenbeanspruchung gegeniiber dem kon-
stanten Verlauf ist bei gleicher Schlankheit Mgi des durch

die Querlast Q belasteten Trigers grdBer als MY, des durch

ki
Randmomente beanspruchten Balkens.

Einfeldtrédger mit einfachsymmetrischem

Beispiel 2.3:

Querschnitt nach Beispiel 1.2

&}0 r*a +Q 80 a-a
Mg \/ ! v wM T E = 21.10" kNiem?
(A f A) Y 3 2
= i = | G =8-10" kN/cm
¥=0 ba-—0 J=0 ~
z
peBEM (., 7SCM
Bild 33: Angaben zu Beispiel 2.3

(6 Elemente fir den gesamten Triger)

Wdhrend bei doppeltsymmetrischen Profilen das Biegedrill-
knickmoment unabhidngig von der Richtung def HuBeren Lasten M
und Q ist, ergeben sich bei dem hier betrachteten Querschnitt
infolge Biegung in der Symmetrieébene unterschiedliche Werte.
Sind Bild 33
bedeutet dies Druck im starken Obergurt. Da der untere Gurt
Steifigkeit ;

erhdlt man fir negative M-

Einzellast und Randmomente nach positiv,

seitliches Ausweichen
und Q -~

Tabelle 2 angegebenen kleineren Eilgenwerte.

eine geringere

besitzt,

gegen

Werte die in

Einzellust Q

Randmomente M

Q>0

G <0

M>0

M< 0

500,2

[MkﬁkNm]

378,91

444,38

230,25

Tabelle 2:
Vorzeichen

Vergleich von M

ki

fiir unterschiedliche



Die hier angegebenen Werte stimmen exakt mit den Ergebnissen

nach [23] und von Trahair in [34] diberein.

Beispiel 2.4: Einfeldtrdger mit unsymmetrischem

Querschnitt nach Beispiel 1.3

Timoshenko gibt fiir derartige Querschnitte, die durch ein
konstantes Moment um eine Achse durch den Schubmittelpunkt
beansprucht werden, in [123] eine analytische Losung an. Um
damit vergleichen =zu k&nnen, wurde der im Bild 34 darge-
stellte Einfeldtrdger an den Gabellagern mit Biegemomenten

M
S S
Schwerpunkt anzusetzende W&lbmoment erhidlt man aus Glei-

und W&lbmomenten Mm im Schwerpunkt belastet. Das im

chung (146 b) mit der Forderung, daB das resultierende
Wolbmoment im Schubmittelpunkt Null ist.

a-a
z
S Y0 Cy
a
Mu)s vo r_‘ v/ MS MwS o
—— , X) 5
Q L‘___q 1 ’MS
'a': 1’:0 P
300¢m , E=21.10%kN/cm?
1 bt | 3 2
G =8-10° kN/cm
Bild 34: Angaben zu Beispiel 2.4
(6 Elemente filir den gesamten Triger)
In der Tabelle 3 werden die Biegedrillknickmomente My g flir
.
die Winkel o =0 und o = 27,8° zwischen der Hauptachse y

und der Momentenwirkungslinie angegeben. Der Vergleich mit
[123] konnte nur fiir den Fall der Biegung um die Hauptachse

vorgenommen werden. Die Vergleichswerte sind in Klammern

angegeben.
a = 27.8° a =0
Mg > 0 Mg <0 Mg >0 Mc< 0
M (kNm ] 783555 | 3576,70 | 3527,76 | 6929,85
ki.g LKAM (3527,51) | (6928,98)
Tabelle 3: Vergleich von Myi, g fir verschiedene

Winkel a



Fir die zweiachsige Biegung bei a = 27,8° liegt ein Span-
nungsproblem vor mit asymptotischer Anndherung der Lastver-

formungskurve an In der analytischen Ldsung von

M, . .
Timoshenko [123] wigghszch bei unsymmetrischen Querschnitten
der den Einfluf der W&lbmomente erfassende, letzte Term der
Wagner—Koeffizienten nach Gleichung (129 a) und (129 b) ver-
nachléssigt. Da damit lediglich der geometrische EinfluB des
W8lbmomentes auf die Torsionssteifigkeit erfaft wird, bleibt
dies bei den hier untersuchten Beispielen mit reiner Biege-

beanspruchung ohne Wirkung.



Beispiel 2.5: I - Trdger mit Querlasten auf dem Obergurt

a) System und Belaétung b} Querschnitt und Material
U
r % 24,5
Yo A} l At o ] ’
VAR B R Y,
Ja AN o,
V=0 2x100em V=0 g fns
G-t e ]
350cm 350cm {mm]
_.L S""—““-y
) e ey
0 G=8-10° kN/cm?
@ ®¢ 2
l 2 25/
VAOBEOIRONO) O, 8 i R
L !
3x100cm 3 x50 cm 2x150,8
s 4 + st - | mn |

d) FE - dealisierung mit Platten-/
Scheibenelementen

2821 A28) 425 2 A4

@H1® ©

66,24cm

© ®

0505050505050

7% 64,29¢cm

66,24 cm

o]

!....._

Bild 35: Angaben zu Beispiel 2.5



Der hohe, seitlich ungestiitzte Einfeldtriger nach Bild 35 a, b
wurde zur Eigenwertuntersuchung am halben System zundchst mit
6 bzw. 8 Balkenelementen (Bild 35 c¢) und sodann mit 28 neun~-
knotigen Lagrangeschen Platten-/Scheibenelementen (Bild 35 d)
idealisiert.

Die vergleichende Betrachung sollte zeigen, inwieweit die
Hypothese von der Erhaltung der Querschnittsform bei derarti-
gen Tr&dgern noch Gliltigkeit besitzt. Die Frage ist besonders
dann von Interesse, wenn die Belastung nicht linger im Schwer-
punkt angreift.

Um mit dem FE - Modell aus Balkenelementen die Lasteintragung
auf dem Obergurt erfassen zu k&énnen, wurden zusitzlich zu den
sechs Balkenelementen in Lingsrichtung zwei vertikale Elemente
angeordnet. Die Lidnge dieser Elemente ist gleich dem Abstand

des Schwerpunktes vom Obergurt. In den Bildern 36 a und 36 b

al b)
N N
N ™ ]
'
N
\\ ¥
\\ ti ) \\ tﬂ vi
N N N
N N
\ z
Last im Schwerpunkt Last auf dem Obergurt

Bild 36: Beulfiguren des Platten-/Scheibensystems



sind zun&chst die sich aus der Platten~/Scheibenrechnung er-
gebenden Beulformen fiir Last im Schwerpunkt und Last auf dem

Obergurt dargestellt.

Der Vergleich der Eigenwerte aus der Platten-/Scheibenunter-
suchung einerseits und der Balkenberechnung andererseits nach
Tabelle 4 weist unabhingig von der Laststellung nur geringe
Unterschiede auf.

Last im Schwerpunkt Last auf dem Obergurt

Balken Platte/Scheibe Balken Platte /Scheibe

Ay 1176 1134,7 802,9 781,3
Tabelle 4: Vergleich Balken- mit Platten-/Scheiben-
18sung

Kleine Querschnittsverzerrungen, wie sie in den {berhShten
Beulfiguren, insbesondere bei Lastangriff im Schwerpunkt zu
erkennen sind, bleiben ohne wesentlichen EinfluB8 auf die
Eigenwerte. Auch wird kein lokales Beulen der Gurte oder des
Steges als niedrigste Versagensform angezeigt. Bei zentri=-
scher Belastung weicht der Druckgurt seitlich aus, ohne sich
zu verdrehen. Fir den Steg wirkt dabei der Obergurt wie eine
starre und der Untergurt wie eine elastische Einspannung. Im
Vergleich zu der daraus folgenden im Bild 36 a deutlich =zu
erkennenden Querschnittsverzerrung bleibt die Querschnitts-
form bei Lasteintragung auf dem Obergurt fast vollsténdig
erhalten (Bild 36 b).

Im Gegensatz zum Platten-/Scheibenmodell bleiben bei den
Balkenelementen Lasteinleitungspannungen in Richtung der
Querschnittsachse z unberiicksichtigt. Demzufolge k&nnen bei
der Balkenberechnung lokale Stabilititsprobleme oder &rt-
liches FlieBen infolge des zweiachsigen Spannungszustandes

nicht erfaft werden.



12.2.2 Endliche Rotationen und Verschiebungen in der Ebene

Beispiel 2.6: Unverschieblicher Einfeldtrdger unter

Gleichstreckenlast

Flir das folgende Beispiel existieren iibereinstimmende Ergeb-
nisse nach Karamanlidis in [63] mit der analytischen L&sung
von Szilard in [120] . Die Berechnung mit dem hier entwickel~-
ten Element erfolgte am halben System mit 10 Elementen. Unter
Verwendung der im Abschnitt 10.1.2 beschriebenen Iteration
mit konstanter Bogenlédnge im Last - Verschiebungsraum waren

bis zum Erreichen der im Bild 37 angegebenen grdBten

25,0 B p
° &’h Vo B
1a. 20,0 (=800
3 L2800
5 EF = 816.10° /
5 _ 8
5 15 = 612:10° Ao
I 50 = 384 ER,-h/51"=344,25 // Vergleichsldsung
a h 4 nach [63] und [120]
v
9 100
FE - losung mit
10 Elementen
5,04
0~ i y +
0,50 1,00 1,50 2,00 2,50
Verschiebungsparameter wg, /h
Bild 37: Unverschieblicher Einfeldtrdger mit

Gleichstreckenlast

Durchbiegung in Feldmitte W 22 Lastschritte erforderlich.
Aus der Last-Verschiebungs-Kurve erkennt man, daB das System
nit wachsender Verformung infolge des daraus entstehenden Zug-

spannungszustandes steifer wird.



Auf die Angabe von Dimensionen wurde bei den Beispielen
verzichtet, bei denen auch die Vergleichsglésungen ohne
Einheiten angegeben wurden.

Beispiel 2.7: Flacher eingespannter Bogen unter
Einzellast

Der im Bild 38 gezeigte flache, an den Enden eingespannte
Kreisbogen unter einer Einzellast im Scheitelpunkt wurde von
Ramm in [99] mit Scheibenelementen berechnet und mit der
analytischen L&sung nach [115] verglichen. Die Rechnung mit
geraden Balkenelementen erfolgte wiederum am halben System
mit 10 Elementen und der TIterationstechnik nach Ab-
schnitt 11.1.2 (konstante Bogenlénge) .

20¢
as 167 R= 100, F =2
o h = 2, E,=0667
8 E =10, =0245
3 2 4
%’ 1.2 R= T EN/128R
g FE -Lésung mit geraden
g 08 Balkenelementen
04 Vergleichslosung nach [115]
0 + * ¢ e
0,6 1,2 1,8 2,4 30
Verschiebungsparameter w, /h
Bild 38: Last-Verschiebungs-Diagramm des flachen

eingespannten Bogens unter Einzellast



Beispiel 2.8: Flacher gelenkig gelagerter Bogen unter
Einzellast

Im CGegensatz zum Spannungsproblem der beiden vorhergehenden
Beispiele stellt der flache, an den Enden gelenkig gelagerte
Kreisbogen mit einer Einzellast im Scheitepunkt ein Stabili-

tdtsproblem mit Durchschlagscharakteristik dar.

P
125
107,56
106,0
100.»
‘F\\\~Lésung nach [63)
75 FE- Ldsung mit geraden
Balkenelementen
501
251 1,81
y7%* i Wo/h
1,5 ,0
251
-50
h
-75
E \
-100 F o= 1,667 \
sl B 20 i
1251 R = 400 sz 142
b = 50 1474
-150.L ho= 314 SNV
Bild 39: Last-Verschiebungs-Diagramm des flachen

gelenkig gelagerten Bogens unter Einzellast

bas u.a. in [63] und [109] untersuchte Tragwerk nach Bild 39
schlégt bei reiner Laststeuerung bei Erreichen der
Maximallast der Last - Verformungs - Kurve 1in einen nicht
dargestellten endlich entfernten sekunddren Gleichgewichtsast
(siehe [109]) durch. Mittels der verschiebungskontrollierten

Iterationstechnik gelang es, den dargestellten instabilen



Gleichgewichtspfad bis zum Singularitdtspunkt S der System-
steifigkeitsmatrix zu verfolgen. Bei einer Verschiebungskon-
trolle fir einzelne Verschiebungsfreiheitsgrade erhdlt man in
S einen zweiten Durchschlag in einen benachbarten
Gleichgewichtszustand, der dieselbe Scheitelpunktverschiebung
aufweist [109]. Die Berechnung wurde wiederum mit 10 geraden
Balkenelementen am halben .System durchgefiihrt und mit der
L&sung nach [63] verglichen.

12.2.3 Endliche Rotationen und Verschiebungen im Raum

Anhand des folgenden bekannten Beispieles soll das hier ent-~
wickelte Konzept zur Erfassung beliebig groBer Rotationen im

Raum liberpriift werden.

Beispiel 2.9: Rdumlich belasteter Kragtriger
(Querschnitt nach Beispiel 1.1,
Steg in der Ebene ABC)

My =-My = 167 194,6 kNcm
| = 50cm
ol = 450; B: 60°
E = 21-10° kN/cm?
G 8- 10° kN/cm?
Bild 40: System und Belastung fiir Beispiel 2.9
Wegen My = ~M, verformt sich der in Bild 40 dargestellte

Kragarm in der Ebene ABC. Die Verschiebungen in dieser Ebene
in Richtung der Stabachse und senkrecht dazu seien u und v.

U

Sie ergeben sich aus den globalen Verschiebungen Ugr Uyy -

Zu:



. HE U

u osa cosfB i sinctcos B 1 sin x
- |- & Plsnf Uy (149a)
i cos B U

z

Die Verdrehung ¢ am Ende des Kragarmes in der Ebene ABC

erhdlt man im vorliegenden Fall aus:

= 2 7

¥ (Dx + (DY {149b )
Die Auftragung von ¢ , u und v {ber dem Lastparameter
A=M1/2nE F,, mit M = /ﬂi( + Mf! liefert das bekannte
Last-Verformungs-Bild (Bild 41). Der Verformungszustand der

Stabsehne in der Lastebene ist im Bild 42 bei verschiedenen
Lastniveaus dargestellt. Die analytische Ldsung
M = (pEFZZ/l flihrt zu einer kreisfdrmigen Biegelinie in der
Last~Verschiebungsebene. Die Idealisierung erfolgte mit
5 Elementen konstanter Linge. Die Last wurde bis zum
Endwert Mo = 2n E Fzz/l in 40 Schritten aufgebracht. Unter
Verwendung der Iterationstechnik mit Laststeuerung und
Neuerstellung der Steifigkeitsmatrix fiir jeden Itera~
tionsschritt betrug die maximale Anzahl an Iterationen
innerhalb eines Lastinkrementes 4. Das KonvergenzmaB nach
Gleichung (141) betrug € = 0,001. Abweichungen gegeniiber der
analytischen L&sung sind unterhalb der Darstellungsgrenze.
Bei stdndig sich verringender Systemsteifigkeit konnte ein
Ausweichen aus der Belastungsebene nur vermieden werden,
indem die numerisch bedingten, sehr kleinen Verschiebungen

aus dieser Ebene heraus unterdriickt wurden.



M
Mo
1,0
£y
05
u
v
0 " g5t
0,5 10 LMY
T T
Bild 41: Last~Verschiebungs-Diagramm zu Beispiel 2,9
M
LI
Mo ; " )M:O
M
M0-0.750

(Fu.
= 0425

Bild 42: Verformungsfigur zu Beispiel 2.9



12.3 Physikalisch nichtlineare Berechnung

Beim rein physikalisch nichtlinearen Problem verringert sich
entsprechend dem Plastizierungsfortschritt die Steifigkeit
des Tragwerks. Anders als bei der FlieBgelenktheorie erfolgt
diese Abnahme bei Biegebeanspruchung stetig und ohne Spriinge.
Der Plastizierungsfortschritt im Querschnitt geschieht um so
gleichmdBiger, je mehr Integrationspunkte fje Segment vorge~
sehen werden. Die inkrementelle Reststeifigkeit nach Tafel 4
erreicht bei fehlender Verfestigung den Wert Null. Fiir eine
weiltere Laststeigerung steht danach keine Steifigkeit mehr
zur Verfligung. Abrupte Steifigkeitsinderungen, wie sie zum
Beispiel bei {berwiegend durch Normalkrifte beanspruchten
Stdben entstehen konnen, ergeben h#ufig Schwierigkeiten fir
den numerischen RechenprozeB. In solchen Fidllen kann es sinn-
voll sein, nach Erreichen der FlieBgrenze eine vergleichs~-
weise geringe Verfestigung 2zuzulassen. Die numerischen
Probleme sind dabei um so grdBer, je weniger Elemente das
Tragwerk besitzt, d.h. je weniger Ver#nderungen im System
méglich sind. Auch statisch bestimmte Systeme konnen wegen
der fehlenden Umlagerungsmdglichkeiten nach Plastizierungsbe-
ginn den RechenprozeB unglinstig beeinflussen. Weiterhin ist
zu beachten, daB bei physikalisch nichtlinearen Berechnungen
symmetrische Querschnitte durch teilweise Plastizierung un-
symmetrisch werden konnen. Durch eine daraus folgende Ver-
schiebung des Schwerpunktes und des Schubmittelpunktes sowie
durch eine Verdrehung der Hauptachsen entfillt die Entkopp~
lung in den SchnittgréBen hinsichtlich der wurspriinglichen
Bezugspunkte und -achsen. Deshalb ist die nur wenig Elemente
enthaltende elastische Steifigkeitsmatrix nach Tafel 1 nach

Plastizierungsbeginn "voll" besetzt (vgl. Tafel 4).



Beispiel 3.1:

Einfeldtrdger aus ideal-elastischemn,

ideal-plastischem Werkstoff mit Normalkraft

und Biegebeanspruchung (Querschnitt nach

Beispiel 1.1)

a) System und Last

A
3.5\ 3.5\
& i 2
wlh
/2 2
L= 100cm

Ner=4 ﬂ_%l_.ﬁ kN (geo. lin.}

¢) Jdealisierung

ENONNCINO) @,@2
A ' o]
T 3x12,5¢m 2x6,25¢m

&
£

.
# # # .

e} Plastische Bereiche

b} Material

[}
O

E

o €

€
E = 21-10% kKN/cm?; G = 8 -10°kN fom?
T =0, Op = 1,0kN/cm?; My = 24 kNem
Mpi,n = 18,53 kNcm nach (86

d) Eigenspannungsverteilung
{unginstige Annahme )

-0 Nl S -

+

Bild 43:

Angaben zu Beispiel 3.1



Das Tragwerk nach Bild 43 wurde zun&dchst allein unter Biege-
beanspruchung infolge der mittig angreifenden Querlast
Q = A untersucht. Wie aus der Last - Verschiebungs - Kurve im
Bild 44 zu sehen ist, nimmt nach Erreichen des vollplasti-
schen Momentes in Peldmitte die Durchbiegung wm zu, ohne daB
die Last noch weiter gesteigert werden kann. Die aus dem
horizontalen Bereich der Last ~ Verschiebungs ~ Kurve heraus
vorgenommene Entlastung geschieht rein elastisch. Nach voll~-
stdndiger Entlastung verbleiben plastische Dehnungen und
damit ein Eigenspannungszustand. Beil Entlastung aus Berei-
chen, in denen die Steifigkeit des Gesamtsystems nahezu oder
gleich Null ist, muB entweder im ersten Schritt eine sehr
kleine Lastreduktion vorgenommen werden oder mittels eines
Eingabeparameters die Verwendung der elastischen Steifig-
keitsmatrix fir das n&chste Inkrement erzwungen werden. Bei
der erneuten Belastung verh#dlt sich der Trdger bis zum
Erreichen des vollplastischeﬁ, Momentes elastisch. Es zeigt
sich, daB die verwendeten Hermite-Polynome bei entsprechend
feiner Diskretisierung in der Lage sind, den Verformungszu-
stand auch nach dem Auftreten eines "FlieBgelenkes" zu
beschreiben. Flir die numerische Integration wurden jeweils

neun Stiitzstellen in den Gurten und im Steg gewdhlt.

Bei der hier durchgeflihrten geometrisch linearen Berechnung
ergibt sich fiir die Dehnungen in Lingsrichtung ein linearer
Verlauf innerhalb eines Elementes. Aus diesem Grund genligt es
auch, die FlieBbedingung an den Elementenden abzufragen.
Unter Beachtung der aus der alleinigen Biegebeanspruchung
folgenden 'linearen Dehnungsverteilung auch {iber die Quer-
schnittshdhe folgt die im Bild 43 e gezeigte hyperbelférmige
Begrenzung der plastischen Zonen im Traglastzustand. Eine
weitere Berechnung mit einer Elementverfeinerung durch Unter-
teilung des Elementes 5 flihrte gzu einer Ausbreitung der
plastischen Bereiche, die besser mit der exakten L8sung, z.B.
in [102] f{bereinstimmte. Allerdings zeigte sich fiir dieses
Modell ein wesentlich schlechteres Konvergenzverhalten. Die
Ursache dafiir sind die Ungleichgewichtskrifte an den kurzen

Elementen. Sie bilden zusammen eine Gleichgewichtsgruppe,



welche nur noch Spannungsumlagerungen, aber nicht mehr das

Verschwinden der Krifte selbst bewirkt.

Die numerischen Ergebnisse weisen Diskontinuititen der pla-
stischen Dehnungsanteile an benachbarten Elementrindern aus.
Dies ist damit zu erkléren, daB die gewdhlten Verschiebungs-
ansdtze die Vertrdglichkeit in den Verschiebungen und Ver-
drehungen, nicht jedoch in den Dehnungen garantieren. Diese
kann nur ndherungsweise durch eine Elementverfeinerung ver-

bessert werden.

1.0
S
~ 087
= Biege und Normal-
krattbeanspruchung
061 .
Biegebeanspruchung
und Eigenspannungen
041 Biege -
beanspruchung
0,21
0 + } ¥ + +
0.4 0.8 1,2 1,6 2,0 2,4
Wy % 10%tem)
Bild 44: Last-Verformungs-Kurven zu Beispiel 3.1

Bei Vorgabe der im Bild 43 d skizzierten Eigenspannungsver-
teilung zeigt das querbelastete Tragwerk von Beginn der
Belastung an eine nichtlineare Last-Verformungs-Charakte-
ristik und erreicht erst bei grdBeren Verschiebungen das
vollplastische Momente Mpl . Die Entlastung vom selben Ver-
schiebungszustand aus wie beim Trdger ohne Eigenspannungen

flihrt zu denselben Restverformungen.



Wirkt auf den Trdger neben der Querlast noch eine Axiallast
P = 3,5 XA, so sinkt das aufnehmbare plastische Moment auf
den Wert Mpl,N 18,53 kNem ab. Aus den oben dargestellten
Grinden muBte bei der numerischen Rechnung trotz Verwendung
der verschiebungskontrollierten Iterationstechnik mit sehr

kleinen Schritten im Last~Verschiebungsraum vorgegangen wer-

den.
Beispiel 3.2: Einfeldtrdger aus ideal-elastischem,
ideal-plastischem Werkstoff mit Torsions~
belastung (Querschnitt nach Beispiel 1.1)
a) System und Last : b) Spannungsverteilung fur
das vollplastische
Woélbmoment
40 ¥%0
X ¥ o
£y FAY o™ +
T=0 C) =0
. 50cm . S0cm }
i I
+ l G
Bild 45: Angaben zu Beispiel 3.2

Das in Feldmitte angreifende FEinzeltorsionsmoment MT ver-
ursacht 2zu den Gabellagern hin abklingende Wolbmomente, so
daB die Torsionsabtragung im Mittelbereich hauptsédchlich iiber
Wolbkrafttorsion geschieht. Infolge der W&lbnormalspannungen

entsteht ein vollplastisches W&lbmoment

My o = [ 0p w da (150)
A



rit der in Bild 45 dargestellten Spannungsverteilung. Anders
als beim BiegeflieBgelenk ist hier jedoch die Tragfdhigkeit
noch nicht erschdpft. Der im Bild 46 zu erkennende weitere
Anstieg nach Erreichen des vollplastischen W&lbmomentes in
Feldmitte bei MT = 1,876 kNcm entsteht aus einer Wdlbmomen-—
tenumlagerung, durch die der Gradient M(l) als Komponente des
Torsionsmomentes zunimmt sowie der Aktivierung der St. Venant-

schen Torsionstragfihigkeit in m.

M, [kNcm)
201

1671

121

087

044

2,0 40 60 80 100
I x 107 (1]

Bild 46: Last - Verformungs -~ Kurve zu Beispiel 3.2



12.4 Geometrisch und physikalisch nichtlineare Berechnung

Beigpiel 4.1: Fachwerk mit elastisch-plastischem Werk-
stoff fiir die Diagonalen nach Powell/Simons
[92]

Der im Bild 47 dargestellte schlanke Fachwerkturm wurde zu-
ndchst flir unbegrenzt linear elastischen Werkstoff fiir alle
Stdbe sowohl mit dem entwickelten Balkenelement als auch mit
dem in der Programmbibliothek zu NISA 80 [47] vorhandenen
Fachwerkelement "TRUSS" berechnet. Flir die daraus erhaltenen

identischen Ergebnisse zeigt sich im Bild 47 eine gute

10,0
A ————= L&sung mit Balkenelement ( TRUSS)
— === Vergleichslésung nach [92]
8,0
Tragwerk elastisch
-
10X LN
6,0 Lo
/// | G .
P A O S
30
404 S
/, \\ E
\ e €
N 30 :
N F =40
2'0 \\ E = 225
. S~ 30 =
Diagonalen -~ : T =45
elastisch - plastisch e G= 10
. 4
40 8,0 120 16,0 200
Horizontalverschiebung A
Bild 47: System und Last - Verformungs - Kurve

Zu Beispiel 4.1

Ubereinstimmung mit den in [92] angegebenen Werten. Anders
als in [92] f&1lt jedoch bei der Beriicksichtigung des ela-

stisch - plastischen Werkstoffes flr die Diagonalen die Last



nach Erreichen der vollplastischen Normalkraft in der ober-
sten Diagonalen bel einem Lastniveau A »~ 4,5 stark ab. Die
dann negative Determinante der Systemsteifigkeitsmatrix
verringert sich weiter infolge des geometrischen Effektes
durch die starke Zunahme der Horizontalverschiebung, ohne daB
dabei weitere Diagonalen plastizieren. Der plétzliche Abfall
nach Uberschreiten der FlieBgrenze erfolgt umso abrupter, je
geringer der Verfestigun,gsmodul T ist. Flir T = 0 erhdlt man
schlieB8lich ein Verzweigungsproblem.

Beispiel 4.2: Réumlich belasteter Durchlauftriger

Flir den gabelgelagerten Zweifeldtrdger nach Bild 48 errech-

nete Heil [52)] eine um 33 % h&here Traglast als Meister in

R, [kN]

150,0
L&sung mit Balkenelementen
o B, =1339kN By =133.2 kN
1350 Vergleichslésung nach [52) — e
— —"__.—- e o
o r
120,0 z~
1050 & Ux
' //C o, f CZ/Q LR
90,0 // VY 5 v
/ D) Ay 2
75 (14 LB8em them —~  200cm M
0 S e e
//I/ X Qzﬁﬂt__
i/ p -5
60,0 7 X T

..F_ Querschnittsab-
——E T 14,05¢m messungen (IPBI( 180)

4501 g _};,x ;

= 161,5 cm
~ by b = 180 cm
300 -—B—_ s = 0,6 cm
=, £ = 0,95cm
15.0

. 4
Material : Op = 24 kN/em?; E = 2,1.10° kN/ecm?, T= 0,0

70 %0 21,0 28,0 350 42.0 49.0 560 630 70,

2
Verdrehung -0y x 5.10° [1]
Verschiebung - Uy x 10° [cm]
Bild 48: System und Last - Verformungs -~ Kurven

Zu Beisplel 4.2



[75] . Die FE ~ Berechnung wurde mit 13 Elementen in Lings-
richtung und Elementverfeinerung an der Lasteinleitungsstel-
le m und am Mittelauflager durchgefiihrt. Uber ein senkrecht
zur Stabachse angeordnetes, sehr steifes Element erfolgt die
exzentrische Lasteinleitung. Unter Vernachldssigung der
Ausrundungen an den Segmentiibergingen wurden die im Bild 48
angegebenen Querschnittsabmessungen zugrunde gelegt. Das
Ergebnis der Berechnung bestdtigt das Resultat von Heil
[52] . Die nahezu exakt gleich groBe Traglast des Systems von
133,9 kN wird allerdings bei einer kleineren seitlichen
Verschiebung und einer geringeren Verdrehung um die Stabachse
erreicht. Dies erkl&rt sich aus der gr&Beren Steifigkeit des
finiten Verschiebungsmodells, insbesondere bei fortschrei-
tender Plastizierung, gegeniiber der von Heil verwendeten
Losungsmethode. Infolge der kombinierten Biege- und Tor-
sionsbeanspruchung ist der Querschnitt an der Lastein-—
leitungsstelle im Traglastzustand nahezu v&llig durchpla-
stiziert. Auch i{iber dem Mittelauflager {berschreiten die
Dehnungen in einem Teil des Untergurtes die vorhandene

FlieBdehnung.

An diesem Beispiel 3zeigte sich, daB eine Integration der
Segmente in Dickenrichtung keinen EinfluB auf die GrdBe der

Traglast hat und deshalb unterbleiben kann.

Beispiel 4.3: R&umlicher Rahmen mit Normalkraft-,

Biege- und Torsionsbelastung

Das Tragwerk nach Bild 49 wurde von Ackermann in [1] unter
der Wirkung der eingetragenen Belastung bis zum Erreichen der
Traglast berechnet. Die elastisch - plastische Untersuchung
mit der Ubertragungsmatrizenmethode im Rahmen des Verschie-
bungsgréBenverfahrens flihrte unter der Annahme kleiner Ver-
formungen zu einem Traglastfaktor Au = 2,963. Die durch-~
geflihrte FE - Berechnung sollte zweli Fragestellungen beant-

worten:



- Unterschied in der Traglast bei Berfiicksichtigung end-

licher Verformungen.

- Verhalten des Tragwerks nach Erreichen der Traglast.

a)  System und Belastung b) Querschnitt und Material
% idealisierter Querschnitt
fur IPB 300

600 cm

&
(8]
w| Y= 11cm
o~ [=— .
19cm
z
30cm
Oy = 24 kN/cm?
P = 1000 kN ; H = 20 kN E = 21-10° kN/cm?
p = 01 kN/cm T = 0
Bild 49: Angaben zum Beispiel 4.3

Zur Diskretisierung wurde das System in insgesamt 36 Balken-
elemente gleicher Linge mit 25 Integrationspunkten je Quer-
schnitt unterteilt. Wie in [1] sind die Stdbe an den Kno-
ten 2, 3 und 6 mit Wélbgelenken und ansonsten biegesteif ver~
bunden. Die Lage der nach Bild 49 b idealisierten IPB 300 -

Profile im Tragwerk ist in 49 a angegeben.

Die oben gestellten Fragen sollen anhand eines Last-Verschie-
bungs-Diagrammes fir die Verschiebung des Punktes 2 in X -
Richtung 62X beantwortet werden. Aus Bild 50 erkennt man,
daf die FE - LGsung vor Erreichen der Traglast etwas kleinere

Verformungen aufweist, das Tragwerk also steifer ist als nach



Ay = 2,957
3,00 4 AV4
// \FE - Rechnung
2,50 4 \Verg[eichslbsung
!
2,004
1,50 1
1,00 1
0,50 4
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 11,00
Horizontalversehiebung -8,y [cm]
Bild 50: Last - Verschiebungs - Diagramm zu Beispiel 4.3
der Rechnung in [1] . Die Traglast xu = 2,957 ist nahezu
identisch mit der Vergleichsldsung. Sie wird allerdings erst
bei der Verschiebung —62X = 4,687 cm erreicht. Wegen des

Wolbgelenkes am Knoten 2 des elastischen Tragwerkes kommt esg
in diesem Punkt zu einer rechnerischen Uberschreitung des
ndherurigsweise ermittelten vollplastischen St. Venantschen
Torsionsmomentes MTS,pl = 62,65 kNcm. Aus einer FE~Rechnung
ohne die Reduktion auf diesen Wert kann deshalb eine etwas
hohere, {iber der Lbsungb in [1] 1liegende Traglast erwartet
werden. Das Tragwerk zeigt ein duktiles Verhalten. Es stellt
sich ein ausgedehntes Traglastplateau mit gering fallender
Tendenz nach Erreichen der maximal aufnehmbaren Last ein.
Plastizierungsvorgédnge finden bis 2zur Verschiebung -6

2X
9,196 c¢m ausschlieBlich in der Stiitze 1 - 2 statt. Mit dem



Beginn des Plastizierens auch an der Stiitzeneinspannung 7
wird das Tragwerk noch weicher. Die abfallende Tendenz in der

Last -~ Verformungs - Kurve verstdrkt sich. Im Bild 51 ist die

Bild 51: Ausbreitung der plastischen Zonen
Verteilung der plastischen Zonen in der Stiitze 1 - 2 darge-

stellt. Das fast vollstindig plastische Tragwerksteil zeigt
beim letzten untersuchten Verschiebungszustand eine bleibende
plastische Dehnung von 13,7 %.. Da bei Baustahl die Ver-
festigung im o-g-Diagramm etwa bei 30 - 35 %, beginnt, ist
die Rechnung mit dem Verfestigungsmodul T = 0 gerechtfertigt.

Wegen der {berwiegenden Normalkraftbeanspruchung konnte im
Traglastbereich ein schlechtes Konvergenzverhalten beob~
achtet werden. Bei dem in diesem Bereich verwendeten Ttera-
tionsverfahren mit konstanter Bogenlidnge wurde dabei anstelle
der elastischen Reststeifigkeitsmatrix die elastische An-

fangsmatrix benutzt.



13. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden Stabsysteme mit offenen,
dliinnwandigen Querschnitten bei physikalisch und geometrisch
nichtlinearem Verhalten untersucht. Um die im Abschnitt 3
genannten Fragestellungendbeantworten zu koénnen, wurde ein
finites Balkenelement entwickelt. Die Grundlage dafiir bildet
die mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen erstellte
inkrementelle Gleichgewichtsbedingung f£fiir ein allgemeines
Kontinuum. Indem der letzte bekannte Gleichgewichtszustand
als Bezugszustand fiir das folgende Inkrement gewdhlt wird,
entsteht eine mitgehende ("updated") Lagrange - Formulie-
rung. Die Elimination der Starrkérperbewegungen erfolgt
mittels der im Abschnitt 4.3 beschriebenen mitgehenden Ko-
ordinaten - Darstellung. Als Stoffgesetz kann jeder bekannte
nichtlinear elastische oder elastisch - plastische Zusam~
menhang zwischen Spannungen und Dehnungen verwendet werden.
Flir die Berechnung der Beispiele wurde eine bilineare ela~-
stisch - plastische Beziehung eingebracht. Die Diskretisie-
rung des Problems im Sinne der finiten Element - Methode
geschieht mit bereichsweisen Verschiebungsansitzen. Der Ab-~
lauf der inkrementell - iterativen Berechnung fiir ein Last~
inkrement wird im Abschnitt 10.4 anhand eines Ablaufdia-~
gramms erldutert. Zur numerischen Uberpriifung des theo-
retischen Konzepts wurden einige ausgewihlte Beispiele be-
rechnet (Abschnitt 12) und Ubereinstimmung mit bekannten

Vergleichsldsungen erzielt.

Im Hinblick auf die Anwendung in der Praxis wire es win-~
schenswert, das Element auf einige zusHtzliche Mdglichkeiten
Zu erweitern. Nach Vorliegen ausreichender Ergebnisse von
experimentellen Untersuchungen an verschiedenen, im Stahlbau
iiblichen Knotenausbildungen k&nnte mittels eines Transla-
tions~, Dreh- und Wélbfederelementes das tatsidchliche Trag-
verhalten r&umlicher Rahmenkonstruktionen vor allem im Kno-
tenbereich besser erfaft werden. Weitere Traglastkriterien,
wie 2z.B. die Bruchdehnung des Materials, sollten entweder
als automatische Abfrage oder als Nebenbedingung beriicksich-

tigt werden. Von praktischem Interesse bei Stdben mit groBen



Querschnittsabmessungen im Vergleich zur Stablénge ist es,
die lokale Stabilit#t einzelner Querschnittsteile und die
Interaktion mit dem Stabilit&dtsproblem des gesamten Trag-
werkes zu erfassen. Dabei ist die Beriicksichtigung eines
nicht elastischen Werkstoffverhaltens von besonderer Bedeu-
tung.
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Anhang A 2
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Anhang A3

Integrale der Ansatzfunktionen
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Anhang A 4

Koeffizientendarstellung der Hermite - Polynome
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Anhang A5

Sekantensteifigkeiten fir Torsion
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