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Zusammenfassung

Diese Arbeit befaBit sich mit der effizienten Formulierung von dreieckigen Finiten Ele-
menten flir lineare, elastische Platten—, Scheiben— und Schalentragwerke. Ziel ist die
Entwicklung mdglichst einfacher Elemente mit Ansatzfunktionen niedriger Ordnung,
die ohne Versteifungsprobleme eine schnell konvergierende und stabile Losung ge-
wéhrleisten.

Eine effiziente Formulierung schubweicher Plattenelemente mit einer Kinematik nach
Reissner—Mindlin istnurméglich, wenn Schubversteifungen oder ,Shear Locking” voll-
sténdig ausgeschlossen werden kénnen. Dazu werden Verfahren, wie z.B. die Methode
der angenommenen Verzerrungen (ANS), gemischte Funktionale, das Konzept der
Kirchhoff—Modes oder erweiterte Rotationen, eingesetzt, die speziell an die Erforder-
nisse dreieckiger Elemente angepaBt werden. Zur Verbesserung des Konvergenzver-
haltens dreieckiger Scheibenelemente werden die Elemente um Drillfreiheitsgrade mit
Anséatzen nach Allmann oder der ,Freien Formulierung® nach Bergan erweitert. Eine
weitere Verbesserung dieser Elemente ist mit der Methode der erweiterten Verzerrun-
gen (EAS) méglich. Durch Kombination der leistungsféhigsten Platten— und Scheibe-
nelemente enistehen effiziente Facettenelemente zur Berechnungvon Schalentragwer-
ken.

Neben den mathematischen Voraussetzungen fiir eine stabile und konvergente Me-
thode stehen in dieser Arbeit die mechanischen Aspekte der angewendeten Methoden
im Vordergrund. Darlberhinaus wird die Leistungsfahigkeit der verschiedenen Ele-
mentformulierungen an zahlreichen Testbeispielen Gberprit.



Abstract

This thesis deals with the efficient formulation of triangular plate, membrane and shell
finite elements in the linear elastic range. The aim of this study is the development of low
order elements that achieve high convergence rates and a stable solution without any
locking defects.

For an efficient formulation of shear—deformable plate elements with Reissner—Mindlin
kinematics, the problem of shear locking needs to be completely resolved. In order to
avoid locking, different methods, like the assumed natural strain method (ANS), mixed
functionals, the Kirchhoff-mode concept or enhanced rotations are adapted to the spe-
cial needs of triangular geometry. To improve the convergence of triangular membrane
elements, drilling rotations are introduced using Allmann—interpolation or the Free For-
mulation by Bergan, These elements can be further improved with the enhanced assu-
med strain method (EAS). By combining the most poweriful plate and membrane ele-
ments, efficient facet elements for the analysis of shell structures can be constructed.

Besides the mathematical conditions for stable and convergent finite element formula-
tions, an understanding of the mechanical aspects of the applied methods is of primary
interest. The performance of the different element formulations is tested by numerous
numerical examples.
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1  Einleitung

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) ist heute eines der wichtigsten Verfahren zur
approximativen Lésung von Problemen der Strukturmechanik. Neben dem klassischen
Anwendungsgebiet der linearen Elastizitatstheorie wird die FEM heute auch bei geome-
trisch und materiell nichtlinearen Problemen, in der Dynamik, in der Struktur— und To-
pologieoptimierung und vielen weiteren Problemen erfolgreich eingesetzt. Grundlage
aller Anwendungen bildet das Finite Element, dessen Eigenschaften entscheidend fir
die Glte und den Aufwand einer Berechnung sind. Auch nach mehr als 30 Jahren inten-
siver Forschungstatigkeit ist das Gebiet der Entwicklung leistungsfahigerer Finiter Ele-
mente keineswegs abgeschlossen, wie Fortschritte der jlingsten Zeit beweisen.

Ziel dieser Arbeitist die Formulierung von effizienten, dreieckigen Finiten Elementen flir
die linear elastische Berechnung von Platten—, Scheiben— und Schalentragwerken.
Fir eine effiziente Lésung, bei der mit méglichst geringem Aufwand die bestméglichen
Ergebnisse erzielt werden sollen, miissen die Elemente folgende Eigenschaften aufwei-
sen:

- schnelle Konvergenz

I

einfache Elementformulierung

keine Versteifungseffekie

stabile Ldsung
— Unempfindlichkeit gegentliber Netzverzerrungen

Lange Zeit lag der Schwerpunkt der Forschungstéatigkeit auf der Entwicklung aufwendi-
ger Elemente mit Ansatzfunktionen von hohem Polynomgrad. Beispiele dieser Zeit, die
von Felippa (1989a) als ,barocke FE--Periode” bezeichnet wird, sind Finite Elemente
nach einer Schalentheorie, die nach Harbord (1977) fir eine konsistente Formulierung
Ansatzfunktionen bis zu quintischer Ordnung bendétigen. Auch heute wird an der Ent-
wicklung von Elementen mit hoher Ansatzordnung gearbeitet, so z. B. im Rahmen der
p—Version der Finite Elemente Methode nach Babuska (1981), die hierarchische An-
satzfunktionen bis zu Polynomgraden von acht und héher verwendet. Komplexe An-
wendungen wie nichtlineare Analysen oder Dynamik stellen heute jedoch den 6konomi-
schen Aspekt einer Elementformulierung stérker in den Vordergrund:

... the need for inexpensive elements, a need that has also been felt in our own
experimentation with nonlinear dynamic problems, attests to the attention this
[triangular] element type has received in recent years ..."

Argyris (1994)

11



Eine Ubersicht der umfangreichen Literatur wird fiir Plattenelemente von Hrabok {1984)
und fir Schalenelemente von Gilewski (1991) angegeben. Bei der Entwicklung effizien-
ter Finiter Elemente mit niedriger Ansatzordnung steht bisher das vierknotige Element
im Mittelpunkt des Interesses, dessen Ldsungsverhalten durch die Anwendung von drei
Methoden wesentlich verbessert werden konnte. Die reine Verschiebungsformulierung
des vierknotigen Elementes ist aufgrund von Versteifungseffekten fir praktische Pro-
bleme unbrauchbar. Mit der Methode der angenommenen Verzerrungen ANS (,Assu-
med Natural Strain Method®) von Hughes (1981a) und Dvorkin (1984) ist dieses Ele-
ment bei Plattenproblemen effizient einsetzbar. Mit der hybriden Spannungsmethode
nach Pian (1984) und der Methode der erweiterten Verzerrungen EAS (»Enhanced As-
sumed Strain Method") nach Simo (1990) wird das Konvergenzverhalten des Elemen-
tes auch bei Scheibenproblemen stark verbessert. Nach Andelfinger (1991) kann durch
Kombination dieser Methoden ein sehr effizientes Schalenelement gebildet werden.

Eine Ubertragung dieser neuen Verfahren auf dreieckige Finite Elemente ist nicht ohne
weiteres moglich. Weit fortgeschritten ist die Entwicklung dreieckiger Plattenelemente
nach der Kirchhoffschen Theorie diinner Platten. Das HSM—Element von Batoz (1980)
verwendet ein hybrides Spannungsmodell nach dem Funktional von Hellinger—Reiss-
ner. Das Element stellt eine Weiterentwicklung des A9 Elementes von Razzaque (1973)
dar und wird von Wu (1982) und Fricker (1985) durch Schubkorrekturfaktoren bzw.
.Bubble®--Modes weiter modifiziert. Hansen (1979) verwendet orthogonale Modes zur
Entwicklung des HBS—Elementes. Dieses Element bildet die Basis flir das erste Plat-
tenelement nach der ,Freien Formulierung” von Bergan (1984), die spater auch bei
Scheiben— und schubweichen Plattenelementen eingesetzt wird. Die jiingste Entwick-
lung dieser Elementfamilie ist das ANDES—Eiement von Militello (1991), welches die
»Freie Formulierung” mit der ANS—-Methode kombiniert. Eines der erfolgreichsten drei-
knotigen Elemente {lir schubstarre Platien ist nach wie vor das ,Discrete Kirchhoff
Triangle® oder DKT—Element von Batoz (1980}, das in seiner Leistungsfahigkeit und
Einfachheit bis heute kaum Ubertroffen wird. Es wurden mehrere Versuche zur Verbes-
serung des DKT—-Elementes durchgeflihrt, so von Jeyachandrabose (1986), der das
DKT—-Element um ,Least Squares”—Techniken erweitert, oder von Y, Long (1988) und
Z. Long (1993), die eine ganze Reihe verbesserter DKT—Elemente vorstellen.

Wahrend flir schubstarre Platten relativ friih erfolgreiche Elementkonzepte entwickelt
werden konnten, bereitet die Formulierung effizienter Dreieckselemente mit einer Kine-
matik nach Reissner--Mindlin groBe Schwierigkeiten. GréBtes Problem ist dabei die
Vermeidung von Schubversteifungen oder ,Shear Locking®. Ein erster Versuch zur An-
wendung der ANS—Methode auf Dreiecke wird von Hughes (1981b) durchgefiihrt. Be-
lytschko (1984) wendet eine reduzierte Integration mit anschlieBender Stabilisierung
des dreiknotigen Plattenelementes an. Tessler (1985) versucht die Schubversteifungen
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mit Hilfe des Konzeptes der Kirchhoff—Modes zu Uiberwinden. All diese Elemente kén-
nen jedoch ,Shear Locking" nicht vollstéandig unterbinden. Dies wurde erstmals von Xu
{1986) mit einem Element erreicht, welches das Konzept der Kirchhoff—Modes mit einer
variationellen Schubbedingung sowie erweiterten Rotationen kombiniert. Das XU Ele-
ment wird von Auricchio (1991), Xu (1992) und Taylor (1993) ausfithrlich beschrieben
und analysiert.

Ein vollkommen anderer Weg wird mit den DST—Elementen von Batoz (1989), Batoz
(1992) und Katili (1993) eingeschlagen, die eine Erweiterung des erfolgreichen DKT -
Elementes auf schubweiche Platten vornehmen. Diese Elemente verwenden verschie-
dene Methoden wie ,Freie Formulierung", Gleichgewichts— und Schubbedingungen.
Eine weitere Mdglichkeit zur Verbesserung der Elemente besteht in einer Erhéhung der
Anzahl der Freiheitsgrade je Element. Dieser Weg wird von Zienkiewicz (1988), Bathe
(1989), Papadopoulos (1990) und Ferahi (1990) eingeschlagen. Ein numerischer Ver-
gleich verschiedener Elementformulierungen wird von Hauptmann (1995) durchge-
flhrt.

Dreieckige Scheibenelemente waren die ersten Elemente, mit denen Berechnungen
nach der Finite Elemente Methode durchgeflihrt worden sind. Die Elemente sind durch
volistdndige Ansatzfunktionen gekennzeichnet und bieten wenig Raum fiir Verbesse-
rungen. Bei der Entwicklung effizienter Elemente niedriger Ansatzordnung kommt des-
wegen der Erweiterung dieser Elemente durch sogenannte Drillrotationen senkrecht
zur Elementebene eine groBe Bedeutung zu, wie sie von Allmann (1984) und Bergan
(1985) eingeflhrt wurden. Die einzige Alternative hierzu bilden einige Elementformulie-
rungen, die in der mathematischen Literatur groBe Beachtung finden. Stellvertretend
seien das PEERS—Element von Arnold (1984a) sowie das BDM—Element von Brezzi
(1985) genannt, die beide von Rolfes (1989) ausflihrlich untersucht und getestet wur-
den.

Im Rahmen dieser Arbeit soll geklart werden, ob sich die flir vierknotige Elemente ent-
wickelten Methoden auf dreieckige Elemente (ibertragen lassen und ob bereits be-
kannte dreieckige Elemente weiter verbessert und zu einem effizienten Schalenelement
kombiniert werden kdnnen.

Bei der Beurteilung von Elementformulierungen gewinnen neben der ingenieurmasi-
genVorgehensweise, die sich auf mechanische Anschauung und numerische Testrech-
nungen stlitzt, zunehmend mathematische Analysen an Bedeutung. Aus diesem Grund
beginnt diese Arbeit in Kapitel 2 mit einer kurzen Einflhrung in die Grundbegriffe der
Funktionalanalysis, die zum Verstandnis von mathematischen Stabilitats ~ und Konver-
genzbeweisen erforderlich sind.
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InKapitel 3 werden die Energiemethoden vorgestelit, auf denen die meisten Elementfor-
mulierungen basieren. Zusétzlich werden Bedingungen eingefiihrt, die fiir eine eindeu-
tige und stabile Lésung von den Elementen erfiillt werden mussen.

In Kapitel 4 werden Energiemethoden sowie deren Ldsbarkeitsbedingungen auf das
mit Finiten Elementen diskretisierte Problem Ubertragen. Es werden die fir Platten—~
und Scheibenelemente erforderlichen Gleichungen angegeben sowie einige Beson-
derheiten der Geomeirie dreieckiger Elemente im Vergleich zu viereckigen Elementen
dargestelit. Am Ende des Kapitels werden die Versteifungseffekte beschrieben, die fir
das schlechte Konvergenzverhaiten vieler Elemente verantwortlich sind.

In Kapitel 5 werden Methoden der Elementverbesserung diskutiert, die sowoh! bei Plat-
ten— als auch bei Scheibenelementen eingesetzt werden kénnen. Schwerpunkt bilden
dabei die gemischten Methoden, es werden aber auch neuere Verfahren wie die ,Freie
Formulierung“ oder Methoden mit Spannungsansatzen aus den Raviart—Thomas—
Raumen behandelt.

Diese Methoden werden in Kapitel 6 auf dreieckige Plattenelemente nach der Theorie
von Reissner—Mindlin angewendet. Ausgehend vom reinen Verschiebungselement
werden mehrere Versuche zur Elementverbesserung durchgefiihrt, wobei vor allem die
Ursachen des Erfolgs oder MiBerfolgs einer Methode geklart werden sollen. Neben
dreiknotigen Plattenelementen werden auch zwei hdherwertige Elemente mit 12 bzw.
20 Freiheitsgraden untersucht. Den AbschluB des Kapitels bilden numetische Testbei-
spiele, mit denen die Leistungsfahigkeit der Elemente geprift wird.

In Kapitel 7 werden verbesserte Scheibenelemente vorgestelit, wobei der Schwerpunkt
auf den Elementformulierungen von Allmann (1984) und Bergan (1985) liegt. Durch die
Kombination des Elementes von Bergan mit der EAS —Methode wird ein neues Schei-
benelement entwickelt. Es wird der EinfluB der Integrationsordnung sowie der Skalie-
rungsparameter auf die Elemente untersucht. An numerischen Beispielen wird die Lei-
stungsfahigkeit der vorgestellten Elemente iberpr{ift.

Die erfolgreichsten Platten~ und Scheibenelemente werden in Kapitel 8 zu Schalenele-
menten kombiniert. Aufgrund der linearen Geometrie der dreieckigen Elemente entste-
hen ebene Facettenelemente, die sich durch eine sehr einfache Elementformulierung
auszeichnen. Durch die Verwendung von Drillfreiheitsgraden wird ein kompatibler An-
satz der Rotationen mit sechs Freiheitsgraden je Knoten erreicht. Numerische Testbei-
spiele zum Vergleich der Leistungsfahigkeit der dreieckigen Schalenelemente bilden
den AbschluB der Arbeit.
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2 Grundbegriffe der Funktionalanalysis

2.1 Einleitung

Finite Elemente approximieren physikalische GréBen wie Verschiebungen, Spannun-
gen oder Verzerrungen durch Funktionen, die abschnittsweise innerhalb eines Elemen-
tes definiert sind. Das Verhalten eines Elementes wird wesentlich von den Eigenschaf-
ten der verwendeten Funktionen bestimmt. Die Funktionalanalysis bietet die
theoretischen Grundlagen, mitdenen sich diese Eigenschaften beschreiben lassen und
Bedingungen flir Stabilitat und Konvergenz der Elemente aufgestelit werden kénnen.
Zum Verstandnis dieser Zusammenhdénge sind Grundkenntnisse Gber Funktionen-
r&ume und Funktionale erforderlich, die in diesem Kapitel zusammengefat werden. In
den Bichern von Reddy (1986), Bronstein (1981), Hackbusch (1986), Braess (1991),
Brezzi (1991a) und Johnson (1994) wird dieses Thema ausfihrlich behandelt.

2.2 Funktionenraume

Eine Menge von Elementen im mathematischen Sinn wird allgemein als Raum bezeich-
net. Die Elemente eines Raumes kénnen Zahlen, Vektoren, Tensoren, Funktionen usw.
sein. Einlinearer Raum V besteht aus einer Menge von Elementen v, fiir die Addition und
Produkt mit einem Skalar definiert sind. Der Raum V muB bezliglich der Addition eine
Abelsche Gruppe sein. Flr die Multiplikation mit einem Skalar missen Distributiv— und
Assoziativgesetz gelten sowie flr jedes v & V ein neutrales Element existieren. Bei-
spiele fur lineare Rdume sind die Menge der reellen Zahlen R oder der n—dimensionale
Vektorraum R".

Ein linearer Raum V heiBt normiert, wenn eine Abbildung |-|: V — R mit den folgenden
Eigenschaften existiert:

[v]zo @.1)
[v]=0 <« v=0 2.2)
|av|= jal |v]| a ER (2.3)
fu+v] = Jul| + |v] Dreiecksungleichung (2.4)
Beispiele von Normen [v|| fir v € R" sind:
n
Ivily= > vl Betragsnorm (2.5)
i=1
n 1
vi= (O V) Euklidische Norm (2.6)
i=1
[V o= max]|v] Maximumnorm 2.7)
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Eine Norm ordnet den Elementen eines Raumes einen skalaren Wert zu. Damit werden
die Elemente 'meBbar’ und kénnen gegen untere und obere Schranken abgeschiétzt
werden. Zwei Normen }|||, und |}-||p sind &quivalent, falls eine Zahl 0 < ¢ < = existiert,
far die gilt:

Livla = Ivl, s clvla ¥ vev 2.8)

Ist ein normierter Vektorraum vollstandig, so wird er als Banach—Raum bezeichnet. Die
Volisténdigkeit eines Raumes bedeutet, daB der Grenzwert jeder konvergenten Folge
von Elementen des Raumes ebenfalls im Raum enthalten ist.

Ein Vektorraum, auf dem das Skalarprodukt (u,v) mit den folgenden Eigenschaften defi-
niert ist, heiBt innerer Produktraum:

(u,v) = (v,u

(a-uv) =a-uv

u+v,w = (uw + (v,w) (2.9
(uu) = 0

uw =0 « u=0

Durch das Skalarprodukt ist automatisch eine Norm definiert. Sie entspricht der Euklidi-
schen Norm,:d.h. der Lange eines Vektors:

Jufl= (uupz (2.10)

Damit ist ein innerer Produktraum immer normiert. Ist er zusétzlich vollsténdig, so wird
er als Hilbert—-Raum bezeichnet.

Besteht ein Raum aus Funktionen, so kdénnen Funktionenraume definiert werden, die
die Funktionen des Raumes nach Differenzierbarkeit und Integrabilitat klassifizieren.
Die Menge aller Funktionen f: Q —R, Q@ ¢ R", die bis zur Ordnung k stetig differenzier-
bar sind, bildet den Raum Ck. Somit ist C? die Menge aller stetigen Funktionen und C*
die Menge aller Funktionen, die beliebig oft stetig differenzierbar sind. Die Menge der
nur stiickweise stetigen Funktionen wird mit D oder C~1 bezeichnet. Einen weiteren
Funktionenraum bildet der Raum aller quadratintegrierbaren Funktionen HO, der auch
als Raum L bezeichnet wird. Das zugehérige innere Produkt und dessen Norm ist defi-
niert als:

(u,v) =f uvde V uve QCR" (2.11)
Q

Tully= (u,u)? - 2.12)

Die Menge aller Funktionen, die bis zur Ableitung der Ordnung k quadratintegrierbar
sind, bildet den Funktionenraum H¥. Das innere Produkt und die Norm des Raumes Hk
wird definiert durch:
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(u,v), = J' Uv UV UYLt u,ijA..kv,ij...de (2.13)
Q

1 < i,j;...,k  (Summation Uber doppelte Indizes)
V wuwwve QcCR"

1
2

ful= (uu)z (2.14)
Dabei ist n die Dimension des Gebiets Q. Fiir den Raum H! vereinfachen sich die Formeln:
u,v)y = j uv + u v ,dQ (2.15)
Q
1
Tully= (u, )2 (2.16)

Allgemein besteht ein Sobolev—Raum H¥ aus allen Funktionen f: @ —R, deren Norm
HK endlich ist:

HYQ) = {fe HK | [[f], < =} (2.17)
Sobolev—Raume erflllen die fir Hilbert-Raume geforderten Eigenschatten. Sobolev—
Réaume hoéherer Ordnung sind Teilmengen der Sobolev—Raume niedriger Ordnung:

Hee H' k> (2.18)

~EHZeH' eH =1L, (2.19)
In Bild 2.1 sind flir eine quadratische Funktion und deren Ableitungen die zugehérigen

Kontinuitats— und Sobolev—~Rédume angegeben. Im Rahmen dieser Arbeit werden aus-
schlieBlich Funktionen verwendet, die Elemente der Sobolev—Raume Hkmit k > 0 sind.

Funktion Typ Verlauf Kontinuitdtsraum | Sobolev—Raum
f quadratisch :l: cl H2
N N "

" Sprung- ' -1 0
f funktion —_—— C H
i Dirac—§ I c-1 H-1

Bild 2.1: Zugehdrige Radume einer Funktion und deren Ableitungen
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2.3 Funktionale

Ein Operator A: V — W bildet die Elemente des Raumes V auf Elemente des Raumes
W ab. Ein Operator wird auch als Abbildung oder Transformation bezeichnet. Ist der
Wertebereich W eines Operators die Menge der reellen Zahlen R, so spricht man von
einem Funktional F: V —R :

Fu=r r € R, ueV (Funktionenraum ) (2.20)
Ein Funktional F heiBt linear, falls fir beliebige uq,uy €V gilt:
Floqguy + asuy) = aF(uy) + aFuy,) Y a0, €ER (2.21)
Ein Funktional heiBt beschréankt, wenn es eine Konstante c gibt, so da8 gilt:
[Fu)| = cllu] (2.22)
Der kleinste Wert, den die Konstante ¢ fir alle u einnimmt, wird als Norm || - || bezeichnet:
Flu
[Fl = supl™ .29
uev [yl

Die Norm || - || eines Funktionals ist ein Mag flr die maximale VergréBerung, die ein be-
liebiges Element u durch Anwendung des Operators F erfdhrt. Im Gegensatz zu einer
beschrankten Funktion besitzt ein beschrinktes Funktional keine obere bzw. untere
Schranke, sondern eine beschrénkte Norm. Das Supremum (sup) bezeichnet den
héchsten Wert, gegen den die Elemente einer Menge konvergieren. Ist das Supremum
selbst Element der Menge, so spricht man von einem Maximum. Eine entsprechende
Definition gilt far Infimum (inf) und Minimum.

Analog zur Stetigkeit einer Funktion wird die Stetigkeit eines Funktionals so definiert,
daB zu jedem ¢ > 0 ein positives & > 0 mit folgender Bedingung existiert:

| Fluy = Fv) | e flr Ju-v| <3 (2.24)
Diese Bedingung kann fiir lineare und beschrankte Funktionale vereinfacht werden, in-
dem Linearitdt und Beschrénktheit des Funktionals ausgenutzt wird:

|Fw - F) | = [Fu-v| < clu-v| =cd =¢ (2.25)
Fir jedes ¢ kann ein 8 so bestimmt werden, daB die Stetigkeitsbedingung (2.24) erflillt
wird. Damit sind alle linearen und beschrénkten Funktionale auch stetig.

Die Menge aller auf W definierten Funktionale bildet selbst wieder einen normierten
Raum. Dieser wird Dualraum W’ von-W bezeichnet.
Bilineare Funktionale F( ., . ): VXW —R bilden jedes Paar von Elementen aus V und
W auf eine reelle Zahl ab. Wird eine der beiden Variablen festgehalten, so muB das da-
raus resultierende Funktional linear sein:
Flaguy + aguy, v) = oF(uy,v) + a,F(u,, v) V a0, € R (2.26)
) YV uyyu, €V, v e W
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Ein bilineares Funktional ist beschrankt und damit stetig, wenn mit ¢ > 0 gilt:
[Fu,v)| <= afu||v] VYuev,vew (2.27)
Die Elliptizitat oder Koerzitivitat einer Bilinearform spieltfiir die Losbarkeit von Minimal ~
und Sattefpunktproblemen eine wichtige Rolle. Eine stetige Bilinearform heift V-—ellip-
tisch oder koerzitiv, wenn sie mit § > 0 nach unten abgeschatzt werden kann:
[Fuu)| = Bllul? Y ueVv (2.28)
oder:

[Flu,u)]
el

Dies bedeutet fir den Grenzfall |lul| -« , daB auch die Bilinearform F (u,u) unbeschrankt
wird. Damit wird ausgeschlossen, daB die Bilinearform in diesem Fall gegen einen endli-
chen Grenzwert konvergiert und einen Extremwert nur im Unendlichen besitzt. Eine V—
elliptische und stetige Bilinearform kann somit sowohl nach oben wie auch nach unten
abgeschatzt werden;

= Blu . (2.29)

Blul? = [Fuw| = aful? (2.30)
oder:

‘ IFuu| _

0<p = T a (2.31)

Sind die beiden Argumente eines bilinearen Funktionals unterschiedlich, so kann eine
Abschétzung nach unten nicht auf dieselbe Art durchgefiihrt werden. Eine der Bedin-
gung (2.28) entsprechende Elliptizitdtsbedingung

[Fu,v)| = Bllu| fiv] VueV, vew (2.32) -
ist zu streng, da es durchaus Elemente u und v geben kann, die bezlglich der Abbil-

dung F orthogonal sind. In den meisten Féllen ist eine abgeschwéchte Form der Unglei-
chung ausreichend:

=B v Y vew (2.33)

Durch Umformen kann die Ungleichung in die bekannte Inf~Sup—Bedingung Gberfiihrt
werden:

AFuv)|

Tul vl =
Dies bedeutet, daB es fiir ein beliebiges v mindestens ein u geben muB, das die Unglei-
chung erflit. Damit kann die Koerzitivitdt der Abbildung F bezlglich einer Variablen
festgestellt werden:

Jueyv: ||"|m [Fluv)|| — = (2.35)

|nf sup =B (2.34)

19



3 Energiemethoden der Elastostatik

3.1 Das lineare Elastizitatsproblem

Ein Kérper mit dem Volumen V und der Oberflache A wird durch Oberflachen— und Vo-
lumenkréfte belastet. Gesucht ist der Verformungs— und der Spannungszustand des
durch die Belastung deformierten Kérpers. Das lineare Elastizitdtsproblem wird in vie-
len Lehrblchernz.B. von Sokolnikoff (1956), Timoshenko (1970) und Green (1968) aus-
flhrlich behandelt.

X3,@3

X2,82

X1,€1

Bild 3.1: Elastischer Kérper mit Belastung

Die Lage des Kérpers wird im unverformten Zustand durch den Ortsvektor x in der nor-
mierten kartesischen Basis e; beschrieben:

X =X = [ X Xp X" @.1)
Das Vektorfeld u(x) beschreibt die Verschiebung eines kérperfesten Punktes infolge der
Belastung. Flir geometrisch lineare Probleme sind die Verformungen klein im Verhéltnis
zu den Abmessungen des Kérpers, so daB fir den Verzerrungstensor ¢ die quadrati-
schen Terme vernachléssigt werden kénnen:
=1
I 2
Der Spannungstensor wird mit der konstitutiven Gleichung aus den Verzerrungen be-
stimmt:

0 = Cij &y (3.3)
Durch Betrachtung an einem infinitesimalen Element lassen sich die Gleichgewichtsbe-
dingungen bestimmen:

Gy tB =0 (3.4)

€ (Ui +u) (8.2)
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Dabei ist p der Vektor der angreifenden Volumenlasten. Zu einer volistindigen Be-
schreibung des Problems mussen noch die Randbedingungen definiert werden. Als
wesentliche oder geometrische Randbedingungen werden die Verschiebungen auf
einem Teil der Oberfliche A, vorgeschrieben:

u; =1, auf Ay (3.5)
Als statische Randbedingung miissen auf der verbleibenden Oberfidche A, die vorge-
gebenen Spannungen eingehalten werden:

on; = t, auf A, mit AjUA, = A, AgnA, = B, n ... Normalenvektor (3.6)

Damit sind flinf Gleichungen gegeben, die zusammen die sogenannte starke Form (S)
des Randwertproblems der linearen Elastostatik definieren. Unter Verwendung des Dif-
ferentialoperators L lautet das Problem in Vektorschreibweise:

Suche fiir gegebene p, {, U ein u, so das gilt:

Llo+p=20 Gleichgewicht (3.7)
¢ = Ce Material (3.8)
e = Lu Kinematik (3.9)
u =1u geometrische RB (3.10)
on=1 statische RB 8.11)

Eine exakte Losung dieses Problems kann nur in einfachen Fallen angegeben werden.
Die am schwierigsten zu erflllende Gleichung ist die Gleichgewichtsbedingung. Da die
angreifende Volumenlast p von beliebiger Form sein kann, ist es fast unmdéglich, Span-
nungen zu finden, die die Gleichgewichtsbedingung exakt erfillen. Fir allgemeine Pro-
bleme muB daher die starke Form (8) in eine andere Formulierung Gberflhrt werden,
die auch Naherungslésungen zulaBt.

3.2 Prinzip des Minimums der potentiellen Energie

Das Problem kann in eine variationelle Form Uberfihrt werden, indem die Gleichge-
wichisbedingung und die statische Randbedingung mit einer beliebigen Variation der
Verschiebungen du multipliziert und Uber das Volumen bzw. den Rand integriert wer-
den:

J Sul (LTo +p)dv =0 (3.12)
\4

J uT (on ~T)dA =0 (3.13)
A,

o

Durch partielle Integration und Anwendung des GauBschen Integralsatzes kann der Dif-
ferentialoperator L. von den Spannungen auf die Verschiebungen Gbertragen werden:
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J suT (LTo ) dv = J duT (on) dA — j(auTLT)a dv (3.14)
Ag+A, v
Einsetzen und Addition der Gleichungen (3.12) und (3.13) filhrt auf das Prinzip der vir-
tuellen Verschiebungen, nachdem Spannungen und Verzerrungen durch Einsetzen der
Material— und der Kompatibilitatsbedingung ersetzt worden sind:

j dSu'l.TCLu dv ~ j Su'p dv - J utdA=0 (3.15)
v v A

Diese Gleichung wird auch als schwache Form (W) des Randwertproblems bezeichnet.
Dabei ist entscheidend, daB die virtuellen Verschiebungen u die geometrischen Rand-
bedingungen exakt erflllen. Existiert ein Potential, so ist das zugehorige Minimalpro-
blem das Prinzip des Minimums der potentiellen Energie:

Mpe(u) = % j u'L™CLu dv - J uTp dv - J u't dA — min. (3.16)
v v A,

Sowohl (3.15) als auch (3.16) sind insofern aquivalent zur starken Form (S), als die Glei-
chungen fir alle, d.h. unendlich viele, zuléssige Funktionen u und éu erflillt sein miis-
sen. Zulassig sind in diesem Fail alle Funktionen u & H1, die die geometrischen Rand-
bedingungen erfiillen und deren Ableitungen quadratintegrierbar sind. Wird aus der
unendlich groBen Menge zuldssiger Funktionen eine beschrénkte Anzahl ausgewanhilt,
so werden die Gleichungen (3.15) und (3.16) immer noch exakt geldst. Die starke Form
wird jedoch im allgemeinen Fall nur ndherungsweise erfllit. Eine Losung nach dem
Prinzip der virtuellen Verschiebungen erflllt die Material— und Kinematikbedingungen,
sowie die geometrischen Randbedingungen exakt. Approximiert werden im aligemei-
nen die statischen Gebietsgleichungen und die statischen Randbedingungen. Glei-
chungen, die von einem Funktional ndherungsweise erfullt werden kénnen, werden
Eulergleichungen genannt.

In der mathematischen Literatur ist eine Schreibweise Ublich, die die innere Energie in
einem bilinearen Funktional a( -, -) und die Arbeit der &uBeren Lasten in einem linearen
Funktional g( - ) zusammenfaBt. Damit kann fir Gleichung (3.16) geschrieben werden:

Hpp(u) = % a(u,u) — g(u) — min, (8.17)
oder:
inf Tpg(u) (3.18)

In der Bilinearform a( -, - ) wird das Integral Gber die Ableitungen der Verschiebungs-
funktionen gebildet. Dabei missen die Verschiebungsfunktionen aus dem Sobolev-
raum H' stammen und die Randbedingungen erfiillen:

V={ueH |u=uauf Ay} (3.19)
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In variierter Form lautet das Problem:

a(u,8u) — gu) =0 Y duev, (3.20)
Hier bezeichnet du eine beliebige Variation der Verschiebungen, die jedoch auf A, den
Wert null besitzen muB:

Vo = {dueH'| du=0aufA,} (3.21)
Das Prinzip des Minimums der potentiellen Energie wurde lange Zeit ausschlieBlich als
Basis fir die Formulierung von Finiten Elementen verwendet. Da diese Elemente nur
Verschiebungen als unabhangige Variable aufweisen, werden sie auch als Verschie-
bungselemente bezeichnet. Besonders bei der Analyse von Elementen niedriger An-
satzordnung kann festgestelit werden, daB die exakte Erfiillung der Nebenbedingun-
gen oft zu einem zu steifen Verhalten eines Elementes fiihrt. Werden hingegen Neben-
bedingungen durch Lagrangemultiplikatoren in das Funktional mit aufgenommen, so
werden auch diese nur ndherungsweise erfllit. Dadurch kann der Approximationsfehler
auf mehrere Gleichungen der starken Form (S) verteilt werden, um insgesamt eine
schnellere Konvergenz des Elementes zu erzielen. Die Funktionale sind dannvon Unbe-
kannten unterschiedlichen Typs abhéngig und werden gemischte Funktionale genannt.

3.3 Gemischte Funktionale

Eine umfassende Darstellung gemischter Funktionale wird von Washizu (1968) angege-
ben. Da im Prinzip jede Kombination von Eulergleichungen und Nebenbedingungen
moglich ist, existiert eine Vielzahl von gemischten Funktionalen. Oden (1976) gibt 14
verschiedene Funktionale fir das Elastizitatsproblem an. Exemplarisch werden im Fol-
genden zwei Funktionale hergeleitet, die bei der Formulierung von Finiten Elementen
hauptsachlich verwendet werden.

Das Funktional von Hu—Washizu enthalt in seiner allgemeinen Variante alle finf Glei-
chungen der starken Form. Damit jeweils ein Arbeitsausdruck entsteht, kénnen die La-
grange—Muitiplikatoren als virtuelle Verschiebungen, Verzerrungen bzw. Spannungen
identifiziert werden:

J Wl (LTe +P)dvV =0 Gleichgewicht (3.22)
\

" (o0 —Ce)dV =0 Material (3.23)
3T (e ~lu)dv =0 Kinematik (3.24)

SuT (on ~T)dA =0 statische RB (3.25)

p-d < <

4
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f (8on)T (u-U)dA =0 geometrische RB (3.26)

u

Die partielle Integration von Gleichung (3.22) und Addition von Gleichungen (3.23) —
(3.26) fuhrt auf den folgenden Arbeitsausdruck:

j [ (Ldu)To — 80e + So'Lu ~ de'o + de'Ce — Su'p ]dV —
A

- f SuTt dA — J (don)T(u ~ WdA = 0 (3.27)

G u

Das zugehdrige Funktional muBl am Lésungspunkt nicht mehr minimal, sondern statio-
nér werden:

deCe + oTLu — oTe — uTp) dV —

I iy, & 0) =j >

v

- j u't dA — f (on)T(u — @) dA — stat. (3.28)
Ay u
Als Unbekannte treten in diesem Funktional die Verschiebungen u, die Verzerrungen
e und die Spannungen o auf. Die Eulergleichungen des Funktionals sind die finf Glei-
chungen der starken Formulierung (S), die alle ndherungsweise geldst werden. Die Zahl
derunbekannten Variablen istim Vergleich zur reinen Verschiebungsformulierung stark
angestiegen. Mit dem Ziel einer effizienteren Elementformulierung kénnen Variable im
Sinne einer sogenannten hybrid gemischten Elementformulierung bereits auf Elemen-
tebene eliminiert werden. Dennoch bleibt der numerische Aufwand zur Bestimmung der
Elementmatrizen hoch. Da es auBerdem nicht einfach ist, zueinander passende An-
sétze fUr die drei Typen von Variablen zu finden, die eine stabile und schnell konvergie-
rende Losung garantieren, haben sich Gberwiegend Zweifeld —Funktionale als Basis
von Finiten Elementen durchgesetzt. Wichtig ist das Funktional von Hu—Washizu als
Basis flir die Methode der erweiterten Verzerrungen (EAS, siehe Kapitel 5.3), oder z.B.
flr das Plattenelement nach Xu (siehe Kapite! 6.6). Zur Unterscheidung von den unab-
héngig angesetzten Verzerrungen e werden im weiteren Verlauf der Arbeit die durch Dif-
ferentiation der Verschiebungen entstehende Verzerrungen als kompatible Verzerrun-
gen g.=Lu bezeichnet.

Durch Einsetzen der Materialgleichung und Elimination der Verzerrungen ¢ kann das
Funktional von Hu—Washizu in das Zweifeld—Funktional nach Hellinger~Reissner um-
gewandelt werden:
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M p(u,0) = f (- —;-GTC“1U +0'Lu ~ u™p) dv -
\

- J ut dA - f {(on)T(u — U) dA — stat. (3.29)
Aq u
Haufig wird aus dem Raum H? der Verschiebungsfunktionen die Untermenge ausge-
wahlt, die die geometrischen Randbedingungen erfilllt. Dadurch entfallt der letzte Term
in Gleichung (3.29) und es entsteht ein modifiziertes Funktional von Hellinger—Reissner
mit der variierten Form:

f[~ 8¢'C 1o — 0™Lu + (Bu'LT)e ~ suTp JdV - f Su dA =0 (3.30)
v As

Mit Hilfe von Bilinearformen kann das Problem (3.30) wieder in allgemeiner Schreib-
weise aufgestellt werden:

s, 0) = ~% a(0,0) + blo,u). — g(u) -» stat. (3.31)

oder:
- a(d0,0) + b(do,u) = 0 VosEW (3.32)
b(o, du) = g(éu) vV ou €V, (3.39)

In diesem Fall ist W der Raum HO aller zuldssigen Funktionen fiir die Spannungen. Die
Ldsungsfunktionen dieses Funktionals miissen die Materialgleichungen als Nebenbe-
dingung exakt erfilllen, was in der Regel ohne Schwierigkeiten méglich ist. Felippa
(1989b) gibt eine Parameterdarstellung an, mit der die verschiedenen Funktionale in un-
terschiedlicher Wichtung miteinander kombiniert werden kénnen. Auf diese Weise sind
beliebig viele Linearkombinationen von Eulergleichungen und Nebenbedingungen
mdglich, wobei die klassischen Funktionale als Sonderfalle in dieser Darstellung enthal-
ten sind. Nachteilig ist jedoch, daB die Wah! eines bestimmten Parametersatzes nur
schwer begriindet werden kann und daB Verstandnis und Analyse des gewéhlten Ver-
fahrens kaum mdglich ist.

3.4 Losbarkeit und Stabilitat

Damit der Stationarwert eines Funktionals gefunden werden kann, missen drei Bedin-
gungen erfillit sein:

a) Zuldssige Ansatzfunktionen: Die Ansatzfunktionen miissen so gewahlt werden,
daB die Integrale des Funktionals existieren.

b) Losbarkeit: Das Funktional muB genau einen Stationarwert aufweisen.
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¢) Stabilitat: Die Lésung muB stabil gegeniiber Verdnderungen der duBeren Bela-
stung sein, d.h. kleine Verdnderungen der Belastung dtirfen nur zu endlichen An-
derungen der Lésung flhren.

Zuerst wird das Einfeld —Funktional der potentiellen Energie betrachtet:
Ipe(u) = —;— a(u,u) — g(u) — min. (8.17)

Damit eine eindeutige und stabile Losung existiert, muB ein Funktional stetig und streng
konvex sein, Dariiberhinaus darf der Stationdrwert nicht im Unendlichen liegen. Spriin-
ge eines Funktionals nach Bild 3.2 a) werden durch die Definition der hier ausschlielich
behandelten linearen Funktionale verhindert. Stetigkeit wird durch die Beschranktheit
der Funktionale gewahrleistet, so daB Unendlichkeitsstellen nach Bild 3.2 b) ausge-
schlossen sind. Ein Verlauf eines Funktionals nach Bild 3.2 ¢) wird durch Einhalten der
Elliptizitatsbedingung verhindert. Da leicht gezeigt werden kann, daB elliptische Funk-
tionale auch konvex sind, sind Funktionale mit einem Verlauf nach Bild 3.2 d) ebenfalis
ausgeschlossen.

F(u) Fw)

N

a M by U o U d U

Bild 3.2: Unzulédssige Funktionale

Mathematisch ist die Eindeutigkeit der Losung des Problems durch den Satz von Lax—
Milgram gewéhrleistet. Danach hat das Problem (3.17) genau dann eine Lésung, wenn
die Bilinearform a( -, - ) die Kontinuitatsbedingung (2.27) und die Elliptizitdtsbedingung
(2.28) erfiillt:

|la(u,du)} = ci|u| ||8ul Kontinuitat (3.34)
ja(uu)] =z c,lul®? Yuev V—Elliptizitat (3.35)

Aus der Elliptizitat von a( -, - ) und der Beschranktheit des linearen Lastfunktionals g
kann die Stabilitit der LOsung nachgewiesen werden:

CoflulP= a(u,u) = g(u) =|lg ¢ u| (3.36)
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Dies bedeutet, daB die Norm der Verschiebung in gleichem MaBe beschrankt bleibt wie
die Norm der Belastung. Da ||u|| die integrale Lo—Norm ist, bleibt die Stabilitat des Funk-
tionals auch bei iokalen Singularitaten mit unendlich groBen Verschiebungen gewahr-
leistet.

in Reddy (1986) ist ein anschaulicher Beweis dieser Satze angegeben. In der Regel be-
reitet die Erflllung dieser Forderungen fiir praktische Probleme wenig Schwierigkeiten.
In bestimmten Féllen werden sie jedoch verletzt. Fir den Grenzfall der inkompressibler
Elastizitat wird die Kontinuititsbedingung nicht mehr erflllt, da eine Volumenénderung
zuunendlich groBen Spannungen und damit zu einer unendlich groBen inneren Energie
fahrt. Entstehen infolge einer reduzierten Integration eines Finiten Elementes innere Ki-
nematiken, sogenannte ,Zero Energy Modes®, so wird die Elliptizitdtsbedingung ver-
letzt. Diese Bedingung schlieBt aus, dafB die innere Energie fUr beliebig groBe Verschie-
bungen gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Genau dies ist beim Auftreten
von ,Zero Energy Modes” der Fall.

Auf &hnliche Weise kénnen die Anforderungen an gemischte Funktionale aufgestellt
werden. Exemplarisch werden hier die Losbarkeitsbedingungen fiir das Funktional von
Hellinger—Reissner aufgestellt:

U0 = — -12- a(o,0) + b(o,u) - f(o) — g(u) — stat. (3.31)
Um eine eindeutige Lésung zu gewahrleisten, missen die Bedingungen des Einfeld—
Funktionals nun flr beide Variable erfilit sein. Das gemischte Funktional muB stetig,
konvex und positiv koerzitiv bezliglich der Variablen ¢, sowie stetig, konkav und negativ
koerzitiv bezliglich der Variablen u sein. Das Lastfunktional g(u) ist in der Regel linear
und beschrankt, so daB nur die bilinearen Funktionale fUr die Lésbarkeit entscheidend
sind. Die Stetigkeit bezliglich beider Variablen ist gewéhrleistet, wenn die Bilinearfor-
men nach oben beschrénkt sind:

|lao,80)| < oo | so] Vo oW (3.37)

lble,u)| < apof ful VecW, ueV (3.38)
Die Koerzitivitét bezlglich ¢ wird wie flr das Einfeld—Funktional sichergestelit:

a(o,0) = By ] o|? YVoeW (3.39)

Dies ist jedoch keine notwendige Bedingung, da b(o,u) ebenfalls zur Koerzitivitat des
Funktionals beziliglich o beitragt. Es ist ausreichend, die Bedingung nur fiir die Span-
nungen zu fordern, die in der zweiten Bilinearform keinen Beitrag leisten. Damit kann
die Elliptizitatsbedingung auf den Unterraum W C W eingeschrankt werden:

a(,0) = B,]l¢]? VeecW B, >0 : (3.40)
W={o&EW|blou=0 YueVy) (3.41)
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Fur die Koerzitivitat der sekundéren Variablen u wird jetzt die Abschatzung nach Unglei-
chung (2.33) benétigt:

sup Ib”(’ ﬁ')l = B, Jul YV ueyv, p,>0 (3.42)
()

oder:

|b(o, u)]|
ol ufl
Mit dieser Forderung wird ausgeschlossen, daB das Funktional ITyg(o,u) fiir [jufj— o
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Ein mathematischer Beweis dieses Sat-
zes wird von Braess (1991) angegeben. Die Bedingung (3.43) wurde erstmals 1972 von
Babuska und Brezzi aufgestellt. Sie wird deshalb als Babuska—Brezzi—, oder einfacher
als Inf~Sup—Bedingung bezeichnet.

lnf sup z B, >0 (3.43)

Die Einhaltung der Elliptizitatsbedingung (3.39) bereitet fiir kompressible Elastizitats-
probleme keine Schwierigkeiten, solange eine ausreichend hohe integrationsordnung
verwendet wird, um innere Kinematiken auszuschlieBen. Fir den Grenzfall inkompres-
sibler Elastizitat wird die Elliptizitatsbedingung jedoch verletzt, da ein hydrostatischer
Spannungszustand zu keinerlei Verzerrungen und damit zu einer verschwindenden
Energie flhrt. In diesem Fall sind nach Franca (1988) zusétzliche Uberlegungen erfor-
derlich, um die Lésbarkeit des gemischten Funktionals zu gewahrleisten.

Far die Formulierung stabiler, gemischter Elemente ist die Babuska~Brezzi—Bedin-
gung von entscheidender Bedeutung. Um sie zu erflillen missen die Rdume der ge-
wahlten Spannungs— und Verschiebungsapproximationen gut aufeinander abge-
stimmt sein. Wichtig ist, daB die gewahlten Spannungen nicht orthogonal zu den
Verschiebungen sein dlrfen, d.h. flr jeden Verzerrungsmode muB es mindestens einen
Spannungsmode geben, derin der Bilinearformb( ., .) eine Energie ungleich null liefert.

28



4  Approximation mit Finiten Elementen

4.1 Einleitung

Den Ausgangspunkt zur ndherungsweisen Losung eines Randwertproblems bildet ein
variiertes Funktional, dessen Stationérwert flir eine ausgesuchte Menge von Ansatz-
funktionen gesucht wird. Die Ansatzfunktionen sind stiickweise auf Gebieten endlicher
GroBe, den Finiten Elementen, definiert. Eine bestimmte Aufteilung des gesamten Ge-
bietes A in einzelne Elemente wird mit dem Buchstaben h gekennzeichnet, wobei h eine
charakteristische GroBe der verwendeten Elemente darstellt. Die verwendete Element-
formulierung muB gewéhrleisten, daB die Naherungsldsung im Grenzwert h—0 még-
lichst schnell gegen die exakte Lésung konvergiert. Fir eine ausflinrliche Behandlung
der Methode der Finiten Elemente sei auf die Blicher von Hughes (1987), Zienkiewicz
(1989/91) und Becker (1981) verwiesen.

4.2 Diskretisierte Funktionale

Flr eine L&sung nach der Finite Elemente Methode werden die zur Verfligung stehen-
den Funktionenraume V und W auf die Unterrdume Vh und W beschrankt. Die Ansatz-
funktionen werden als Linearkombination von Funktionen dargestelit:

n
u = > Nyd, = Nd (4.1)
k=1

Die Ordinaten dy sind konstant und kénnen bei der integration vor das Integral gezogen
werden. Auf dieselbe Weise lassen sich Ansétze fir Spannungen und Verzerrungen
darstellen:

" = Ps 4.2)

" = Me (4.3)
Fur die Variation der Variablen werden dieselben Anséatze verwendet:

duM =N &d = v, (4.4)

30" =P ds = 1, (4.5)

8N = M de v (4.6)

Mit den Vektoren d, s und e werden hier die Freiwerte des Gesamisystems bezeichnet.
Durch Einsetzen von diskreten Funktionen in ein Funktional entsteht dessen diskrete
Form. Das diskrete Prinzip des Minimums der potentiellen Energie lautet:

o T % a@,uh) — g") — min. 4.7)
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In variierter Form:

adu",uf — g@u) =0 vV du" e V) (4.8)
Vb o= {ul e V" | 3uM = 0 auf A, } (4.9)
Durch Integration wird die Systemsteifigkeitsmatrix K und der Lastvektor R gebildet:
Kd = R (4.10)

Auf dieselbe Art und Weise wird die diskrete Form des Funktional nach Hellinger—
Reissner aufgestellt;

et o™ = -1 a@" e + b"u") - gu") — stat. @.11)
HR 2

In variierter Form:

~ a(do®, ¢ + bde" u" = 0 V 80 € Wh (4.12)
b(e", Suh) =g@dul)  Veuhev] (4.13)
Dieses Problem lautet in Matrizenschreibweise;
~Hs + Gd =0
a's - R (4.14)
mit;
H= f PTC'PdV (4.15)
\
G=fPTBdV (4.16)
\

4.3 Lésbarkeit diskretisierter Funktionale

Die in Kapitel 2.6 erlduterten Bedingungen fir die Ldsbarkeit von Minimal- und Sattel-
punktproblemen kénnen direkt auf diskretisierte Probleme (ibertragen werden. Mathe-
matisch gesehen bedeutet eine Diskretisierung nichts anderes als die Beschrénkung
des Funkiionenraumes, in dem eine Lésung gefunden werden soll. Es gelien deswegen
dieselben Lésbarkeitsbedingungen, eingeschrankt auf den Raum der verwendeten
Funktionen. Damit ist Gleichung (4.8) 16sbar, wenn gilt:

la”, 8u| < aul] [8u"] ¥V uM e V" ou" € V) (4.17)

a@ uM = g uh|P? Y uh e vh (4.18)
In Matrizenform lauten diese Bedingungen:

|3dTKd| < a|/d| | od | (4.19)

d'Kd = B | d|? (4.20)

Fur eine stabile Lésung reicht es jedoch nicht aus, daB die Matrix K positiv definit ist.
Positiv definite Matrizen haben Eigenwerte groBer Null mit der Bedingung:
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d'™Kd > 0 (4.21)

Fir die Losbarkeit des diskretisierten Minimalproblems wird zusétzlich gefordert, daB
die Eigenwerte der Matrix K einen unteren Grenzwert 8 >0 und einen oberen Grenzwert
a< o« besitzen. Die Konstanten o und f mlssen uneingeschrankt gelten, fir alle mégli-
chen Materialparameter und flr beliebige Netzunterteilungen.

Analog ergeben sich flr das diskretisierte Funktional nach Hellinger—Reissner fol-
gende Bedingungen flr Stetigkeit:

|ado", 6)| < oq[|8a"| | " Y 8¢", " € Wh (4.22)
Ib"uM| < a,| | [uh| Y ¢" € whuh e yh (4.23)
und Elliptizitdt des Funktionals:

1A

A

a( oM = g, |o"[2 VoW B, >0 (4.24)
W" = {o" € WN[b(e" u) = 0 V u" € V"]
; |b(oh, uf|
inf  sup ~——————
urevn onewn [ of | uh |
in Matrizenform lauten die Elliptizitdts— und die Inf—Sup—Bedingung:

26, >0 (4.25)

s™Hs = B, || s |? V se{R"|G's=0]} (4.26)
. |dT GTs|

inf sup———-> = B, >0 (4.27)
d s |dilis] 2

Diese Bedingungen reichen aus, um die Stabilitat des gesamten Gleichungssystems
(4.14) zu gewahrieisten. Wie im kontinuietlichen Fallist es hier nicht notwendig, die Ellip-
tizitat der Matrix H flr den ganzen Parameterraum zu fordern, da die Matrix G ebenfalls
zur Stabilitét des Systems beziglich der Parameter s beitragt. Deshalb kann das Ge-
samtsystem eine stabile Losung besitzen, selbst wenn die Matrix H singulér sein sollte.
Werden jedoch die Spannungsparameter vorab auf Elementebene eliminiert, so muB
die Elliptizitdt von H im ganzen Parameterraum ohne Einschrankung gelten.

Fir die Formulierung gemischter Finite Elemente ist diese Unterscheidung von unterge-
ordneter Bedeutung, da in der Regel die gewahlten Spannungsansétze die Elliptizitats-
bedingung uneingeschrankt erflllen. Wichtiger ist die Inf—Sup—Bedingung, zu deren
Erfallung die gewédhlten Spannungs— und Verschiebungsansétze gut aufeinander ab-
gestimmt sein mussen. In der Form

sup'—d—lT'—f—HTf‘l = Blls] vder (4.28)

s

kann die Inf-Sup-Bedingung anschaulich gedeutet werden: Die Elliptizitat des diskre-
tisierten Funktionals nach Hellinger—Reissner beziglich der Verschiebungsparameter
d ist dann gewahrleistet, wenn es zu jedem d € R" einen Satz Spannungsparameter
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s gibt, so daB das MaB der VergréBerung von GT nach unten beschrankt ist. Filr jeden
Verschiebungsmode muB mindestens ein Spannungsmode zur Verfligung stehen, mit
dem er Arbeit leisten kann. Ist dies nicht der Fall, kann sich der Verschiebungsmode in
beliebiger GrdBe einstellen. Es entsteht eine innere Kinematik und die Losung wird in-
stabil oder existiert nicht mehr.

Ein Beweis der Stabilitat einer bestimmten Elementformulierung ist sehr aufwendig, da
die Stabilitdtsbedingungen fur das Gesamtsystem mit beliebiger Netzunterteilung er-
flllt sein muB. Mathematische Stabilitatsbeweise liegen deshalb nur in wenigen Fallen
vor, siehe z.B. Arnold (1988). Viele Elemente werden jedoch auch ohne mathemati-
schen Beweis erfolgreich eingesetzt. In diesen Féllen kann die Stabilitat mit Hilfe einiger
notwendiger Bedingungen zwar nicht bewiesen, jedoch mit groBer Wahrscheinlichkeit
festgestellt werden.

Eine notwendige Bedingung sind Abzahlregeln, die das Verhaltnis der Anzahl der freien
Variablen festlegen. Die Matrizenschreibweise des gemischten Problems

-HG||s|_.|0
eHIHEH 429
macht deutlich, daB der Rang der Matrix G kleiner als der Rang der Matrix H sein muB,
damit die Variable s eliminiert werden kann. Die Zahl der Spannungsparameter muf

also gréBer oder gleich der Zahl der Verschiebungsparameter abziiglich der Anzahi der
dehnungslosen Starrkérperverformungen sein:

Ng = Ny — Ny (4.30)
Eine weitere Unterstlitzung zur Wahl stabiler Elementansétze bietet eine tabellarische
Untersuchung der Verzerrungsmodes nach Andelfinger (1991). Hier kann direkt geprift
werden, ob Spannungsmodes einen Arbeitspartner bei den Verschiebungen finden.
Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel ist die Eigenwertanalyse, mit der innere Kinematiken
eines Finiten Elementes festgestellt werden kénnen. Chapelle (1993) gibt eine Methode
an, mit der die Babuska—Brezzi—Bedingung ndherungsweise auf numerischem Wege
Uberprift werden kann.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden Verschiebungen, Spannungen und Verzerrungen
ausschlieBlich durch Ansatzfunktionen beschrieben. Aus Grinden der Einfachheit wird
deshalb auf den Zeiger (...)" verzichtet.

4.4 Gleichungen fiir Plattenelemente
Fir die Formulierung von Finiten Plattenelementen wird heute Gberwiegend eine Plat-

tentheorie mit Reissner—Mindlin Kinematik eingesetzt. Neben der Erfassung von
Schubdeformationen bietet diese Theorie im Vergleich zur Theorie nach Kirchhoff vor
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{32161 B (X y X )
Blg = [ﬁ;(XlX:)]

Bild 4.1: Deformation einer Platte nach Reissner—Mindlin

allem den Vorteil, daB nur Ableitungen erster Ordnung auftreten und somit C°—kontinu-
ierliche Ansatzfunktionen verwendet werden kdnnen. Unter der Annahme eben bleiben-
der Querschnitte wird die Deformation einer Platte durch Durchbiégung w(x) und Rota-
tionen B(x) bzw. 8(x) beschrieben. Die Rotationsvektoren B(x) und 8(x) unterscheiden
sich nur in der Orientierung und werden im Verlaut der Arbeit gleichwertig verwendet.
Wegen der Vorzeichen und Indizes bietet sich der Vektor 8 fiir Betrachtungen des konti-
nuierlichen Problems an, wahrend eine Darstellung in P aufgrund der Ubereinstimmung
mit dem globalen Koordinatensystem bei der Betrachtung von ElementgréBen sinnvoli
ist. Der Krimmungstensor » und der Schubverzerrungsvektor y werden (iber die kine-
matischen Gleichungen aus den Rotationen und der Durchbiegung bestimmt:

g =+ By = B, (4.31)

Mop = — Pyp =05, (4.32)

Rz =+ Bop = By = 015+ 04 (4.33)

Yy =Wyt fy=w,+ 0, (4.34)

Yo =Wy =By =w,+8, (4.35)
oder:

y=Vw+0 (4.36)

In Matrixschreibweise werden Kriimmungen und Schubverzerrungen in einem Vektor
e und die Ableitungen in dem Differentialoperator Lg zusammengefaft:

e = Lgu = LyNd = Byd (4.37)
mit:

eh = [y %z %z ¥y V2] (4.38)

u'=[w By Bzl (4.39)
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0 0 0 41 a2
LE = |0 =8 -3¢y 0 -1 9. =
3 0 4 1 0 :

Durch Aufintegration der Spannungen Uber die Plattendicke wird die konstitutive Glei-
chung der Platte gewonnen, die eine direkte Beziehung zwischen Kriimmungen und

SchnittgréBen herstellt:

J
6_)(i (4.40)

My t v 0 %y
M| = - 2'(51*‘3 5| T 0|y (4.41)
m - 1
12 00 ~§V— Nqp
q4 Y1
[q ] = Gkh [Y?_] (4.42)
In Matrizenform;
m = Cgun (4.43)
g = Cgvy 4.44)
mit:
E .. E— Modul
v ... Querdehnzahl
h ... Plattendicke
- E
G STy Schubmodul

K =,-g- .. Schubkorrekturfaktor

Es gilt die Vorzeichenkonvention nach Bild 4.2, wonach positive Momente am unteren
Plattenrand Spannungen in Richtung positiver Koordinaten erzeugen. Die statischen
Gebietsgleichungen werden durch die Betrachtung an einem differentiellen Flachenele-

ment gewonnen:

Bild 4.2: Vorzeichenkonvention der Plattenschnitigréfen

34



Mg+ My — gy =0
1 122 ! Momentengleichgewicht (4.45)
Mg+ Myp = Q=10

Q1 + dpp + P =0  Kréftegleichgewicht (4.46)

4.5 Gieichungen fir Scheibenelemente

Die ebene Deformation einer Scheibe wird durch das Verschiebungsfeld u beschrie-
ben. Die Verzerrungen der Scheibe ergeben sich direkt aus der raumlichen Kompatibili-
tatsgleichung (3.2):

€1 = Uy, (4.47)

€0 = Uy (4.48)

Eyp = % (Ugp + Uy (4.49)
In Matrixschreibweise lauten diese Gleichungen:

& = Lyu = LyNd = B,d (4.50)
mit:

e =[ey £y £l (4.51)

uT=[u; u,] (4.52)

T |9 0 3
Ly = [0 PAS ] (4.53)

Die aligemeine konstitutive Gleichung wird fiir den ebenen Fall kondensiert, indem An-
nahmen fiir die Spannung oder die Dehnung in Dickenrichtung x3 eingesetzt werden.
Werden die Spannungen o3 zu null angenommen, so ergibt sich die Materialgleichung
des ebenen Spannungszustandes:

Gy 1 v O €41

[022} = T% v10 €22 (4.54)
o ™o o e :

€5 = — %(cy1 +0y) ; 03=0 (4.55)

Die Gleichung des ebenen Verzerrungszustandes wird aus der allgemeinen konstituti-
ven Gleichung durch Einsetzten der Bedingung e3=0 gewonnen:

044 1-v v 0 €44

Ooo| o E v 1-v 0 £p

[022] TR ] (4.56)
12 0 0 '2"—V €qp

O3 =v(oy+0,) ; g,=0 (4.57)

Far den Fall inkompressiblen Materialverhaitens wird ein entscheidender Unterschied
der beiden Materialgesetze deutlich. Im ebenen Spannungszustand bewirkt eine Quer-
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dehnzahlvon v=0,5 keine Einschrénkung der Verzerrungen e, da sich die Volumenkon-
stanz problemlos durch die abhangige Dehnung &3 einstellen kann. Im ebenen Verzer-
rungszustand dagegen wird die Materialmatrix fir v—0,5 singuldr. Eine endliche
Ldsung existiert nur, wenn die Verschiebungen die Bedingung der Volumenkonstanz
erfillen:

divu=¢g; +e,=0 (4.58)

Dadurch wird im ebenen Verzerrungszustand der zur Verfilgung stehende Lésungs-
raum der Verschiebungen stark eingeschrénkt.

Die statischen Gebietsgleichungen der Scheibe lauten:
Oy, + Ogg2 + Py =0 (4.59)
Oypq + Oppp+ Py =0 (4.60)

4.6 Dreieckige Finite Elemente

Als Basis flr die Formulierung dreieckiger Finiter Elemente dient in den meisten Fallen
ein rechtwinkliges Einheitsdreieck. Die Ansatzfunktionen des Elementes werden in Ab-
héngigkeit der lokalen Koordinaten r, s und t aufgestellt. Mit der Jakobitransformation
J wird das Einheitsdreieck auf das wirkliche Element abgebildet. Als Ansatzfunktionen
werden in der Regel vollstdndige Polynome verwendet. Dies ist eine entscheidende
Eigenschaft dreieckiger Elemente, die sowohi Vor— als auch Nachteile mit sich zieht.
Mathematisch bedeutet dies, daB z.B. der Raum der diskretisierten Verschiebungen Vh
eines Elementes n—ter Ordnung aus der Menge aller vollstandigen Polynome P" be-
steht:

Vh = pn (4.61)

Bild 4.3: Geometrie des dreiknotigen Finiten Elementes
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Vollstandige Rdume der Ansatzfunktionen erleichtern die mathematische Analyse eines
Elementes, weshalb in der mathematischen Literatur vorzugsweise dreieckige Ele-
mente behandelt werden. Die Ansatzfunktionen linearer und quadratischer Elemente
sind in Tabelle 4.1 aufgefihit. Bei isoparametrischen Elementen werden dieselben An-
satzfunktionen auch flir die Geometriebeschreibung verwendet:

ZN (r, s)x|

- (4.62)

ZN (r, s)x,

i=1
mit:
xl; .. Koordinate des Knotens | in Richtung i (4.63)

Flr globale Ableitungen und die Integration Uiber die Fiache des Elementes wird die Ja-
kobimatrix benétigt:

Xy, X

0= [ s
Die Terme der Jakobimatrix sind bei linearen Dreiecken konstant, was eine weitere,
wichtige Eigenschaft dreieckiger Elemente mit geraden Randern darstellt. Da bei den
Integralen flr die Berechnung der Elementsteifigkeit die Determinante der Jakobimatrix
im Nenner auftritt, wirkt sich eine Jakobideterminante niedriger Polynomordnung giin-
stig auf die Genauigkeit der numerischen Integration aus. Eine Geometriemodellierung
hoher Ansatzordnung stellt an ein Element sehr hohe Anforderungen, die oft nicht erfiilit
werden konnen. Dies zeigt die von Lee (1993) festgestelite groBe Sensibilitat quadrati-
scher Elemente beziiglich gekrimmiter Elementkanten. Auch die leistungsfahigsten

vierknotigen Elemente nach Pian (1984) oder Simo (1990) ber(icksichtigen die Element-
geometrie nur ndherungsweise.

Element | linear | quadratisch Geometrie:
N ; 1@2t-1) linear . guadratisch
N> s r2r—1)
N3 t s(2s—1)
Ny 4t 1 1
N5 4rs
Ng 4st

Tabelle 4.1: Lineare und quadratische Ansatzfunktionen
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Das Integral eines Polynoms Uber ein dreieckiges Gebiet 148t sich mit der Formel

B - al gl 4!
Lr‘i sP 1Y dA CETEYER] 2A (4.65)

exakt bestimmen. Aufgrund der zahlreichen Terme mit unterschiedlich hohen Polynom-
graden ist diese Formel flir Finite Elemente nur schwer anwendbar. Deswegen haben
sich auch bei dreieckigen Elementen numerische Integrationsverfahren durchgesetzt,
Im Gegensatz zu viereckigen Elementen ist die Bestimmung von Integrationspunkten
flr Dreiecke nicht direkt durchzufiihren, da hierzu ein System nichtlinearer Gleichungen
gel6st werden muB. [n dieser Arbeit werden Integrationsformein nach Cowper (1973)
mit bis zu 13 Stutzstellen verwendet. In Tabelle 4.2 sind die Integrationsregeln bis zur
Ordnung vier angegeben, die jeweils Polynome bis zum Grad n exakt integrieren.

Integrations— Koordinaten Wichtung | Permu~ | Genauigkeit

ordnung r S t w tationen n
1 1/3 1/3 1/3 1 1
3 1/2 0 0 1/3 3
3 2/3 1/6 1/6 1/3 3
4 0,6 0,2 0,2 25/48 3
- 1/3 1/3 1/3 -9/16 1 3

Tabelle 4.2: Integrationsregeln fir Dreiecke nach Cowper (1973)

Wichtig ist die Unterscheidung der Integrationsordnungen 3 und 3'. Der kubische ,Bub-
ble"~Mode N7=27 * r s t kann von Regel 3 nicht erfat werden, da alle Integrationspunkte
dieser Regel auf den Elementkanten liegen. Zur exakten Integration dieses Modes miiBte
Regel 4 verwendet werden. Regel 3' ermdglicht in diesem Fall eine reduzierte Integration,
ohne daB innere Kinematiken entstehen. Integrationsregein, die Polynome bis zu einem
Grad von n=20 exakt integrieren, werden von Dunavant (1985) angegeben.

4.7 Vergleich von drei— und viereckigen Finiten Elementen

Dreieckige Finite Elemente sind duBerst flexibel bei der Vernetzung von Gebieten mit
komplizierter Geometrie. Sie eignen sich gleichermaBen flr Gebiete mit vorherrschen-
den rechten oder schiefen Winkein. Prinzipiell ist es zwar méglich, jedes beliebige Ge-
biet auch mit viereckigen Elementen zu vernetzen. Ein einfaches Beispiel nach Bild 4.4
zeigt jedoch, daB dabei stark verzerrte Elemente nicht zu vermeiden sind. Wahrend es
keine Probleme bereitet, ein rechteckiges Gebiet mit regelmaBigen Dreiecken zu ver-
netzen, entstehen im umgekehrten Fall stark verzerrte viereckige Elemente. Auch eine
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Bild 4.4: Netze mit dreieckigen und viereckigen Elementen

Verdnderung der Netzdichte ist mit dreieckigen Elementen leicht durchzufiinren. Mit
viereckigen Elementen sind wiederum stark verzerrte Elemente unvermeidbar.

Dennoch bieten viereckige Elemente einen geometrischen Vorteil, der sich vor allem bei
den im Bauwesen Uberwiegend vorkommenden Problemen mit rechtwinkliger Geome-
trie bemerkbar macht. Das Einheitsquadrat des viereckigen Elementes ist vierfach sym-

Bild 4.5: Symmetrieachsen von Drei— und Vierecken
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metrisch bezlglich der Koordinatenachsen und der Diagonalen. Eine in beide Koordi-
natenrichtungen identische Formulierung ergibt sich beinahe zwangslaufig, und das
Element kommt derinvielen Fallen sinnvollen Betrachtungsweise in orthogonalen Rich-
tungen entgegen.

Bei der Formulierung von dreieckigen Elementen muB auf die Invarianz beziiglich einer
Koordinatentransformation besonders geachtet werden. Ein Dreieck besitzt hdchstens
drei Symmetrieachsen, die nicht orthogonal zueinander sind. Aus diesem Grund sind
die Ergebnisse von Dreieckselementen stirker von der Form des Netzes abhangig. Be-
sonders deutlich wird dies, wenn zwei gelagerte Kanten an einer Ecke zusammentref-
fen. Bild 4.6 zeigt die mdglichen Funktionsveridufe flr zwei Dreieckselemente und ein
Viereckselement. Eine doppelt gekriimmte Flache kann mit linearen Dreieckselemen-
ten nur durch Ebenen stickweise angendhert werden. Dabei ist im Fall a) die Ansatz-
funktion Gber der Hélfte des Gebietes identisch null. Das vierknotige Element bietet hier
den Vorteil, mit derselben Anzahl von Freiheitsgraden bereits eine doppelt gekriimmte
Flache darstellen zu kdnnen.

Anhand des Pascalschen Dreiecks kénnen die Modes miteinander verglichen werden,
die bei einer dreieckigen und bei einer viereckigen Elementformulierung zur Verflgung
stehen. Dreieckige Elemente besitzen vollstédndige Ansatzfunktionen, wodurch eine
mathematische Analyse erleichtert wird. Vierknotige Elemente der Ordnung n sind bis
zum Polynomgrad n ebenfalls volistandig, besitzen aber zusétzlich noch unvollstandige
Ansatzfunktionen bis zum Grad 2n. Diese héheren Ansatzfunktionen steigern die Flexi-

Z Z %

a) b)

Bild 4.6: Mdgliche Funktionsverlaufe von drei— und viereckigen Elementen
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bilitat des Elementes. Sie sind aber auch fr Versteifungseffekte verantwortlich, da un-
volisténdige Verzerrungen die Elementantwort blockieren kénnen. Methoden zur Ele-
mentverbesserung wie die ,Enhanced Assumed Strain“~ Methode von Simo (1 990)
nutzen diese Eigenschatft der vierknotigen Elemente aus, indem die Ansétze durch zu-
satzliche Funktionén so erweitert werden, daB sie volisténdig sind. Eine &hnliche Vorge-
hensweise ist bei dreieckigen Scheibenelementen nicht méglich, da sie bereits tiber
volistdndige Ansétze verfligen.

1 1
r s linear r s
r2 rs 52 quadratisch r2 rs 52
B r2s rs2 s8 kubisch r r2s re2 s
r r3s r’s2  rsd s? r4 s "\ r2s? rs3/ g4
Dreieck Viereck

Bild 4.7: Ansatzfunktionen im Pascalschen Dreieck

4.8 Versteifungseffekte

Ungewollte Versteifungseffekte sind die haufigste Ursache flr nicht zufriedenstellende
Berechnungsergebnisse mit der Finite Elemente Methode. In der englischsprachigen
Literatur wird dies als ,Locking” bezeichnet und fiihrt dazu, daB brauchbare Ergebnisse
erst mit sehr feinen Netzen erzielt werden kénnen. Versteifungseffekte treten dann auf,
wenn von der Lésung zusatzliche Nebenbedingungen wie y=0 oder divu=0 erflllt wer-
den miissen, die im Raum der zur Verfligung stehenden Lésungsfunktionen nicht ent-
halten sind. Probleme mit Nebenbedingungen lassen sich als gemischte Methode for-
mulieren, indem die Nebenbedingungen mit Hilfe von Lagrange — Multiplikatoren in das
Funktional mit aufgenommen werden. Zur Vermeidung von Versteifungen muB diese
aquivalente, gemischte Methade stabil sein, was durch die Erflillung der Elliptizitits— und
der Babuska—Brezzi—Bedingung gewahrleistet wird. Als notwendige Bedingung wird
von Hughes (1987) als MaB fiir die Uberbestimmtheit eines Problems der ,Constraint
Count® r eingefiihrt. Die Rate r bezeichnet das Verhéltnis der Zahl der am System vorhan-
denen, globalen Freiheitsgrade npor und der Zahl der zusétzlich zu erfiillenden Nebenbe-
dingungen n¢:

' = Npor (4.66)
Ne
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Ist r kleiner als eins, so Ubersteigt die Zahl der Nebenbedingungen die Zahl der Frei-
heitsgrade und es treten Versteifungen auf. Um ,Locking” zu vermeiden muB r deshalb
unbedingt gréBer als eins sein. Flr eine ausgeglichene Formulierung sollte r dem Ver-
haltnis von Freiheitsgraden zu Nebenbedingungen des kontinuierlichen Problems ent-
sprechen. Wird dieses ideale Verhéltnis stark Uberschritten, so werden die Nebenbe-
dingungen nur schlecht approximiert. Die Anzahl der Nebenbedingungen n. ist bei
Elementen mit numerischer Integration direkt von der verwendeten Integrationsord-
nung abhangig. Die Nebenbedingungen miissen diskret an jedem Integrationspunkt
erflllt sein, so daB durch eine niedrigere Integrationsordnung der ,Constraint Count”
reduziert werden kann. Werden mehr Integrationspunkte verwendet als zu einer
exakten Integration erforderlich, so steigt die Zahl der Nebenbedingungen nicht weiter
an, da die Nebenbedingungen in diesem Fall linear abhangig werden. Auf den Element-
kanten gelegene Integrationspunkte kénnen ebentalls zu linear abhéngigen Nebenbe-
dingungen filhren, wodurch sich das MaB der Uberbestimmtheit einer Elementformulie-
rung stark reduzieren 48t. Der ,Constraint Count* ist netzabhéngig und kann zur
schnellen Uberpriifung einer Elementformulierung verwendet werden. Die in der Struk-
turmechanik maBgeblichen Versteifungsmechanismen werden in den néchsten drei
Kapiteln vorgestelit.

4.8.1 Schubversteifung

Schubversteifungseffekte oder ,Shear—Locking® treten vor allem bei schubweichen
Platten und Balken auf. Nach der Kinematik von Reissner—Mindlin setzt sich die Schub-
verzerrung y aus Anteilen von Durchbiegung w und Rotationen 8 zusammen. Fir sehr
diinne Platten wird die Schubverzerrung vernachlassigbar klein. Im Grenzwert gilt flr
eine Plattendicke von h—0:

limy = lim(Vw + 6) = 0 4.67
h—>OY h—»o( ) ( )

Mit dieser Gleichung wird fir den Grenzfall der diinnen, schubweichen Platte die Kirch-
hoffbedingung erzwungen, wonach Linien senkrecht zur Mittelflache der Platte auch
nach der Deformation senkrecht zu ihr bleiben. Diese Nebenbedingung kann von iso-
parametrischen Verschiebungselementen nicht erflllt werden, da diese Elemente fiir
Durchbiegung und Rotationen dieselben Ansétze verwenden. In Gleichung (4.67) tre-
ten Ableitungen unterschiedlicher Ordnung auf, so daB jeweils der héchste Polynom-
grad der Rotationen blockiert wird. Bei linearen Elementen betrifft dies den Anteil linea-
rer Rotationen. Das Element versteift vollstandig, da jedes konstante Moment die
Schubbedingung verletzt. Haufig wird deshalb die Fahigkeit von Elementen, konstante
Momente ohne Querkrafte exakt darstellen zu kdnnen, als notwendige Bedingung fur
die Vermeidung von Schubversteifungen angesehen. Dieser Patchtest reiner Biegung
ist in seiner Aussagekraft jedoch beschrankt, da es Elemente gibt, die trotz Erfullung
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des Patchtests ein starkes ,,Shear—Locking“ zeigen. Es kénnen sogar Elemente kon-
struiert werden, die frei von Versteifungen sind, ohne den Patchtest zu erfillen. MaBge-
bend fir eine versteifungstreie Elementformulierung istvielmehr die Erfiillung der Ellipti-
zitdts— und der Babuska-Brezzi—Bedingung, die als Voraussetzung einen ,Constraint
Count” von r > 1,0 fordert. Fiir das kontinuierliche Problem stehen bei schubweichen
Platten mit zwei Rotationen und einer Durchbiegung insgesamtdrei unabhéngige Funk-
tionen zur Verfligung. Die Schubbedingung (4.67) schrankt die Lésung mit zwei Glei-
chungen ein, so daf sich als ideales Zahlenverhéltnis von Freiheitsgraden zu Nebenbe-
dingungen ein Wert von r = 3/2 = 1,5 ergibt.

Schubversteifungen gefahrden nicht die Konvergenz der Finite Elemente Methode. Sie
fithren jedoch zu einer drastischen Verschiechterung der Konvergenzrate. Der Patch-
test reiner Biegung macht im Gegensatz zu Scheibenproblemen bei schubweichen
Platten keine Aussage (ber die Konvergenz einer Elementformulierung. Seine Aussa-
gekraft beziglich Schubversteifungen ist begrenzt, da er keine hinreichende Bedin-
gung flir die Vermeidung von ,Shear—Locking“ darstellt. Zu einer schwécheren Form
der Schubversteifung kann es bei Scheibenelementen kommen, die vorwiegend auf
Biegung beansprucht werden. Hier miissen als Nebenbedingung die Schubverzerrun-
gen null werden:

Bp = 3 (Us o+ Upg) = O (4.68)

Elemente mit vollsténdigen Verzerrungsansatzen kénnen diese Forderung problemlos
erfillen, ohne daB andere Verzerrungskomponenten beeintrichtigt werden. Im Gegen-
satz dazu werden bei Elementen mit unvollstandigen Ansétzen &4y und soo durch die
Nebenbedingung blockiert, so daB nur der vollstiandige Teil der Ansatze fiir eine Lésung
zur Verfugung steht. Bekanntes Beispiel hierfirist das vierknotige, lineare Scheibenele-
ment, dessen unvollsténdig linearen Verzerrungsanteile bei reiner Biegung blockiert
werden. Die Konvergenzrate des Elementes entspricht in diesem Fall der eines Elemen-
tes mit ausschlieBlich konstanten Verzerrungen.,

4.8.2 Volumetrische Versteifung

Bei der Berechnung von Problemen mit ndherungsweise inkompressiblen Materialien
treten ebenfalls Versteifungseffekte auf, die als volumetrische Versteifung oder ,Volu-
metric Locking” bezeichnet werden. Bei Materialien mit einer Querdehnzahtvonv = 0,5
bleibt das Volumen eines elastischen Kérpers unveréndert. Die zugehorige Nebenbe-
dingung fiir der Verschiebungen lautet:

divu=20 (4.69)
Da in dieser Nebenbedingung nur Ableitungen derselben Ordnung auftreten, ist sie
leichter zu erfiillen als die Schubbedingung des letzten Kapitels. Weisen die Verzerrun-
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gen in allen Richtungen dieselben Ansétze auf, kann z.B. im ebenen Verzerrungszu-
stand die Bedingung e11= —&pp Uberall exakt erfiillt werden. Dies ist der Fall, wenn die
AnsatzfunktioneninbeidenKoordinatenrichtungenvollstandigsind, wiez.B. beidreiek-
kigen Verschiebungselementen. Bei viereckigen Elementen werden dagegen die un-
vollstandigen Ansétze durch Bedingung (4.69) blockiert.

Zusétzlich muB auch bei diesem Problem die Babuska—Brezzi—Bedingung eingehal-
ten werden. Im inkompressibien Fall kann aus der Verschiebungsmethode eine aquiva-
lente, gemischte Methode konstruiert werden, die die Volumenkonstanz als Nebenbe-
dingung mit dem hydrostatischen Druck als Lagrangeparameter enthalt. Als leicht zu
tiberpriifende, notwendige Bedingung dient wieder der ,Constraint Count“r. In diesem
Fall werden die zwei unabhangigen Verschiebungsfunktionen durch eine skalare Ne-
benbedingung eingeschrankt, so daB sich bei inkompressibler Elastizitat fir den ,con-
straint Count® ein idealer Wert von r = 2/1 = 2,0 ergibt.

4.8.3 Membranversteifung

Membranversteifungen werden in der Literatur bei weitem nicht so intensiv wie Schub—
oder volumetrische Versteifungen behandelt. Das Problem wurde erstmals von Sto-
larski (1983) als ,Membrane Locking"“ bezeichnet. Der Effekt der Membranversteifung
bei Schalen kann an den Verzerrungsbeziehungen einer flachen Schale nach der Theo-
rie von Marguerre aufgezeigt werden. Die Form der flachen Schale wird durch die Funk-
tion z(x4,Xo), und die Verschiebungen u in den kartesischen Koordinaten x beschrieben.
Fiir die Membranverzerrungen der flachen Schale ergeben sich nach Marguerre fol-
gende Beziehungen:

€41 = Uy + Z Uz (4.70)

Bild 4.8: Geometrie einer flachen Schale nach Marguerre
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Eop = Upy + Zpllg, (4.71)
€1 = Ugq + Uyp + ZUgy + Z Uz, 4.72)

Schalentragwerke, die eine Belastung nur tber Biegung abtragen, befinden sich in
einem Zustand ,dehnungsloser Verformung®, Durch die Deformation der Schale wer-
den ausschlieBlich Biegemomente erzeugt, so daB die Membranverzerrungen gegen
null gehen. In diesem Fall stellen die Gleichungen (4.70) - (4.72) drei Nebenbedingun-
gen dar, die die Lésungsfunktionen stark einschranken. Stabilitétsnachweise, die die-
ses Problem mit Nebenbedingungen in eine gemischte Form tiberfihren und die Ein-
haltung der Babuska-Brezzi—Bedingung erfiillen, sind bisher nicht bekannt. Bei
diesem Problem stehen mit drei Verschiebungen und zwei Rotationen insgesamt f(inf
unabhangige Lésungsfunktionen zur Verfligung. Die Gleichungen (4.70) — (4.72) stel-
len drei Nebenbedingungen dar, so daB sich filr das kontinuierliche Schalenproblem ein
»Constraint Count” von r = 5/3 = 1,6 ergibt.

Je geringer die Krimmung der Schale ist, desto geringer wird auch die Membranver-
steifung, d.h. mit hdherer Netzauflésung wird der Versteifungseffekt reduziert. Bei Ele-
menten mit linearer Geometrie ( z;=const.) tritt kein ,Membrane Locking” auf, da dann
die Verzerrungsgleichungen aus Termen gleicher Ordnung bestehen. Schon das vier-
knotige, lineare Schalenelement ist jedoch wegen der bilinearen Ansétze von Mem-
branversteifungen stark betroffen. Im Rahmen dieser Arbeit werden fast ausschlieBlich
dreieckige Elemente mit linearer Geometrie verwendet, so daB eine Membranverstei-
fung in der dargestellten Form ausgeschlossen werden kann.
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5 Methoden der Elementverbesserung

Im vorherigen Kapitel wurden die Schwierigkeiten beschrieben, die bei der Formulie-
rung von Finiten Elementen auftreten kénnen. Sowohl schubweiche Platten—, als auch
Scheiben - und Schalenelemente sind von Versteifungseffekten betroffen, die die Kon-
vergenz der Elemente stark beeintrachtigen. Nun sollen Verfahren erléutert werden, mit
denen das Verhalten der Elemente verbessert werden kann. Viele Verfahren sind dabei
gleichermaBen auf Platten— und Scheibenelemente anwendbar. Aus diesem Grund
werden in diesem Kapitel zunachst die einzelnen Verbesserungsmethoden vorgestelit
und anschlieBend in Kapitel 6 und 7 verschiedene Elementformulierungen behandeit.

5.1 Reduzierte Integration

Eine der ersten und einfachsten Methoden zur Verbesserung des Elementverhaltens ist
die reduzierte Integration nach Zienkiewicz (1971). Dabei werden die Integrale zur Be-
rechnung der Elementsteifigkeitsmatrix mit einer geringeren Integrationsordnung be-
stimmt, als zur exakten Integration eines unverzerrten Elementes erforderlich ware. Da-
durch kénnen Versteifungseffekte reduziert werden, weil Teile héherer Ordnung der
Steifigkeitsmatrix vernachlassigt werden.

In vielen Fallen ist dabei unvermeidbar, daB der Energieanteil eines Verzerrungsmodes
véllig unberticksichtigt bleibt. Es entstehen innere Kinematiken oder ,Zero Energy Mo-
des” (ZEM), die zu einer singuléren Steifigkeitsmatrix flihren und das System unlsbar
machen. Da innere Kinematiken auch versteckt als sogenannte ,Low Energy Modes®
oder nur bei bestimmten Randbedingungen auftreten kénnen, miissen sie bei der For-
mulierung eines Elementes unbedingt ausgeschlossen werden.

Mit der selektiv reduzierten Integration nach Hughes (1977) werden nur bestimmte Ver-
zerrungsanteile, wie z.B. Schubverzerrungen bei Plattenelementen, mit einer niedrige-
ren Ordnung integriert. Innere Kinematiken treten dabei seltener auf als bei voller Inte-
gration, weshalb diese Methode durchaus zu brauchbaren Lésungen flihren kann.

Durch voli oder selektiv reduzierte Integration wird bei der Berechnung der Elementstei-
figkeitsmatrix bewuBt ein Fehler begangen. Es werden Terme herausgefiltert, die das
Element versteifen lassen, dabei wird die Kompatibilititsbedingung verletzt. Die Kon-
vergenz dieser Elemente istim Rahmen einer Verschiebungsmethode nicht nachweis-
bar. Die kinematische Gebietsgleichung ist nicht als Eulergleichung in der Verschie-
bungsmethode enthalten, so daB ein Verschwinden des zugehérigen Fehlers bei
zunehmender Netzdichte nicht gewéhrleistet ist. Lange Zeit wurde deswegen die redu-
zierte Integration als numerischer Trick angesehen, dessen Anwendung eigentlich un-
zuldssig ist. Malkus (1978) weist nach, daB in bestimmten Féllen die reduzierte integra-
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tion dquivalent zu gemischten Methoden ist. Dann kann die variationelle Basis und die
Konvergenz der Methode sichergestellt werden.

5.2 Hybride Spannungsmethode

Elemente nach der hybriden Spannungsmethode verwenden unabhéngige Appro-
ximationen flr Verschiebungen und Spannungen. Die Methode basiert auf dem modifi-
zZierten Funktional von Hellinger—Reissner und fihrt, wie bereits in Kapitel 3.2 erlautert,
aufein gemischtes Gleichungssystem {4.14). Um die Zahl der Unbekannten zu reduzie-
ren werden flir die Spannungen unstetige Ansétze gewahlt, Damit kdnnen die Span-
nungsparameter bereits auf Elementebene eliminiert werden. Diese Modifikation der
Steifigkeitsratrix kann direkt angegeben werden, indem das Gleichungssystem (4.14)
fir ein Element aufgestelit und nach den Spannungsparametern s aufgeldst wird:

s =H'Gd (5.1)

G'H'Gd=R (5.2)

K*

Diese Gleichungen sind wie alle folgenden Gleichungen elementbezogen und bezeich-
nen Freiwerte, Steifigkeiten usw. eines sinzelnen Finiten Elementes. An Gleichung (5.2)
wird das Wesen dieser Methode deutlich. Die Steifigkeit des Systems wird Uber die an-
gesetzten Spannungen (Matrix H) bestimmt, fir die gezielt sinnvolle Funktionen ge-
wahlt werden. Die Matrix G filtert aus den kompatiblen Verzerrungsmodes diejenigen
heraus, die energieorthogonal zu den angesetzten Spannungen sind. Nur die ange-
setzten Spannungen leisten einen Beitrag fiir die Steifigkeit des Elementes, versteifende
Anteile kénnen vermieden werden. Regeln fr die Wahl der Spannungsansatze werden
von Andelfinger (1991) angegeben.

Im Gegensatz zu Gleichung (5.15) werden hier mit einer ~Modifikation durch Multiplika-
tion” stdrende Anteile der Steifigkeitsmatrix beseitigt. Es ist jedoch nicht méglich, feh-
lende Anteile hinzuzufiigen, Die Spannungsansitze missen sehr sorgféltig gewéhit
werden, da zu viele Ansétze die Filterfunktion beeintréchtigen. Vollstandige Span-
nungsansatze fiihren zu der Steifigkeitsmatrix des reinen Verschiebungselementes.
Diese Tatsache wurde bereits von Fraeijs de Veubeke (1965) mit der Formulierung des
»Limitation Principle“ erkannt. Die hybride Spannungsmethode wird vorwiegend bei
vierknotigen Scheibenelementen, z.B. von Pian (1984) oder Di (1994), erfolgreich ein-
gesetzt,

5.3 Methode der erweiterten Verzerrungen (EAS)

Diese Methode wird im Englischen als ,Enhanced Assumed Strain®— Methode (EAS)
bezeichnet und geht auf eine Arbeit von Simo (1990) zurlick. Ausgangspunkt ist das
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Funktional von Hu—Washizu, das unter Vernachlassigung der Lastterme folgende Form
annimmt:

(U, e 0) = J [%aTCe +0'Lu — o'e] dV (5.3)
\

Anstatt die Ansatze zu reduzieren, werden bei dieser Methode die kompatiblen Verzer-
rungen e Um zusétzliche, inkompatible Anteile € erweitert:

e=g,+E=LU+E (5.4)
Damit vereinfacht sich das Dreifeld —Funktional zu:

I, (U, E, 0) = j [% (Lu + ©TC(Lu + ©) — oTe] dV (5.5)
v

Um die Spannungen als dritte Variable des Funktionals zu vermeiden, werden die in-
kompatiblen Verzerrungen & so gewdhlt, daB sie energieorthogonal zu den Spannun-
gen o sind:

[ oTedV =0 (5.6)
\

Wenn die Elementformulierung auf konstante Spannungen beschrénkt bleibt, ist fol-
gende Bedingung ausreichend:

J TdV=0 (5.7)
V'

Fir eine stabile Elementformulierung missen die erweiterten Verzerrungen linear unab-
héngig zu den bereits vornandenen kompatiblen Verzerrungen sein. Ist dies nicht der
Fall, so bestehen in einem Element zwei identische Verzerrungsmodes, die zu einer sin-
gularen Steifigkeitsmatrix flihren. Werden in der Nachlaufoerechnung die Spannungen
aus den Verzerrungen e und g berechnet, so verletzen diese die Orthogonalitatsbedin-
gung. Fir eine variationell abgesicherte Spannungsberechnung kann daher eine Rick-
rechnung gemaB der hybriden Spannungsmethode durchgeflihrt werden:

o = PH-'Gd (5.8)
Damit Bedingung (5.6) erflilltist werden die Spannungsansétze P komplementér zu den
Ansétzen der inkompatiblen Verzerrungen gewahlt. Werden diese Forderungen von
den erweiterten Verzerrungen e erfillt, so entfallen die Spannungen aus dem Funktional
und es kann ein Gleichungssystem allein in Abhangigkeit der Verschiebungen und der
erweiterten Verzerrungen aufgestellt werden:

De +Fd=0 (5.9)
Fle + Kd = R (5.10)
mit:
€ = Me (5.11)
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D= f MTCM dv (5.12)
)

F= f M'CB dv (5.13)
\

K= J BTCB dv (5.14)
\%

Wie bei der hybriden Spannungsmethode werden die Parameter e bereits auf Element-
ebene eliminiert. Dies flhrt auf eine modifizierte Elementsteifigkeitsmatrix:

K'=K-FH-F (5.15)
Im Unterschied zur hybriden Spannungsmethode wird hier die urspriingliche Steifig-
keitsmatrix um Terme erweitert. Durch diese ,Modifikation durch Addition* werden dem
Element diejenigen Modes zur Verfiigung gestellt, die zu einem versteifungsfreien Ver-
halten fehlen. Je mehr zusétzliche Parameter gewénhit werden, desto glnstiger sind die
Auswirkungen aufdas Element, solange die oben genannten Bedingungen eingehalten
sind. Allerdings steigt mit der Zahl der zusétzlichen Verzerrungsparameter auch der er-
forderliche Rechenaufwand, da die Matrix D mit der Dimension der Anzahl der inkompa-
tiblen Verzerrungsparameter auf Elementebene invertiert werden mus.

Nach Simo (1990) basiert die EAS ~Methode auf dem Funktional von Hu—Washizu. Um
Stabilitadt und Konvergenz der Methode mathematisch zu beweisen, greift Reddy (1992)
auf Methoden zurtck, die fiir Konvergenzbeweise von Elementen mit inkompatiblen
Modes verwendet werden. Das Funktional von Hu—Washizu ist deswegen als variatio-
neile Basis der EAS—Methode im streng mathematischen Sinn noch nicht gesichert.

Die EAS—Methode wird vor allem bei Scheiben— und Volumenelementen eingesetzt,
Flr die Beseitigung des Schubversteifens von Platten konnte bisher noch keine befrie-
digende Lésung mit der EAS—Methode gefunden werden. Das vierknotige EAS —Plat-
tenelement von Simo (1990) versteift nach Andelfinger (1991) bei verzerrter Element-
geometrie und ist deswegen nicht volisténdig frei von ,Shear Locking"”.

5.4 Methode der angenommen Verzerrungen (ANS)

Die im Englischen als ,Assumed Natural Strain® (ANS) bezeichnete Methode hat sich
besonders bei Platten zur Vermeidung von Schubversteifungseffekten durchgesetzt.
Die Methode wurde von Hughes (1981) und Dvorkin (1984) erstmals auf vierknotige
Plattenelemente angewendet. Das Wesen der Methode besteht darin, daB fir die Ver-
zerrungen ein besonderer Ansatz gewahlt wird, der keine versteiferide Terme enthiit.
Im Gegensatz zu hybriden Spannungsmethoden werden die Parameter dieses Ansat-
zes nicht integral mit einem Funktional bestimmt, sondern direkt durch Auswertung der
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Y=y |t =yt

Bild 5.1: Tangentiale Schubverzerrung

Verzerrungen an Kollokationspunkten oder ,Sampling Points“ gewonnen. Entschei-
dend ist dabei, daB mindestens ein Teil der Kollokationspunkte auf den Elementkanten
zu liegen kommt. Dadurch werden die tangentialen Schubbedingungen von benach-
barten Elementen entlang der gemeinsamen Kante linear abhangig und die Zahl der
Nebenbedingungen des Systems wird stark reduziert. AuBerdem wird auf diese Weise
ein stetiger Ansatz dertangentialen Schubverzerrungen erreicht. Als tangentiale Schub-
verzerrung wird eine Neigung der Plattennormalen in Richtung der Elementkante be-
zeichnet. Sie wird durch Multiplikation des Schubverzerrungsvektors y mit einem Vektor
t tangential zur Kante bestimmt.

Eine variationelle Basis der Methode wurde von Simo (1986) aufgestellt. Danach. 148t
sich auch dieses Verfahren auf das Funktional von Hu—Washizu (5.3) zuriickflihren. Die
Verzerrungen werden nicht erweitert, sondern in einen erwiinschten und in einen ver-
steifenden Verzerrungsanteil €5 und g aufgeteilt:

e =Lu = g5+ g (5.16)
Nur die erwiinschten Verzerrungen g, werden fir die Bestimmung der inneren Energie
eingesetzt. Damit ergibt sich ein der EAS—~Methode &hnliches Funktional:

Iy wiu, e 0) = J ( %e;Caa +oTlu - o7ey ) dV (5.17)
\

= f (Jz-e;Cea —oTes) AV (5.18)
A

Auch hier entfallen die Spannungen, sofern sie orthogonal zu den versteifenden Verzer-
rungsanteilen eg sind. Das verbleibende Funktional ist nur noch von den angenommen
Verzerrungen g, abhéngig:

Iysu) = J €1Ce, dV (5.19)
\

Fir die Verzerrungen e, wird ein extra Ansatz A(r,s) gewéhlt, dessen Parameter o direkt
Uber ,Sampling Points® oder Kollokationspunkte bestimmt werden:

ea=Aa (5.20)
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Der groBe Vorteil der Methode liegt darin, daB keine zusatzlichen Integrale berechnet
werden missen. Auch der Aufwand fiir die Inversion einer Matrix auf Elementebene ent-
falit, wodurch das Verfahren sehr effizient wird. Bei der Wahl der Ansétze der angenom-
menen Verzerrungen e, miissen zwei Regeln beachtet werden. Einmal mlssen kon-
stante Verzerrungen vollstdndig vorhanden sein, um die Konvergenz des Elementes zu
gewaéhrleisten. Zweitens mUissen die Ansétze hoherer Ordnung energieorthogonal zu
den konstanten Verzerrungsmodes sein, da sonst die konstanten Verzerrungszusténde
gestort werden und nicht mehr exakt darstelibar sind.

Variationell abgesichert ist die Methode nur, wenn die Spannungen auch wirklich ortho-
gonal zu den versteifenden Verzerrungsanteilen sind. Nach Simo (1986) ist dies mit Hilfe
einer Gram—Schmidt—Orthogonalisierung jederzeit maglich. In der Praxis wird der da-
mit verbundene Rechenaufwand jedoch meist vermieden und die Spannungen direkt
aus denangenommenen Verzerrungen bestimmt. Bei Elementen héherer Ordnung, die
das ANS—Konzept zur Vermeidung von Schubversteifungen einsetzen, ist die Bestim-
mung der angenommenen Verzerrungsverldufe nicht mehr so einfach mdglich. In die-
sem Fall werden aufwendige Umformungen und Matrixinversionen durchgeflhnt, die
die Effizienz des Verfahrens herabsetzen.

5.5 ,Freie Formulierung"

Die ,Freie Formulierung" oder ,Free Formulation* (FF) wurde von Bergan (1984) ent-
wickelt und bisher auf schubsteife Platten— und vor allem Scheibenelemente angewen-
det. Ausgangspunkt der ,Freien Formulierung" ist eine Reparametrisierung der Ver-
schiebungen. Anstatt der Knotenwerte d werden die Verschiebungen durch Modes und
deren Ordinaten p dargestellt. Dabei wird zwischen den Modes N, die Starrkbrperbe-
wegungen und konstante Verzerrungen enthalten, sowie den Modes Ny, hdherer Ord-
nung unterschieden: :

u = Nd = Nipr + Np, (5.21)
e = Bd = Bcpr + Bpy, (5.22)

Die Transformation von den Knotenparametern d auf die modalen Parameter pistvon
der jeweiligen Elementformulierung abhéngig und wird mit Hilfe der Transformations-
matrizen G und H durchgefihrt. Auch hier wird eine Unterscheidung in Modes niedriger
und héherer Ordnung getroffen:

d = Gp = GPrc + Gppy, = die + d,, (5.23)
Pre N _ Hie
P = [Ph] =G 'd=Hd = [Hh ]d (5.24)
Es bestehen folgende Beziehungen zwischen den Transformationsmatrizen G und H:
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GicHpe =1 GrcHh =0
GH, =1 G He = 0 (5.25)
GicHie + GH, =1

Diese Aufteilung ermdglicht eine getrennte Behandlung von re— und h—Modes. Als Ziel
soll die Konvergenz eines Elementes a priori gewéhrleistet werden, indem eine mathe-
matische Bedingung fir die Steifigkeitsmatrix aufgestellt wird. Dieser sogenannte indi-
viduelle Element Test (IET) orientiert sich an dem bekannten Patchtest nach Taylor
(1986), nachdem die Konvergenz eines Elementes dann gewéhrieistet ist, wenn Starr-
kérperbewegungen und konstante Verzerrungen exakt darstellbar sind. Um eine analy-
tische Form des Patchtests zu erhalten, betrachtet Bergan (1984) die zu den Spannun-
gen einer Elementkante konsistenten Knotenkrafte. In einem Verschiebungszustand d,
konstanter Spannungen ist sowohl das globale, als auch das lokale Gleichgewicht an
den Elementkanten erfllit. Werden die Kantenspannungen durch ,Lumping“in Knoten-
krafte umgerechnet, so missen diese gleich den Knotenkréften sein, die sich direkt aus
der Steifigkeitsmatrix ergeben:

Kd,c = LCBpyc (5.26)

L ... Lumping-Matrix
Diese Gleichung entspricht einer Gleichgewichtsbedingung fiktiver Knotenkréfte, wobei
die durch ,Lumping” entstehenden Knotenkréfte dem konsistenten Lastvektor einer
auBeren Last CB.p..am Elementrand entsprechen. Da diese Gleichung fiir jedes belie-
bige dy.=Gcpyc erflllt sein muB, gilt:

KG,. = LCB,; = Ry (5.27)
Gileichung (5:27) bildet den individuellen Element Test (IET). Ein Element, das diese
Gleichung erfllit, besteht auch den Patchtest und ist damit konvergent. Die Steifigkeits-
matrix der ,Freien Formulierung” wird nach der Verschiebungsmethode aus den kine-
matisch konsistenten Verzerrungen nach Gleichung (5.22) bestimmt. Damit wird auch
die Steifigkeitsmatrix K, in Anteile niedriger und hoherer Ordnung aufgeteilt:

Ko = Ko Korn (5.28)
L Kgrch Kph '
mit:

Kpre = f BLCB, dV = V BICB (5.29)
A

Kproh = J B.CB, dV (5.30)
\

Ko = J B/CB, dV (5.31)
\

52



Die Steifigkeitsmatrix der rc—Modes Kprc kann auch in Abhéngigkeit von der ,Lum-
ping“—Matrix L aufgestelit werden. Dies ist mdglich, wenn die innere Arbeit mit Glei-
chung (5.26) Gber die Knotenkrafte bestimmt wird:

My = ld:;:LCBrcprc
2

= JPRGILCB P
= %P?;:Kprcprc {5.32)
Aus dem Vergleich mit Gleichung (5.29) I8t sich B, bestimmen:
B], = %GICL (5.33)
und damit:
Kore = %GLLCLTG,C (5.34)
AuBerdem gilt:
Kore = GlcRyc (5.35)
Bezogen auf die Knotenparameter d lautet die Steifigkeitsmatrix:
Kp"C K reh |} H
K = HKH = [HL HT]| .7 P e 5.36
pH = [HE, H]] Kl Ko || He (5.36)

Mit dieser Matrix kann durch Einsetzen in Gleichung (5.27) der individuelle Element Test
durchgeflhrt werden. Durch Ausmultiplizieren ergibt sich unter Verwendung der Glei-
chungen (5.25) und (5.35) folgende Beziehung:

KGre= HiKproHrcGire + HicKpgnHGre + HIK o HicGire + HIK,H;Grc
= HiGlRe + 0 + HIK
(1= HGI )R + HIK o
= Ryc + HI( K, — GIRL) (5.37)
Ein Vergleich mit der rechten Seite des IET fuhrt zu der Forderung, daB der Ausdruck
in Klammern zu null werden mu8:
Kpreh = GIRrc (5.38)
Mit dieser Bedingung kénnen geeignete h—Modes jedoch nur schwer ausgewahit wer-
den. Besser einsetzbar sind folgende zwei Bedingungen, die ebenfalls eine Erfiillung
des individuellen Element Tests gewiahrleisten:
Koreh = 0 (5.39)
G/Rs 0 . (5.40)
Die erste Gleichung bedeutet, daB die Modes hiherer und niedriger Ordnung voneinan-
der entkoppelt sein milssen. Dies ist der Fall, wenn die beiden Modes energieorthogo-

htoO
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nal zueinander sind, eine Forderung, die auch an die erweiterten Verzerrungen der
EAS—Methode gestelit werden. Die zweite Gleichung bedeutet, daB die durch ,Lum-
ping" entstehenden konsistenten Knotenkrafte R p ¢ orthogonal zu den Ansétzen ho-

herer Ordnung pEG;r sein missen. Diese beiden Bedingungen sind flir die Konvergenz
der Methode ausreichend. Es bestehen keine weiteren Anforderungen an die Ansétze
héherer Ordnung, so daB auch inkompatible Funktionen gewéhlit werden kénnen.

Die ,Freie Formulierung” geht noch einen Schritt weiter, indem die Steifigkeitsmatrix K
so modifiziert wird, daB an die Ansétze héherer Ordnung keinerlei Anforderungen ge-
stellt werden miuissen, und dennoch die Konvergenz der Methode durch den individuel-
len Element Test gewahrleistet bleibt. Dazu wird die Steifigkeitsmatrix K, modifiziert,
ohne daB Symmetrie und Regularitat der Matrix beeintréchtigt wird:

- Kprc R!'TCGh
Ko =1 6IRe K, + {GILCLTG, (5.41)

Die Transformation auf Knotenvariable flihrt unter Verwendung der Gleichungen (5.34)
und (5.25) auf folgende einfache Steifigkeitsmatrix:

K = JLOLT + HIK  H, (5.42)

Der Ubergang von Gleichung (5.41) auf (5.42) kann leicht nachvollzogen werden, in-
dem die Matrix K auf modale Parameter transformiert wird:

—_ o GI’C
K, = [Gro Gl K |:Gh:| (5.43)

Die auf Gleichung (5.42) filhrenden Modifikationen der Steifigkeitsmatrix erscheinen zu-
nachst willkiirlich. Sie wurden jedoch genau so gewahlt, daB der individuelle Element
Test von Gleichung (5.27) ohne zusétzliche Bedingung erfillt wird:
KG,, = \1—/LCLTGrC + HIK  H, Gro

LCB, + 0

= Rye i< (5.44)
Ein Element mit einer Steifigkeitsmatrix nach Gleichung (5.42) ist a priori konvergent,
da es ohne weitere Bedingungen den individuellen Element Test (IET) und damit den
Patchtest besteht. Die ,Lumping”~Matrix muf so gebildet werden, daf3 die rc—~Modes
exakt dargestellt werden kénnen. In der Wahi der héheren Ansatzfunktionen besteht
weitgehend Freiheit, die Transformationsmatrix G~1 mug jedoch gebildet werden koén-
nen. AuBerdem sollten die gewahlten Ansatze invariant beziiglich einer Transformation
des Koordinatensystems sein. Abgesehen davon gibt es keine Einschrankungen z.B.

in Form von Orthogonalititsbedingungen, weshalb diese Methode als ,Free Formula-
tion" bezeichnet wird.

il
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Eine variationelle Basis der Methode wird von Felippa (1989b) angegeben. Danach
kanndie ,Freie Formulierung“ als Spezialfall eines Mehrfeldfunktionals angesehen wer-
den, das neben Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen ein zuséatzliches
Randverschiebungsfeld enthélt, Durch Elimination von Spannungen und Verzerrungen
kommt Felippa zu einer Steifigkeitsmatrix der Form:

K=K, +(1- Ky, (5.45)
Die Matrizen Ky, und K}, kénnen leicht mit den Matrizen aus Gleichung (5.42) identifiziert
werden. Der skalare Parameter a ist frei wahibar und kann anhand maBgebender Test-
probleme eingestelit werden. Die Existenz eines Skalierungsparameters ist immer mit
Vorsicht zu betrachten, da er die Eindeutigkeit der Lésung in Frage stellt. Seine Einfiih-
rung wird hier einmal damit begriindet, daB die Konvergenz der Formulierung unabhan-
gig von der hdheren Steifigkeitsmatrix Ky, sei, und deshalb auch eine Skalierung dieser
Matrix zuléssig sei. Im Rahmen der Herleitung nach Felippa kann auerdem o als Fak-
tor eines parametrisierten Funktionals angesehen werden, wobei a=1 einem veralige-
meinerten Hellinger—Reissner—Funktional, und a=0 einem verallgemeinerten Ver-
schiebungsfunktional entspricht. Der Skalierungsparameter hat groBen EinfluB auf das
Elementverhalten. Die guten Ergebnisse der , Freien Formulierung” sind nur erreichbar,
wenn a optimal eingestellt wird.

5.6 Funktionale mit verbesserter Spannungsapproximation

Die bisher vorgestellten Methoden haben den Nachteil, daB die Konvergenzrate der
Spannungen jeweils eine Ordnung niedriger als die der Verschiebungen ist. Besonders
deutlich wird dies bei der Verschiebungsmethode, bei der die Spannungen direkt durch
Differentiation der Verschiebungen bestimmt werden und dadurch an Genauigkeit ver-
lieren. Aber auch beim Hellinger—Reissner—~Funktional

IyR(u,0) = f (- -12—0TC“10 +o'Lu — u™p) dv -
v

- f ut dA - f (on)T(u — 0) dA — stat. (3.29)
Ag Ay
werden die Verschiebungen genauer approximiert, da sie im Funktional in abgeleiteter
Form auftreten. In der Praxis sind jedoch meistens die Spannungen von gréBerem Inter-
esse als die Verschiebungen. Seit 1984 ist eine ganze Reihe von Elementen fir das
ebene Elastizitatsproblem vorgestellt worden, die Funktionale mit einer verbesserten
Spannungsapproximation verwenden. Die Elemente gehen auf Arbeiten von Arnold
(1984b) und Brezzi (1985) zurlick und werden in dem Buch von Brezzi (1991a) einge-
hend analysiert. Weitere Elementformulierungen wurden von Amold (1984a), Stenberg
(1988) und Stenberg (1993a) verdffentlicht. Diese Elemente werden Uberwiegendin der
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mathematischen Literatur behandelt und sind deswegen in Ingenieurkreisen wenig be-
kannt. Rolfes (1989) untersuchte neben mathematischen Aspekten auch praktische
Fragen der Implementierung und Leistungsfahigkeit von zwei Elementen dieses Typs.

5.6.1 Das erweiterte Funktional von Hu

Der Differentialoperator L. kann im Funktional von Hellinger—Reissner durch partielle In-
tegration und Anwendung des GauBschen Integralsatzes von den Verschiebungen auf
die Spannungen verschoben werden. Dadurch entsteht das Funktional von Hu:

I, (u,0) = f (- —;—UTC‘10 + LTou™ — u™p) aV +
v

+ j (on ~ HTu dA ~ f (on)Tu dA (5.46)
A, u
Obwohl die Funktionale von Hellinger—Reissner und Hu dieselben Eulergleichungen
besitzen, unterscheiden sie sich in zwei wesentlichen Punkten. Die Approximationsei-
genschaften von Spannungen und Verschiebungen werden ausgetauscht, da bei Hu
die Spannungen in abgeleiteter Form im Funktional auftreten und die Verschiebungen
unverandert bleiben. Dadurch sinken auBerdem die Anforderungen an die Verschie-
bungsansétze. Bei Verwendung des Funktionals von Hu sind C~1-stetige, d.h. diskon-
tinuierliche Verschiebungsansétze moglich. Dafir steigen die Anforderungen an die
Spannungsapproximationen. Stetige Ansétze aus dem Raum H' sind jedoch nicht er-
forderlich, da flir ein reguléres Funktional nur die Divergenz der Spannungen quadratin-
tegrierbar sein muB. Dieser Raum wird als Hgy;y bezeichnet;

Hy, = o €L, | divo el (5.47)
Nach Brezzi (1991) ist es duBerst schwer, flir das Funktional (5.46) Elementansatze zu
finden, die die Stabilitatskriterien erfllien. Aus diesem Grund wird das Funktional um
eine zusétzliche Nebenbedingung erweitert. Die Symmetrie des Spannungstensors
wurde bisher stets vorausgesetzt. Diese Bedingung, die dem Momentengleichgewicht
eines differentiellen Volumens entspricht, soll nun mit einem Lagrangeparameter in das
Funktional mit aufgenommen werden. Die Bedingung lautet:

Gij =S Gji (5.48)

Als Lagrangeparameter dient die Matrix o, die dem asymmetrischen Teil des Verschie-
bungsgradienten, d.h. den Rotationen entspricht:

T, (u,0,0) = II,,(u,0) + J oo 4V (5.49)
\'
mit:

o = [—?» o ] (5.50)
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Es wird ein zusétzlicher Ansatz fiir » erforderlich, flir den quadratintegrierbare Funktio-
nen ausreichen. Neben der Gewéhrleistung der Stabilitat bietet diese Vorgehensweise
zwei weitere Vorteile. Fir eine Elementformulierung ist es glinstig, wenn eine gute Ba-
lance zwischen néherungsweise und exakt zu erfillenden Gleichungen besteht. Bei Ele-
menten mit symmetrischem Spannungstensor ist dies nicht der Fall, da das Momenten-
gleichgewicht exakt eingehalten wird, wahrend das Kraftegleichgewicht approximiert
wird. AuBerdem kénnen aufgrund der unsymmetrischen Spannungen Ansétze aus den
Raviart—Thomas —Raumen verwendet werden.

5.6.2 Raviart—Thomas-~Raume

Wird ein Spannungsansatz aus H' gewahit, so sind alle vier Komponenten des ebenen
Spannungstensors entlang einer Elementkante stetig. Erforderlich fir die Regularitét
des Funktionals TTjy, (5.49) ist jedoch nur, daB die Divergenz der Spannungen quadrat-
integrierbar ist, was der Definition des Raumes Hg;, entspricht. Dies bedeutet anschau-
lich, daB3 der resultierende Spannungsvektor on entlang einer Elementkante stetig ist.
Damit erfiillen Spannungsansétze aus Hg;, das aus der Mechanik bekannte Schnittprin-
zip, nachdem die Kréfte zweier gegentiberliegender Schnittufer entgegengesetzt gleich
groB sind. Die Funktionen der Raviart—Thomas—Raume sind nun genau so konstruiert,
daB sie diese Bedingung mit einer mdéglichst geringen Zahl von Parametern erflllen. Flir
einen Vektor a der Dimension n ist der Raviart—Thomas~Raum der Ordnung k fur drei-
eckige Elemente in der Form von Nedelec (1980) wie folgt definiert:

RTD = (PY" + XP, (5.51)
‘mit:

X = ré, + sg, (5.52)

r,s ... lokale Elementkoordinaten

e, .. lokale, schiefwinklige Basis

P, .. Menge aller Polynome bis zur Ordnung k

Als Beispiel sind in Tabelle 5.1 die Ansétze nach Raviart—Thomas fiir n=2 aufgefiihrt:

k 0 1
a, Cy + Cyf Cy + Cof + CgS + Cyr5 + Cyr?
a, Cy + Co8 Cg + Cof + CgS + CyfS + €,82

Tabelle 5.1 Ansatzfunktionen eines Vektors a nach Raviart—Thomas
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Diese Ansatze kdnnen auf Tensoren Uibertragen werden, wenn ein Vektoransatz in eine
Zeile des Tensors Uibertragen wird. Damit ergeben sich die Spannungstensoren der Ra-
viart—-Thomas—Raume der Ordnung 0 und 1:

031 Ogp Cy + Cof  Cy+ CyS
k=0:0= ["21 Opz| = |Cq+Csf  Cg+Cgs (5.59)
o1 g L |C1 O e oSt Cst?  Cg + G + CgS + CyfS + Cy8° 5.50
dy + dyof + dgs + dgrs + dgt?  dg + dor + dgs + dgrs + dys?|

Es 146t sich leicht nachpriifen, da8 mit diesen Ansétzen der Spannungsvektor an den
Kanten flr k=0 konstant und fir k=1 linear verlauft. Der Spannungsveriauf im Element
ist eindeutig durch die Kantenwerte festgelegt. Ein entsprechendes Vorgehen ist bei
symmetrischen Spannungsansatzen mit 015 = 0oq nicht mogiich.

Eine weitere Méglichkeit zur Wahi unsymmetrischer Spannungsansatze bieten die nach
einer Arbeit von Brezzi (1985) benannten BDM~—R&ume. Diese Raume setzen flr jeden
Spannungsterm ein volistédndiges Polynom an, wodurch die Zahl der freien Parameter
stark ansteigt. Zu den RT - und BDM-Raumen existiert eine umfangreiche mathemat|~
sche Theorie, die in Brezzi (1991a) ausfihrlich behandelt wird.

5.6.3 Elemente nach Raviart—Thomas

Elemente nach Raviart—Thomas wurden bisher vor allem fliir das ebene Elastizitatspro-
blem entwickelt. Flr die Formulierung von Elementen auf der Basis des erweiterten
Funktionals von Hu und den RT—-R&umen sind jedoch noch weitere Ergénzungen not-
wendig. Anhand des PEERS —Elementes (Plane Elasticity Element with Reduced Sym-
metry) soll die grundsatzliche Vorgehensweise dargestellt werden. Das Element wurde
von Arnold (1984a) vorgestellt und von Stenberg (1988) eingehend untersucht.

Das Element verwendet lineare Spannungsansatze aus dem Raum RTg. Zur Gewahrlei-
stung der Stabilitdt des Elementes werden die Spannungen um quadratische Ansatze
erweitert, die einem ,Bubble”—~Mode der Verschiebungen entsprechen. Fir die Rota-
tionen wird ein stetiger, linearer Ansatz gewéhit. Diese Vorgehensweise flihrt nach Rol-
fes (1989) auf ein Elementgleichungssystem der Form:

H GT ~A][s 0
G o 0f[d] = |R (5.55)
AT 0 0]|a 0
mit:
s ... Spannungsparameter
d ... Verschiebungsparameter
a ... Rotationsparameter
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Eine Auflésung dieses indefiniten Gleichungssystems nach den Spannungsparame-
tern s istin der Regel nicht méglich, da die Matrizen D und A nicht invertierbar sind. Statt
dessen wird die Kontinuitét der Spannungen aufgegeben und tiber einen weiteren La-
grangeparameter in das Funktional mit aufgenommen. Dieser Lagrangeparameter
kann als Randverschiebung identifiziert werden und ist stetig Giber die Elementrander
anzusetzen. Es existieren somit zwei voneinander unabhéangige Verschiebungsan-
sétze: jeweils im Innern und am Rand eines Elementes. Damit lassen sich die Parameter
s und d aus dem Elementgleichungssystem eliminieren und es verbleibt ein Glei-
chungssystem mit den Randverschiebungen und den Rotationen als globale Unbe-
kannte. Werden flr die Rotationen diskontinuierliche Ansitze gewahit, so kénnen auch
die Rotationsparameter eliminiert werden. Ubrig bleibt dann eine Steifigkeitsmatrix mit
den Randverschiebungen als Unbekannte. Diese Vorgehensweise wird bei dem von
Brezzi (1985) vorgeschlagenen Element angewendet, das lineare Spannungen des
BDM—Raumes verwendet.

Numerische Ergebnisse, die die Leistungsfahigkeit der Elemente bei praktischen An-
wendungen beweisen, werden in der mathematischen Literatur nicht angegeben. Rol-
fes (1989) untersuchte das PEERS ~ sowie das oben erwéhnte BDM —Element. Weitere
Untersuchungen wurden von Stein (1990) und Klaas (1995) durchgefiihrt, Danach kann
das hoherwertige BDM—Element in der Leistungsfahigkeit mit dem sechsknotigen,
quadratischen Verschiebungselement verglichen werden. Das PEERS —Element bietet
bessere Konvergenzeigenschaften als das dreiknotige, lineare Verschiebungselement,
kannjedoch die Leistung des quadratischen Elementes nicht erreichen. Angesichts des
erheblichen numerischen Aufwandes ist es daher fraglich, ob die vorgestelite Formulie-
rung eine attraktive Alternative zu herkdémmlichen Methoden darstellt. Es bleibt unbe-
friedigend, daB die zunachst kontinuierlich eingeflihrten Spannungen dann doch unste-
tig approximiert werden, um eine Verschiebungsformulierung zu erhalten. Es werden
eine ganze Reihe neuer Méglichkeiten zur Verbesserung von Elementen eingefiihrt, de-
ren Auswirkungen im einzelnen noch nicht untersucht wurden. Da andere Verfahren mit
geringerem Aufwand zumindest vergleichbare Ergebnisse erzielen, werden Raviart—-
Thomas —Elemente im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter behandelt.

5.7 Drilifreiheitsgrade

Wiein Kapitel 4.7 angedeutet, gibt es nur wenige Méglichkeiten, das Konvergenzverhal-
ten von dreieckigen Scheibenelementen zu verbessern. Eine entscheidende Rolle
kommt deswegen der Erweiterung des Elementes durch sogenannte Drillfreiheitsgrade
mit einer Rotationsachse senkrecht zur Scheibenebene zu. Diese Rotation ist keine un-
abhéngige Variable, da sie aus den Verschiebungen u bestimmt werden kann:

Bs = %(Um — Uyp) (5.56)
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Eine Mdglichkeit, wie die Rotation B3 in ein Funktional mit aufgenommen werden kann,
wurde bereits in Kapitel 5.6.1 vorgestelit. Soll ein Ansatz fiir die Spannungen vermieden
werden, kann nach Hughes (1989) folgendes Funktional verwendet werden:

(u,0) = f [1§uTLTCLu + Jz-(vau - 0)TC4(Veu — w)] dV (6.57)
A
mit:
0 B,
@ = [_ B, 0 ] (5.58)
Vey = —12-(Vu - (vu)7) (5.59)

Dazu wurde eine konstitutive Gleichung eingefiihrt, die die asymmetrischen Spannun-
gen o? mit den Verschiebungen und Rotation verbindet:

o = Cs(V3u - o) (5.60)
Die Verschiebungsinterpolation nach Allmann (1984) bietet eine mehr intuitiv begrin-
dete Méglichkeit, Rotationen als Freiheitsgrade von Scheibenelementen einzusetzen.
Danach wird fiir die zu einer Elementkante normalen Verschiebungskomponente ein
quadratischer oder kubischer Verlauf angenommen. Die Rotation eines Knotens wird
dann aus dem Mittelwert der Neigungen der zwei angrenzenden Elementkanten be-
stimmt. Da die Verschiebungen héherer Ordnung nur normal zur Elementkante ange-
setzt werden, stehen Elemente mit Almann—Interpolation zwischen Elementen mit li-
nearen und quadratischen Ansétzen. Bei dreieckigen Elementen bleiben die Anséize
héherer Ordnung unvolistandig, so daB mit Versteifungen zu rechnen ist.

Eine Kombination von Allmann—Interpolation und erweitertem Funktional (5.57) wurde
von Ibrahimbegovic (1990) eingefuhrt. Eine Schltsselrolle kommt dabei den Material-
parametern der Matrix Cg zy. Hughes (1989) empfiehlt eine mit der Querdehnzahl v ska-
lierte Einheitsmatrix vI. Da die Beziehung zwischen schiefsymmetrischen Spannungen

Bs = 361z + B1d)

Bild 5.2: Rotation eine Eckknotens nach Allmann
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und Rotationen in Gleichung (5.60) nicht eindeutig ist, kann €, auch als Penalty—Faktor
interpretiert werden, der den EinfluB der Nebenbedingung

Viu-0=0 (5.61)
steuert. Fir Cg =0 ergibt sich eine reine Alimann—Formulierung. Kipf (1991) unter-
suchte drei— bis achtknotige Elemente, die das erweiterte Funktional, die Almann~In-
terpolation bzw. eine Kombination beider Verfahren verwenden. Da sich bei dreiknoti-
gen Elementen keine Verbesserungen gegeniiber der Alimann—Interpolation ergaben,
wird im Rahmen dieser Arbeit auf eine Erweiterung des Funktionals nach Gleichung
(5.57) verzichtet.

Besonders einfach lassen sich Drillfreiheitsgrade in Elemente nach der ,Freien Formu-
lierung” integrieren. Sie kdnnen direkt (iber Gleichung (5.56) an die Verschiebungen ho-
herer Ordnung up, gekoppelt werden und erhdhen damit die Zahl der zur Verfugung ste-
henden Verzerrungsmodes.

5.8 Sonstige Verfahren

Neben den bisher vorgestellten Methoden gibt es eine ganze Reihe von Verfahren, die
nicht zu einer eigensténdigen Methode zusammengefaBt werden kénnen, aber den-
noch eine wichtige Rolle bei der Verbesserung von Elementen spielen.

5.8.1 Erweiterte Rotationen

Plattenelemente werden haufig zusatzlich zu den Standardinterpolationsfunktionen um
weitere Ansétze fir die Rotationen erweitert. Durch die zusétzlichen Freiheitsgrade wird
der Wert des ,Constraint Count” verbessert und die Neigung zu Schubversteifungen
reduziert. Es kdnnen Rotationen sowohl in lokalen als auch in globalen Koordinaten ver-
wendet werden. Insgesamt lassen sich drei verschiedene Arten des Verfahrens unter-
scheiden.

Vollsténdige Ansétze erhdhen den Polynomgrad der zur Verfiigung stehenden Rotatio-
nen um eire Ordnung. Sie werden meist als Zwischenstufe bei der Herleitung eines Ele-
mentes verwendet. Die Zahl der Unbekannten wird anschiieBend durch Zwangsbedin-
gungen (s. Kapitel 5.8.3) wieder reduziert.

Unvollstédndige Ansétze geben einem Element mehr Méglichkeiten, die verschiedenen
Verzerrungszusténde einander anzupassen. Die zusétzlichen Freiheitsgrade kdnnen
ebenfalls durch Zwangsbedingungen eliminiert werden oder aber als globale Unbe-
kannte die Systemgleichungen erweitern. Im zweiten Fall steigt die Zahl der Unbekann-
ten je Element und es stehen zusétzliche Modes zur Verfliigung.

Héaufig werden die Rotationen um einen zusitzlichen Knoten im Zentrum des Elementes
erweitert. Dieser sogenannte ,Bubble“~Mode kann auf Elementebene eliminiert wer-
den und ergénzt die Krimmungen um lineare und quadratische Anteile.
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5.8.2 Erweiterte Verschiebungen

Genau wie die Rotationen kénnen auch die Verschiebungen von Plattenelementen um
volistandige, unvolistindige oder Ansétze in Form eines ,Bubble*—Modes erweitert
werden. Da die Verschiebungen keinen Einfluf3 auf die Krimmungen haben, kdnnen sie
nur zur Vermeidung von Schubversteifungen eingesetzt werden. Dazu werden die Ver-
schiebungsansétze einen Polynomgrad hoher als die Rotationen gewahit, so daB sich
die Schubverzerrungen aus Termen gleicher Ordnung zusammensetzen.

Dieses Verfahren steht in engem Zusammenhang mit dem Konzept der Kirchhoff—Mo-
des, das auf Fraeijs de Veubeke (1965) zurlickgeht und von Crisfield (1986), Hughes
(1981) und Tessler (1985) weiterentwickelt wurde. Danach werden die Verschiebungen
genau um die Terme erweitert, die zu einer exakten Darstellung von schubfreier Biegung
erforderlich sind. Weiterhin ist es méglich, diese zusétzlichen Verschiebungsmodes
nicht als freie Parameter zu belassen, sondern die Verschiebungen direkt an die Rota-
tionen zu koppeln. Dies kann leicht an einem linearen, schubweichen Balkenelement
der L&nge I=1,0 nachvolizogen werden. Ein modifizierter Verschiebungsansatz der
Form

W= w ok AW = w1 - 8+ wek + 3By — BIE - &) (5.62)

B=P(1 =8 + Pk (5.63)
fihrt zu einer Schubverformung

V=Wt B=wy -yt %(f% — B (5.64)

die keine linearen Anteile mehr enthélt. Der zusatzliche Verschiebungsanteil Aw ent-
spricht genau dem quadratischen Verlauf der Durchbiegung bei reiner Biegung:

(\‘61 B2 ™

By - BIE-ED

o=

Bild 5.3: Kopplung von Durchbiegung und Rotationen

Dadurch ist der Kirchhoff—Mode exakt darstellbar, ohne daB zusétzliche Freiheitsgrade
eingeflhrt werden missen. Eine derartige Kopplung von Rotationen und Verschiebun-
gen widerspricht im Prinzip den Annahmen der Kinematik nach Reissner—Mindlin. Sie
kann jedoch als Verschiebungsmethode mit quadratischem Ansatz flr die Durchbie-
gung gedeutet werden, der durch die Bedingung y=const. eliminiert wird.
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5.8.3 Reduktion von Variéblen

Im letzten Abschnitt wurde bereits eine Methode angesprochen, die meist dann ange-
wendet wird, wenn zusétzliche Ansatzfunktionen eingefiinrt worden sind. Um die Zahl
der Freiheitsgrade zu reduzieren oder um eine einheitliche Anzahl von Freiheitsgraden
an allen Knoten zu erzielen, kénnen diese durch Zwangsbedingungen direkt bestimmt
und damit auf Elementebene eliminiert werden. Ein Beispiel hierfiir ist die bereits er-
wahnt Schubbedingung:

vy = const. (5.65)
Wird das Verschwinden der Schubverzerrung gefordert:
y=0 (5.66)

so kann eine urspriinglich schubweiche Reissner—Mindlin Kinematik auf eine Kinema-
tik nach Kirchhoff ohne Schubverformungen reduziert werden. im Prinzip stelit die Re-
duktion von Variablen einen wichtigen Teil der ANS —Methode dar, da die angenomme-
nen Verzerrungen aus den kompatiblen Verzerrungen durch Gleichheitsbedingungen
punktweise bestimmt werden.

5.8.4 Variationelle Schubbedingung

Neben punktuell zu erflillenden Bedingungen besteht auch die Méglichksit, Bedingun-
gen variationell, d.h. im Mitte! (iber das Element zu erfiillen. Ein Beispiel hierfur ist die
variationelle Schubbedingung, die vom Hu~Washizu—Funktional fur die Schubenergie
ausgeht:

g (v v, q) = [ (%YTCSV - q'y + q'Lgu) dA (5.67)
A

Das Funktional wird bez(iglich der Querkrafte q variiert:

j SqT(LSu -y dA =0 (5.68)
A

Gleichung (5.68) ist die variationelle Form der kinematischen Gleichung fiir die Schub-
verzerrungen:

y=Vw+0 (5.69)
Der B—Operator der Schubverzerrungen wird in Anteile f{ir die Durchbiegung w und die
Rotationen B aufgeteilt. Fir die vorhanden Variablen werden die folgenden Ansatze ge-
wahit:

w = Nydy q=Ps
B = Ny, v = Me (5.70)
Durch Einsetzen in Gleichung (5.68)
8sT j PT(Me - BYd,, — Bfd;) dA =0 : (5.71)
A
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lassen sich die Parameter e der Schubverzerrungen direkt bestimmen:

e = F7'Gdy + F~'Hd, (5.72)
mit;

F= f P™ dA (5.73)
A

G = j PTBY dA (5.74)
A

H= f PTBE dA (5.75)
A

Die Matrizen vereinfachen sich stark, wenn fir die Schubverzerrungen und Querkréfte
nur konstante Ansétze gewéhlit werden:

e = % JA (BYdy + Bld,) dA (5.76)

In diesem Fall werden die Schubverzerrungen im Element gemittelt und die Methode
ist identisch zu einer reduzierten Integration der Schubenergie.

5.8.5 Gileichgewichtshedingungen

Werden die Biegemomente eines Plattenelementes mindestens linear interpoliert, so

kdnnen die Querkrafte direkt Uiber das Momentengleichgewicht bestimmt werden:
9y = Myqq + Mypp
(5.77)
o = Mypq + Mpyp

Aufdiese Weise lassen sich auch bei schubstarren Platten Querkrafte berechnen. Diese
Krafte beruhen auf einer zweifachen Differentiation der Rotationen, was eine schlechte
Konvergenz der Schubkrafte zur Folge hat. Die Methode kann auch auf schubweiche
Platten angewendet werden, indem Gber die inverse Materialbeziehung

v =C5lq (5.78)

Schubverzerrungen bestimmt werden, die einen Beitrag zur inneren Energie des Sy-
stems leisten. Schubversteifungen kdnnen damit vollstandig vermieden werden, da die
Schubbedingung der Reissner—Mindlin—Kinematik

y=Vw+9 (5.79)

nicht explizit verwendet wird. Das Problem dieses Vorgehens liegt jedoch darin, dafB die
Durchbiegungen w keinen Anteil mehr zu der inneren Energie des Elemenites liefern.
Deswegen kann sie nurim Zusammenhang mit anderen Methoden, wie z.B. der ,Freien
Formulierung” verwendet werden.
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6 Dreieckige Plattenelemente

6.1 Verschiebungselemente

Fir schubweiche Platten nach der Verschiebungsmethode werden in der Regel isopa-
rametrische Ansatzfunktionen fiir die Durchbiegung w und die Rotationen B bzw. 0 ein-
gesetzt. Weit verbreitet ist die Verwendung von Lagrange - Interpolationsfunktionen,
mit denen leicht lineare, quadratische oder kubische Elemente mit drei, sechs bzw.
zehn Knoten gebildet werden kdnnen.

linear quadratisch kubisch
DISP3 DISP6 DISP10

Bild 6.1: Dreieckige Elementfamilie mit Lagrangefunktionen

Die zugehtrigen Ansatzfunktionen kénnen der Literatur, z.B. Hughes (1987) entnom-
men werden. Die einfachste Formulierung bietet das lineare, dreiknotige Element. Die
von Andelfinger (1991) eingeflihrte tabellarische Aufstellung der Verzerrungsmodes
machtjedoch die Problematik dieses Elementes deutlich. In Tabelle 6.1 sind die zur Ver-
fligung stehenden Verzerrungsmodes eines rechtwinkligen Dreieckselementes aufge-
fiihrt, dessen lokale r,s—Koordinaten mit den globalen x4,x.—Koordinaten {ibereinstim-
men. Das Element besitzt insgesamt neun Freiheitsgrade, damit sind neun
verschiedene Starrkérper— und Verzerrungsmodes darstellbar. Eine konstante Durch-
biegung des Elementes nach Mode (1) erzeugt wie eine reine Verdrehung nach Mode
(2)—(4) oder (3)~(7) keine Verzerrungen. Die Starrkdrperbewegungen sind demnach
exakt vorhanden. Konstante Schubverzerrungen kénnen ebenfalls exakt Uber die
Modes (2)+(4) bzw. (3)+(7) dargestelit werden. Schwierigkeiten bereiten jedoch die
konstanten Biegemodes (5), (9) und (6)+(8), die jeweils mit linearen Schubverzerrun-
gen gekoppelt sind. Ein reiner Biegezustand ohne Schubverzerrungen ist deshalb von
diesem Element nicht darstellbar, Auch der ,Constraint Count* r als Ma8 fiir die Uberbe-
stimmtheit macht deutlich, daB dieses Element zu starken Schubversteifungen flhrt.
Bei einer exakten Integration mit drei Stiitzstellen nimmt r fir ein unendlich ausgedehn-
tes Netz nach Bild 6.2 den Wert von 1/3 ein und liegt damit weit unter dem zuléssigen
Wert von 1,0.
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w 1 r S
04 1 r ]
0, 1 r S

61'1 . 1
92'2 1
91,2+92,1 1 1
W4 +04 1 1 r| s
W,2+92 1 1 r S

Tabelle 6.1: Verzerrungsmodes des dreiknotigen Plattenelementes

Das nachsthdhere Element der Lagrangefamilie, das sechsknotige Plattenelement, ist
in der Lage, konstante Biegemomente exakt darzustellen und erfiilit damit den Patch-
test reiner Biegung. Das Element verflgt Gber vollstandig quadratische Polynome. In
den insgesamt 18 Modes sind wiederum die Starrkérperbewegungen von Mode (1),
(2)=~(7) und (3)—(13) sowie die konstanten Schubverzerrungen (2) +(7) und (3)+(13)
exakt enthalten. Die konstanten Biegemodes (8)—(4), (15)—(6) und (9)+(14) —(5) lie-
gen exakt vor. Dies wird durch die entkoppelten Modes (4) bis (6) der Schubverzerrun-
gen ermdglicht, die die stdrenden Schubanteile der Biegemodes kompensieren. Dabei
ist es unwesentlich, daB die Modes (4) bis (6) nicht vollstadndig linear sind, da bei einem
konstanten Drilimoment die Modes (9) und (14) dieselbe GrdBe haben, und der gekop-
pelte Mode (5) zur Kompensation ausreicht.

W 1]rls|r|rs|s?

04 1|r|s|r2|rs|s?

0, 11r|s|r|rs|s?
91_1 1 ris

Bzyg 1 rt s
91,2+92,1 1 r| s 1 r| s

W 1464 1 r|s 11ris|re|rs|s2

Wo+0p 1 rls 1] r|s|r2|rs|s?

(1) (2 (3) (4) (B (6) (7) (8) (9)(10)(11)(12) (13) (14) (15) (16) (17) (18)

Tabelie 6.2 Verzerrungsmodes des sechsknotigen Plattenelementes
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Obwohl die konstanten Biegemodes frei von Schubverzerrungen sind, treten auch bei
diesem Element Schubversteifungen auf, wie leicht durch den ,Constraint Count* nach-
geprift werden kann. Zu einer exakten Integration sind mindestens sechs Stitzstelien
erforderlich, die zu einer hohen Zahl von Nebenbedingungen fihren. Fiir das Netz nach
Bild 6.2 ergibt sich ein ,Constraint Count* r von 1/2, was auf starke Versteifungseffekte
schlieBen 148t. Dies macht deutlich, daf8 der Patchtest eine nur geringe Aussagekraft
Uber das Auftreten von Schubversteifungen besitzt. Auch wenn Zustinde reiner Bie-
gung exakt dargestellt werden kénnen, ist mit ,,Locking“ zu rechnen, wenn die Zah! der
Nebenbedingungen die Zahl der Freiheitsgrade (ibertrifft.

Auch durch eine weitere Erhéhung des Ansatzgrades kann bei voller Integration ,Shear
Locking® nicht verhindert werden. Unter Verwendung der integrationsregeln nach Du-
navant (1985) wird in Tabelle 6.3 der Wert des ,Constraint Count* r fiir drei— und vier-
eckige Plattenelemente bis zu einem Ansatzgrad von p=10 angegeben. Trotz der ho-
hen Zahl von Freiheitsgraden pro Element bleibt bei Dreiecken der ,Constraint Count*
kleiner als eins, so daB mit Schubversteifungen zu rechnen ist. Im Gegensatz dazu errei-
chen Vierecke ab einem Ansatzgrad von p=5 einen Wert von r gréBer als eins. Damit
sind voll integrierte, viereckige Plattenelemente mit quintischen oder héheren Ansétzen
frei von Schubversteifungen. Dieser Unterschied macht deutlich, weshalb ,Shear
Locking® bei viereckigen Elementen leichter (iberwunden werden kann. Bei Netzen mit
gleich vielen Freiheitsgraden enthélt ein Dreiecksnetz doppelt so viele Elemente als ein
Vierecksnetz. Da zwei Dreieckselemente zu einer exakten Integration mehr Stiltzstellen
als ein Viereckselement bendtigen, féllt der ,Constraint Count* bei Dreiecken grund-
sétzlich schlechter aus. Der Verlauf des ,Constraint Count* ist in Bild 6.2 fiir Dreiecke
und Vierecke in Abhéngigkeit des Elementansatzgrades p angegeben.

Ansatzgrad p 1 2 314 5|86 7 |81]9]10
vorh. Polynom 2 4 6 8 |10 [ 12 | 14 1 16 | 18 | 20
GauBpunkte 3 6 |12 |16 |24 1 33 |42 |52 {70 | 79
Nebenbed. -n2 12 | 24 | 48 | 64 | 96 | 132 | 168 | 208 | 280 | 316

A Freiheitsgrade -n2 3 |12 27 | 48 | 75 | 108 | 147 | 192 | 243 | 300
~Constraint Count” {0,33 0,50 |0,56 {0,75 |0,78 |0,82 |0,88 |0,92 0,86 | 0,95
GauBpunkte 4 9 |16 1 25 |36 | 49 | 64 | 81 | 100|121
Nebenbed. -n? 8 |18 |32 |50 | 72 | 98 | 128 | 162 | 200 | 242
u Freiheitsgrade -n2 3 12 | 27 | 48 | 75 | 108 | 147 | 192 | 243 | 300
»Constraint Count* [0,38 [0,67 (0,84 |0,96 |1,04 1,10 [1,15 [1,18 (1,21 1,24

Tabelle 6.3 ,Constraint Count” fiir drei~ und viereckige Plattenelemente bis zu einem
Ansatzgrad von p=10 (Netz nach Bild 6.5)
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1,24
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0,84 yd - -
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yd
0,44, -
Element Dreieck Viereck
NeLE 2n2 n2
0,24 NDoF 3(pn)? 3(pn)?
ngp - (p+1)2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 p

Bild 6.2: Verlauf des ,Constraint Count” r in Abhéngigkeit des Ansatzgrades p
(n... Anzahl der Element je Seite )

6.2 Reduziert integrierte Elemente

Die Versteifungsprobleme der Plattenelemente kdnnen durch reduzierte Integration
vermindert werden. Um innere Kinematiken auszuschlieBen, soll zunédchst Uberpr(ift
werden, welche Integrationsordnungen fir lineare, quadratische und kubische Ver-
schiebungselemente zulassig sind. Ein Anhaltspunkt ist die notwendige, aber nicht hin-
reichende Abzéhlregel

Nzem = Npor ~ Npm * Nip ~ MR ®.1)
mit:

Nzem - Anzahl der inneren Kinematiken

Npor - Anzahl der Freiheitsgrade

Npim Anzahl der konstitutiven Gleichungen (5)

Nip Anzahl der Integrationspunkte

Ng Anzahl der Starrkérperbewegungen

Die Anzahl der zu einer exakten Integration erforderlichen Stlitzpunkie ergibt sich aus
der hdchsten vorkommenden Polynomordnung Npoly der Steifigkeitsmatrix. Diese
Werte sind zusammen mit der durch eine Eigenwertanalyse bestimmten Anzah! der
Nuli—Eigenwerte in Tabelle 6.4 aufgefihrt, Fiir das kubische Dreieck sind zu einer
exakten Integration von Polynomen sechster Ordnung zwdlf Stiitzstellen erfordertich.
Eine Integrationsregel mit sechs Punkten kann jedoch ebenfalls verwendet werden,
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Element Npof Npoly Nipexakt nip Nzem Null-EW
1 1 1
DISP3 9 2 3
3 -9 0
3 0 0
DISP 1 4
ISP6 8 6 4 _5 0
4 7 7
DISP10 30 6 12 6 -3 0
7 -8 0

Tabelle 6.4  Integrationsordnung und Null-Eigenwerte der Verschiebungselemente

ohne daB innere Kinematiken éuftreten. Fir das quadratische Element sind sieben
Stlitzstellen erforderlich, schon eine Dreipunkt—Regel flihrt jedoch zu einer regularen
Steifigkeitsmatrix. Bei Anwendung der selektiv reduzierten Integration sind viele weitere
Kombinationen méglich, deren Stabilitat im Einzelfall Gberprift werden mug.

Das reduziert integrierte, lineare Element ist fir die Entwicklung von Elementen mit
mdglichst niedriger Ansatzordnung von besonderer Bedeutung. Dieses Element wurde
von Batoz (1980) getestet und wegen seiner schlechten Konvergenzeigenschaften ver-
worfen. Die vorhandenen Verzerrungsmodes des Elementes sind in Tabelle 6.5 ange-
geben. Die Krimmungen liegen bereits beim voll integrierten Element nur konstant vor,
so daB sie durch eine reduzierte integration unbeeinfluBt bleiben. Bei den Schubverzer-
rungen entfallen die linearen Terme. Dadurch leistet der Mode (6)—(8) keinen Ener-
gieanteil mehr und wird zum , Zero Energy Mode®, Das Element besitzt also eine innere
Kinematik, die jedoch schon bei Systemen aus zwei Elementen nicht mehr auftritt.
Schwerwiegender als dieser Defekt ist die Tatsache, daB das Element trotz der nach
Tabelle 6.5 ungestérien konstanten Krimmungen einen Zustand reiner Biegung nicht

w 1 r S
04 1 r S
02 1 r s

04,1 1
02,2 1
61’2+92’1 1 1
W,1+04¢ 1 1
w,o+0o 1 1

M@ 6 @ 6 B 70 6 @

Tabelle 6.5 Verzerrungsmodes des reduziert integrierten, dreiknotigen Elementes
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Bild 6.3: Erwartete Lésung linearer Plattenelemente bei reiner Biegung
(% = const., y = 0)

exakt darstellen kann, da der Integrationspunkt nicht im Nulldurchgang eines linearen
Rotationsmodes liegt. Die Tabellen der Verzerrungsmodes wurden von Andelfinger
(1991) fiir viereckige Elemente aufgestelit und gelten nur, solange die Elemente unver-
zerrt sind. Sie sind auf Dreiecke nur eingeschrénkt anwendbar, wie am Beispiel einer
gelenkig gelagerten Platte unter reiner Biegebelastung anschaulich dargestellt werden
kann. In Bild 6.3 ist das System und diefiir ein lineares Plattenelement erwartete Losung
angegeben.

Beim vierknotigen Element geht die Nullinie der Rotationen genau durch den Schwer-
punkt des Elementes, so daB durch eine Einpunkt—Integration die linearen Anteile der
Rotationen entfallen und die Biege~ von den Schubverzerrungen entkoppelt werden.
Bei dreieckigen Elementen ist dies jedoch nicht der Fall, da nach Bild 6.4 der Schwer-
punkt eines Dreiecks in der Regel nicht auf der Nullinie der Rotationen zu liegen kommt.
Allgemein kann das reduziert integrierte, lineare Dreieck nur die Momente exakt darstel-
len, deren Richtung parallel zu einer der Seitenhalbierenden des Dreiecks verlduft. Das
Beispiel einer quadratischen Platte in Bild 6.4 zeigt, daB dies nur in Ausnahmen der Fall
ist. Da die Seitenhalbierenden eines Dreiecks praktisch nie orthogonal zueinander sind,
ist die exakte Darstellung eines biaxialen Krimmungszustandes mit zwei zueinander or-
thogonalen Hauptdehnungsrichtungen prinzipiell ausgeschlossen. Diese Uberlegun-
gen sind fur beliebige Plattensysteme g(iltig, da sich bei reiner Biegung durch Abzug
der Starrkdrperbewegungen immer ein Verlauf der Rotationen nach Bild 6.3 konstruie-
ren 1aBt. Mit einem Wert von 0,75 deutet auch der ,Constraint Count® darauf hin, daB
das reduziert integrierte, lineare Element nicht frei von ,Shear Locking” ist.

Die reduzierte Integration der Schubenergie, die bei viereckigen Elementen zu einer
entscheidenden Verbesserung flhrt, kann deshalb bei dreieckigen, linearen Elementen
nicht mit vergleichbarem Erfolg eingesetzt werden. Die Methode fihrt zu einer inneren
Kinematik, auBerdem kénnen Schubversteifungen nicht vermieden werden. Eine hy-
bride Spannungsmethode mit einem konstanten Ansatz fiir die Querkréfte filtert aus den
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Bild 6.4: Werte der Schubverzerrungen des reduziert integrierten Dreiecks bei ver-
schiedenen Netzeinteilungen

kompatiblen Verzerrungen genau dieselben Anteile wie eine reduzierte Integration he-
raus. Das Schubversteifen des dreiknotigen Elementes |48t sich deswegen auch mit
einer hybriden Spannungsmethode dieser Art nicht verhindern.

Beim sechsknotigen Plattenelement kann dagegen das Problem der Schubversteifun-
gen durch reduzierte Integration vollstandig geldst werden. Eine Inhtegrationsregel mit
drei Stltzstellen reduziert die Zah! der Nebenbedingungen sowsit, daB der ,Constraint
Count” r einen Wert von 1,3 einnimmt. Damit ist die Zahl der Freiheitsgrade gréBer als
die Zaht der Nebenbedingungen und es kann sich eine sinnvolle Lésung einstellen.
Wichtig ist dabei, dafB die Integrationsregel 3 mit Stiitzstellen in den Seitenmitten ver-
wendet wird. Dadurch werden die Schubbedingungen zweier benachbarter Elemente
linear abhé&ngig und die Zahl der Nebenbedingungen wird weiter reduziert. Schon eine
Integration nach Regel 3’ mit Stiitzstellen im Innern des Elementes flihrt zu einer Rate
von r = 1,0 und damit zu Schubversteifungen. In Bild 6.5 ist der ,Constraint Count® r
flr Verschiebungselemente mit unterschiedlicher Integrationsordnung zusammenge-
faBt. Zur Bestimmung von r wird ein Netz mit rechtwinkligen Elementen verwendet, das
zu denselben Werten wie ein regelmaBiges Netz aus gleichseitigen Dreiecken flihrt.

| tegrati

Element | Integration | npof Ne r ﬂ%%ﬂ

DISP3 1 3n2 | 4n2 | 0,75 gg%g

DISP3 3 3n2 9n2 0,3§ %%m%

DISP3 3’ 3n2 | 12n2 | 0,25

DISP6 3 |12n2 | on2 | 133 Ngle = 2n7

DISP6 3 12n2 | 12n2 | 1,00 Mo = (N + )2 = n2
DISP6 4 12n2 | 16n2 | 0,75 & . )
DISP6 6 12n2 | 24n2 | 0,50 Nygnt = 30" + 2n - 3n

Bild 8.5: ,Constraint Count” r flir Verschiebungselemente mit unterschiedlicher In-
tegrationsordnung nach Tabelle 4.2 (n ... Anzahl der Element je Seite )
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6.3 EAS-Methode fiir dreiknotige Elemente

Die Modifikation des Querschubanteils von vierknotigen Plattenelementen mit der
EAS~Methode wurde von Simo (1990) durchgefiihrt. Schubversteifungen kénnen da-
mit nach Andelfinger (1991) jedoch nur bei unverzerrter Geometrie vermieden werden.
Die Anwendung der EAS—Methode auf dreieckige Plattenelemente erscheint zunachst
vielversprechend, da im Gegensatz zu vierknotigen Elementen die lokalen, erweiterten
Verzerrungen exakt auf globale Koordinaten transformiert werden kénnen:

§=T Me (6.2)
mit:
5 5 244z
T=| J, U5 212922 (6.3)

Jidin Jopda  Jardiz T dyidan

Die Terme J;; der Jakobimatrix werden nach Gleichung (4.64) bestimmt und sind kon-
stant. Bei vierknotigen Elementen wird ebenfalls eine konstante Transformationsmatrix
T, verwendet, die im Elementschwerpunkt bestimmt wird, Dies ist erforderlich, um kon-
stante Verzerrungszusténde exakt darstellen zu kénnen. Die wirkliche Geometrie des
Elementes wird damit jedoch nur ndherungsweise berlicksichtigt.

Da sowoh! Transformationsmatrix T als auch die Parameter e konstant sind, lautet die
Orthogonalitatsbedingung (56.6):

j M, drds = 0 (6.4)
A

Damit diese Bedingung erflllt ist, missen die einzelnen Verzerrungsansétze jeweils fur
sich den Mittelwert null aufweisen. Fir eine Erweiterung der Schubverzerrungen wird
zundchst ein vollstandig linearer Ansatz so gewéhlt, daf sich analog zur EAS ~Formu-
lierung des vierknotigen Scheibenelementes reine Verzerrungsmodes einstellen kon-
nen:

r s 0
Mr=[ooes] (6.5)

Diese Funktionen sind beim voll integrierten, linearen Verschiebungselement bereits
vorhanden, jedoch mit Krimmungen gekoppelt. Da sie nun dem Element auch entkop-
pelt zur Verfligung gestellt werden, kénnen sich theoretisch nach Tabelle 6.6 zusam-
men mit den Modes (5)+(10) und (9)+(13) reine Biegezustande einstelien.

Die gewahiten Ansétze sind linear unabhangig zu den kompatiblen Verzerrungsmodes
und erflllen damit eine notwendige Bedingung fir die Stabilitat der EAS—Methode. Die
Orthogonalitdtsbedingung wird jedoch verletzt, da im Gegensatz zu viereckigen Ele-
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w 1 r S
91 1 r S
62 1 r S

04 1 1
B2 1
B1,2+02,1 1 1
W+ 04 1 1 r S r s
Wo+0s 1 1 r s r s

0 @ & @ 6 @ @ 6 © (10 (1) ([12) (13)

Tabelle 6.6 Verzerrungsmodes des dreiknotigen Plattenelementes mit erweiterten
Verzerrungen (10) — (13)

menten lineare Funktionen Gber einem Dreieck im Mittel nicht den Wert null haben. Aus
diesem Grund wird ein modifizierter Verzerrungsansaiz gewshit:
- - 0

M, = [ ' 01/3 ® 01/3 r—01/3 s—1/3 :I (6.6)
Dieser Ansatz erflllt die Orthogonalititsbedingung (6.4). Die Ergebnisse dieses
EAS4-Plattenelementes sind jedoch enttduschend. Auch dieses Element ist nicht in
der Lage, einenreinen Biegezustand exakt darzustellen. Im Beispiel nach Bild 6.3 erzielt
das Element genau dieselben Ergebnisse wie das reduziert integrierte, lineare Ver-
schiebungselement. Sowoh| reduzierte Integration als auch EAS—Methode fiihren zu
einer liber das Element gemittelten Schubverzerrung, die im Fall reiner Biegung falsche
Ergebnisse liefert. Der urspriingliche Ansatz (6.5) ist variationell inkonsistent und fahrt
dariiberhinaus zu schlechteren Ergebnissen als (6.6). Als weitere Mdglichkeit bietet
sich ein quadratischer Ansatz flr die inkompatiblen Verzerrungen an:

B N R U RO P S |
M, = r-3 s—g fr g "~73 $°~3 01 O1 2O1 01 201 6.7)
0 0 0 0 0 r»—§ s——§ ""g rs—ﬁ s—-g

Zur Erflillung der Orthogonalitatsbedingung wurden hier die quadratischen Terme be-
reits modifiziert. Trotz des hohen Aufwandes mit zehn zusétzlichen Unbekannten ist
auch mit diesem Ansatz keine wesentliche Verbesserung feststellbar. Theorstisch kdme
auch eine Modifikation der Kriimmungen mit der EAS—Methode in Betracht. Dies istje-
doch nicht sinnvoll, da die kempatiblen Krimmungen nur konstant vorliegen und die
Orthogonalititsbedingung (5.6) automatisch zu einer Entkopplung von kompatiblen
und erweiterten Verzerrungen ( F=0 in Gleichung (5.15)) filhrt. Damit bleibt die Steifig-
keitsmatrix des Verschiebungselementes unverandert. AuBerdem wéren von quadrati-
schen Ansatzen keine bessere Lésung eines Problems mit konstanter Krimmung zu
erwarten.
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Tabelle 6.7 Ansatzfunktionen der Seitenmitten

Nach reduzierter Integration und hybrider Spannungsmethode scheint auch die EAS—
Methode bei der Lésung des ,Shear—~Locking“~Problems von Dreiecken zu versagen.
In Anlehnung an die in Kapitel 6.5 behandelten Elemente mit erweiterten Verschiebun-
gen laBt sich jedoch ein EAS—Element konstruieren, das reine Biegezustinde exakt
darstellen kann, dabei jedoch variationell inkonsistent bleibt. Elemente mit erweiterten
Verschiebungen verwenden haufig quadratische Modes der Seitenmitten, die mit Ablei-
tungen in Tabelle 6.7 dargestellt sind. Daraus kann ein EAS~Ansatz fiir die Schubver-
zerrungen konstruiert werden:

w=[T0F Y] | ©8)
Dieser Ansatz mit drei freien Parametern ist nur unvollsténdig linear und variationell in-
konsistent, da die Verzerrungsmodes die Orthogonalitiatsbedingung nicht erfllen. Die
Schubverzerrungen in r— und s—Richtung sind miteinander gekoppelt, der Ansatz ist
jedochinvariant bezliglich einer Drehung des Koordinatensystems. Die Verzerrungsan-
sétze bieten dem Element genau die Modes an, die zu einer Darstellung reiner Biegung
bendtigt werden. Das Element EAS3 mit den Ansétzen (6.8) erfiillt deswegen als einzi-
ges Plattenelement nach der EAS—Methode den Patchtest fur reine Biegung. Da die
Orthogonalitatsbedingung nicht erflillt wird, ist die Konvergenz des Elementes jedoch
nicht nachweisbar. Ein modifizierter Ansatz

t—-r s-1/3 1/3-
Mr=[1/3—r r—1/3 i—ss] (6.9)

erflllt zwar die Orthogonalitatsbedingung, fiihrt jedoch zu einem Element, das wie-
derum keine reine Biegezustande darstellen kann. Auch Schubversteifungen kénnen
von dem Element EAS3 nicht vermieden werden. Durch die EAS—Modes erhoht sich
zwar die Zahl der Freiheitsgrade je Element um drei, insgesamt erreicht der ,Constraint
Count” dieses Elementes aber nur den Wert 1,0. Die L&sungen der in diesem Kapitel
behandelten Elemente sind flr einen Kragarm mit Randmoment in Bild 6.6 zusammen-
gestellt.
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E = 12000
vl h = 0,1
I = 1,0
v = 0,0
/
exakt EAS4 EAS10 EAS3 EAS3’
(6.6) ’ 6.7) (6.8) ‘ (6.9)

w! 0.500 0.507 0.004 0.500 0177
w2 0.500 0.337 0.002 0.500 0.075
B 1.000 0.484 0.025 1.000 0.255
B2 1.000 0.017 0.005 1.000 0.025

Bild 6.6: Kragarm mit Randmomenit, Ergebnisse der EAS—Elemente

6.4 ANS-—Methode fiir dreiknotige Elemente

ZurVermeidung des ,Shear—Locking" von viereckigen Plattenelementen wird fast aus-
schlieBlich die ANS—Methode eingesetzt. In der Implementierung von Dvorkin (1984)
werden die Schubverzerrungen yin lokalen Koordinaten unvolistdndig linear angesetzt:

Y] _q[t-s 1+s 0 0 Ug
V"[vs}—§[ 0 0 1-r 1+r] oy (6.10)
mit:

Xy, X

SR e [ ET PR 61
Zur Bestimmung der Parameter a; werden die tangentialen Komponenten der aus der
Kinematikbedingung (4.36) gewonnenen Schubverzerrungen mit den angenommenen
Schubverzerrungen v in den vier ,Sampling“— oder Kollokationspunkten A-—D gleich-
gesetzt. Auf diese Weise werden versteifende Schubterme vollstandig vermieden und
vor allem die Zahl der Nebenbedingungen wesentlich reduziert. Da nur dietangentialen
Komponenten der Schubverzerrungen beriicksichtigt werden, verringert sich die Zahl
der Schubbedingungen von acht auf vier. AuBerdem sind die Schubbedingungen be-
nachbarter Elemente linear abhangig, so daB insgesamt nur eine Nebenbedingung je
Kante besteht und der ,Constraint Count* des vierknotigen ANS—Elementes den ide-
alen Wert von r = 1,5 einnimmt.
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Bild 6.7: Kollokationspunkte und Ansatzfunktion des vierknotigen ANS—Elementes

Eine Ubertragung dieser Methode auf dreieckige Elemente ist nicht direkt moglich. Bei
drei Kollokationspunkten in den Seitenmitten steht neben zwei konstanten Verzerrungs-
modes ein linearer Mode zur Verfligung, so daB unvollstandig lineare Ansatze entste-
hen. Eine dem viereckigen Element &hnlicher Ansatz:

1 - —-{r+s) 0
A=[ 0S r(+s 1—r] (6.12)

flhrt zu Schubverzerrungen, deren tangentiale Komponente an jeweils einer Element-
kante konstant, an den anderen Kanten jedoch gleich null wird. Konstante Verzerrungs-
zustande sind damit jedoch nicht darstellbar. Zu besseren Ergebnissen filhrt ein Schub-
verzerrungsansatz, der auch fir das TLQL —Element nach Kapitel 6.8 verwendet wird:

A= [(1) =0 } (6.13)

Dieser Ansatz enthélt die beiden konstanten Modes exakt. Der lineare Mode ist so ge-
wahlt, daB die tangentialen Schubverzerrungen an jeder Elementkante konstant und
auBerdem stetig zwischen zwei benachbarten Elementen sind. Durch diese Eigen-
schaft sind Raviart—Thomas—Réaume definiert. Im Vergleich zu dem Vektoransatz nach
Raviart—~Thomas in Kapitel 5.6.2 sind hier jedoch die tangentialen und nicht die norma-
len Vektorkomponenten kontinuierlich, so dafl es sich bei dem Ansatz nach Gleichung
(6.13) um ein Element des rotierten Raviart—Thomas—Raumes RT¢? der Ordnung null
handelt. Mit diesem Ansatz ist das ANS—Element in der Lage, konstante Momente
exakt darzustellen. Damit besteht das Element den Patchtest fiir reine Biegung. Auch
dieses Element ist jedoch nicht volistandig frei von Schubversteifungen. Durch die gré-
Bere Anzahlvon Elementkanten bei dreieckigen Netzen verschlechtert sich im Vergleich
zum vierknotigen ANS—Element der ,Constraint Count”, der hier nur einen Wert von r
= 1,0 erreicht. Eine vergleichbare Elementformulierung wurde von Boisse (1992) vorge-
stellt, die ebenfalls Schubversteifungen zeigt.
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6.5 Plattenelemente mit erweiterten Verschiebungen

Ansatze gleicher Polynomordnung far Verschiebungen und Rotationen fihren zwangs-
l&ufig zu Schubversteifungen, da sich die Schubverzerrungen aus Funktionen unter-
schiedlichen Polynomgrades zusammensetzen und die Bedingung

y=Vw+0=0 (6.14)

hicht mehr erfiillt werden kann. Wenn jedoch der Ansatzgrad der Durchbiegung w um
einen Polynomgrad héher als der der Rotationen gewahlt wird, treten in Gleichung
(6.14) nur Polynome derselben Ordnung auf. Dies entspricht der Vorgehensweise des
Kirchhoffmode—Konzeptes (KM), auf dessen Basis Hughes (1981b) eine Familie aniso-
parametrischer Elemente vorstellt, Das KM~Element niedrigster Ordnung dieser Fami-
lie verwendet lineare Ansétze fiir die Rotationen und quadratische Ansatze fiir die Ver-
schiebungen. Durch Differentiation der Verschiebungsanitze entstehen vollstandig
lineare Terme, die in Gleichung (6.14) die linearen Funktionen der Rotationen kompen-
sieren. Das Element besteht deswegen ohne weitere MaBnahmen den Patchtest reiner
Biegung. Die drei zusatzlichen Freiheitsgrade sind jedoch nicht in der Lage, den Grad
der Uberbestimmtheit entscheidend zu verbessern. Die Schubbedingungen der dreiin-
tegrationspunkte sind weiterhin dominierend, so daB das KM—Element nur einen ,Con-
straint Count” von r = 2/3 erreicht.

O Durchbiegung
X Rotationen

Bild 6.8: Freiheitsgrade des KM-Elementes (Kirchhoff—Mode)

Ein weiterer Nachteil des KM—Elementes ist die unterschiedliche Anzah! von Freiheits-
graden je Knoten. Es kann schlecht mit anderen Elementen gekoppelt werden und die
Implementierung in bestehende Programme ist aufwendig, da Lagerbedingungen und
Belastung angepaft werden miissen. Daher gibt es verschiedene Versuche, die Ver-
schiebungsfreiheitsgrade der Seitenmitten zu kondensieren, um ein Element mit nur
drei Knoten zu erhalten.
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Die Verschiebungen des KM—Elementes werden mit quadratischen Funktionen
CO—kontinuierlich approximiert, Wird die Kopplung der Mittelknoten zweier benachbar-
ter Elemente gel6st, so kdnnen diese Freiheitsgrade auf Elementebene eliminiert wer-
den. Die Verschiebungen werden dann nur noch C~—kontinuierlich, d.h. unstetig an-
gesetzt. Die zugehorigen Verzerrungsmodes wurden in Gleichung (6.8) bereits
angegeben, das Element wird damit identisch zu dem in Kapitel 6.3 vorgesteliten
EAS3—Element. Diskontinuierliche Verschiebungsansatze sind aber variationell nicht
abgesichert, werden jedoch z.B. beim viereckigen Scheibenelement von Taylor (1976)
erfolgreich eingesetzt. Eine variationelle Basis des inkompatiblen Scheibenelementes
konnte von Simo (1990) Gber die Identitat mit der EAS —Methode aufgestellt werden. Ein
vergleichbares Vorgehen ist hier nicht méglich, da das EAS3—Element ebenfalls varia-
tionell inkonsistent ist, wie in Kapitel 6.3 gezeigt wurde.

Eine andere Mdglichkeit zur Elimination des Mittelknotens stellt eine Kopplung mit den
Rotationen in den Eckknoten dar, wie sie in Kapitel 5.8.2 am Beispiel des schubweichen
Balkens vorgestellt wurde. Das Verfahren 188t sich direkt auf Plattenelemente (ibertra-
gen, indem die Mittendurchbiegung mit der zur Elementkante normalen Rotationskom-
ponente verkniipft wird. Diese Methode wird in Kapitel 6.6 am Beispiel des XU —Elemen-
tes erlautert und wurde flir dreieckige Plattenelemente erstmals von Tessler (1985)
eingesetzt, Die Verschiebungsansétze bleiben dabei kompatibel, da die Rotationen
CO—kontinuierlich sind und fiir zwei benachbarte Elemente zu denselben Kopplungs-
termen entlang der gemeinsamen Elementkante fihren. Nach Kapitel 5.8.2 wird die Eli-
minierung der Mittelknoten durch die Bedingung konstanter, tangentialer Schubverzer-
rungen erreicht. Dieselbe Bedingung erflllt auch der Schubansatz des ANS—Elemen-
tes, weshalb das ANS—Element und das Element nach Tessler (1985) zu einer identi-
schen Elementformulierung flihren. Es sei erwahnt, daB Verwoerd (1990) dasselbe Vor-
gehen zur Verbesserung des sechsknotigen Plattenelementes einsetzt. Dabei werden
die Verschiebungen durch kubische Terme erweitert, um einen rein linearen Verlauf der
tangentialen Schubverzerrungen zu erreichen.

Die vorgestellten Elemente EAS3 bzw. KM und ANS bzw. Tessler erflllen jeweils den
Patchtest reiner Biegung, zeigen bei diinnen Platten jedoch noch starkes ,Shear—Lok-
king“. Ursache ist die Uberbestimmtheit der Elemente, die sich in einem LConstraint
Count*vonr < 1,0 ausdriickt. Flr eine versteifungsfreie Elementformulierung ist es des-
wegen erforderlich, die Zahl der Freiheitsgrade weiter zu erhéhen oder die Zahl der Ne-
benbedingungen zu reduzieren. Beide Méglichkeiten werden von dem im néchsten Ka-
pitel vorgesteliten XU~—Element genutzt.
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6.6 Das XU~—Element

Das erste schubweiche, dreieckige Plattenelement mit neun Freiheitsgraden, das keine
Versteifungseffekte aufweist, wurde von Xu (1986) vorgestelit. Seitdem wurde das Ele-
ment von Auricchio (1991), Xu (1992) und Taylor (1993) erneut aufgegriffen und analy-
siert. Ausgangspunkt des Elementes ist das anisoparametrische KM~ Element. Wie bei
Tessler werden die Seitenmittenknoten eliminiert und zusétzlich eine variationelle
Schubbedingung nach Kapitel 5.8.4 eingeflhrt. AuBerdem wird das Element um zwei
Rotationsfreiheitsgrade im Schwerpunkt erweitert.

Bild 6.9: Geometrie des XU—Elementes

Der Ansatz der Durchbiegung w(r,s) enthalt neben der linearen Standardinterpolation
Anteile der Rotationen, so daB sich insgesamt folgende Ansétze ergeben:

3 3
wirs) = DN wh— SN Bl Ik (6.15)
i=1 k=1
s N
B(r.s) = > NB' + N,p7 (6.16)
i=1 :
mit:
.. Lange der Kante mit dem Startknoten k (6.17)
Der Mittelwert der Rotationen B¥, um den Normalenvektor ny betragt:
BX = %nk(pk — pk=1) mit: k=1.3 p=¢p (6.18)

Die Ansatzfunktionen Ny_j sind die {iblichen linearen Funktionen, wahrend es sich bei
den Funktionen N4_gum quadratische Lagrangefunktionen der Seitenmittelknoten und
bei N7 um einen Anteil eines kubischen Ansatzes fir den Mittelknotens handelt:

Ny=1-r-s=t Ny=tr No=rst
Na==r Ns=rs
N3=s Ng=ts
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Durch den kubischen ,Bubble”—Mode der Rotationen werden dem bisher konstanten
Momentenverlauf lineare und quadratische Terme hinzugefligt, wahrend die Schubver-
zerrungen um einen kubischen Anteil erweitert werden. Eine systematische Ergénzung
der Verzerrungsmodes wird damit jedoch nicht erreicht. Mit diesen Ansatzen kann auf
herkémmiiche Weise der B—Operator der Krimmungen By aufgestelit werden. Es wird
eine variationelle Schubbedingung mit konstanten Ansétzen flir Schubverzerrungen
und Querkréfte so gewahlt, daB sich y nach Gleichung (5.68) bestimmen 148t:

y = %J B.d dA = Byd (6.19)
A

Dabei ist d der Vektor der unbekannten Knotenvariablen des Elementes:

dT=[w' p] By w2 B2 B3 w 3 B3 7 67 | (6.20)
Fir Gleichung (6.19) wird der B—Operator der Schubverzerrungen Bg wird auf her-
kémmliche Weise aufgestellt, wobei jedoch die zusétzlichen Rotationsanteile zu be-
ricksichtigen sind. Da die Rotationen des siebten Modes entlang der Elementkanten

gleich null sind, kénnen sie auf Elementebene kondensiert werden, um die Zahl der glo-
balen Freiheitsgrade zu reduzieren.

Aufgrund der kubischen Ansétze fir die Rotationen tretenim Integral der Steifigkeitsma-
trix Polynome vierter Ordnung auf. Zur exakten Integration wéren damit mindestens
sechs Stiitzstellen erforderlich. Aus Grinden der Effizienz kdnnen jedoch Integrations-
regeln mit drei oder vier Stiitzstellen verwendet werden. Der Verlust an Rechengenauig-
keit betrifft nur die kubischen ,Bubble“—Modes, da alle anderen Energieanteile bereits
mit einer Dreipunkt—Regel exakt integriert werden. Die besten Ergebnisse werden mit
den Integrationsregeln 3’ und 4 nach Tabelle 4.2 erzielt.

Nur durch das Zusammenwirken von erweiterten Rotationen und variationeller Schub-
bedingung kann das XU—Element die Schubversteifungen des KM—Elementes (ber-
winden. Fur ein Netz nach Bild 6.5 fallt die Zahl der Nebenbedingungen von 9n2 auf4n?,
dagegen steigt die Zahl der Freiheitsgrade von 6n2 auf 7n2. Damit steigt der ,Constraint
Count” des XU —Elementes auf den Wertvon 1,75 an, der ideale Wert von 1,5 wird damit
leicht ibertroffen. Ohne die zusatzlichen Rotationsireiheitsgrade entsteht aus dem XU —
Element das Element XU, welches einen ,Constraint Count“ von r = 0,75 besitzt und
damit Schubversteifungen zeigt. Das XU~ —Element ist identisch zu dem Element ANS/
SR, welches durch selektiv reduzierte Integration aus dem ANS—Element entsteht.

Eine interessante Kombination stellt das Element DISP4/SRI dar, welches aus dem re-
duziert integrierten, linearen Dreieck durch Hinzufligung von ,Bubble“—~Modes fiir die
Rotationen gebildet wird. Dieses Element besteht zwar den Patchtest reiner Biegung
nicht, es weist jedoch einen ,Constraint Count® von r = 1,75 auf und zeigt in den Verfor-
mungen sowie in den Momenten keine ,Locking”—Effekte. Der Patchtest ist deshalb
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keine notwendige Bedingung firr die Vermeidung von Schubversteifungen. Allerdings
treten bei dem Element DISP4/SRI zu hohe Querkrafte auf, die mit zunehmender
Schlankheit der Platte ommer gréBer werden. Die Konvergenz der Querkrafte entspricht
damit der Konvergenz der Verformungen eines versteifenden Elementes und kann des-
halb fiir praktische Anwendungen nicht empfohlen werden.

In Tabelle 6.8 wird der Zusammenhang zwischen den in diesem Kapitel erlduterten Me-
thoden und Elementen aufgestellt. Am Beispiel einer eingespannten quadratischen
Platte unter Gleichlast wird deutlich, daB nur das XU~ Element versteifungsfreie Ergeb-
nisse liefert und gleichzeitig den Patchtest besteht,

SRl |DISP4/SRI| ANS | ANS/SRI Xu~- XU
red. Integration X X : X - X X
w-f—Kopplung X X X X
»Bubble“—~Mode X X
Patchtest - I » -
»Constraint Count“| 0,75 1,75 1,00 0,75 0,756 1,75
sLocking”—frei 124 12
i/h =100 0,056 0,92 0,57 0,80 0,80 0,98
I/h = 10000 6,0.107° 0,91 1,5610-%| 55.10~% |5,510-% | 0,98

Tabelle 6.8 Vergleich von Plattenelementen und deren normierter Durchbiegungen
am Beispiel einer eingespannten, quadratischen Platte unter Gleichlast

6.7 Das DST—Element

Ein vollstindig anderes Vorgehen schiagt Batoz (1989) mit dem DST—Element vor. Die-
ses ,Discrete Shear Triangle” stellt eine Weiterentwicklung des erfolgreichen ,Discrete
Kirchhoff Triangle“ (DKT) von Batoz {1980) dar, das zur Anwendung auf schubweiche
Platten erweitert wurde. Die erste Formulierung aus dem Jahr 1989 erfullt den Patchtest
nicht vollstandig, was mit einer neuen Version des DST~Elementes von Batoz (1992)
verbessert werden konnte.

Fir das DST—Element werden als Basis lineare Interpolationsfunktionen fir die neun
unbekannten Verschiebungs— und Rotationsfreiheitsgrade verwendet, Die Durchbie-
gung werden nicht direkt interpoliert sondern gehen indirekt (iber die Kopplungsbezie-
hung (6.31) in die Elementformulierung ein. Zusatzlich werden die Rotationen um drei
inkompatible Ansétze erweitert:

3 3 '
Br.s) = D NP + > Pngy (6.21)
i=1 © k=1
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Aus den inkompatiblen Anséatzen P werden (iber die Normalenvektoren ng Komponen-
ten in globalen Richtungen gebildet. Da die linearen Rotationsfunktionen N; zu konstan-
ten Momenten flihren, entspricht der Ansatz (6.21) einer Aufteilung der Rotationen in
rc— und h—Modes nach der ,Freien Formulierung™:

B = NicPrc + Nppy, (6.22)
mit;

Nic = [Ny Ny Ng] (6.23)

N, = [Pin; Pon, Pgny (6.24)

Pk =[BT BT §°T | (6.25)

Pl = [0 ay ag) (6.26)

Die Krimmungen lassen sich mit den gewéhlten Ansétzen auf herkémmliche Weise be-
stimmen:

% = Biprc + Bypy, (6.27)
Die erweiterten Ansatzfunktionen Py setzt Batoz (1992) aus den bekannten quadrati-
schen Termen der Mittelknoten und einer linearen Funktion zusammen. Diese Funktio-

nen sind zusammen mit ihren ersten und zweiten Ableitungen in Tabelle 6.9 angege-
ben.

K 1 2 3

Py 4rt+%s—1—2 4rs+%t—% 4st+%t—%
Prs 4 -8 — 4s 4s_% ~4s+§
Pis ~4r+ 3 ar -2 4—8s—4r
Pi -8 0 0

Py 0 4 0

P 0 0 -8

Tabelle 6.9 Erweiterte Ansatzfunktionen Py mit Ableitungen

Die Schubverzerrungen des Elementes werden (iber die Querkréfte der Gleichge-
wichtsbedingungen direkt aus den Momenten ermittelt:

Myq1 + m12,2}

q=Lgm = [m12,1 + Mo (6.28)
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7 = C5'LgCgByp;, = Bep,, (6.29)

Die konstanten Krimmungen leisten dabei keinen Beitrag fr die Schubverzerrungen,
0 daB diese nur von den erweiterten Modes Py abhéngig sind. Durch die zweimalige
Ableitung entstehen aus den urspriinglich quadratischen Funktionen konstante Schub-
verzerrungen. Zur Bestimmung der Parameter oy werden diskrete Schubbedingungen
eingefihrt, die die aus Gleichung (6.29) ermittelten Schubverzerrungen 7 an den drei
Seitenmitten mit den kompatiblen Schubverzerrungen y gleichsetzen:

y = Bgd (6.30)
t7 =ty k=123 (6.31)

Diese Bedingungen werden firr die tangentialen Komponenten des Schubverzerrungs-
vektors aufgestellt. Daraus ergeben sich drei Gleichungen, die die Parameter ok in Ab-
hangigkeit der Knotenvariablen ausdriicken. Durch Einsetzen der Ansatzfunktionen
und der Elementgeometrie 148t sich Gieichung (6.31) in Matrizenform aufstellen:

o= Tyd (6.32)

Zur Bestimmung der Matrix T, sind eine Reihe von Umformungen erforderlich, die Ba-
toz (1992) entnommen werden kénnen. Damit setzt sich die Steifigkeitsmatrix aus drei
verschiedenen Anteilen zusammen: der Biegesteifigkeit K, der konstanten Biegemo-
des, der Biegesteifigkeit Ky, der Biegemodes héherer Ordnung und der Schubsteifigkeit
Ks:

K=K+ K, + Ks (6.33)
mit:
K = ABL.CgBc (6.34)
K, =T} f B/CgB,dA T, (6.35)
N v
Ks=ATI BT C, By T, (6.36)

Die von Batoz gewéhlten Ansatze fiir die Rotationen nach Tabelle 6.9 sind energieortho-
gonal zu den Kriimmungen der kompatiblen Ansatze. Damit werden die Méglichkeiten
der ,Freien Formulierung” nicht vollstandig ausgenutzt, die auch nichtorthogonale An-
sditze ermdglicht. Die Formfunktionen Py fihren auf Kriimmungsansétze, die bis aufden
Faktor 4 identisch zu den Schubverzerrungsansétzen des Elementes EAS3 nach Glei-
chung (6.9) sind. In ihrer Funktion sind jedach die Ansatze aufgrund der unterschiedli-
chen Vorgehensweise beider Elemente nicht vergleichbar. Der konstante Term der
Funktionen Py von —1/2 wurde so gewéhlt, daB das Element bei quadratischen Platten
unter Einzel— und gleichmaBiger Flachenlast optimale Ergebnisse erzielt. Es bleibt zu
prifen, wie gut sich das Element bei anderen Problemen verhilt,
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Entscheidend flr die Formulierung des DST~Elementes ist die Verwendung des Mo-
mentengleichgewichts zur Bestimmung der SchubverzZerrungen. Diese Gleichge-
wichtsbedingung wird dadurch exakt und nicht variationell erfiillt. Es entstehen keine
Nebenbedingungen und Schubversteifungen kdnnenvolistindig ausgeschiossen wer-
den. Die Konvergenz der Querkrafte verschlechtert sich jedoch durch die zweifache Ab-
leitung, was von den Beispielen in Kapitel 6.11 bestatigt wird. Die Erweiterung der Rota-
tionen um inkompatible Funktionen im Rahmen der ,Freien Formulierung" ist im Fall
des DST-Elementes problemios mdéglich, da die kompatiblen Rotationen konstante
Verzerrungsmodes exakt darstellen. Diese Vorgehensweise ist jedoch nicht auf den
Querschubanteil Gbertragbar, weil die kompatiblen Schubverzerrungen keine rein kon-
stanten Modes enthalten.

Flr diinne Platten geht das vorgestelite Element nicht in die Formulierung des DKT—
Elementes Uber. Dies ist bei.dem von Katili (1993) ver&ffentlichten DKMT —-Element der
Fall. Dieses Element ist dem DST—~Element sehr &hnlich, es werden jedoch kompatible
Ansatzfunktionen

Pl = [ 4rt 4rs 4st) (6.37)

sowie eine modifizierte Schubbedingung verwendet. Da das DKMT—Element nach Ka-
tili (1993) im Vergleich zum DST—Element eine langsamere Konvergenz zeigt, wird nur
letzteres weiter untersucht.

Das DST- und das XU—Element stellen die bisher erfolgreichsten Formulierungen von
schubweichen Plattenelementen mit neun Freiheitsgraden dar. In Kapitel 6.10 werden
noch andere dreiknotige Elemente kurz vorgestellt, die jedoch in der Genauigkeit zu-
rlickfallen oder andere Nachteile mit sich bringen. Zu einer weiteren Verbesserung des
Elementverhaltens ist daher nach heutigem Stand des Wissens eine Erhéhung der Zahl
der Freineitsgrade je Element erforderlich.

6.8 Das TLQL-Element

Dieses Element wurde zuerst von Papadopoulos (1990) und Zienkiewicz (1990) unter
dem Namen DRM (,Discrete Reissner—Mindlin Element”) eingefihrt. Fir das Element
werden unvolistandig quadratische Ansétze fur die Rotationen, die nicht auf Elemente-
bene eliminiert werden, sowie einen ANS—Ansatz fiir die Schubverzerrungen verwen-
det. Ofate (1992) gibt eine aligemeine Methode zur Formulierung von ANS —Elementen
an, mit der sich sowohl vier— als auch dreieckige Elemente herleiten lassen. In dieser
Veréffentiichung wird das Element in TLQL umbenannt, was fur ,Triangle with Linear
Displacements, Quadratic Rotations and Linear Shear Strains* steht.
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Bild 6.10: Zusétzliche Freiheitsgrade des TLQL~Elementes

Das TLQL-Element besitzt 12 Freiheitsgrade. Die Ublichen linearen Interpolationsfunk-
tionen werden um drei quadratische Ansétze fir die normalen Komponenten der Rota-
tionen erweitert. Der Vektor der Knotenfreiheitsgrade lautet damit:

dT=[w' B} B} w2 B2 B2 wd B 63 Bl B3 B3 | (6.:38)
mit den Ansatzfunktionen flr die normalen Rotationen:
Ny=rt  Ny=rs Ng=st (6.39)

Die Normalenvektoren n; projizieren die lokalen Rotationskomponenten in globale
Richtungen, wodurch sich folgende Interpolation fiir Verschiebung und Rotationen er-
gibt:

3
w(r,s) = > Nw! (6.40)
=1
!31 3 . 3
B(r,s) = [ﬁz] = > NB+ D N, 5B (6.41)
f=1 k=1

Durch Differentiation wird der B—Operator der Kriimmungen direkt gewonnen. Es ent-
steht ein unvollsténdig linearer Verlauf fiir Krimmungen bzw. Momente. Fiir die Schub-
verzerrungen wird ein Ansatz nach der ANS--Methode gewdhlt, der bereits in Kapitel
6.4 verwendet wurde:

A= {(1) 50 } (6.42)

Dieser kann aus einem vollstindig linearen Ansatz

|1 r s 0 0 O
A_{000 1 s} (6.43)

hergeleitet werden, indem mit der Bedingung konstanter tangentialer Schubverzerrun-
gen die Zahl der Modes um drei reduziert wird. Mit dem Ansatz (6.42) werden die
Schubverzerrungen 7 des lokalen r.s—Koordinatensystems interpoliert:
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R
g=|Y|=|1 8 0 fa,| =
7 [YJ {0 — 1}[(12} Ao (6.44)
Die Kopplung zwischen angesetzien und kompatiblen Schubverzerrungen erfolgt tber

die tangentialen Schubverzerrungen der Elementkanten v Mit der Projektionsmatrix
P werden die Komponenten vy in Abhéngigkeit der Parameter a ausgedriickt:

v = Pa o = P“yt (6.45)
mit:
Y= [ Y Vi ,Yta] (6.46)
1 0 0 o o
p=[—c—-c c] P-1=| -1 2 -1 (6.47)
0 0 -1 0 0 -1
c=1//2 (6.48)

Zur Bestimmung der tangentialen Schubverzerrungen aus den kompatiblen Verschie-
bungen und Rotationen wird die Elementkante i betrachtet, die mit demselben Index wie
der Anfangsknoten der Kante bezeichnet wird. Die tangentiale Schubverzerrung der
Kante i wird mit Hilfe einer variationellen Schubbedingung bestimmt:

J Ml = We + nBE) d& =0 (6.49)
I
Sowohl der Wichtungsfaktor ) als auch y; werden konstant angesetzt. Dadurch ent-
spricht das Integral einer Mittelwertbildung und flihrt auf folgende Gleichung filr die tan-
gentialen Schubverzerrungen:

. ) . . "
V=g w) = 3n@ - ) - Bplp (6.50)

Mitl; wird die wahre Lange und mit I'; die Lange der Kante i im Einheitsdreieck bezeich-
net(ly=1l3=1,lo=+/2). Aus den Bedingungen fiir die drei Kanten 148t sich eine Matrix

Bild 6.11:Freiheitsgrade und Geometrie einer Elementkante
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T aufstelien, die die tangentialen Schubverzerrungen aus den Knotenfreiheitsgraden
bestimmt:

7 =Td (6.51)

Durch Zusammentassung der aufgestellten Beziehungen lassen sich die angenomme-
nen Schubverzerrungen direkt aus den Knotenfreiheitsgraden gewinnen:

y = [z;] = J-'AP~'Td = Byd (6.52)

Die inverse Jakobimatrix J=1 transformiert die lokalen Schubverzerrungen in das glo-
bale Koordinatensystem. Damit sind die B~Operatoren fiir Biegung und Schub be-
kannt, und die Steifigkeitsmatrix des Elementes kann auf herkdmmliche Weise be-
stimmt werden. Schubverzerrungen und Krimmungen enthalten lineare Terme, so daB
fir die Integration eine Dreipunkt—Regel ausreichend ist. Das Element besteht den
Patchtest und liefert auch bei diinnen Platten versteifungsfreie Ergebnisse. Aufgrund
der zusétzlichen Rotationen und der Schubbedingungen in tangentialen Komponenten
erreicht das Element einen hohen Wert des ,Constraint Count® von 2,0. Nachteilig ist
die unterschiedliche Anzahl von Freiheitsgraden je Knoten. Wie beim KM—Element hat
dies unglinstige Auswirkungen auf die Implementierung des Elementes.

Sowohl die erweiterten Rotationen als auch der ANS~Ansatz sind entscheidend flir das
gute Verhalten des TLQL—Elementes. Ohne die erweiterten Rotationen reduziert sich
das TLQL~Element auf das in Kapitel 6.4 vorgestellte ANS—Element und wére damit
nicht frei von Schubversteifungen. Nur mit den erweiterten Rotationen und ohne den
ANS--Ansatz kdnnte das Element keine reine Biegemodes darstellen und der ,Con-
straint Count” wiirde auf einen Wert von r = 2/3 sinken. Da die erweiterten Rotationen
als globale Variable gefihrt werden miissen, steigt auch die Anzahl der Freiheitsgrade
pro Element und damit der numerische Aufwand. Eine Elimination der erweiterten Erei-
heitsgrade ist moglich, wenn in Gleichung (6.50) die Schubverzerrungen vy gleich null
gesetzt werden. Dadurch entfallen die Schubverzerrungen volistandig und es entsteht
ein Kirchhoff—Element, das identisch zu dem bekannten DKT~ELement von Batoz
(1980 ist.

Onate (1992) gibt mit dem TQQL—Element ein weiteres schubweiches Plattenelement
derselben Familie an. Dieses Element weist neben quadratischen Rotationen auch qua-
dratische Verschiebungen auf, flhrt aber trotz einer griBeren Anzahl von Freiheitsgra-
den zu schlechteren Ergebnissen als das TLQL—Element. Eine andere interessante
Entwicklung steilt das TLLL—Element von Ofiate (1993b) dar. Dies ist das bisher einzig
bekannte, schubweiche Plattenelement, das volistindig ohne quadratische Ansatz-
funktionen auskommt. Wéhrend flir die Verschiebungen die Gblichen linearen Ansatz-
funktionen verwendet werden, kommen fiir die Rotationen inkompatible Funktionen mit
Stutzstellen in den Seitenmitten zum Einsatz. Die Schubverzerrungen werden wie beim
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TLQL~Element (ber einen ANS—Ansatz nach Gleichung (6.44) bestimmt. Durch den
Ansatz der Rotationen in den Seitenmitten steigt die Zahl der globalen Freiheitsgrade
stark an, so daB der ,Constraint Count” den hohen Wert von 2,3 einnimmt. Das Element
liefert flir SchnittgréBen gute Ergebnisse, die Verformungen werden jedoch meist Gber-
schatzt und nur bei feinen Netzen ausreichend genau berechnet, siehe Graf (1993). Die
unterschiedliche Behandlung der Knoten stellt auch bei diesem Element einen Nachteil
dar. Dennoch ist das TLLL—Element vor allem wegen seiner einfachen Formulierung
attraktiv.

O Durchbiegung
[J Rotationen
X tangentiale Schubverzerrung

Bild 6.12; Freiheitsgrade des TLLL—Elementes

6.9 Das MITC7—Element

Das MITC7 —-Element von Bathe (1989) stelit eine Weiterentwicklung des vierknotigen
Plattenelementes von Dvorkin (1984) dar. Kern diese Elementes ist die ANS—Methode,
die in diesem Fall auf ein Element mit quadratischen bis kubischen Ansatzfunktionen
angewendet wird.

Das Element basiert auf dem sechsknotigen Verschiebungselement mit Lagrange—In-
terpolationsfunktionen. Zusatzlich werden die Rotationen mit einem siebten Knoten um
kubische ,Bubble“~Modes erweitert. Damit besteht der Vektor der Knotenfreiheits-
grade aus 20 Freiwerten:

dT=[w' 8] B} w2 B2 B2 .. w® pS pS B] BJ | (6.53)

Durchbiegung und Rotationen werden durch Linearkombination der sieben Ansatz-
funktionen interpoliert:

6
u= > Ngd; + Nd, (6.54)
i=1

mit;
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"

Ny O 0 0 0

N=|0 N 0 N, =|N7 0 (6.55)
0 0 N 0 N7
[wi

d, = 133 d, = [Ez] (6.56)
g "

Die Krimmungen des Elementes werden auf herkémmliche Weige bestimmt. Fiir die
angenommenen Schubverzerrungen y wird ein Ansatz in lokalen Koordinaten mit acht
unabhéngigen Parametern gewahit:

¥=Aa
O
=|W[={1 r s 0 0 0 rs s2]|%
[ys] [0 0 0 1 r s-r2-rs || (6.57)
Og

Mit diesem Ansatz wird ein Vektorfeld dargestellt, dessen tangentiale Komponente an
den Elementréndern linear und Uber die Elementgrenzen hinweg stetig ist. Wie beim
ANS—Element erflllt auch dieser Ansatz die Bedingungen, die an Funktionen der Ra-
viart—Thomas Rédume gestellt werden. Die Ordnung des Raumes wurde um eine Stufe
erh6ht, so daB ein Ansatz nach Gleichung (6.57) Element des rotierten Raviart—Tho-
mas—Raumes RT¢2 der Ordnung eins ist. Zur Bestimmung der acht Parameter o; wer-
den die tangentialen Komponenten der angesetzten und der kompatiblen Schubverzer-
rungen an sechs Punkten entlang der Elementkanten gleichgesetzt:

t T, s) = ty(r,s) i=1,2.,6 (6.58)
" oder:
tJ " TA(r, s)a = tBg(r, s)d (6.59)

Die Gleichsetzung der Schubverzerrungen muB in einem einheitlichen Koordinatensy-
stem erfolgen. Hier wurden die globalen Koordinaten als Referenzsystem gewéhlt, so
daB die lokalen Schubverzerrungen mit J= transformiert werden mtissen. Dabei ist Bg
der B—Operator der kompatiblen Verzerrungen und t; sind die Tangentenvektoren der
drei Elementkanten. Die Koordinaten der Kollokationspunkte 1 bis 6 entsprechen einer
eindimensionalen GauB—Integration entlang der Elementkanten mit je zwei Stlitzstel-
len. Zusétzlich werden zwei weitere Bedingungen eingefiihrt, die die beiden Schubver-
zerrungsfelder im Innern des Elementes miteinander verknlipfen:

9
%Z 7(r,8) = J-t 7( 100 S10) (6.60)
i=3

Die Kollokationspunkte 7 bis 9 entsprechen den Koordinaten der Integrationsregel 3’,
wahrend Punkt 10 im Schwerpunkt des Elementes liegt. Formal entspricht der Uber-
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gang vonden kompatiblen Schubverzerrungen y auf die angenommenen Schubverzer-
rungen y einem Reduktionsoperator R mit den folgenden Eigenschaften:

7 = R(y) = R(YW + ) = Vw + R(0) (6.61)
f N6 — R(0) p;E)dE =0 ¥V pyE) € P, (6.62)

J © — R(0)) dA = 0 (6.63)
A

Bedingung (6.61) bedeutet, daB die Anteile der Durchbiegung w nicht beeinfluBt wer-
den. Dies ist flir den gewéhlten Ansatz derDurchbiegung der Fall, da die Durchbiegung
nur linear vorliegt und sowohl von den Randpunkten (6.58) als auch von den Mittelungs-
bedingungen (6.60) exakt erfaBt wird. Gleichung (6.62) entspricht einer variationellen
Schubbedingung (6.49) mit einer beliebigen linearen Wichtungsfunktion p4(E). Damit
werden aus der Normalkomponente der kompatiblen Schubverzerrungen die Anteile
quadratischer Ordnung herausgefiltert. Mit Bedingung (6.63) sollen kompatible und an-
genommene Schubverzerrungen im Mittel denselben Wert aufweisen. Um eine Integra-
tion Uber das Element zu vermeiden, wird diese Bedingung durch Gleichung (6.60) er-
setzt. Die Bedingungen (6.58) und (6.60) kénnen mit Hilfe der Matrizen P und T
aufgestellt werden:

Po. = Td ‘ (6.64)
mit:
- .
4 Bg t, B
t, B _
178 t, B
t, B 3
t, BY t2 Bs
T= t, BS P=| t,Bs (6.65)
=5
t, BS ts Bs
1< B! t; BS Bg = Bg(ri. )
§i=z7 ) Bs 1/3,1/3)_ By = Bg(r,s) = 47" A s)

Damit kénnen die Parameter a der angenommenen Schubverzerrungen und der end-
gliltige B—Operator B*g bestimmt werden:

o =P 'Td (6.66)
y = J~'AP~'Td = Bgd (6.67)
Der hierzu erforderliche numerische Aufwand ist nicht unerheblich. Die Matrix T der Di-

mension 8x20 muB komplett aufgestellt werden, hinzu kommt die Invertierung der Ma-
trix P mit der Dimension 8x8. Im Integral der Steifigkeitsmatrix treten quartische Terme
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auf, so daB eine Integrationsregel mit sechs Stiitzstelien verwendet werden sollte. Eine
Eigenwertuntersuchung zeigt jedoch, daB auch bei vier Stitzstellen noch keine inneren
Kinematiken auftreten. Die Formulierung der Schubverzerrungen ist auf gerade Ele-
mentkanten abgestimmt. Inwieweit dies auf gekrimmte Elementkanten Ubertragen
werden kann, ist bisher noch nicht untersucht worden.

Das MITC7 ~Element besteht den Patchtest flir reine Biegung und ist auch bei diinnen
Platten frei von Versteifungen. Da ein Teil der Schubbedingungen in tangentialen Kom-
ponenten entlang der Kanten aufgestellt werden, sind die Nebenbedingungen von be-
nachbarten Elementen linear abhangig. Fir ein System nach Bild 6.5 ergeben sich da-
mit 16n2 Freiheitsgrade, 10n2 Nebenbedingungen und damit ein sehr guterWertflirden
»Gonstraint Count” von 1,6. Selbst lineare Momentenverlaufe werden von dem Element
sehr gut approximiert. Probleme treten jedoch bei der Berechnung der Querkréfte aus
den angenommenen Schubverzerrungen y auf. Obwoh! mit dem Ansatz nach Glei-
chung (6.57) lineare Momentenverlaufe versteifungsfrei dargestellt werden kénnen,

-3.00E-02
9.80E-02
2.26E-01
3.54E-08
4.82E-01
6.10E-01
T.38E-01
8.65E-01
9.93E-01

System und Belastung Biegemoment (mpa=1,0)

-L.1TE+80

konsistente Querkraft (qeyakt=—1,0) Querkraft aus Gleichgewicht
Bild 6.13: Kragarm mit linearem Moment, SchnittgréBen des MITC7 —Elementes
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sind die zugehdrigen Querkrafte nicht konstant. Die quadratischen Terme der ange-
nommenen Schubverzerrungen fithren zu Oszillationen, die die Querkréfte unbrauch-
bar machen. In Bild 6.13 sind die geglatteten SchnittgréBen fir einen Kragarm mit
einem linearen Momentenverlauf dargestellt. Wahrend die Biegemomente mit einem
Fehlervon 7 % sehr gut approximiert werden, treten bei den Querkraften Abweichungen
von Uber 100 % auf. Um sinnvolle Ergebnisse zu erzielen, kdnnen die Querkréafte wie
beim DST~Element aus den Gleichgewichtsbeziehungen ermittelt werden. Dies fiihrt
am Beispiel des Kragarms zu einer Abweichung von der exakten Losung von 17 %. Ba-
the (1989) macht keine Angaben Gber Querkraftverlaufe des MITC7—Elementes. Des-
wegen konnte nicht geklért werden, ob es sich dabei um ein prinzipielles Problem des
Elementes handelt. Die vorgeschlagene Berechnung der Querkrafte ist variationell nicht
konsistent. Hier sind weitere Untersuchungen erforderlich, um die Ursachen der Os-
zillationen zu klaren und mégliche Abhilfen zu entwickeln.

6.10 Sonstige Elemente

In der Literatur werden noch zahlreiche weitere dreieckige Plattenelemente beschrie-
ben. Zur Vollstandigkeit seien hier die wichtigsten Neuentwicklungen kurz vorgestelit.

O Durchbiegung
[0 Rotationen

Bild 6.14: Freiheitsgrade des Arnold/Falk—Elementes

Das Arnold/Falk—Plattenelement nach Arnold (1989) ist eines der wenigen Elemente,
far die ein mathematischer Konvergenz— und Stabilitatsbeweis vorliegt. Das Element
verwendet lineare Ansétze fiir die Rotationen, die um einen kubischen ,Bubble“~Mode
erweitert werden. Als Besonderheit wird ein linearer Ansatz flir die Verschiebungen mit
Stiitzstellen in den Seitenmitten verwendet. Dieser Ansatz fiihrt zu einer inkompatiblen
Interpolation der Durchbiegung, die nurin den Seitenmittelpunkten stetig zu den Nach-
barelementen ist. Die Vorgehensweise ist dem TLLL—Element vergleichbar, bei dem
derinkompatible Ansatz fiir die Rotationen verwendet wird. Die Schubverzerrungen des
Arnold/Falk—Elementes werden (iber gemittelte Rotationen bestimmt:

y=VW+8 -~ (6.68)
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mit:
= _1_ !
0 = ALO dA (6.69)

Dill (1990) testete das Element fir eine Reihe von Standardproblemen und stellte gute
Resultate fir Durchbiegungen und SchnittgréBen fest. Der ,Constraint Count* des At-
nold/Falk—Elementes liegt mit 2,25 sehr hoch. Auch ohne die ,Bubble“—Modes wiirde
das Element bereits einen Wertvon r = 1,25 erreichen. Aufgrund der unterschiedlichen
Behandiung der Elementknoten st eine Implementierung des Elementes in bestehende
Programme schwierig. Kréfte kdnnen nur in den Seitenmitten aufgetragen werden und
die Verformungen an Eckknoten missen durch Extrapolation und Glattung ermittelt
werden. Besonders ungeeignet erscheint das Arnold/Falk—Element flir die Erweiterung
auf Schalentragwerke. Ein passendes Membranelement miiBte ebenfalls Verschiebun-
gen in den Seitenmitten als Freiheitsgrade verwenden.

Zienkiewicz (1988) stellt ein schubweiches, dreieckiges Plattenelement mit quadrati-
schen Ansatzfunktionen vor. Durchbiegungen und Rotationen werden durch die (bli-
chen Lagrange—Funktionen quadratisch angesetzt, wobei die Rotationen durch drei
~Bubble“—Modes mit quartischen Ansétzen erweitert werden. Das Element verwendet
eine hybrid—gemischte Spannungsformulierung fiir die Schubkréfte, die diskontinuier-
lich linear angesetzt werden. Zu einer exakten Integration des Elementes wéaren 12
Stutzstellen erforderlich, es wird allerdings eine reduzierte Integration mit sieben In-
tegrationspunkten empfohlen. Das Element erzielt sehr gute Ergebnisse, erfordert je-
doch einen erheblichen numerischen Aufwand, sowohl hinsichtlich der Integration, als
auch der Zahl der Freiheitsgrade.

Eine Gruppe von schubweichen Dreieckselementen stellt van Keulen (1993) vor. Die
Elemente besitzen 9, 15 und 18 Freiheitsgrade je Element. Die tangentialen Schubver-
zerrungen werden als globale Variable eingeflinrt und von den Rotationen nur die nor-
malen Komponenten als Freiheitsgrade angesetzt. Das einfachste Element der Familie
besitzt mit neun Freiheitsgraden jeweils drei Freiwerte flir Durchbiegung, normale Rota-
tionen und tangentiale Schubverzerrungen. Die Elemente weisen kaum bessere Ergeb-
nisse auf als die bisher vorgesteliten Elemente und werden deshalb nicht weiter behandelt.

Wenig erfolgreiche Entwicklungen stellen die Elemente von Belytschko (1984), Saleeb
(1988), Ferahi (1990) und Argyris (1994) dar. Diese Elemente weisen jeweils mindestens
einen Defekt auf wie Schubversteifungen bei diinnen Platten, kinematische Modes oder
schlechte Konvergenz.

Auch auf dem Gebiet schubstarrer Plattenelemente wurden mehrere neue Elementfor-
mulierungen veréffentlicht. Da jedoch bereits das DKT —Element von Batoz (1980) sehr
gute Ergebnisse liefert, konnten nur unwesentliche Verbesserungen erzielt werden, Zu
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erwdhnen sind die Arbeiten von Jeyachandrabose (1986), Y. Long (1988), Z. Long
(1993) und Cheung (1995), die eine ganze Reihe verbesserter DKT—Elemente vorstel-
len. Auch das von Batoz (1980) eingefihrte HSM—Element wurde weiter entwickelt.
Dieses auf der hybriden Spannungsmethode basierende Element bleibt jedoch auch
nach den Modifikationen von Wu (1982) und Fricker (1985) hinter den Leistungen des
DKT—Elementes zurlick. Das HBS —Element von Hansen (1979) war der Wegbereiter,
der zum ersten Element nach der ,Freien Formulierung” von Bergan (1984) fUhrte. Eine
Weiterentwicklung stellt das Element von Felippa (1987), sowie das ANDES—Element
von Militello (1991) dar, welches die ,Freie Formulierung” mit der ANS —Methode kom-
biniert. Das ANDES—Element fiihrt in bestimmten Féllen zu geringfugig besseren Er-
gebnissen als das DKT—Element, siehe Weiss (1993).

Plattenelemente mit weniger als neun Freiheitsgraden sind seit langem bekannt. Das
Element von Morley (1971) kommt mit drei Verschiebungen in den Ecken und drei nor-
malen Rotationen aus. Eine neue Herleitung dieses Elementes gibt Ofate (1993b) an,
der das TLLL—Element durch Einflhrung der Kirchhoffbedingung in das Morley—Ele-
ment Gberflhrt. In einer weiteren Arbeit von Ofiate (1993a) wird ein Plattenelement mit
ausschlieBlich drei Verschiebungsfreiheitsgraden vorgestellt. Bei diesem Element kdn-
nen Randbedingungen beziglich der Rotationen nicht direkt berGcksichtigt werden.
Vielmehr wird die Elementsteifigkeitsmatrix in Abhangigkeit der Randbedingungen und
der Geometrie des Nachbarelementes modifiziert. In der Leistungsféhigkeit sind derar-
tige Elemente nicht mit herkdmmiichen Elementen vergleichbar, da sie eine niedrigere
Konvergenzrate aufweisen.

Das Problem der Formulierung schubweicher Plattenelemente findet auch in der ma-
thematischen Literatur zunehmende Beachtung. Beispielhaft seien hier die Arbeiten von
Pitk&ranta (1988), Brezzi (1991b), Stenberg (1992) und Stenberg (1993b) genannt. Eine
wichtige Rolie spielt dabei die Theorie der SBB— und CBB—Methoden von Hughes
(1988) und Franca (1988), wobei modifizierte Funktionale die Babuska—Brezzi—Bedin-
gung entweder erflllen (,Satisfying“ BB) oder nicht erflllen (,Circumventing” BB). Erste
vielversprechende, numerische Ergebnisse wurden von Stenberg (1991) vorgelegt, ein
umfassender Vergleich der Elemente liegt jedoch noch nicht vor.

6.11 Numerische Ergebnisse

Zu einem Vergleich der Leistungsfahigkeit werden mit folgenden Elementen eine Reihe
von Testproblemen berechnet:

DISP3 reduziert integriertes, lineares Verschiebungselement nach Kapitel 6.2

DISP6 reduziert integriertes, quadratisches Verschiebungselement nach Kapitel
6.2 (Integrationsregel 3 bzw 3’)
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EAS3 EAS—Element nach Kapitel 6.3, Gleichung (6.8)

ANS ANS—Element nach Kapitel 6.4, Gleichung (6.13)

ANS/SRI ANS—Element mit reduzierter Integration des Schubanteiles
XU3'/4  XU-Element nach Kapitel 6.6 mit Integrationsregel 3’ bzw. 4
DST DST—~Element nach Kapitel 6.7

TLQL TLQL-Element nach Kapitel 6.8

MITC7  MITC7~Element nach Kapitel 6.9

DKT DKT—Element nach Batoz (1980)

B/D vierknotiges ANS—Element nach Dvorkin (1984)

In denfolgenden Abschnitten sollen die Elemente vor allem bezliglich ihrer Effizienz mit-
einander verglichen werden. Ein objektiver MaBstab ist hierflir schwer zu finden, da die
Effizienz von verschiedenen Einfliissen abhangig ist, die je nach Art des Problems und
der zur Verfligung stehenden Rechnerleistung unterschiedlich gewichtet werden mus-
sen. Die wichtigsten Faktoren, die die Effizienz beeinflussen sind Aufwand der Element-
formulierung, Anzaht der Systemfreiheitsgrade, Bandbreite der Steifigkeitsmatrix, ver-
wendeter Gleichungslser sowie Schneliigkeit des Programms. Im folgenden wird als
MabB fir den erforderlichen Aufwand die Anzahl der Systemfreiheitsgrade (DOF) ge-
wahlt, da dies bei groBen Systemen der entscheidende Faktor ist.

6.11.1 Patchtest fiir reine Biegung

Im Patchtest nach Taylor (1986) wird ein System aus verzerrten Elemente so belastet,
daB im Tragwerk konstante Momente entstehen. Dabei muB mindestens ein Element
vollsténdig von anderen Elementen umgeben sein, um eine verzerrungsfreie Darstel-
lung der Starrkérperbewegungen sicherzustellen. Fir die dreieckigen Elemente wurde
ein System nach Bild 6.15 mit den angegebenen Lastvektoren gewahlt. Bis auf das Ele-
ment DISP3 sind alle getesteten Elemente in der Lage, konstante Momente exakt darzu-
stellen und erfillen damit den Patchtest.

6.11.2 Eigenwertanalyse

Um innere Kinematiken der Elemente auszuschlieBen, werden die Eigenwerte eines
einzelnen Elementes untersucht. Die Elemente DISP3, ANS/SRI und XU weisen jeweils
einen ,Zero Energy Mode* auf, der durch die reduzierte Integration der Schubbedin-
gung entsteht. Dieser Mode ist nicht kommunikativ, d. h. bei Systemen mitmehr als zwei
Elementen treten keine Null—Eigenwerte mehr auf. Dies ist keine Garantie dafir, daB
nicht auch bei gréBeren Systemen kinematische Modes auftreten, insbesondere wenn
im System stark unterschiedliche Steifigkeiten vorliegen. Ein Auftreten bei praktischen

95



NN N

Bild 6.15: Patchtest fir dreieckige Plattenelemente

Problemen ist jedoch sehrunwahrscheinlich und wurde bei keiner der eigenen Untersu-
chungen festgestellt. Die Ubrigen Elemente sind frei von inneren Kinematiken.

6.11.3 Verhalten bei diinnen Platten

Die Anfalligkeit der Elemente gegeniiber Schubversteifungen, wird an einer Platte mit
abnehmender Dicke, bzw. zunehmender Schlankheit tberpriit. Um ein mdglichst un-
glinstiges Verhéltnis von Freiheitsgraden zu Nebenbedingungen zu erhalten, wird der
Rand der Platte voll eingespannt. Die Form der Elemente solite auBerdem unregelma-
Big sein, da bei manchen Elementen ,Shear—Locking" nur bei verzerrter Elementgeo-
metrie auftritt. Aus diesen Grinden wurde eine voll eingespannte Kreisplatte unter

1 /exakte Lésung R/M—Platte fiir d/h=10

*\\\\& DKT, TLQL, DST

N XU
h DISP6/3’

0,6-
_ \ \ ANS/SRI

0,41 . N

0,2- N Netz
0 T e e S —y oo
10 100 1000 10000 s

Bild 6.16: Normierte Durchbiegung einer eingespannten Kreisplatte (Referenzidsung
Kirchhoffplatte, Schlankheit s = Durchmesser d / Plattendicke h)

96



Gleichlast als Testbeispiel gewahlt. Bild 6.16 zeigt die an der Kirchhoffldsung normierte,
maximale Durchbiegung in Abhéngigkeit von der Schlankhait.

Trotz reduzierter Integration versteift das Element DISP3 schon bei méBigen Schiank-
heiten vollkommen. Das Schubversteifen des ANS-—Elementes kann durch reduzierte
Integration etwas verbessert werden. Ab einer Schlankheit von 100 fallen die Durchbie-
gungen des Elementes so stark ab, daB es fiir den allgemeinen Einsatz nicht empfohlen
werden kann. Dies gilt auch fir das EAS3~Element, das ebenfalls ein starkes ,Shear
Locking" zeigt. Versteifungsfrei sind das XU—, und das DST~Element, sowie die Ele-
mente héherer Ordnung TLQL und MITC7. Das DISP6—Element mit der Integrationsre-
gel 3 besteht ebenfalls diesen ,Locking“—Test, schon die Integrationsregel 3’ fiihrt je-
doch zu einem Versteifen des Elementes. Im folgenden werden nur die Elemente weiter
untersucht, die frei von Schubversteifungen sind.

6.11.4 Verhalten bei unregelméBiger Elementgeometrie

Um die Empfindlichkeit der Elemente bez(iglich unregelméaBiger Elementgeometrie zu
Uberprifen, wird ein Kragarm mit linearem Momentenverlauf nach Bild 6.1 7 berechnet.
Die Abweichung von der exakten Lésung ist in Bild 6.18 normiert in Abhéngigkeit von
der Ausmittigkeit a des Mittelknotens dargesteltt.

1,0

Bild 6.17: Kragarm zur Ermittiung der Netzempfindlichkeit

Das DST~Element weist mit 15 % die starkste Verénderung der Durchbiegung auf und
ist damit empfindlicher gegentiber Geometrieveranderungen als das DKT~Element,
welches véllig gleichbleibende Ergebnisse liefert. Ein leichter Abfall der Durchbiegung
tritt auch bei den XU—Elementen auf. Das Element XU3’ zeigt eine starkere Verénde-
rung als das Element XU4. Das Ergebnis des DISP6—~Element andert sich kaum bei un-
regelméBiger Geometrie, hat jedoch von allen Elementen den gréBten Abstand von der
Soll-Lésung. Insgesamt zeigen die Elemente sine nur geringe Abhéngigkeit von der
Elementgeometrie.
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Bild 6.18: Normierte Durchbiegung in Abhangigkeit der Ausmittigkeit a

6.11.5 Konvergenz einer eingespannten Kreisplatte unter Gleichlast

E = 10920
v = 03

| =5

h = 1,0/01
qg =10

6 Elemente

!

5

K
N
5

<7

>
LS

o

<

VAV

AN,
<SEES

KK .%VA

SESS

NS

ANAVAVAN

RN

=

OO,

IR RS

e

0%
%
<
'

K
I
pO

N0

O

OV
RSE

’Aéy

24 Elemente 96 Elemente 384 Elemente

Bild 6.19: Eingespannte Kreisplatte, System und FE—Netze
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Zum Vergleich des Konvergenzverhaltens der Elemente wird eine voll eingespannte
Kreisplatte unter Gleichlast berechnet. Die Berechnung erfolgt unter Ausnutzung der
Symmetrie am Viertelsystem. Die Systemdaten und die verwendeten Netze sind in
Bild 6.19 aufgefihrt. Es wurde die in der Literatur (bliche Netzunterteilung gewénhilt, da-
mit die Berechnungsergebnisse vergleichbar sind. Fiir das angegebene System ergibt
sich nach Batoz (1992) bei einer Dicke von h=1,0 eine maximale Durchbiegung von
Wyet=0,01155 in Plattenmitte, wobei die Schubverformung einen Anteil von 15,5% aus-
macht. Die normierten Durchbiegungen der verschiedenen Elemente sind in
Tabelle 6.10 aufgefiihrt und die Konvergenzverlaufe in Bild 6.20 dargestelit.

Netz DST XuUs’ XuU4 TLQL | MITC7 | DKT | DISP6 B/D
6 0,979 | 0,843 | 0,763 | 1,038 | 0,838 | 0,891 | 0,714 0,931
24 0,997 | 0962 | 0,939 | 1,016 | 0,961 | 0,860 | 0,943 0,989
96 0,999 | 0,991 | 0,985 | 1,006 | 0,990 | 0,850 | 0,987 0,997

384 1,000 | 0,997 | 0,996 | 1,002 | 0,997 | 0,846 | 0,997 0,999

Tabelle 6.10 Normierte Durchbiegungen in Plattenmitte (Referenzwert wye;=0,01155)

XU4

07 —DPe —_—

LAt B

5 50 500 DOF

Bild 6.20: Normierte Durchbiegung einer dicken eingespannten Kreisplatte (Referenz-
I6sung 0,01155 )

Alle schubweichen Elemente konvergieren sehr schnell gegen die exakte Losung. Eine
Abweichung von weniger als 10% wird von allen Elemnenten bereits mit sinem Netz aus

24 Elementen erreicht. Besonders gut schneidet das DST~Element ab, das schneller
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konvergiert als das vierknotige ANS—Element von Bathe/Dvorkin. Eine langsamere
Konvergenz weisen die XU—Elemente auf, wobei die Unterintegration des XU3'~—Ele-
mentes zu etwas besseren Ergebnissen fihrt. Die Elemente TLQL und MITC7 bendti-
gen zu einer &hnlich genauen Losung mehr Freiheitsgrade als die dreiknotigen Ele-
mente. Dabei darf der Aufwand fir Freiwerte in den Seitenmitten nicht unterschatzt
werden. Allein der zusatzliche Rotationsfreineitsgrad des TLQL~Elementes verdoppelt
die Zahl der Freiheitsgrade des Gesamtsystems. Am langsamsten konvergiert das re-
duziert integrierte, sechsknotige Verschiebungselement. Das DKT—Element konver-
giert gegen eine Losung, die die Schubverformung nicht beriicksichtigt und ist deswe-
gen fiir dieses Problem nicht gegignet.

Dieselbe Platte wird nun mit einer Dicke von h=0,1 berechnet. Damit wird der Einflu
der Schubverformung vernachlassigbar, und es ergibt sich nach Timoshenko (1970)
eine maximale Durchbiegung in Plattenmitte von w=9,78. Die Werte der Durchbie-
gungen sind in absoluten Werten in Tabelie 6.11 und in Bild 6.21 dargestelt.

Netz DST Xus’ Xu4 TLQL | MITC7 | DKT | DISP6 B/D
6 9,84 7,96 6,95 10,31 7,65 10,29 6,22 9,07
24 9,83 9,35 9,06 9,96 9,28 9,94 8,92 9,96
96 9,79 9,68 961 .| 9,84 9,66 9,82 9,57 9,84
384 9,78 9,76 9,74 9,80 9,76 9,80 9,74 9,80

Tabelle 6.11 Durchbiegungen in Plattenmitte (Referenzwert wye=9,78)

11

81 xug' P
| MITC7”
71 Xu4
DISPG"/
5 50 500 DOF

Bild 6.21: Durchbiegung einer diinnen eingespannten Kreisplatte
(ReferenziGsung w;er=9,78)
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Wieder weist das DST—Element die schnellste Konvergenz auf. Auch das DKT-Ele-
ment konvergiert bei diesem Problem gegen die exakte L&sung. Ansonsten zeigen die
Elemente ein dhnliches Konvergenzverhalten wie bei der dicken Platte.

Der Konvergenzverlauf des Biegemomentes in Plattenmitte ist in Bild 6.22 dargestellt.
Nach Timoshenko (1970) betragt der Referenzwert mys=2,03. Hier liefern die XU— Ele-
mente die besten Ergebnisse. Die reduzierte Integration des XU3'—Elements fiihrt auch
hier zu etwas genaueren Werten, die sogar besser sind als die des B/D—Elementes. Da-
gegen fallen die Ergebnisse des DST—Elementes etwas ab. Das Element ist nicht in der
Lage, Biegemomente mit dhnlich hoher Genauigksit wie die Durchbiegungen darzu-
stellen. Offenbar wurden die freien Parameter des Elementes (siehe Kapitel 6.7) hin-
sichtlich der Verschiebungen optimal gewahit, weshalb die Biegemomente weniger gut
approximiert werden. Einen etwas besseren Verlauf zeigt das DKT —Element. Sehr gute
Ergebnisse liefert das Element MITC7, das in der Effizienz mit dem XU4—Element ver-
gleichbar ist. Eine etwas langsamere Konvergenz als das DST—Element weist das
TLQL~Element auf. Auch hier wirkt sich der hohe Aufwand firr die zusétzlichen Rota-
tionsfreiheitsgrade aus. Die mit Abstand schlechtesten Werte werden wiederum vom
DISP6—Element erzielt.

Die Approximation von Querkraften bereitet allen Elementformulierungen gréBere
Schwierigkeiten. Dies wird in Bild 6.23 deutlich, in dem die maximale Querkraft am Plat-
tenrand in Abhangigkeit der Anzah! der verwendeten Freiheitsgrade aufgetragen ist.
Zufriedenstellende Ergebnisse liefern die XU—Elemente sowie das vierknotige B/D—
Element. Allerdings ist die Konvergenz wesentlich langsamer ais bei den Biegemomen-
ten. Die XU~ Elemente bleiben nur beim feinsten Netz unter einem Fehler von 10%.
Selbst mit einer hohen Zahl von Elementen konvergieren dagegen die anderen Ele-

2,6

DST ~
1 ™~

1,6 — . DISP6_~" —
5 50 500 DOF

Bild 6.22: Biegemoment in Plattenmitte (Referenzwert m;;=2,03 )
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Bild 6.23: Querkraft am Plattenrand (Referenzidésung ¢er=2,50)

mente nicht gegen den exakten Wert von q,¢=2,50. Wéhrend das DST- und
MITC7 —Element zunéchst die vorhandene Querkraft um mehr als 40% (berschéatzen,
um sich dann doch dem exakten Wert zu nahern, konvergieren das DKT— und TLQL—
Element gegen einen falschen Wert. Die Ursache flir dieses schlechte Abschneiden der
Elemente liegt in der Berechnung der Querkréfte aus dem Momentengleichgewicht
nach Gleichung (4.45), wie es bei den Elementen DST, DKT und MITC7 durchgeflhrt
wird. Auch bei starker Netzverfeinerung haben die Biegemomente einen leicht sédge-
zahnahnlichen Verlauf. Selbst wenn die absoluten Werte der Biegemomente beinahe
exakt sind, werden die Querkréfte aufgrund dieses unstetigen Verlaufs (iberschétzt, da
sie durch Differentiation der Momente gewonnen werden. Damit sind diese Elemente
zur Berechnung von Querkréften weniger gut geeignet. Zu einer Verbesserung der
Querkraite kénnten die Ableitungen der Biegemomente nicht von ungegléatteten, son-
dern von geglatteten Werten gebildet werden, wodurch sich der stérende Einflu des
Sédgezahnverlaufs vermeiden lieBe. Ein solches Vorgehen ist von einem theoretischen
Standpunkt aus jedoch mit Vorsicht zu betrachten, da das lokale Elementverhalten von
globalen Ergebnissen abhéngig gemacht wird. Erstaunlich ist auch das schlechte Ver-
halten des TLQL—Elementes. Offensichtlich flihrt die lineare Querschubinterpolation zu
einer schlechten Approximation der Querkréfte. Die Methode der integralen Schubbe-
dingung, die bei den XU—Elementen eingesetzt wird und zu einer konstanten Schub-
verzerrung im Element flhrt, scheint hier konkurrenzios zu sein. Auch das DISP6—Ele-
ment zeigt starke Oszillationen der Querkrafte und wurde deswegen im Diagramm nicht
mit aufgefihrt.

Als Beispiele fur den Schnittkraftverlauf der diinnen Kreisplatte sind flr das Element
XU4 die geglatteten Momente und Querkréfte in Bild 6.24 angegeben. Die Schnittgré-
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Ben sind in globalen Koordinaten angegeben und deswegen nicht rotationssymme-
trisch. Auf diese Weise sind entlang der Symmetrieachsen jeweils die SchnittgréBen in
Richtung des Radius bzw. des Umfanges dargestellt.

~1.88E+00
-1.376+00
~1.62€-01
-1.52€E-01
4.58€-01
1.07E400
1.68E+00
2.29E400
2.90E+00

L Moment my Querkraft g4 J

Bild 6.24: SchnittgréBen der Kreisplatte (Element XU4)

6.11.6 Konvergenz einer eingespannten Quadratplatte unter Gleichlast

Haufig wird das Konvergenzverhatten von Elementen an einer eingespannten, quadrati-
schen Platte unter Gleichlast untersucht. Die Berechnung erfolgt wiederum unter Aus-
nutzung der Symmetrie am Viertelsystem. In Bild 6.25 sind die Systemdaten und die
verwendeten Netze aufgefiihrt. Bei einer Dicke von h=0,1 sind die Schubverformungen
dieser Platte vernachlassigbar und es ergibt sich nach Timoshenko (1970) eine Durch-
biegung in P‘Iattenmitte' von we=12,6. Die Ergebnisse der Elemente sind in
Tabelle 6.12 und in Bild 6.26 dargestellt.

Netz DST Xug’ XU4 TLQL | MITC7 | DKT T DISPé B/D
2x2 14,54 | 13,04 | 11,31 15,50 | 12,39 | 1547 7,12 12,13
4x4 13,11 12,80 | 12,38 | 13,50 | 12,68 | 13,47 12,09 | 12,58
8x8 12,78 | 12,72 | 12,62 | 12,89 | 12,60 12,87 | 1258 | 12,64
16x16 | 12,70 | 12,69 | 12,67 | 12,73 12,68 | 12,71 12,66 | 12,67

Tabelle 6.12 Durchbiegungen in Plattenmitte {Referenzwert w,r=12,6)

Bei diesem System liefern die XU—Elemente bessere Ergebnisse als das DST—Ele-
ment. Das MITC7—Element konvergiert schneller als bei der Kreisplatte, so daB das Ele-
ment bei vergleichbarem Aufwand &hnlich gute Ergebnisse wie das XU4—Element lie-
fert. Dagegen falit das TLQL —Element auch bei diesem Beispiel im Vergleich zu den
anderen Elementen zurlick. Bei einer quadratischen Platte sind vierknotige Elemente
nattriich im Vorteil, das B/D—Element liefert hier die besten Ergebnisse.
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Bild 6.25: Eingespannte quadratische Platte, System und FE—Netze
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Bild 6.26: Durchbiegung der eingespannten Quadratplatte
(Referenzldsung wyer=12,6)

104



6.11.7 Adaptive Berechnung einer Hochbauplatte

|

E = 34107 kN/m?2
o v = 0,2
"‘f’_— h = 02m

[ 10,0 kN/m2
i Pr = 20,0kN/m

| i
: 1,50 ' 1,50 —

Bild 6.27: Treppenpodest, System und Belastung

Als Beispiel aus der Baupraxis soll das Podest eines Treppenhauses berechnet werden.
Die in Bild 6.27 dargestelite rechteckige Platte ist in der Mitte halbkreisférmig ausge-
spart. Die Platte ist nur an den Stirnseiten gelenkig gelagert, die anderen Rénder sind
frei. Als Belastung wird sine konstante Streckenlast p, sowie eine aus den Treppenlau-
fen resultierende konstante Linienlast pr aufgebracht. Die Materialeigenschaften ent-
sprechen nach DIN 1045 einem Beton B25. Die Berechnung erfolgt unter Ausnutzung
der Symmetriebedingungen am halben System. Die Berechnung wurde adaptiv unter
Verwendung eines automatischen Netzgenerators nach Rehle (1 996) durchgeflhrt. In
den Konvergenzdiagrammen von Bild 6.28 ist der Fehler 1 der inneren Energie aufge-
tragen. Dieser Fehler ist definiert durch:
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2 _ 2 :
n = [ ull2 -] uell ] (6.70)

” Ut "%
Julg= %I o(u)Te(u) dA 6.71)
A

Dabei werden die Energieanteile der Querkrafte vernachlassigt. Selbst wenn fir ue
eine exakte Lésung bekannt ist, wird mit Gleichung (6.70) der wirkliche Fehler nur abge-
schétzt, da die Energien im Integral verglichen werden, Zu hohe Spannungen in einem
Bereich kénnen durch zu niedrige Spannungen in einem anderen Teil der Struktur aus-
geglichen werden. Andererseits stellt der Fehlery ein sehr strenges MaB zur Beurteilung
von Berechnungsergebnissen dar. Auch wenn die maximalen Werte der Verformungen
und SchnittgréBen bereits gut approximiert werden, ist haufig noch ein signifikanter
Fehler in der Energie vorhanden. Dies betrifft vor allem Elemente niedriger Ordnung,
die zu gréBeren Spannungsspriingen an den Elementkanten neigen. Als Referenzlt-
sung wurde eine Berechnung des Systems mit dem neunknotigen Plattenelement nach
Pinsky (1987) und einem Netz mit (ber 13 000 Freiheitsgraden verwendet.

1 il
[%] | [%]]
YUS
204 20/
10 100 1000 DOF 10 100 1000 DOF

Bild 6.28: Fehler v in % der adaptiven Rechnung in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Freiheitsgrade
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Die Konvergenzverlaufe des Fehlers 7 Bild 6.28 zeigen wiederum das sehr gute Verhal-
ten der XU~—Elemente. Die Unterschiede in der Integrationsordnung zwischen XU3'—
und XU4—Element wirken sich nur geringfugig aus, das XU4—Element liefert dabei
einen etwas geringeren Fehler. Beide Elemente erzielen bei groben Netzen bessere Er-
gebnisse als das DISP6—Element, welches erst bei hoher Netzaufiésung gleichwertig
zu den XU—Elementen ist. Die Leistungsfahigkeit des XU4—Elementes ist mit dem vier-
eckigen B/D—Element vergleichbar, das bei gleicher Zahl von Freiheitsgraden prak-
tisch dieselbe Genauigkeit erreicht. Das DST~Element zeigt zunéchst ein sehr gutes
Verhalten, konvergiert dann jedoch gegen einen anderen Grenzwert. Die Ursache hier-
fr sind leichte Oszillationen der Biegemomente. An der Stelle des maximalen Biege-
momentes werden Schwankungen von bis zu 20 % des GroBtwertes festgestellt. Die
geglatieten Werte konvergieren gegen den Sollwert, dennoch sind die SchnittgréBen
des DST—Elementes kritisch zu bewerten. Das TLQL~Element zeigt ein gutes Konver-
genzverhalten, es werden jedoch durchweg schlechtere Ergebnisse als bei den drei-
knotigen Elementen festgestellt. Die geringsten Fehler werden mit dem MITC7 —Ele-
ment erreicht. Die Ansatzfunktionen héherer Ordnung des Elementes fiihren zu einer
sehr guten Approximation der SchnittgréBen. Es wire jedoch voreilig, dem
MITC7 —-Element generell den Vorzug zu geben, wie ein Vergleich der Schnittkraftver-
l&ufe zeigt.

In Bild 6.29 ist der Verlauf der Biegemomente mq mit den zugehérigen Netzen fiir das
XU4-Element dargestellt. Ein zufriedenstellendes Ergebnis wird mit Netz 3 bei einem
Fehler von 5,8 % erreicht. Fir praktische Belange wére nach einer Spannungsglattung
jedoch auch schon Netz 2 mit 149 Freiheitsgraden ausreichend, welches den exakten
Spitzenwert des Biegemomenites mMy=93,0 kNm/m bereits sehr gut approximiert. Nach
dem Fehler zu urteilen miiBte das Startnetz des MITC7 -~ Elementes bereits eine bessere
Néaherung liefern. Die Schnittkraftverlaufe in Biid 6.30 zeigen jedoch, daB der Spitzen-
wert des Momentes stark Gberschétzt wird. Erst das Netz 2 mit 298 Freiheitsgraden
kann die Kreisdffnung angemessen erfassen und liefert eine bessere Approximation der
SchnittgréBen.
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0. 00E+00
1.00E+01
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3.00E+01
4.00E401

{ 5.00E+01
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8.00E+01
9. 73E+01

Bild 6.30: Adaptiv verfeinerte Netze und Biegemomente in kNm/m (Element MITC?)
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6.12 Zusammenfassung

Eine Formulierung von versteifungsfreien, dreieckigen Plattenelementen kann nur
durch eine Kombination mehrerer MaBnahmen erreicht werden. Die Verbesserungsme-
thoden der viereckigen Elemente reichen nicht aus, um auch bei dreieckigen Elemen-
ten Schubversteifungen auszuschlieBen. Mit der ANS— und der Kirchhoffmode—Me-
thode kénnen dreiknotige Elemente formuliert werden, die den Patchtest reiner
Biegung bestehen. Die Erflllung des Patchtests bietet jedoch noch keine Gewéhr fir
die Vermeidung von Schubversteifungen. Das XU-Element diberwindet ,Shear Lok-
king“ durch die Kombination von Kirchhoffmode —Methode mit erweiterten Rotationen
und einer variationellen Schubbedingung. Beim DST—Element werden Schubverstei-
fungen dadurch vermieden, daB die Querkréfte direkt aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen bestimmt werden. Der Rechenaufwand auf Elementebene ist beim DST—Ele-
ment im Vergleich zum XU—Element etwas héher, da hier mehrere Transformationen
durchgefiihrt werden miissen. Ein geringflgig héherer Rechenaufwand entsteht beim
XU~Element, wenn der vierte Knoten f(ir die Rotationen bereits auf Elementebene elimi-
niert wird. Obwohl die Durchbiegungen des XU-Elementes etwas langsamer als die
des DST~Elementes konvergieren, stellt das XU~ Element die erfolgreichste Formulie-
rung der hier untersuchten, schubweichen Plattenelemente mit neun Freiheitsgraden
dar, da das DST—Element bei der Berechnung der Querkréfte sowie bei der Konver-
genz der inneren Energie gewisse Schwéchen zeigt. Das XU—Element zeichnet sich
besonders durch eine schnelle Konvergenz der SchnittgroBen aus und kann in der Effi-
zienz mit dem viereckigen ANS—Element verglichen werden.

Auch durch eine Erhéhung der Zahi der Freiheitsgrade je Element kénnen Schubver-
steifungen vermieden werden. Wird wie beim TLQL—Element dabei die Konvergenz-
rate nicht verbessert, falit das Element in der Effizienz hinter Elemente mit neun Frei-
heitsgraden zuriick. Eine echte Alternative stellt das MITC7 —Element dar, bei dem die
zusatzlichen Freiheitsgrade auch zu einer deutlich besseren Konvergenz fihren. Bei
diesem Element steigt jedoch auch der Aufwand auf Elementebene stark an, da ein
Gleichungssystem mit zehn Unbekannten geldst werden mus.

Ob Elemente niedriger oder hdherer Ordnung besser fiir Finite Elemente Berechnun-
gen geeignet sind, 1aBt sich auch nach diesen Untersuchungen nicht generell beantwor-
ten. Das MITC7—Element scheint konkurrenzlos zu sein, was die Konvergenz der inne-
ren Energie angeht. Andererseits liefert das XU~Element bereits bei groben Netzen
bessere Approximationen der maximalen Durchbiegungen und SchnittgroBen.
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7  Dreieckige Scheibenelemente

7.1 Verschiebungselemente

Das dreiknotige Scheibenelement mit linearen Verschiebungsansétzen ist das erste
Element, mit dem Uberhaupt Berechnungen nach der Finite Elemente Methode durch-
geflihrt wurden. Das Element besitzt sechs Freiheitsgrade und die in Tabelle 7.1 aufge-
filhrten Verzerrungsmodes. Die Tabelle bezieht sich wiederum auf ein rechteckiges Ele-
ment, dessen lokale Koordinaten mit den globalen Koordinaten Gibereinstimmen.

Uy 1 r s

Us 1 r s

Uq 1 1

U2’2 1
Uy,24 U4 1 1

Tabelle 7.1 Verzerrungsmodes des dreiknotigen Scheibenelementes (CST)

Die Tabelle zeigt, daB sowohl die Starrkérperbewegungen (1), (4) und (3)—(5), als auch
die drei konstanten Verzerrungsmodes (2), (6) und (8)+(5) exakt enthalten sind. Des-
wegen wird das Element auch als CST~Element (,Constant Strain Triangle") bezeich-
net. Zur exakten Integration des Elementes reicht eine Einpunkt—Integration aus. Da
das Element keine linearen Verzerrungen besitzt, ist seine Konvergenzrate sehr niedrig.
Es wére jedoch falsch, in diesem Falle von »Locking” zu sprechen, da keine Verzer-
rungsmodes behindert oder blockiert werden. Bei inkompressiblem Materialverhalten
treten im ebenen Verzerrungszustand starke volumetrischen Versteifungen auf, obwohi
das Element (iber volistédndige Ansétze verfiigt. Ursache ist die Uberbestimmtheit des
CST-Elementes im inkompressiblen Fall. Fur beliebig groBe Netze geht der ,Con-
straint Count“ r des Kapitels 4.8.2 gegen eins. Damit gibtes genau so viele Nebenbedin-
gungen wie Unbekannte, so daB das Element vollstandig blockiert.

Das sechsknotige Verschiebungselement mit quadratischen Ansatzen wurde erstmals
von Fraeijs de Veubeke (1965) eingefiihrt. Das Element wird als LST~Element (,Linear
Strain Triangle) bezeichnet, da es tber vollsténdig lineare Ansétze flir die drei Verzer-
rungskomponenten verfligt. Zusétzlich zu den Modes des CST—Elementes sind hier
die linearen Verzerrungszustande (4), (5)~(10), (12), (11)—(6), (6) und (10) ohne ver-
steifende Terme vorhanden. Probleme mit linearen Verzerrungsverlaufen kénnen damit
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uy 1 r] s r|rs|s?

U 1 r|s| rr|rs| s?

Uy, 1 r S

Uz 1 r| s
Uy 24U g 1 r s 1 r s

Mm@ @ @ 6 6 7 8 @© (10 (11) (12

Tabelle 7.2 Verzerrungsmodes des sechsknotigen Scheibenelementes (LST)

exakt dargestellt werden. Eine Integrationsregel mit drei Punkten ist zur exakten Bestim-
mung der Steifigkeitsmatrix ausreichend.

Diese Eigenschaften des LST-Elementes sind nur gegeben, wenn die Elementkanten
gerade sind. Bei Elementen mit gekrimmten Kanten kbnnen konstante Verzerrungszu-
stédnde noch exakt dargestellt werden, die linearen Modes werden jedoch durch Terme
hoherer Ordnung der Jakobimatrix gestért. Aus diesem Grund kann das subparametri-
sche LST—Element mit linearer Geometrie— und quadratischer Verschiebungsinterpo-
lation als optimales Element fir kompressible Elastizitatsprobleme angesehen werden.

Auch bei inkompressiblem Material zeigt das LST—Element im ebenen Verzerrungszu-
stand ein besseres Verhalten als das CST—-Element. Die Verzerrungen fiegen vollstan-
dig linear vor und der ,,Constraint Count” nimmt den glinstigeren Wert von 4/3 ein. Bei
Problemen mit wenigen Randbedingungen werden damit gute Ergebnisse erzielt
(siehe Kapitel 7.4.4). Allgemein kdnnen jedoch auch firr dieses Element volumetrische
Versteifungen nicht vollstindig ausgeschlossen werden, da nach Hughes (1987) das
Element im inkompressiblen Fall die Babuska—Brezzi—Bedingung nicht erfullt.

Im Gegensatz zu den viereckigen Scheibenelementen sind das CST— und das LST~
Element nicht ohne weiteres verbesserbar. Die Elemente bilden jeweils konstante bzw.
lineare Verzerrungen exakt ab, so daB keine MaBnahmen zur Entkopplung oder Filte-
rung von Modes erforderlich sind. Fir weitere Verzerrungszusténde stehen keine Frei-
heitsgrade zur Verfligung, da die Zahl der exakten Modes genau der Anzahl der Frei-
heitsgrade eines Elementes entspricht:

Npor = Ne * Npgyy + N
6 =3-1+3 CsT
12 =3-3+3 LST
Ein zusétzlicher Mode kann damit ohne Beeinflussung der bereits vorhandenen Modes

nicht eingefihrt werden. Auch mit gemischten Methoden ist keine Verbesserung der
Elemente méglich. Eine hybriden Spannungsmethode mit konstanten Spannungsan-
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satzen fir das CST—Element fihrt zu keiner Veranderung der Steifigkeitsmatrix des Ele-
mentes. Unvollstandig lineare Spannungsansétze fir das LST-Element wilrden die
vorhandenen Modes unnétig verschlechtern. Die EAS—Methode scheitert an den Be-
dingungen, die von den zusatzlich angenommen Verzerrungen € einzuhalten sind. Die
erweiterten Ansétze € miissen energieorthogonal zu konstanten Spannungen, sowie li-
near unabhéangig und nicht energieorthogonal zu den kompatiblen Verzerrungen e,
sein:

IEdA=0 (7.1)
ffcec dA =0 (7.2)
EnNE= ¢ mt e E, §cE (7.3)

Wenn Bedingung (7.2) verletzt wird, sind die erweiterten Verzerrungen von den kompa-
tiblen Verzerrungen entkoppelt und es entsteht die Steifigkeitsmatrix des Verschie-
bungselementes. Fir das CST~Element ist damit keine Modifikation méglich, da sich
die Bedingungen (7.1) und (7.2) gegenseitig ausschlieBen. Auch eine Erweiterung des
CST-~Elementes um einen vierten Knoten in Elementmitte ist wirkungslos, da die zuge-
hdrigen Verzerrungen ebenfalls die Bedingung (7.2) nicht erfilien. Eine Erweiterung
des LST—Elementes um quadratische Modes ist im Prinzip moglich. Eine Verbesse-
rung dieses leistungsfahigen Elementes ist jedoch nicht zu erwarten. Auch theoretisch
waére dieses Vorgehen problematisch, da die erweiterten Verzerrungen dann auch zu
linearen Spannungen orthogonal sein miiBten. Reddy (1992) kommt deswegen zu dem
SchiuB, daB dreieckige Scheibenelemente prinzipiell nicht mit der EAS—Methode ver-
bessert werden kénnen. Der groBe Erfolg der EAS —Methode bei viereckigen Elemen-
ten basiert auf der Unvollstandigkeit bilinearer Verzerrungsansétze. Unvollstindige An-
sétze sind einerseits fiir Versteifungseffekte verantwortlich, andererseits bieten sie
jedoch auch die Méglichkeit zur Vermeidung dieser Effekie. Verfahren wie die EAS-—-
Methode kénnen demnach Elemente nicht prinzipiell verbessern, sondern nur beste-
hende Defekte vermeiden.

Fur Plattenelemente hoherer Ordnung ist das LST—Element ein adéquater Partner zur
Kopplung in einem Schalenelement. Das CST—Element bietet jedoch fir die verbesser-
ten dreiknotigen Plattenelemente eine ungeniigende Approximation der Membran-
kréfte. Eine Verbesserung des CST—Elementes ist nur méglich, wenn dem Element zu-
sétzliche Freiheitsgrade zur Verfigung gestellt werden. Um Knoten in den Seitenmitten
zuvermeiden, kann das CST—Element um Rotationsfreiheitsgrade in den Elementek-
ken erweitert werden.
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7.2 Das Alimann—Element

R = /11
X = X =X Ey =1/l
=y -
Xy = X, = Xy
= 2 2
= o)+ ()
i = g = — i

ol ly = lsinag; = —x}

2tz 1 = lcosa, = Xl
2 ij 2

Xq,U4

- Bild 7.1: Geometrie des Allmann—-Elementes

Irons (1980) warnte nachdriicklich vor dem Einsatz von Drillfreiheitsgraden in Scheiben-
elementen. Die Problematik, dal Scheibenelemente mit Drillfreiheitsgraden den Patch-
test nicht bestehen, wurde erstmals von Allmann (1984) geldst. Im Gegensatz zu schub-
weichen Plattenelementen, die auch bei Nichtbestehen des Patchtests konvergieren
kénnen, ist bei Scheibenelementen die Erfillung des Patchtests eine notwendige Be-
dingung fir die Konvergenz. Fr die Formulierung des Allmann—Elementes werden die
in Bild 7.1 dargestellten GroBen verwendet. Das Element besitzt neben den sechs Ver-
schiebungsfreiheitsgraden des CST—Elementes drei Freiwerte fir die Rotationen ol in
den Elementknoten. In der urspriinglichen Form von 1984 wird fiir die Verschiebungen
normal zur Elementkante i ein quadratischer, tangential dagegen nur ein linearer Ansatz
gewahit:

Up = 8y + 8,5 + agt? (7.4)

U, = a, + ast (7.5)
mit:

Up = Uycosa + ussina (7.6)

Uy = — U,sina + u,cosa 7.7

Die funf Parameter a; werden auf die gleiche Weise wie die erwéiterten Verschiebungen
in Kapitel 5.8.2 definiert, so daB sich die folgenden Verschiebungsanséatze ergeben:

un(®= (1 = E)uj, + &ul + %(E - 1E3) (0! ~ o) (7.8)
u®) = (1 - gl + &l (7.9)
Diese Art der Interpolation fiihrt zu einem Element mit inneren Kinematiken. AuBerdem
ist die Rotation des Verschiebungsfeldes Q nach Gleichung (7.13) an den Knotenpunk-
ten nicht zu den Rotationswerten ' identisch. In der verbesserten Formulierung des

Elementes von Alimann (1988) wird deshalb der Ansatz fir die normalen Verschiebun-
gen um kubische Anteile erweitert:
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Un() = un(§) + Ay(E - IE3)(28 - 1) (7.10)

mit:
A = %(mi +ol) - Q, (7.11)
Qo = 7 (2] + 912 + 11263 - 1200} — B2 — 112u) (7.1

Die Faktoren Aj; setzen sich aus der Starrkdrperrotation der Kante ij abzuglich der Rota-
tion Qy des CST—Elementes zusammen. Diese Erweiterung des Verschiebungsansat-
zes wurde genau so gewdhlt, daB an den Elementknoten die Rotationen ! mit den kom-
patiblen Rotationen Q Gbereinstimmen:

o' = Q0 xh) = Flupy = Ul (7.13)

Die kubischen Terme fithren zu einer inkompatiblen Interpolation der Verschiebungen,
da die Rotation Qg von Element zu Element unterschiedlich ist. Dennoch konnte All-
mann (1993) eine variationelle Basis des Elementes angeben. Durch Koordinatentrans-
formation ergeben sich aus Gleichung (7.8) bis (7.12) die globalen Verschiebungen in
Abhéngigkeit der Knotenvariablen. Durch Differentiation entsteht ein B—~Operator, so
daB die Steifigkeitsmatrix wie bei einer Verschiebungsmethode gebildet werden kann.
Der gewahlte Verschiebungsansatz flihrt zu quadratischen Verzerrungen, schon eine
Integration mit drei Stltzstellen flihrt jedoch zu einer reguldren Elementmatrix. Allmann
(1988) macht selbst keine Angaben, welche Integrationsordnung verwendet werden
solite. AuBlerdem wird eine Auswertung der Spannungen in den Ecken des Elementes
empfohlen, was zu konstanten Verzerrungs— und Spannungsvertaufen fiihrt. Sinnvoller
erscheint eine Bestimmung der Verzerrungen an denselben Stellen, die auch flr die In-
tegration der Steifigkeitsmatrix verwendet werden. Das Beispiel eines Kragarms unter
reiner Biegung nach Bild 7.2 zeigt, daB die Ergebnisse des Elementes stark von der ge-
wahiten Integrationsordnung abhéngig sind. Die normierte Durchbiegung am Kragarm-
ende ist fur verschiedene Integrationsordnungen in Abhangigkeit des Parameters e an-
geben. Dieser Test kann nur von Elementen mit vollstandig linearen Ansétzen exakt
gelbst werden. Es zeigen sich deutliche Unterschiede, wobei mit einer Integration mit
vier Stlitzstellen die mit Abstand besten Ergebnisse erzieit werden. Unabhéngig von der
Integrationsordnung erfllit das Allmann~Dreieck den Patchtest konstanter Verzerrun-
gen, so daB die Konvergenz des Elementes gewahrleistet ist.

Bei der Umrechnung von Streckenlasten in konsistente Knotenlasten miissen die Drill-
freiheitsgrade besonders beriicksichtigt werden. Bei konstanten Streckenlasten nor-
mal zur Elementkante entfallen die kubischen Terme der erweiterten Verschiebungen
und die &uBere Arbeit kann Gber das Integral der Verschiebungen nach Ansatz (7.8) ge-
bildet werden. Fir eine Streckenlast g, ergeben sich neben den (iblichen Faktoren fiir
die Knotenkréfte auch Knotenmomente mit dem Wert +q,.12/12. Zur Erfilllung des
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Bild 7.2: Biegepatchtest mit Integrationsregein 3, 3', 4 und 7 des Allmann—Elementes -

Patchtests ist eine korrekte Belastung mit diesen Knotenmomenten unbedingt erforder-
lich. Wegen der inkompatiblen kubischen Verschiebungsanteile empfiehlt Allmann
(1988), auf eine lineare Verteilung der Belastung zu verzichten, damit die Konvergenz
des Elementes gewébhrleistet bleibt.

Das Allmann—Element leistet einen wichtigen Beitrag zur Verbesserung des CST—Ele-
mentes. Die scheinbar willkirlich gewéhlten inkompatiblen Verschiebungsansétze, der
hohe Polynomgrad der Verzerrungen im Element, die starke Abhéngigkeit von der Inte-
grationsordnung sowie die Berechnung der Lastvektoren lassen jedoch gewisse Zwei-
fel an der Stimmigkeit dieses Elementkonzeptes aufkommen. Dies betrifft auch das un-
glnstige Verhalten des Elementes bei inkompressiblem Material (siche Kapitel 7.4.4).

7.3 Das FF-Element
7.3.1 Elementformulierung

Eine andere Méglichkeit zur Ber{icksichtigung von Drillfreiheitsgraden bei Scheibenele-
menten wurde von Bergan (1985) eingefiihrt. Dieses Element basiert auf der ,Freien
Formulierung” (siehe Kapitel 5.5) und wird im folgenden als FF—Element bezeichnet.
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Das FF~Element besitzt wie das Allmann—Element neun Freiheitsgrade: sechs Ver-
schiebungen und drei Rotationen, die jeweils durch Werte in den Ecken des Elementes
angesetzt werden. Das Element erhaltim Vergleich zu dem CST~Element drei zusétzli-
che Freiheitsgrade, die flir einen unvollstandig linearen Ansatz der Verzerrungen ver-
wendet werden. Eine Aufteilung der Verschiebungen in rc— und h--Modes wird mit den
folgenden Ansétzen durchgefilhrt:
u = u, U + Uy

(62 s 8 u]eer [ 5 Su]m o
Dabei werden mit £ und 1 die Koordinaten eines auf die ElementgréBe normierten, glo-
balen Koordinatensystems bezeichnet. Die Koordinaten E; und v; stehen fir drei lokale,
orthogonale Koordinatensysteme. Die Ansétze f(ir u, und U entsprechen den Stan-
dardmodes des CST—Elementes. Entscheidend ist die Wahl der Ansatze héherer Ord-
nung. Sie stellen jeweils einen reinen Biegemode bezlglich der lokalen Koordinaten
gim; dar:

eg = Emdg = (7.15)
e, = (~2E), = 0 (7.16)
Eem, = EM)m, + (- %Ei?'),gi =0 (7.17)

Als &~ Richtungen fiir die lokalen Koordinatensysteme wihlt Bergan (1985) die drei Sei-
tenhalbierenden des Elementes. Damit kann jeweils ein Biegemode mit linearen Deh-
nungen in &~ Richtung ohne Schubverzerrungen dargestellt werden. Eine andere Wahl
der lokalen Koordinatenrichtungen fiihrt nach Bergan zu einer singularen Transforma-
tionsmatrix G. Durch Transformation in das normierte, globale En—Koordinatensystem
mit

g = Ecoso; +nsing, (7.18)
n; = — Esina; + ncoso, (7.19)
E = Mxy ~ X
N = Mx = X3)
A=1//A
v :
L. :
X,u

Bild 7.3: Orthogonale Koordinatensysteme des FF—Elementes
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kénnen die Verschiebungen héherer Ordnung

3
U, = ZNhiphi (7.20)
i=1
in Abhéngigkeit der globalen Variablen & und n dargestellt werden:
ul, &
ul =1 M o= |81 82 a8 } En i=1,223 7.21
n b, B ¥ 721
mit:
a.=....1s‘c2 a.:(}3 a-=153+s-02
i 2°Mi 2i i 3T 2% i~
by = — s’ — %c? by = —s? ay = —;-s;?ci (7.22)
8; = sinq, C; = cosq,

Die Verzerrungen werden direkt durch Differentiation der Verschiebungen gewonnen:
e = Ly(u, + ug + uy)

= BrcPre + Byby, (7.23)
mit:
o o 0 1 0 0
Be=A|0 0 0 0 1 0 (7.24)
000 0 0 0 2
[ - $4C%E + ¢3n — 8,C3E + ¢ — 84038 + ¢3n
B, =h| —s¥+sicem ~ 838 + sfen - 83 +sfean | (7.25)
~282cE + 25,6% - 2sZC,E + 25,081 — 283c,E + 25,02

Zur Bestimmung der Transformationsmatrix G werden die Knotenfreiheitsgrade d mit

den Werten der Verschiebungen u in den drei Eckpunkten des Elementes gleich ge-
setzt:

u i
d = |up| = [,oﬁ' u] i=1,23 (7.26)
o
mit:
rot u = %(U2,1 U = (7.27)

Da genau gleich viele Verschiebungsmodes angesetzt werden, wie Knotenfreiheits-
grade zur Verfligung stehen, entsteht ein invertierbares Gleichungssystem mit neun Un-
bekannten, welches Bergan (1985) entnommen werden kann:
d =Gp (7.28)
p=G""d=Hd (7.29)
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Wie in Kapitel 5.5 dargestellt, wird die Steifigkeitsmatrix niedriger Ordnung K, nicht
Uber den B—Operator, sondern mit Hilfe der »Lumping” —Matrix L bestimmt;

K, = %LCLT (7.30)

Mit Hilfe der Matrix L werden konstante Spannungen in konsistente Knotenlasten umge-
wandelt:

te = Lo (7.31)
mit:

b= t§ m €2 m g g m?] (7.32)

of = [0y 0y 03] (7.33)

Die Matrix L wird auf dieselbe Art und Weise wie die Lastvektoren bei einer Verschie-
bungsmethode ermittelt. Filr die Knotenkraite ergeben sich damit die bekannten Fakto-
ren 1i/2 linearer Elemente, so daB dieser Teil der ,Lumping"“—Matrix identisch zum B—
Operator des CST—Elementes ist. Die Zuordnung von Knotenmomenten zu einer
konstanten Kantenbelastung ist nicht eindeutig. Bergan (1985) wahlt normal zur Kante
einen kubischen Verschiebungsansatz mit Hermite — Potynomen. Dies ergibt mit (1)2/12
denselben Kopplungsterm wie beim Allmann-Element. Unter Berlcksichtigung der
Koordinatentransformation entsteht die L—Matrix, indem flir jeden Knoten die Einfliisse
der angrenzenden Knoten bericksichtigt werden;

r X2 0 x32 1
0 x32 X
x5 ~ x51)/6 ax32(d ~ x13)/6  aSIxI® - x(2xE1/3
x5! 0 X
L= ,;_ 0 x}s x5! (7.34)
G ! = x3)/6 ox13(x1Z — x3/6  ax(B3! - x2x3?) /3
X3 0 x21
0 X121 x;Z
| o0 - X4/6 @~/ s - s |

Die ,Lumping“~Matrix gewahrleistet, daB konstante Verzerrungszustande exakt dar-
stellbar sind. Der EinfluB der Knotenmomente kann dabei mit einem Faktor o skaliert
werden. Zur exakten Erfilllung des Patchtests milssen dann auch die zur Aufbringung
einer konstanten Randlast erforderlichen Momente mit diesem Faktor multipliziert wer-
den.

Die Steifigkeitsmatrix héherer Ordnung Ky wird nach Gleichung (5.31) und (5.42) direkt
tber den B—Operator By, bestimmt:
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K, = H;J B/C B, dA H, (7.35)
A

Dabei besteht die Matrix H, aus den unteren drei Zeilen der Transformationsmatrix H

nach Gleichung (7.29), mit der die Knotenfreiheitsgrade auf die Parameter héherer Ord-

nung pp abgebildet werden.

Bei der Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrix

K = K, + K, (7.36)
wird der EinfluB der héheren Verzerrungsmodes mit einem weiteren Faktor § skaliert.
Der EinfluB der beiden Skalierungsparameter auf das Elementverhalten wird im néch-
sten Kapitel naher untersucht. Das FF—Element wurde von Felippa (1991) eingehend
analysiert und um zwei Varianten erweitert. Da diese Varianten jedoch nur unwesentli-

che Verbesserungen gegenlber der urspriinglichen Formulierung bieten, werden sie
hier nicht weiter behandelt.

7.3.2 EinfluB der Skalierungsparameter o und §

Sowohl Bergan (1985) als auch Felippa (1991) beschéftigen sich ausfihrlich mit der op-
timalen Wahl der Skalierungsparameter o und f, die grofien EinfluB auf das Konver-
genzverhalten des Elementes haben.

Mit dem Parameter o wird der EinfluB der Rotationen auf die Steifigkeitsmatrix niedriger
Ordnung Ky, gesteuert. Bergan schidgt zwei Methoden zur Bestimmung von a vor. Ein-
mal wird die innere Energie eines Elementes bei einer Biegeverformung bezglich o mi-
nimiert, wobei eine Seitenhalbierende mit der neutralen Faser Ubereinstimmt. Das Er-
gebnis ist abhéngig von der Elementgeometrie und liefert Ergebnisse zwischen 1,0 und
2,0. Als zweite Methode werden die Verzerrungen im Schwerpunkt des Elementes bei
sinem reinen Biegezustand Gberprift. Mit o kann gesteuert werden, welche Verzer-
rungskomponente dabei den exakten Wert null einnimmit:

gy =0 fir a =20
gy =0 far o =1,0
£y =0 fir o =1,5

Dieses Ergebnis ist fir beliebige Elementgeometrien giltig. Bergan schlagt a=1,5 als
sinnvolle Wahl vor. Dies ist der Mittelwert aus der Energieminimierung und fihrt zu einer
Entkopplung der Schubverzerrungen von reinen Biegezusténden.

Eine optimale Wahl des Parameters f ist aufgrund der Komplexitat der héheren Steifig-
keitsmatrix Ky, schwerer zu treffen. Mit f wird der EinfluB der quadratischen Verschie-
bungsmodes 4y, auf das Element geregeit. Bergan eicht den Parameter p an einem
Rechteck nach Bild 7.4 a), welches unter reiner Biegung mit zwei Dreiecken diskretisiert
wird.
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a)

Bild 7.4: Systeme zur Bestimmung des Faktors

Fir verschiedene Seitenverhéltnisse und Querdehnzahlen zwischen 0,0 und 0,5 nimmt
der Faktor  Werte zwischen 0,375 und 0,529 ein. Bergan empfiehit $=0,5 als mittleren
Wert. Fur eine Netzeinteilung nach Bild 7.4 b) ergeben sich Werte fir f zwischen 0,927
und 1,726. Dies zeigt, wie stark die gewahlten Parameter von dem verwendeten Netz
abhéngig sind. In einer Parameterstudie wird deshalb Gberpruft, ob fir nicht rechtwink-
lige Dreiecke bessere Faktoren gefunden werden kénnen. Der in Bild 7.5 dargestellte
Kragarm wird mit einer Einzellast belastet. Unter Berlicksichtigung der Schubverfor-
mung betragt die maximale Durchbiegung nach der Balkentheorie w=0,35587. Die Be-
rechnung erfolgt mit acht dreieckigen Elementen, die vorwiegend rechtwinklig bzw.
gleichseitig sind. In den Schaubildern ist die Abweichung von der normierten Losung
fir 0,6 <0< 3,0und 0,1 < B < 1,5 angegeben.

Jede Kombination von a und $ entlang der Héhenlinie 1,0 filhrt zu einer exakten Lésung
fir das jeweilige Netz. Da sich die 1,0—Héhenlinie fir rechtwinklige und gleichseitige
Dreiecke nicht Gberschneiden, ist keine Kombination méglich, die fiir beide Netze zu
einem exakten Ergebnis fihrt. Bei den rechtwinkligen Elementen liegen die vorgeschla-
genen Werte 1,5/0,5 sehr nahe an der exakten Lésung. Eine Elementformulierung ohne
Skalierungsparameter entspricht dem Punkt 1,0/1,0, an dem die erzielte Lésung weni-
ger als 60% der exakten Losung betragt.

Bei gleichseitigen Dreiecken bietet sich die Kombination 2,0/0,5 an. Auch hier fiihrt ein
Verzicht auf Skalierungsparameter auf etwas mehr als 50 % der exakten Lésung. Da vor
allem bei der Verwendung von Freivernetzern haufig gleichseitige Dreiecke aufireten,
soll auch die Kombination 2,0/0,5 bei den Testproblemen untersucht werden.

7.3.3 Erweiterung des FF—Elementes mit der EAS ~Methode

Das FF—Element verfligt Uber drei konstante und drei lineare Verzerrungsmodes, so
daB zu einem vollsténdig linearen Verzerrungsansatz noch drei Modes fehlen. Im Ge-
gensaiz zum CST— oder LST-Element bestent deswegen die Méglichkeit, dieses Ele-
ment mit der EAS —Methode um drei Verzerrungsmodes zu erweitern. Aus der unendli-
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Bild 7.5: Normierte Durchbiegung in Abhédngigkeit der Parameter a und §

chen Menge linear unabhéangiger Verzerrungsmodes missen dazu drei zuléssige
Ansatze ausgewahit werden. Die bereits vorhandenen linearen Verzerrungen nach Gilei-
chung (7.25) sind reine Biegemodes in den drei Lokalsystemen des Elementes. Zu ei-
ner vollstandigen Interpolation von g, und ey in § und n fehit noch ein Mode €4, der mit

_einer Orthogonalititsbedingung bestimmt wird:

B, & =0 (7.37)
mit:

e = [dE+dy dgE +dgn O (7.38)

Einer der Parameter d; kann frei gewéhlt werden. Damit ergibt sich aus Gleichung (7.37)

ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten, das problemlos gelést werden kann. Als

weitere Verzerrungsmodes wurden zwei lineare Terme fir die Schubverzerrungen ge-
wahit. Dadurch ist die Interpolationsmatrix M, der erweiterten Verzerrungen festgelegt:
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(518505 + 51Co85 + €8,53)E + 55,841 0 0
M, = [(C1Co85 + 81C,C5 + 48,050 + C1C,CE 0 0 (7.39)

0 §
Dieser Ansatz ist linear unabhingig zu den bereits vorhandenen Verzerrungsmodes
und energieorthogonal zu konstanten Spannungen, da die Koordinaten E und 1 thren
Ursprung im Schwerpunkt des Elementes haben. Der Ansatz fiihrt zu einem Element
ohne innere Kinematiken und wird mit dem Namen FFEAS bezeichnet. Im Prinzip ist
auch eine Erweiterung des Allmann—Elementes mit der EAS—Methode méglich. Auf-
grund der kubischen Verschiebungen des Elementes ist eine Bestimmung von zuléssi-
gen Verzerrungsmodes, die zu vollstandig linearen Verzerrungsmodes fiihren, jedoch

wesentlich aufwendiger.

7.4 Numerische Ergebnisse

Die vorgestellten Scheibenelemente sollen in ihrer Leistungsfahigkeit miteinander ver-
glichen werden, dazu wird eine Reihe von Testproblemen mit den folgenden Elementen

ALL Allmann Dreieck mit Integration 4 nach Kapitel 7.2

FF Element nach der ,Freien Formulierung” nach Kapite! 7.3.1
(Parameter o/B: 1,5/0,5 2,0/0,5 1,0/1,0)

FFEAS  FF—Element mit orthogonalen EAS—Modes nach Kapitel 7.3.3
(Parameter o/B: 1,5/0,5)

Zum Vergleich werden folgende Elemente verwendet:
CsT »Constant Strain Triangle* nach Kapitel 7.1
LST »-inear Strain Triangle“ nach Kapitel 7.1
EAS4 vierknotiges EAS~Element nach Simo (1990)

7.4.1 Patchtest fiir konstante Verzerrdngen

Wie bei den Plattenelementen gewdhrleistet auch hier der Patchtest fiir konstante Ver-
zerrungen die Konvergenz der Elemente. Bild 7.6 zeigt die verwendeten Netzeinteilun-
gen und Lastvektoren des Patchtests. Bei den Elementen mit Rotationsfreiheitsgraden
mussen Drillmomente aufgebracht werden, wobei bei den FF—Elementen die Abhan-
gigkeit von dem Parameter o zu beriicksichtigen ist. Der Patchtest wird von allen Ele-
menten exakt erflllt.

7.4.2 Eigenwertanalyse

Um innere Kinematiken der getesteten Elemente mit Sicherheit ausschlieBen zu kén-
nen, wurde jeweils eine Eigenwertanalyse durchgefiihrt. Bei allen Elementen wurden
auBer den Starrkdrperbewegungen keine Null~Eigenwerte festgestelit.
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Bild 7.6: Patchtest flr dreieckige Scheibenelemente mit Rotationsfreiheitsgraden

7.4.3 Kragarm mit reiner Biegung

An einem Kragarm unter reiner Momentenbelastung kann festgestellt werden, wie gut
die Elemente lineare Verzerrungsverlaufe approximieren. Dieser Kragarm wurde be-
reits in Kapitel 7.2 verwendet, das System ist hier nochmals in Bild 7.7 angegeben, dazu
die normierten Durchbiegungen in Abhangigkeit des Parameters e.

Dieses System stellt fir dreiknotige Elemente ein sehr schwieriges Problem dar, da zu
einer exakten Losung vollstandig lineare Verzerrungsmodes erforderlich sind. Das
LST—Element erzielt deswegen fehlerfreie Ergebnisse. Aufgrund der speziellen Ab-
stimmung des FF—Elementes (1,5/0,5) auf Netze mit rechtwinkligen Dreiecken flihrt
das Element sowohl fiir e=0,0 als auch fiir e=5,0 auf eine beinahe exakie Losung. Bei
nicht rechtwinkligen Netzen fallt das Ergebnis dagegen auf weniger als 45% ab. Durch
die Erweiterung des Elementes mit der EAS—Methode kann das Verhalten des Elemen-
tes etwas verbessert werden. Ohne Skalierung verschlechtern sich die Ergebnisse des
FF—Elementes stark. Mit den Parametern 1,0/1,0 werden zwar wesentlich bessere Er-
gebnisse als mit dem CST--Element erreicht, von einer exakten Ldsung bleibt das un-
skalierte Element jedoch weit entfernt. Auch mit den Parametern 2,0/0,5 werden durch-
weg schlechtere Ergebnisse als mit den von Bergan (1985) vorgeschlagenen
Parametern erzielt. Das Allmann—Element erreicht bei e=2,0 einen sehr guten Wert,
fallt jedoch bei zunehmender Netzverzerrung wieder stark ab, Es zeigt sich, daB dieses
Element lineare Verzerrungen nur sehr eingeschrankt darstellen kann.

Der Vergleich mit dem vierknotigen EAS4-—Element nach Simo (1990) zeigt, daB zumin-
dest das FFEAS —Element in der Genauigkeit mit einem der derzeit besten vierknotigen
Elemente vergleichbar ist. Insgesamt ist jedoch das Ergebnis der Elemente nicht voll-
stdndig zufriedenstellend. Alle Elemente stellen zwar eine wesentliche Verbesserung
gegeniiber dem CST~Element dar, liefern in weiten Bereichen aber sehr ungenaue Er-
gebnisse. Es ist fraglich, ob eine weitere, wesentliche Verbesserung der Elemente
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FFEAS und EAS4 mdglich ist. Flr das vierknotige Scheibenelement weist MacNeal
(1987 /1992) nach, daB eine vollsténdige Verzerrungsunempfindlichkeit nur auf Kosten
des Patchtests, und damit der Konvergenz erreicht werden kann.

7.4.4 Inkompressibler Kragarm mit reiner Biegung

Dasselbe System wird nun im ebenen Verzerrungszustand fir eine veranderliche Quer-
dehnzahl untersucht. Die Ergebnisse sind in Bild 7.8 fir e=0,0 und e=2,0 angegeben.
Die Diagramme sind mit dem Wert der Durchbiegung fir v=0,0 normiert, so daB sich
als exakte Losung flirv-=0,5 ein Wert von 0,75 ergibt. Dieses Testbeispiel ist nicht streng
genug, um volumetrische Versteifungen allgemein ausschlieBen zu kénnen. Das zeigt
das Beispiel des LST—Elementes, mit dem dieses Problem exakt geldst werden kann.

e=0,0

LST/EAS4/
exakt

FFEAS
FF (1,5/0,5)

e=2,0

LST / exakt

EAS4
FFEAS

Bild 7.8: Inkompressibler Kragarm mit reiner Biegung, normierte Verschiebung in
Abhéngigkeit der Querdehnzahi v fiir e=0,0 und e=2,0
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Die geringe Anzahl von geometrischen Randbedingungen, die zu einem sehr glinstigen
Wert des ,Constraint Count” flihrt, verhindert hier volumetrische Versteifungen.

Das FF—Element konvergiert bei beiden Netzen fiir v—0,5 gegen null. Dies ist darauf
zurickzufihren, daB dieses Element nur tiber unvollsténdig lineare Verzerrungsan-
sétze verfligt. Auch mit dem FFEAS—Element |48t sich ein Abfall der Durchbiegung
tiber den Wert 0,75 hindus nicht vollstandig vermeiden, es bleibt jedoch auch bei
v=0,499 eine sinnvolle Durchbiegung erhalten. Das gute Ergebnis des vierknotigen
EAS4-Elementes wird jedoch nicht erreicht. Véllig unbrauchbar wird das Allmann—
Element fir Querdehnzahlenv > 0,35. Je nach Elementgeometrie versteift das Element
volistdndig oder es flihrt zu Oszillationen wie im Fall e=2.0.

7.4.5 Kragarm nach Cook

Der Kragarm nach Cook (1977) wird haufig als Testbeispiel fur unregelméBige Element-
formen verwendet. Aufgrund der groBen Hohe des Kragarms spielt bei diesem Problem
auch die Schubverformung eine wichtige Rolle. Deswegen wird hier mehr das Tragver-
halten insgesamt getestet, als die Fahigkeit, Biegung ohne Schubverzerrungen darstel-
len zu kénnen. Das verwendete System ist in Bild 7.9, die normierten Verformungen
sindin Bild 7.10 und Tabelle 7.3 angegeben. Als Referenzwert der Verschiebungen wird
ein Wert von w,=23,91 angenommen.

T
16
E =1,0
v = 1/3
44 h = 1,0
P =10
Wiet= 23,91
i Netz 4x2
e |
| 48 —

Bild 7.9: Kragarm nach Cook, System und Belastung
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Bild 7.10: Kragarm nach Cook, Konvergenzdiagramm

Netz | FFEAS |FF 1,5/0,5 |[FF2,0/0,5 |FF1,0/1,0| ALL LST CST
21 0,922 0,830 0,930 0,571 0,872 0,940 0,487
4x2 0,954 0,921 0,961 0,787 0,921 0,981 0,691
8x4 0,980 0,970 0,981 0,924 0,968 0,998 0,879
16x8 0,994 0,991 0,993 | 0,977 0,991 0,964

Tabelle 7.3 Normierte Durchbiegungen des Kragarms nach Cook
(Referenzwert w,=23,91)

Bei diesem Problem erzielen das FF—Element mit den Parametern 2,0/0,5 sowie das
FFEAS —Element die besten Ergebnisse. In der Effizienz sind diese Elemente mit dem
LST—Element vergieichbar, das bei gleicher Anzahlvon Freiheitsgraden nur unwesent-
lich bessere Ergebnisse liefert. Etwas schlechter verhélt sich das FF—~Element mit den
Parametern 1,5/0,5, welches ab dem Netz 4x2 praktische denselben Konvergenzverlauf
wie das Allmann—Element aufweist. Die starke Abhangigkeit der FF—Elemente von den
Skalierungsparametern zeigt das unskalierte FF—Element mit den Parametern 1,0/1,0,
welches kaum bessere Ergebnisse als das CST—Element liefert. Insgesamt zeigen die
Elemente ein gutes bis sehr gutes Konvergenzverhalten. Auch bei den Spannungen
werden die guten Konvergenzesigenschaften der Elemente deutlich. In Bild 7.11 sind die
Verldufe der maximalen Hauptspannung fiir die Lésung von drei verschiedenen Ele-
menttypen dargestelit. Als Referenz dient das sechsknotige LST—Element mit einem
feinen Netz von 8x4 Elementen.
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Bild 7.11: Geglatteter Verlauf der maximalen Hauptspannung, Netz4x2
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7.4.6 Adaptive Berechnung eines Zahnrades

Als praktisches Anwendungsbeispiel soll der Spannungszustand eines Zahnrades be-
rechnet werden. Dieses Beispiel wurde von Holzer (1990) als Testproblem verwendet,
die Systemdaten und die Belastung sind in Bild 7.12 dargestelit.

= 17,716 kN

= 50,00 mm

= 94,54 mm
117,75 mm

= 20 mm

= 206000 N/mm?
= 0,3

= 8571°

@ < M> VIV DT
3
|

Bild 7.12: Adaptive Berechnung eines Zahnrades, System und Abmessungen

Die Berechnung wurde adaptiv unter Verwendung des automatischen Netzgenerators
von Rehle (1996) durchgeflhrt. Die geometrisch komplizierte Form der Zahnflanken
wird durch kubische Lagrange—Polynome néherungsweise dargestellt. Die Punktlast
an der Zahnspitze wird auf einer Strecke von 1,0 mm als Linienlast verteilt, um eine Sin-
gularitét der Verschiebungen zu vermeiden. Die Berechnung erfolgt im Zustand ebener
Spannungen, die Wirkung des restlichen Teils des Zahnrades wird durch eine Vollein-
spannung dargestellt. Die Elemente werden anhand des Fehlers der inneren Energie
flr die verschiedenen adaptiv entwickelten Netze verglichen. Als Referenzlésung dient
eine Berechnung mit dem dreieckigen, kubischen Verschiebungselement bei einem
Netz mit Gber 4500 Freiheitsgraden. Die Entwicklung des Energiefehlers nach Glei-
chung (6.71) bei zunehmender Netzverfeinerung ist in Bild 7.13 dargestellt.

Alle getestete Elemente konvergieren gegen den Wert der Referenzldsung. GroBere
Unterschiede treten beim Startnetz auf, fiir welches das FF—Element mit den Parame-
tern 2,0/0,5 den geringsten Fehler liefert. Da das Startnetz die komplizierte Geometrie
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Bild 7.13:Prozentualer Fehler n der inneren Energie in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Freiheitsgrade (DOF)

des Systems noch viel zu grob beschreibt, ist eine sinnvolle Bewertung erst ab dem
zweiten Netzverfeinerungsschritt mdglich. Hier gibt es nur geringe Unterschiede zwi-
schen den Elementen, wobei das FF —-Element mit den Parametern 1,5/0,5 flr sehrfeine
Netze geringfigig bessere Ergebnisse liefert. Erstaunlich ist das gute Abschneiden des
CST-Elementes, das schneller als das FF—Element ohne Skalierung (1,0/1,0) konver-
giert. Die beste Konvergenzrate zeigt das FFEAS—Element, das in der Effizienz mit dem
LST—Element vergleichbar ist. Nachteilig ist jedoch der groBe Fehler dieses Elementes
beim Startnetz, was auf eine Uberschatzung der Spannungen zurlickzufiihren ist. Der
Vergleich mit dem vierknotigen EAS4—Element zeigt, daB die dreieckigen Elemente
durchaus konkurrenzfihig sind und zum Teil sogar bessere Ergebnisse liefern. In
Bild 7.14 sind die Netze sowie die ungeglétteten Verlaufe der v. Mises Vergleichsspan-
nungen der adaptiven Berechnung mit dem Element FFEAS angegeben.
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7.5 Zusammenfassung

Zur Verbesserung von dreiknotigen Scheibenelementen wurden zwei Konzepte ange-
wendet, die die Ubliche VerschiebungsformuIierung um Drillrotationen senkrecht zur
Elementebene erweitern. Vor allem bei groben Netzen und in biegedominanten Fallen
wird damit eine wesentliche Verbesserung der Elemente erreicht. Fiir das Elementkon-
zept nach Allmann werden mit einer Vierpunkt—Integration die besten Ergebnisse er-
zielt. Da das Element bei héheren Querdehnzahlen nicht unbedingt konvergiert, sollte
es bei inkompressiblem Materialverhalten nicht verwendet werden.

Durchweg bessere Ergebnisse werden mit den Elementen nach der ~Freien Formulie-
rung* erreicht. Die Eigenschaften der Elemente nach dieser Methode sind jedoch stark
von den gewdhlten Skalierungsparametern abhéngig. Das unskalierte FF—Element
zeigt ein kaum besseres Konvergenzverhalten als das einfache CST—Element, so daB
das elegante und schilissige Konzept der , Freien Formulierung* allein nur zu einer ge-
ringen Verbesserung flhrt. Die Skalierungsparameter kénnen nur fiir jeweils ein Pro-
blem optimal eingestellt werden. Dabei werden bei den hier berechneten Testbeispielen
mit der Parameterkombination 2,0/0,5 zum Teil bessere Ergebnisse erzielt, als mit der
von Bergan empfohlenen Kombination von 1,5/0,5. Bei inkompressiblem Materialver-
halten zeigen die FF ~Elemente starke volumettische Versteifungen, die durch eine Er-
weiterung der Verzerrungen nach der EAS—Methode reduziert werden kénnen. Das
FFEAS--Element liefert bei allen Testproblemen die besten Ergebnisse und (ibertrifit
zum Teil die Effizienz des vierknotigen EAS4—Elementes.

Insgesamt konnten bei der Verbesserung dreiknotiger Scheibenelemente groBe Fort-
schritte gemacht werden. Unbefriedigend aber bleibt neben Schwierigkeiten beiinkom-
pressiblem Material vor allem die groBe Abhangigkeit von heuristisch ermittelten Skalie-
rungsparametern, die die theoretische Grundlage der Elemente in Frage stellen.
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8 Dreieckige Schalenelemente

8.1 Einleitung

Fir die Berechnung von Schalentragwerken mit der Finite Elemente Methode gibt es
verschiedene Vorgehensweisen, die sich in ihren Méglichkeiten und Anforderungen
stark voneinander unterscheiden:

Elemente nach einer Schalentheorie

Elemente nach der Theorie flr schwach gekrimmte Schalen

Schalenelemente als 3D—Kontinua

Schalenelemente nach dem Degenerationskonzept

Schale aus ebenen Facettenelementen

Elemente einer Schalentheorie mit einer Kinematik nach Kirchhoff—Love fiihren zu sehr
aufwendigen Elementformulierungen, wie z.B. dem Sheba —Element von Argyris (1987)
mit Polynomen flinften Grades als Ansatzfunktionen. Geringere Anforderungen stellen
Elemente, die nur eine Theorie schwach gekrimmter Schalen berlicksichtigen. Nach
Harbord (1977) sind jedoch auch hier mindestens kubische Ansatzfunktionen erforder-
lich. Die Anforderungen kénnen weiter reduziert werden, wenn anstatt einer schubstar-
ren eine schubweiche Schalenkinematik nach Reissner—-Mindlin verwendet wird. Unter
Umgehung einer Schalentheorie kann auch eine Berechnung als dreidimensionales
Kontinuum mitVolumenelementen erfolgen. Volumenelemente stellen eine attraktive Al-
ternative dar, besonders wenn Versteifungsprobleme wie von Andelfinger (1993) mit der
EAS—Methode vermieden werden. Auch diese Vorgehensweise erfordert einen hohen
Aufwand, vor allem hinsichtlich Diskretisierung, numerischer Integration und Zahl der
Freiheitsgrade. Zur Vermeidung dieser Nachteile wurden von Anmad (1970) durch Kon-
densation von Freiheitsgraden aus Volumenelementen sogenannte degenerierte Scha-
lenelemente entwickelt. Buchter (1992) zeigte, daB degenerierte Elemente gleichwertig
zu Elementen nach einer Schalentheorie sind. Degenerierte Elemente werden heute zur
Berechnung von Schalentragwerken vorwiegend eingesetzt. Sie besitzen in der Regel
flnf Freiheitsgrade und sind vor allem bei analytischer Integration Uber die Schalen-
dicke sehr effizient.

Eine weitere Vereinfachung stellt die Diskretisierung von Schalentragwerken mit ebe-
nen Facettenelementen dar. Dies ist fiir beliebig geformte Schalen nur mit dreieckigen
Elementen mdglich, deren gerade Berandung automatisch zu einer Facettierung fih-
ren. Auch bei Elementen héherer Ordnung kann eine Facettierung in Betracht gezogen
werden, da diese Elemente héufig sehr empfindlich auf gekriimmte Kanten reagieren.,
Kennzeichnend fir Facettenelemente ist die Entkopplung von Biege— und Membran-
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tragwirkung auf Elementebene, wodurch sich die Elementformulierung stark verein-
facht. Eine Schalentragwirkung kommt erst durch das Zusammenwirken mehrerer Ele-
mente zustande.

8.2 Ebene Facettenelemente

Allgemein kdnnen Schalenelemente durch Kombination eines Plattenelementes mit
einem passenden Membranelement entwickelt werden. Bei gekrimmter Elementgeo-
metrie sind beide Anteile bereits auf Elementebene miteinander gekoppelt, da aufgrund
der Richtungsénderung der Normalkrafte auch Biegemomente entstehen. Bei Facet-
tenelementen ist diese geometrische Kopplung nicht vorhanden, so daB Biege— und
Membranstetfigkeiten unabhéngig voneinander aufgestellt werden kénnen. Verschie-
dene Plaiten— und Scheibenelemente sind leicht miteinander kombinierbar, sofern die
Knotenfreiheitsgrade der Elemente zueinander passen. Die Steifigkeiten werden in
einem lokalen, orthogonalen Koordinatensystem gebildet.

Die Vektoren e und € der lokaien, orthogonalen Basis &, liegen in der Ebene des Ele-
mentes, wobei 4 in Richtung derlokalen r—Koordinate gewahlt wurde. Die Transforma-
tion der Komponenten a; eines Vektors a in.die lokalen Koordinaten a; wird mit der Rota-
tionsmatrix R durchgefiihrt:

a = Rjg, a = R.a (8.1)
mit:

R=[% &, 5] (8.2)
Damitkénnen die Koordinaten der Elementknoten im lokalen System bestimmtwerden.
Fur die Transformation des Vektors d der Knotenfreiheitsgrade wird die Matrix T gebil-
det:

d=Td (8.3)

ea[ €

Bild 8.1: Koordinatensysteme des Facettenelementes

€4
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mit:

RT0Q0 -0
T= [0 RT-0 (8.4)
0 0 - RT

Der B—Operator und die Steifigkeitsmatrix werden zunéchst im lokalen Koordinatensy-
stem aufgestellt und dann auf globale Koordinaten transformiert:

B=BT (8.5)

K=TTKT (8.6)
Damit sind alle flir ein ebenes Schalenelement notwendige Transformationen dargestelit.
Es wird der geringe Aufwand zur Formulierung von Elementen dieses Typs deutlich.

8.3 Kompatible Rotationen

Degenerierte Schalenelemente verwenden in der Regel fiinf Freiheitsgrade je Element-
knoten: drei Verschiebungen und zwei Rotationen. Dadurch entsteht eine Inkompatibili-
tat der Rotationen, sobald zwei benachbarte Elemente nicht in einer Ebene liegen. Zur
Beseitigung dieses Problems werden mehrere Ldsungen vorgeschlagen. Ramm
(1976) verwendet zwei globale Rotationsfreiheitsgrade, Bachter (1992) flihrt einen ge-
mittelten Schalendirektor ein, und Zienkiewicz (1989) versieht den dritten Rotationspa-
rameter mit einer fiktiven Steifigkeit.

Dieses Probiem kann umgangen werden, wenn auch die Scheibenelemente einen
Rotationsfreiheitsgrad normal zur Elementebene besitzen. Dadurch liegen an jedem
Knoten drei unabhangige Rotationsfreiheitsgrade mit eigenen Steifigkeiten vor, die di-
rekt miteinander gekoppelt werden kénnen.

inkompatible
Rotationen

5 Freiheitsgrade 6 Freiheitsgrade

Bild 8.2: Kopplung der Rotationen bei Elementen mit fiinf bzw. sechs Freiheitsgraden
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8.4 Numerische Ergebnisse

Zur Berechnung verschiedener Schalenprobleme werden die erfolgreichsten Platten—
und Scheibenelemente zu Schalenelementen kombiniert. Die getesteten Elementkom-
binationen sind in Tabelle 8.1 angegeben:

Schalenelement Biegung Membran
XU-ALL XU 4 Allmann 4
XU~FFEAS XU 4 FFEAS 3
DST-ALL DST 3 Allmann 4
DST-FFEAS DST 3 FFEAS 3
MITC7-DISP6 MITC7 6 DISP6 3

Tabelle 8.1  Getestete Schalenelemente mit Integrationsordnung

Auch das héherwertige Element MITC7-DISP8 wird nur als Facettenelement einge-
setzt. Die quadratischen Verschiebungsansétze des Elementes erméglichen im Prinzip
auch eine gekrimmte Elementgeometrie. Dazu miiBte jedoch die Formulierung des
MITC7-Elementes auf gekrimmte Kanten erweitert, und zusétzlich MaBnahmen zur
Vermeidung von Membranversteifungen getroffen werden. Auf eine Erweiterung des
TLQL-Elementes auf Schalenanwendungen wurde verzichtet, da die zusatzlichen
Rotationsfreiheitsgrade in den Seitenmitten eine kompatible Formulierung erschweren.
AuBerdem fallt das Element in der Effizienz hinter die Elemente mit neun Freiheitsgra-
den zurlick. Zum Vergleich der Leistungsféhigkeit werden die Ergebnisse folgender be-
kannter Schalenelemente verwendet:

DISP6 sechsknotiges Verschiebungselement, Integration 3

DISP10 zehnknotiges Verschiebungselement, integration 6

PINSKY neunknotiges ANS—Element nach Pinsky (1987)

B/D vierknotiges ANS—Element nach Dvorkin (1984)

EAS/ANS  vierknotiges Schalenelement nach Andelfinger (1991)
DKT—CST dreiknotiges Facettenelement mit Biegeanteil nach Batoz (1980)

Bis auf das Element DKT—CST sind alle Vergleichselemente gekrimmte Schalenele-
mente, bei denen eine Kopplung von Biege — und Membrankraften bereits auf Element-
ebene stattfindet. Das EAS/ANS — Element stelit eine Kombination des ANS —Plattenele-
mentes nach Dvorkin (1984) mit der Membransteifigkeit des Elementes EAS4 dar.
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8.4.1 Schale nach Scordelis—Lo

Bei der Schale nach Scordelis—Lo handelt es sich um eine zylindrische Schale, deren
Stirnwénde gelenkig gelagert sind, so daB dort nur Verschiebungen in Langsrichtung
sowie Rotationen auftreten kdnnen. Das System der Schale wurde MacNeal (1985) ent-
nommen und ist in Bild 8.3 dargestelit.

= 360
0,25

= 4,32.108
= 0,0

UB, ref = 0,3024

< mon
f

Netz 8x8

Bild 8.3: Schale nach Scordelis—Lo

Die Schale wird durch ihr Eigengewicht belastet. Unter Ausnutzung der Symmetrie wird
ein Viertel der Schale mit Netzen aus 8, 32, 128 und 512 dreieckigen Elementen berech-
net. Die normierte vertikale Verformung des Punktes B ist in Tabelle 8.2 und in Bild 8.4
dargestellt, wobei als Referenz nach MacNeal (1985) eine maximale Durchbiegung von
0,3024 verwendet wird.

Netz XU~ DST- XU~ DST- | MITC7—- | DKT-— | DISP6
ALL ALL FFEAS | FFEAS | DISP6 CST

2x2 0,999 1,056 1,073 1,134 1,175 0,799 0,186
4x4 0,932 0,952 0,988 1,009 1,008 0,671 0,631
8x8 0,974 0,984 0,993 1,003 1,002 0,856 0,924
16x16 0,990 0,994 0,996 0,999 1,020 0,953 0,959

Tabelle 8.2 Normierte maximale Verschiebung in B (Referenzwert ug ¢=0,3024)

Alle dreieckigen Schalenelemente mit Drilifreiheitsgraden zeigen ein ausgezeichnetes
Konvergenzverhalten. Bis auf das Element XU—ALL liegen alle Elemente schon bei
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Bild 8.4: Konvergenzdiagramm der Schale nach Scordelis—Lo

einem Netz mit vier Unterteilungen je Seite innerhalb einer Abweichung von 5 % in den
Verschiebungen. Die Elemente mit FFEAS —~ Membrananteil zeigen eine schnellere Kon-
vergenz als das vierknotige Element EAS/ANS. Beim DKT—CST-Element, dessen
Konvergenzverlaufin Bild 8.4 nicht dargestellt wurde, macht sich die schlechte Approxi-
mation des Membrananteils bemerkbar, so daB das Element nur bei feineren Netzen
verlaBliche Ergebnisse liefert. Das Element MITC7~DISP6 konvergiert ebentalls sehr
schnell gegen die Referenziésung, benétigt jedoch fir eine vergleichbare Genauigkeit
mehr Freiheitsgrade als die dreiknotigen Elemente. Die schlechteste Konvergenz zeigt
das quadratische DISP6— Elemént, das nur sehr langsam Membranversteifungen tiber-
windet. Durch eine Facettierung des DISP6—Elementes wird ein dem Element MITC7 —
DISP6é &hnliches Konvergenzverhalten erreicht. Die SchnittgréBen werden von allen
dreieckigen Elementen mit Drillfreiheitsgraden ahnlich gut angenéhert. Exemplarisch
sind in Bild 8.5 fiir das Element XU—FFEAS die Langskraft und das Langsmoment ent-
lang des Schnittes A—B aufgetragen. Beide SchnittgroBen erzeugen Spannungen in
Richtung der Langsachse der Schale. Der Vergleich der durch Mittelung in den Knoten
geglatteten SchnitigréBen mit der exakten Lésung nach Scordelis (1969) zeigtdie guten
Approximationseigenschaften des Elementes..

In Bild 8.6 ist der gesamte Verlauf dieser SchnittgroBen dargestellt. Wahrend mit geglét-
teten Werten sehr gute Ergebnisse erreicht werden, treten bei ungeglatteten Langsmo-
menten am freien Rand starke Ostzillationen auf. Ursache dieser Oszillationen sind die
Rotationen des Mittelknotens des XU~ Elementes. Die zugehdrigen kubischen Modes
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Bild 8.5: SchnittgréBenverlauf entlang der Kante A—B, Element XU—FFEAS, Netz 8x8

werden zur Vermeidung des ,Shear—Locking“ benétigt und es bleibt unkiar, weshalb
sie hier zu Oszillationen fihren. Aucheine hbhere Integrationsordnung des Biegeanteils
fuhrt zu keiner Verbesserung, da es sich nicht um innere Kinematiken handelt. Die Os-
zillationen kénnten vermieden werden, wenn bei der Spannungsrlickrechnung der Ein-
fluB des Mittelknotens unberiicksichtigt bleibt. Auch die Elemente mit DST—Plattenan-
teil zeigen derartige Spannungsspriinge. Worauf sie zurlickzufihren sind, konnte nicht
geklart werden. Das Element MITC7-DISP6 zeigt keine stérenden Oszillationen der
Momente, so daB es zur Bestimmung von SchnittgréBen besser geeignet ist.
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Bild 8.6: Verlauf von La&ngsmoment und Langskraft, Element XU-FFEAS, Netz 8x8

141



8.4.2 Zylinder mit Endscheiben
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Bild 8.7: Zylinder mit Endscheiben, System und Belastung

Ein Zylinder wird durch zwei entgegengesetzt wirkende Einzellasten belastet. Die Ran-
der des Zylinders sind durch Scheiben ausgesteift, so daB radiale und tangentiale Ver-
schiebungen blockiert sind. Verschiebungen in Langsrichtung des Zylinders sowie Ro-
tationen sind jedoch méglich. Das System und die Materialdaten sind in Bild 8.7
dargestellt. Unter Ausnutzung der Symmetrie erfoigt die Berechnung am Achtelsystem
mit einer gleichmaBigen Netzeinteilung. Der Referenzwert der maximalen Verformung
am Lastangriffspunkt wurde Belytschko (1985) entnommen. Dieses in der Literatur hau-
fig verwendete Testbeispie! ist theoretisch nicht zulassig, da sich bei schubweichen
Platten und Schalen unter einer Einzellast unendlich groBe Verschiebungen einstellen.
Mit den hier verwendeten Netzeinteilungen ist eine sinnvolle Lésung des Problems den-
noch méglich, da die Elemente ausreichend grof sind und somit die Singularitat der
Verschiebungen nicht erfaBSt wird. Die normierten Verformungen sind fir verschiedene
Netzfeinheiten in Tabelle 8.3 und Bild 8.8 dargestelit.

Netz XU- DST- XU- DST—- | MITC7— | DKT- | DISP6
ALL ALL FFEAS | FFEAS | DISP6 csT

2x2 0,095 0,100 0,097 0,104 0,104 0,065 0,061
4x4 0,446 0,625 0,448 0,642 0,639 0,493 0,214
8x8 0,755 0,932 0,745 0,926 0,914 0,863 0,605
16x16 0,911 1,004 0,907 1,000 0,993 0,974 0,921

Tabelle 8.3 Normierte maximale Verschiebung (Referenzwert uyer=1,8248.10~5)
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Bild 8.8: Konvergenzdiagramm des Zylinders mit Endscheiben

Bei diesem Testbeispiel treten die groBten Deformationen als Biegeverformung im Be-
reich der Lasteinleitung auf. Die Konvergenz der Elemente ist deswegen stark von der
verwendeten Plattenformulierung abhéngig, der Membrananteil ist dagegen von gerin-
ger Bedeutung. Das beste Ergebnis liefern die Elemente mit der DST—Formulierung,
unabhéngig davon, ob zur Membraninterpolation das Allmann — oder das FFEAS—Ele-
ment verwendet wird, Doch auch die Elemente mit dem XU —Plattenelement konvergie-
ren sehr gut und sind in der Leistungsféahigkeit mit dem viereckigen Element EAS—ANS
nach Andelfinger (1991) vergleichbar. Weniger Uberzeugend ist das Element
MITC7-DISP8, das zwar eine gute Konvergenz zeigt, in der Effizienz aber hinter den
dreiknotigen Elementen zuriickbleibt. Das DISP6-Element konvergiert aufgrund von
Membranversteifungen wesentlich langsamer. Das gute Abschneiden des Elementes
DKT—-CST zeigt, daB bei diesem Beispiel die Formulierung der Membransteifigkeit
keine groBe Bedeutung hat, Obwonhl dieses Element nur iiber konstante Membrankréfte
verfligt, liefert es bereits bei groben Netzen ein sehr gutes Ergebnis.

8.4.3 Halbkugel mit Loch

Einweiteres Testbeispiel flir Schalenelemente ist die Halbkugel mit Loch nach MacNeal
(1985). Die Halbkugel mit einer Offnung von 18° am Pol wird durch vier entgegenge-
setzte Einzellasten belastet, die Systemdaten sind in Bild 8.9 dargeétellt. Aus Symme-
triegriinden erfolgt die Berechnung am Viertelsystem, die Ergebnisse werden mit dem
Sollwert der Verschiebungen nach MacNeal (1985) von 0,094 normiert. In Tabelle 8.4
und Bild 8.10 sind die Ergebnisse der getesteten Elemente aufgefihrt.
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Bild 8.9: Halbkugel mit Loch, System und Belastung
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Bild 8.10: Konvergenzdiagramm der Halbkugel mit Loch
Netz XU- DST- XU- DST- | MITC7- | DKT- | DISP6
ALL ALL FFEAS | FFEAS | DISP6 CST (IR 4)
2x2 0,095 0,085 0,081 0,046 0,512 0,923 0,014
4x4 0,253 0,266 0,058 0,059 0,301 0,984 0,076
8x8 0,787 0,824 0,329 0,345 0,421 0,986 0,514
16x16 0,974 0,987 0,859 0,873 0,884 0,983 0,916

Tabelle 8.4 Normierte maximale Verschiebung (Referenzwert u,=0,094)
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Es zeigt sich, daB fast alle Elemente groBe Schwierigkeiten mit diesem System haben
und erst bei sehr feinen Netzen eine akzeptable Genauigkeit liefern. Das Verhalten der
dreiknotigen Elemente wird weitgehend von der Formulierung des Membrananteils be-
stimmt, so daB die Konvergenzverlaufe der Elemente DST—ALL und XU—-ALL bzw.
DST—FFEAS und XU~-FFEAS beinahe identisch sind. Deutlich Gberlegen sind die Ele-
mente mit Aimann —Interpolation, die schneller gegen die exakte Losung konvergieren.
Die Elemente mit FFEAS—Membrananteil konvergieren etwas langsamer, liegen aber
noch deutlich Gber den Ergebnissen des sechsknotigen Elementes DISP6, welches bei
diesem Beisplel mit vier Stitzstellen integriert wurde. Auch das héherwertige Element
MITC7-DISP6 enttduscht, da es nur bei groben Netzen bessere Ergebnisse als das
DiSPe—Element liefert. Frappierend ist das exzellente Abschneiden des Elementes
DKT-CST, das éhnlich wie das B/D—Element schon bei groben Netzen zu einem sehr
guten Ergebnis fUhrt.

Bei der Beurteilung dieser Ergebnisse sind vor allem zwei Aspekte maBgebend. Einer-
seits handelt es sich bei der Halbkugel mit Loch um ein biegedominantes Problem, bei
dem die Normalkréfte nur eine untergeordnete Rolle spielen. Das Problem wird als
Standardtest fir dehnungslose Verformungen, sogenanntes ,inextensional Bending"“,
verwendet. Entscheidend fiir das Elementverhalten ist daher nicht die Giite der Mem-
braninterpolation, sondern inwiefern reine Biegezustinde durch Membrankrifte ge-
stért werden. Dies st offensichtlich bei den Elementen B/D und DKT~CST nicht der Fall,
dasie keine Drillfreiheitsgrade besitzen und eine Kopplung zwischen Biege— und Mem-
brankréften nur Gber die Verschiebungen zustande kommt. Zusétzlich stellt sich bei der
Halbkugel bei groben Netzen ein erheblicher Diskretisierungsfehler ein, da die Kugelfla-
che mit wenigen Facettenelementen nur sehr schlecht dargestelit werden kann. Die nu-
merische Diskretisierung flihrt zu einer Faltwerksstruktur mit einem anderen Tragverhal-
ten als dem der Kugelschale. Dieser Unterschied wird am folgenden Beispiel eines
Faltwerks deutlich.

Das Faltwerksystem nach Bild 8.11 entspricht genau der Diskretisierung der Halbkugel
mit Netz 2x2, besitzt jedoch ein véllig anderes Tragverhalten. Damit werden zwei unter-
schiedliche Systeme bei grober Netzeinteilung mit demselben numerischen Modell be-
rechnet. Die Konvergenzverliufe in Bild 8.12 zeigen, daB hier die Elemente mit Drillfrei-
heitsgraden sehr gut konvergieren. Die Elemente B/D und DKT—CST filhren dagegen
bei groben Netzen zu einer starken Uberschitzung der exakten Verformung. Die
schwache Kopplung von Biege-- und Membrankraften der Elemente B/D und DKT —
CST scheint den groen geometrischen Diskretisierungsfehler der Halbkugel zu kom-
pensieren und so zu einem sehr guten Ergebnis zu fihren. Die langsame Konvergenz
der Elemente mit Drillfreiheitsgraden bei der Halbkugel kann daher weniger als Folge
eines ,Membrane Locking” der Elementformulierung gesehen werden, sondern
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Bild 8.11: Faltwerk, System und Belastung
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Bild 8.12; Konvergenzdiagramm des Faliwerkes (Verschiebung ues1072)

scheint ein Problem des Diskretisierungsfehlers zu sein. Das Tragverhalten eines Falt-
werks néhert sich sehr langsam dem einer doppelt gekriimmten Schale an, da die ge-
knickten Kanten des Faltwerkes Kréfte anziehen, und eine Lastabtragung (iber Normal-

kréfte bevorzugt wird.

Die schlechten Approximationseigenschaften der dreiknotigen Facettenelemente in
biegedominanten Fallen wurden bereits mehrfach von Carpenter (1985), Chen (1992)
und Allmann (1994) festgestellt. Es werden verschiedene Mdglichkeiten vorgeschla-
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gen, wie dreieckige Schalenelemente mit Drillfreiheitsgraden verbessert werden kon-
nen. Carpenter (1985) verwendet eine reduzierte Integration der Membransteifigkeiten,
die jedoch zu inneren Kinematiken filhrt. Diese Kinematiken werden von Fish (1992)
durch eine Stabilisierung der Membransteifigkeiten vermieden. Als weitere Mdéglichkeit
wird die Kopplung von Biege— und Membrankréften auf Elementebene vorgeschlagen.
Dies wird erstmals von Carpenter (1986) auf der Basis der Verzerrungsbeziehungen
einer flachen Schale fir das CST—Element durchgefiihrt. Cook (1993) und Allmann
(1995) schiagen dieses Verfahren auch fir Elemente mit Allmann—Interpolation vor.
Bessere Ergebnisse werden von Cook (1993) jedoch nur erreicht, wenn gleichzeitig die
Kopplung von Biege~ und Drillrotationen zwischen den Elementen mit Hilfe eines Fak-
tors aufgeweicht wird, der von der Krimmung der Elemente abhéngig ist. All diese MaB-
nahmen verbessern das Elementverhalten fiir das Problem der Halbkugel, indem die
Membransteifigkeit dem CST—Element angeglichen wird. Die besseren Approximati-
onseigenschaften der Elemente mit Drillfreineitsgraden, z.B. bei Faltwerks— oder
Scheibenproblemen gehen dadurch jedoch verloren.

Eine entscheidende Verbesserung des Konvergenzverhaltens kann bei der Halbkuget
nur mit gekrimmten Schalenelementen erreicht werden, bei denen besondere MaB-
nahmen zur Vermeidung des ,Membrane Locking“ getroffen werden. Wie ein Vergleich
in Bild 8.13 mitanderen Verschiebungselementen zeigt, sind die dreiknotigen Elemente
mit Allmann—Interpolation durchaus in der Effizienz mit gekriimmten Schalenelemen-
ten nach der Verschiebungsformulierung vergleichbar. Nur das neunknotige Schalen-
element nach Pinsky (1987), das auch fiir die Membranverzerrungen die ANS—Me-
thode einsetzt, zeigt eine deutlich schnellere Konvergenz.
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Bild 8.13: Konvergenzdiagramm Halbkugel, Vergieich mit Verschiebungselementen
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9 SchiluBfolgerungen und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sollten dreieckige Finite Elemente fir Platten—,
Scheiben— und Schalentragwerke entwickelt werden, die sich durch eine méglichst ef-
fiziente Elementformulierung auszeichnen. Aufgrund der besonderen Eigenschaften
dreieckiger Elemente ist eine direkte Ubertragung der bei Vierecken erfolgreich ange-
wendeten Methoden nicht mdglich. Durch Kombination verschiedener Verfahren und
Anpassung an die speziellen Eigenschaften dreieckiger Elemente konnen diese jedoch
soweit verbessert werden, daf3 sie in der Effizienz mit vierknotigen Elementen vergleich-
bar sind.

Die Vermeidung von Schubversteifungen stellt das gréBte Problem bei der Formulie-
rung schubweicher Plattenelemente dar. Ursache dieser Versteifungenist eine zu groBe
Zahlvon Nebenbedingungen, die die zur Verfligung stehenden Freiheitsgrade blockie-
ren. Der ,Constraint Count” stellt ein MaB fiir die Uberbestimmtheit einer Elementformu-
lierung dar. Die Fahigkeit von Elementen, konstante Biegemomente exakt darstellen zu
kdnnen, ist nicht ausreichend, um ,Shear Locking”“ generell zu verhindern. Mit Hilfe des
Konzeptes der Kirchhoff—Modes (KM) oder der Methode der angenommenen Verzer-
rungen (ANS) kdnnen Elemente gebildet werden, die den Patchtest reiner Biegung be-
stehen, jedoch weiterhin Schubversteifungen zeigen.

Erst durch Einflihrung einer variationellen Schubbedingung und Erweiterung der Rota-
tionen um kubische Anteile kann die Uberbestimmtheit vermieden und eine verstei-
fungsfreie Elementformulierung erreicht werden. Das durch diese MaBnahmen entste-
hende XU—Element fir maBig dicke bis diinne Platten ist das derzeit leistungsfahigste,
schubweiche Plattenelement mit neun Freiheitsgraden, und kann in der Effizienz mit
dem vierknotigen ANS—Element von Dvorkin (1984) verglichen werden.

Einen volistdndig anderen Weg zur Vermeidung des ,Shear Locking” wird beim DST—
Element eingeschlagen. Hier werden die Schubkrafte direkt lber die Gleichgewichts-
bedingungen bestimmt, zuséatzlich werden inkompatible Rotationen im Rahmen einer
~Freien Formulierung” eingesetzt. Das Element zeigt eine gute Konvergenz der Ver-
schiebungen. Querkréfte und innere Energie konvergieren jedoch nicht unbedingt ge-
gen die exakte Ldsung. :

Eine weitere Verbesserung der Elemente ist nach heutigem Stand des Wissens nur mit
einer Erhdhung der Zahl der Freiheitsgrade je Element méglich. Das TLQL~Element
vermeidet Schubversteifungen durch eine Kombination der ANS—Methode mit zusétz-
lichen Rotationen in den Seitenmitten. Aufgrund der hdheren Zahl der Unbekannten fallt
dieses Element jedoch in der Effizienz hinter die Elemente mit neun Freiheitsgraden er-
heblich zurlck. Im Gegensatz dazu flihren die zusétzlichen Freiwerte des MITC7~—Ele-
mentes auch zu einer deutlichen Steigérung der Konvergenzrate. Dieses Element be-

148




sitzt unvollstandig kubische Ansatzfunktionen, zur Vermeidung von Schubverstei-
fungen wird die ANS—Methode eingesetzt. Durch den quadratischen Ansatz der
Schubverzerrungen entstehen Querkrafte, die deutlich von der exakten Losung abwei-
chen. Sinnvolle Ergebnisse werden durch eine Berechnung der Querkrafte aus den
Gleichgewichtsbedingungen méglich.

Das MITC7~Element weist die mit Abstand schnellste Konvergenz der inneren Energie
auf. Dennoch stellen die Elemente niedriger Ordnung eine effiziente Alternative dar, da
sie haufig bereits bei groben Netzen eine sehr gute Approximation der Verformungen
und SchnittgréBen liefern. Besonders das XU—Element kann wegen seiner schnellen
Konvergenz vor allem flir Probleme mit unregelmaBiger Geometrie sowie bei adaptiven
Verfahren empfohlen werden.

Dreieckige Scheibenelemente verfligen bereits tiber abgesicherte Konvergenzeigen-
schaften, so daB eine Verbesserung der Elemente nur durch zusétzliche Freiheitsgrade
moglich ist. Eine effizientere Formulierung des dreiknotigen Scheibenelementes wird
durch die Einfihrung von Rotationsfreiheitsgraden erreicht, die in Form von Allmann—
Interpolationen oder im Rahmen der ,Freien Formulierung*” eingesetzt werden. Zu einer
weiteren Verbesserung kénnen die Verzerrungsanséatze des FF—Elementes mit Hilfe
der EAS~Methode auf vollsténdig lineare Polynome erweitert werden. Das durch diese
Kombination entstehende Element FFEAS erzielt die besten Ergebnisse der untersuch-
ten dreiknotigen Scheibenelemente und tbertrifit in der Effizienz zum Teil das vierkno-
tige EAS4—Element. Unbefriedigend bleibt jedoch die starke Abhéngigkeit des All-
mann—Elementes von der Integrationsordnung, bzw. der FF—Elemente von den
Skalierungsparametern. AuBerdem treten bei inkompressiblem Material volumetrische
Versteifungen auf, die auch beim FFEAS —Element nicht vollstdndig vermieden werden
kénnen.

Die Kombination von ebenen Platten— und Scheibenelementen erméglicht eine sehr
einfache Formulierung dreieckiger Schalenelemente. Durch die Drilifreiheitsgrade der
Scheibenelemente wird ein kompatibler Ansatz der Rotationen mit insgesamt sechs
Freiheitsgraden je Knoten erreicht. Alle getesteten Elemente zeigen ein sehr gutes Kon-
vergenzverhalten in den Verschiebungen. Zum Teil wird eine héhere Effizienz als bei
vierknotigen Schalenelementen erreicht. Aufgrund der Ergebnisse bei Platten~ und
Scheibenproblemen bietet sich das Element XU—FFEAS als bestmdgliche Kombina-
tion an. Je nach Testproblem wird jedoch mit anderen Kombinationen eine schnellere
Konvergenz erreicht. Einen Nachteil stellen oszillierenden Momente dar, die bei einem
Testproblem an einem freien Rand festgestellt wurden. Diese Oszillationen treten bei al-
len Schalenelementen mit Drillrotationen auf, eine Ursache konnte nicht gefunden wer-
den.
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Hoéherwertige Facettenelemente wie das Element MITC7 - DISPS flhren zu keiner wei-
teren Steigerung der Effizienz. Bei diesem Element Uberwiegt der bei der Beschreibung
doppelt gekrimmter Schalen entstehende Diskretisierungsfehler gegeniiber dem Zu-
gewinn an Genauigkeit durch héhere Ansatzfunktionen. Facettenelemente mit Drillfrei-
heitsgraden zeigen bei vorwiegend auf Biegung beanspruchten, doppelt gekriimmten
Schalen eine langsame Konvergenz. Dies wird in der Literatur haufig auf volumetrische
Versteifungen zurlickgeflihrt. Vergleichsrechnungen an einem Faltwerk haben jedoch
gezeigt, daB die Ursache der langsamen Konvergenz in dem nicht zu vermeidenden
geometrischen Diskretisierungsfehler liegt. Die Elemente sind demnach frei von Mem-
branversteifungen.

Bei der Entwicklung dreieckiger Finiter Elemente bleiben nach wie vor mehrere Fragen
offen, Eine Ursache flr die schlechte Approximation der Schubverzerrungen der Ele-
mente TLQL und MITC7 konnte nicht gefunden werden. Die Anwendbarkeit des
MITC7 —Elementes auf Gebiete mit gekrimmter Berandung ist ebenfalls offen. Schwer-
wiegender sind jedoch die verbleibenden Fragen bei dreieckigen Scheibenelementen
wie starke Abhé&ngigkeit von heuristischen Parametern oder volumetrische Versteifun-
gen. Ein weiteres Problem stellen Oszillationen der Momente an freien Schalenrandern
dar. Diese Fragen mlissen noch geklart werden, bevor die Elemente fiir den allgemei-
nen Einsatz uneingeschrankt empfohien werden kénnen.

Die Leistungsféhigkeit von dreieckigen Elementen kann mit den dargestellten Metho-
den entscheidend verbessert werden. In vielen Falien wird die Effizienz von viereckigen
Elementen erreicht oder sogar Ubertroffen. Fiir die Berechnung von Tragwerken mit der
Finite Elemente Methode bieten dreieckige Elementen deshalb eine atiraktive Alterna-
tive,

Ein gutes Konvergenzverhalten im linearen Bereich stelit eine notwendige, aber keine
hinreichende Bedingung flr einen problemlosen Einsatz der vorgesteliten Elemente bei
geometrisch und materiell nichtlinearen Problemen dar. Hierzu sind zusétzliche Uberle-
gungen erforderlich, die den EinfluB der Elementmodifikationen auf die nichtlinearen
Steifigkeiten berlicksichtigen. Bei Elementen, die wie das DST—FElement ein inverses
Werkstoffgesetz verwenden, ist eine Erweiterung auf materiell nichtlineare Probleme
praktisch ausgeschiossen, da nichtlineare Stoffgesetze Gberwiegend in Abhangigkeit
der Verzerrungen aufgestellt werden und nicht ohne weiteres invertierbar sind.
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