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KURZFASSUNG:

Das Tragverhalten von horizontal unverschieblichen punktgestlitzten Kugel-,
Ellipsoid~, Paraboloid- und Membranschalen Uber quadratischem GrundriB unter
Eigengewichts-, Schnee- und Windlasten wird in Abhdngigkeit einiger Parameter,
wie

- Scheitelhohe der Schale

- Auflagerbreite der punktformigen Lager

- Krimmungsverhdltnis im Auflagerbereich

Verdickung der Schale in Auflagerndhe, entlang der Diagonalen oder entlang
des Randes

~ Stiitzung des Randes durch rechteckige Randtrager

untersucht.

Mit der Verwendung von Membranschalen ndhert man sich einer 'idealen' Schalen-
form, da bei der Lastabtragung in den Schalen geringe Verformungen und Spannun-
gen entstehen, Auf zusdtzliche Konstruktionselemente wie Randversteifung, wei-
tere Einzelstltzen entlang des Randes, Vorspannen des Schalenrandes oder Anglei-
chen der Schalenkrimmung im Auflagerbereich an die Neigung der groBten Auflager-
kraft kann bei Membranschalen verzichtet werden. 'Unverformte' Gleichgewichts-
lagen punktgelagerter Membranen kinnen filr eine achsensymmetrische Lastgruppe
aus Eigengewicht und konstante oder verdnderliche Schneelast oder fiir eine
antimetrische konstante oder verdnderliche Fldchenlast mit der Pucher'schen
Differentialgleichung gefunden werden (Bild 4.16-4.19, 4.26-4.31).

SUMMARY::

The bearing capacity of horizontal nondisplaceable pointsupported dome-~shaped-

shells which are sections out of sbheres, ellipsoids, paraboloids and membrane

shells above a quadratic plan loaded by dead weight, snow- and windloads, is

studied varying the following parameters:

- height of the vertex of the shell

- width of the supports

- the curvature of the shell near to the supports

- thickness of the shell near to the supports, along the diagonals or along the
border

- additional support of the border by rectangular girders

Using membrane shells in construction one gets closer to the 'ideal' dome-shaped
shells because these shells show very small deformations carrying those loads.
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Further details in constructions can be dropped, like stiffening, prestressing
or an additional supporting of the border of the shell or assimilating the cur
vature of the shell with the gradient of the forces at the suppokts. 'Undefor-
med' equilibrium configurations of point supported membranes can be found with
Pucher's differential equation for axial symmetrical groups of loads - dead
weight and constant or variable snow load - or for antimetrical constant or
variable distributed loads (picture 4,16-4.19, 4.26-4.31),

RESUME :

Le mécanisme de résistance des coques sur un plan quadratique appuyées par points
fixes horizontalement et verticalement dont les plans moyens sont formés par des

sphéres, des ellipsoides, des paraboloides et des coques & membranes, chargés de

poids mort ou de neige et de vent est 2tudig par une variation des paramétres

- hauteur du coque

- 1argeurkdes appuis

- rayon de raccordement dans la région d'appui

- Bpaississement de la region d'appui, du long de la diagonale et du bord

- appui du bord par des poutres rectangulaires

51 on.utiTise des coques & membranes en construction on s'approche

des dBmes 'ideales', parce que ces coques chargés de poids mort ou de neige et
de vent présentent des trds faibles déformations. D'autres détails de construc-
tions ne sont plus necessaires, comme des bords raidis et précontraints, des
bords appuygs par points ou une coordination de rayons de raccordement de Ta
coque avec 1'inclinaison de puissances des supports ponctuels. On peut trouver
des configurations dmembranes en équilibres, appuyges par points et 'non defor-
mees' pour un groupement des charges symétrigues (du poids propre et une charge
de neige constante ou variable) ou asymétriques (des charges distribudes con-~
stantes ou variables) avec 1'gquation differentielle du Pucher (illustration
4.16-4.19, 4.26-4.31).

RESUMEN:
En el siguiente estudio se analiza Ta influencia de diversos parametros sobre
el comportamiento estatico de las cascaras de proyeccidn cuadrada con apoyos

punctuales fijos. Se estudian cascaras esféricas, elipsoides y paraboloides,
bign como cadscaras membranales. Son consideradas Tas cargas de peso proprio, de
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nieve y de viento. Los parametros analizados son:

- altura libre de la céscara

- largura de los apoyos punctuales

- rayo de curbatura en los apoyos

- variacidn de la espesura en las zonas de apoyo, a lo largo de las diagonales
o de los bordes

- apoyo de los bordes libres en vigas de contorno

Mediente el empleo de cascaras membranales, se Togra una aproximacidn a las
cascaras de forma 'ideal': por que las cascaras presentan pocas deformaciones
bajo la influencia de las cargas anteriormente mencionadas. En el caso de dichas
cascaras membranales, pueden omitirse ciertos elememtos constructivos, como
apoyos puntuales adicionales en diversos puntos de los bordes, refuerzos a lo
largo de los mismos, o el pretensado de dichos refuerzos. Asimismo, no es nece-
sario cambiar la forma de la cascara en el entorno del apoyo, adaptando su
inclinacidn en la cascara sin deformar, sobre apoyos puntuales, pueden ser
calculados con la ecuacidn diferencial de Pucher para el caso de cargas axial-
mente simétricas debidas a peso propio, carga de nieve, 0 bien para

una carga distribuida antisimétrica, uniforme o variable (estampa 4.16-4.19,
4,26-4.31).
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1. EINFUOUHRUNG

1.1 Oberblick

Das Bestreben grofe Flichen mdglichst stlitzenfrei zu Uberspannen, fiihrte in
jlngster Zeit zu immer vielfdltigeren Formen von Dachkonstruktionen. Seilnetz-
dicher, Zelte und pneumatische Membrankonstruktionen lberdachen Sportpldtze,
Hallenbdder, Freilichttheater, Ausstellungspavillons und Fabrik- oder Flug~
zeughallen [4.141 . Im In- und Ausland wurden in den letzten 20 Jahren auch
Kuppelschalen auf Einzelstiitzen mit nichtrotationssymmetrischem GrundriB zur
Uberdachung groBfldchiger Bauten erstellt ([1.1 - 1.171.

Auditorium Maximum der Universitdt Hamburg, Baujahr 1958

Der Radius der Kugelschale betrdgt 65 m, die GrundriBfldche von 2 500 m?* erin-
nert an ein gleichschenkliges Dreieck. Die 13 cm dicke Schale ist in Ortbeton
hergestellt und im Randbereich vorgespannt. Die Konstruktion wird durch eine
Randversteifung und durch schianke Einzelstiitzen fortlaufend unterstiitzt.

Kresge Auditorium, Massachusetts Institute of Technologie, Cambridge, Mass./USA

Das sphirische Kugeldreieck, Radius 34,14 m, lagert auf 3 Stlitzpunkten, die
48,77 w voneinander entfernt Tiegen. Die Dicke der Schale betrdgt 8,9 cm, sie
verstdrkt sich zu den Réndern hin auf 14 cm, zum Auflager hin auf 50 cm. Das
Tinienférmige Kipplager der Ortbetonschale ist 84 cm breit., Am Schalenrand sind
Uberziige mit einem Querschnitt von etwa b/d = 30/90 cm angeordnet.

Jahrhunderthalle der Farbwerke Hoechst AG, Baujahr 1961

Die Kugelschale mit einem Radius von 50 m lagert auf den Eckpunkten eines
regelmdBigen Sechseckes, dessen Seitenldnge 43,3 m betrdgt. Die Schale ist 13 cm
dick. Sie wachst zum Rand bis auf 25 cm und in der Auflagerspitze bis auf 6o cm
an. Zusdtzlich stiitzt sich die Kugelschale auf einem Randtrdger mit einem Quer-
schnitt von b/d = 0,5/1,6 m ab.

Das Schalentragwerk der Stddtischen Bilhnen Dortmund, Baujahr 1964

Die Kuppelschale hat die Form eines Rotationsellipsoides iiber dreieckigem
GrundriB mit einer Seitenldnge von 54 m. Im Scheitel betrdgt der Radius ca.
43 m. Die Schale ist 8,5 cm dick. Sie verstédrkt sich im Scheitel des Randes
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innerhalb eines zwei Meter breiten Streifens auf 20 cm und im Bereich des
Lagers auf foo cm. Das Randglied der Ortbetonschale mit einem Querschnitt

b/d = 0,6/1,2 m ist auf die ganze Ldnge vorgespannt. Fir etwa zwei Drittel der
herzustellenden Fliche der diinnen Schale wurde nur ein Drittel der Gesamtbeton-
menge benotigt. Der Rest wurde flr Randglieder und den versteiften Auflager-
bereich verwendet.

Das Planetarium der Stadt Bochum, Baujahr 1962

In 3,5 m Hohe geht der untere Teil der Paraboloidschale in eine Kegelschale
iiber. Ihr Durchmesser betrdgt in der Ebene der FuBpunkte 39,34 m. Die Schale

ist im Bereich vom 14,5 m hohen Scheitel bis 7,04 m liber 0.X. FuBboden 8 cm
dick. Zwischen den 3 Auflagerpunkten, die durch vorgespannte Zugbdnder verbunden
sind, schliedt die Schale durch schrig liegende Bigen ab. Im Scheitel sind die
Bogen 50 cm dick, im Auflagerbereich dagegen 85 cm.

Horsaalgebdude der naturwissenschaftliichen Fakultdt der Universitat Mainz,

Die auf drei Punkten gelagerte Kuppelschale wdlbt sich iiber einem gleich-
seitigen Dreieck mit einer Seitenldnge von 55,7 m. Die Schale besteht aus drei
gleichen, doppelt gekrimmten Fldchen, die durch eine Basisseite und zwei Grate
der Kuppel begrenzt werden. Die 30 cm dick ausgebildeten Gratbdgen sind mit
einem Radius von 45,48 m kreisformig. Die Scheitelhihe der GratbSgen betrdgt
10,12 m. Die Schale zahlt damit zu den flachsten dreipunktgelagerten Kuppeln.
Die Schalendicke von 1o cm vergrofert sich in Randndhe auf 3o bis 4o cm. Den
Randtrdgern, mit einem Querschnitt b/d ca. 0,2/1,1 m, sollten keine statischen
Funktionen iibertragen werden [1.7, 1.10 1.

Garten-Center in Solothurn, Ausstellungs- und Verkaufshalle

Die 8 cm dicke Transiatationsschale Uber einem 20 x 24 m groBen, rechteckigem
Grundrif lagert in den Ecken auf vier Punkten. Ein Kreis bewegt sich, zu sich
selbst parallel auf einem zweiten. Die Fassaden sind im GrundriB Teicht gekrimmt
und an der Schale aufgehingt. Schaleninnenfldche, Vordachuntersicht und Glas
schneiden sich in einer Linie. Die Vordidcher sind Ausschnitte von Kegeln und
wurden am freien Rand nicht verstdrkt [4.9].

Die 'Buckelschale’

Diese von Isler entwickelte Schale braucht nur an den Eckpunkten abgestiitzt zu
werden und wird meist Uber quadratischem oder rechteckigem GrundriB gebaut.
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Die Spannweiten Tiegen in der Regel bei 15 m, 20 m oder 30 m., Die Grenzspann-
weite der unverstérkten Buckelschale diirfte bei Uber 1oo m liegen. Dieses Bau-
element erlaubt die Uberdachung beliebiger GrundriBkomplexe mit wenigen Stiitzen.
Die Formgebung der Schale, sowie die in die Rénder eingeleitete Vorspannung ist
so gewdhlt, daB die Schale nirgends Zugspannungen aufweist. Der Beton wird in
einem GuB aufgebracht und mit Oberfldchenvibratoren liickenlos verdichtet. Die
Schalenddcher sind deshalb ohne Nachbehandlung und ohne Dachbelag dicht [1.41 .

Vorgefertigte unterkonstruktionslose Kuppelschalen

Die vorgefertigten, unterkonstruktionsiosen Kuppelschalen sind 4 bis 5 cm
dicke, sehr flache, bis etwa 150 m? groBe, zweifach gekrlmmte Schalen. Die
Schalenfertigteile iiber quadratischem oder rechteckigem Grundrif mit geneigten
niedrigen, dinnwandigen Randgliedern Tagern an den vier Eckpunkten auf kleinen
ebenen Lagerfldchen [1.37].

1.1.1 Probleme der Formgebung bei Kuppelschalen

Die Schale als Konstruktionselement der Architektur:

Die Architektur beschaftigt sich nicht nur mit Fragen konstruktiver Art, wie
z.B. das Einhalten der erforderTichen RaumhOhen, die Angleichung der Einbauten,
das Eiphalten der stromungstechnischen GesetzmdRigkeiten von Luftbewegungen,
die Erzeugung guter Licht- und Akustikverhdltnisse und das Erreichen gentigender
Isolationswerte. Wesentlich ist auch die Erfiillung dsthetischer Forderungen der
Raumgestaltung und des Formenausdruckes. Dazu nachfolgend einige Sdtze aus dem
Buch 'Dokumente der modernen Architektur' [1.57.

'Die Betonung der Konstruktionsform kann jedoch noch eine andere Ursache haben.
Unsere Zeit steht dem Problem des Symbolgehaltes der Form hilflos gegeniiber.
Die betonte Verwendung konkav und konvex geschwungener, interessanter Konstruk-
tionsformen ist oft nichts anderes als der - unbewuBte - Versuch, die Inhalt-
losigkeit der Aussage durch einprédgsame Konstruktionsformen zu iberspielen. Die
Erscheinung, eine vermeintlich neutrale Form durch manirierte Gestaltungen,
durch Bizarrerien oder durch plastische Kurvungen interessanter zu machen, ist
heute allgemein. Angesichts dieser Fehlentwicklungen muB wieder daran erinnert
werden, daB jede Form Teil einer Ganzheit ist; die Form hat nicht nur eine
Funktion zu erfillen oder richtig konstruiert zu sein, sie mup dariiber hinaus
ausdriicken, was als Idee im Bauwerk lebt.

Die Schale ist eine der ausgeprdgtesten Konstruktionsformen, die dem Architek-
ten zur Verfligung stehen. Nur eine Form, die nicht allein das Wesen der
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gestellten Aufgabe ausdriickt, sondern auch auf den KraftefluB bezogen ist, hat
Anspruch darauf, giiltig zu sein. Es ist Aufgabe des Architekten, aus der groBen
Fiille der Moglichkeiten jene Konstruktion zu finden, die fur die gestellte
Aufgabe geeignet ist. Nur so ist es mdglich, die Identitdt von Raum, Gestalt,
Funktion und Konstruktion wiederzufinden, die eines der vornehmsten Kriterien
der Modernen Architektur ist.'

Technische Formprobleme der Schalen

Den architektonischen Forderungen stehen die technischen GesetzmdBigkeiten der
Schalenkonstruktion gegeniiber. Die auftretenden Krdafte aus dem Eigengewicht der
Schale und den Auflasten, die Driicke von Wind~ und Schneelasten, Krdfte aus den
Materialverformungen, die von Auflagerverschiebungen, Bewegungen infolge Schwin-
gungen oder aus Dehnungen und Zwdngungen des Temperatur- oder Alterungsverhal-
tens herriihren, miissen alle sicher durch die Schalenkonstruktion in die Auf-
lagerpunkte eingeleitet werden.

Neben den Forderungen nach sicherem Standvermdgen sind noch weitere technische
Bedingungen zu erfiillen:

Die Schale sollte rationell und wirtschaftlich erstellt werden konnen.
Neigungs- und Kriimmungsverhdltnisse sind so zu wahlen, daB das Material an
allen Stellen die notwendige Festigkeit erreicht und Regenwasser rasch abge-
Teitet wird, Die Schale sollte moglichst wenig Unterhalt erfordern und ein
hohes Alter erreichen [4.9] .

o

1.1.2 Methoden der Formfindung:

Durch Ausschnitte aus Kugel-, E11ipsoid- und Paraboloidschalen gelangt man
zu Schalenformen, deren doppelte gekrimmte Mittelfldchen mathematisch in
impliziter, expliziter, Parameter- oder Vektorform festgelegt sind.

Physikalische Gleichnisse:

Es gibt in der Physik vorkommende Funktionen mit denen sich Schalenformen
ableiten lassen. Zu dieser Kategorie gehiren z.B. gewisse Spannungs- und
Stromungsfunktionen (Torsionsspannung, Plattengleichung, Pucher'sche Differen-
tialgleichung, bestimmte elektrische Felder, Funktionen, die einen FlieBvorgang
beschreiben).

Ausgehend von der Pucher'schen Differentialgleichung findet Korda fir den Last-
fall konstante vertikale Grundriplast (z.B. Schneelast) (4.12] eine in den
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Ecken horizontal unverschieblich, punktgestitzte Kuppelschale liber recht-
eckigem GrundriB. Diese Schalenform erlaubt, daB die duBere Last iiberwiegend
durch Membrankrdfte abgetragen wird.

Membranschalen gleicher Festigkeit (2.1, 4.117] :

Fiir eine bestimmte Form und Belastung entstehen in einer Membranschale gleicher
Festigkeit in jedem Punkt die gleichen Spannungen. Die Gestalt eines Beh#lters
wird angegeben, der unter dem, mit der Tiefe zunehmenden Innendruck der Flis-
sigkeit, Uberall die gleichen, vom Ort unabhdingigen Meridian- und Ringkrdfte
erhdlt. Der Behdlter hat die Gestalt eines auf ebener Unterlage ruhenden Fliis-
sigkeitstropfens. Er ist bei kleinem Volumen fast kugelfdrmig und wird mit
wachsendem Inhalt flacher. Erfahrungsgemdf bildet ein groBer Tropfen auf einer
ebenen Platte eine flache Pfiitze von fast konstanter Tiefe. Deshalb wiirde ein
Behdlter mit groBem Fassungsvermdgen so f]ach, daB er leer unter der Last
seines Eigengewichtes nicht mehr standsicher wdre. Ohne Uberdruck ist diese
Behdlterform nicht moglich: Der Druck im Scheitel wdre Null, somit gibe es

dort keine von Null verschiedenen Lingskrifte.

Die Forderung nach gleicher Festigkeit fiihrt fiir den Lastfall Eigengewicht auf
eine paraboloiddhnlich gekrlimmte Kuppel, deren Form und GroRe durch das Verhdlt-
nis aus zuldssiger Spannung und spezifischem Gewicht des verwendeten Materials
bestimmt werden. Die Schalendicke dieser Rotationsschale wichst dabei vom
Scheitel in Auflagerrichtung nach einer Exponentialfunktion so schnell an, daB
eine technische Verwertung der LOsung nicht mehr moglich ist.

Tolke [4.191 findet fiir den Lastfall konstanten Innendruck ‘unverformte'
Gleichgewichtslagen rotationssymmetrischer Membranen gleicher Festigkeit. Die
Kugel ist dabei die einzige LOsungsform, die auf eine geschlossene Fliche
fuhrt. Eine weitere Grenzfldche stellt der Zylinder dar.

Experimentelie Methoden:

Unter mdglichst wirklichkeitsnaher Nachahmung der tatsdchlichen Beanspruchung
werden dreidimensionale Schalenmittelfldchen erzeugt.

Ein klassisches Beispiel ist die hdngende Kettenlinie, deren Umkehrung schon
im Altertum zum statisch vollkommenen Bogenbau verwendet wurde. Zahllose
glinstige Schalenformen erhilt man, wenn statt der Kette ein Kettennetz oder
ein elastisches Gewebe verwendet wird.

Von 1946-1949 flihrte Frei Otto modelltechnische Hangeversuche mit Geweben
durch, um Formen fur Oberwdlbungen zu finden, die aus Trimmerziegeln einfach
und billig herzustellen waren. Frei Otto entwickelte 1950/51 ein Kettennetz-
modell, dessen Kettenglieder aufeinander abrollen, sich jedoch nicht vonein-
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ander 1dsen konnen. Wird das Kettennetz belastet, nimmt es in Abhdngigkeit der
Lagerung, von selbst die Form der glinstigsten Stutzfldche ein, die sich an den
Beriihrungspunkten der Kettenglieder markiert. So konnen nicht nur fiir eine
Eigengewichtsbelastung, sondern auch flir einseitige Belastungen Gleichgewichts~
lagen des verformten Netzes gefunden werden [1.12, 4,147 .

Ramaswamy hat Tuch verwandt, das kettenseilartig in einem quadratischen Rahmen
aufgehangt, betoniert wird. Das ganze wird dann umgedreht und an Ort und Stelle
aufgestellt [4.15, 4.16 ].

Mit diesen Methoden werden durch die Umkehrung der hingenden {zugbeanspruchten)
Form zur stehenden (druckbeanspruchten) Form brauchbare Kuppelschalen gefunden.
Pneumatische Experimente, z.B. aufgeblasene elastische Membranen 1iefern giin-
stige und reizvolle Schalenformen.

Eine interessante Variante hierzu ist von Bini entwickelt worden. Ausgehend von
einer flachen Basis, wird Luft mit Druck unter eine Folie geblasen, liber die
dann der Beton gegossen wird [4.97.

Eine dltere Variante der Formfestlegung besteht darin, dap man einen Erdhiigel
aufschiittet, um ihn als Ersatz flr Schalungen zu benutzen. Nur in der Randzone
werden Schaltafeln aus Holz verwendet. Nach dem Betonieren der Schale wird der
Erdhiigel ausgebaggert [1.5]. '

Frei Otto schldgt vor, gekrimmte, vorgespannte Membranen, pneumatische Konstruk-
tionen oder vorgespannte Seilnetze zu verwenden, um beliebig berandete Grund-
risse vielgestaltig zu Uberdachen [1.11, 4.41 . Eine gekrimmte Membran kann
nur dann allseitig vorgespannt sein, wenn sie an jedem Punkt 'gegengekriimmt'
ist, d.h. in der Tragrichtung ist sie negativ (durchhingend) und in der Spann-
richtung positiv gekrimmt. Zitat [1.12]: 'Als pneumatisch gelten solche
Konstruktionen, bei denen Druckunterschiede die Formgebung und die Stabili-
sierung bewirken oder wesentlich dazu beitragen. Der bekannte Luftballon kann
als Prototyp gelten: Eine schlaffe Hiille wird durch Gasdruck stabilisiert und
somit fahig, nicht nur den Gasdruck selbst, sondern auch andere Belastungen
aufzunehmen. '

Nach der pneumatischen Formgebungsmethode wurde von Isler die ‘Buckelschale’
entwickelt. Die Schale, benannt nach den &hnlich geformten Buckelblechen des
Stahlbaues, ist liber quadratischem oder rechteckigem GrundriB stetig doppelt
gekrimmt, weist gerade, oder vorgespannte Rander auf und lagert punktformig in
den vier Ecken [1.4]. Die Markthalle in Bellinzona, das Garten-Center bei Paris
und der Fabrikationsraum in Recherswil sind von Isler entwickelte, auf Einzel-
stiltzen gelagerte Kuppelschalen [4.9]. Alle drei sind Rotationsformen. Der
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rotierende Meridian ist aus einem FlieBformversuch entnommen worden. Es ist
interessant, daB die drei verschieden aussehenden Schalen Ausschnitte aus ein
und derselben Form sind und auch auf dem gleichen Gerlist erstellt wurden. Bei
zwei dieser Schalen wurden erstmals Rdnder ohne jegliche Rippen oder Ver-
dickungen ausgefiihrt. Da die Form bei der Markthalle Bellinzona aus architek-
tonischen Griinden nicht der 'Idealform' entsprechend gewdhlt werden konnte,
fligte man Abspannungen ein, die hinter den Fassadenprofilen unauffdllig ange-
bracht wurden [4.8] .

Isler verwendet druckbelastete Gummimembranen, um eine Schalenform zu finden.
Die Formfindungsmethode macht es mdglich, schwache Stellen der Form zu erkennen
und sofort zu korrigieren, indem man die Krimmung dndert oder die Schalendicke
abwandelt. Ist die Entscheidung hinsichtlich der endgiittigen Form gefallen,
wird ein Plexiglas-Modell in grdferem MaBstab gebaut, das mehrere Zwecke erfillt:
Es ermbglicht exakte Messungen am Modell, um die Schale zu dimensionieren,
auBerdem konnen Tests hinsichtlich der auftretenden Spannungen und Formverdnde-
rungen durchgefihrt werden,

1.1.3 Statische Berechnung und statische Formprobleme verschiedener Kuppel-
schalen

Fir rotationssymmetrische Kuppelschalen und fir Rotationsschalen mit nicht
rotationssymmetrischer Berandung u.a. auf Einzelstiitzen, konnen fur gleich-
maBige Fldchenlasten die Schnittgrifen mit den Angaben von [2.1 - 2.10,1]
(3.1 - 3.2871 und [5.1 - 5.13] berechnet werden.

Ein Beitrag zum Formproblem rotationssymmetrischer Membranen

Die Differentialgleichung der von Bienert [4.1] definierten 'ringspannungs-
freien Stltzfldche' wird in [4.17] fir verschiedene rotationssymmetrische
Belastungsfdlle integriert.

Fiir eine Paraboloidschale z.B., erzeugt durch eine Parabel 3. Ordnung, ent-
stehen unter einer konstanten, vertikalen Fldchenlast keine Spannungen in Ring-
richtung (Tab. 1.2).

Im Scheitel der Paraboloidschalen 3. und 4. Ordnung Tiefert die Membrantheorie
infolge der zu geringen Mittelfldchenkrimmung unendlich groBe Normalkridfte.

Die einem Belastungsfall zugeordnete ringspannungsfreie Stiitzfldche (Bild 1.1)
ist eine wichtige Grenzfldche flir die Beurteilung von rotationssymmetrischen
Kuppelschalen. Liegt die Schalenmittelfldche oberhalb dieser Stiitzfldche, dann
treten Ringzugspannungen auf; Ringdruckspannungen entstehen bei Schalen mit
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X/a Kugel Parabol. 2.0. Parabol. 3.0{ Parabol. 4. 0.
Nm Nr Nm Nr Nm Nr Nm Nr
kN/m kN/m kN/m kN/m kN/m | kN/m kN/m kN/m
0,00 - 5,00 | ~ 5,00 ] -2,50]~ 2,50 -~ - -® +
¢,000t | ~ 5,00 |- 5,00 | ~2,50|- 2,50 | - 35,91 o -125,00 | 125,00
0,001 - 5,00 | ~4,98 | - 2,50~ 2,5 | ~ 16,67 o -39,54 39,52
0,01 -500 |~-4,80 | -2,66|-2,45 1}~ 7,81 o -12,60 12,40
0,02 - 5,00 [~ 4,60 ] -2,60]|-2,41] - 6,29, o ~ 9,04 8,65
0,03 - 5,00 [-4,41 } - 2,65~ 2,36 | - 5,58 o - 7,51 6,93
0,04 - 5,00 | ~4,22 | -2,69|~2,32 |~ 5,16{ o - 6,64 5,88
0,05 - 5,00 | ~4,03 | -2.74}|~2,28 | - 4,88 o - 6.07 5,15
0,10 - 5,00 | -3,70 | ~2.9|~2.11 1|~ 4,28 o - 4.85 3,22
0,15 - b5, 00 |~ 2,23 | ~3,16|~1.981{ - 4,11 o - 4,48 2,32
0,20 - 5,00 |~ 1,40 § - 3.35|- 1,86 | - 4,08 o - 4,36 1,79
0,25 - 5,00 | -~ 0,63 | - 3,84|-1,77 { - 4,11 o - 4,33 1,44
0,50 - 5,00 2,50 | - 4,34 - 1,44 } - 4.49| o - 4,56 0,69
0,75 - 5,00 4,38 | - 5,00~ 1,25 | - 4,9 o - 4,87 0,43
1,00 - 5,00 5,00 | ~ 5,58 |- 1,12 | - 5,27} o - 5,15 0,30

schalen mit dem Radius a = 10,0 m im GrundriB. Lastfall: Schnee- bzw. konstante
vertikate Grundriflast p = 1,0 kN/m?.

Tabelle 1.2: Meridiankrafte Nm und Ringkrafte Nr flir Kugel- und Paraboloid-
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unterhalb Tiegenden Mittelfldchen. Schneidet eine Mittelfldche diese Stiitz-
fldche, so wechseln die Ringspannungen das Vorzeichen.

Der Verlauf der Meridian- und Ringkrdfte rotationssymmetrischer Membranen,
(Kugel-, Kegel-, Ellipsoid~, Paraboloidschalen) unter rotationssymmetrischer
Belastung (Eigengewicht, Schneelast und einer Belastung mit parabolischem
Verlauf) wird in  [4.17 1 angegeben. Die glinstigste Verteilung der Schnitt-
krifte aus einer Schneelast weist von den untersuchten Schalen das Paraboloid
auf (erzeugt durch eine Parabel 2. Ordnung), da die Ringkrdfte nur 20-50%

und die Meridiankrdfte im Scheitel nur 50% im Vergleich zur Kugelschale betra-
gen. Im Vergleich zu den Paraboloidschalen gehdren Ellipsoid- und Kugelschalen
bei diesem Lastfall zu den Schalen mit den ungiinstigeren Ringdruck- und Ring-
zugkridften. Auf die Biegebeanspruchung aus den Randstorungen wurde in [4.17]
nicht eingegangen.

Zum Formproblem der Kuppelschale Uber quadratischem, rechteckigem und poly-

In [4.13 ] sind Schalenformen mit kontinuierVicher Lagerung entlang des

Randes angegeben, die fir stetige Fldchenlasten einfach zu ermitteinde Membran-
krafte entstehen lassen. In den Ecken der Schale erreichen diese Schubkrdfte

im Gegensatz zu anderen Schalenformen endliche Werte.

Ein weiteres Beispiel der einfach zu berechnenden Kuppelschalen ist die abge-
flachte Paraboloidschale, Die mit den Ebenen der Randbogen parallelen Schnitte
der Mittelfldche bilden bei dieser Schale Parabeln 2. Grades mit vertikaler
Achse. Gegen die Mitte der Schale werden diese Parabeln immer flacher.

Der gendherte Schnittkraftverlauf firkonstante vertikale Fldchenlasten und davon
abweichende stetige Fldchenlasten werden in [4.2 ] angegeben. Auf die Biege-
beanspruchung aus den Randstorungen wurde in [4.2, 4.13 1 nicht eingegangen.

Die Schalenmittelfldche von Kuppelschalen wird fiir eine vertikale Fldchenlast
mit der Pucher'schen Differentialgleichung durch Differenzenrechnung ermittelt,
wenn die Projektionen der kontinuierlich gelagerten Rinder gerade sind [3.41.

Die Gestaltung des Randes punktgestlitzter Kuppelschalen, deren Mittelfldchen

durch Ausschnitte aus Rotationsschalen erzeugt werden

Die Rdnder dieser Schalen werden durch Eigengewicht, Schnee- und Windlasten
weit stdrker verformt als das Gebiet im Inneren.

Die Spannungen im Schaleninneren und am Rand werden durch eine Verdickung der
Schale entlang des Randes verringert, Sie konnen auch durch einen deutlich
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ausgeprdgten Randtriger verkleinert werden [2.2, 2.3, 2.8, 5.1 - 5,13]

Der Rand sollte auch noch gestalterischen Gesichtspunkten geniigen, z.B. Verwen-
dung als Regenrinne, Schatten- und Regenschutz der darunterliegenden Fldchen,
AnschluB der Fassade oder einer untergehdngten Decke ; er sollte auch der formal
gestalteten Schale ein ansprechendes Aussehen geben.

Mehmel geht sogar soweit, den Randtrdger seiner 'statischen' Funktion ganz zu
entbinden [1.10 1. Deshalb wurden bei der Formgebung der ‘Mainzer Schale' die
Krdfte aus der Schale nicht Uber dem Umweg Uber Randglieder, sondern auf dem
kiirzesten Weg durch die Schale selbst in die Lager abgeleitet. Da der kiirzeste
Weg entlang der Winkelhalbierenden verliuft, wurde dieser Bereich vom Auflager
bis in Scheitelhthe versteift. Diese Versteifung sollte den Scheitel des
Schalenrandes gentigend entlasten, so daB der Randtrdger dieser Schale haupt-
sdchlich als Dachrinne zur Entwdsserung dienen wiirde. Bei gleichen Spannweiten
der Kuppelschalen wurde er schmaler ausgebildet als der der Dortmunder Schale

[1.7. 1.101 . Er hat aber die gleiche Randtrédgerhthe und verringert dennoch
durch seinen relativ groBen Biegewiderstand die vertikale Durchbiegung des
Schalenrandes erheblich (Bild 1.3).

vorgespannier Randlriger
(Dortmunder Schale)

[1.101 .

1.2 Aufgabenstellung der Arbeit

Die Spannweiten der erwdhnten Stahlbetonschalen betragen ca. 50 m. Da sie sich
Jedoch in den Abmessungen der Randverdickungen betrdchtlich voneinander unter-
scheiden, stellen sich folgende Fragen:

1. Bis zu welchen Querschnittsabmessungen verringert eine versteifte Randzone
oder ein rechteckiger Randtriger die Verformungen und Spannungen von punkt-
gestiitzten Kuppelschalen iber quadratischem Grundrif wesentlich?
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2. Wie sollte der Randtrdger am Schalenrand befestigt werden, um die Schale
wirkungsvoll zu stitzen?

3. Kann der Randtrdger entfallen, wenn die Schale nur entlang der Diagonalen
versteift oder der Rand zusdtzlich punktweise gestilitzt wird?

4, Gibt es punktformig gelagerte, randtrdgerlose Kuppelschalen, die Belastungen
von Lastgruppen aus Eigengewicht, Schnee und Wind sicher abtragen kbnnen?

Aus diesen Fragen ergibt sich die Aufgabenstellung.

Seit ldngerer Zeit werden punktfdrmig gelagerte Kuppelschalen mit im Grundrif
konkav, gerade oder konvex ausgeschnittenen Rdndern entworfen und gebaut. Sie
weisen zur Aufnahme austretender SchnittgroBen und zur Verminderung groBer
Randverschiebungen Randaussteifungen auf, die entweder in Form eines besonde-
ren Randtrédgers oder durch erhebliche Zunahme der Schalendicke zum Rand hin,
zur Verbesserung des Tragverhaltens der Schale beitragen. Gleichzeitig werden
auch punktformig gelagerte Kuppelschalen Uber quadratischem GrundriB gebaut,
bei denen durch eine geeignete Wahl der Schalenform auf eine Randversteifung
vollstandig verzichtet werden kann [4.8 - 4.10] .

Zu den wichtigsten Entwurfsfaktoren gehidrt, neben den architektonischen Forde-
rungen -~ Raumprogramm, Hohen, Licht, Akustik, Isolation, ErfUllung dsthetischer
Forderungen des Formenausdruckes -, folgendes Kriterjum:

Es ist eine Schalenform zu finden, die, bei der Verwendung von Stahlbeton als
Schalenmaterial, duBere lLasten aus Eigengewicht, Schnee, Wind etc. Uberwiegend
durch geringe Membrandruck- oder Zugkrdfte sicher in die Auflagerpunkte leitet.

Das Kernproblem im Schalenbau ist die Wahl der richtigen Form. Aus der unbe-
grenzten Vielfalt von iiberhaupt moglichen Formen ist nur eine begrenzte Anzahl
statisch brauchbar. Diese Anzahl ist jedoch immer noch sehr groB. Zwei Form-
findungsmethoden werden in dieser Arbeit beschrieben:

1. Methode:

An typischen Schalen, deren Mittelfldchen sich durch Ausschnitte aus Rotations-
schalen ergeben, z.B. Kugel-, Ellipsoid- und Paraboloidschalen sollen unter
baupraktisch vorkommenden Belastungen die Spannungs- und Verschiebungszusténde
in Abhdngigkeit einiger Parameter wie

- Scheitelhihe der Schale

~ Auflagerbreite der punktformigen Lager

- zusdtzliche punktfirmige Lager entlang des Randes

- Kriummungsverhdltnisse im Auflagerbereich
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= Verdickung der Schale in Auflagernahe, entlang der Diagonalen oder entlang
des Randes
- Stlitzung des Randes durch rechteckige Randtriger

dargestellt werden.

Durch Variation bestimmter geometrischer Abmessungen soll das Zusammenwirken
von Schale und Randtrdger bei gleichzeitiger Ausarbeitung von Richtwerten fiir
die Dimensionierung der Randversteifung untersucht werden.

2. Methode:

Aufbauend auf einem von Korda [4.12]1 und Csonka [ 4.4 - 4.71 vorgeschlagenem
Verfahren, sollen flir Lastgruppen aus Figengewicht und Schneelast unterschied-
Tiche, durch die Punktlagerung erzwungene Membranschalenformen gefunden werden.
Diese Schalen sollen auch imstande sein andere Flichenlasten, z.B. Wind- oder
halbseitige Schneelasten, lberwiegend durch Membrankrifte abzutragen. Auf eine
Versteifung des freien Randes oder eine Stiitzung des Randes durch Triger oder
zusdtzliche Lager soll dabei verzichtet werden.

Bei der Untersuchung des Tragverhaltens sollen die folgenden Parameter

- Schalenform

- Spannweite der Schale

- Auflagerbreite der punktftrmigen Lager
~ Schalendicke im Auflagerbereich

variiert und gleichzeitig Richtwerte fiir die Dimensionierung der Schalendicke
in Auflagernghe erarbeitet werden,

2. ARBEITSPROGRAMM

Die Verformungen und SchnittgroBen jeder in dieser Arbeit untersuchten Kuppel-
schale wurden mit der Methode der finiten Elemente fiir Lastfdlle aus Eigenge-
wicht, Schnee, Wind oder horizontale Stiitzenverschiebung (Abschnitt 2.3)
ermittelt.

Stabilitatsuntersuchungen wurden nicht durchgefihrt.
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2.1 Angewandte Berechnungsnethode

Die Methode der finiten Elemente (FEM) wurde aus dem folgenden Konzept heraus
entwickelt:

Ein Tragwerk beliebiger Form wird durch Zerlegen in eine grofere Anzahl ein-
facher zu berechnende Teilbereiche (Elemente) idealisiert, wobei man die in den
Schnitten wirkenden Verschiebungen oder Spannungen als Unbekannte ansetzt. Aus
der Bedingung, daB beim Wiederzusammenfiigen die Elemente sowohl in ihrem
Krdfte- als auch in ihrem Verformungszustand mdglichst gut zusammenpassen
missen, folgt die angendherte Lbsung des Problems.

Dieser Weg wurde nur durch den Einsatz elektronischer Rechenanlagen mdglich,
womit die entstehenden Gleichungssysteme auch mit mehreren tausend Unbekannten
10sbar wurden,

Die Berechnung von Scheiben, Platten, Schalen und anderer Kirper fihrt im
Rahmen der Elastostatik auf die Losung von partiellen Differentialgleichungen
unter Beriicksichtigung der vorhandenen Randbedingungen. Das Ersetzen der exakt
nur in Sonderfdllen Tdsbaren partiellen Differentialgleichungen durch ein
System algébraischer Gleichungen (Diskretisieren) kennzeichnet nicht nur die
FEM, sondern ebenso die meisten mathematischen Niherungsverfahren, vergleiche
Bild 2.0, Die Differenzenrechnung beruht ebenso auf Modellvorstellungen mathe-
matischer Natur wie die direkten Variationsmethoden der Mechanik, deren Funk-
tionsansdtze im klassischen Sinn nach Ritz lber den Gesamtbereich des betrach-
teten Korpers gewdhlt werden und deren anfangs unbekannte Freiwerte aus Extre-
malforderungen der verwendeten Variationsprinzipe folgen. Dagegen benutzt die
FEM mehr physikalisch-mechanische Ersatzmodelle. Dies wird vor allem am Stab-
werkmodell sehr deutlich, bei dem der tatsdchliche Aufbau - z.B. eines Flichen-
tragwerkes - durch ein statisch Hquivalentes Stabwerk ersetzt wird. Die Ele-
mente der FEM im engeren Sinne haben dagegen meist dieselben physikalischen
Eigenschaften wie das Original-Tragwerk. Die Ndherung Tiegt hier im Erfiitlen
der Gleichgewichts~ oder/und der Vertriglichkeitsbedingungen, die bei den
baustatischen Methoden ebenso wie die Gleichungen der Variationsmethoden aus
Extremalforderungen folgen. Unbekannte des Gleichungssystems sind die Frei-
werte von Ansidtzen, die sich jetzt aber nur Uber Teilbereiche - die Elemente -
erstrecken. AuBerdem werden in der FEM die Freiwerte mechanisch sinnvoll als
unbekannte Werte bestimmter ZustandsgrtBen an Knoten bzw. Elementgrenzen
gewdh1t. Mit der Aufteilung eines Tragwerkes in Elemente und bereichsweisen
Ansdtzen kommt man zu einem gut konditionierten bandformigen Gleichungssystem,
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dessen Bandbreite von der Numerierung der Knoten abhdngt. Die Berechnung eines
Tragwerks zerfd1lt also im wesentlichen in zwei Teile: Zundchst sind die
Anteile der einzelnen Elemente - die sogenannten Steifigkeitsmatritzen - zu
bestimmen. Danach wird der Zusammenbau zum Gesamttragwerk durch Erfullen der
Gleichgewichts~ bzw. Vertrdglichkeitsbedingungen an den Knoten bzw. Element-
grenzen erreicht,

Die FEM kann also als eine Kombination des ingenieurmdBig entstandenen Gedan-
kens der Aufteilung in Elemente mit der Anwendung direkter Variationsverfahren
verstanden werden, vgl., Bild 2.0.

Die Begriindung des Verfahrens kann demnach mit Hilfe der Variationsprinzipe
der Mechanik erfolgen, in die jetzt Tokal begrenzte Ansitze einzusetzen sind
[6.1 -6.171

Bild 2.,0: Berechnung eines Tragwerkes

***** 1

{““ Idealisierung, Diskretisierung

mathematisches Modell physikalisch-mechanisches Modell
| l I I

E3$§2E22?§2 Variations- strukturgleiche Stabwerk

u.a methoden Elemente Trdgerrost

|

{4 Ansdtze iber

Gesamtbereich Teilbereiche

I

z.B. Ritz
Galerkin ] -
Trefftz FEM

Die Verformungs- und SchnittgridBen der Kuppelschalen wurden mit dem am Institut
fiir Baustatik in Stuttgart entwickelten finiten Elementprogramm FELEM berechnet
[ 6.2 1. Das Rechenprogramm enthdlt ein Faltwerk- und ein Randtrigerelement,
deren Verschiebungsansdtze nachfolgend beschrieben werden:
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a) Faltwerkelement:

Das Element entsténd wihrend der Bearbeitung des DFG-Forschungsauftrages

BO 184/11/16 [6.13] .

Mit einem ebenen dreieckigen Faltwerkelement wird die Form der Schale ange-
ndhert, wobei die Eckpunkte der Mittelfldche des Dreiecks die Schalenmittel-
fliche direkt berlhren. Jede beliebig gekriimmte Kuppelschale wird so durch ein
Vielflach angeglichen, wobei jedes Element unterschiedlich dick sein kann.

Das Element stellt die Kombination aus Scheiben- und Plattenzustinden dar,
wobei diese Wirkungen entkoppelt sind., Konstante Dicke und konstanter Elasti-
zitdtsmodul werden iber die Flemente vorausgesetzt. Pro Knoten werden 6 Frei-
heitsgrade definiert: 3 Verschiebungen u , v , w entlang den positiven Achsen

des Tokalen Koordinatensystems und 3 Verdrehungen ®x s ¢y s ¢Z um diese
Achsen (Bild 2.1).

Die Ausgabe der Schnittkrifte erfolgt im Dreiecksschwerpunkt (Bild 2.4).

Verschiebungsahsatz:

Der Verschiebungsansatz des Faltwerkelementes besteht aus zwei getrennten
Ansdtzen, einer flr den Scheibenzustand, ein anderer fiir den Plattenzustand.

Der Scheibenansatz ist linear. Flir u und v in der Elementebene gilt:
LR R
V=de>k+v](b]+vm<1>m

mit den Koordinaten ¢k = Fk/F, ¢T = F]/F, ¢m = Fm/F

und der Elementflédche F = Fk + F1 + Fm (Bild 2.1)
AU 7

Bild 2.1:  Ebenes Faltwerkelement mit

natirlichen Koordinaten im Elementbereich
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Der Verschiebungsansatz w flir die Platte ist dritten Grades. Er wird aufgeteilt
in eine Starrkdrperverschiebung W, und in eine 'natlirliche' Verschiebung L

W= w0 + wn mit

W = W O T Wy 0 W, o und
6

W = by Wy 0.

Hierin sind Wy die lokalen Knotenverdrehungen entlang der Elementrinder nach
Bild 2.2. !

k
'y
}
|
i

Bild 2.2: Ideale Knotenverdrehung Wy des Plattenansatzes

***** i
Die tokalen Freiwerte des Verschiebungsansatzes der Platte sind die den Wy |
zugeordneten Einheitsverschiebungszustinde wy tiber dem Elementdreieck.

Definition der wi~Funkt10nen:

2 -
wy = ¢k ¢] + 0,5 w, - 1,5 Hy wp ™ 0,5 wp * 0,5 we

2
Wy = ¢k Oy 0,5 wy 0,5 wp 0,5 wg * 1,5uY e

2

Wa = ¢] (T)m + 0,5 w + 0,5 wp - 1,5UB wg ~ 0,5 we

2

wg = by ¢y * 0,5 w. + 1,5 by wp 0,5 wg - 0,5 e
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wy = ¢m¢k + o,SwO - 0,5w, + O,SmB - 1,5uywc

2 - " "
we = (bm(b] + o,f)wo - o,bwA + 1,5]JBUJB + 0,5(»C

mit
8070
wy = 410, wy = __,T..,‘i.IMWw___.
(0+0.) (4 +0,)
2 2 2 2
810,04 by
Wp = e wc R e
]2 _le 12 12 12 ' ~|2
TR A : TP S ST -
1 ]B 1
v

Durch die Zusatzfunktionen Wps Vg und e wird die Kompatibilitdt bezliglich
der Querneigung entlang den Elementrdndern erreicht. Der qualitative Verlauf
der w1 und wA~Funktionen ist in Bild 2.3 dargestellt.

w1—Funktion wA—Funktion

Bild 2.3: Qualitativer Verlauf der wy und der um~Funktionen
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Bild 2.4:

Normalkrafte Nx’ Ny, ny, Hauptnormalkrdfte HN1, HN2 und Biege-
momente MX, My, Mxy’ Hauptbiegemomente HM1, HMZ im Tokalen Koordinatensystem
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b) Randtrdgerelement

Die Steifigkeitsmatrix des Randtrigerelementes ist die eines geraden, rdumlichen
Balkens mit konstantem Elastizitatsmodul, konstanter Querschnittsfldche, Biege-
und Torsionssteifigkeit,

Pro Knoten werden 6 Freiheitsgrade definiert, 3 Verschiebungen u, v, w, ent-
Tang den positiven Achsen des lokalen Koordinatensystems und 3 Verdrehungen

¢x’ ¢y, ¢Z um diese Achsen (Bild 2.5). Durch eine Kongruenztransformation wird
die Steifigkeitsmatrix zundchst auf die Anschnittslinie des Faltwerkelementes und
dann auf die globale Koordinaten-Richtung bezogen. Das Randtrdgerelement wird auf
der Schwerlinie in Richtung der globalen Koordinaten durch eine konstante Last je
Elementldnge Pys py, P, (kN/m) belastet. Die SchnittgrioBen werden auf den Schwer-~
punkt bezogen und in lokalen Koordinaten-Richtungen angegeben.

®

Faltwerkelement

O
L/ "“-—~—~~—-~3~——:i:—"5—f:i%i:5“% - My
Randtrégerelerment ¥

Bild 2.5: Lage, Verformungen und Schnittgrofen des Randtrégerelementes

Verschiebungsansatz:

Die Einheitsverschiebungszustédnde des Balkenelementes werden durch Hermite'sche
Interpolationspolynome von hochstens dritter Ordnung wiedergegeben. Die axiale
Verschiebung u und die Torsionsverdrehung ¢Y werden durch einen linearen Ansatz,
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die Verschiebungen v, w und die Verdrehungen ¢y’ ¢Z durch ein kubisches Polynom
erfaft.

Bild 2.6: AnschluB des Randtrdgers an das Faltwerkelement

Kompatibilitdt zum Faltwerkelement

Die Verschiebungsansdtze des Randtriger- und des Faltwerkelementes sind bezlig-
tich der Verschiebung u, w (Bild 2.5) kompatibel. Der Ansatz fir die Verschie-
bung v ist fir den Randtrdger zwei Grade hoher als derjenige, der im Faltwerk-
element den Scheibenzustand beschreibt. Diese Inkompatibilitdt ist hier sinnvoll,
da sich die Annahme flr das Faltwerkelement, eine Verdrehung in Normalenrichtung
verursache keine Momente, nicht auf das Randtriger-Element iibertragen 13d8t.

Die Tangentenquerneigung dndert sich hidchstens linear iber den Rand i - k
(Bild 2.6) und kann daher eindeutig aus den Endtangentenquerneigungen bestimmt
werden. Da auch der Randtrdger-Ansatz nur eine lineare Anderung der Querneigung
zuldBt, ist die Kompatibilitdt gewdhrleistet.

Die Rechenergebnisse des Faltwerkelementes werden mit den sehr genauen Werten
verglichen, die das Schalenelement 'SHEBA6' aus dem Programmsystem ASKA [6.9)
fiir Kugelschalen unter konstantem AuBendruck liefert,
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Das Schalenelement 'SHEBAG'

Das finite Element 'SHEBA6' ist ein gekriimmtes dreieckiges Schalenelement nach
der Kirchhoff'schen Schalentheorie mit 21 Freiheitsgraden pro Knoten, Mit ihm
konnen beliebig berandete und beliebig gelagerte Schalen berechnet werden,
deren Oberfldche in einer Parameterdarstellung gegeben ist, (z.B. Kugelschalen,
Paraboloidschalen, Ellipsoidschalen) oder durch Transformation aus einer ande-
ren Darstellung gewonnen werden kann.

Es ist glinstig, die Parameter so zu wdhlen, daB die Schalenrdnder Geraden in
der Abbildungsebene £, EZ sind (Bild 2.7). 'SHEBAG' ist ein Verschiebungs-
model1; konstante Dicke und konstanter Elastizitdtsmodul werden Uber die Ele-
mentfldche vorausgesetzt. Die Ausgabe der Verschiebungen und Schnittkrédfte
erfolgt in den Knoten des Elementes bezogen auf das globale oder lokale Koordi-
natensystem.

Bild 2.7: Die drei Freiheitsgrade F in den Mittelpunkten der Dreieckseiten

Verschiebungsansatz:

Fiir jede Komponente des Verschiebungsvektors wird ein vollstdndiges Polynom
flinfter Ordnung gewdhlt. Mit diesem Ansatz erhdlt man volle kinematische Ver-
traglichkeit zwischen den benachbarten Elementen. Wesentlich ist auch, daB die
Vertrdglichkeit der Geometrie der Mittelfldche an den Elementrindern gewdhr-
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Teistet ist. Sie wird durch die Verwendung desselben Interpolationsschemas wie
fir die Verschiebungen erzwungen. 'Nulldehnungen' bei einer Starrkirperver-
schiebung des Elementes werden sc garantiert.

Mit Q wird eine beliebige Komponente der Verschiebungen oder der Koordinaten
bezeichnet, die innerhalb des Dreiecks als Polynom fiinfter Ordnung in 51, [3

dargestellt wird, wozu man 21 Konstanten an

2

pro Knoten k bendtigt.
2 . -

=5k (e DY, o, ijes
L v 4 h

Die 21 Knotenpunktwerte von Q missen garantieren, daB die Funktion Q und ihre
ersten Ableitungen iber die Rdnder hinweg stetig verlaufen. In den Eckpunkten
1, 2, 3 werden der Wert der Funktion Q, sowie alle ersten und zweiten Ablei-
tungen gebraucht. Mit den drei Ableitungen in den Mittelpunkten 4, 5, 6
besitzt man dann 21 GroBen. Die drei Freiheitsgrade in den Mittelpunkten der
Dreiecksseiten werden eliminiert, indem die erste Ableitung des Verschiebungs-
vektors senkrecht zu den Rindern (Bi1d‘2.7) in der Dreiecksebene nach einem
Polynom dritten Grades verliuft und deshalb durch entsprechende Ableitungen
der zugehOrigen Elementecken dargestellt werden kann. Dies fihrt zu einer
VergroBerung der Elementsteifigkeit, die jedoch vernachldssigbar ist.

Die Freiheitsgrade des Verschiebungsvektors v = (v1 v2 V') am Knoten k beziig-

lich des lokalen Koordinatensystems e, e e lauten:

i 2 n 1 2 n
Vae Yoz Ve Vo2 Vi V,zz)

und in dem Mittelknoten der Elementkante

wobei viF die Ableitung der Verschiebungskomponente vi senkrecht zu der
E]ementiante innerhalb der Dreiecksebene und v11 die erste Ableitung der
Verschiebungskomenente zur Richtung e des 1o£a1en Koordinatensystems
bedeuten {6.9].
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2.2 MAngaben zu den Schalen und den Materialkennwerten

Bild 2.8: Abmessungen der Schale

Scheitelhohe der untersuchten

Kuppelschalen ‘ S [m]

Radius bei Kugelschalen . R {ml
gffnungswinkel bei Kugelschalen ¢ [Grad]
Material Stahlbeton B35
Elastizitdtsmodul E 34 «10° [kN/m? ]
Querdehnzahl v 1/6
Schalendicke t o 0,08 m]

Spezifisches Gewicht Y 25,0 [kN/m?1]
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Die Grundrifabmessungen 30 x 30 m werden fiir Kugel-, E17ipsoid- und Paraboloid-
schalen unverdndert beibehalten. Die GrundriBabmessungen von Membranschalen

werden variiert (Abschnitt 2.4.2).

Materialkennwerte und Bemessung

Fir die Untersuchung wird ein Stahlbeton der Giite B35 mit einem Elastizitdts-
modul E = 3400 ooo N/cm? und ein Betonrippenstahl BSt 420/500 angenommen. Die
kleinste Schalendicke wurde flr diese Untersuchung auf t = 8 cm festgelegt.

Die Schalen werden nach Abschnitt 24.4 der DIN 1045 bemessen. Dabei ist der
Sicherheitsabstand zwischen Gebrauchslast und Bruchlast ausreichend, wenn unter
Gebrauchslast die Hauptdruckspannungen im Beton den Rechenwert BR/2,1 (Tab. 13
der DIN 1045, z.B, fiir B35 ist BR/2,1 = 1095 N/cm?) und die Hauptzugspannungen

im Stahl den Rechenwert der FlieBgrenze 55/1,75 bzw. 24 kN/cm? nicht Uberschrei~
ten. Die Schalenabschnitte mit Nutzhdhen h<1o cm werden nach Abschnitt 17.2.1
der DIN 1045 fiir 15/(h+5)~fache SchnittgréBen bemessen. Um bei der Bemessung

der Schalen (Biegung mit Lingskraft) die zuldssige Tragkraft von Stahl und Beton
voll auszunutzen und damit auch wirtschaftlich zu bemessen, wird der kh~Wert

in dieser Arbeit nach unten begrenzt (z.B. B35, BSt 420/500, kh =z 1,65 bei einer
Druckdehnung von Beton Ty = 3,5% und einer Zugdehnung von Stahl € = 5% ,
Tafel 3a, Seite 706 von {7.5]) und auf eine Druckbewehrung des Schalenquer-
schnittes verzichtet,

Die Hauptzugspannungen aus Hauptnormalkriften im Schalenminneren oder aus Haupt-
normalkrdften und Hauptbiegemomenten am Rand- und im Auflagerbereich der Schalen
werden durch beidseitige, in Richtung der Hauptspannungen geflihrte, Bewehrungs-
netze aufgenommen. Weicht die Bewehrungsrichtung stellenweise um mehr als 10°
(Abschnitt 24.4 der DIN 1045) von der Hauptspannungsrichtung ab, wird die Beweh-
rung entsprechend verstdrkt {7.1, 7.5, 7.6, 7.11, 7.12].

Die in der Schalenmittelfliche wirkenden Hauptzugspannungen werden in Anlehnung
an DIN 1045, Abschnitt 24.4 auf o = 0,35 V B8 (2.8, B35, oy < 173 N/cr?)
begrenzt, um Spannungsumlagerungen und Verformungen durch den Ubergang des Stahl-
betons vom Zustand 1 in Zustand II klein zu halten.

Die RiBbreite des Stahlbetons kann durch eine geeignete Wahl des Bewehrungsgrades,
des Stabdurchmessers und des Stababstandes verringert werden. Diagramme zur RiB-
breitenbeschrdnkung sind in [7.7, 7.10, 7.11, 7.13, 7.16] angegeben. Fiir gendherte
RiBbreiten kann mit ihnen bei gegebenem Bewehrungsgrad “y der groBtmdgliche Stab-
durchmesser bestimmt werden.
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Die Risse des Stahlbetons werden in dieser Arbeit nach DIN 1045, Abschnitt
17.6.2 auf eine 'sehr geringe' Breite beschrdnkt, um Spannungsumiagerungen
im gerissenen Beton klein zu halten.

Fiir die zuldssige Druckspannung bei einer Teilfldchenbelastung an den Auf~
Jagern gilt Absatz 17.3.3 der DIN 1045. Es wird angenommen, daB die Spaltzug-
krifte einer Teilfldchenbelastung durch eine horizontale Vorspannung des Auf-
Jagerbereiches aufgenommen werden, um z.B. bei der Auflagerkrafteinleitung
Risse im Beton zu verhindern.

Auf Kriech- und Schwindverformungen des Betons wird in dieser Untersuchung
nicht eingegangen.

2.3 Angaben zu den Lastfdllen

Lastfall Nr. 1 Eigengewicht

Schnift 1-1:

T " Y

| .
o
9_} "
£ | o Q
O .. wy
£ |9r” .
Dy n bl
o |:
Symmewl ’
Z/L_ Py——, i e ¢ et o wwalie K A

&/ vegege0 twl

B11d 2.9: Lastfall Eigengewicht + Xz 15,0

Lastfall Nr. 2 Schneelast

E£s wird fir die nachfolgende Untersuchung eine Uber dem Grundrif konst. vertik.
Fldchenlast Pg 2 = 1,0 kN/m? zugrundegelegt.
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Lastfall Nr.3 Windlast

Zur angendherten Erfassung der Windlast wird eine antimetrische Lastverteilung
mit einer AuBendrucklast P 3P sing +cos® festgelegt. Als Staudruck
wird in dieser Arbeit p = 1 0 kN/m? angenommen,

fz
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Breitenkreisschnitt ¢ = konst.
Bild 2.10: Lastfall Windlast

Lastfall Nr. 4 Horizontale Stutzenverschiebung

Es wird angenommen, daB die horizontale Stlitzenverschiebung an jedem Lager zur
selben Zeit auftritt. Die resultierende Verschiebung Uy wird in Richtung der
Diagonalen des Grundrisses angesetzt, z.B. u = v = 0,01 m (Bild 2.11).



In Anlehnung an DIN 1055 Teil 5 [7.5] wird in dieser Arbeit ein Lastfall Ps
angenommer, dessen Lasten sich aus iberlagerten Wind- und einseitigen Schnee-
lasten zusammensetzen,

Einseitige halbe Schneelast Pg = 0,50 kN/m? tritt in Verbindung mit der halben
Windlast auf. Staudruck der Windlast p = 0,50 kN/me,

Lastfall Pg = 0,50 (ps o+ by 3) kN/m2 (Bild 2.12)

4:2

! T p=psin® cos$
[ e WO w
="

EEERTE R

Bild 2.12: Einseitige halbe Schneelast Pg und halbe Windlast Py im Schnitt:

y=0, ~a<x<a
zm 77
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Eigengewicht: 0,08 - 25 kN/m? = g = 2,0 kN/m?
Schneelast {konstante vertikale Fldchenlast) p = 1,0 kN/m*
Scheitellast q = 3,0 kN/m?

Lastfall Nr. 7 Kombinierter achsensymmetrischer Lastfall

Eigengewicht: 0,08 25 kN/m? = g = 2,0 kN/m?
Dachhaut, Dammplatten und Einbauten g = 2,0 kN/m?
Schneelast (konstante vertikale Flachenlast) s = 1,0 kN/m?
radial gerichtete Windersatzlast, die die Wirkung des p = 1,0 kN/m?
Eigengewichtes erhdht (in Anlehnung an DIN 1045,

Abschnitt 24.2.2).
Scheitellast q = 6,0 kN/m?

Bei diesem ideellen Lastfall sind verschiedene Lastarten integriert. Er wird
zu Vergleichszwecken herangezogen.

2.4 Parametervariationen

In den Abschnitten 3 und 4 wird detailliert angegeben, welche Werte die einzel-
nen Parameter annehmen.

2.4.1 Scheitelhthen

3,74 m<S<230m (Bild 2.8)

Scheitelhthe
S [m] 3,74 5,68 7,72 9,89 12,25 14,85 17,80
Radius
R [m] 62,023 42,426 33,002 27,692 24,495 22,575 21,54
Offnungswinkel

[Grad] 20 30 4o 50 6o 70 80

Abgrenzungen fir niedrige Kuppelschalen

niedrige Kugelschalen: Uffnungswinkel 20° < ¢ < 40°
niedrige Paraboloidschalen und

E1lipsoidschalen: Scheitelhdhe 3,74 m < S < 7,72 m
niedrige Membranschalen Scheitelhthe 3,74 m <S<7,72m



Bild 2.13: Niedrige Kugelschale iber guadratischem GrundriB

Offnungswinkel ¢ = 20°

Abgrenzungen flr hohe Kuppelschalen:

hohe Kugelschalen: Uffnungswinkel 60° < ¢ < 80°

hohe Paraboloidschalen o

und Ellipsoidschalen: Scheitelhohe 12,25 m<¢ S < 17,8 m
hohe Membranschalen: Scheitelhshe 12,25 m< S < 23,0 m

Bild 2.14:  Hohe Kugelschale liber quadratischem GrundriB
Offnungswinkel ¢ = 8o0°
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2.4.2 GrundriBabmessungen

Die GrundriBabmessungen 30 x 30 m werden fiir Kugel-, E1Tipsoid- und Paraboloid-
schalen unverandert beibehalten. Die GrundriBabmessungen von Membranschalen
werden wie folgt variiert:

Seitenlédnge des
GrundriBquadrates {ml : 20 30 45 60

2.4.3 Variation der Form

a) Kuppelschalen mit abgeflachter Krimmung im Auflagerbereich

Die Mittelfldchenkriimmung einer Kuppelschale im Auflagerbereich wird durch
eine Ubergangsfldche so bestimmt, daB die Auflagerkraft fiir einen speziellen
Lastfall (Eigengewicht oder Schnee oder Wind) annihernd tangential eingeleitet
wird, Die Ubergangsflidche wird durch die Rotation des Bogenabschnittes einer
hyperbolischen Spirale o = b/¢  um die Z-Achse erzeugt (Bild 2.15). Die
hyperbolische Spirale hat sich in diesem Fall als fir die Rechnung zweck-
maBige Kurve erwiesen.

In Abschnitt 3.6 wird die Reichweite dieser Obergangsfliche variiert
{Variation von 15,0 m > X 2 1o,0m, Bild 2.15)

Beispiel: Kugelschale mit abgeflachter Krtmmung im Auflagerbereich

Der Kreis als Erzeugende der Kugel geht in Randnihe der Schale stetig in den
Kurvenabschnitt der hyperbolischen Spirale Uber. Am Beruhrungspunkt stimmen
die KrlUmmungsradien beider Bogen Uberein. Die Gripe XK ist die in die Grund-
riBebene projizierte Ldnge des Kreisbogens (o’< Xg < 152 ). Zusammen mit
dem Neigungswinkel a der Tangente am Lager A bestimmt sie die Form der Schale.
Der Winkel a wird iterativ gefunden,
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Bild 2.15: Variation der Krimmung im Rand- und Auflagerbereich

b) Vergleich der unterschiedlichen Mittelfldchenformen, die durch Ausschnitte
aus flinf Rotationsschalen Uber quadratischem GrundriB gefunden werden

Kugelschale:  (Bild 2.16)

Schalenoberflidche mit konstanter Krimmung
(Abkiirzung im Text und auf Bildern KU)

Ellipsoidschale: (Bild 2.16, 2.20)

Die Krimmung der Schalenoberfliche nimmt vom Scheitel zum freien Rand und in
Richtung Auflager stetig zu. Es wird der unglinstigste Fall der vollstdndigen
Ellipse betrachtet.

(Abkiirzung im Text und auf Bildern EL)

Paraboloidschalen:

Die Krimmung der Schalenmittelfldchen nimmt vom Scheitel in Richtung Auflager
stetig ab.
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Die Paraboloidschalen entstehen durch Rotation

~ einer quadratischen Parabel um die Z-Achse (Bild 2.16, 2.18)
(Abkiirzung im Text und auf Bildern PA2)

- oder einer kubischen Parabel um die Z-Achse  (Bild 2.19)
(Abkilirzung im Text und auf Bildern PA3)

Abgeflachte Paraboloidschale  (Bild 2.20, [4.2] )

(Abkiirzung im Text und auf Bildern PAFL) .
Die mit den Ebenen der Randbdgen parallelen Schnitte der Mittelfldche bilden
Parabeln zweiten Grades mit vertikaler Achse.

In Bild 2.16 sind die Schalen mit der Scheitelhthe S = 17,80 m (hoher Bereich)

und S = 5,68 m (niedriger Bereich) exemplarisch dargestellt,

Schoitt 1-1 .

Ellipsoidschale

Kugelschale AZ [m

Paraboloidschate

Ellipsoidschale
Kugelschale 50

Paraboloidschale

50 10,0

Bild 2.16:  Mittelfldchenformen niedriger und hoher Kuppelschalen
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Niedrige El1lipsoidschale (EL)

Hohe Ellipsoidschate (EL)

Bild 2.17: Niedrige und hohe Ellipsoidschalen (EL)
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Niedrige Paraboloidschale (PA2)

Hohe Paraboloidschale (PA2)

Bild 2.18: Niedrige und hohe Paraboloidschalen (PA2)
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Niedrige kubische Paraboloidschale (PA3)

Hohe kubische Paraboloidschale (PA3)

TN »:“;‘%
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Bild 2.19:  Niedrige und hohe kubische Paraboloidschalen (PA3)
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Niedrige abgeflachte Paraboloidschale (PAFL)

Hohe abgeflachte Paraboloidschale (PAFL)
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Bild 2.20: Niedrige und hohe abgeflachte Paraboloidschalen (PAFL)
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c) Vergleich unterschiedlicher Formen von Membranschalen

“Unverformte' Gleichgewichtslagen punktgelagerter Membranen werden flr eine
achsensymmetrische Lastgruppe aus Figengewicht und konstanter Schneelast oder
fiir eine antimetrische Flichenlastgruppe durch Aufidsen der Pucher'schen Diffe-
rentialgleichung [2.7) nach den Z-Koordinaten (Form) gefunden. (Abschnitt 4).

Diese Membranformen bilden dann die Mittelflachen von Membranschalen, deren
Tragverhalten fur verschiedene Fldchenlasten untersucht werden.

Die Schalen werden in dieser Arbeit Membranschalen oder ‘unverformte' Gleich-
gewichtslagen punktgelagerter Membranen genannt, weil die Formen nur aus einer
Membrankriftegleichgewichtsbedingung flir vorgegebene Spannungsfunktionen durch
die Lagerung erzwungen werden (vgl. Abschnitt 4.6).

Dabei entstehen Schalen, deren ganze Mittelflache positiv gekrlmmt ist (Bild
2.21 <§> ) oder Schalen mit positiv gekrimmtem Scheitelbereich und negativer
Kriimmung entlang des freien Randes (Bild 2.21 <§> ).

Bild 2.21:  Punktgelagerte Membranschalen
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2.4.4 Variation der Schalendicke

a) Variation der Schalendicke in Auflagernihe

Die Schalendicke ty = 0,08 m nimnt im Auflagerbereich (Breite b') stufenférmig
zu (1= tp/ty, 1,0 < 1< 14,0).

Die Breite b' betrdgt bei Kugel-, Ellipsoid- und Paraboloidschalen b' = a/3 m,
bei Membranschalen b' = a/5 m.

a:150
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Bild 2.22: Lineare Zunahme der Dicke im Auflagerbereich

b) Variation der Schalendicke entlang des Randes und in Auflagernihe
]

Die Schalendicke tM = 0,08 m steigt am Rand und im Auflagerbereich stufenformig
an (i = tp/ty, 1,0 < 1< 7,0).
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Der Randtrdger ist 0,3 m breit. Seine Achse z neigt sich gegeniber der Vertika-
len um den Winkel B8 nach auBen. Der Winkel « zwischen der Normalen n des Scha-
lenrandes und der Achse z des unverwundenen Randtrdgers ist langs des Randes
variabel (Bild 2.24).

Gewdhlte Dicken der Kuppelschalen: im Auflagerbereich entlang des Schalenrandes

bei Paraboloidschalen 3-fach 1,5-fach
bei Kugelschalen 4-fach 1,5-fach
(Bild 2.24)
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Bild 2.24:  Schalendicke im Rand- und Auflagerbereich, Randtrdgerabmessungen

d) Variation der Schalendicke entlang der Diagonalen vom Auflager bis zum
Scheitel bei gleichzeitiger Stitzung des Schalenrandes durch einen rechteckigen
Randtrdger (Bild 2.25)

Die ldngere Seite H des Randtrigers liegt normal zum Schalenrand. Der Randtriger
ist 1dngs seiner Achse verwunden. Seine Hohe betrdgt H = 0,8 m.

Die Schalendicke 1M = 0,08 m steigt im Bereich der Diagonalen stdfenfﬁrmig an
(= tp/ty, 1<1<6).

e} Variation der Schalendicke entlang der Diagonalen vom Auflager bis zum

Scheitel

Die Schalendicke tM
(1= ty/ty, 1 <i<6).

= 0,08 m steigt im Bereich der Diagonalen stufenfdrmig an
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Bild 2.25:  Versteifung der Schale entlang der Diagonaten und am Rand

2

4.5 Lagerungen

. Horizontal unverschiebliche 'Punktlagerung' in den Ecken des Quadrates mit
einer minimalen Lagerbreite b = 0,2 m (Randbedingungen u = v = w = 0).

. Horizontal unverschiebliches Linienlager in den Ecken des Quadrates mit den
Auflagerbreiten 0,2 m <b < 2,0 m.

. Horizontal unverschiebliches Linienlager in den Ecken des Quadrates mit
einer Lagerbreite b = 1,50 m. Unterstiitzung des Schalenrandes durch Pendel-
stitzen in Absténden von 5,0 m (Bild 2.26, 2.27).
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Bild 2.26:  Randbedingungen: Linienlager mit der Breite b = 1,50 m und Pendel-
stiitzen entlang des Randes.
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Bild 2.27:  Schalendicke entlang des Randes und im Auflagerbereich, wenn der
Rand zusdtzlich durch Pendelstitzen unterstiitzt wird.
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2.5 Diskretisierung und Genauigkeit der Rechenergebnisse

Fir jede Serie von niedrigen und hohen Kuppelschalen wird bei einer Parameter-
variation (z.B. Auflagerbreite) die gleiche - beispielsweise die von Bild 2.28 -
Elementeinteilung angenommen. Die Verformungen und Schnittgrdfen werden an einem
Viertel der Schale ermittelt.

v) "Punktlagerung

freier Rand ::“—)3(?
%, U=V= W} 7{-

o
& £
o =)
o I
0
.
"
.% P
©
< oM
©
™

>

Randbedingungen: Symmetrie oder Antimetrie

Z o Viman o S o eiims © km. o & onimas & el © oo o ol o ool X ._.‘L
w

(w) Randbedingungen: Symmetrie (u}

X X X
= = 1,3636
P A

X=150m

Y
3

Bild 2.28: Elementeinteilung im Grundrif, Anzahl der vertikalen und horizon-
talen Gitterlinien Ny = ny =12,
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Genauigkeit der Ergebnisse

Flir eine Genauigkeitsstudie werden drei Kugelschalen liber quadratischem Grund-
riB mit folgenden Abmessungen ausgewdhlt:

Seitenldnge des Quadrates: 30,0 m

Offnungswinkel ¢ [Grad] : 20 50 8o
Schalendicke t [m] : 0,08 0,08 0,08
'Punktlagerung’ in den Ecken

des Quadrates, Lagerbreite b [m]: 0,2 0,2 1,0
Elastizitdatsmodul £ [kN/m2]: 34 106

Querdehnzahl v: 1/6 '
Lastfall konstanter AuBendruck: 1,0 kN/m?

Die Rechenergebnisse des Faltwerkelementes werden mit den sehr genauen Werten
verglichen, die das Schalenelement 'SHEBA6' aus dem Programmsystem ASKA [6.9 ]
{(Abschnitt 2.1) fur den Lastfall konstanten AuBendruck p = 1,0 kN/m? bei nie-
drigen und hohen Kugelschalen liefert,

Bei einer Gitterliniendichte n,=n, = 16 werden die Verschiebungen mit dem
Faltwerkelement bis zu 96% und die Schnittkrifte bis zu 93% genau berechnet
(Tabelle 2.29), Diese feine Elementeinteilung (nX =n, = 16) fuihrt auf der
Rechenanlage CDC 6600 zu sogenannten ‘Longjobs', die wegen ihrer hohen Rechen-
zeit Uberwiegend an den Wochenenden gerechnet wurden. Auf diese Weise konnten
monatlich nur 8-1o Computerliufe erreicht werden. Da bei der geringeren Gitter-
Tiniendichte Ny =0, = 12 nur die Hdlfte der Rechenzeit erforderlich war, konnte
die Anzahl der Rechenldufe - jetzt im ‘Normaljob'-bereich - auf das 6- bis 8-
fache erhtht werden. Im Hinblick auf den Fortschritt der Parameterstudie und
die Rechenzeitersparnis wurde auch mit einer Gitterliniendichte n,=n, = 12
gerechnet. Die Genauigkeit der Verformungs- und Spannungszustdnde geniligte bei
dieser Elementdichte, um das Tragverhalten der Schalen zu beschreiben, wie aus
der Gegeniberstellung in Tabelle 2.29 hervorgeht.
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3. TRAGVERHALTEN HORIZONTAL UNVERSCHIEBLICH, PUNKTFURMIG GELAGERTER ROTATIONS-
SCHALEN UBER QUADRATISCHEM GRUNDRISS

Schilderung der Lastabtragung

Die Mittelfldchen der in diesem Abschnitt untersuchten E1Tipsoid- und Para-
boloidschalen stellen fir die Lastfdlle Eigengewicht, Schnee- und Windlasten
und die punktférmige Lagerung keine Membranform dar, bei der die ZuBeren Lasten
uiberwiegend durch Membrankrdfte im Gleichgewicht gehalten werden kdnnen
(Abschnitt 4).

Nur in der Scheitelndhe einer punktgestitzten, diinnen Kuppelschale iiber quadra-
tischem Grundrif, die durch Fldchenlasten ohne groBe Verdnderlichkeit (Wellig-
keit) belastet wird, ist eine Lastabtragung ausschlieBlich iiber Membrankrafte
moglich. Fir diesen Spannungszustand TaBt sich die Membrantheorie anwenden.
Auch die Verformungsbedingungen am Element sind durch die Membranldsung ndhe-
rungsweise gewdhrleistet. Die Normalkrdfte konnen deshalb im Umkreis des Schef-
tels mit einem Radius von ungefdhr 15-20% der GrundriBseite mit LGsungen der
Membrantheorie bestimmt werden.

Am Schalenrand bendtigt man Querkrafte, um das Krdftegleichgewicht herzustellen.
Da die Kuppelschalen wegen ihrer geringen Dicke nur eine kleine Biegesteifigkeit
besitzen, verformen sich die ungestiitzten Rénder erheblich (Bild 3.1, 3.2). Die
BiegestOrungen des freien Randes pflanzen sich bis in das Schaleninnere fort.
Die Kuppelschale erleidet zus¥tzlich eine Biegestbrung, weil die resultierende
Auflagerkraft nicht parallel zur Tangente der Schalenfliche am Lager eingeleitet
wird. Diese sich Uberlagernden Biegestorungen bestimmen GroBe und Richtung der
Biegespannungen stetig belasteter Kuppelschalen. Biegespannungen belasteter
Schalenkonstruktionen sollten jedoch den Charakter von Nebenspannungen haben und
durch konstruktive MaBnahmen so niedrig wie mdglich gehalten werden.

In den folgenden Abschnitten wird dargelegt, wie durch

- ein verbreitertes punktformiges Auflager

- gednderte Krimmungsverhdltnisse im Auflagerbereich

- Variation der Schalendicke im Rand- und Auflagerbereich und entlang der
Diagonalien

- Stlitzung des Randes mit rechteckigen Randtrigern

~ eine horizontale Stitzenverschiebung nach innen

das Tragverhalten von qupe1scha]en wesentlich verbessert werden kann.
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v3.1 Verformungen und Schnittgrdfen einer Kugelschale unter Eigengewicht und
Windlast

Abmessungen der Kugelschale:

gffnungswinkel: ¢ = b5o° .

Schalendicke: 0,08 m {konstant)

Lagerung: punktfdrmig in den Ecken, Lagerbreite b = 0,2 m
behandelte Lastfdlle:

a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht

b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Gitterliniendichte: n, = ny = 16 (Abschnitt 2.5)

Schilderung der Verformung:

Die Totalverschiebungen in Bild 3.2 und die vertikalen Verschiebungen w in

Bild 3.3a der durch ihr Eigengewicht belasteten Kugelschale zeigen, daf der
Auflagerbereich und der freie Rand erheblich verbogen werden. Eine antimetrische
Windlast verdreht besonders bei hohen und steilen Schalen den sehr schmalen,
diinnen Auflagerstreifen durch ungleiche horizontale Membrankrdfte in x- und
y-Richtung und durch Biegemomente betrdchtlich um die vertikale, globale Z-Achse
(Bild 3.3b). Kuppelschalen sind insbesondere fir antimetrische Lasten nahezu
kinematisch gelagert, da sich der schmale Auflagerstreifen durch ein Kippen der

Auflagerspitze um die globale Z-Achse auf dem kugelgelenkartigen Lager betrdcht-
Tich verformt (Bild 3.1).
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Bild 3.2: Unter Eigengewichtslasten verformte, unversteifte Kugelschale,

quantitativer Verlauf der Totalverschiebungen, Gitterliniendichte Ny = n, = 12

Schilderung der Schnittgrofen unter

a) Eigengewichtslast

Geringe Membrandruckkrdfte von ca. 25-30 kN/m entstehen im Bereich des Scheitels.
Parallel zum freien Rand verlaufende Zugkrdfte betragen ca. 240-260 kN/m. Im Auf-
Tagerbereich wachsen die Ringzugkrifte auf 14o-150 kN/m an und die Druckkrdfte in
Meridianrichtung auf 750-800 kN/m (Bild 3.5, 3.7b). Der Scheitelbereich der
Schale ist frei von Biegemomenten, Entlang des freien Randes jedoch steigen die
Biegemomente auf 12 kNm/m an und im Auflagerbereich bis auf 15-17 kNm/m (Bild
3.6, 3.7a).

b) antimetrischer Windlast

Die Kugelschale verhdlt sich hinsichtlich des Tragverhaltens Zhnlich wie unter
dem Lastfall Eigengewicht: Geringe Membrankrifte im Scheitelbereich ca.

15-20 kN/m, relativ hohe Ringzugkrifte parallel zum Schalenrand und im Auflager~
bereich ca. 140-160 kN/m, Biegemomente von ungefdhr 9-12 kNm/m entlang des
Randes und im Auflagerbereich.
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3.2 Angaben zu den nachfolgenden Tabellen und den Ergebnﬁsb]étterq

Un das Tragverhalten der efnzelnen Kuppelschalen zy vergleichen, werden Schnitt-
und VerformungsgrsBen an definierten Punkten gegeniibergestelit (Bild 3.8).

Y,v 15
7, ] iy
2'“ NS% E ..,@ W‘\" .
ai, |
f=20 ]

15,0 m

Bild 3.8: Verformungen und SchnittgroBen, die dem Vergleich zugrunde Tiegen

Punkt 1:

Punkt 2:

Punkt 3:

Punkt 4:

Punkt 5, 6:

Punkt 7, 8:

Punkt 9:

Die maximale vertikale Verformung w am Rand der Kuppelschale bej
achsensymmetrischen Lastfdllen

Die . parallel zum Rand verlaufenden Hauptspannungen o, die zuge-
horigen groften Hauptnormalkrdfte N uynd die Hauptbiegemomente M
bei achsensymmetrischen Lastfdllen

Das griBte Hauptbiegemoment M Tdngs der Symmetrielinie bei achsen-
symmetrischen Lastfillen

Verdrehung ¢x oder ¢y des Auflagerbereiches bei achsensymmetri-
schen und antimetrischen Lastfdllen

Die ~ parallel zur Diagonalen verlaufenden Hauptspannungen o und
die zugehdrigen Hauptnormalkrdfte N und Hauptbiegemomente M beij
achsensymmetrischen und antimetrischen Lastfillen

Die Verdrehung ¢X des Randes bei achsensymmetrischen und antime~
trischen Lastfillen

Die maximale vertikale Verformung w und die dazugehdrende Verfor-
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mung ¢X am Rand der Kuppelschale bei antimetrischen Lastfdllen

Punkt 1o, 11: Hauptspannungen o und die dazugehdrenden Hauptnormalkrdfte N und
Hauptbiegemomente M in Randndhe bei antimetrischen Lastfdllen

Punkt 12: Schubspannungen T im Randtriger bei achsensymmetrischen und anti-
metrischen Lastfdllen aus Torsion

Punkt 13: Spannungen ¢ und die dazugehdrenden Normalkrédfte N und Biegemo-
mente M im Randtrdger bei achsensymmetrischen und antimetrischen
Lastfdllen

Die Uffnungswinkel 20° £ ¢ £ 80° oder die Scheitelhdhen 3,74 m £ S £ 17,8 m
entsprechender Kugelschalen sind auf den Ergebnisbldttern entlang der Abszisse
aufgetragen. Auf der Ordinate sind dargestellt:

1. Verformungs- und SchnittgroBen (w, oy 5 My N, a)

2. Verhaltniswerte von Verformungs- und Schnittgrofen (z.B. w/w1=1, ¢x/¢x1=1,
M/M1=1, etc.) in festgelegten Punkten 1-13 der Schale (Bild 3.8).

Dabei ist der Parameter i das Verhaltnis der Schalendicke am Rande (tR) bzw,
der Randtrigerhohe H (Bild 2.24) zur Schalendicke (tM) in der Schalenmitte
(i = tp/ty baw. i = H/ty, Abschnitt 2.4 des Arbeitsprogramns ).

W=, ¢X1:1, M1 sind Vergleichswerte der entsprechenden Verformungen und
SchnittgroBen bei i = 1,0, d.h. der nicht verdickten Schale vom jeweiligen Off-

nungswinkel,
Weitere Parameter der Ergebnisbldtter sind:
1. Die Lagerbreite b des Auflagers in den Ecken des quadratischen Grundrisses.

2. Die Strecke XK als Radius des Breitenkreises, bei dem die Kugelschale in
ainen flacher gekrimmten Schalenbereich iibergeht, deren Erzeugende eine
hyperbolische Spirale ist (Bild 2.15). Je kleiner XK wird, desto ausgedehn-
tere flacher gekriimmte Gebiete entstehen um das Auflager herum. Die Auflager-
kraft wird dabei ndherungsweise tangential in die Schale eingeleitet.

3. Funf unterschiedlich gekriimmte Mittelfldchenformen (Abschnitt 2.4.3b).

Die zusdtzliche gestrichelte Linie e zeigt eine Grenze an, ab der der

Vertrauensbereich der Berechnung nicht mehr gewdhrieistet ist, da die Verformun-
gen dieser Schalen die Voraussetzungen der linearen Schalentheorie verletzen.
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3.3 Unversteifte Kuppelschalen (EVlipsoid-, Kugel- und Paraboloidschalen)

Parametervariationen:
Punktlagerung: In den Ecken des Quadrates
Minimale Lagerbreite: b = 0,2 m

Scheitelhohe: 3,74 £S$<£17,8nm
Lastfdlle:

. a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Der freie Rand und der Auflagerbereich hoher Kuppelschalen verformen sich bei
punktformiger Lagerung so sehr (Abschnitt 3.1), daB die Voraussetzungen der
Tinearen Schalentheorie nicht mehr zutreffen. Die in Abschnitt 2.2 festgelegten
Grenzen der Spannungen werden betricht]ich Uberschritten.

Niedrige Kuppelschalen verformen sich geringer als hohe, trotzdem liberschreiten
die Spannungen im Auflager- und Randbereich noch die festgelegten Zug- und
Druckspannungen (Tab. 3.9).

Hohe und niedrige Kuppelschalen eignen sich bei punktformiger Lagerung nicht
zur Lastabtragung von Eigengewicht-, Schnee- oder Windlasten,
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3.4 Verbreiterung des punktformigen Auflagers

Parametervariationen:
Mittelfldchen: Kugel-, E11ipsoid- und Paraboloidschalen
Scheitelhthe: 3,74m <SS <17,8m
Lagerbreite: 0,2msb <2,0m (Bild 3.10)
Gitterliniendichte: ne = ny =12
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr, 1 Eigengewicht
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

In den Ecken der Kuppelschalen entstehen durch die Verbreiterung hqrizonta1
unverschiebliche Linienkipplager. Verformungs- und SchnittgriBen von Schalen
mit einem 0,2 m breiten Auflager werden bei der Variation der Lagerbreite b
zum Vergleich herangezogen.

AP PR AT

g7 PRER IR RSEERERIAN
W 7 L F AN SIS 3
AR RN,
7 (LA DT S LRI Y
RIS INY
LA X XXX \
'/ TR EOOR)
/A A
% oy R =
Mﬁ"" :::‘ X -:-%, : wfa‘é‘:”t_ =
M ." ,: ' : i ‘;gﬁww

Bild 3.10: Linienkipplager der Breite b
Die Verbesserung des Tragverhaltens von Kuppelschalen durch eine Verbreiterung
des 'punktférmigen' Lagers wird im folgenden fiir die Kugelschale exemplarisch
dargestellt.

Die Verformungen der ganzen Kugelschale nehmen bei einer Verbreiterung des
minimal 0,2 m breiten Lagers auf 1,5 m stark ab.

Beispielsweise geht die Durchbiegung Wy in Punkt 1 bei 1,5 m Lagerbreite fiir
den Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, auf 53-67% und fiir den antimetrischen Lastfall
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Nr. 3, Wind, auf 25-46% des Wertes der 0,2 m breit gelagerten Kugelschale zu-
riick. GroBere Lagerbreiten als 1,5 m lassen die Verformungen nicht mehr maBgeb-
Tich weiter zuriickgehen (Bild 3.11).

Schnittgropen im mittleren Schalenviertel, am Schalenrand und im Auflagerbereich

a) achsensymmetrischer Lastfall: Nr, 1 Eigengewicht

Die zum Rand parallel verlaufenden Hauptzugkrifte N2 und das zugehdrige Haupt~
biegemoment M2 in Punkt 2 der Kugelschale nehmen bei einem 1,5 m breiten Lager
auf 73-76% der Werte von Schalen mit einer Lagerbreite b = 0,2 m ab (Bild 3.12).

Die Ringzugkrifte in Auflagerndhe werden bei steilen Kugelschalen durch ein 1,5 m
breites Linienlager auf die Hilfte, bei flachen Schalen auf 70-80% abgebaut.

b) antimetrischer Lastfall: Nr. 3 Wind

Die zum Rand parallel verlaufende Hauptzugkraft N11 in Punkt 11 der Kugelschalen
verringert sich z.B. fir den Lastfall Wind bei einer auf 1,5 m anwachsenden
Lagerbreite auf ungefdhr 31-38%, das zugehdrige Hauptbiegemoment M11 auf 38-48%.
Die Hauptzugkraft N11 einer Kugelschale mit dem Uffnungswinkel ¢ = 53° geht
sogar bis auf 18% zurlick (Bild 3.13).

Das Hauptbiegemoment M6 im mittleren Schalenviertel vermindert sich auf 15-33%
des Wertes einer 0,2 m breit gelagerten Schale.

Die Ringzugkrifte des Auflagerbereiches gehen bei steilen Kugelschalen durch

ein 1,5 m breites Lager auf 50-60%, bei flachen Kugelschalen auf 75-85% zuriick.

Die Ergebnisse der Parametervariation sind in Tabelle 3.14 zusammengefaBt. Aus
Tabelle 3.14 erkennt man , daB die maximaien Verformungen und Schnittgrifen von
Kuppelschalen flr antimetrische Lastfdlle (Wind, halbseitiger Schnee) durch eins
Verbreiterung des Lagers von 0,2 m auf 1,5 m stérker abgebaut werden, als fir
achsensymmetrische Lastfdlle (Eigengewicht, Schnee).

So verringern sich die grdBten vertikalen Durchbiegungen Wy am Rand hoher Kup-
pelschalen bei einer Lagerbreite b = 1,5 m fir achsensymmetrische Lastfdlle auf
50-60%, die HauptschnittgridBen in Punkt 2 auf 65-75%, flr antimetrische Last-
fdlle dagegen vermindern sich die Durchbiegungen wg an Rand auf 25-30%, die
HauptschnittgrdBen in Punkt 11 auf 20-30% bzw. 40-50% der Werte einer Schale
mit einem 0,2 m breiten Lager (Tab. 3.14).
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Bild 3.11:  Im Auflagerbereich verbreiterte Kugelschale (0,2 m b s 2,0 m)

(:) Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, vertikale Durchbiegung Wy in Punkt 1
(:) Lastfall Nr. 3, Wind, vertikale Durchbiegung wg in Punkt 9 (vgl. Bild 3.8)

+ niedrig =
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Bild 3.12:  Im Auflagerbereich verbreiterte Kugelschale (0,2 m< b s 2,0 m)

Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, Hauptnormalkraft N2 und Hauptbiegemoment M2 in
Punkt 2 (vgl. Bild 3.8)


ibbaf
Textfeld


- 84 -

m‘l : - ﬁ'm’ic}
) CD e e TN
SHAL R
2000 .00

>

hoch‘

<

<+ nied

.0 e
=

Bild 3.13:  Im Auflagerbereich verbreiterte Kugelschale (0,2 m
Lastfall Nr. 3, Wind, Hauptnormalkraft N

10
(vgl. Bild 3.8)

$bs2,0m
und Hauptbiegemoment M10 in Punkt 1o
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3.5 Lineare Zunahme der Schalendicke im Auflagerbereich

Parametervariationen:
Mittelfldchen: Kugel-, E11ipsoid- und Paraboloidschalen
ScheiteThohe: 3,74mg S< 17,8 m
Lagerbreite: b=o0,2mb=1,5m
Schalendicke: (Abschnitt 2.4.4a)
Gitterliniendichte: n, = ny =12
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht

Nr. 2 Schnee

Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Die Verbesserung des Tragverhaltens von Kuppelschalen durch einen verdickten
Auflagerbereich wird nachfolgend anhand der Kugelschale dargestellt.

Mittelfldche: Kugelschale
Lagerbreite: b =o0,2m

Maximale vertikale Verschiebungen W, in Punkt 1 und Wy in Punkt 9

Wahrend die Verschiebungen Wy hoher Kugelschalen durch eine vierfache (i=4,0)

Schalendicke im Auflagerbereich flr die achsensymmetrischen Lasten Eigengewicht
oder Schnee auf 10-15% des Wertes unversteifter Schalen verringert werden, baut
sich die Verschiebung Wg am Schalenrand fir die antimetrische Last Wind nur auf
20~40% ab, Eine Steigerung des Dickenverhiltnisses im Auflagerbereich niedriger
Kugelschalen i > 3-4, und hoher Schalen i renz > 6-7 vermindert die Verfor-

grenz nz
mungen der Schalen nicht mehr maBgeblich (Bild 3.16).

SchnittgroBen entlang des Randes, im Schaleninneren und im Auflagerbereich

a) achsensymmetrischer Lastfall:  Nr. i Eigengewicht

Eine zweifache Schalendicke der Auflagerzone (i = 2,0) vermindert bereits die

zum Rand parallel verlaufende Hauptzugkraft N2 und das zugehdrige Hauptbiegemo-
ment M2 ungefdhr auf die H&lfte, eine vierfache Schalendicke (i = 4,0) verringert
das Hauptbiegemoment M, auf 25-40% (Bild 3.17).

Eine VergridBerung des Querschnittes der Kugelschalen in Auflagerndhe auf das
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Vierfache (i = 4,0) 148t das Hauptbiegemoment M6 im unversteiften mittleren
Schalenviertel (Punkt 6) bis auf 15-25% des urspriinglichen Wertes zurlickgehen.
Die Hauptnormalkraft in Meridianrichtung N6 (Punkt 6) vergrtBert sich leicht
(um ca. 10%) durch die Gewichtszunahme der dicker werdenden Auflagerzone

(Tab. 3.19).

Die Ringzugkrdfte im Auflagerbereich (Punkt 6} werden durch die Verdickung der
Kugelschale (i = 4,0) auf ca. 45-55% der Werte unversteifter Schalen abgebaut.

Wihrend die Biegemomente entlang des unversteiften Schalenrandes und im Schalen-
inneren sehr stark abnehmen, erhdhen sie sich im verdickten (i = 4,0) Auflager-
gebiet bei niedrigen Schalen um das Zweifache, bei hohen Schalen um das Drei-
fache der Werte der urspringlichen Kugelschalen. Die dazugehOrenden Spannungen
jedoch vermindern sich schneller als die Biegemomente anwachsen und werden ab
einem Dickenverhdltnis i -~ 4,0 im Auflagerbereich niedriger Schalen,(i ~ 7) bei
hohen Schalen , nicht mehr maBgeblich weiter verringert.

b) antimetrischer lLastfall: Nr. 3 Wind

Eine Verdickung des Auflagerbereiches (1,5 $ i £ 4,0) erhtht die zum Rand paral-
lel verlaufende Hauptzugkraft N11 um 3~6%. Das zugehorige Hauptbiegemoment M11
in Punkt 11 wird bei einer vierfachen Schalendicke auf 60-85% der unversteiften
Kugelschale verringert (Bild 3.18). Line Versteifung des Auflagerbereiches ver-
mindert die Spannungen des freien Randes durch Eigengewichtslasten vergleichs-
weise zwei- bis dreimal stidrker als durch diese antimetrischen Lasten.

Die SchnittgrioBen des mittleren Schalenviertels werden im Vergleich zum Schalen-
rand durch die verdickte Auflagerzone stdrker beeinfluBt. Das Hauptbiegemoment
z.B. in Punkt 6 (Bild 3.8) wird bei einer vierfachen Schalendicke (i = 4,0) bei
hohen Schalen auf 45-40%, bei flachen Schalen auf 60-75% der Werte der urspring-
Tichen Kugelschale abgebaut. Die dazugehtrenden Normalkrdfte verringern sich auf
84-95% (Tab. 3.19).

Mittelfldchen: E1Tipsoid- und Paraboloidschalen

Das Tragverhalten dieser Kuppelschalen verbessert sich durch eine lineare Zunahme
der Schalendicke (i) im Auflagerbereich in gleicher Weise wie das der Kugelscha-

len. Es werden jedoch andere Grenzbereiche i ermittelt, bei deren Uberschrei-

grenz
tung sich das Tragverhalten der Schalen nicht mehr maBgeblich verbessert (Tab.

3.15).
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Die Ergebnisse der Parameterstudie sind in Tabelle 3.15, 3.19, 3.20 zusammen-
gefaft.

Ein UbermdBig verformter Auflagerbereich bewirkt die betrdchtlichen Verformungen
der Kuppelschalen unter Eigengewicht-, Schnee- und Windtasten. Eine vergroberte
Schalendicke dieses Bereiches verbessert bei achsensymmetrischen Lastfillen das
Tragverhalten der untersuchten Schalen wesentlich,

Die Tendenzen sollen an der steilen KugeTschale mit Lagerbreite b = 0,2 m exem-
plarisch aufgezeigt werden: Eine vier- bis siebenfache Zunahme der Schalendicke
im Auflagerbereich beeinfluBt bei allen Lastfdllen entscheidend die Verformun-
gen der ganzen Kugelschale. Fiir.die Lastfdile Eigengewicht und Schneelast ver-
ringern sich die Biegemomente entlang des Randes (z.B. Punkt 2) und im mittleren
Schalenviertel (z.B. Punkt 6) hoher Kugelschalen (i = 5) maximal auf 10-25% der
Werte unversteifter Schalen. Dagegen werden fiir den Lastfall Wind Biegemomente
am Schalenrand (z.B. Punkt 11, i = 6) weniger beeinfluBt und im Schaleninneren
(z.B. Punkt 6) hichstens bis auf 40-45% abgebaut; die Membrankrdfte im Schalen-
inneren und in Scheitelndhe werden durch den dickeren Auflagerbereich kaum ver-
dndert (Tab. 3.19).

In Abhdingigkeit der Art und Belastung zeigt die Verhiltniszahl 1grenz (gropte
Schalendicke tR im Auflagerbereich im Verhiltnis zur Dicke tM der unversteiften
Schale, igrenz = tR/tM, Bild 2.22) der Tabelle 3.15 Grenzbereiche der Schalen-
dicke auf, bei deren Oberschreitung sich das Tragverhalten der Kuppelschalen

nicht mehr maRgeblich verbessert.
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Lastfalle symmetrisch antimetrisch
Nr. 1 Eigengewicht Nr. .3 Wind
Nr. 2 Schnee Nr. 5 Wind und
Nr. 6 Eigengewicht halbseitiger Schnee
und Schnee )
Lagerbreite b =o0,2m b=o0,2n
hohe Kugelschale i= 6~ 7 i= 7+ 8
*
niedrige Kugelschale i= 4- 5 ) i= 5~ 6
hohe Ellipsoidschale i= 7~ 8 i=10 - 1
niedrige E1lipsoidschale i=10 -1 i=12 - 14
hohe Paraboloidschale i= 4- 5 i= 6- 7
*
niedrige Paraboloidschale | i = 3 - 4 ) i= 5- 6
Lagerbreite b=15m b=1,5m
hohe Kugelschale i= - i= 6 -
niedrige Kugelschale i= - 4

hohe Ellipsoidschale
niedrige E11ipsoidschale
hohe Paraboloidschale
niédrige Paraboloidschale

Tab. 3.15:

)
i

RSNSOI o« N & 2 B N I
H

W W O W Ul

Grenzbereiche der Schalendicke i

grenz

in Auflagernghe, bei

deren Uberschreitung sich das Tragverhalten der Schalen nicht mehr aussch1ag~

gebend verbessert {Schalendicke i = tM/tR, Bild 2.22)

") Die Lagerbreite b mub bei den Lastfdllen Nr. 1 und Nr. 6 auf b = 0,3-0,5 m

erhdht werden, damit

bei der Auflagerkrafteinleitung in die Schale die in

Abschnitt 2.2 festge1egten Betonfestigkeiten nicht Uberschritten werden.
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Bild 3.16:  Im Auflagerbereich verdickte Kugelschale (1,0 £ 1 < 6,0,
Bild 2.22), Lagerbreite b = 0,2 m i
(:) Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, max. vertikale Durchbiegung Wy in Punkt 1
(:) Lastfall Nr. 3, Wind, max. vertikale Durchbiegung vg in Punkt 9
(vgl. Bild 3.8)
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Im Auflagerbereich verdickte Kugelschale (1,0 €1 £6,0,
Bild 2.22), Lagerbreite b = 0,2 m, Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, Hauptnormal-
kraft N2 und Hauptbiegemoment M2 in Punkt 2 (vgl. Bild 3.8).
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Bild 3.18: Im Auflagerbereich verdickte Kugelschale (1,0 < i £ 6,0,
Bild 2.22), Lagerbreite b = 0,2 m, Lastfall Nr. 3, Wind, Hauptnormalkraft N11
und Hauptbiegemoment M, in Punkt 11 (vgl. Bild 3.8)
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3.6 Variation der Kugelschalenkrimmung im Auflagerbereich

Parametervariationen:

Mittelfldche: Kugelschale
Scheitelhohe: 3,74ms£517,8m
Lagerbreite: b=0,2m
Gitterliniendichte: ny = ny = 12
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
‘ Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind ‘

Die ‘Ubergangsfliche wird so gewdhlt, daB die Auflagerkraft eines Lastfalles

" fast tangential eingeleitet wird (Abschnitt 2.4.3a).

Die Reichweite der die Krlimmung des Auflagerbereiches bestimmenden Ubergangs-
fliche wird varifert (Bild 2.15, Variation von 15,0 m £ Xy £ 10,0 m).

Das Tragverhalten der Kugelschale wird im folgenden anhand der Lastfdlle Nr. 1
und Nr. 3 beschrieben, :

Maximale vertikale Verschiebungen W in Punkt 1 und Wy in Punkt 9

Die groBten vertikalen Verschiebungen des freien Randes niedriger Schalen ver-
ringern sich bei dem achsensymmetrischen Lastfall Eigengewicht -in Punkt 1 auf
55-85% und dem antimetrischen Lastfall Wind in Punkt 9 nur geringfiigig auf
83-90%, wenn die Krilmmungen des Auflagerbereiches und des freien Randes (XKz1o)
durch .eine Ubergangsfliche vermindert werden., Die vertikalen Verschiebungen

des Randes hoher Schalen dagegen gehen beim Lastfall Wind auf 40-68%, beim
Lastfall Eigengewicht sogar bis auf 10-24% zuriick (Bild 3.21).

Schnittgrofen entlang des Schalenrandes, im Schaleninneren und im Auflager-

bereich

a) achsensymmetrischer Lastfall: Nr. 1 Eigengewicht

Die-zum Rand parallel verlaufende Hauptzugkraft NZ in Punkt 2 und das zugehorige
Hauptbiegemoment M2 vermindern sich durch einen weniger gekrimmten Auflagerbe-
reich (XK = 15,0 m) bei niedrigen Schalen auf 80-90%, bei hohen Schalen auf
55-65% der Werte der urspriinglichen Kugelschalen. Die Zugkraft N, hoher Schalen
wird noch wesentlich weiter auf 10-28% und das zugehdrige Biegemoment M, auf
18-38% verringert, wenn die Krimmungen des Auflagerbereiches und des freien Ran-
des (XK = 1o m) durch eine ibergangsflicne vermindert werden {Bild 3.22).
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Die Ringzugkrdfte im Auflagerbereich der flachen Schale werden bei XK = 1o m auf
75-90%, die der steilen Schalen auf 30-50% des Wertes der Kugelischale abgebaut.

Die Hauptmembrankréfte des Schaleninneren (z.B. 1in Punkt 6) in meridionaler Rich-
tung vergroBern sich durch die Krlimmungsénderung im Auflagerbereich und am Rand
leicht um 5-10%, wdhrend sich die zugehSrigen Hauptbiegemomente etwa in gleichem
MaBe wie am Rand (z.B. in Punkt 2) verringern.

b) antimetrischer Lastfall: Nr. 3 KWind

Die zum Rand parallel verlaufende Hauptzugkraft N11 und das zugehdrige Hauptbie-
gemoment M11 in Punkt 11 nehmen durch einen gegeniiber der Kugelschale weniger
gekrtimmten Auflager- und Randbereich (XK = 1o m) bei niedrigen Schalen auf
85-95%, bei hohen Schalen auf 48-72% der Werte von urspriinglichen Kugelschalen
ab (Bild 3.23),

Die Ringzugkrdfte im Auflagerbereich der niedrigen Schalen werden (XK = 10) auf
85-95%, die der hohen Schalen auf 70-80% der urspriinglichen Werte verringert.

Hauptbiegemomente im Schaleninneren (Punkt 6) verringern sich durch eine vermin-
derte Krimmung ungefdhr im gleichen Verhaltnis wie am Rand (Punkt 11), wihrend
die Membrankrdfte in Punkt 6 in meridionaler Richtung kaum beeinfluBt werden.

Die Ergebnisse der Parametervariation sind in Tabelle 3.24 zusammengefaft.

Das Tragverhalten der Kuppelschalen kann fiir die untersuchten Lastfdlle wesent-
Tich verbessert werden, wenn die Kriimmung der Schalenmittelfliche im Auflagerbe-
reich so verringert wird, daB die Auflagerkraft tangential eingeleitet werden
kann. Die Hauptbiegemomente des Lastfalles Eigengewicht und Schnee werden bei-
spielsweise am Schalenrand (Punkt 2) und im Schaleninneren (Punkt 6) hoher Kugel-
schalen durch eine nahezu tangentiale Krafteinleitung (XK = 10) auf lo-40%, in
niedrigen Schalen nur auf 60-80% der Werte von Kugelschalen mit unverdnderter
Kriimmung abgebaut.

tine nahezu membrangerechte Auflagerkrafteinleitung (XK = 10) verringert die

Biegemomente am Schalenrand (Punkt 11) und im Schaleninneren (Punkt 6) hoher,
windbelasteter Kugelschalen nur auf 50-70%, in niedrigen Kugelschalen nur auf
85-90%.

Die Druckkrdfte in Meridianrichtung (Punkt 6) werden durch eine fast tangentiale
Auflagerkrafteinleitung in die Schale kaum verdndert (Tab. 3.24).
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Im Auflagerbereich und entlang des Randes weniger gekriimmte Kugel-

Bild 3.21:

Bild 2.15)
Eigengewicht, max.

Wind

schalen (Abschnitt 2.4.3a,

in Punkt 1

vertikale Verschiebung Wy in Punkt 9
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Bild 3.22:  Im Auflagerbereich und entlang des Randes weniger gekriimmte Kugel-
schalen (Abschnitt 2.4.3a, Bild 2.15), Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, Haupt-
normalkraft N, und Hauptbiegemoment M, in Punkt 2 (vgl. Bild 3.8)
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Im Auflagerbereich und entlang des Randes weniger gekriimmte Kugel-

Bild 3.23:
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3.7 Tragverhalten von Ellipsoid- und Paraboloidschalen im Vergleich zur Kugel-

Parametervariationen:

Mittelflachen: (Abschnitt 2.4.1 und 2.4.3b)
Scheitelhdhe: 3,74 mgS £17,8m
Lagerbreite: b=1,5m
Schalendicke: sechsfach im Auflagerbereich (Abschnitt 2.4.4a)
Gitterliniendichte: n, = ny = 12
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
Nr. .2 Schnee
b) antimetrisch: Nre. 3 Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Das Tragverhalten von E1lipsoid- und Paraboloidschalen wird im folgenden exem-~
plarisch fir den Lastfall Eigengewicht und den Lastfall Wind mit dem der Kugel-
schale verglichen.

a) achsensymmetrischer Lastfall: Nr. 1 Eigengewicht

Paraboloidschalen (PA2), sowohl hohe als auch niedrige, verformen sich im Ver-
gleich zu den anderen untersuchten Kuppelschalen (KU, EL, PA3, PAFL) am gefing—
sten,

Die grofte vertikale Durchbiegung W in Punkt 1 z.B. ist bei der steilen Para-
boloidschale (PA2) kleiner als ein Zentimeter (Bild 3.25).

SchnittgroBen im Schaleninneren, entlang des Randes und im Auflagerbereich

Scheitelbereich:
Die Membranhauptspannungen von Kugel-, El1lipsoid- und Paraboloidschalen werden
im Umkreis des Scheitels (Radius ca. 20-25% der GrundriPseite a), nicht durch

die Randstorungen der Lagerung beeinfluBt.

Scheitelbereich des freien Randes (Punkt 2)

In niedrigen Ellipsoidschalen (EL, Paraboloidschalen, PA3 und PAFL) erreichen

die zum Rand parallel gerichteten Hauptzugkrdfte N2 mehr als doppelt so groBe
Werte wie in flachen Kugelschalen,

Erst in hohen Paraboloidschalen (PA3 und PAFL) gehen diese Hauptzugkrdfte unter
40% der Werte vergleichbarer Kugelschalen zuriick. Am kleinsten sind die Zugkrdfte
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entlang des freien Randes hoher und niedriger Paraboloidschalen (PA2, Bild 3.26).

Mittleres Schalenviertel und Auflagerbereich:

Die Ringzugkréfte niedriger Paraboloidschalen (PAFL), niedriger und hoher E1Tip-
soidschalen Ubersteigen in Punkt 6 die Zugkrdfte vergleichbarer Kugelschalen um
mehr als das Doppelte. Die Ringzugkrifte niedriger Paraboloidschalen (PA3) sind
nahezu gleich groB wie die flacher Kugelschalen. Sie sinken bei steilen Schalen
(PA3) jedoch auf die Halfte des Wertes steiler Kugelschalen ab. In steilen Para-
boloidschaten (PAFL) dagegen, sind sie nur um 10-20% kleiner als in steilen
Kugelschalen.

Die Ringzugkrdfte niederer Paraboloidschalen (PA2) erreichen nur ein Drittel der
Werte flacher Kugelschalen. Erst in steilen Schalen (PAZ) entstehen Uberwiegend
Ringdruckkrdfte, die im mittleren Schalenvierts] ungefahr den 1,5~ bis 1,8-fachen
Wert steiler Kugelschalen annehmen.

Die meridional gerichteten Membrankrifte hoher E1lipsoidschalen und hoher Para-
boloidschalen (PA3 und PAFL) sind um 10-20% groBer als die steiler Kugelschalen.
In niederen Ellipsoidschalen, niederen Paraboloidschalen (PA3 und PAFL) betragen
sie nur 50-80% der Werte flacher Kugelschalen.

Biegemomente aus Randstdrungen entlang des freien Randes (Punkt 2) und im Auf-
lagerbereich (Punkt 5)

In niederen Ellipsoidschalen, Paraboloidschalen (PAFL und PA3) weichen die resul~-
tierenden Auflagerkrifte erheblich von der Tangentenrichtung der Schalenmittel-

fldche ab. Die Biegemomente im Auflagerbereich dieser Schalen sind deshalb mehr
als doppelt so groB wie in Auflagernihe flacher Kugelschalen, Erst in hohen
Schalen (EL, PAFL, PA3) entstehen im Auflagerbereich durch eine membrangerechtere
Auflagerkrafteinleitung kieinere Biegemomente die 40-80% der Werte steiler Kugel-
schalen betragen.

Die Hauptbiegemomente dieser drei Schalenformen erreichen entlang des Randes
dhnlich groBe Werte (z.B. Punkt 2, Bild 3.26). Die Biegemomente hoher Paraboloid-
schalen (PAZ) dagegen betragen nur 5-20% der Werte hoher Kugelschalen,

b) antimetrischer Lastfall: Nr. 3 Wind

Paraboloidschalen (PA3, PAFL) werden fiir diese Lastfille nicht mehr untersucht,
da ihr Tragverhalten wesentlich schlechter ist als unter den achsensymmetrischen
Lasten Eigengewicht und Schnee.

Verformungen
Der Rand niedriger Ellipsoidschalen verformt sich mehr als doppelt so stark wie
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der flacher Kugelschalen. Der Rand niedriger und hoher Paraboloidschalen (PA2)
in Punkt 9 dagegen verschiebt sich nur um 10-25% mehr als der vergleichbarer
Kugelschalen (Bild 3.27).

Membrankridfte entlang des Schalenrandes und im Auflagerbereich

"Entlang des Randes (Punkt 1o0) niedriger Ellipsoidschalen bauen sich zwei- bis
dreifach so grofe Hauptzugkrdfte N10 wie in niedrigen Kugelschalen auf. Bei
flachen Kugelschalen und niedrigen Paraboloidschalen sind sie ungefdhr gleich
groR. Erst in steilen Paraboloidschalen (PA2) sinken diese Krdfte auf 8o0-90%
der Werte steiler Kugelschalen (Bild 3.28).

Im Auflagerbereich (Punkt 5) erreichen die Ringzugkrdfte der hohen Paraboloid-
schalen (PA2) die kleinsten Werte (70-80% von KU).

Biegemomente im Rand- und Auflagerbereich

Grofere Biegemomente M, entstehen entlang des freien Randes und im Auflager~

10
bereich. In niedrigen Ellipsoidschalen sind sie 200~3op%, in niedrigen Parabo-

loidschalen dagegen nur um 1o-15% grofer als in niedrigen Kugelschalen.

Auch in hohen Paraboloidschalen (PA2) entstehen in diesen Bereichen Biegemomente,
die die Momente steiler Kugelschalen um 20~25% lbersteigen (Bild 3.28).

Die Ergebnisse der Parametervariation sind in Tabelle 3.29 zusammengestellt.

Ellipsoidschalen, Paraboloidschalen PA3 und PAFL weisen gegeniiber Kugelschalen
ein ungUnstigereS Tragverhalten auf. Verformungen, Biegemomente und Zugkrdfte
niedriger Schalen, deren Schalenrand und Auflagerbereich wesentlich stirker
gekrimmt sind als bei Kugelschalen, kdnnen bis lber das Doppelte der Werte
niedriger Kugelschalen ansteigen (Tab. 3.29).-

Paraboloidschale (PA2), Kugelschale:

Die maximalen Durchbiegungen am Schalenrand, die groften Biegemomente im Auf-
lagerbereich und die Ringzugkrdfte im mittleren Schalenviertel hoher Paraboloid-
schalen erreichen bei den Lastfallen Eigengewicht und Schnee nur 10-25% der
Werte hoher Kugelschalen. Niedrige Paraboloidschalen dagegen zeigen nur ein
geringflgig besseres Tragverhalten als niedrige Kugelschalen, da sie sich geo-
metrisch kaum unterscheiden. Ihre Verformungen und Hauptspannungen betragen
80-90% der Werte niedriger Kugelschalen. Bei einer Wind- und halbseitigen Schnee-
belastung betragen die Verformungen und Biegemomente niedriger und hoher Para-
boloidschalen das 1,1- bis 1,45-fache der Werte entsprechender Kugelschalen.
Kugelschalen besitzen bei diesem Lastfall ein giinstigeres Tragverhalten (Tab.
3.29).
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Bild 3.25: Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, Tragverhalten von finf verschiedenen
Kuppelschalen (Bild 2.16 - 2.20), mit einem 1,5 m breitem Auflager und verdick-
tem Auflagerbereich (i = 4,0, Bild 2.22), vertikale Durchbiegung Wy in Punkt 1

und Verdrehung by 4 in Punkt 4 (Bild 3.8)
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Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, Tragverhalten von fiinf verschiedenen
Kuppelschalen (Bild 2.16 - 2.20) mit einem 1,5 m breitem Auflager und verdicktem
Auflagerbereich (i = 4, Bild 2.22), Hauptnormalkraft N, und Hauptbiegemoment

M2 in Punkt 2 (Bild 3.8)
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Bild 3.27: Lastfall Nr. 3, Wind, Tragverhalten von drei verschiedenen Kuppel-
schalen (Bild 2.16 - 2.18) mit einem 1,5 m breitem Auflager und verdicktem
Auflagerbereich (i = 4, Bild 2.22), maximale vertikale Verschiebung Wy und
Verdrehung ¢x,9 in Punkt 9 (Bild 3.8)
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Bild 3.28: Lastfall Nr. 3, Wind, Tragverhalten von drei verschiedenen Kuppel-
schalen (Bild 2.16 - 2.18) mit einem 1,5 m breitem Auflager und verdicktem Auf-
lagerbereich (i = 4,0, Bild 2.22), Hauptnormalkraft Ny, und Hauptbiegemoment M,
in den Punkten 9 und 1o (Bild 3.8).
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achsensymmetrische Lastfille: antimetrische Lastfdlle:
] r. n
Nr. 1 Eigengewicht, Nr, 2 Schnee Nr. § Wind und halbseitiger Schnee
Kuppelschale Kuppelschale Kuppelschale Kuppelschaie
max W, niedrig hoch by 4 niedrig) hoch max Wy niedrig hach ¢x 9 niedrig hoch
y s

frastschale | yoox | 1008 foot | too¥ | - 100 | too% toot | toot
£} ipsoid- > 200% 20% > 200% % > 200% 9o0-1to%
schale (EL) 00 100~120 00% [loo-120% > 200% 90-110 00! 0-1 10
Paraboloid- 1 g, g55 | 5101 80-90% % 25% 105~110% |115-125%
schale (PA2)| Bo-99 -10 0-90 §-10 fo5-110% }115-125 05-11o -
o0 ies)| 150-180% | 30-50% 150-180% | J0-50%
:g;a?olzLugL > 200% 40-80% > 200% | 60-120%

ate

N, " N0 "o
Kugelsch
esechate b toox | 100 1001 | too% 100t | toot foot | 1oot
El;;q:”zgi) > 200% | 90-110% > 200% ] 90-110% > 200% | 8o-110% > 200% | Bo-120%
Parabolofd- | ¢ _joq 3% 60-80% | 5-15% 105% | 80-90% 100-115% [125-140%
schale (paz)| 5-19% | ca. 0-80 - o 0-90! 0o~ o
Pa;a?ol?ggs) > 200% | 20-80% > 200% | 40-80%
schale
Z:;:?glaiﬂi > 200% | 20-80% > 200% {70-110%

N "5 N He
?:g§13°h51e 100% 100% 100% 100% 100% 1o0% 160% 100%
sepabsoidy | 8o-90% | 90-110x > 200% | 90-110% 70-90% | 90-115% > 200% | 90-125%
Paraboloid-
schale (PA)|100-120% 150-180% 60-80% 5-15% 105% 90-100% 165-110% fi15-145%
:z;:?gkz;ga) B0-90% |1oo-110% > 200% | 40-80%
’s’:;:‘]’g‘(‘;j;’F'L So-80% [100-120% > 200% | 80-120%

Tab, 3.29: Maximale vertikale Durchbiegungen Wy W und Verdrehungen ¢x.4' ¢x.9 in den Punkten 1, 4 und 9,
Hauptnormalkrdfte N und horige Hauptbi te M in den Punkten 2, 5, 6 und 1o von Ellipsoid- und Para-
boloidschalen (EL, PA2, PA3, PAFL, Bild 2.17 - 2,20) im Vergleich zu Kugelschalen, Lagerbreite b = 1,5 m,
vierfache Schalendicke im Auflagerbereich (i = 4, Bild 2.22)
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3.8 Stutzung des Schalenrandes

3.8.1 Versteifung des Schalenrandes durch ein stufenweises Ansteigen der

Schalendicke
Parametervariationen:
Mittelflachen: Kugel- und Paraboloidschalen (PA2)
ScheitelhGhe: 3,74 m £S5 £17,8m
Lagerbreite: b=o0,2m,b=1,5m
Schatlendicke: (Abschnitt 2.4.4b)
Gitterliniendichte: n, = y = 12
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht

Nr. 2 Schnee

Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b} antimetrisch: Nr. 3 Wind

Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Eine Verbreiterung des punktformigen Auflagers, tangentiale Auflagerkraftein-

leitung und eine Versteifung der Kuppelschalen im Auflagerbereich verringern

die Spannungen am unversteiften Schalenrand nicht so weit, dap z.B. fir die

Lastkombination aus

- Eigengewicht und Schnee {(Nr. 6)

- Eigengewicht (Nr. 1) mit Wind und halbseitig auftretendem Schnee (Nr. 5, vgl.
Tab. 3.39) ;

- Eigengewicht, Schnee und Winddruck (Nr. 7)

die in Abschnitt 2.2 festgelegten Grenzspannungen eingehalten werden kdnnen.

Die Verbesserung des Tragverhaltens von Kugelschalen durch eine Verdickung des
Schalenrandes und des Auflagerbereiches wird nachfolgend exemplarisch dardge-

stellt.

a) achsensymmetrischer Lastfall: Nr. 1 Eigengewicht
Mittelfléache: Kugelschale

Lagerbreite: b=0,2m

Verformung des Schalenrandes

Die groften vertikalen Verschiebungen des Schalenrandes z.B. max. W in Punkt 1
vermindern sich schon bei einer zweifachen (i = 2) Schalendicke entlang des
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Randes auf 20-28% des Wertes unversteifter Kugelschalen (Bild 3.30). Ab einer
vier- bis finffachen Schalendicke nehmen die Verschiebungen nur noch wenig
weiter ab.

SchnittgroBen entlang des Randes, im Schaleninneren und im Auflagerbereich

Die zum Rand parallel verlaufende Hauptzugkraft N2 in Punkt 2 wird durch eine
doppelte Schalendicke des Randes (i=2) bei Kugelschalen um mehr als die Hdlfte
verringert. Das zugehOrige Hauptbiegemoment M2 steigt gleichzeitig fast um das
Zweifache an. Die Hauptspannungen 0, aus beiden SchnittgridBen verringern sich
dabei auf 25-50% des urspriinglichen Wertes (Bild 3.32).

Ab einer drei- bis vierfachen Dicke des Schalenrandes (i=3-4) verringern sich
die Hauptspannungen in Punkt 2 am Rand und in Punkt 6 im Auflagerbereich bei
flachen Kugelschalen nicht mehr maBgeblich weiter, bei steilen Schalen ab einer
vier- bis flunffachen Schalendicke (Bild 3.32).

Die Druckkrdfte des Schaleninneren in meridionaler Richtung verdndern sich kaum

durch die Versteifung des Schalenrandes. Die Biegemomente im mittleren Schalen-
viertel (Punkt 6) und im Auflagerbereich (Punkt 5) werden ab einer drei- bis
flinffachen Schalendicke entlang des Randes nur noch wenig vermindert (vgl.

Tab. 3.34).

b) antimetrischer Lastfall: Nr. 3, Wind

Verformung des Schalenrandes

Die groBten vertikalen Verschiebungen Wgs z.B. in Punkt 9, vermindern sich be~
reits bei einer zweifachen Schalendicke entlang des Randes (i=2) auf 21-25%
des Wertes unversteifter Schalen; bei einer vier- bis fiinffachen Schalendicke
gehen die Verschiebungen bis auf 5-10% zuriick (Bild 3.30).

SchnittgroBen entlang des Randes, im Schaleninneren und im Auflagerbereich
Die zum Rand parallel verlaufende Hauptzugkraft N11 in Punkt 11 verringert sich

durch eine zweifache Schalendicke (i=2) bei flachen und steilen Schalen auf
75-90% des urspriinglichen Wertes, Das zugehtrige Hauptbiegemoment M11 vergrofert
sich ungefdhr auf den doppelten Wert. Die Hauptspannungen aus beiden Schnittgro-
Ben werden jedoch auf 40-50% des Wertes der unversteiften Schale verringert. Die-
se Hauptspannungen (Punkt 11) werden bei flachen Kugelschalen ab einer vier- bis
funffachen Schalendicke, bei steilen Kugelschalen ab einer finf- bis sechsfachen
Schalendicke nicht mehr mafgeblich weiter vermindert (Bild 3.33).

Die Ringzugkrdfte im Schaleninneren (Punkt 5, 6) und im Auflagerbereich werden,
nachdem sie auf 50-65% des urspriinglichen Wertes gesunken sind, ab einer vier-
bis fiinffachen Schalendicke entlang des Randes flacher Schalen und ab einer
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fiinf- bis sechsfachen Schalendicke entlang des Randes steiler Schalen nicht mehr
ausschlaggebend weiter verringert.

Die meridional gerichteten Druckkrdfte z.B. in Punkt 6, flacher und steiler
Kugelschalen nekmen bei einer fiinffachen Schalendicke am Rand auf 8o-90% ab,
wihrend die zugehdrigen Biegemomente auf 10-20% abgeklungen sind (Tab. 3.34).

Mittelfldchen: Paraboloidschale (PAZ2)
Lastfalle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht

Nr. 2 Schnee

Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Eine Tineare Zunahme der Schalendicke entlang des Randes und im Auflagerbereich
verbessert das Tragverhalten auf dieselbe Art wie das flacher und steiler Kugel-
schalen. Es ergeben sich jedoch geringere Grenzbereiche der Schalendicke igrenz
bei deren Uberschreitung dié Verformungen und Spannungen in der Schale nicht

mehr ausschlaggebend weiter zuriickgehen (Tab. 3.36).

Die Ergebnisse der Parametervariation sind in den Tabellen 3,34 und 3.35 zusam-

mengefabt

Ein stufenweises Anwachsen der Schalendicke auf das Drei- bis Sechsfache bei
KugeTschalen und das Zwei~ bis Vierfache bei Paraboloidschalen 1&Rt Verformungen
z.B. Punkt 1 und 9, und Hauptspannungen z.B. Punkt 2 und 11, entlang des Schalen-
randes und im Auflagerbereich auf 5-20% der Werte der unversteiften Schalen zu-
rlickgehen. Die Hauptbiegemomente im mittleren Schalenviertel, z.B. in Punkt 6,
sind dann nahezu ganz abgeklungen. Die meridional gerichteten Druckkrifte

(Punkt 6) werden durch eine Verdickung des Schalenrandes (i=4) nur auf 80-90%
verringert {Tab. 3.34, 3.35).

In Abhdngigkeit von der Art der Belastung entstehen Grenzbereiche der Schalen-
dicke 1grenz entlang des Randes und im Auflagerbereich bei deren Uberschreitung
sich das Tragverhalten von Kugel- und Paraboloidschalen nur noch wenig verbes-
sert (Tab. 3.36).

In Tab, 3.37 werden Grenzbereiche der Schalendicke i flr eine Lastkombi-

grenz,b
nation aus Eigengewicht, Schnee und Windlast angegeben, bei den in Kugel- und
Paraboloidschalen die in Abschnitt 2.2. festgelegten Grenzspannungen des gewdhl-

ten Stahlbetons eingehalten werden.
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Bild 3.30:  Im Auflagerbereich und entlang des Randes verdickte Kugelschale
(1,0 s1 £4,0, Bild 2.23), Lagerbreite b = 0,2 m

@ Lastfall Nr. 1, Eigengewicht, max. vertikale Durchbiegung W in Punkt 1
@ Lastfall Nr. 3, Wind, max. vertikale Verschiebung w, in Punkt 9

{vgl. Bild 3.8)
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Bild 3;§li Im Auflagerbereich und entiéhgvdes Rén&ésdQérd1ckte Kugetschale
(1,0 £ i € 4,0, Bild 2.23), Lagerbreite b = 0,2 m, Lastfall Nr. 1, Eigengewicht,
Hauptnormalkraft N und Hauptbiegemoment Mg in Punkt 6 (Bild 3.8)
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Bild 3.32:  Im Auflagerbereich und entlang des Randes verdickte Kugelschale
(1,0 £ i s 5,0, Bild 2.23), Lagerbreite b = 0,2 m, Lastfall Nr. 1, Eigengewicht,

obere Hauptspannung o°, untere Hauptspannung o in Punkt 2 und in Punkt 6

(Bild 3.8)
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Bild 3.33: Im Auflagerbereich und entlang des Randes verdickte Kugelschale
(1,0 £ 1 < 6,0, Bild 2.23), Lagerbreite b = 0,2 m, Lastfall Nr. 3, Wind, obere

Hauptspannung o°, untere Hauptspannung o in Punkt 1o (Bild 3.8)
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. symmetrisch antimetrisch
Lastfdlie Nr. 1, 2, 6 Nr. 3, 5
Lagerbreite b*) = 0,2 m b=0,2m
hohe Kugelschale i=4-~5 i=5=-6
niedrige Kugelschale i=3-4 i=4-5
hohe Paraboloidschale i=3-4 i=4-5
niedrige Paraboloidschale i=3-4 i=4-5
Lagerbreite b=1,5m b=15m
hohe Kugelschale i=3-4 i=4-5
niedrige Kugelschale i=2-3 i=3-4
hohe Paraboloidschale i=2-3 i=3-4
niedrige Paraboloidschale i=2-3 i=3-4
Tab, 3.36: Grenzbereiche der Schalendicke igrenz entlang des Randes und im

Auflagerbereich von Kuppelschalen, bei deren Uberschreitung sich das Tragver-
halten der Schalen nicht mehr maBgeblich weiter verbessert

Lastkombination: Eigengewicht (Nr. 1), mit Wind und halbseitigem Schnee (Nr. 5)

Lagerbreite b*) = 0,2 m b=1,5m
Schalendicke Schalendicke Schalendicke ent-
entlang des im Auflager-  [lang des Randes und
Randes bereich im Auflagerbereich

hohe Kugelschale i=3-4 i=4-5 i=3-4

niedrige Kugelschale i=3-4 i=4-5 i=2 -3

hohe Paraboloidschale i=2«3 i=3-4 i=2-3

niedrige Paraboloidschale i=2-3 i=3-4 i=2-3

Tab. 3.37: Grenzbereiche der Schalendicke im Aufiager- und Randbereich
1grenz b fiir eine Lastkombination,bei der die in Abschnitt 2.2 festgelegten
Grenzspannungen eingehalten werden (vgl. Tab. 3.38)

*) Die Lagerbreite muf flr niedrige Schalen auf b = 0,3 bis 0,4 m erhtht wer-
den, damit bei der Auflagerkrafteinleitung in die Schale die in Abschnitt 2.2
festgelegte Betonfestigkeit nicht Uberschritten wird.
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3.8.2 Stiitzung des Randes durch einen Randtrager

Parametervariationen:
Mittelfldchen: Kugelschale, Paraboloidschale (PA2) (Abschn. 2.4.3b)
Scheitelhthe: 3,74m<S<17,8m
Lagerbreite: b=1,5m
Schalendicke: (Abschn. 2.4.4c)
Randtridgerhohe: 0,2m< Hg 1,46 m (Abschn. 2.4.4c, Bild 2.24)
Gitterliniendichte: ne = ny =16
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
Nr. 4 Horizontale Stlitzenverschiebung nach innen
Nr. 7 Kombinierter Lastfall aus Eigengewicht, Schnee,

radial gerichtete Zusatzlast
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Variation des Winkels o zwischen der Haupttrigheitsachse z des Randtrdgers und
der Fldchennormalen n des Schalenrandes (Bild 3.4o)

Die Verformungen der Schalen sind am geringsten, wenn die ldngere Seite des
Randtrigers senkrecht zum Schalenrand steht (a = 0). Biegemomente und Normal-
krifte entlang des Schalenrandes und im Auflagerbereich erreichen dann ihre
kleinsten Werte.

Weicht der Winkel o um 30° von der Neigung der Fldchennormalen ab, vergrofern
sich Verformungen und Biegemomente flacher und steiler Schalen auf das 1,1- bis
1,2-fache der Werte von Schalen, deren vertikale Randtrdgerachse z parallel zur
Flichennormalen am Schalenrand (o = 0) verlduft (Bild 3.40).

Mitwirkende Breite des Schalenrandes

Mittelfldche: Kugel-, Paraboloidschale (PA2)
Lagerbreite: b=1,6m

verwundener Randtrdger
(o = 0, Bild 2.24) mit
der Randtrdgerhohe: k

HKuge] = 0,9 m, HPAZ =0,72m

Die Schalenrander erfahren bei der Lastabtragung des Randtrédgereigengewichtes
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Bild 3.40: . Biegemoment Mg im Punkt 5 (Bild 3.8) flacher und steiler Kuppel-
schalen bei unterschiedlich geneigtem (o) Randtriger im Verhdltnis zu den Werten
bei einer Randtrégerneigung o = 0 Grad, Lastfall Nr. 1, Eigengewicht.

allein eine sehr geringe Biegestorung., Die Biegemomente, die durch eine Unver-

traglichkeit der Verschiebungen zwischen Randtrdger und Schalenrand entstehen,

betragen entlang des Randes ca. 0,2 - 0,4 kN/m. Zugehorige geringe Membranzug-,
-druck- und -schubkré@fte sind nach einer Schalenbreite von ca. 2-4% der Seiten-
lénge a des Quadrates im Grundrif abgeklungen.

Bei der Lastabtragung von Eigengewichts-, Schnee- und Windlasten treten am Rand
ebenfalls relativ geringe Biegesttrungen auf. Die gropten Biegemomente belaufen
sich auf 4,0-5,0 kNm/m und sind nach der gleichen Schalenbreite (2-4% von a)
nahezu ganz abgebaut. Die Biegestdrungen des freien Randes von nur im Auflager-
bereich verdickten Schalen betragen bei den gleichen Lastfdllen das Drei- bis
Siebenfache.

Die mitwirkende Breite des durch einen Randtrdger gestiitzten Schalenrandes be-
trdgt bei diesen untersuchten, steilen Schalen 3-5%, bei flachen Schalen 5-7%
der Seitenidnge des GrundriBquadrates.
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Im folgenden wird das Tragverhalten niedriger und hoher Paraboloidschalen bei
einer Variation der Randtrigerhdhe flr die Lastfdlle Nr. 7 und Nr. 3 exempla-
risch aufgezeigt. Die ldngere Seite des Randtrigers verliuft dabei parallel zur
Normalen des Randes (o = 0, Bild 2.24). Der Randtriger ist Tdngs des Randes ver-
wunden:

Grogte vertikale Verschiebung Wy s Wg in den Punkten 1 und 9

Die groBten vertikalen Verschiebungen des Randes Wy und Wg von Paraboloidschalen
gehen bei achsensymmetrischen (Lf.-Nr. 7) und antimetrischen (Lf.-Nr. 3) Lasten
bereits bis auf 39-60% der Verschiebungen von Schalen ohne Randtrdger zuriick,
wenn die Randtrdgerhthe die finffache (i = 5) Schalendicke erreicht hat. Steigt
die Randtrdgerhdhe auf i = 8-9, verringern sich die Verschiebungen des Randes
bis auf 20-35% des urspringlichen Wertes (Bild 3.41, Tab, 3.47). Ein weiteres
Ansteigen der Randtrdgerhdhe 1dBt die Verformungen der ganzen Schalen nur noch
wenig weiter zurilickgehen.

Schnittgropen entlang des Randes, im Randtréger und im Auflagerbereich

a) achsensymmetrischer Lastfall: Nr. 7 Kombinierter tastfall

Das Hauptbiegemoment M2 in Randndhe geht bei einem Hohenverhdltnis des Rand-
trdgers zur Schalendicke i = 5 auf 39-44% zurlick. Die zugehdrigen Zugkrifte N2
steigen dabei um das Zwei- bis Dreifache an. Die Spannungen U, aus beiden
SchnittgroBen verringern sich jedoch und nehmen bei einer gréBeren Randtrédger-
hohe (i>8-9) nicht mehr maBgeblich weiter ab (Bild 3.44).

Die Biegemomente im mittleren Schalenviertel (Punkt 6) sind bei dieser Rand-
trigerhthe (i = 9) fast ganz und im Auflagerbereich (Punkt 5, Bild 3.42) auf
25-35% der Werte der unversteiften Schale abgeklungen. Die dazugehtrende Normal-
kraft N5 vergrioRert sich dabei auf 120-134% (Bild 3.42). Die Hauptspannungen o
in Punkt 5 verringern sich ab einer Randtrégerhthe i = 8-9 nicht mehr maBgeblich
(Bild 3.44a).

Die Normalkraft N13 des Randtrigerscheitels in Punkt 13 steigt bei zunehmender
Randtragerhdhe um das Zwei- bis Dreifache an und vergrofert sich ab dem Dicken-
verhdltnis i = 9 nur noch wenig. Das zugehdrige Biegemoment M13 ist bei dieser
Randtrigerhdhe (i = 9) ungefshr 5-6mal so groB wie bei dem Randtriger mit dem
'‘Hohe-Dicke-verhdltnis' 1 = 3 (Bild 3.43). Die Spannung aus beiden SchnittgrdBen
943 verringert sich bei zunehmender Randtrdgerhthe ab einem Dickenverhdltnis

i = 9 nicht mehr maBgeblich weiter (Bild 3.45). Die Schubspannung Typ im Aufla-
gerbereich des Randtrdgers, entstanden durch das Torsionselement im Triger, wird
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ebenfalls ab einer griferen Randtrdgerhthe (i > 9) nur noch wenig weiter abge-
baut (Bild 3.45).

b) antimetrische Lastfdlle: Nr. 3 -Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Die Hauptzugkraft N11 in Punkt 11 des Schalenrandes verringert sich bei i =9
nur auf 80-%% des Wertes der unversteiften Schale. Das zugehdrige Hauptbiege-
moment M11 dagegen wird bis auf 10-20% des Wertes der Schale ohne Randtrdger
abgebaut (Tab. 3.46). Die meridional gerichteten Membrankrifte (z.B. Ng in
Punkt-6), die durch eine zunehmende Randtrdgerhdhe kaum beeinfluBt werden, ver-
mindern.sich nur auf 90-95%. Die zugehdrigen Hauptbiegemomente jedoch (z.B. M6)
werden nahezug ganz abgebaut (Tab. 3.46).

Die Ergebnisse der Parameteruntersuchung sind in den Tabellen 3.46 und 3.47
zusammengefapt.

Aus Tabelle 3.46 und 3.47 erkennt man, daB bei Paraboloidschalen (PA2) unter
achsensymmetrischen Lasten die Verformungen des Schalenrandes bei einer Rand-
trdgerhshe i = 9 auf 20-35%, bei Kugelschalen (i = 10) auf 5-25% des Wertes
der nicht ausgestéiften Schale zuriickgehen.

Bei Kugel- und Paraboloidschalen (PA2) werden die Biegemomente in der ganzen
Schale durch einen verwundenen Randtriger (a = 0, Bild 2.24) mit einer Hthe
H = 8-12fache Schalendicke nahezu ganz abgebaut.

In Abhdngigkeit der Belastung und der Randtrdgerneigung B gegeniiber der Verti-
kalen {Bild 2.24) ergeben sich bei Kugel- und Paraboloidschalen (PAZ) unter-
schiedliche Grenzhghen ngenz des Randtrédgers, bei deren Oberschreitung sich
das Tragverhalten der beiden Kuppelschalen nicht mehr maBgeblich verbessert

(Tab. 3.48).

Die Tragfdhigkeit des Randtrédgers wird bei Kuppelschalen am besten genutzt,
wenn die Randtrdgerachse z (Bild 2.24) parallel zur Normalen des Schalenrandes
verlduft (o = 0 Grad). Der Randtrdger ist dann jedoch verwunden,

Es wird deshalb empfohlen, den Randtrédger so anzubringen, daB die Neigung der
Trdgerachse z nicht mehr als a = + 30° von der Neigung der Fldchennormalen des
Schalenrandes abweicht, da sonst Verformungen und Spannungen der Schalen nicht
mehr wesentlich vermindert werden (Bild 3.40).
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Die mitwirkende Schalenbreite betrigt bei randtrdgerunterstitzten steilen
Kuppelschalen (verwundener Randtriger (o = 0) mit der Hthe ngehz’ Tab. 3.46)
ca. 3-5%, bei flachen Schalen ca. 5-7% der Seitenldnge des GrundriBquadrates.
Tabelle 3.49 gibt fir eine Lastzusammenstellung aus Eigengewicht, Schnee und
Windlast Grenzbereiche der Randtrdgerhthe Hg b an, bei denen in Kugel- und
Paraboloidschalen die in Abschnitt 2.2 festge]egten Grenzspannungen des gewdhl-
ten Stahlbetons (B35) eingehalten werden. Die Randtrdgerhhen ngenz der Tab.
3.46, bei deren Uberschreitung sich das Tragverhalten der Schalen nicht mehr
verbessert, sind bei hohen Schalen um 3o-40% und bei niedrigen Schalen bis zu
30% grofer als die Hohen Hg ,b der Randtrdger von Tab., 3.46. Diese Randtrdger-
hohen ng b konnen bei der 0.g. Lastkombination noch um lo- 20% weiter verringert
werden, wenn die Auflager ca. um Uy = 1,4-2,1 cm bei Paraboloidschalen und um

= 4-7 cm bei Kugelschalen nach innen (Lf.-Nr. 4) verschoben werden (Bild
2.11). Durch diese Auflagerverschiebung werden die Biegemomente am Schalenrand
und im Randtrédger, die R1ngzugkrafte im Schaleninneren des in der o.g. lLast-
zusammenstellung enthaltenen Lastfal]es Eigengewicht nahezu ganz abgebaut. Die
Druckkrdfte jedoch werden dabei im Randtrigerscheitel um 20-30% erhoht.

(Tab. 3.50, ng b.u vgl. Tab. 3.52 mit Tab. 3.53).
,’d’
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Bild 3.41: ‘Paréﬁéioidscha1e mit rechteckigem édﬁdéfﬁééf,
0,24 m {i = 3) < Randtrégerhthe < 0,72 m (i = 9), verwundener Randtriger {a = 0,
Bild 2.24), Lagerbreite b = 1,5 m, Lastfall Nr. 7:

(:) vertikale Durchbiegung W, in Punkt 1

(:) Hauptbiegemoment M2 in Punkt 2 (Bild 3.8)
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Bild 3.42: Paraboloidschale mit rechteckigem Randtrédger,
0,24 m (1 = 3) < Randtrdgerhthe < 0,72 m (i = 9), verwundener Randtriger (o = 0,
Bild 2.24), Lagerbreite b = 1,5 m, Lastfall Nr. 7, Hauptbiegemoment M5 und

Hauptnormalkraft Ng in Punkt 5 (Bild 3.8)
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Bild 3.4@; Paraboloidschale mit rechteckigem Randtrdger,
0,24 m (i = 3) s Randtrdgerhthe < 0,72 m {i = 9), verwundener Randtriger (a = 0,
Bild 2.24}), Lagerbreite b = 1,5 m, Lastfall Nr. 7, Normalkraft N13 und Biege~

moment M, in Punkt 13 des Randtrdgers (Bi1d 3.8)
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AR T L e T
Bild 3.44: Paraboloidschale mit rechteckigem Randtrdger,
0,24 m (i = 3) s Randtrigerhshe £ 0,72 m (i = 9), verwundener Randtrdger (a = 0,
Bild 2.24), Lagerbreite b = 1,5 m, Lastfall Nr. 7, obere und untere Hauptspan-

nung - oo, o¥ - in Punkt 2 und Punkt 5
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Bild 3.45: Paraboloidschale mit rechteckigem Randtrdger,

Bild 2.24), Lagerbreite b = 1,6 m, Lastfall Nr. 7, Schubspannung t aus der Tor-

sijonsbelastung des Randtrigers in Punkt 12, obere und untere Hauptspannung
- oo, ¥ - des Randtragers in Punkt 13
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Lastfille: symmetrisch: Nr. 1, Eigengewicht, Nr. 2 Schnee, Nr. 6 Eigengewicht und
Schnee, Nr. 7 kombinierter Lastfall
antimetrisch:Nr. 3 Wind, Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

]
g:zg::g;::gkglggnagzr Randtrigerhthe Kugelschale Paraboloidschale (PA2)
der Vertikalen H
(g'f‘]d 2.24) grenz niedrig hoch niedrig hoch
a) B = 0° (m) 0,80-0,88| siehe i 0,72-0,80 | siehe Y
i 10-11 9-10
b) B = 30° fm) 0,96-1,12] 1,28-1,46 |0,80-0,88 |0,80-0,88
i 12-14 t6~18 to-11 to-11
che=pe tm 0,72-0,80 | 0,88-0,96 |0,64-6,72 |0,64<0,72
vertikale Ache z senk-
recht zum Schalenrand, i 9-10 11-12 8-9 8-9
verwundener Randtriger

Yab. 3.48: Grenzbereiche der Randtrigerhdhe H renz Yo" Kuppelschaten, bei deren
Oberschreitung sich das Tragverhalten der’ Schalen nicht mehr maBgeblich weiter
verbessert, Lagerbreite b = 1,5 m

Lastfall: Lastkombination aus Eigengewicht (Nr. 1) mit Wind u. haibseitigem
; Schnee (Nr, 5)

Randtrigerhth Kugelschale Paraboloidschale (PA2)

"gr b niedrig hoch niedrig hoch
’

verwundener Randtriger
vertikale Achse steht {m) 6,72-0,8 1 0,80-0,88 {0,48~0,56 |0,32-0,40
senkrecht zum Schalen-

ran 1 9-10 to-11 . 6~7 4-5
(a = 0, Bitd 2.24) )

Tab. 3.49: Grenzbereiche der Randtrligerhthe H rb YON Kuppelschalen, bei denen fir
A s

die o.g. Lastkombination die in Abschnitt 2.2 festgelegten Betonfestigkeiten einge-
halten werden (vgl. Tab. 3.5t, 3.52)

Lastfall: tastkombination Eigengewicht Nr. 1 und Wind mit halbseitigem Schnee (Nr.5)

wird Uberlagert mit Lastfall Nr.4 horizontale Stlitzenverschiebung nach fnnen, Yy

Kugelschale Paraboloidschale (PA2)
Randtrigerhihe

Hg"'b’“d niedrig hoch niedrig hoch

ug = 4-5 cm = 6-7 cm p1,3-1,6 cm [=1,8-2,1 cm
verwundener Randtriger
vertikale Achse steht {m) 0,56-0,64 | 0,64-0,72 | 0,40-0,48 | 0,24-0,32
senkrecht zum Schalen-
rand (a= 0, Bild 2,28)] | 7-8 8-9 5-6 3-4

Tab, 3.50: Grenzbereiche der Randtrigerhihe H von Kugelschalen, bei denen

gr,b,ud
fir die 0.g. Lastkombination die in Abschnitt 2.2 festgelegten Betonfestigkeiten
eingehalten werden (vgl, Tab., 3.51)

*) Da die Neigung a zwischen Trigerachse z und der Normalen n des Randes wesentlich
gréBer als 30° ist, wird der Schalenrand durch den Randtriger kaum entlastet.
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3.8.3 Stutzung des Schalenrandes durch Fassadenstiitzen

Parametervariationen:
Mittelfldchen: Kugel-, Paraboloidschale
Scheitelhthe: 3,74 m< 5 17,8m
Lagerbedingungen: (Abschnitt 2.4.5, Bild 2.26, 2.27)
Schalendicke: (Abschnitt 2.4.5, Bild 2.26, 2.27)
Gitterliniendichte: n = ny =16
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht

Nr. 2 Schnee

Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Nr. -5 Wind und halbseitiger Schnee

Wenn die Kuppelschalen mit einem Fassadenabschluf versehen werden, kbnnen die
Fassadenstiitzen den Randtréger ersetzen; es geniigen geringe Randverdickungen.

Stiitzenabstand der Fassade von z.B. 5 m: Eine zwei- bis dreifache Schalendicke
entlang des Randes gentigt bei niedrigen und hohen Paraboloid- (PA2) und Kugel-
schalen, um Eigengewicht-, Schnee- und Windlasten abzutragen. Die Stiitzmomente
iber den Pendelstitzen sind in diesem Beispiel bereits nach 3 Metern Entfernung
von den Stiitzen nahezu abgeklungen. Die Biegemomente im Auflagerbereich sind
gering. :

3.9 Versteifung der Kugelschale entlang der Diagonalen durch ein stufenweises

Ansteigen der Schalendicke

Parametervariationen:
Mittelfldche: Kugelschale (Abschnitt 2.4.1)
offnungswinkel: 20° £ ¢ £ 80°
Lagerbreite: b=1,5m
Schalendicke: Verdickung entlang der Diagonalen (Abschnitt 2.4.4e),
) 15156
Gitterliniendichte: n = ny = 16
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee
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Die Ergebnisse der Untersuchung sind in Tab. 3.54 zusammengefaBt.

GroBte vertikale Verschiebung und Verdrehung des freien Randes

Die groften vertikalen Verschiebungen des freien Schalenrandes z.B. in Punkt 1
und 9 (Bild 3.8) werden durch eine sechsfache Schalendicke (i = 6) entlang der
Diagonalen nur unwesentlich auf 79-88% der Werte der nur im Auflagerbereich

(i = 5) versteiften Kugelschale verringert. Auch eine groBere Versteifung der
Diagonalen 1iBt die Verformungen der Rander nicht mehr maBgeblich weiter zuriick-
gehen (Tab, 3.54).

SchnittgroBen im Schaleninneren und entléng des frejen Randes

Die Biegemomente MZ am freien Schalenrand und die zugehdrigen Membranzugkrdfte
N2 werden fiir die 0.g. Lastfille durch eine Versteifung der Diagonalen (i = 6)
nur auf 83-93% der urspriinglichen Werte abgebaut (Tab. 3.54).

Die Meridiankrdfte N und die Ringzugkrdfte im verdickten Schalenwnneren ent-
lang der Diagonalen erhohen sich um das Drei- bis Finffache der Wette der nur
im Auflagerbereich versteiften Kugelschale. Diagonalbereiche der Schale, die

vor der Versteifung momentenfrei waren, werden jetzt durch erhebliche Biege-

momente belastet.

Die zugehorigen Hauptspannungen % im Punkt 6 vergrdRern sich (i = 5) auf
220-330% und erhidhen sich bei einer weiteren Verdickung (i = 6) noch
auf 240-360% (Tab. 3.54).

i

Der Schalenrand von Kugelschalen wird durch eine Verdickung entlang der Diago-
nalen (i = 6) nur unwesentlich ‘entlastet', da Verformungen entlang des Randes
nur auf 79-92% und SchnittgroBen nur auf 86~94% einer nur im Auflagerbereich
verdickten Kugelschale (i = 5) abgebaut werden (Tab. 3.54).
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3.10 Versteifung der Kugelschale entlang der Diagonalen durch ein stufenweises
Ansteigen der Schalendicke und am Schalenrand durch einen rechteckigen Rand-

trager
Parametervariationen:
Mittelfliche: Kugelschale (Abschnitt 2.4.1)
Offnungswinkel: 20° £ ¢ £ 80°
Lagerbreite: b=1,5m
Schalendicke: Verdickung entlang der Diagonalen (Abschnitt 2.4.4d)
12126
Randtrédger: Breite by = 0,3 m, Hohe H = 0,8 m
Vertikale Achse steht senkrecht zum Schalenrand o = 0°
(Abschnitt 2.4.4d, Bild 2.24, 2.25)
Gitterliniendichte: N = ny = 16
behandelte Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewichti
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Ejgengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind

Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Die Ergebnisse der Untersuchung sind in Tab. 3.55 zusammengefaBt.

GroBte vertikale Verschiebung und Verdrehung des Randes

Die groBten vertikalen Verschiebungen und die Verdrehungen des Schalenrandes
in Punkt 1 und 9 (Bild 3.8) werden durch den Randtriger auf 3-13% des Wertes
der nur im Auflagerbereich verdickten (i = 5) Kugelschale verringert, nahezu
unabhdngig davon ob die Schalendicke entlang der Diagonalen auf { = 3 oder

i = 6 angewachsen ist (Tab. 3.55).

SchnittgroBen im Schaleninneren und entlang des Randes

Die Biegemomente M2 am Schalenrand und die zugehdrigen Membranzugkrafte N,
werden durch die zusdtzliche Versteifung des Randtrdgers auf 10-25% der nur im
Auflagerbereich verdickten Kugelschale (i = 5) verringert. Diese Verminderung
der Schnittgrofen in Punkt 2 geschieht fast unabhingig von der Schalendicke
entlang der Diagonalen (Tab. 3.55). Durch eine Schalendicke i = 5 entlang der
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Diagonalen werden in Punkt 6 (mittleres Schalenviertel) die Druckkrédfte auf
200-400% erhoht, die Spannungen % jedoch, im Gegensatz zu Abschnitt 3.9, auf
30-55% verringert, da die zugehOrigen Biegemomente sich nur geringfiigig erhthen.
Eine weitere Verdickung der Schale (i = 6) vermindert diese Spannungen o nicht
mehr maRgeblich (Tab. 3,54, 3.55).

Vergleicht man das Tragverhalten von Kugelschalen, die nur entlang der Diago-
nalen versteift worden sind (Abschnitt 3.9) mit Schalen, die zusdtzlich zur
Diagonalversteifung entlang des Randes durch Randtrdger gestlitzt werden
(Abschnitt 3.10), ergeben sich folgende Ergebnisse:

Der Schalenrand wird durch eine Versteifung der Schale entlang der Diagonalen
(sechsfache Schalendicke, 1 = 6) ungeniigend entlastet, da seine Verformungen,
Membrankrifte und Biegemomente nur auf 79-94% des urspriinglichen Wertes der im
Auflagerbereich versteiften Kugelschale (i = 6) zurlickgehen (Tab. 3.54).

Erst ein schmaler, hoher Randtrdger (Bild 2.25) z.B. mit einer Hohe H = 0,80 m
(i = 1o) verbessert das Tragverhalten der Schalen entscheidend (Tab. 3.55).
Selbst der versteifte Diagonalbereich der Schalen wird durch den Randtrdger so
entlastet, daB nur geringe Biegemomente entstehen.

Auf eine Verdickung entlang der Diagonalen kann verzichtet werden, wenn zur
Aussteifung der Schalen z.B. Randtriger mit den in Tab. 3.48 angegebenen Hohen
verwendet werden {z.B. i = 9-12) oder die Schalendicke entlang des Randes
stufenformig auf die in Tab. 3.36 angegebenen Werte (z.B i = 3-5) anwdchst.

Das Tragverhalten der Mainzer Schale (Bild 1.3, [1.101) wird durch ihren
schmalen hohen Randtridger entscheidend verbessert, da er bezlglich seiner
horizontalen Trégerachse eine groBe Biegesteifigkeit besitzt. Da die ldngere
Seite des Randtrdgers ungefshr normal zum Schalenrand angeordnet ist, wird

der Randtrager zur Unterstiitzung des Schalenrandes am wirkungsvollsten genutzt
(vgl. Abschnitt 3.8.2).
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4,  TRAGVERHALTEN HORIZONTAL UNVERSCHIEBLICH, PUNKTFORMIG GELAGERTER ACHSEN-
SYMMETRISCHER MEMBRANSCHALEN UBER QUADRATISCHEM GRUNDRISS

4.1 Einleitung und verwendete Bezeichnungen

Das zentrale Problem des Schalenbaus, die Wahl der richtigen Form, wurde durch
die Anwendung von Kugel-, Ellipsoid- und Paraboloidschalen fiir die untersuchten
Belastungen und Lagerungsbedingungen nur ndherungsweise erfiillt.

In Abschnitt 3 wurde gezeigt, daB zusdtzliche Konstruktionselemente wie

- Verbreiterung der 'punktformigen' Auflager

- Neigungsinderung der Schalenmittelfléche in Auflagernghe

- Versteifung des Auflagerbereiches durch Rippen oder griBere Schalendicke
Versteifung des Randes durch eine erhdhte Schalendicke oder Randtrdger

- Vorspannen des Schalenrandes, z.B. durch horizontales Verschieben der Lager
nach innen

bendtigt werden, um die groBen Biegemomente und Membranzugspannungen in den

untersuchten Kuppelschalen zu verringern.

In diesem Abschnitt soll eine Moglichkeit aufgezeigt werden, mit der es gelingt
Schalen zu finden, die sich unter den Lasten Eigengewicht, Schnee und Wind bei
einer 'punktférmigen' Lagerung in den Ecken des Quadrates weniger verformen als
Kugel-, E11ipsoid~ oder Paraboloidschalen. Diese Schalen tragen o.g. Fldchen-
lasten tberwiegend durch geringe Druckkrédfte .und unerhebliche Biegemomente am
freien Rand ab.

Verzeichnis der Abkiirzungen zu den Abschnitten 4.2 - 4.5

Geometrie
a halbe Seitenlange des Quadrates in der x, y-Ebene
(Bild 4.1, 4.2)
£ =x/a } normierte x, y-Koordinaten
n  =y/a
: z-Koordinate der Schalenmittelfldche als Funktion der

z = flxy) GrundriBkoordinaten
z, = 9z/3x%

= 2 2
Z, 9z2 /3%
zy = 3z/3y AbTeitungen der z-Koordinaten

= 2 2
zyy 922 /dy
zZ,, = 9z2/3xdy

Xy
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Bild 4.1: Punktgelagerte Membran fiir einen zur x- und y-Achse symmetrischen
Lastfall

P

el

ol B el (L T 7
S B r,.-’__
o e e e i
O T i B0 3 S AT o o AT

1 2:  Punktgelagerte Membran flir einen zur x-Achse symmetrischen und
zur y-Achse antimetrischen Lastfall
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Spannungs funktion
F = F(x,y)

FX = 9F/3x

w 32F/ox2
Fy = 9F /3y

Foy = ¥F/y°
Fry = O%F/3x3y

Vektoren, Matrizen
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Spannungsfunktion

Ableitungen der Spannungsfunktion

Projektionen der Membrankrdfte in der x-y-Ebene
(Bild 4.3)

Auf die Einheit der GrundriBfldche in der x-y-Ebene
bezogene, verdnderliche, vertikale Flachenlast

Auf die Einheit der Grundriffldche in der x-y-kEbene
bezogene, konstante, vertikale Fléchenlast

Lgsungsvektoren der z-Ordinaten

Lastvektor einer konstanten, vertikalen Fléchenlast
Losungsvektor der Ansatzkonstanten

quadratische Koeffizientenmatrix

rechteckige Koeffizientenmatrix

transformierte, rechteckige Koeffizientenmatrix einer

GauB'schen Transformation
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Geometrie
y = f(x) Funktion einer ebenen Kurve
Yo o=/
Ableitungen einer ebenen Kurve

= 2 2
Yyx 3fy/ax
R, R, Krimmungsradius der Kurve y = f(x)
K Krimmung der Kurve y = f(x)

groBe Dehnungen einer zweidimensionalen Membran

N, N0 [kN] Normalkrafte
dN differentieller Zuwachs der Normalkraft
Py [kN/m} radial gerichtete lLinienlast

Material- und Querschnittswerte

£ [kN/m?] Elastizitdtsmodul eines isotropen Materials
v {11 Querdehnzahl des o.g. Materials

t [m] Membrandicke

F [m?] Querschnittsfléche

4.2 Angewandte Methode

Csonka [4.4 - 4.7] beschreibt die Formen punktformig gelagerter Schalen, die
eine gleichmiBig verteilte vertikale Last (z.B. Schneelast) iiberwiegend durch
Membrankrédfte abtragen. Als Ausgangspunkt dient ihm die Pucher'sche Differen-
tialgleichung (1):

ZxxFyy - Znyny + Znyxx +p, = 0 1
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Die Pucher'sche Differentialgleichung [2.7] entsteht aus der Gleichgewichts-
beziehung zwischen Komponenten einer Fldchenlast in Richtung der drei Achsen
X5 ¥, z und den Projektionen der Schnittkréfte am Flichenelement nach diesen
drei Achsrichtungen. Das Element der zu untersuchenden Fliche

z = fx,y) (2

ist auf das feste Koordinatensystem x, y, z bezogen und wird so gewdhlt, dap
es sich in der Grundrifebene x, y als Rechteck abbildet.
Mit den Ableitungen der Spannungsfunktion F nach der x- und y-Richtung

F = Flx,y) ' (3)

beschreibt die Differentialgleichung den Spannungszustand der Fliche z=f(x,y)
unter den Komponenten 52 einer bestimmten Fldchenlast

b-Z = EZ(X’Y) (4)

Zwischen den Ableitungen der Spannungsfunktion und den Projektionen der Schnitt-
krdfte des Flachenelementes in die x-y-Ebene bestehen folgende Beziehungen:

N, = F , N =F s ny = ny . (5)
Die Pucher‘sche Differentialgleichung wurde bisher fir bestimmte Belastungs-
zustdnde (z.B. konstante, vertikale F]Hchen1ast) doppelt gekrimmter Fléchen
(z.B. membrangerecht gelagerte Rotationsparaboloide) integriert, um die Span-
nungsveridufe in den Schalen zu ermitteln. Die Differentialgleichung gilt fir
alle Schalenformen, deren Mittelfldchen unter endlichen Winkeln ¢ und Y geneigt
sind (Bild 4.3). Das erste Glied in (1)

32z 3
Foo—==F = (tano) (5a)
Yy 9x2 Yy 3%

ist die Anderung der Vertikalkomponente der Lingskraft in der x-Richtung infolge
der Winkeldnderung mit x. Analog kinnen auch die anderen Glieder gedeutet werden.
Die Summe der Vertikalkomponenten der Schnittkrdfte steht dann im Gleichgewicht
mit der auf das Element wirkenden duBeren vertikalen Belastung Ei [2.71.


ibbaf
Textfeld


- 148 -

.___.—-—.._—-.—-—.__.._——._’
P
\F

Bild 4.3:  Komponenten der Membrankrafte und ihre Projektion im Grundrif

Korda [4.12] schlug vor, eine Spannungsfunktion F, die die Randbedingungen
befriedigt, im voraus zu bestimmen und flir eine Belastung oder eine Lastgruppe
die Form z der Schale durch Integration der Differentialgleichung zu gewinnen.
Spannungsfunktionen F{x,y) vom Typ

Flxyy) = kS (6)
C g{x,y) + hix,y)

eignen sich dafiir am besten [4.7]

Der Faktor K ist ein Proportionalitdtsfaktor. Die Bedeutung des Faktors C wird
spater angegeben.

Die Spannungsfunktion und die Schale erfiillen die gleichen Symmetriebedingungen.
Auberdem miissen die Randbedingungen (7a-7d) und (8a,b) eingehalten werden. Es
gibt unendlich viele Spannungsfunktionen (6) die diese Randbedingungen erfiillen.
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4.2.2 Randbedingungen der Spannungsfunktion fiir randtridgerlose Schalen

Entlang des Randes x = a  (Bild 4.1)

(Fyydyea = © (7a)

(Feydyea = © - (70)

Fir den Rand y=a gelten die entsprechenden Beziehungen

(Fxx)yxa =0 (7¢)

(Fuyly=a = © (7d)

Die Randbedingungen (7a,b) werden erftillt flr

(F) =0 und (F.)

w=a =g = konstant (8a,b)

Am Auflager der Schale, x=a, y=a sollte die Funktion F wegen der auftretenden
Einzelkrdfte singuldr sein. Die Membrantheorie ist dann durch die singuldre
Spannungsfunktion in den Lagerpunkten verletzt, In der fiir eine bestimmte Fla-
chenlast E&gefundenen Membranschale entstehen deshalb bei Belastung der Schale
durch die Last E&in Auflagerndhe Membran- und Biegespannungen.

Die Randbedingung 8(a,b) wird erfiilit, wenn fir die Funktion g(x,y) z.B. das
Produkt aus den Gleichungen der Polygonseiten des quadratischen Grundrisses
gewahlt wird:

glx,y) = (a-x) (a+x) (a-y) (a+x) (8c)

Die Randbedingung (8b), konstanter Wert der ersten Ableitung der Spannungs-
funktion entlang den Polygonseiten und unbestimmter Wert im Eckpunkt wird durch
die zusdtzliche Funktion h(x,y) im Nenner der Spannungsfunktion erfiillt:

hx,y) = S(x-a) (xsa) + H(y-a) (y+a) (84)

SIS

Die erste Ableitung der Spannungsfunktion F{x,y) wird mit Gleichung (6) zu

" =K(h+Cg)gx-g(hXJrCs;X):thx'ghx
X (Cg + h)? (Cg + h)?

9
)ym

da (g)x=a Nutl ist, ergibt Gleichung (8b) (FX x=a = K (7%'x=a = const
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4.2.3 Die Form der Schale entlang der Rander

Da entlang des Randes x=a (oder y=a) die Bedingungen (7a) und {7b) (bzw. (7c)
und (7d) ) erfiil1t werden miissen, vereinfacht sich die Differentialgleichung
(1) zu:.

Zyy Fxx + P, =0

Die Hohe des Schalenrandes bestimmt sich dann zu

z=-07 %TE“ dy dy (9}

4.2,4 Auflagerkrdfte fiir eine achsensymmetrische konstante vertikale Belastung
(z.B. konstante Schneelast p)

Die vertikale Auflagerkraft ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung in
z-Richtung zu

Vo= %? , N = Anzahl der Ecken (10)

Die Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung liefert die horizontale Komponente HX
(Bild 4.4).

H - £ N, dy £ Nyx dx =0 und mit (5)

7 7 Lo 6 T (1)
Wy =sF, dy-/F  dx=F | -F | =F _ 1
X"y R Yy Yo ¥y

m n m n m
Hy = £ Fry 0% = £ ny dy = F, é - F, £ =F, $ (12)
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4.3 Spannungsfunktion und Formen von Membranschalen fir den Lastfall konstante

vertikale Fldchenlast p

4.3.1 Die Spannungsfunktion

Mit den Gieichungen (8¢) und (8d) und mit & = g-, n = %— werden

glg,n) = (1 - g2) (1 - n?)
h(E’n) = 09582 + Oa5n2 - 1
und die Spannungsfunktion (6)

(1-g2) (1-n2) (13)
C (1-£2) (1-n?) + 0,582 + 0,502 ~ 1

F(E,n) = K

Die zweite partielle Ableitung der Spannungsfunktion nach x an der Stelle £ = 1
ist

_4K 5 - 8C - (1-8C)n?
(Fxx)£= 1732 oo (14)

4,3.2 Die Bedeutung der Parameter K und C der Spannungsfunktion

Durch Variation des Proportionalititsfaktors K in den Gleichungen (13) - (18)
entstehen affine Spannungszustdnde. Er kann z.B., dazu verwendet werden, um die
Scheitelhdhe des Schalenrandes festzulegen.
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7.B. Schalentyp fiir den Parameter der Spannungsfunktion ¢ = 1/8 und Scheitel-

hohe des Randbogens z =z  ergibt

E=1,0; n=0  r

_ bpa* itt 4.3.3, Fall 2
K = 1@2; (Abschnitt 4.3.3, Fa )

Mit dem Parameter C kinnen unendlich viele Spannungsfunktionen (6} definiert
werden, die alle die gleichen Randbedingungen (7) von Membranschalen befriedi-
gen. Da jeder einzelnen Spannungsfunktion eine Schalenform zugeordnet werden
kann, gehen fiir einen Lastfall (konstante, vertikale Grundriflast oder Eigen-
gewicht etc.) unendlich viele Schalenformen aus der Differentialgleichung (1)
hervor. Die Schalenformen sind vom Betrag p eines Lastfalles unabhdngig, jedoch
nicht vom Betrag q einer Lastgruppe (z.B. q = g + p aus Eigengewicht ¢ und
Schneelast p). '

Um fiir einen Lastfall oder eine Lastgruppe die unendlich vielen, moglichen
Schalenformen auf eine Form zu reduzieren, miBte noch eine weitere Bedingung
festgelegt werden, z.B. gleiche Druck- oder Zugspannung an jeder Stelle der
Schale oder eine begrenzte Spannung max o an einem Punkt der Schale.

Verlauf der Spannungsfunktion in Abhdngigkeit des Parameters C

a) Parameter -« < C5 - 10,0

Die Ableitungen F der Spannungsfunktion (13) sind im Schaleninneren

I’ 3 F
XX Fyy Xy_.
sehr klein (z.B. |FXX| < 5.107° in den Lagerpunkten in den Ecken dagegen unend-
1ich groB. Die z-Ordinaten der Membranschalen im Schaleninneren streben gegen

unendlich.

b) Parameter - 1o sC <o0,625

Die Ableitungen Fxx’ Fyy der Spannungsfunktion besitzen negative, die Ableitung
ny positive Werte. Sie verlaufen im Schaleninneren stetig. In den Lagerpunkten
sind sie unendlich groB (Bild 4.5). In Verbindung mit der Pucher'schen Diffe-
rentialgleichung findet man stetig gekrlmmte punktfdrmig gelagerte Membran-
schalen (Bild 4.26 - 4.31).

¢) Parameter 0,625 <C < 1,0

Die Ableitungen FX sind negativ und verlaufen dhnlich wie die des Abschnittes
(b). Die Betrdge der Ableitungen F . und F__ sind im Schaleninneren positiv und
nur entlang zweier Rinder negativ (Bild 4.6). Die durch die Ableitungen der
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Spannungsfunktion und der Differentialgleichung (1) festgelegten Gleichge-
wichtslagen von Membranformen weisen im Auflagerbereich faltendhnliche Gebiete
auf (Abschnitt 4.6.6 und Bilder 4.42, 4.43)

d) Parameter 1.0 < C < 3.0

Die Ableitungen F ., F . ny der Spannungsfunktion (13) haben nicht nur in

Yy
den Lagerpunkten, sondern auch im Schaleninneren parallel zum Rand Unstetig-

keitsstellen \Fxxl = IFyyi = lnyl >> 1ooo, (Bild 4.7).
Dementsprechend findet man Gleichgewichtslagen von Membranen, die parallel zum

Rand-eine horizontal unverschiebliche, linienformige Lagerung aufweisen.

e) Parameter 3,0 < C <

Die Ableitungen Fxx’ F sind wie im Fall (a) sehr klein. Die z-Ordinaten

F
Ty oy ,
der Membranschalen im Schaleninneren streben gegen - «,

4.3.3 Die Formen des Schalenrandes

Die Hohe z des Schalenrandes ergibt sich mit (9) und (14) zu

L -
Zoq = - a Py e dn dn (15)
> 4 K 5-8C - (1-8)n?

Gleichung (24) kann unmittelbar integriert werden, wenn die Bedingung
5-8C > 0 oder €< % eingehalten wird.

Die Hohe des Schalenrandes ist von der Wahl des Parameters C abhdngig. Vier
verschiedene Bereiche konnen dabei unterschieden werden:

Fall 1: -~ w < C < 1/8

Die Hohe Zgqam Rand der Membranschale ergibt sich zu

4 -
z = - £)—i}»-(?—m?)z(— N aptanh 2+ L artann 1 - 0,54n ni-mt 0,5 Am? ) (16)

£t 16 K m mom m 1-m? 1-m?
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Fall 3: 1/8 <C < §5/8

Die Hohe entlang des Schalenrandes betrdgt

In 2
Pa (1+m2)2(ﬁ-arctan 0o apctan - 0,5%n nEm? 0,5 Lha ) (18)

&=1 16 K m moom mn 1+m? 14m?

Fall 4: 5/8 < C < o

Das Integral muB mit einem numerischen Verfahren geldst werden, z.B. [7.2] .

4.3.4 Die Formen der Schalenmittelfldche im Inneren

Die Mittelfldche der Schale im Inneren kann punktweise z.B. mit dem einfachen
Differenzenverfahren (7.3, 7.171 ermittelt werden.

Das kontinuierliche Gebiet wird mit einem Linienraster Uberzogen. Die Diffe-
rentialgleichung (1) wird ersetzt durch die algebraischen Beziehungen zwischen
den Funktionswerten an den Knoten der Gitterlinien.

Ersetzt man die Differentialoperatoren in der Gleichung (1) durch die Diffe-
renzenausdriicke eines quadratischen Rasters (Bild 4.8), entsteht folgende
Differenzendarstellung:
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m-~1, [n-1 m,in-1 mal} n-1
m-1,|n m,in m+iin
~<
i
Yy 3
m-1in+1 m, | n+1 m+tinsi
o
DX A

Bild 4.8: Quadratisches Raster Ax = 8y = A = konst.

Die Differentialgleichung (1) wird in Punkt m, n umgeformt zu

(z,,) . = (p) ' (18)

) + 2F (z_ ) 2yl n w0

z 4 - F
Xx’'m,n Xy “xy‘m,n XX

~F
yy(

Die Differenzenausdriicke am Rasterpunkt m, n

2 .

(Zxx)m,n - ";2‘ (Zm—1,n sz,n * Zm+1,n)
- -

(ny)m,n B 4‘; (Zm+1,n+1 Imeton=1 © Zmetyner Zm—1,n~1)
1 .

(Zyy)m,n - ; (Zm,n—1 sz,n + Zm,n+1)

werden in die Gleichung (18) eingesetzt:

(19)
(ZFxx+2Fyy)m,n “mon " (Fxx)m,n (Zm,n+1 * 2"m,n—1) - (Fyy)m,n (Zm—1,n * Zm+1,n) h
1 1
(Eny)m,n (Zm-1,n+1 * Zm+1,n-1) * (jxy)m,n (Zm+1,n+1 * Zm~1,n-1) = (p)m,n'x2
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Die Koeffizienten der z-Ordinaten der Schalenmittelfldche werden symbolisch im
‘Differenzenstern' dargestellt (Bild 4.9a,b).

Man erhdlt ein Tineares Gleichungssystem fiir die i z-Koordinaten, wenn die
Differenzengleichungen in i Knotenpunkten des Rasters erstellt werden.

Ay g Fy g = By (20)

Die Aufldsung des Gleichungssystems ergibt den Vektor der unbekannten z-Koor-
dinaten.

e
Zi T AL Py

Genauigkeit der Differenzenmethode

Die Scheitelhhe zg verschiedener Schalentypen wird bei (0,2 < C < 0,625, Bild
4,11-4.13) mit einem verdnderten GitterTinienabstand A ermittelt. Die Scheitel-
hthe H des Schalenrandes ist bei allen Schalen gleich der halben Grundrifldnge
(H = 0,5a)

Der Gitterlinienabstand Ag, ab dem sich die ScheiteThohe Zg der Schalen nur
noch unwesentlich dndert, ist in Abhdngigkeit des Schalenparameters C in Bild
4.10 aufgetragen. Dieser Grenzabstand xg Tiegt bei den untersuchten Schalen

zwischen den Werten il a< A <-1— a.
24 9 15
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Bild 4.9a: Differenzenstern fiir die z-Koordinate der Schalenmittelfldche im

Inneren der Schale, Punkt m,n

=)
= ¢
=, <, 1=t Rand m,7 "29@
e | Igl — E E I \Q\ A
1= = > > >y R
B n
= s e B I e
e e — i |&
u [ ] | °
o | 2
&
T e A S
3]
2 T —{ Fxx)m,n
o
= y A
o
g L
k=] S ] (2F )=
< X ( xx)m,n
& I
A m.n
Jf” - ("Fxx m,n

doedingungens (Fy -0, ,

Bild 4.9b: Differenzenstern fiir die z-Koordinate der Schatenmittelfldche

den Rdndern m,n und m,n

an
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Bild 4.10:  Grenzabstand Ag der Rasterlinien, ab dem die Scheitelhthen z ver-
schiedener Schalentypen, gekennzeichnet durch den Schalenparameter C, nur noch
unwesentlich genauer ermittelt werden kdnnen.

Schaitt 11

Bild 4.11:  Schalenformen bei Variation des Parameters C: 0,2 5 C s 0,535,
Lastfall konstante vertikale Last p, Scheitelhohe des Randes H = 0,5 a.

i
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Schoitt 2-2

C» 0,535
2-2:

0,2<C 20536
e xy of7 &

Bild 4.12:  Schalenformen bei Variation des Parameters C: 0,2 £ C s 0,535,

Lastfall konstante vertikale Last p, Scheitelhohe des Randes H = 0,25 a.

€ =205
. , g o
Schnit 1-1: ¢ =05 HROY

€ x05s
7 -C = 0,56 aQ
C =057

C x058
C - 0859 schnit 3.3 o~
C 50624 2
e e e e 4y € =083
- T cos
z

X,y = SO U T——

-a 0 a -a a aVz

Bild 4.13: Schalenform-bei Variation des Parameters C: 0,53 < C s 0,624,

Lastfall konstante, vertikale Last p, Scheitelhdhe des Randes H = a
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4,4 Membranschale flir den antimetrischen Lastfall konstante vertikale

Es wird die Form einer in den Ecken punktformig gelagerten Membranschale Uber
quadratischem Grundrif fiir eine konstante vertikale antimetrische Belastung
(Bild 4.9) bestimmt. Die antimetrische Last soll bei dieser Schale Uberwiegend
durch Membrankrafte abgetragen werden.

Schnitt_1-1:

vt b b4 p-p

- ~
]

LS I I

[ | N
t, : N
R
>
Vi w1 a 4
X I s“.,_ ] 44
T ol i fme f’ "“?‘%
| ' . / [
| / .
o ; — '
1 | | D
[ L | [ -_.lJ —_— ~ )
[N |- o oo g %
T z X T ‘f
: sHRE.
— \ [
; - \
. ~ \\
_L % i _éf‘ —’J P
N

Bild 4.14: GleichmdBig verteilte Fldchenlast p, symmetrisch zur x-Achse,
antimetrisch zur y-Achse.

4.4,1 Randbedingungen fiir die Spannungsfunktion

Die gleichen Randbedingungen (7) wie bei einer symmetrischen Belastung gelten
entlang des freien Randes .
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Die Membrankrdfte und die Belastung verlaufen antimetrisch zur y-Achse und
springen deshalb entlang dieser Achse durch Null.

Die zweiten Ableitungen der Spannungsfunktion erflillen an dieser Stelle folgen-

de Bedingungen:

Fxx =0, Fyy =0, ny =0 (21)

Eine Uberlagerung der zweiten Ableitungen der Spannungsfunktion (6) mit der
antimetrischen Funktion (Bild 4,15)

f(x) = x (22)
ergibt
f(x) FXx = X FXX s f(x) Fyy = X Fyy » f(x) ny = X ny (23)

Die Bedingungen (21) konnen erfullt werden, ohne daB die Symmetrie der Span-
nungsfunktion F{x,y) zur x-Achse verloren geht.

Die z-Ordinaten entlang des Randes x=a sind die gleichen, wie beim symmetrischen
Lastfall {Gleichungen (16) - (18)} . Die Hbhe z entlang des Schalenrandes y=a
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ergibt sich mit (9) und (23)

L
2o ==L gy (1-¢2) de de (24)
n= 4 K (5-8C)g~ (1-8C) g

Gleichung (24) kann unmittelbar integriert werden, wenn die Bedingung

2-16C 2 0 oder C = eingehalten wird.

o;)g_x

Die Hohe Zooq oam Rand der Membranschale ergibt sich zu

I 2
2q = - AW EANE L Lerueyan(mes) - (meg)an(n-£)}
N 16 K m? (t-m2) 2
- Lmen)an(met) - (m-Dan(m-1)1 (25)
2

Die Hohe Zyoy betrdgt bei dieser Bedingung

= - 2D e - Lgs g ey (26)
16 K 6 6

ZT]::1

Fall 3t 4<C<+o
Das Integral Z der Hohe des Schalenrandes muB mit einem numerischen Ver-
fahren geldst werden (7.2 ].

Der Proportionaltdtsfaktor K in den Gleichungen (25) und (26) kann wie bei der
symmetrischen Belastung dazu verwendet werden, um die Hohe z des Randbogens

an einer Stelle festzulegen.

n=1

Der Parameter C definiert unendlich viele Spannungsfunktionen, die die Randbe-
dingungen (7}, (21) und die Differentialgleichung (1) erfiillen.


ibbaf
Textfeld


- 166 -

Es konnen daher unendlich viele Schalenformen fiir diesen antimetrischen Last-
fall gefunden werden, die unabhdngig vom Betrag der Last sind. Die Schalenformen
sind wie die Belastung und die Spannungsfunktion symmetrisch zur x~Achse und
antimetrisch zur y-Achse. Die z-Ordinaten dieser Schalen gehen entlang der Anti-
metrieachse durch Null.

Je kleiner der Parameter C gewdhlt wird, desto hoher und steiler werden die
Schalen. Antimetrische Membranschalen mit ausgepréigter negativer Krlmmung des
Schalenrandes entstehen, wenn 0,5 < C < 0,625 ist (Bild 4.16-4.19).

Mit den lber der Grundrifebene Tiegenden Teilen der antimetrischen Membran-
schalen kdnnen rechteckige Grundrisse mit dem Seitenverhdltnis b/a=2 liberdacht
werden. Diese Schalen weisen entlang der ldngeren Rechteckseite b horizontal
und vertikal unverschiebliche Linienlager auf und lagern punktformig nur in den
der Seite b gegeniiberliegenden beiden Ecken (Abschnitt 4.8).

Die antimetrischen Formen kinnen auch so zusammengefiigt werden, daB wieder achsen-
symmetrische Gebilde entstehen. Diese Schalen besitzen in den vier Ecken des
quadratischen Grundrisses 'punktfdrmige' Lager. Sie lagern jedoch dann entlang
einer Symmetrieachse linienfdrmig,
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4.5 Membranschalen fiir die symmetrischen Lastgruppen aus Eigengewicht und kon-
stanten oder verdnderlichen, vertikalen Fldchenlasten (Schneelasten)

Die Form der Schale wird fir zwei Lastgruppen bestimmt:

Lastgruppe 1: Eigengewicht und lber dem GrundriB konstante Schneelast
(Bild 4.20)

Lastgruppe 2: Eigengewicht und iiber dem GrundriB verdnderliche Schneelast
(Bild 4.21)

*Z
i P
Lt b b i3 b Vv b b1 b §3-P=p =konst

o o e

Bild 4.20: Belastung der Schale durch Eigengewicht und konstanter Schneelast
im Schnitt ~a s x <a , y = 0,0

Der Cosinus des Neigungswinkels ¢ einer Fldche z = f(x,y) bestimmt sich zu

o — (27)
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Z

/Fﬂﬁm\* -~ Bep cose

g /cosy

| o
e e

X,y

Bild 4.21: Belastung der Schale durch Eigengewicht und verinderliche Schnee-
Tast im Schnitt -a £ x sa , y=0,0

Da die Tineare Pucher'sche Differentialgleichung (1) fir alle endlichen Mittel-
fldchenneigungen giiltig ist, geht sie flir die erste Lastgruppe iber in die fol-
gende nichtlineare Differentialbeziehung:

z 2 z F _+p+g l/& + 22 ¥ z; =0 (28)

XX Fyy Ty ny "2y Txx X

oder fir die zweite Lastgruppe in

- P 2 2 .
Z. Fyy 2zxy + ny + 2y Frg ¥ -+ g )1z z 0 (29)

Die Differentialgleichungen (28) und 29) konnen durch das Differenzenverfahren
in Verbindung mit einem numerischen iterativen Verfahren fiir nichtlineare
algebraische Systeme geldst werden. Das modifizierte Newton-Raphson-Verfahren,
wird als numerisches Losungsverfahren gewdhlt. Weitere Hinweise zu anderen
numerischen Ldsungsverfahren konnen [7.14]1 entnommen werden.

Fir eine konstante Last q = g + p wird mit den linearen Differenzengleichungen
(20) eine 'Ausgangsform' der Schale ermittelt. Wenn auf diese Schalenform, die
in Differenzenbeziehungen umgewandelten Gleichungen (28) oder (29) angewandt

werden, ergeben sich Ungleichgewichtskrdfte. In einem Lastschritt Aq, wird die
Form der Schale iterativ solange verdndert, bis die Ungleichgewichtskrifte ver-
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schwunden sind und die Summe aller absoluten Zuwdchse Az der z-Koordinaten
einen gewlinschten Betrag erreicht haben (Bild 4.22).

Bei allen Iterationen wird die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungs-
systems (20) der 'Ausgangsform' beibehalten.

q, 4
T 17V 8
Aq1
L o .
_ - 7 - Koordinate
H‘_}_L.m-{-A.z.»{
'_.,_._ZZ,..WH

Bild 4.22: Modifiziertes Newton-Raphson-Verfahren mit konstanter Systemmatrix

Die Anzahl der Iterationen, bis der Zuwachs Az je z-Koordinate Az < 0,0001 m
ist, hidngt von der groBten Neigung der gesuchten Schalenmittelfldche ab.

Bei Membranschalen, deren Parameter C der Spannungsfunktion 0,5 < C < 0,625 und
deren z-Ordinate im Scheitel kleiner als die halbe Seitenldnge des Quadrates
(zS < a) sind, geniigen ungefdhr 1o Iterationen, um die 0.g. Zuwachsrate Az der
z-Koordinaten zu erreichen. Die Anzahl der Iterationen wdchst auf Uber 30 an,
wenn die Form noch hherer und steilerer Schalen (C < 0,5, z, > a) mit dieser
iterativen Methode gefunden werden soll,

Der Grenzabstand Xg der Gitterlinien des Differenzverfahrens ab dem die z-Ordi-
naten nur noch geringfiigig genauer bestimmt werden konnen, bleibt wie beim Last-
fall konstante vertikale Last (Bild 4.1o0) ungefdhr der gleiche.
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4.5.1 Verschiedene Formen von Membranschalen

Durch den Parameter C der Spannungsfunktion konnen die Membranschalen hinsicht-
Tich der Form in drei Gruppen eingeteilt werden:

1. Gruppe: Parameter - « < C < 0,50 (Bild 4.26, 4.27)

Schalen ohne negativ gekriimmtem freien Rand. Die Mittelfliche dieser flachen
und steilen Schalen ist positiv gekriinmt. Sie sehen Paraboloidschalen sehr
ghnlich.

2. Gruppe:  Parameter 0,5 < C £ 0,55 (Bild 4,28, 4.29)

Schalen mit mdBig negativ gekriimmtem, freien Rand. Ausgedehnte Gebiete um den
Scheitel der Schalen weisen eine positive Kriimmung auf. Nur in Randnihe bildet
sich eine negativ gekrimmte Schalenmittelfliche.

3. Gruppe: Parameter 0,55 < € < 0,625  (Bild 4.30, 4.31)

Schalen mit auffdllig negativ gekrimmtem, freien Rand. Der Scheitelbereich der
Schalen ist durch eine geringe positive Krilmmung gekennzeichnet. Der freie Rand
dagegen wird durch Mittelfldchen mit einer ausgeprédgten negativen Krimmung
geformt,

Bie z-Ordinaten der Schalen sind vom Betrag einer Last z.B. Eigengewicht g,

p/g eine neue Schalenform festgelegt.

Die z~Ordinaten z_ steiler Schalen, die durch den Lastfall Eigengewicht g fest-
gelegt werden, Ubersteigen die Ordinaten z_, die durch den Lastfall konstante
vertikale Fldchenlast p bestimmt werden, um mehr als 80%. Bei flachen Schalen
betrdgt dieser Unterschied etwa 8%. Bei diesem Vergleich werden gleiche Betrdge
der Eigengewichtslasten und konstanten vertikalen Flichenlasten im Scheitel,
sowie gleiche Parameter C und K der Spannungsfunktion F vorausgesetzt. Die
z-Ordinaten z +p Yon Schalen fiir eine Lastgruppe aus Eigengewicht g und einer
konstanten Fldchenlast p liegen zwischen den beiden Werten zg und gp (Bild 4.23,
4.24). Es wird deshalb empfohlen, daR der Nutzlastanteil p beim Entwurf steiler
Membranschalen fiir die Lastgruppe q aus stidndig auftretenden Fldchenlasten g und
Fldchenlasten p verringert wird, z.B. q = g + 0,5 p oder q = g + 0,75 p. Der
Unterschied der vorhandenen z-Ordinaten ZQ+P/2 zwischen den erforderlichen Ordi-
naten z_ oder Zg+p widre dann geringer als der Unterschied zwischen den z.B. vor-
handenen Ordinaten Zgep und den erforderlichen Ordinaten 2g (Bild 4.23).
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Bild 4.23:

Bild 4.23: Verhdltnis der z-Ordinaten Zg4p {Lastfall Eigengewicht g und kon-

stante vertikale Fldchenlast p) zu der z-Ordinate z_ (Lastfall Eigengewicht g)

im Scheitel der Membranschale von Bild 4.25 in Abhdngigkeit des Lastverhilt-
nisses p/g

Schnitt 1-1 |

Schnitt 22
03a-

rmrmmireremrer]

T

0264

0,1a 4

T

0 0sa @ Xy
Bild 4.24:  Membranschalen verschiedener Lastkombinationen aus Eigengewicht g
und konstanter p oder verdnderlicher vertikaler Flichenlast p cos ¢, Parameter
C = 0,5, Scheitelhdhe des Randes H = o,5a bei g/p = 0
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-3

Bild 4.25: Membranschalen verschiedener Lastkombinationen aus Eigengewicht g

und konstanter vertikaler Fldchenlast p, Parameter C = 0,4, Scheitelhthe des
Schalenrandes H = 0,5a bei g/p = 0
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Bild 4.29:

Randtréger?ose-Kuppelschale entworfen fir die Lastgruppe Eigengewicht g

3c,0 m, Scheitelhthe = 8,62 m,

S =

0,55, Seitenldnge des Quadrate

vertikale Fldchenlast p = 0,75 kN/m2, Parameter C

maximale Hohe am Schalenrand = 8,02 m
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4,5.2 Gendherte Beschreibung der Membranschalenmittelflédche durch einen Poly-

nomansatz

Die Schatenmittelflsche kann niherungsweise durch ein symmetrisches Polynom
vierten Grades dargestellt werden.
X4y2

z(x,y) = B(1) x4y4 + B(2) x4y3 + B(3) + B(4) x

B(5) X% + B(6) Oy + B(7) x3y2 4 B(8) &°
+ B(9) x2y4 + B(1o)x2y3 + B(11)x2y2 + 8(12)x2

B(13) y7 o+ B(14) y° « B(15) yZ + B(16) (30)

“+

+

Die Randbestimmungen entlang der x-Achse (zy = 0) und entlang der y-~Achse

(zx =0) werden durch diesen Ansatz erfiillt. Die Ansatzkonstanten B(i) kdnnen
bestimmt werden, wenn die Gleichung (30) fir n = 16 notwendige Punkte P(x,y,z)
erfiillt wird, Folgendes lineare Gleichungssystem muB dann geldst werden:

A, By .-z, .,=0 , i=1m , j=1,n , m=n (31)

Machstehende Werte flr die Ansatzkonstanten B(i) ergeben sich, wenn die Schalen-
form, die in Bild 4.30 (3. Gruppe, C = 0,58) dargestellt ist, durch diesen Poly-
nomansatz beschrieben wird.

ANSAYZIWERYE B(I}

1 2 3 4
1 ~.284689333€+03 e39114R696E+03 «,123978403E403 102069000F402
2 «391148H96F+03 ~.5R836232256403 (2203764198403 ~,333283500F+401
3 =.123978403E403 4220376419E403 =,125744126F+03 =,291080500E+01

4- 4102069000E+402 =.3332R3500E+01 =,201080500%+01 ,110367400F+02

Die mit dem Polynomansatz gefundene Schalenmittelflache weicht jedoch im Rand-
und Auflagerbereich von der wirklichen Membranschale bis zu + 5% der urspriing-
Tichen Hthe ab.

Die Abweichungen kinnen mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate [7.14,
3.14] verringert werden, wenn mehr als die gerade notwendige Anzahl von n
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Punkten P(x,y,z) der Mittelfldche zur Bestimmung der Ansatzkonstanten B{(i)
existieren.

Die Bedingung, daB die Fehlerquadratsumme ein Minimum ist, wird durch Vormulti-
plikation des Tinearen Gleichungssystems (31) mit der transponierten Koeffizien-
tenmatrix Ag,i (Gauss'sche Transformation) erreicht.

=0 , i=1,m J=1,n m>n (32)

Die 16 Ansatzkonstanten B(i) verdndern sich wie folgt, wenn 64 Punkte P(x,y,z)
zur Verfiigung stehen um sie zu bestimmen:

ANSATZWERTE 8(1)

1 2 3 ' 4
1 =6473447505E403 oL721570859F+03 ~,2732207705403  L1R7586514F+402
2 4721570853F403 =,115R804021F404 (4768529870403 «,173966248E+02
3 =o273230764E403  L4T6RB20816403 «,237957051E403  ,2721193976+01

4 «187586500E402 =~,1739662408402 2721193707401  410%75665084¢02

Die grdfte Abweichung der z-Ordinaten von der wirklichen Schalenform betrigt
dann + 3,5% (Bild 4.33).

Stehen 256 Punkte zur Verfligung, um mit der Methode des kleinsten Fehlerquadrates
die 16 Konstanten B zu bestimmen, verringert sich die groRte Abweichung der
z-Koordinaten auf + 2,7% des urspringlichen Wertes.

Die Konstanten B(i) nehmen dann folgende Werte an:

ANSATIWERTE R{T)

1 2 3 4
1 =e4279272565400  ,A45572274F 0% =, 2406324315403 «170101R175402
2 06435T72271E403 =, 1032511496406  ,46732641159C4A3 =e147649845E402
3 =4240633428E403  ,423261156F403 =.2152392316403 0 163479083E4+01

4 «1701018155402 =g147649%47E4%2 1494700745401 2103131110402


ibbaf
Textfeld


- 185 -

Da die z-Koordinaten der mit einem Polynomansatz vierten Grades angendgherten
Fldche im glnstigsten Fall um 2,7% von Koordinaten der wirklichen Schalenmittel-
flache abweichen, werden symmetrische Polynomansdtze fiinften (33) und sechsten
(34) Grades mit einer groBeren Anzahl von Ansatzkonstanten B(i) untersucht.

B(1) x°y° + B(2)

+ B(6) x5 + B(7)

S BUDSYY ¢ 81203yt + B3 + B14)5YE + B(15)x

+ BU16)xSy® + BUITIXAYY + B(18)x%y3 + B(19)x%y% + B(20)x

L B(21) y? « B(22) y* o« B(23) 3« B(24) yZ + B(25) (33)

+ B(3) x5y3 + B(4) x

x4y3

5 5

i

x5y4 y2 + B(5) x

+ B(9) ><4y2 + B(1o)x

z(x,y)

x4y4 + B(8),

z(x,y) = B(1) x6y6 + B(2) x°y” + B(3) x°y + B(4) x6y3 + B(5) x°y° + B(6) x

+ B(7) x5y6 + B(8) x7y” + B(9) x"y + B(1o)x5y3 + B(11)x"y" + B(12)x

< B(13)xWO 4 B1aYY® + BU1s)xYyt « 816 )Y + BUIT)HYE + B(18)x

+ B(19)x3y6 + B{20)x7yY + B(21)x"y  + B(22)x3y3 + 8(23)x3y2 + B(24)x

+ B(25)x2y6 + B(26)x“y” + B(27)x“y " + B(28)x2y3 + 8(29)x2y2 + B(30)x

+B(31) yO +B(32) y® « B(33) vt 4 B(34) 3+ B(35) P+ B(36)

(34)

In der nachstehenden Tabelle 4.32 sind die groften Abweichungen max A&z von der
durch Polynome vierten, fiinften und sechsten Grades gendherten Anzahl von Punk-
ten zur Bestimmung der Polynomansatzkonstanten dargestellt. Dabei werden die
Abweichungen der z-Koordinaten von der wirklichen Schalenfidche mit der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate verringert, wenn mehr als die gerade notwendige
Anzahl von Punkten der Fldche zur Bestimmung der Ansatzkonstanten vorhanden
sind.
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S'y mmetrische Polynome

4. Grades

16 Ansatz-
konstante

5. Grades 6. Grades
25 Ansatz- 36 Ansatz-
konstante konstante

Anzahl der Punkte
zur Bestimmung der 16 64
Konstanten B(§)

256 25 64 256 36 64 256

GroBte Abweichung
Az in % der urspring~ | 5,0 3,54
lichen Hohe

2,7 2,8 1,9 0,8 1,5 1,0 0,4

Tab, 4.32: GroBte Abweichung max

Az von der durch Po1ynome vierten, fiinften

und sechsten Grades angengherten Schalenmittelflache (Bild 4.30) bei einer
unterschiedlichen Anzahl von Punkten Pi(x,y,z) zur Bestimmung der Ansatzkon-

stanten B(i).

Schnitt -1, Schnitt 2-2

Q%o

Schoitt 3-3 :

Membranschale
gendherte
Mittelflache

0 05 o Xy

Bild 4,33: Ndherung der Membranschalenmittelfldche (C = 0,58, Bild 4.30) durch

ein Polynom 4. Grades (16 Stiitzpunkte, Abschnitt 4.5.2)
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Schnit_1-1

e Mambranschale € = 045

————— Paraboloid ( PA2)
----- ~ Paraboloid (PA3}

05¢a 05a - —wmmnmee Polyniom (16 Gitterpunkte }

Bild 4.34: Ndherung der Membrarschalenmittelfldche (C = 0,45, Bild 4.26) durch

ein Polynom 4. Grades (16 Stiitzpunkte, Abschn. 4.5.2) und durch Paraboloide
(Bild 2.18, 2.19).

4.6 Vergleich der moglichen Gleichgewichtslagen ‘unverformter' und geometrisch

nichtlinear verformter Membranen

Fir eine zwei- und dreidimensionale Membran soll gezeigt werden, daff die Gleich-
gewichtslage der ‘unverformten' Membran mit der Gleichgewichtslage einer, aus
einer Ausgangslage nicht linear verformten Membran eines linear elastischen,
isotropen Materials flir den gleichen Lastfall und die gleichen Lagerungsbedin-
dungen formal iibereinstimmen kdnnen.

Die Membranen werden ‘unverformt' genannt, wenn ihre Gleichgewichtslagen direkt
aus einer Krdftegleichgewichtsbeziehung und nicht durch eine geometrisch nicht-
“Tineare Verformung der belasteten Membran aus einer Ausgangslage heraus, gefun-
den werden.

Gleichgewichtslagen geometrisch nichtlinear verformter, zwei- oder mehrdimen-
sionaler Membranen unter Eigengewichts- oder konstanten Fldchenlasten bei punkt-
oder linienfdrmiger Lagerung werden in [1.11, 1.12, 4.14] aufgezeigt.
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4.6.1 Gleichgewichtslage der 'unverformten' zweidimensionalen Membran
(z.B. Seil)

Lastfall: Radial gerichtete Linienlast p, (kN/m)

Lagerungsbedingungen: Freie lLagerung

Bild 4.35: Gleichgewichtslage des ‘'unverformten' Seiles

Gleichgewichtsbedingungen am 'unverformten' Seil

in tangentialer Richtung:
N R = R(N + dN)

dN = 0  oder N = N; = Konstant

in radialer Richtung:

pds =2 N %= N do
?

ds NNy

a&‘ pr pr
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Geometrische Beziehungen:

¥
k=t (37)
R /(1+y)2()3
ds = r da (38)
Mit den Gleichungen (36), (37) und (38) erhdlt man die Gleichgewichtsbedin-
gungen einer ‘unverformten' Membran fiir eine radiale Belastung Py

Vo - Ayl g (39)

Die Ldsung der Differentialgleichung ist der Kreis y = f(x)
y2 + x& = R? (40)

mit dem Radius R = e

4.6.2 Gleichgewichtslage der geometrisch nichtlinear verformten zweidimensiona-

Ten Membran aus einem linear elastischen, isotropen Material

Lastfall: Radial gerichtete Linienlast p, (kN/m)

Lagerungsbedingungen: Freie Lagerung

nichtliniear verformten, zweidimensionalen Membran,
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Gleichgewicht an der verformten Membran:

in tangentialer Richtung:
RN=R (N+dN)

dN = 0 oder
N = N, = Konstant

in radialer Richtung:

Pp (s +ds) = 2 N %% = N do oder

Geometrische Beziehung:

s = Ry do

Kinematische Gleichung:

s+ds = Roda

ds = Rda - s =R da - R, da

Lineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung :

eines isotropen Materials

g =gk = N oder ¢ = N
F EF

mit Gleichung (41), (42) und (43) erhdlt man

p. R R
—— - oder
EF R,
L

EF-p. R

(42)
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Der Radius R (45) der verformten Membran wird bei einer linearen Spannungs-
Dehnungs~Beziehung unendlich grof, wenn die dufere Drucklast den Wert

Py = EE erreicht.

Ro
Die Gleichgewichtslage der unter einer radialgerichteten Linienlast P (kN/m)
verformten Membran ist ein Kreisbogen mit dem Radius

Die Gleichgewichtslage einer ‘unverformten' zweidimensionalen Membran ist fir
den Lastfall konstante radialgerichtete Streckenlast ein Kreisbogen. Der Kreis-
bogen ist ebenfalls die GleichgewichtsTage einer geometrisch nichtlinear ver-
formten, linear elastischen Membran flr den gleichen Lastfall. Beide Gleichge-
wichtslagen stimmen hinsichtlich der Form Uberein.

4.6.3 Gleichgewichtslage der 'unverformten' dreidimensionalen Membran

Die Gleichgewichtsbedingungen der Membrantheorie liefern fiir Roationsschalen
unter rotationssymmetrischer Belastung folgende Differentialgleichungen [2.2]

d

a;(r N¢) - vy Ny coss = - pyr o (46)
ji(r N¢9) + r1Ne¢ cosp = - py r v, (47)
Ny rp o+ Mg 1y = Py, (48)

Negrdd¥ __
+«§§;(N,‘,‘,r)dwd‘& A

)
Nordre %«(Nwr)dgpd%\

dF =rddndy

Bild 4,37: Element einer Rotationsschale mit Membranschnittkridften
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Gleichung (47) enthdlt nur die Schubkraft Ne¢' Sie stellt eine Art Torsion der
Schale um ihre Achse flir die rotationssymmetrische Belastung Py in Ringrichtung
dar. Diese Differentialgleichung 1. Ordnung kann gesondert geltist werden. Da
beim Lastfall konstanter Druck py = 0 ist, werden die Schubkrifte N9¢ = 0,

Mit (48) wird Ng aus (46) eliminiert und man erhdlt eine Differentialgleichung
erster Ordnung zur Berechnung von N¢ . Durch Integration wird die gesuchte

Schnittkraft N¢ gefunden:

Ny = e -{f r1«r2(prcos¢ - p¢sin¢)sin¢d¢ +C} : (49)

in2
rosin ¢

Ng wird mit (48) zu:

)
Mo = rolpy - 7)) (50)
Lastfall konstanter Druck: p¢ =0, Py = konstant
Lagerungsbedingung: Freie lLagerung

Die Konstante C wird Null, um im Scheitel (¢ = 0) eine endliche Normalkraft N
zur erhalten. Die Normalkrdfte ergeben sich dann mit (49) und (50) zu

Py i

Ny =~ (51)
Pr T

Ny = o2 (52)

Fiir eine geschlossene kugelformige Membran mit dem Krimmungsradius ry =y = R
werden die Membrankrdfte (51, 52) gleich groB:

Ny = Ng = p. R/2 (53)
Die Kugel ist fiir diesen Lastfall eine Membran gleicher Festigkeit.

Die Differentialgleichung fiir weitere 'unverformte' Gleichgewichtslagen rota-
tionssymmetrischer Membranen unter konstantem Druck findet Tolke [4.19] bei
geeigneter Zusammenfassung der Krdftegleichgewichtsbeziehung am Schalenelement
mit der Bedingung einer Schale gleicher Festigkeit (N¢ =Ne= NO), Er fihrt die
Ldsung dieser Differentialgleichung auf ein Integral zurlick, das sich durch
Legendre'sche Normalintegrale erster und zweiter Gattung [7.3] darstellen
1dRt.

Die Kugel ist bei diesen Gleichgewichtslagen die einzige Lgsungsform, die auf
eine geschlossene Flache fiihrt (Bild 4.38), Eine weitere Grenzfliche stellt der
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Zylinder dar. Die zwischen Zylinder und Kugel Tiegenden Erzeugenden miinden alle
mit lotrechter Tangente in ihre Endlage x = Xmin ein; zwischendurch findet ein
Krimmungswechsel statt. Innerhalb der Kugel steigt die innere Kurvenschar
zunichst an, erreicht dann ein Maximum und fd11t zum SchluB wieder ab. Auch
diese Kurvenschar hat eine vertikale Tangente im Endpunkt. Wendepunkte der
oberen und Maximalstellen der unteren Kurvengruppe stimmen lagemdBig iberein.
Der Grenzlage der inneren Kurvenschar ist ein Kreis um den Punkt £ =1, n=20
mit unendlich kleinem Halbmesser, also ein Punkt zugeordnet; demgemdB artet die

Rotationsfldche in einen Punktreifen aus.

y

r
|
l
|
l
|

Bild 4.38:  ‘'Unverformte' Gleichgewichtslagen von Rotationsschalen gleicher

Festigkeit flir konstanten Innen- oder Aussendruck [4.19]
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4.6.4 Gleichgewichtslage der geometrisch nichtlinear verformten dreidimen-

sionalen Membran aus einem linear elastischen, isotropen Material

Lastfall: Konstanter Innen- oder AuBendruck p - (kN/m?)
Lagerungsbedingung: Freie Lagerung

Die verformte Gleichgewichtslage der urspringlichen Vollkugelmembran mit dem
Anfangsradius R, wird in [1.12] aufgezeigt.

Der Verformungszustand ist kugelsymmetrisch, sodaR fir den Verschiebungsvektor
folgt:

V=1V, e

R = (R-R)E

R (54)

R bezeichnet den Radius nach der Verformung und éﬁ den Einheitsvektor eines
kartesischen Koordinatensystems in Richtung der Flachennormalen.
Die Verzerrungen £y und €y des Fldchenelementes entlang den Hauptdehnungslinien
sind bei diesem Lastfall gleich groB:

= e = R
€ % € T o 1 . (55)
Die Gleichheit der von den Winkeln 6 und ¢ (Bild 4.37) unabhingigen Dehnungen
bedingt auch konstante und gleiche Membranschnittlasten N¢ = N6 = Ny, flr die
man aus den Gleichgewichtshedingungen am verformten System

(86)

findet. Mit der Tinear elastischen, Spannungs-Dehnungs-Beziehung gewinnt man
den Zusammenhang zwischen den Kugelradien R der verformten Membran und der
Belastung P

R CRE S R (57)

Die Gleichgewichtslage der Kugel mit dem Radius R der nichtlinear verformten
Membran, der Belastung Py und dem Radius R, der unverformten kugelformigen
Membran ergjbt sich mit dem Elastizitdtsmodul E eines isotropen Materials und
der Membrandicke t zu:

2EtR,

R =
2Et-p, R(1-v)
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Der Radius R der verformten Membran wird bei einer Tinearen Spannungs-Dehnungs-
Beziehung unendlich groB, wenn die duPere Drucklast den Wert

2Bt
R, (1-v)

P, = : (59)

erreicht (Bild 4.39).

4 R/Rg

]

]
6 ]
5
[A

)4
3
7
2 —
—

i : B g Ry1-Y)
W 0z 0 05 08 10 Wil

Bild 4.39: Gleichgewichtslagen (R/R;) geometrisch nichtlinear verformter,

linear elastischer Membranen fiir den Lastfall konstanter Innendruck P

4,6.5 Vergleich zwischen der Form einer Membranschale und der Gleichgewichts-
lage einer, aus einer ebenen Ausgangslage geometrisch nichtlinear verformten,
Tinear elastischen, isotropen Membran

Eine quadratische, linear elastische Membran wird in den Ecken horizontal unver-
schieblich gelagert. Der freie Rand kann sich in Richtung der X~ oder Y-Achse
horizontal nicht verschieben (Bild 4.40).

Die Gleichgewichtslage der nicht durch Innendruck, sondern hier durch ihr
Eigengewicht verformten Membran wurde mit einem geometrisch nichtlinearen
finiten, rechteckigen Membranelement {4.18 ] ermittelt.
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uzvzwsz(

- a=300m |
Seitenldnge des Quadrates a = 30,0 m
Gitterlinienabstand A 1,5 m
Membrandicke t= 0,4m
Elastizitdtsmodul E = 1200 kN/m?
Eigengewicht g = 0,60 kN/m?

Bild 4.40: Ausgangslage der unverformten, linear elastischen, isotropen
Membran.

Wenn die Form einer durch ihr Eigengewicht geometrisch nichtlinear verformten,
1inear elastischen,isotropen Membran umgekehrt wird, stimmt sie mit der Form
einer Membranschale im wesentlichen iiberein (Bild 4.41 a,b). Die Form der
Membranschale geht fiir den Parameter C = 0,5273 der Spannungsfunktion (13) aus
der Differentialgleichung (1) fir beliebige Betrége der Eigengewichtslasten her-
vor. Die z-Ordinaten beider Gleichgewichtslagen unterscheiden sich im Scheitel
und entlang des Randes nur um Millimeterbetrdge. Im Auflagerbereich weichen sie
um einige Zentimeter voneinander ab.

Die unwesentlichen Abweichungen beider Formen entstehen, weil beide Gleichge-
wichtslagen durch eine numerische Berechnung gefunden werden. AuBerdem wird die
Gleichgewichtslage der Membranschale durch Krifterandbedingungen, die Gleichge-
wichtslage der géometrisch nichtlinear verformten Membran durch Verschiebungs-
randbedingungen festgelegt.
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4,6.6 Gleichgewichtslagen in den Ecken horizontal unverschieblich, punktftrmig

gelagerter Membranen mit Falten

Lastfdlle: Konstante vertikale Fldchenlast mit beliebigem Betrag p oder Last-

gruppe g mit beliebigem Betrag aus Eigengewicht g und konstanter vertikaler
Fldchenlast p (z.B. g = 2,0 kN/m?, p = 0,75 kN/m?).

Parameter C der Spannungsfunktion (6): € 2z 0,625

Diese Parameter C verdndern volistdndig das Aussehen der bisher verwendeten
Spannungsfunktion (Abschnitt 4.3.2c) und gefundenen Membranschalen. Die z-Ordi-
nate des Schalenscheitels erhdlt ein negatives Vorzeichen und wandert unter die
x-y-Ebene, wihrend sich in Auflagerndhe entlang der Diagonalen faltendhnliche
Gebiete bilden, deren z-Ordinaten negative und positive Vorzeichen aufweisen
(Bild 4.42 und 4.43).

Flir vorgespannte Membranformen, deren Gleichgewichtslagen mit der geometrisch
nichtlinearen Membrantheorie bestimmt werden, gibt Trostel in [1.12] folgende
Bedingung an, die verhindert, daB z.B. in der Membran bei Zusammenwirkung der
duBeren Lasten und der Innendruckbelastung keine griBeren Faltungserscheinungen
auftreten:

An keiner Stelle der Membran sollen Druckspannungen auftreten. Die minimale
Hauptspannung 9, mud noch eine Zugspannung sein.

Diese Bedingung wurde auch durch Versuche bestdtigt.

Neben Faltungserscheinungen, die auf Nichterfillung der Hauptspannungsbedingung
zuriickzuflhren sind, entstehen im allgemeinen im Randbereich der Membranen klei-
nere Faltungen, die flr die Standsicherheit des Tragwerkes unerheblich sind.
Diese Falten entstehen, weil sich der Verformungszustand der Membran innerhalb
eines kleinen Randbereiches an denjenigen eines Randgliedes oder an Lagerungs-
bedingungen anpassen muB.

a) Gleichgewichtslage einer Membran fir den Parameter C = 0,63 der Spannungs-
funktion (Bild 4.42)

Lastfall: Konstante Grundriflast p

Die Gleichgewichtslage besitzt relativ geringe NormalkriUmmungen in Faltenldngs-
richtung und einen mehrmaligen Vorzeichenwechsel der Normalkrimmung in Falten-
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querrichtung.
Im Scheitelbereich der Membran treten in beiden Richtungen Hauptzugspannungen
auf. Dieses Gebiet der Membran weist deshalb keine Falten auf.

Im Auflagerbereich wachsende Hauptzugspannungen o, verlaufen entlang der Dia-

gonalten. Senkrecht zu diesen Hauptzugspannungen 01 sind im Auflagerbereich
Hauptdruckspannungen Iy vorhanden, deren GridBe ca. 1/10 bis 1/20 der Betrdge
der Hauptzugspannungen ausmachen (Bild 4.44 und 4.45). Dieser Spannungsverlauf
bewirkt, daB die dazugehBrenden Gleichgewichtslagen der Membran in Auflagerndhe

faltendhnliche Gebiete bilden [vgl. 1.12 1]

b) Gleichgewichtslage einer Membran fiir den Parameter C = 0,65 der Spannungs-
funktion (Bild 4.43).

Lastfall: Lastgruppe aus Eigengewicht g = 2,0 kN/m?® und p = 0,75 kN/m?

(Bild 4.20)

Der im Gegensatz zu Abschnitt 4.6.6.1 leicht vergrioBerte Faktor C = 0,65 bewirkt.
daB diese Membran in Scheitelndhe ein kleineres faltenfreies Gebiet aufweist.
Der Verlauf der Hauptspannungen Ty Op zeigt jedoch die gleichen Tendenzen.

4.7 Tragverhalten von randtrdgerlosen Membranschalen, deren Mittelfldchen

durch eine achsensymmetrische Lastgruppe bestimmt werden

Punktfdrmig in den Ecken gelagerte Membranschalen liber quadratischem GrundriB
werden fir folgende Lastfdlle untersucht (vgl. Abschnitt 2.3):

‘a) achsensymmetrische Lastfdlle Nr. 1 Eigengewicht
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee

b) antimetrische Lastfille Nr. 3 Wind
Nr. & Wind und halbseitiger Schnee

Bet der Formfindung der Membranschalen soll der Lastfall Nr. 6 zugrunde gelegt
werden, Der Nutzlastanteil p der Schneelast wird zur Bestimmung der Schalenform
in Anlehnung an Abschnitt 4.5 von p = 1,0 kN/m® auf p = 0,75 kN/m? verringert.

Mit der Pucher'schen Differentialgleichung kbnnen nur Membranspannungen, nicht
aber die ‘Nebenspannungeh‘ aus zusdtzlich auftretenden Momenten berechnet wer-
den. Die SchnittgrdBen aller nachfolgend untersuchten Membranschalen werden
deshalb durch eine finite Elementberechnung (Abschnitt 2.1) ermittelt.
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Bild 4.44b:

Bild 4.44a:

Quantitativer Verlauf der Hauptspannung Oy s

Lastfall konstante, vertikale Fldchenlast bei der Gleich-

Lastfall konstante, vertikale Fldchenlast bei der Gleich-

gewichtslage einer Membran mit Falten, Parameter der

gewichtslage einer Membran mit Falten, Parameter der

Spannungsfunktion € = 0,63

ungsfunktion C = 0,63

Spann
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Bild 4.45:  Richtungen der Hauptspannungen e und Oy Lastfall konstante

vertikale Fldchenlast, Gleichgewichtslage einer Membran mit Falten, Parameter

der Spannungsfunktion C = 0,63,

Vergleich der Spannungen belasteter Membranschalen aus dem fir die Formfindung
verwendeten Spannungsansatzes mit den Spannungen aus einer 'finiten Element-
berechnung' (Fachwerkelement, Gitterliniendichte ny =ny = 16, Abschnitt 2.1):

Die SchnittgriBen, der fiir eine Lastgruppe aus Eigengewicht und Schnee gefunde-
nen, ‘punktformig' gelagerten Membranschaten, werden fir die gleiche Belastung
nachgerechnet. Die Hauptmembranspannungen im Scheitelbereich der Schalen stim-
men mit den Hauptmembranspannungen aus dem fiir die Formfindung benutzten Span-
nungsansatzes (13) lberein. Im Gebiet um den Scheitel des freien Randes sind
die Hauptmembranspannungen aus der finiten Elementberechnung um ca. 8-15%
geringer.

Da bei der Formfindung der Membranschalen nur Krdfterandbedingungen und keine
Verschiebungsrandbedingungen beriicksichtigt werden kinnen, verletzt die hori-
zontal unverschiebliche, 'punktfdrmige' Lagerung der Membranschalen die durch
die Membrantheorie geforderte Vertrdglichkeit der Formdnderungen zwischen
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Schalenrand und Lagerungsbedingungen. Die finite Elementberechnung liefert des-
halb in der Lagernihe zusitzliche Biegespannungen von ungefdhr 5oo - 2000 N/cm?,

die jedoch rasch abklingen.

4,7.1 Unversteifte Membranschalen

Parametervariationen:

Schalenformen: Gruppe 1, 2, 3 (Parameter -« < C < 5/8 der Spannungs-
funktion, Abschnitt 4.5.1)

Neigungswinkel

am Auflager: 20° ¢ ¢A < 8o0°

Lagerbreite: b=o0,2m 1,5m

Seitenldnge a des
Quadrates im GrundriB: 20 ms a £ 60 m

Lastfdlle:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b} antimetrisch: Nr. 3 Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee
Gitterliniendichte: n,=n_ =16

Geringe Membrandruckspannungen (02 ~200 N/cm?) treten in Scheitelndhe und am
Scheitel des Randbogens unter den achsensymmetrischen Lasten auf, Die in
Bbschnitt 2.2 festgelegten Grenzen der Betonfestigkeiten werden auch im mitt-
Teren Schalenviertel und entlang des Randes eingehalten, da z.B. Ringzugspan-
nungen 3o N/cm? kaum Uberschreiten und die Biegemomente sehr klein sind. Durch
die konzentrierte Krafteinleitung und durch auftretende Biegemomente entstehen
jedoch im Auflagerbereich Spannungen (> 2000 N/cm?),die die Zug-~ und Druck-
festigkeit des Betons (Abschnitt 2.2) wesentlich iiberschreiten.

Der Auflagerstreifen steiler Schalen verformt sich bei einer kleinen Lager-
breite (b = 0,2 m) sehr stark durch die ungleichen horizontalen Membrankrafte
in x- und y-Richtung der antimetrischen Belastungen (vgl. Abschnitt 3.1). Im
Scheitel des freien Randes entstehen durch diese Verformungen noch Hauptzug-
spannungen von iber 700 N/cm?,
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Eine Verbreiterung der 'punktformigen' Lager genligt nicht, um durch Membran-
schalen Eigengewichts- und Schneelasten sowie antimetrische Lasten aus Schnee
und Wind abtragen zu kinnen. Die Lagerbereiche missen noch zusgtzlich verdickt
werden,

4.7.2 Lineare Zunahme der Schalendicke im Auflagerbereich

Parametervariationen:

Schalenformen: Gruppe 1, 2, 3 (Parameter der Spannungsfunktion
- w® < C < 5/8, Abschnitt 4.5.1)
Neigungswinkel am

Auflager: 20° g bp £ 80°
Lagerbreite: b =0,2, 0,3, 1,0, 1,6 m
Schalendicke: Abschnitt 2.4.4a

Seitenldnge a des
Quadrates im GrundriB: 20 m< a2 6om

Lastfille:
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee
Gitterliniendichte: n,=n_ =16

Im folgenden werden die Tendenzen des Tragverhaltens flr steile Membranschalen
mit der Seitenldnge des Grundrisses a = 30 m aufgezeigt.

Achsensymmetrische Lastfdile: Nr. 1, 2, 6

Lagerbreite: b = 0,2 m, vierfache Schalendicke im Auflagerbereich (i = 4)

Formengruppe 1 ohne negativ gekrlmmten Rand (Bild 4.26, 4.27)

Bei einer vierfachen Schalendicke im Auflagerbereich biegt sich der Schalenrand
vertikal um 7-9 Millimeter durch. Geringe Hauptdruckspannungen lberwiegen im
mittleren Schalenviertel (- 4o bis - 8o N/cm?) und entlang des Randes ( - 14o
bis-200 N/cm?, Punkt 2, Tab. A2). Die Membranzugspannungen im Auflagerbereich
steigen bis etwa 8o N/cm? an. Die Huptzugspannungen im Randbereich (Punkt 2)
betragen 115 - 130 N/cm?, die Hauptdruckspannungen (Punkt 14) im Auflager-
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bereich ~300 bis -4oo N/cm? (Tab. A2 im Anhang).

Formengruppe 2 midBig negativ gekriimmter Rand (Bild 4.28, 4.29)

Der Schatenrand verformt sich vertikal um ungefghr 4-6 Millimeter, wenn die
Schalendicke im Auflagerbereich auf das Vierfache (i = 4) anwdchst. Im mittleren
Schalenviertel und am Rand entstehen ungefdhr die gleichen Druckspannungen wie
bei der ersten Schalengruppe. Die Membranzugspannungen im Auflagerbereich wach-
sen auf ungefdhr 50-60 N/cm? an. Die groBten Hauptzugspannungen im Randbereich
(Punkt 2) erreichen mit 105-115 N/cm? etwa um 10% geringere Werte als die der
Schalengruppe 1. Sie sind jedoch doppelt so grof wie die entsprechenden Haupt-
spannungen der 3, Formengruppe (Tab. A3 im Anhang).

Die grofte vertikale Durchbiegung des Schalenrandes geht durch eine vierfache
Schalendicke im Auflagerbereich auf weniger als einen Millimeter zurlick, In den
Schalen herrschen liberwiegend Membrandruckspannungen (-60 bis -100 N/cm?) vor.
Die groBten Membranzugspannungen im Auflagerbereich betragen 3o-40 N/cm? und die
groften Membrandruckspannungen -4oo bis -500 N/cm?. Die Hauptzugspannungen im
Auflager- und Randbereich (Punkt 14) Tiegen unter foo N/cm? (Tab. A4 im Anhang).

Antimetrische Lastfdlle: Nr. 3 Wind
Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee

Lagerbreite: b = 0,2 m, vierfache Schalendicke im Auflagerbereich
(i=4)
Formengruppe 1: ohne negativ gekrimmten Rand (Bild 4.26, 4.27)

Die groBten Hauptzugspannungen am Rande der Schale (Punkt 1o, Tab. A2) wachsen
auf 450-500 N/cm? und in Lagerndhe (Punkt 14) auf 250-300 N/cm? an. Die groBten
Membranzugspannungen am Rand betragen ungefdhr 250-300 N/cm?. Ein breiteres
Lager (b 2 1,0 m) oder einé groBere Schalendicke in Auflagernghe (i > 8-10)
lassen die groBten Hauptzugspannungen am Rand (Punkt fo) auf 150-170 N/cm?
abklingen (Tab. A2 im Anhang, Tab. 4.46). Die maximalen Hauptdruckspannungen

im Auflagerbereich betragen dann -400 bis -450 N/cm?.

Formengruppe 2: miRig negativ gekrimmter Rand (Bild 4.28, 4.29)

Die groBten Hauptzugspannungen der Schalen wachsen am Rand (Punkt 1o, Tab. A3)
auf 4o00-450 N/cm? und im Auflagerbereich (Punkt 14) auf 200-250 N/cm? an. Die
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Membranzugspannungen erreichen am Rand 250 N/cm2. Erst ein breiteres Lager

(b 2 1,0 m) oder eine sieben- bis neunfache Schalendicke im Auflagerbereich
verringern die groBten Hauptzugspannungen am Rand (Punkt 1o) auf 130-150 N/cm?.
(Tab. A3 im Anhang, Tab. 4.46) Die Hauptdruckspannungen in Auflagernihe errei-
chen dann -350 bis -400 N/cm?.

Formengruppe 3: auffdllig negativ gekrimmter Rand (Bild 4.30, 4.31)

Die maximalen Hauptzugspahnungen am Rand (Punkt 1o, TAB A4) steigen bis auf
300~350 N/cm? und im Auflagerbereich (Punkt 14) auf 90~125 N/cm? an. Die Mem-
branzugspannungen am Schalenrand wachsen auf 18o0-~200 N/cm? an. Durch ein brei-
teres Lager b 2 1,0 m oder eine sechs~ bis achtfache Schalendicke in Auflager-
ndhe werden die Hauptzugspannungen am Rand (Punkt fo) auf 110-130 N/cm? ver-
ringert (Tab. A4 im Anhang, Tab. 4.46). Die Huwuptdruckspannungen des Auflager-
bereiches betragen dann -250 bis -300 N/cm?.

Als Ergebnis der Parameteruntersuchung kann folgendes festgehalten werden:

Im Auflagerbereich verdickte Membranschalen der 3. Formengruppe mit auffdllig
negativ gekriimmten Réndern (Bild 4.30, 4.31) zeigen flir die untersuchten
achsensymmetrischen und antimetrischen Lastfdlle gegenilber den Schalen der
Formengruppe 1 und 2 (Bild 4.26 - 4.29) das ginstigste Tragverhalten, da sie
die geringsten Verformungen und Spannungen aufweisen.

Flir die erforderliche Dicke der Membranschalen im Auflagerbereich ergeben sich
in Abhdngigkeit der Belastung, der Spannweite und der Lagerbreite b, Grenzbe-
reiche 1grenz des Dickenverhdltnisses (Bild 2.22) bei deren Uberschreitung sich
das Tragverhalten nicht mehr maBgeblich verbessert (Tab. 4.46).

4.7.3 Tragverhalten von punktgestiitzten Kuppelschalen, deren Mittelfldchen von
den Membranformen nicht affin abweichen

Ungenauigkeiten einer baupraktischen Ausfihrung sollen durch groBfldchige Ab-
weichungen der z-Koordinaten von der genauen Schalenform, die nicht affin zur
urspringlichen Membranform verlaufen, simuliert werden. GroBe Kriimmungsabwei-
chungen von der exakten Schalenmittelfldchenkriimmung werden in dieser Arbeit
nicht untersucht.
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Parametervariationen

a) Membranformen (0,55 < C < 0,625) mit ausgeprdgt negativ gekrlmmtem Rand

Achsensymmetrische Schalenmittelfldchen, die den Spannungsfunktionen (13) mit
den Konstanten 0,55 < C < 0,626 zugeordnet sind, (Bild 4.30, 4.31) werden durch
Polynomansstze 4. und 6. Grades (16 oder 36 Ansatzkonstante) dargestellt. Die
groBten Unterschiede der z-Koordinaten betragen bei der Ndherung durch den
Polynomansatz 4. Grades ca. 5%, durch den Polynomansatz 6. Grades ca. 1% des
genauen Wertes (Abschnitt 4.5.2,Tab. 4.32, Bild 4.33).

Neigungswinkel

am Auflager: 20° £ ¢A < 80°

lagerbreite: b=o0,2m, 1,0m

Schalendicke: Abschnitt 2.4.4a, (Schalendicke igrenz der Tab. 4.46)
Seitenlinge a

des Grundrisses: a = 30,0m

Lastfdalle:

a) achsensymmetrisch: Nr. 6 Eigengewicht und Schnee

b) antimetrisch: Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee
Gitterliniendichte: n = ny = 16

Weicht die Schalenmittelfldche um maximal + 5% in der Hthe (Bild 4.33) von der
Membranform ab, so steigen die vertikalen Verformungen des Schalenrandes achsen-
symmetrisch belasteter (Nr. &), steiler Schalen von 1,2 mm auf 4,5 mm an, die
Hauptzugspannungen im Randbereich (Punkt 2, Bild A1) vergriBern sich von

44 N/cm? auf Uber 1oo N/cm?. Membrankrdfte in Meridianrichtung wachsen im Auf-
lagerbereich (Punkt 6, Bild A1) von 34 kN/m auf 83 kN/m an, die Hauptzugspan-
nungen von 77 N/cm? auf 291 N/cm? (Tab. A5 im Anhang). Das Tragverhalten dieser
Schalen verschlechtert sich erheblich.

Verformungen und Spannungen vergrdfern sich nur um 15-30%, wenn der Unterschied
der z-Ordinaten zwischen gendherter Mittelflache und ‘exakter' Form ca. 0,5-1%
betrdgt. Am Schalenrand steiler Schalen (Punkt 2) vergrtBern sich die Hauptzug-
spannungen von 44 N/cm? auf ungefshr 57 N/cm?.

Bei antimetrischer Belastung (Nr. 5) nehmen Verformungen und Spannungen in der
Schale bei gleicher Ungenauigkeit in der Schalenhbhe (ca. + 1%) um 25-35% zu.
Die Hauptzugspannungen am Schalenrand (Punkt 1o) steigen von 327 N/cm? auf

442 N/cm? an.
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b) Membranformen (C = 0,45) ohne negativ gekrimmten Rand

Schalenmittelflichen, die den Spannungsfunktionen (13) mit den Konstanten

C = 0,45 zugeordnet sind (Bild 4.26, 4.27), werden durch Polynomansdtze und
Paraboloide (PA2 und PA3, Abschnitt 2.4.3b) angendhert. Die griBten Abwei-
chungen von den z-Koordinaten der Membranschale betragen am Rand und im Auf-
lagerbereich bei Paraboloiden und bei Polynomansdtzen 4. Grades (16 Stilitz-
punkte, Poly 16):

(vgl. Bild 4.34 PA2 PA3 Poly 16
in Randndhe max. 15% ca. 1-3% 4 - 5%
im Auflager- ca. 3-4%  max. 16% 7 - 1o%
bereich

Sonstige Parameter wie unter Abschnitt a).

Die groBten vertikalen Verformungen des freien Randes beim Lastfall Nr. 6 von
steilen Paraboloidschalen PA2 betragen ca. 140% und die groBten Hauptzugspan-
nungen 150-200% der Werte der Membranschale. In Randnihe (z.B. Punkt 2, Bild A1)
betragen die Hauptzugspannungen der steilen PA2 165 N/m?, die der steilen Mem-
branschale 87 N/cm?. Im Auflagerbereich (Punkt 6, Bild A1) erreichen die Haupt-
zugspannungen bei steilen Paraboloidschalen PA2 110 N/cm?, die der steilen
Membranschalen dagegen nur 73 N/cm? (Tab. A6bim Anhang).

Die Hauptzugspannungen des Randes der Paraboloidschale PA3 sind um das 2- bis
3fache, die Hauptzugspannungen des Randes der durch den Polynomansatz gendher-
ten Schalenmittelfldche (Poly 16) sogar um das 5-6fache groRer als entsprechen-
de Spannungen in Membranschalen. Die Hauptzugspannungen am Rand steiler PA3
(Punkt 2) betragen ca. 212 N/cm?, bei Poly 16 sogar 433 N/cm?, die der steilen
Membranschalen ungefahr nur 87 N/cm? (Tab. A6 im Anhang).

Da_sich die Unterschiede der Verformungen und Spannungen bei antimetrischen
Lastfdllen (z.B. Nr. 5 Wind und halbseitiger Schnee) noch vergriofern, werden
diese Lastfdlle nicht weiter verfolgt.

Die Form der Membranschale ist beim Entwurf oder bei der Ausfiihrung genauestens
einzuhalten. Die Verformungen und Spannungen in dieser Schale bei Eigengewicht-,
Schnee~ und Windlasten vergrdfern sich um ca. 15-35%, wenn die z-Ordinaten
stellenweise bis zu + 1% (entspricht Az = + fo cm, bei 10 m Schalenhdhe) von
der exakten Form abweichen. Betrdgt die nicht affine Abweichung der z-Ordinaten
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groBflachig bis zu + 5% (entspricht 4z = + 50 cm bei 1o m Schalenhthe) von der
genauen Schalenform, kbnnen Verformungen und Spannungen auf das Vier- bis Finf-
fache ansteigen.

Membranschalen kdnnen also trotz der Bedingung einer moglichst genauen Einhal-
tung der vorgegebenen Form ausgefiihrt werden, da eine Toleranz + 1% beim Ein-
halten der erforderlichen Schalenhthe baupraktisch erreichbar ist.

4.7.4 Vergleich von Kugel-, Ellipsoid-, Paraboloid- und Membranschalen hin-

sichtlich ihrer Konstruktionselemente

Da in Membranschalen bei der Lastabtragung die geringsten Verformungen und
Spannungen auftreten, besitzen sie im Vergleich zu Kugel-, ETlipsoid- und
Paraboloidschalen fir die untersuchten Lastfille aus Eigengewicht, Wind und
Schnee das giinstigste Tragverhalten. Membranschalen brauchen nur noch im Aufla-
gerbereich versteift werden. Auf eine Stiitzung des Schalenrandes durch zusitz-
Tiche Randtrdger oder Einzelstiitzen kann bei ihnen verzichtet werden.

In Tabelle 4.47 werden verschiedene Konstruktionselemente angegeben, die zusam-
menwirken sollten, um bei Kuppelschalen die Lastabtragung von Eigengewicht,
Schnee und Wind zu ermdglichen.

4.8 Tragverhalten von randtragerlosen Membranschalen, deren Mittelflachen
durch eine antimetrische Lastgruppe bestimmt werden

Es werden Kuppelschalen Uber rechteckigem GrundriB untersucht, die in zwei
Ecken 'punktformig' gelagert und entlang der Tdngeren Rechteckseite horizontal
unverschieblich Tiniengelagert sind. Die Mittelfldchenform besteht aus dem Uber
der x-y-Ebene entstandenem Abschnitt einer Membranschale, die fir eine zur
y-Achse antimetrischen und zur x-Achse symmetrischen Flichenlastgruppe

q = go/cos¢ +p = 2,0/cosd + 0,75 kN/cm? {Bild 4.49) mit dem in Abschnitt 4.4
verdnderten Spannungsansatz (6) in Verbindung mit der Gleichung (28) (Abschnitt
4.5) gefunden werden (Bild 4.48).

Bei der Variation der Konstanten C des Spannungsansatzes - » < C < 5/8 entstehen
wie bei Membranschalen fiir achsensymmetrische Lastfdlle (Abschn. 4.5) Schalen-
formen mit unterschiedlich gekrimmten Schalenrdndern., Sie kinnen hinsichtlich der
Form ebenfalls in 3 Gruppen eingeteilt werden (vgl. Abschn. 4,51, Bild 4.16-4.19):

1. Gruppe: Schalen ohne negativ gekrimmten freien Rand
2. Gruppe: Schalen mit mdBig negativ gekrimmtem freien Rand
3. Gruppe: Schalen mit auffdllig negativ gekrimmtem freien Rand
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Bild 4.48: Membranschale iiber rechteckigem GrundriB, in zwei Ecken punkt-
formig gelagert, entlang der ldngeren Rechteckseite liniengelagert, Parameter

der Spannungsfunktion (13) C = 0,57.
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Bild 4.49: Lastgruppe q = = 9, /cosd + p im Schnitt x = 0 (g = 25 kN/m? * 0,08 m)

die zur Formfindung einer uber der x-y-Ebene 1iegenden Absrhn1ttes einer anti-
metrischen Membranschale verwendet wird.

Im Auftagerbereich verdickte Membranschalen der 3. Formengruppe zeigen ebensc wie
die achsensymmetrischen Membranschalen (Abschn. 4.7.2) gegenliber den Schalen der
Formengruppen 1 und 2 das ginstigste Tragverhalten, da sie .unter Eigengewicht,
Schnee- und Windlasten die geringsten Verformungen und Spannungen aufweisen. Im
folgenden wird deshalb nur noch das Tragverhalten von im Auflagerbereich verdick-
ten Schalen der Gruppe 3 mit auffillig negativ gekrimmtem freien Rand geschildert.

Schalenformen: Gruppe 3, (Parameter 0,55 < C < 5/8 der Span-
nungsfunktion)
Neigungswinkel ¢A am Linienlager
(Bild 4.48): 20° £ ¢ = 80°
Lagerbreite der Punktlager: b=0,2m,b=10m
Linienlager: horizontal unverschieblich {(u = v = w = 0)
Ldnge der kiirzeren Seite a
des rechteckigen Grundrisses: 2Zomsacs3on
Behandelte Lastfdlle: "
a) achsensymmetrisch: Nr. 1 Eigengewicht
(zur x-Achse, Bild 4.48) Nr. 2 Schnee
Nr. 6 Eigengewicht und Schnee
b) antimetrisch: Nr. 3 Wind Py
(zur x-Achse, Bild 4.50) Nr. 5 Wind Py und halbseitiger Schnee P
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Bild 4.50:  Zur x-Achse antimetrisch belastete Membranschale, Parameter der
Spannungsfunktion (13) C = 0,57, Lastfall Nr. 5

Im folgenden werden die Tendenzen des Tragverhaltens fir steile Membranschg]en
mit der kiirzeren Seitenldnge des rechteckigen Grundrisses a = 30 m aufgezeigt.

Die groBten vertikalen Durchbiegungenbbetragen im punktformigen Auflagerbereich
2,0 - 2,5mm, im Bereich des Linienlagers 1,5 - 2,0 mm, entlang der freien Rander
ungefdhr 1,0 - 1,4 mm.

Geringe Membrandruckspannungen treten in Scheitelnidhe und am Scheitel der Rand-
bogen auf (od = - 120 bis -200 N/cm?. Die groBten Hauptzugspannungen entlang der
frejen Ridnder betragen 8o-1co N/cm?, im punktfdrmigen Auflagerbereich ungeféhr
120-180 N/cm?.

Die Hauptdruckspannungen entlang des Linienlagers erreichen 250-350-N/cm? und

in der Ndhe des 'punktftrmigen' Lagers ungefdhr 300-500 N/cm?. Die am freien
Rand und an den Lagern auftretenden Biegemomente sind unbedeutend.

Grenzbéreiche des Schalendickenverhdltnisses igrenz in Punktlagerndhe, bei deren
Oberschreitung sich das Tragverhalten der Membranschalen nur noch wenig verbes-
sert, kinnen der Tabelle 4.51 entnommen werden. Sie sind -ebenso grop wie die

Grenzbereiche jgrenz der achsensymmetrischen Membranschalen in Tabelle 4.46.

Eine zwei- bis dreifache Schalendicke entlang des Linienlagers genligt dort, um
die Hauptspannungen aufzunehmen.
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Lastfall Nr. 1, 2. 3,5 . 6

kiirzere Seite a des rechteckigen Grundrisses,

a = 20nm

Lastfall-Nr,
Nr. 5

Lastfall-Nr.
1,2, 6

antimetrischsymmetrisch

Lastfall 1+5
antimetrisch
+symmetrisch

Lagerbreite b b=0,3m |b)=0,3mb=1,0m

Formengruppe 3: Membranschalen .

mit auffallig negativ gekrimm- | T1ach i =4 -5 Ji=2-3 |i=2-3

tem Rand 0,55 <C <0,625

(Bild 4,19, 4.48) steil i =5 -6 i=2-3 i=2-3

Formengruppe 1: Membranschalen | ¢racn {1 =4 -5 |i=2-3 |i=3-5

ohne negativ gekrimmten Rand

- < ( £0,5 . . . ;

(Bild 4.16b, 4.17) steil i =6 ~ 7 i=2-3 i=3-5
kiirzere Seite a des rechteckigen
Grundrisses, a = 3om

Formengruppe 3: Membranschalen . - ,

mit auffallig negativ gekrimn- | 2N |1 =5 -6 11 =3-4 1i=3-4

tem Rand 0,55 <C <0,625 i i

(B”d 4“19’ 4.48) steil i=6 -7 i=3-4 1 3 -4

Formengruppe 1: Membranschalen | fjach |4 =5 -6 |1=4-5 |i=5-6

ohne negativ gekrlimmten Rand

- » < (s o0,5 . :

° steil |[i=7-8 |i=4-5 |i=5-6

(Bild 4.16b, 4.17)

Grenzbereiche der Schalendicke § = 1grenz

(Bild 2.22) im Auflager-

bereich, bei deren Uberschreitung sich das Tragverhalten verschiedener Membran-
schalen nicht mehr mafgeblich verbessert.

*)

Bei flachen Membranschalen muB die Lagerbreite b auf 0,4 bis 0,5 m erhsht

werden, damit bei der Krafteinleitung in die Schale die in Abschnitt 2.2
festgelegten Betonfestigkeiten nicht liberschritten werden.
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5, ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde das Tragverhalten versteifter Kuppelschalen iber quadratischem Grund-
riB (Seitenldnge 30 m) auf Einzelstiitzen unter achsensymmetrischer Eigengewicht-
und Schneebelastung und unter antimetrischer Wind- und Schneebelastung unter-
sucht. Dabei wurde auf zwei Formfindungsmethoden von Schalen niher eingegangen.

5.1 Kuppelschalen, deren Schalenmittelflidchen durch Ausschnitte aus Kugel-,
E11ipsoid~ und Paraboloidschalen gewonnen werden (Abschnitt 3)

Eine VergroBerung der Auflagerbreite von 0,2 m auf 1,5 m und ein lineares An-
steigen der Schalendicke im Auflagerbereich und entlang des Randes. verringern
bei allen Lastfdllen entscheidend die Verformungen und Spannungen in der gan-
zen Schale. Abhdngig von der Geometrie der Schale gibt es Grenzbereiche fiir
Auflagerbreite und Schalendicke im Auflagerbereich und am Rand, bei deren Uber-
schreitung sich das Tragverhalten der Kuppelschalen nicht mehr maBgeblich ver-
bessert (Tab. 3.36).

Die Tragfdhigkeit eines Randtrdgers mit rechteckigem Querschnitt wird am besten
genutzt, wenn die ldngere Querschnittseite normal zum Schalenrand liegt. Der
Randtrdger ist dann 18ngs seiner Achse verwunden (Bild 2.24). Grenzbereiche, bei
deren Uberschreitung sich das von der Geometrie abhdngige Tragverhalten der
Schalen nicht mehr ausschlaggebend verbessert, sind in Tabelle 3.48 aufgezeigt.

Eine Aussteifung der Kuppelschalen durch eine groBere Schalendicke entlang der
Diagonalen bis zum Scheitel verbessert ihr Tragverhalten nur unwesentlich, weil
die Schalenrdnder dabei ungeniigend entlastet werden (Abschnitt 3.9).

In hohen Kuppelschalen, deren Auflagerbereich durch eine 'Ubergangsfliche' so
geneigt ist, daP die Auflagerkraft fast tangential eingeleitet wird, vermindern
sich die Spannungen am Schalenrand und in der Mitte des Schalenviertels wesent-
Tich fir achsensymmetrische Eigengewicht- und Schneelasten, weniger jedoch fiir
antimetrische Windlasten. Die Spannungen niedriger achsensymmetrisch oder anti-
metrisch belasteter Kuppelschalen werden dagegen nur geringfligig abgebaut. Die
Neigung der Schalenmittelfldche sollte deshalb am Lager der Auflagerkraftnei-
gung des Lastfalles Eigengewicht und Schnee angepaft werden (Abschnitt 3.6).

Yon den finf untersuchten Kuppelschalen besitzen hohe und niedrige Paraboloid-
schalen, deren Mittelfléchen durch quadratische Parabeln erzeugt werden, das
beste Tragverhalten.
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5.2 Achsensymmetrische Membranschalen (Abschnitt 4)

Die Membranformen kinnen mit Spannungsfunktionen, die im Schaleninneren stetig
verlaufen und bestimmte Randbedingungen erfillen, in Verbindung mit der
Pucher'schen Differentialgleichung gefunden werden. Die Formen stellen flr
Lastgruppen aus Fldchenlasten 'unverformte' Gleichgewichtslagen punktformig
gelagerter Membranen dar, da sie nur in Verbindung mit einer Spannungsfunktion
aus einer Krdftegleichgewichtsbeziehung abgeleitet werden. Diese Membranformen
konnen mit den Gleichgewichtslagen Ubereinstimmen, die aus einer gewdhlten Aus-
gangslage heraus, nichtlinear verformte Membranen eines linear elastischen,
isotropen Materials fiir die gleiche Lastgruppe einnehmen.

Die flir eine Lastgruppe aus Eigengewicht- und konstanter vertikaler Fldchen-
last bestimmten Schalen werden in drei Formgruppen eingeteilt:

1. Gruppe: {Bild 4.26, 4.27)
Schalen mit positiver Krimmung der Schalenmittelfldche

2. Gruppe: (Bild 4.28, 4.29)
Schalen mit positiv gekriimmtem Scheitelbereich und mdBig negativ gekrimmtem
freien Rand.

3. Gruppe: (Bild 4.30, 4.31)
Schalen mit positiv gekriimmtem Scheitelbereich und auffdllig negativ
gekrimmtem freien Rand.

Abh#ngig von der Geometrie und der Belastungsart der Schalen gibt es Grenz-
bereiche fiir die Schalendicke im Auflagerbereich, bei deren Uberschreitung

das Tragverhalten nicht mehr maBgeblich gesteigert wird (Tab. 4.46). Eine
drei- bis vierfache Schalendicke im Auflagerbereich steiler Schalen z.B. ver-
ringert die Spannungen in der ganzen Schale (3. Formengruppe, Lagerbreite

b = 0,3 m, Seitenldnge des Quadrates im GrundriB betrdgt 30 m), daB achsen-
symmetrische Flachenlasten (Eigengewicht oder Schnee) ohne weiteres abgetragen
werden konnen. Treten unsymmetrische Lasten auf (einseitige Schneelasten,
Windlasten etc.), muB die Schalendicke im Auflagerbereich auf das Sechs- bis
Siebenfache erhoht werden. )

Bei diesen Membranschalen treten entlang des freien Randes, entgegen Kugel-
und Ellipsoidschalen, nur geringe Membrankrdfte fiir die untersuchten symmetri-
schen und antimetrischen Lastfdlle aus Eigengewicht-, Schnee- und Windlasten
auf, Die Biegemomente entlang der Rdnder sind unbedeutend.
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Membranschalen brauchen bei o0.g. Belastungen entlang ihres freien Randes nicht
mehr versteift oder zusdtzlich unterstitzt werden. Die flir eine dieser Last-
gruppen definierten Membranformen sollten beim Entwurf jedoch genauestens ein-
gehalten werden. Betrdgt eine grofflidchige, nicht affine Abweichung der Hohen-
ordinate z von der ganzen Membranform stellenweise mehr als Az = + 1% (z.B.

z = lom, Az = + 1o cm), verschlechtert sich das Tragverhalten der Membran-
schalen wesentlich (Abschnitt 4.7.3).

Membranschalen der dritten Formengruppe (auffdllig negativ gekriimmter Rand)
besitzen von den untersuchten Schalen das glinstigste Tragverhalten, da in ihnen
besonders bei antimetrischen Schnee~ und Windlasten die kleinsten Membran- und
Biegespannungen auftreteh.
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Das Tragverhalten der Membranschalen (Abschnitt 4.7) wird durch SchnittgroRen
und Hauptspannungen in bestimmten Punkten ausgewdhlter Schalen charakterisiert.

Bei dieser Auswahl beschreiben die Lastfdlle Nr. 1, Eigengewicht und Schnee,
das Tragverhalten achsensymmetrisch belasteter (Abschnitt 2.3) Membranschalen.
Die Tendenzen im Tragverhalten antimetrisch belasteter Schalen werden exempla~
risch durch den Lastfall Nr, 5, Wind und halbseitiger Schnee, aufgezeigt.

Bild A1:

30m
|
i

a

.
—

Schnittgriofen von Membranschalen, die in den Tabellen A2 - A6

dargestellt sind.
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Folgende Berichte sind bereits erschienen:

74-1

74-2

74-3

74-4

75-1

75-2

75-3

761

M. Becker, J. Biihler, G. Lang-Lendorff,
K. Papailiou, J. Sittele:

Kontaktkurs EDV im konstruktiven Ingenieurbau.

G. Werner:
Experimentelle und theoretische Untersuchungen zur Er-
mittlung des Tragverhaltens biege - und verdrehbeanspruch-

ter Stdbe mit I-Querschnitt,

K. Tompert:
Berechnung kreiszylindrischer Silos auf elastischer Un-

terlage.

W. Riehle:
Studie tiber verallgemeinerte Variationsfunktionale und
ihre Anwendung bei der Methode der finiten Plattenele-

mente,

G. Miiller, R. W. Rembold, J, M. Sittele,
K. H. Schweizerhof, W. Wissmann:
Platten - Theorie, Berechnung, Bemessung.

Teil 1/A, I/B, I/C.

G. Miller:
Numerische Behandlung der Kirchhoffschen und Reissner-
schen Plattentheorie nach einer diskretisierten und er-

weiterten Trefftz-Methode.

B, A, Castrillén O.:
Beitrag zur Berechnung langer diinnwandiger dreizelliger

Tréger unter Beriicksichtigung der Profilverformung.

W. Block, G. Hisenbiegler, R.D. Kugler, H, Lieb,
G. Muller, J. Miuller, K. -H. Reineck, J. Schlaich,
K.H. Schweizerhof, F. Seible:

Platten - Theorie, Berechnung, Bemessung.

Teil II/A, II/B, II/C, 11/D.
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77-1

78-1

79-1

E. Ramm:

Geometrischnichtlineare Elastostatik und finite Elemente,

B. -M. Sulke:
Berechnung dinnwandiger prismatischer Faltwerke mit

verformbarem mehrzelligen Querschnitt.
F. Fujii:
Anwendung der Methode der finiten Elemente auf die Be-

rechnung von Stahlbetonplatten.

B. Brendel:

Geometrisch nichtlineare Elastostabilitit,
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