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Kurzfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines physikalischen
Modells sowie einer passenden numerischen Berechnungsmethode zur Vor-
hersage der Wellenbewegungen innerhalb von flexiblen hydraulischen Lei-
tungen. Ziel ist es ein Rechenmodell zu konstruieren, welches innerhalb von
Simulationen komplexer hydraulischer Systeme eingesetzt werden kann. Aus
diesem Grund liegt besonderer Fokus der Untersuchungen auf Effizienz des
Modells beziiglich der Rechenzeiten.

Das physikalische Modell basiert auf Erhaltungsgleichungen fiir das Fluid
unter Hinzunahme der Bewegungsgleichungen fiir die Leitungswand. Fiir die
entstehende quasi-zweidimensionale Formulierung werden mehrere numeri-
sche Schemata zur Berechnung entwickelt. Die Diskretisierung der Erhal-
tungsgleichungen basiert auf einer Godunov-Typ Methode zweiter Ordnung,
wobei, ausgehend von unterschiedlichen Formulierungen der Erhaltungs-
gleichungen verschiedene numerische Schemata erarbeitet und gegeniiberge-
stellt werden. Fiir die Einbindung eines Berechnungsschemas fiir die Wand-
bewegung in das Stromungsberechnungsschema werden eine sequentielle,
eine iterativ-gestaffelte und eine direkte Kopplungsmethode konstruiert. Zur
Abbildung der Wandbewegung werden sowohl einfache Modelle betrachtet,
deren Beziehungen zwischen dem Zustand in der Leitung und der momenta-
nen Dehnung durch algebraische Abhéngigkeiten ausgedriickt werden, wie
auch Modelle, die die Schwingungen der Leitung in radiale und axiale Rich-
tungen beriicksichtigen.

Fiir die entwickelten numerische Schemata wird eine Randbehandlung vor-
gestellt, welche es erméglicht, das konstruierte Simulationsmodell an wei-
tere Berechnungsmodelle hydraulischer Elemente zu koppeln, unabhingig
von numerischen Methoden, die innerhalb dieser Modelle eingesetzt werden.
Hierdurch wird eine Moglichkeit fiir den Einsatz des Berechnungsverfahren
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innerhalb von Systemsimulationen geschaffen. Erhaltungsbedingungen blei-
ben hierbei bestehen. Eine Implementierung des Modells innerhalb einer Sy-
stemsimulationsumgebung wird zur Verifizierung- und Validierungszwecken
verwendet. Bei der Verifizierung werden sowohl theoretische Aufgaben ge-
rechnet wie auch die Simulation eines fiir die Vermessung der Leitungen kon-
struierten Priifstands durchgefiihrt. Zusétzlich zum Abgleich am Priifstand
wird das Modell innerhalb von Berechnungen des Verhaltens einer vorher
vermessenen Hochdruckpumpe eingesetzt.
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Abstract

Modeling and Simulation of Transient Wave Pro-
pagation in Flexible Hydraulic Lines

The subject of this work is the development of a physical model together
with an appropriate numerical calculation method for the prediction of tran-
sient wave propagation in flexible hydraulical lines. The main target consists
in construction of a model, which is applicable within calculations of com-
plex hydraulic systems. Therefore efficiency of the numerical model is an
imortant factor of the conducted research.

The physical model itself is based on the conservation laws of the fluid, re-
garding wall motion of a line. For the emerging quasi two-dimensional form
multiple calculation schemes are developed. The discretization of conser-
vation laws is based on a Godunov-type method of second order, whereat
schemes developed started from different formulations are discussed and
compared. For the integration of a calculation scheme for the wall motion
in the flow calculation scheme following methods are introduced: sequen-
tial, iteratively-staggered and directly coupled. For modeling of wall motion
either simple approaches are used, which reflect relations between the fluid
states and strain of the line by algebraic dependencies, as well as models
that take into account vibrations of the pipe in radial and axial directions.

For the constructed numerical schemes a treatment of boundary conditions
is presented, which allows a realization of a coupling between line model
and a further element in within one calculation. The coupling scheme ful-
fills conservation and is independent from the discretization method so that
neighbour model can use any type of numerics. This allows an application of
the constructed models within simulation of complex hydraulic systems. An
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implementation of the line models within a simulation enviroment is pro-
vided and used for verification and validation. Verification is performed on
some theoretical tasks as well as on calculations of a constructed experimen-
tal setup for measurement of pulse propagation within hydraulical pipes.
Aditionally simulations of a test bench for measurement of high-pressure
pumps according to previously executed experiments are performed using
the implemented models for representation of flexible hoses of the setup.
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KAPITEL 1

Einfiihrung

1.1 Hydraulische Systeme und ihre numerische Simulation
im industriellen Entwicklungsprozess

Das Wort Hydraulik (vom griechischen hgdor ,das Wasser“und aulds ,,das
Rohr“,  die Flote“) wird oft als ein Zweig der Wissenschaft, der sich mit
den praktischen Anwendungen von Fliissigkeit in Bewegung beschéftigt,
definiert. Die ersten Untersuchungen von hydraulischen Wirkungszusam-
menhéngen gehen auf Aristoteles (384-322 v. Chr.) und Archimedes (287-
212 v. Chr.) zuriick. Als Begriinder der technischen Hydraulik gilt Joseph
Bramah (1748-1814), der verschiedene mit Druckwasser arbeitende Maschi-
nen konstruierte, die die eingebrachte Kraft um ein Vielfaches verstéirkten.
Einige seiner Erfindungen sind unter anderem Pumpen fiir Wasserwerke,
eine hydraulische Presse und die Zapfanlage. Trotz der Tatsache, dass viele
hydraulische Wirkzusammenhénge bereits vor Jahrhunderten entdeckt wur-
den, begannen die ersten detaillierten Untersuchungen hydraulischer Kom-
ponenten erst zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts. Die Entwicklung
leistungsfahiger Verdranger-Pumpen in den zwanziger Jahren des zwanzig-
sten Jahrhunderts war schliefilich der Ausgangspunkt fiir den Einzug hy-
draulischer Systeme in fast alle Bereiche der Technik. Hydraulische Kraft-
iibertragung erlaubt nicht nur ein Arbeiten mit sehr hohen Kriften, sondern
garantiert oft exakte Bewegungsabliufe und ein ,,weiches Arbeiten®.

Heute wird die rasante Weiterentwicklung hydraulischer Komponenten vor
allem durch die Entwicklung der modernen Kraftfahrzeug- und Nutzfahr-
zeugtechnik vorangetrieben. So funktionieren heute fast alle Lenk- und

Bremssysteme sowie alle Vorrichtungen zum Heben und Senken von Lasten



1 Einfithrung

bei mobilen Bau- und Landmaschinen hydraulisch. Zu weiteren Systemen,
deren Auslegung prizises Wissen der hydraulischen GesetzmiBigkeiten er-
fordert, zéhlen die Einspritzsysteme von Verbrennungsmotoren.

Mit steigender Komplexitéat der modernen Hydraulikkomponenten und stei-
genden Anforderungen an deren Préizision und, zusammen mit immer kiirzer
werdenden Schaltzeiten und hohem Wirkungsgrad, wird es immer schwieri-
ger, nur anhand von Zeichnungen, Handrechnungen und Mustererprobungen
alle wihrend des Betriebs auftretende Effekte zu erfassen und zu verstehen.
Seit iiber zehn Jahren wird daher die sogenannte eindimensionale (1-D)
Hydrauliksimulation innerhalb eines Entwicklungsprozesses neuer Kompo-
nenten zu Hilfe genommen. Die Grundidee der entsprechenden Tools zur
Systemsimulation ist das Abbilden des Systems durch das Zusammensetzen
und Parametrisieren von Untermodellen - physikalischen Modellen fiir ein-
zelne Wirkungszusammenhénge, wie beispielsweise Bewegung einer Masse
oder Durchstrémung einer Drossel.! Bei virtueller Abbildung hydraulischer
Komponenten wird hierbei ausgenutzt, dass die Stromung prinzipiell von
eindimensionalem Charakter ist, so dass hydraulische Pfade modellhaft ab-
bildbar sind.? Als ein Beispiel skizziert Abbildung 1.1 eine sehr vereinfachte
Darstellung des eindimensionalen Modells eines Dieselinjektors innerhalb
der Simulationsumgebung AMESim.?'# Im realen Entwicklungsprozess wer-
den Modelle benutzt, deren Komplexitdt um ein Vielfaches grofler ist, so
dass auch viele kleinere physikalische Effekte in den Rechnungen mitberiick-
sichtigt werden konnen. Ferner werden simulativ immer 6fter nicht nur ein
einzelner Injektor oder eine Pumpe betrachtet, sondern komplette Einspritz-
systeme. Dennoch sind, dank des Einsetzens von effizienten Methoden zur
Berechnung der Einzelelemente die Rechenzeiten iiberschaubar. Aus die-
sem Grund geht die Tendenz in den letzten Jahren weg vom Benutzen von
Simulationsmodellen nur als ein Analyse-Werkzeug hin zu einem festen Be-
standteil der Musterentwicklung. So kénnen heute viele Designs noch vor
der Musterfertigung und Erprobung simuliert und bewertet werden. Ferner
werden dank relativ kurzer Rechenzeiten viele Designoptimierungen bereits

1Zum iiberwiegenden Teil basieren einzelne Untermodelle auf geschlossene Lsungen
oder gewdhnliche Differentialgleichungen. Im urspriinglichen Sinn spricht man von
1-D Modellen, die aus 0-D Untermodellen, sogenannten Modellen mit konzentrierten
Parametern, zusammengesetzt werden.

2Diese bestehen grofitenteils aus hydraulischen Volumina, Leitungen und Widersténden.

3AMESim steht als Abkiirzung fiir ,,Adaptive Modeling Environment for Simula-
tion“ und ist heute das meist verbreitete Tool zur Berechnung komplexer mechanischer
und hydraulischer Systeme. Entwickelt wurde die Umgebung von LMS.IMAGINE.

4Entnommen aus AMESim User Manual, [Int08].



1.1 Hydraulische Systeme und ihre numerische Simulation im industriellen
Entwicklungsprozess

ball valve

e |
injector displacement

nozzle [IEIGN injected volume

s
(1]

Abbildung 1.1: Vereinfachte Darstellung eines Dieselinjektors in der
Simulationsumgebung AMESim.

anhand der Berechnungsmodelle vorgenommen.

Das Entwickeln und Optimieren anhand virtueller Prototypen ist jedoch nur
beim Vorhandensein physikalisch fundierter, numerisch effizient umgesetz-
ter und validierter Untermodelle moglich. Innerhalb der letzten Jahre sind
im Rahmen unterschiedlicher wissenschaftlicher Arbeiten zahlreiche Unter-
modelle erarbeitet worden. Einige Modelle befinden sich noch in der Ent-
wicklungsphase, so dass noch nicht alle Bereiche der Hydraulik simulativ in
zufriedenstellender Qualitit erfasst sind. Diese Arbeit beschéftigt sich mit
der Konstruktion und Umsetzung eines neuen Modells fiir eindimensionale
Hydrauliksimulationen.



1 Einfithrung

1.2 Stand der Forschung, Aufgabenstellung und Ziele der
Arbeit

Ausgangspunkt fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersu-
chungen ist die Suche nach einem Konzept eines effizient rechnenden und
flexibel einsetzbaren Modells zur Simulation der Wellenbewegungen inner-
halb von Schlauchleitungen, welches innerhalb der Simulationen hydrauli-
scher Systeme verwendet werden kann.

Modelle zur Vorhersage der Wellenausbreitung in hydraulischen Leitungen
haben eine etwa hundertjahrige Geschichte. Die ersten in sich geschlossenen
Modelle fiir starre Leitungen entstanden in den Arbeiten von Prandtl und
Nikuradze (vgl. [Oer02]). Sie dienten primér zur Beschreibung der Verlu-
ste innerhalb einer Leitung sowie des allgemeinen Durchflussverhaltens mit
geschlossenen Formeln. Die ersten Untersuchungen einer flexiblen Leitung
gehen auf Korteweg zuriick (vgl. [Kor78]). Diese analysierten den wichtig-
sten aus empirischen Beobachtungen bekannten Einfluss der Wandelastizitét
- die starke Anderung der Signalausbreitungsgeschwindigkeit und stellten
diese Anderung in eine Beziehung zu den physikalischen GréBen der Lei-
tungswand.

Erst in den 1990er Jahren mit der Entstehung der Berechnungstools fiir
komplexe hydraulische Systeme wurden effiziente Modelle wieder aufgegrif-
fen und weiterentwickelt. An erster Stelle sind dabei die Arbeiten [JE89],
[JE91] und [SRLJ93] zu nennen®, die den Grundstein der hydraulischen Bi-
bliothek in AMESim bilden. Bei der effizienten Leitungsmodellierung ist fer-
ner die Arbeit von M. Beck ([Bec03]) hervorzuheben. Hier wurde zur Berech-
nung von Stromungen mit Phaseniibergang ein eindimensionales Leitungs-
modell fiir ideal starre Leitungen vorgestellt, welches mit einem Godunov-
Typ Verfahren arbeitet und innerhalb einer Systemsimulation verwendbar
ist. Seit der Version 2007 sind auch in der Bibliothek von LMS.IMAGINE
eine sogenannte ,, Lax-Wendroff-Leitung®, sowie eine ,, Godunov-Leitung* fiir
starre Leitungen verfiigbar. Dort wurde die Lax-Wendroff Methode bezie-
hungsweise die (original-)Godunov-Methode zur Bestimmung der Wellen-
ausbreitung herangezogen.®

5Weitere in dieser Reihe durchgefiihrten Arbeiten an der Universitit Bath sind in den
genannten Publikationen referenziert.

6 Aktuelle Implementierungen zeigen bislang leider eine Reihe von Schwierigkeiten bei
Rechnungen mit Phaseniibergang, wie in [EBJO0S8] festgestellt wurde.



1.2 Stand der Forschung, Aufgabenstellung und Ziele der Arbeit

Die Godunov-Typ Methoden sind zwar bereits seit iiber 50 Jahren in der
Entwicklung und seit den achtziger Jahren des letzten Jahrhunderts sind
auch stabil funktionierende Verfahren hoéherer Ordnung bekannt, jedoch
findet ihr Ubertragen von akademischen Aufgabestellungen in universelle
Berechnungsmodelle nur sehr langsam statt. Die Anpassung der numeri-
schen Verfahren an reale Modellgleichungen und reale Randbedingungen
stellt sich als schwierig heraus.

Fiir flexible hydraulische Leitungen sind bislang keine Modelle bekannt,
die mit der Godunov-Numerik arbeiten. Dies liegt im Wesentlichen daran,
dass die Modellgleichungen fiir die quasi-zweidimensionale Stromung zusam-
men mit der Erginzung durch die Gleichungen fiir die Wanddehnung eine
Aufgabe bilden, auf welche als Gesamtgleichungssystem ein Godunov-Typ-
Verfahren nicht ohne Weiteres anwendbar ist. Moglichkeiten zur Kopplung
eines allgemeinen Struktur-Losers an ein Godunov-Typ-Schema, mit wel-
chem ein Teil des Gleichungssystems diskretisiert wird sowie Konstrukte
zur Erzeugung eines effizienten numerischen Gesamtverfahrens, werden un-
ter anderem erst im Laufe dieser Arbeit vorgestellt. Die meisten bis dato
existierenden Modelle zur Berechnung der Wellenbewegung in Schlauchlei-
tungen basieren entweder auf Untersuchungen im Frequenzbereich oder ope-
rieren mit numerischen Methoden, die auf Strémungsgleichungen in nicht
erhaltender Form angewendet werden.

Prinzipiell lésst sich das Problem einer transienten Wellenausbreitung mit-
tels Fourier-Transformation in den Frequenzbereich iibertragen und die Lo-
sungen aus dem Frequenzbereich kénnen anschlieffend durch eine inverse
Fourier-Transformation im Zeitbereich betrachtet werden. Dieses Vorgehen
ist jedoch fiir die Implementierung innerhalb einer Simulationsumgebung
ungeeignet und kann hochstens zu Validierungszwecken oder zur Paramete-
ridentifikation einer Leitung verwendet werden. Eine ausfiihrliche Analyse
der Schlauchleitungsmodelle im Frequenzbereich wurde in Verbindung mit
zahlreichen experimentellen Untersuchungen in der zu dieser Arbeit parallel
stattfindenden Arbeit [Leo08] vorgenommen.

Einige weitere Untersuchungen der Modellierungsmoglichkeiten fiir flexible
Leitungen entstanden in den letzten Jahren im Zusammenhang mit Analy-
sen akustischer Vorgénge in der Hydraulik. Hervorzuheben sind die Arbeiten
[Mae06, GF07] sowie weitere Untersuchngen gleicher Autoren, die in diesen
Arbeiten referenziert sind. Bei diesen Rechenmodellen wird jedoch fast aus-
schliefllich von inkompressiblen Vorgéngen ausgegangen. Erweiterungen und
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Adaptionsmoglichkeiten in Systemsimulationen sind Gegenstand aktueller
Untersuchungen.

Im Rahmen einer Hydraulik-Simulationsumgebung wird fast immer zwi-
schen Modellen fiir Rechnungen von isentropen und nicht isentropen Pro-
zessen unterschieden. Die Philosophie der Simulation ldsst sich dabei wie
folgt ausdriicken: Werden lediglich sehr kurze Vorgédnge simuliert, wie zum
Beispiel ein oder mehrere Einspritzvorgénge eines Dieselinjektors, oder Sy-
steme, die von der Umgebung abgekoppelt sind, so kann der Entropieaus-
tausch mit der Umgebung vernachlissigt werden.” In diesem Fall kann
es angenommen werden, dass sich das simulierte System nur innerhalb
von adiabatisch dquivalenten Zustdnden bewegt und die Zustandsgleichung
des Fluids durch die Gleichung p = p(p,Ty) approximiert werden kann
(vgl. [LMSO07]). In AMESim sind daher die hydraulischen Komponenten in
zwei Bibliotheken aufgeteilt: ,, Hydraulic Component Design® und ,, Thermo-
Hydraulic Component Design®. Die Untermodelle aus den beiden Biblio-
theken sind a priori nicht miteinander koppelbar und sind a priori nicht
innerhalb eines Simulationsmodells zu verwenden. Die Unterschiede in der
Rechenzeit der Modelle mit Komponenten aus den beiden Bibliotheken
sind teilweise sehr grof}. Die Hydraulik-Bibliothek beinhaltet zusétzlich ei-
nige Komponenten, die in der Thermo-Hydraulik-Bibliothek, entweder aus
Griinden der Numerik oder Modell-Komplexitét, nicht implementiert sind.
Ferner gibt es zu bemerken, dass innerhalb der Robert Bosch GmbH bereits
einige sehr effiziente Untermodelle fiir isentrope Simulationen entstanden
sind, die in einem sehr breitem Spektrum von Berechnungen eingesetzt wer-
den.

Das primére Ziel dieser Arbeit besteht in einer vollsténdigen Beschreibung
und Konstruktion eines isentrop rechnenden numerischen Modells einer fle-
xiblen hydraulischen Leitung, welches innerhalb der Simulationen hydrau-
lischer Komponenten beziehungsweise ganzer hydraulischer Systeme oder
Priifstéinde einsetzbar ist.®? Vorgreifend sei an dieser Stelle gesagt, dass im
Laufe der Arbeit dabei klargestellt wird, dass hierzu die Konstruktion eines
neuen numerischen Schemas notwendig ist, welches entweder eine effiziente

"Wichtige Annahme hierbei ist, dass die Druckschwankungen im berechnetem System
»klein“ bleiben. , Klein“ definiert sich hierbei gerade durch die Vernachléssigbarkeit
der Entropieinderung und kann beispielsweise fiir Diesel-Einspritzsysteme ,unter
300 bar“ bedeuten.

8Die Aussagekraft eines solchen Modells ist dabei im Vorfeld zu untersuchen.

9Die Effizienz des Modells und der numerischen Umsetzung sind von zentraler Bedeu-
tung.



1.3 Aufbau der Arbeit

Kopplung zwischen dem Struktur-Loser und der Godunov-Methode reali-
siert oder eine Godunov-Typ-Diskretisierung insofern erweitert, dass einige
Gleichungen des Gesamtsystems innerhalb der Diskretisierung von einem
externen Loser bearbeitet werden kénnen.'® Ferner wird die Entwicklung
einer Randbehandlung benoétigt, die die Integration des numerischen Sche-
mas in zentral gesteuerte Systemsimulationen moglich macht, unabhéngig
davon mit welchen Modellen und numerischen Verfahren die benachbar-
ten Elemente der Leitung interagieren. Schliellich ist die Verifizierung und
Validierung eines jeden entworfenen Leitungsmodells unabdingbar fiir den
Einsatz innerhalb der entwicklungsrelevanten Berechnungen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Grundsétzlich bildet die Struktur der Arbeit einen Pfad zur Konstruktion
eines numerischen Rechenmodells zur Abbildung der Wellenbewegung in
Schlauchleitungen, welches innerhalb von Systemsimulationen einsetzbar
ist. Hierzu werden nacheinander Modellansétze sowie Theorie der Model-
lierung, numerischer Zugang zu Gleichungen, Analyse der Implementierung
in Systemsimulationen und Validierung des Modells vorgestellt.

Das erste Kapitel erldutert die dieser Arbeit zugrunde liegende Fragestellung
und veranschaulicht den heutigen Stand der Entwicklung im behandelten
Bereich.

Im zweiten Kapitel werden die zur Modellerstellung vorgenommenen An-
nahmen erldutert und Modellgleichungen werden hergeleitet. Hierbei wird
separat auf die Erhaltungsgleichungen der Fliissigkeit, die Wandbewegungs-
gleichungen und Reibungsmodellierung Bezug genommen. Durch die Ana-
lyse wird ein quasi-zweidimensionales Modell zur Berechnung der Wellen-
ausbreitung in flexiblen Leitungen konstruiert, welches in Verbindung mit
unterschiedlichen Wandbewegungsmodellen verwendet werden kann.

Im folgenden dritten Kapitel werden Eigenschaften der Fluid-Gleichungen
untersucht und numerische Schemata zur Konstruktion diskreter Berech-
nungsvorschriften zur Losung der Erhaltungsgleichungen werden vorgestellt
und auf das im zweiten Kapitel konstruierte Problem angepasst.

10Tm Verlauf der Arbeit werden beide Vorgehensweisen analysiert und entsprechende
Loésungen werden vorgestellt.



1 Einfithrung

Das vierte Kapitel behandelt Methodiken zur Konstruktion eines Gesamtal-
gorithmus zur Losung des gekoppelten Problems. Hierbei werden zunéchst
die Schemata zur Diskretisierung der Wandbewegungsgleichungen konstru-
iert und anschlieflend werden unterschiedliche Méglichkeiten der Einbindung
des Gleichungslosers in das Finite-Volumen-Schema entwickelt und unter-
sucht.

Im anschliefenden fiinften Kapitel werden die entwickelten Ansétze zur Ein-
bindung des Rechenmodells in eine Simulationsumgebung zur Berechnung
hydraulischer Systeme dargestellt. Es wird eine Methode zur Kopplung ei-
nes Randelements eines Finite-Volume-Schemas an ein weiteres Element der
Systemsimulation, welches mit einem beliebigen numerischen Verfahren ar-
beiten kann, entwickelt.

Im sechsten Kapitel wird das Modell verifiziert und validiert, sowohl an-
hand theoretischer Aufgaben, als auch durch Berechnungen real gemessener
Vorgénge.

Das siebte Kapitel fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen
Ausblick auf mogliche weitere Untersuchungen.



KAPITEL 2

Mathematische Modellierung
einer Schlauchleitung

Zur Beschreibung der instationdren Stromung sind viele Modellierungs-
ansétze bekannt. Den allgemeinsten Ansatz stellen die Navier-Stokes-
Gleichungen dar, welche das Verhalten einer dreidimensionalen Stromung
fiir ein viskoses kompressibles Fluid beschreiben. In fiir praktische Anwen-
dungen relevanten Rechnungen werden meistens Vereinfachungen getroffen,
so dass das reduzierte Modell kiirzere Rechenzeiten aufweist und dabei die
wichtigsten Effekte der abgebildeten realen Vorgénge erfasst. Die Annah-
men, die bereits an dieser Stelle getroffen werden, resultieren direkt aus
dem angestrebten Einsatzgebiet der zu entwickelnden Leitungsmodelle.

Das hier angestrebte Modell lésst sich als ein quasi-zweidimensionales Mo-
dell klassifizieren und basiert auf der integralen Form der Erhaltungsglei-
chungen, die fiir einen Ausschnitt der hydraulischen Leitung als Kontroll-
volumen aufgestellt werden. Da das Modell unter anderem auch fiir Rech-
nungen mit Druckénderungen von iiber hundert bar benutzbar sein soll, ist
die Fliissigkeit als kompressibel zu betrachten. Die Aufstellung der Erhal-
tungsgleichgen erfolgt unter Hinzunahme folgender Konventionen:

1. Die Leitung ist vollstdndig mit Fluid gefiillt.

2. Die Schlauchwand soll durch die Druckénderungen nur kleine Dehnun-
gen erfahren, so dass die Stromung im Allgemeinen vom eindimensio-
nalen Charakter ist.!

1Bei der Rohrstromung wird im Allgemeinen dazu gefordert, dass der lokale Aufwei-
tungswinkel der Wand, beziehungsweise die lokale Anderung des Leitungsradiuses,
stets 10 Grad nicht iiberschreitet, vgl. [BG97].
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3. Die Kriimmung der Leitung im Raum ist vernachléssigbar klein.

4. Die aufleren Einfliisse, wie die Gravitation, magnetische Kréfte und
Druckschwankungen des Atmosphéren-Drucks, konnen vernachléssigt
werden.

Abbildung 2.1: Koordinaten der Fluidsédule der Leitung.

Zur Beschreibung der Leitungsstromung wird, unter der Verwendung der
Koordinatendarstellung aus Abbildung 2.1, folgende Notation verwendet:

A(z, t) Rohrquerschnitt
o Innendurchmesser der entspannten Leitung
L Lénge der entspannten Leitung

p(r,¢,z;t) Lokale Dichte im Leitungsinneren
p(r,¢,z;t)  Lokaler Druck im Leitungsinneren
e(r,¢,z;t) Lokale Energiedichte im Leitungsinneren
v(r,¢,z;t) Lokaler Geschwindigkeitsvektor des Fluids.

Ferner werden als Berechnungsgréfien die iiber den Leitungsquerschnitt A
gemittelten Groflen verwendet:

plat) = o [ ot
o(z,t) = A(;t)/APx[v(r,é,x;t)]dA (2.0.1)
p(a,t) = A(i,t) /A (1, &, £)dA.
e(z,t) = A(i’t)/Ae(r,cz)@;t)dA.

Diese integral-gemittelten Zustandsgrofien seien stetig differenzierbare Funk-
tionen in Ort und Zeit im gesamten Definitionsbereich: (z,t) € ([0, L] x [0, 00)),

10



2.1 Erhaltungsgleichungen der Stréomung in flexiblen Leitungen

so dass eine differentielle Darstellung der Grofien stets moglich ist.!?

2.1 Erhaltungsgleichungen der Stromung in flexiblen
Leitungen

Zur Beschreibung der Stréomung in einer flexiblen Leitung unter den oben
eingefiihrten Vereinbarungen werden fiir einen infinitesimalen Leitungsab-
schnitt die Massen-, Impuls- und Energiebilanz aufgestellt.

Es bezeichnen zg und z1 :=
zo + Az die linke und die
rechte Grenze des betrach-
teten Abschnitts. Mit ng

und n; werden die entspre- = =
chenden &Aufleren Normalen T 1 =|z0 + Az
zu den Schnittflichen der

Leitung gekennzeichnet (vgl. Podp no GESIE

Abb. 2.2). Man beachte an
dieser Stelle, dass aufgrund
der oben getroffenen Annah- Abbildung 2.2: Leitungsabschnitt.
men die Schlauchwand sym-

metrisch zu der Langsachse

der Leitung ist. Ferner bezeichne M die Mantelfliche des betrachteten Fluid-
Gebiets und nj; die duflere Normale von M.

Die Erhaltung der Masse lisst sich fiir einen Leitungsabschnitt als Gleich-
gewicht zwischen der Massendnderung im Gebiet und der Konvektion iiber
die Abschnittsgrenzen aufschreiben:

ro+Azx
% / / pdAdr = / pv-ng dA— / pv-n; dA. (2.1.1)
o  A(z,t) A(zq,t) A(zo+Az,t)

Mit der oben eingefithrten Notation ergibt sich fiir die integrale Massener-

12Tn Hinsicht auf die Losbarkeit des aus dem Modell resultierenden Gleichungssystems
wird diese Bedingung an der entsprechenden Stelle abgeschwicht.

11
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haltungsgleichung fiir einen Leitungsabschnitt:

zo+Ax

% / Ap dz = A(zo, t)p(z0, t)v(zo,t)—A(zo + Az, t)p(zo+Az, t)v(x0+AL, ).

o

(2.1.2)

Die Bildung des Grenzwertes Az — 0 liefert die differentielle Darstellung
der Massenerhaltungsgleichung:

O (ap)— 3 (apn) =0, (2.1.3)

Die zeitliche Anderung der Projektion des Impulses pv auf die z-Achse er-
folgt nach den vereinbarten Konventionen lediglich durch die Einwirkung
der Druckkrifte und der Spannung am Rande des Gebiets. Es bezeichne +
den Tensor der viskosen Schubspannungen, so dass die Cauchy-Spannungen
im Fluid, o, sich als

op=1—pl (2.1.4)
schreiben lassen. Mit 1 wird hierbei der Einheitstensor notiert.

Die integrale Impulsbilanz fiir den betrachteten Abschnitt der Fluid-Séule
lautet:

zp
4 J [ pvdedrdz = [ (r=pl) -nodedr+ [ (7 —pl)-nidedr
o A1) A(ro) Ary)

+ [ (= (p—pa)l) -nps dM.
M

(2.1.5)

Dabei bezeichnet p, den Druck auflerhalb der Fluidsdule der Leitung. Fiir
unendlich steife Leitungen wird fiir p, der Umgebungsdruck angenommen
und der Term wird fast immer vernachléssigt. Fiir flexible Leitungen ist p, =
pa(z,t) der Druck in der Leitungswand, genauer gesagt an ihrem inneren
Rand.'® Die Anwendung des Transportsatzes (vgl. Anhang A.1.) auf die

13In den Voruntersuchungen zu dieser Arbeit, [Eis04], wurde eine andere Herleitung der

Impulserhaltung durchgefiihrt, bei der der Term (pa %A) vernachlédssigt wurde. Dies

fithrt jedoch teilweise zu einer starken Unterschétzung der Wellenddampfung.

12
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linke Seite der Gleichung und des Integralsatzes von Gaufl auf die Integrale
iiber 7 liefert:

Z1

I 2 o)+ Lo )| dr = —Aw)p(a) + Alolp(zo)
= [((p=pa)1) -mpdM (91 6)
M

T
+ [ [ V-7 dgdrdz.
To A(z)

Ferner wird die Gleichung mit ﬁ multipliziert, es wird der Grenziiber-
gang Ax — 0 gebildet. Fiir die Abschitzung des zweiten Integrales der
rechten Seite wird Folgendes ausgenutzt: Fiir sehr kleine Az kann der Ver-
lauf der Schlauchwand mit einer linearen Funktion {iber x angendhert wer-
den (vgl. Abb. 2.2). Bei dieser Betrachtung wird der dargestellte Abschnitt
der Fluidsdule zu einem Kegel und die duflere Normale des Integrations-
gebiets wird zu einer Konstante. Mit der oben vorausgesetzten Glattheit
von p kann der Grenzwert gebildet werden. Die Flidche des Integrationsge-
biets kann dabei mit der Formel fiir die Mantelfliche eines Kegels, |M| =
7(r(zo) + r(21))y/(r(z1) — r(x0))? + Az2, bestimmt werden. Dadurch ergibt

sich fiir den Wert des dritten Terms der rechten Seite (p — pa)aéA und die
X

Gleichung (2.1.6) vereinfacht sich zu

0 0 0 0
S Ao+ - (Apvv) == 2 (Ap) + (= pa) 5o A+ [ Ve doar
A(z)
beziehungsweise zu
9 9, o L0 9
E(Apv) + %(Apv )+A%p = / V-1 d¢dr paamA. (2.1.7)

A(z)

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung, der sogenannte Rei-
bungsterm, wird an dieser Stelle nicht weiter vereinfacht oder approximiert.
Der Bestimmung dieses Terms ist im Rahmen der Arbeit ein separater Ab-
schnitt gewidmet, siehe 2.4.

Zur besseren Ubersicht wird in weiteren Umformungen die gesamte rechte
Seite durch die Bezeichnung

0
R= / V.7 dgdr —pay-A (2.1.8)
A(z)

13
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abgekiirzt.

Die Formulierung der Energieerhaltung erfolgt analog zu der Aufstellung
der Impulserhaltung. Es wird davon ausgegangen, dass die Fluidsdule der
Leitung wahrend der simulierten Vorgénge keine inneren Wéarmequellen be-
sitzt. Damit dndert sich die Gesamtenergie in einem Leitungsabschnitt, die
sich als Summe der inneren Energie und der kinetischen Energie darstellen
ldsst, nur aufgrund der Druckkrifte, der Reibung und der Wéarmeiibertra-
gung aus der Leitungswand q. Analog zu der Definition (2.0.1) sei g der
integrale Mittelwert der Projektion von q auf die z-Achse.

1
| pe+ Epv2 dodr de = J (=vp+Tv+aq)- ngdedr

a
b 3o 4(z0) A(zo)

z]
T

g

+ [ (—vp+71v+aq) n; dodr
A(zy)

+ [(=v(p—pa) +Tv+4q) nydM.
M

(2.1.9)

Multipliziert man die Gleichung (2.1.9) mit ﬁ und fiihrt die Grenzwertbe-

trachtung durch, so erhélt man die differentielle Form der Energieerhaltung.
Die Approximation des Integrals iiber die Mantelfliiche des Gebiets erfolgt
dabei analog zu der obigen Vorgehensweise bei der Herleitung der Impuls-
gleichung.

9 Loy, 2 L2y = 92 o2
S (Aple+ 30%) + o (Apule+ 307) = — = (Aup) +v(p —pa) - A

+ [ V(r-v+aq) dodr.

Ale)
(2.1.10)

Eine genauere Darstellung des letzten Terms der Gleichung wird an dieser
Stelle ebenfalls ausgelassen. Die Terme, die den &ufleren Einfluss auf die
Zustandsgrofen beschreiben, werden mit der Bezeichnung

Q= / V(r-v+aq) dd)dr—vpa%A (2.1.11)
A(z)

14
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abgekiirzt. Ferner wird mit der Einfithrung der spezifischen Enthalpie h =
e+ p/p und durch die Zusammenfassung des zweiten und dritten Terms der
rechten Seite der Gleichung die Darstellung vereinfacht:

0 1 9 %) 19 o,
a(Ap(e + v ) + %(Apv(h + v ) — vp%A =Q. (2.1.12)

Eine vektorielle Zusammenfassung der differentiellen Erhaltungsgleichungen
erlaubt die Darstellung;:

Ap Apv 0
0 0 2 2 —
5 Apv1 ) + py Apv o + Aa—gp =| R
Ap(e + 5v%) Apv(h + 5v%) —vpg- A Q
(2.1.13)

Die obere Form des hergeleiteten Gleichungssystems kann als quasi-
konservative Darstellung bezeichnet werden. Fiir eine Leitung mit einer star-

ren Wand entféllt der Term (%A. Ferner ist dadurch die Fliche A eine
Konstante und kann aus den jeweiligen Differentialen herausgezogen wer-
den. Multiplikation der Gleichung mit % ergibt eine Gleichung, die sich
lediglich durch die Quellterme von der Euler-Gleichung unterscheidet. Fiir
vernachlissigbar kleine Quellterme ist sie hyperbolisch und streng konser-

vativ beziiglich der Fluid-Zustandsgréfien p, pv und p(e + %vz).

2.2 SchlieBung und Reduktion des Systems

Die im vorherigen Abschnitt hergeleiteten Erhaltungsgleichungen zur Be-
schreibung des Fluids stellen noch kein abgeschlossenes Gleichungssystem
dar. Zum einen fehlt noch eine Gleichung, die eine algebraische Beziehung
zwischen Druck, Dichte und Temperatur ausdriickt. Diese beschreibt die Ei-
genschaften des Fluids in der Leitung und wird daher als Zustandsgleichung
bezeichnet. Zum anderen sind die Erhaltungsgleichungen durch zusétzli-
che Gleichungen zu ergéinzen, die die Anderung des Leitungsquerschnitts
in Abhéngigkeit von dem Zustand des Fluids beschreiben. Ferner wird ein
Modell zur Berechnung der Wandschubspannung bendétigt, auf welches im
Rahmen dieser Arbeit in Abschnitt 2.6 eingegangen wird.

Das Aufstellen der Zustandsgleichungen fiir reale Fliissigkeiten wurde be-
reits in vielen Arbeiten untersucht. Es bleibt jedoch, vor allem was den

15



2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Phasentibergang und den Ausgasungsprozess betrifft, zum Teil bis heute
ein Thema fiir weitere experimentelle und modelltheoretische Analysen.

Das Zustandsverhalten eines Fluids lasst sich durch eine thermische Zu-
standsgleichung

p=p(p,T) (2.2.1)

und einer energetischen Zustandsgleichung
e=¢e(p,T) (2.2.2)

vollsténdig beschreiben. Beide Funktionen seien invertierbar beziiglich jeder
Variablen. Ferner sei eine algebraische oder eine differentiell-algebraische
Beziehung existent, die den Zusammenhang zwischen den Zustandsvariablen
des Fluids und der Querschnittfliche der Leitung herstellt. Diese modelliert
die Bewegung der Leitungswand und wird in dieser Arbeit in der Form

{ A=n(rg+w)?

2.2.3
FIee(w, p,v,est) = 0 (223)

dargestellt. Dabei ist F7!** das Dehnungsmodell und w = w(z;t) die Funk-
tion der Wanddehnung. F7¢® sei dabei so aufgestellt, dass fiir beliebige feste
(p,v,e;t) die Funktion w differenzierbar ist. Es wird angenommen, dass da-
mit die Aufgabenstellung bestehend aus den Gleichungen (2.1.13), (2.2.1),
(2.2.2) und (2.2.3) stets eine eindeutige Losung hat.

Das System der Erhaltungsgleichungen (2.1.13) wird weiter umgeformt.
Dazu sei vermerkt, dass p und A stets streng positiv sind. Zur besseren
Ubersicht wird der Begriff der materiellen Zeitableitung'® eingefiihrt, defi-
niert durch

D 1o} 0

Unter Beachtung der obigen Bemerkung lasst sich die Massenerhaltungs-
gleichung wie folgt schreiben:
10 0 0

v
Afp&(l“ﬁ) tovt Afp%(AP) =0.

14 Prinzipiell handelt es sich dabei um die Anwendung der verallgemeinerten Kettenregel
auf Funktionen, die zeitlicher und ortlicher Abhéingigkeit unterliegen: %f(t; z(t)) =

2 Bl 2
5if + 5.1 mx(t)-
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2.2 SchlieBung und Reduktion des Systems

In der eingefiihrten Notation der materiellen Zeitableitung lautet sie somit

D [1 0

Analog dazu wird mit der Impulsgleichung verfahren. Sie wird mit der Kon-
tinuitédtsgleichung erweitert:

0 13 0 0 2 o ,
E(Apv) —v (a(Ap) + %(Apv)) +%(Apv ) +p%A =R

=0

und es ergibt sich folgende Darstellung:
D 0
Apﬁthrp%A =R. (2.2.6)

Die Energiegleichung ldsst sich mit mehrfacher Anwendung der partiellen
Ableitung in dieselbe Form bringen:

0 1 9 1 o 0 0 0 1o} .
Ap& <e + 3 )+ (e + 3Y ) (E(Ap) + %(Apv)) —&-%(Avp)—vp%A =Q

=0

und weiter vereinfacht:

D 1 0
Apﬁ (e + 5'02) + Aa—x(vp) =Q. (2.2.7)

Es werden noch weitere Umformungen der Energiegleichung vorgenommen.
Das Aufteilen des ersten Terms und das Einsetzen der Gleichung (2.2.6) in
(2.2.7) liefert:

D 0 o o
Ap—=e—vp—A+ Ap—uv + Av—p=Q — vR.
PDie ™ Pag AT Argyu T Avg p=Q -k

Ferner wird auch der dritte Term der linken Seite entsprechend der Form
(2.2.5) der Kontinuitétsgleichung ersetzt:
D D ( 1 ) vp O v 0 1

—e+ Ap— ————A+-—p=—(Q - .
Dte+ oy Ap Oz +p6xp Ap(Q vE)

Ap
Weitere Vereinfachungen ergeben schliellich eine Gleichung der Form

Df\_» D, wd, vo 1 5
Dte+th (p)_AthA Ap(?xA p8$p+Ap(Q vR),
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

deren linke Seite mit Hilfe der Relation von Gibbs

D D (/1 D

durch das Produkt der Temperatur und Entropieinderung ersetzt werden
kann. Die dadurch entstehende Gleichung

Dg_p 0, 9p 0, v0 L o

DtS_ A (9tA 2Ap8mA p@xp+ A (Q —vR) (2.2.9)
ldsst folgenden Gedankengang zu: Die Entropie der Fliissigkeit &ndert sich
nur dann signifikant, falls eine der folgenden Behauptungen zutrifft:

a. Die Querschnittfliche A macht eine relativ grofie zeitliche Anderung
im Vergleich zu ihrer Nominalgréfle. Dies konnte zum Beispiel auf-
grund des Dehnungsmodells der Fall sein oder aufgrund der Einwir-
kung grofler externer Krifte auf die Leitungswand.

b. Die Querschnittfliche A weist rdumlich grofle Spriinge auf.
c. Es herrschen starke Druckunterschiede in der Leitung.

d. Die Leitung unterliegt einem starken Warmeaustausch mit der Um-
gebung oder die Reibungskréfte sind so grofl, dass sie einen nennens-
werten Beitrag zur Entropiedinderung leisten kénnen.

Die Gleichung (2.2.9) beschreibt mathematisch aus empirischen Beobach-
tungen bekannte Phinomene, die zu einer langfristigen Temperaturinde-
rung der Fliissigkeit in einem hydraulischen Pfad mit einer variablen Durch-
flussfldche fithren konnen: Eine quasi-zweidimensionale Strémung, die keine
Drosselstellen beinhaltet, nur schwachen Warmeaustausch mit der Umge-
bung erfdhrt und keiner permanenten Druckpulsation ausgesetzt ist, unter-
liegt nur sehr schwachen Entropieschwankungen.

Es kann gezeigt werden, dass im Rahmen des Modells und unter Beach-
tung der Konventionen aus dem Abschnitt 1.2, Seite 6, eine Anderung der
Entropie der Rohrstromung als sehr klein angenommen werden kann. Dazu
werden die genannten Punkte einzeln betrachtet: Fiir die betrachtete Klasse
der hydraulischen Leitungen kénnen die Behauptungen a.) b.) ausgeschlos-
sen werden. Die Punkte c¢.) und d.) werden aufgrund der Form des an-
gestrebten Modells ausgeklammert. Aus empirischen Beobachtungen weif3
man, dass stationdre Stromungen ohne zusétzlicher externer Energiezufuhr
nur zu einer geringen Warmeentwicklung des Fluids einer Leitung fiihren.
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2.2 SchlieBung und Reduktion des Systems

Aus der Sicht der Modellbildung sind, vor allem die Punkte a.) und b.),
jedoch genauer zu betrachten.

Es werden im Laufe dieser Arbeit Modelle zur Berechnung der Wanddeh-
nung vorgestellt, die fiir akademische Beispiele sowohl Spriinge in der Zeit
wie auch im Ort erzeugen kénnen. Allerdings wird aufgrund der Annahme
der Eindimensionalitit der Stromung stets nur mit kleinen Maximaldeh-
nungen gearbeitet, so dass fiir das Arbeiten mit praxisrelevanten Fillen die
entsprechenden Terme stets klein bleiben. Die numerischen Schemata wer-
den trotzdem konsistent ausgelegt, so dass das Rechnen auch auf beliebig
kleinen Skalen ermoglicht wird. Die numerische Stabilitdt wird an der ent-
sprechenden Stelle diskutiert.'®

Der im Punkt c.) erwithnte Term kann tatséchlich zu einer lokalen Anderung
der Entropie fiihren, falls sich ein Stof§ in der Leitung ausbreitet. Dieser
Effekt ist lokal sehr beschrénkt, trotzdem muss er bei gewissen Rechnungen,
zum Beispiel bei sehr grofien Amplituden, beachtet werden. Fiir den Einsatz
innerhalb der isentropen Simulationen kann aber auch dessen Einfluss sowie
die der Einfluss der Effekte aus dem Punkt d.), vernachlissigt werden, ohne
grofien Einfluss auf die Genauigkeit des Modells zu nehmen'® (vgl. Kap.
1.2).

Fiir die Modellierung der Leitung kann somit eine Annahme iiber die Kon-
stanz der Entropie

D
der Stromung vereinbart werden. Dadurch kann die Dichte des Fluids als
eine Funktion des Drucks geschrieben werden.

p = p(p,S) = p(p,S(po, To)) (2.2.10)

Es wird also mit einem barotropen Fluid gerechnet. Die Energieerhaltung
ist somit stets erfiillt und muss bei der Modellbildung nicht weiter beriick-
sichtigt werden.

Die Annahme der Konstanz der Entropie hat rein praktische Griinde, die
im Kapitel 1 genannt wurden. Aus modelltechnischer und spéter auch aus

153, Abschnitt 3.2.

16Bei Anwendung des entstehenden Modells ist darauf genau zu achten, dass es entspre-
chend c.) und d.) nur in den Rechnungen einsetzbar ist, bei welchen Entropieschwan-
kungen der Fluidsdule durch Warmeaustausch und Druckpulsation vernachléssigt
werden koénnen.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

numerischer Sicht gibt es, bis auf die Effizienz, keine Einschrinkungen,
die grundsétzlich das Mitberiicksichtigen der Energiegleichung verhindern
koénnten. Auf die Nuancen der Modellierung wird an dieser Stelle nicht wei-
ter eingegangen. Als Referenz wird die Arbeit [Ber06] angegeben, die sich
mit dem entsprechenden Thema auseinander setzt. In der referenzierten
Arbeit wird im Gegensatz zu den vorliegenden Untersuchungen jedoch die
Wellenausbreitung innerhalb starrer Leitungen analysiert. Es ist wichtig zu
bemerken, dass die obige Einschriankung eine physikalische Grenze des redu-
zierten Modells bildet und fiir die Simulationen auflerhalb des Giiltigkeits-
bereichs eine Erweiterung notwendig ist.

Ferner wird die reduzierte Zustandsgleichung genauer betrachtet. Zur Ap-
proximation der Stoffeigenschaften realer Fliissigkeiten wurden in den Ar-
beiten [Jun05] und [Leo08] weitgehende Untersuchungen gemacht. Fiir die
Simulationen mit konstruierten Modellen wurden die in AMESim imple-
mentierte Stoffdaten benutzt.

Zur Vervollstéandigung der Beschreibung der Fluideigenschaften werden wei-
tere thermodynamische Groflen vorgestellt, die sich anhand der Zustands-
gleichung errechnen lassen. Als Erstes wird der Begriff der Schallgeschwin-
digkeit eines Fluids eingefiihrt. Diese wird mit ¢ bezeichnet und ihre Defi-
nition ergibt sich unter der obigen Annahme der Isentropie durch die Glei-
chung

1 op

- === . 2.2.11

c? Op ( )
Weiterhin werden der isentrope Kompressibilitidtskoeffizient x; und der Vo-
lumenelastizitédtsmodul der Fliissigkeit E; eingefiihrt:

=2 Ef = pc’. (2.2.12)

ki = _paip7
Neben den Zustandsgroflen ist zur Beschreibung einer reibungsbehafteten
Stromung die Kenntnis der dynamischen Viskositéit notwendig, die den mo-
lekularen Impulstransport charakterisiert. ,,Die Viskositét ist die am stérk-
sten von Druck und Temperatur abhéingige Stoffeigenschaft und darf kei-
nesfalls als konstant angenommen werden.“!” Fiir die Bestimmung der dy-
namischen Viskositdt kann die empirische Formel

bap
n= bleb3(1+ﬂ4T)*P. (2213)

17[Jun05], S. 24.
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2.2 SchlieBung und Reduktion des Systems

benutzt werden. Vergleiche dazu [Jun05]. Die Koeffizienten b; ... bs sind da-
bei stoffspezifische Groflen, die fiir ein Fluid mittels Messdaten aus dem
interessierenden (p,T)-Raum bestimmt werden miissen.

Durch das Normieren der dynamischen Viskositéit mit der Dichte ergibt sich
die kinematische Viskositit vy eines Fluids:

n
=. 2.2.14
P ( )

l/f:
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Abbildung 2.3: Kinematische Viskositét und Schallgeschwindigkeit von
Priifol nach ISO4113.

Abbildung 2.3 demonstriert die Abh#ngigkeit der Viskositit und der Schall-
geschwindigkeit des hydraulischen Priif6ls'® von Druck und Temperatur.

Die aufgestellten Erhaltungsgleichungen setzen voraus, dass die Leitung
vollstdndig mit einem einphasigen Fluid gefiillt ist. Bei realen technischen
Vorgéngen ist diese Annahme nicht zwangsléufig erfiillt. Es ist viel mehr da-
von auszugehen, dass das Fluid in der Leitung zweiphasig ist. Einerseits be-
steht die Moglichkeit, dass in einem an die Leitung angeschlossenen Element

18Priifol nach 1SO4113 ist ein Fluid, das in seinen Eigenschaften dem Diesel-Kraftstoff
sehr dhnlich ist. Es wird bei fast allen Versuchen aus Sicherheitsgriinden dem Die-
sel vorgezogen. Auch bei allen innerhalb dieser Arbeit durchgefiihrten empirischen
Untersuchungen wurde ISO4113 verwendet.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Ausgasung stattfindet und die Gasblédschen in die Leitung hinein transpor-
tiert werden. Andererseits kann es vorkommen, dass fiir gewisse Konfigura-
tionen lokal ein Druckabfall stattfindet, so dass das Fluid sich zeitweise im
Phaseniibergang befindet.

Die Beriicksichtigung der Zwei-
phasigkeit wird mithilfe des ho-

° mogenen Gemischmodells ermog-
Azl , °lo |ools z licht. Bei diesem Ansatz wird
o ol e keine explizite Betrachtung der

Stoffeigenschaften beider Phasen
vorgenommen. Vielmehr wird mit
Abbildung 2.4: Blasenbehaftete geeignet gesetzten Gemischgréfien
Rohrstrémung gearbeitet. Fiir das Leitungsmo-

dell ist das Gemisch somit ein

Pseudofluid, welches eigene Stoffeigenschaften besitzt und den integralen Er-
haltungsgleichungen der einphasigen Stromung geniigt. Die Voraussetzung
fiir die Giiltigkeit des homogenen Gemischmodells ist die Annahme, dass
Impuls-, Masse- und Warmeaustausch zwischen beiden Phasen so schnell
verlaufen, dass beide Phasen sich stets im Gleichgewicht befinden. Fiir eine

Leitungsstromung gilt sie anndhernd, wenn die Gasphase in Form kleiner

Bléschen sich in der Fliissigphase homogen verteilt. Bezeichnet o = VGas

den volumetrischen Anteil der Gasphase am Gesamtvolumen des Gemischs,
so kann die Dichte des Gemischs mit einem linearen Ansatz wie folgt be-
stimmt werden:

p=0apgas + (1 —a)priq, mit 0<a<l1. (2.2.15)

Genauere Betrachtungen der Zweiphasenstromung und Kavitationsmodel-
lierung findet man in [Ibe04].

In der 1-D Simulationsumgebung AMESim beginnt die Modifikation der
Fluidgrofen, sobald ein kritischer Druck unterschritten wird. Die Modellie-
rung der Luftausgasung ist zum heutigen Stand mangels validierter Modelle
nicht vorhanden. Fiir das Fluid wird am Anfang einer Berechnung ein fester
Anteil an ungeloster Luft vorgegeben und die Stoffeigenschaften werden ent-
sprechend modifiziert (vgl. [LMS06a] und [LMSO06b]). Dieser Anteil bleibt
wahrend der gesamten Simulation im gesamten Modell konstant. Teilweise
hat dieser jedoch einen sehr groflen Einfluss auf die Eigenschaften des Ge-
mischs (vgl. Abb. 2.5). Modelle zur Berechnung der Ausgasung befinden sich
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2.2 SchlieBung und Reduktion des Systems

momentan in der Entwicklungsphase. Dementsprechend wird das Leitungs-
modell von sich aus keine Modifikation des Luftanteils im Fluid vornehmen
- dieser Punkt muss in weiterfithrenden Untersuchungen analysiert werden.

—1 —2 —3 ——4 —5 [—1 —2 —3 —4 —5]
1400 14000
1200 ] 12000
1000 j 10000 j
g 800 |- E 8000 j
© 600 U™ 6000
004}, 40004 |-
200 : 2000
oll ! ! ! p [bar] 0
0 5 10 15 20

Abbildung 2.5: Approximanden der Schallgeschwindigkeit und des
Kompressibilitdtsmoduls von Priifol
bei T=40°C unter Normaldruck:
1: ohne ungeldste Luft, 2: Luftanteil 0.25%,
3: Luftanteil 0.50%, 4: Luftanteil 0.75%, 5: Luftanteil 1.00%.

Eine der Anforderungen an das endgiiltige numerische Modell, die sich aus
dem moglichen Auftreten des Phaseniibergangs ergibt, ist das stabile Rech-
nen bei plétzlichen starken Anderungen der Dichtefunktion p, und somit
aller anderen Stoffeigenschaften.

Zusammengefasst lautet das Gleichungssystem zur Berechnung der Wellen-
bewegung unter der Annahme von isentropen Anderungen:

5 (Ap) + £ (Apv) =0

%(Apv) + %(ApvQ) + A%p = R

A = 7(ro+w)? (2.2.16)
Ffleg”(w7 p,v;t) =0

p = p(p;po, To)

mit noch zu definierender Approximation fiir R (vgl. 2.1.8), Wanddehnungs-
modell F7'¢® sowie den Randbedingungen, die passend zur Aufgabenstellung
zu konstruieren sind.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

2.3 Alternative Formulierungen

Im néchsten Schritt werden unterschiedliche Formen der ersten beiden Glei-
chungen des reduzierten Modells (2.2.16) untersucht. Es wird sich im Laufe
der Arbeit herausstellen, dass die numerische Handhabung der Gleichungen
stark von der Gestalt der Ausgangsformulierung abhéngt.

Durch Anwendung der partiellen Differentiation lassen sich folgende zwei
Darstellungen formulieren:

e QUELLTERM-FORM:
9 B . pf(0, @
G0+ g =k (Gavega)
(2.3.1)
: Do (0,0, R
gl T ogplev ) = = (6tA+ o A>+A'

Die linke Seite der Gleichung beinhaltet keine Terme, die die Dehnung
der Leitung reprasentieren. Sie ist identisch mit den Gleichungen fiir
die ideal starre Leitung. Die Flexibilitat der Wand wird in dieser Form
ausschlieflich als Quelle dargestellt.

e QUASI-ERHALTUNGSFORM:

9 0
D+ L .
(2.3.2)
: 9 s — o
a(Apv) + %(Apv +Ap) = p8$A+R.

Diese Darstellung kann als konservative Form beziiglich pA und pvA
aufgefasst werden mit einer dehnungsabhéingigen Quelle in der Impul-
serhaltungsgleichung.

Eine weitere alternative Formulierung entsteht, wenn das Gleichungssystem
beziiglich ihrer natiirlicher Variablen p und v aufgestellt wird. Diese werden
oft auch als primitive Variablen bezeichnet. Dazu wird auf die Quellterm-
Form (2.3.1) ein weiteres Mal die partielle Ableitungsregel angewendet

_ _p (0 0
D" T Paz" = (8tA+ oz A)
Qv—i-g = —v 9 + ﬁv—kvg -~ 2A—I—ng -l-E
Poi’ T oLt T at’ T Pozr az") ~ A \ ot oz A
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Das Einsetzen der ersten Gleichung in die Zweite liefert weiter:

e PRIMITIVE FORM:

b . ,0, _ _pD
i’ TP ADiA

(2.3.3)
D 10
b’ e T T8

2.4 Mathematische Modelle zur Beschreibung der
Leitungsdehnung

Bevor einige effiziente Modelle fiir die Berechnung der Wandbewegung vor-
gestellt werden, wird an dieser Stelle zuniichst ein kurzer Uberblick iiber die
allgemeine Konstruktion mathematischer Modelle in der Elastizitatstheorie
gegeben. !’

Die wesentliche Aufgabe eines elastizitéitstheoretischen Modells ist, den Zu-
sammenhang zwischen den &dufleren Kriften und dem Verformungszustand
zu beschreiben. Die Hauptbestandteile der Modellierung werden durch ki-
nematische Beziehungen, Gleichgewichtsbedingungen und Stoffgesetzen ge-

bildet (vgl. [Bra03]).

e Als kinematische Gleichungen bezeichnet man in der Strukturmecha-
nik die Gleichungen, die Zusammenhinge zwischen Verzerrungen e
und Verschiebungen w beschreiben, ohne dabei die Ursachen (Krifte
und Energien) zu betrachten. Diese Gleichungen bilden die Geometrie
eines Korpers als Funktion der Zeit ab.

e Unter den Materialgesetzen oder Stoffgesetzen versteht man die Glei-
chungen, die Beziechungen zwischen statischen und kinematischen Gro-
Ben herstellen. Diese Beziehungen miissen stets experimentell bestimmt
werden. Die gebrduchlichen modellhaften Abhéngigkeiten zur Beschrei-
bung der kleinen Verformungen von Festkorpern lassen sich in folgende
Kategorien unterteilen:

19Zwecks genauerer Studien sind [TG70, MH83, Cia88] empfehlenswert.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

elastisch Nach der Entspannung kommt der Werkstoff
in die Ausgangslage zuriick und der momen-
tane Verformungszustand hingt nur vom mo-
mentanen Spannungszustand ab.

viskoelastisch ~ Nach der Entspannung kommt der Werkstoff
in die Ausgangslage zuriick, die Beziehung
zwischen dem Spannungs- und dem Verfor-
mungszustand ist jedoch zeitabhéngig, so dass
die Be- und Entlastung stets zeitabhingige
Prozesse bilden.

Abbildung 2.6 zeigt die Spannungs-Dehnungs-Verldufe der genannten
Klassen fiir den eindimensionalen Fall. Dabei bezeichnet o den Span-
nungstensor.20

Fiir elastische Materialien lasst sich die Spannungs-Dehnungs-Abhén-
gigkeit als eine algebraische Funktion schreiben. Diese wird auch als
Antwortfunktion bezeichnet. Ist die Antwortfunktion linear, so spricht
man von einem linear-elastischen Stoffgesetz. Zur Beschreibung der
Proportionalitit wird in der Literatur hidufig das Paar E (Elastizitéts-
modul) und v (Querkontraktionszahl, Poisson-Zahl) verwendet. In der
mathematischen Literatur werden alternativ die Lamé-Konstanten

Ev E

1+v)(1—2v)" HL= (241

AL = 2(1+v)

benutzt.

e Die Gleichgewichtsbedingungen, auch statische Gleichungen genannt,
beschreiben die Beziehungen zwischen dufleren und inneren Kriften.
Diese basieren auf einem zentralen Axiom der Mechanik, welches be-
sagt, dass sich in einem Gleichgewichtszustand alle Kréfte beziehungs-
weise alle Momente zu Null addieren.?! Die wichtigste Folgerung aus
dem Axiom ist der Satz von Cauchy, welcher die Symmetrie des Span-
nungstensors zeigt und die Abhéngigkeit zwischen Kréften und Span-
nungen als eine partielle Differentialgleichung formuliert.

20Genauere Beschreibung findet man in [Cia88], Abschnitt 2.2.
21Vgl. Axiom 2.2-1 in [Cia88].
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\

Abbildung 2.6: Spannungs-Dehnungs-Verlauf fiir einen einachsigen
Spannungszustand.
(links: ideal elastisch, rechts: ideal viskoelastisch)

Die Zusammensetzung der drei oben genannten Modellierungsbestandteile
muss durch statische und kinematische Randbedingungen vervollstandigt
werden. Die auf diese Weise konstruierten Beziehungen stellen eine voll-
standige Beschreibung der Zusammenhénge zwischen den auf einen Korper
wirkenden Kréifte und den Verformungen des Koérpers dar. Das Schema in
Abbildung 2.7 veranschaulicht die Abhéngigkeiten zwischen den Groflen bei
der Konstruktion eines Modells zur Berechnung von Verformungen eines
Korpers.

In praktischen Anwendungen ist eine Schlauchleitung fiir gewthnlich zwi-
schen zwei weiteren hydraulischen Elementen eingespannt, die anwendungs-
spezifische Positionen im Raum einnehmen. Daher stellt nicht nur die Ana-
lyse der Stromung, sondern auch die der Wandbewegung, ein dreidimensio-
nales Problem dar. Eine vollstindige dreidimensionale Analyse der Fest-
korperbewegung ist, jedoch innerhalb einer Simulation eines hydraulischen
Systems aus Rechenzeitgriinden, nicht vertretbar. Die Konstruktion eines
effizienten und dennoch genauen Modells erfordert gewisse Vereinfachun-
gen und Vernachldssigungen unwesentlicher physikalischer Effekte der Be-
wegung. Um allgemeine Thesen zur Konstruktion eines Dehnungsmodells
zu treffen, wird der Aufbau einer flexiblen Leitung genauer betrachtet.

Die in hydraulischen Systemen eingesetzte Leitungen variieren in ihrem De-
sign, abhingig vom Einsatzgebiet sehr stark. Es werden sowohl Komponen-
ten aus homogenen Materialien wie auch mehrschichtige Schlauchleitungen
verwendet. Bei den monoschichtigen Leitungen werden vor allem Leitun-
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung
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Abbildung 2.7: Tonti-Diagramm: Schematische Darstellung
der Konstruktion eines Dehnungsmodells.

gen aus Acryl oder Kautschuk eingesetzt, wodurch die Leitungswand als
flexibel angesehen werden muss. Fiir hohere Druckniveaus konnen auch die
Stahlleitungen nicht mehr als ideal steif betrachtet werden.

Der Aufbau der mehrschichtigen Leitungen ldsst sich nach Funktionalitéit
in drei Lagen unterteilen:

Schlauchseele Innere Schicht der Leitung, die fiir das
Abgrenzen des Arbeitsmediums nach auflen
sorgt. Sie wird typischerweise aus weichen Ma-
terialien, wie zum Beispiel Styrol-Butadien-
Kautschuk oder Chloropren-Kautschuk, gefer-
tigt.

28



2.4 Mathematische Modelle zur Beschreibung der Leitungsdehnung

Drucktrdgerschicht  Besteht im Allgemeinen aus einer oder mehre-
ren Lagen und ist als Geflecht, Gestrick oder
Wicklung konstruiert. In Abhéngigkeit vom
Einsatzdruckbereich werden Baumwolle, Poly-
ester oder Stahldrihte zur Fertigung verwen-
det.

Mantelschicht schiitzt primér die Leitung vor &ufleren
Einfliissen und kann sowohl aus weichen Mate-
rialien wie Kautschucken, als auch aus Baum-
wolle oder Kunststoffen bestehen.

Abbildung 2.8 skizziert die oben beschriebene Struktur einer mehrschichti-
gen Leitung.

x MANTELSCHICHT

x DRUCKTRAGERSCHICHT

Abbildung 2.8: Schematische Darstellungen mehrschichtiger
Schlauchleitungen.

Zur Modellierung der Wandbewegung wird in den folgenden Betrachtun-
gen stets von einem Wandmaterial ausgegangen, das fiir die Ausdehnungen
im betrachteten Bereich keine irreversiblen Verformungen aufweist. Zwar
konnen bei einer Schlauchleitung plastische Verformungen auftreten, jedoch
zeigen zum einen géingige Be- und Entlastungsexperimente, dass nach einer
gewissen Anzahl von Be- und Entlastungszyklen das inelastische Materi-
alverhalten der Schlauchleitungswand stark abklingt. Zusétzlich werden in
dieser Arbeit nur Belastungen betrachtet, die kleine Dehnungen hervorrufen,
so dass plastische Effekte marginal sind und vernachléssigt werden kénnen.

Ferner wird, analog zur Abbildung der Leitungsstromung von einer Rotati-
onssymmetrie der Schlauchleitung und deren Bewegung beziiglich der Mitte-
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

lachse des Schlauchs ausgegangen. Somit entfillt zum einen die Moglichkeit
zur Abbildung der Bewegung der Leitung mit der Achse selber und, zum
anderen die zur Abbildung der oval-formigen Deformationen des Schlauchs
(vgl. Abb. 2.9,@)). Ebenso wird die Verschiebung der Leitungspunkte ent-

lang des Rotationswinkels der Leitung nicht beriicksichtigt (Abb. 2.9,B)).
Ist diese Verformung ideal rotationssymmetrisch, so erzeugt sie keine Ande-
rung der Querschnittfliche und hat somit keine direkte Auswirkung auf die
im vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten Stromungsgleichungen.

=

Abbildung 2.9: Vernachléssigbare Deformationen einer Schlauchleitung.

Eine weitere Annahme ist die der Homogenitét und der richtungsabhéngi-
gen Isotropie des Wandmaterials.?? Aus anwendungstechnischen Griinden
sollte die Modellierung und Simulation einzelner Schichten vermieden wer-
den, daher wird die Wand als ein aus einem einzelnen Werkstoff bestehendes
Gebilde betrachtet. Der lineare Parameter, der fiir kleine Verschiebungen die
Abhéngigkeit zwischen der Spannung und der Dehnung beschreibt, wird hier
als Misch-FEleastizititsmodul (Misch-E-Modul) bezeichnet. Ferner wird zur
Analyse eine Idee aus [YK95] und [YK98] verwendet: das Misch-E-Modul
wird als richtungsabhéngig betrachtet. Die Idee hinter dieser Modellierungs-
weise besteht darin, den strukturellen Aufbau der Leitungswand in die ma-
thematische Konstruktion miteinzubeziehen. Die diinnen Geflechtschichten
modifizieren Materialgesetze der Schlauchwand und zwar unterschiedlich in
Abhéngigkeit von der betrachteten Richtung, daher ist eine differenzierte
Analyse an dieser Stelle sinnvoll. E, beschreibt das Spannungs-Dehnungs-
Verhéltnis in die axiale Richtung, Er das in die radiale Richtung und Eg4
das in die tangentiale Richtung.

Bemerkung 2.1. Das Misch-Elastizitdtsmodul ist bei dieser Betrachtungs-
weise keine Stofffunktion mehr, sondern eher ein Modellparameter, der das

22Das Material kann als orthotrop bezeichnet werdet.
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2.4 Mathematische Modelle zur Beschreibung der Leitungsdehnung

Verhéltnis zwischen den tatséchlich auftretenden Spannungen und Dehnun-
gen beschreibt. Dieser kann also nicht aus Stoffdaten der Leitungswandkom-
ponenten, beispielsweise durch eine Mittlung, errechnet werden, sondern
muss in einer experimentellen Anordnung bestimmt werden. Im Gegensatz
zu den oben referenzierten Quellen wird dieser Parameter als reell angese-
hen, da Dampfungseffekte mit Hilfe anderer Terme abgebildet werden.

Mit einer analogen Argumentation wird eine Misch-Querkontraktionszahl v
eingefiihrt.

Diese Vereinbarungen sowie die obige These der Rotationssymmetrie er-
lauben nun die Konstruktion von Bewegungsgleichungen entsprechend der
Abbildung 2.7. Die Komplexitéit der Modelle hingt dabei von der Komple-
xitét der gewihlten statischen und kinematischen Beziehungen ab. Fiir das
Materialmodell wird eine lineare Beziehung, das Hooksche Gesetz, verwen-
det. Solange man nur mit kleinen Dehnungen arbeitet, was in Anwendungen
der Hydraulik typischerweise der Fall ist, ist dieser Ansatz legitim.??

Die Anbindung von hydraulischen Leitungen an benachbarte Elemente er-
folgt in der Regel durch Klemmen oder Schraubanbringung, so dass der
Anbindungsbereich dehnungsfrei bleibt. Die modellhafte Abbildung dieses
Sachverhaltes erfolgt durch Betrachtung der physikalischen Gesetzméfig-
keiten fiir die Wandbewegung nur im ,,inneren“ Bereich der Leitung. Seien
hierzu zj; und zj, die Langen des linken, beziehungsweise des rechten An-
schlusses: A(z,t) = A(z,0) = const, Vx € [0, 25| U [T, L].

Der Vektor w = (wz,wg,wr) bezeichne die réumliche Verschiebung eines
Materialpunktes der Leitungswand, wobei w, die axiale, w, die tangentiale
und w, die radiale Komponente von w beschreibt. Zur besseren Ubersicht
wird ferner die Voigt-Notation?* zur Darstellung der Spannungen und Ver-
zerrungen der Wand benutzt. Entsprechend der eingefithrten Koordinaten-
Systematik kann in der Voigt-Schreibweise die Dehnung allgemein als Vektor
€ = (ex,e¢,€r, E¢r, Exr, 4¢) Und die Spannung als o = (0z, 04, 0r, Org, Tar, 054)
dargestellt werden.

Durch die bereits vereinbarten Symmetriebedingungen sind jedoch Scherun-
gen in der (¢, r) und der (z, ¢)-Ebene ausgeschlossen, so dass die Gleichungen
Org = 0g¢ = 0 und e,4 = €54 = 0 gelten. Ferner fiihrt die Vernachléssigung

23Die daraus resultierende Form der Materialgleichungen kann zum Beispiel in [Bra03],
§3 nachgeschlagen werden.
24Eine genauere Erliuterung befindet sich im Anhang A.2.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

der unsymmetrischen Deformationen (vgl. Abbildung 2.9) auf die Bedingung
wgy = konst., so dass ohne Beschriankung der Allgemeinheit die Verschiebun-
gen in ¢-Richtung gleich Null gesetzt werden konnen. Die Bewegung eines
Massenpunktes wird somit durch w = (wz, wy) vollstindig beschrieben. Die
entsprechende Spannung und Dehnung beschreibenden Vektoren reduzieren
sich somit zu

e = (ex,€4,6r,€ar) (2.4.2)

o = (03,04,00,00r).

Zur Charakterisierung der Volumenkréfte bezeichne ferner ps die mittlere
Dichte der Leitungswand.

Eine allgemeine Formulierung des Wandverhaltens ergibt sich, wenn die
oben genannten differentiellen Beziehungen fiir jeden materiellen Punkt der
Leitungswand aufgestellt werden:

e KINEMATISCHE GLEICHUNGEN:

Ex = %wm
(rtwr)p=—ré _ wy
£ = - = =L
¢ , v (2.4.3)
Er = mwr
2-egr = %wx + %’wr »

mit (z,¢,r) € [zg, L — k] X [0,27] X [ro, 70 + 8]

e MATERIALGLEICHUNGEN:

ex = %z (02 —v(og +0v))

€¢ = ELC# (0‘¢—IJ(G'3:+UT)) (244)

er = ELT (or —v(oz +04)) o

_ (1+v)
Exr = WU:CT )
($7¢7T) € ['TkhL - l‘kr] X [07 271'] X [7'077'0 + 8]'
e STATISCHE GLEICHUNGEN

2

D (roar) + 2 (row) = -r (ps%wz —kp %wz> (2.4.5)
5 A.

% (rov) + 6% (rogr) —0op = —r (ps %wr - kpmwr)

wobei kp die Dampfungsfunktion des Wandmaterials beschreibt.
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w, - do j psdrdz —w, - kp
s,Az

, 9
p - rododx 4o ¢
2

Abbildung 2.10: Leitungswandelement.

Das Gleichungssystem, bestehend aus den Gleichungen (2.4.3), (2.4.4) und
(2.4.5), ist ferner durch die geometrischen Randbedingungen der Schlauch-
leitung zu ergénzen:
Wy (mkl,r) = wr (xkl,r) = 0 (2.4.6)
Wy (L - mkr,r) = wr (L - xkr,r) = 0
sowie durch die Krifterandbedingungen, die die Riickkopplung der Fluid-
gleichungen an das Wandbewegungsmodell darstellen®®:

ox(z, 70 + wr) = 2m(ro 4+ wr) - Pe(Tw)

or(@,70 + wr) = p(,t) (2.4.7)
oz(z,ro +wr+s) = 0

or(z,ro+wr+s) = 0

Zur Konstruktion schlanker Beziehungen zwischen dem Druck in der Lei-
tung und der Dehnung der Wand werden einige Vereinfachungen getrof-
fen. Es wird an dieser Stelle vorausgesetzt, dass die radiale Spannungskom-
ponente deutlich kleiner als die axiale und die tangentiale ist: oz > o,
und o4 > or, so dass or in ferner vernachlissigt werden kann. Diese Be-
dingung wird von denjenigen Leitungen erfiillt, die entweder eine Wand-
dicke haben, die deutlich kleiner als der Durchmesser der Leitung ist oder
eine Drucktrégerschicht besitzen, die in der Ndhe der inneren Leitungswand
liegt. Zwar betrifft dies die meisten Leitungen, bei Kreislaufen mit kleinen
Driicken werden jedoch auch Leitungen eingesetzt, die sowohl dickwandig
sind als auch eine dicke und weiche Schlauchseele besitzen. Modellierungen

25Die Einwirkung des Umgebungsdrucks auf die Leitungswand wird vernachlissigt.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

und Untersuchungen dieser Spezialfille werden in dieser Arbeit ausgelas-
sen, da die Kopplung eines Wandmodells an den Stréomungsléser an sich
als priméres Untersuchungsziel verfolgt wird. Diese Aufgabe muss in wei-
terfithrenden Arbeiten genauer analysiert werden. (vgl. Kapitel 7) Abbil-
dung 2.11 skizziert den Unterschied zwischen dem allgemeinem Modell der
Leitung und dem Modell mit vernachlassigter radialer Spannung.

S

Abbildung 2.11: Dickwandiges und diinnwandiges Leitungswandelement.

Bei oben beschriebener Betrachtung liegt in der Mantelfliche der Leitung
niherungsweise ein ebener Spannungszustand in der (z, ¢)-Ebene vor. Die
Reduktion und die Umformung der Materialgleichungen (2.4.4) nach den
Spannungen fithren auf die Form:

FErer + E¢Z/€¢ Ex E¢
Iz - 1—0v2 :1—1/2 6z+Eys¢
E¢E¢ + ELrvey E¢ Ex
= = = 2.4.
9¢ 1—v2 1—12 (6¢ + Ey vew ( §)
o _EBu+B_
zr = 72(1 +l/) xr.

Das sukzessive Einsetzen der Gleichungen (2.4.3) in (2.4.8) und anschlies-
send in (2.4.5) liefert fiir jedes Paar (z,7) € [z, L — Txr] X [r0,70 + 5], das
zu losende Gleichungssystem zur Bestimmung der Wanddehnung (ws, wr)
zu einer gegebenen Funktion des Leitungsdrucks p(z) und einer gegebenen
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Verteilung der Wandschubspannung 7y in der Leitung:

r(Ez + ET) 0 wy + 87210
41 +v) \Qzdr * " ox2 "
Ey (wr  Ez 9 B o B
— 1= 1/2 (7 + Eidjllgww> = -7 <psﬁwx — kD&'U);E

7(E£ +ET) ra—2w +r782 w

40 +v) \oz2 " " oxor
+gw + gw

dx | or

1—2 \ 92" Ey r Oz wr - "\ Pz Dggtr )

(2.4.9)

Im n#chsten Schritt werden weitere vereinfachte Modelle zur Berechnung
der Wandbewegung erzeugt, indem nach und nach einige Terme der Mo-
dellgleichungen vernachléssigt werden.

Als Erstes kann die Verformung durch die Scherung gegeniiber den Dehnun-
gen in radiale und axiale Richtung als klein angesehen und aufler Acht ge-
lassen werden. Diese Vereinfachung erlaubt eine Beschreibung der gesamten
Bewegung der Leitungswand durch die Abbildung der Verschiebung eines
einzelnen Punktes in einem infinitesimalen Schnitt eines Leitungselements.
Die Wandbewegung in Gleichung 2.4.9 muss nur noch in Abhéngigkeit von
z und ¢ betrachtet werden.

Nimmt man den Punkt » = ¢ als Referenzpunkt und benutzt die Appro-
ximation rg + w, & 7o, so reduzieren sich die statischen Gleichungen und
Materialgleichungen zu

Ex Eg
ex = %wx, 9z = 7,2 <€I+V75¢ .
(2.4.10)
I Eti) Ey
€ = 0 ) op = 1=.2 <5¢ + Z/E—(bs;,;) .
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Das Kriftegleichgewicht fiir einen gesamten Leitungsabschnitt ergibt sich
hiermit zu

d 82 ) 271
%Uw = Pswwa: - kDawx + s “Pr(Tw)

(2.4.11)

1o} 0
s-04 = TO- p+s~psat2wr+s kDE)t .

Die Zusammenfassung der Gleichungen ergibt eine Wellengleichung als das
zu losende Gleichungssystem fiir das Wandbewegungsmodell:

E, & vEy 0 S ) 2770
T2 T a2 o T Pt T kpgue + =T Pa(rw)
Eg vEy 0 1 02 )

A=) " T Ao = ?“’"O(psatgwwkpa
(2.4.12)
mit den geometrischen Randbedingungen
x O7t - r O,t =
e (0 w0 Vit > to (2.4.13)
we(L,t) = we(L,t) = 0,

und der Anfangsbedingung
(wa(z, to), wr (2, o)) = (wg(x),wS(x)) . (2.4.14)

Vereinfacht man weiter die Bewegungsgleichungen, so lassen sich noch kom-
paktere Berechnungsmodelle gewinnen. Verzichtet man auf die Schwingungs-
iibertragung entlang der z-Achse, so ergibt sich ein lokales Masse-Feder-
Dampfer Modell fiir die Dehnung der Leitungswand:

Eg 2

o 8

r = QP —+ 7o (
S
Vernachlédssigt man ferner die Massentragheit und die Dampfung der Lei-
tungwand, so erhélt man einen sehr einfachen algebraischen Zusammenhang
zwischen dem Druck in der Leitung und der Schlauchwanddehnung:2°
_ 5 1— v?
Wr =pP-To s E¢ .

(2.4.16)

26 Anschaulich reprisentiert der Term (1—v2) das Einbinden der Randbedingung (2.4.13),
welche eine fest eingespannte Leitung beschreibt, in das lokale Dehnungsmodell.
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Modelle, die die Massentrégheit der Leitungswand nicht beriicksichtigen,
werden ferner als statische Modelle bezeichnet.

Bemerkung 2.2. Das lokale statische Modell (2.4.16) zeigt zwar die ein-
fachste Moglichkeit auf, die Dehnung zu bestimmen, stellt jedoch spéter bei
der numerischen Behandlung der Fluid-Gleichungen die gréfiten Anforde-
rungen an das Berechnungsschema. Der Grund dafiir ist der sehr schnelle
Wandzustandswechsel mit dem das Modell zum Beispiel auf einen Stof,
reagiert. Es werden lokal grofle Gradienten sowohl in der Zeit wie auch im
Raum produziert, die das numerische Schema stark belasten. Dieser Effekt
ist nicht zu vernachléssigen, da das einfache Modell den Grenzwert aller
anderen Modelle bildet. Fiir s — 0 und auch fiir £, — 0 verhalten sich alle
Modelle analog zu dem lokalen statischen Modell.

Zusétzlich zu den oben vorgestellten Modellen wird an dieser Stelle eine Be-
schreibung der Wandbewegung vorgestellt, die sich der Ansétze der Balken-
theorie bedient. Die Projektion der Leitungswand auf die z-Achse wird als
ein Balken vorgestellt, fiir welchen entsprechende Modellgleichungen aufge-
stellt werden. Hierzu werden als bewegungsbeschreibende Grofien nicht die
Verschiebungen (wg,wr) gewéhlt, sondern (w.,v). Hierbei bezeichnet wr,
analog zu obigen Schreibweise, lokale Verschiebung eines Punktes des Bal-
kens senkrecht zur z—Achse und v den lokalen Winkel des Balkens auf die
Projektionsachse. Die zugehdrigen GréBen der relativen Anderungen werden
mit

1> = a Yy
T oz
2.4.17
" @17
Ey = %wr +

notiert. Ferner wird mit M das Biegemoment des die Wand abbildenden
Balkens bezeichnet und mit Q die Querkraft. Entsprechend den eingefiihrten

Schreibweise lauten die Materialgleichungen in diesem Fall®”:
M = Egls-er
(2.4.18)
Q = GA, e,

E
mit dem Schubmodul G = 2(17_7_5), dem Fldchentrdigheitsmoment I, das
14

27Vgl. [GHS02].
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

4 4
W berechnen lasst und

der Querschnittfliche der Leitungswand As = = ((ro +5)? — r?)).

sich fiir die Leitungsrohre mit Is = «

Unter der Beriicksichtigung der Wandtrégheit in die radiale Richtung und
des Drucks in der Leitung als duflere Krifte auf den Balken lautet das
Kriiftegleichgewicht (vgl. Abbildung 2.10):

0 _ 1o E¢S 92 0

Tl T ( I I =

(2.4.19)

0

—%M = 0.

Die komplette Bewegungsgleichung lisst sich somit wie folgt formulieren:
82 0 ) E¢s 82 o

GAsa 5 Wr "‘GAsa Y= (p— ?wr — Ps S@’U)r + k‘Dawr)

2

0 19}

(2.4.20)

Verwendet man zusétzlich die Bernoulli-Hypothese fiir einen Balken, die
besagt, dass alle Querschnitte des Balkens bei einer Verformung stets eben
und senkrecht zur Biegeachse bleiben, so erhélt man die Beziehung

v = —gwr und das Gleichungssystem 2.4.20 geht in die Gleichung
x

o Eys 62 d
Ewlswwr =5 (p— 2 Wr = ps - 8o Wr + k:D8 wy) (2.4.21)

uber.

Die Balkenmodelle miissen ferner durch die geometrischen Randbedingun-
gen (wr,v) = (0,0) fir x = z; und = = L — zy,., beziehungsweise

(wr, —wy) = (0,0) fiir x = xp; und z = L — zy,., ergdnzt werden.

dx
Bemerkung 2.3. Auch aus den Balkenmodellen lassen sich, durch Ver-
nachlédssigung der Massentréigheits- und Dampfungseffekte, rein statische
Modelle erzeugen. Die Gleichung (2.4.21) reduziert sich dabei beispielsweise
zu

84
EIIS @wr = ?p - Ewr. (2.4.22)
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Bei der Simulation der Dehnung realer Leitungen ist die Bestimmung physi-
kalischer Konstanten, beziehungsweise Modellparameter, von zentraler Be-
deutung. Dies gilt sowohl fiir grobe als auch fiir detaillierte Modelle. Insbe-
sondere ist die Initialisierung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung in radia-
ler Richtung, aufgrund des oben genannten strukturellen Aufbaus hydrau-
lischer Leitungen, nicht trivial.

Zur Validierung des linearen Ansatzes sowie zur allgemeinen Untersuchung
des Verlaufs der axialen Spannungs-Dehnungs-Abhéingigkeit einer typischen
Leitung wurde die axiale Kraft-Dehnung Kurve fiir zwei Typen von hiufig
eingesetzten Leckolleitungen in einer experimentellen Anordnung bestimmt.
Dabei wurde auf Leitungen mit der Gesamtldnge L = 1m eine vordefinierte
Zugkraft angebracht. Im mittleren Bereich der Leitung wurde die Dehnung
der Leitung gemessen.?® Die Erhéhung des Kraftbetrages wurde sehr lang-
sam durchgefiihrt, so dass dynamische Effekte vernachlissigbar waren.

40 ‘ 40 :
—— Leitung 1, Probe A —— Leitung 2, Probe A Ve
— Leitung 1, Probe B — Leitung 2, Probe B e

30[ — Leitung 1, Probe C 1 30— Leitung 2, ProbeC| =~

2 3
Dehnung [%]

2 3
Dehnung [%]

Abbildung 2.12: Gemessene Kraft-Dehnung Abhéngigkeiten fiir die
axiale Dehnung der Leckolleitungen.

Es wurden zwei Leitungstypen vermessen. Leitung 1 war dreilagig aufge-
baut. Die duflere und die innere Schicht bestanden aus weichem Kautschuk.
Die mittlere Schicht, der Drucktriager, war ein diinnes Geflecht aus Baum-
wolle. Leitung 2 war zweischichtig. Die innere Schicht bestand aus Kau-
tschuk, die duflere Schicht, die sowohl als Drucktridger wie auch als Man-
telschicht diente, bestand aus einem dicken und sehr engem Geflecht aus

28Fs wurde die Ausdehnung eines Abschnitts mit der Linge von 0,1 m in der Mitte der
Leitung vermessen, um den Einfluss der Einspanneffekte zu minimieren.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Baumwolle und Nylon. Beide Leitungstypen werden sehr hiufig in den Nie-
derdruckbereichen der modernen Einspritzsysteme eingesetzt. Die Messer-
gebnisse (vgl. Abbildung 2.12)?° zeigen, dass in beiden Féllen eine Lineari-
sierung der (o —e¢)-Abhéngigkeit fiir kleine Dehnungen auch fiir mehrschich-
tige Leitungen legitim ist. Durch die Bestimmung der mittleren Steigung
der Messkurven ldsst sich, unter der Annahme der Konstanz der Leitungs-
wanddicke, eine Naherung von E, konstruieren. Zu beachten ist allerdings
die Exemplarstreuung bei der Leitung 2. Sie ist ein Indiz dafiir, dass das
Ausrichten der Geflechtsfasern einen Einfluss auf das Dehnungsverhalten
hat, welches bei diesem Leitungstyp aufgrund duflerer Einfliisse variiert.

In numerischen Testbei-
250 spielen, die im Verlauf

:E;ggzg ' dieser Arbeit untersucht
2001 Probe C wurden, stellte sich her-
S1s0) aus, dass das Einsetzen
= der auf diese Weise be-
&100‘ stimmten Werte fiir die

radiale Abhingigkeit
(E4 = Ez) stets zu un-
geniigenden Simulations-
; p a 5 ergebnissen fithrte. Der
Dehnung [%] Einfluss der Struktur auf
Abbildung 2.13: Axiale Kraft-Dehnung die Richtungsabhéingigkeit
Kurve einer Leitung der Spannungs-Dehnungs-
mit Metallgewebe als Zusammenhénge l&sst sich
Drucktrigerschicht. sehr gut an der Messung
einer weiteren Leitung am
selben Aufbau verdeutlichen. Hierbei handelt es sich um eine Leitung mit ei-
ner Drucktrigerschicht, die in Form eines Metallgeflechts ausgefiihrt ist, und
einer Stoffummantlung. Das Aufbringen einer kleinen axialen Last auf eine
solche Leitung erzeugt eine unproportional kleine Dehnung (vgl. Abbildung
2.13). Dieses Phénomen beruht auf der Ausrichtung der Metallfasern und
der Reibkrifte im Geflecht. Bei der radialen Dehnung spielen diese Effekte
eine untergeordnete Rolle, da die Verformung im Betrieb zum iiberwiegen-

den Teil in der Schlauchseele stattfindet.
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Da die Giite jedes konstruierten Modells in der Anwendung durch die Gii-

29Der ,,Offset* in der Kraft, der keine Dehnung erzeugt, hat keinen physikalischen Hin-
tergrund, sondern ergibt sich aus dem Messverfahren.
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2.5 Hilfskonstrukte zur Beschreibung der Wellenausbreitung

te der initialisierten Parameter mitbestimmt wird, ist es sowohl fiir den
praktikablen Einsatz als auch fiir die Validierung der effizienten Modelle
essentiell den radialen Anteil des Misch-Elastizitdtsmoduls, Ey, bestimmen
zu koénnen. Eine Moglichkeit dies anhand dynamischer Messungen durch-
zufiihren, welche auf harmonische Anregungen der Fluidsdule der Leitung
basieren, wurde in [Leo08] detailliert erldutert. Eine weitere Moglichkeit der
Parameteridentifikation kann mittels einer statischen Volumenmessung der
Leitung realisiert werden. Hierzu muss eine geschlossene Leitung mit einem
Fluid gefiillt und druckbeaufschlagt werden. Bestimmt man zu jedem einge-
stellten Druckniveau das sich in der Leitung befindende Volumen, so kann
eine (0 —e)-Abhéngigkeit konstruiert werden. Besonders zu beachten ist bei
dieser Vorgehensweise der Einfluss der Einspannungseffekte.

Fiir den Einsatz im Entwicklungsprozess bedeuten beide oben genannte Vor-
gehensweisen, jedoch Konstruktion spezieller Messvorrichtungen und auf-
wendige Vermessungen der Wandelastizitédt fiir jeden einzelnen Leitungs-
typ. Da dies oft nicht moglich ist, wird in dieser Arbeit eine effizientere
Methode zur Identifikation der Leitungswandparameter vorgestellt. Diese
basiert auf Approximationen der Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Stofes
in hydraulischen Leitungen. Innerhalb unterschiedlicher Messungen an hy-
draulischen Komponenten fillt sehr oft die Ausbreitungszeit eines Stofles
als Nebenprodukt ab oder ldsst sich mit kleinem Aufwand an vorhandenen
Vorrichtungen bestimmen. Diese Daten kénnen zur Parameteridentifikation
verwendet werden. Die Grundidee des Ansatzes wird im néchsten Abschnitt
genauer erortert.

2.5 Hilfskonstrukte zur Beschreibung und Analyse der
Wellenausbreitung in flexiblen Leitungen

Zum besseren Verstéandnis der Effekte, die man bei der Konstruktion des Lei-
tungsmodells gerne abbilden moéchte, werden an dieser Stelle einige bekannte
Konzepte zur Beschreibung der wichtigsten Phdnomene der Stromung in fle-
xiblen Leitungen sowie geeignete Verifizierungstests vorgestellt. Ferner wird
das so genannte Stofiproblem als theoretische Aufgabe zur Analyse von Lei-
tungsmodellen présentiert. Bei diesem Gedankenexperiment werden zwei
grofle fliissigkeitsgefiillte Behélter mit unterschiedlichen Druckniveaus be-
trachtet. Diese sind durch eine Leitung verbunden, die einen im Vergleich
zu ihrer Linge relativ kleinen Querschnitt besitzt. An einer vordefinierten
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Stelle wird ein Ventil oder eine Blende angebracht. Hierbei werden zwei
Fille betrachtet: (1) Das Ventil befindet sich an einer Miindung der Lei-

tung und ist im Ausgangszustand geschlossen. (2) Das Ventil befindet sich
im Ausgangszustand in der Leitungsmitte und ist offen, so dass eine kon-
stante Stromung sich innerhalb der Leitung ausgebildet hat.

S (e

VENTIL

N @

Abbildung 2.14: StoBversuch: Schnelles Offnen (1) und schnelles
SchlieBen (2) eines Ventils.

BEHALTER A BEHALTER B

Im Fall (1) wird nun das Ventil schlagartig gesffnet, so dass ein Stof oder
eine Verdiinnungswelle, abhéingig von den Ausgangsdruckniveaus in beiden
Behiiltern, sich in der Leitung ausbreitet. Im Fall (2) wird das Ventil unend-
lich schnell geschlossen, so dass sich ein Stof} in eine Richtung ausbreitet und
eine Verdiinnungswelle in die andere. Zu bestimmen ist in beiden Stoflexpe-
rimenten das Verhalten des Fluids in der Leitung nach dem Offnungs- bezie-
hungsweise Schlievorgang.3® Die Abbildung 2.14 skizziert die beschriebene
Aufgabenstellung. Anhand dieser Tests lassen sich spéter sowohl Modellva-
riationen als auch numerische Verfahren vergleichen.

Die Geschwindigkeit, mit der sich die Stérung durch die Leitung beim Stof3-

test @ ausbreitet, ist fiir eine ideal starre Leitung gleich der oben defi-
nierten Schallgeschwindigkeit des Fluids. Fiir eine Schlauchleitung &#ndert

30Ein experimentelles Analogon zum in Abbildung 2.14 dargestellten Problem geht auf
Holmboe und Rouleau zuriick, [HR66].
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2.5 Hilfskonstrukte zur Beschreibung der Wellenausbreitung

sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von den Eigenschaf-
ten der Leitungswand. Fiir die mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Storung wurden in einigen Arbeiten geschlossene Formeln aufgestellt. Fiir
die nachfolgende Beschreibung werden die in dem vorhergehenden Abschnitt
eingefithrten Bezeichnungen verwendet.

Nach Korteweg, [Kor78]|, ergibt sich fiir die mittlere Geschwindigkeit der
Signalausbreitung, csys:

I (2.5.1)

In der Arbeit [Kuh53] erweiterte Kuhl diese Formel zu

C

Coys = 2,2
1+2Ef (ro+s)7/s"+1
E¢ (T0+S)2/S2—1

(2.5.2)

und validierte diese an Wasserleitungen verschiedener Dicke.

Die Herleitung von Kuhl bedient sich der Annahme der linearen Spannungs-
verteilung iiber die Dicke der Leitungswand, was nur fiir sehr diinnwandige
Leitungen angenommen werden kann. Eine Formulierung fiir dickwandige
Leitungen®! findet man in [KS81]:

C

Csys = 5 5
\/ 2E; (1+v)(ro+ )2 + (1 — 20)ro

(2.5.3)

1+ —"
E¢ (T0+S)2—T3

wobei v die Querdehnzahl der Leitungswand aus homogenem Material be-
zeichnet. Fiir eine mehrschichtige Leitung wire an dieser Stelle die Misch-
Querkontraktionszahl zu verwenden.

Bis heute gelten die Formeln als sehr gute Abschéitzungen fiir die mittlere
Geschwindigkeit der Stérungsausbreitung in Leitungen. Fiir das oben be-
schriebene Stoflexperiment @ kann durch die Approximation die Verzoge-
rung gegeniiber einer ideal starren Leitung bestimmt werden.

Bemerkung 2.4. Die Approximationen lassen sich sehr gut zur Bestim-
mung des Misch-Elastizitdtsmoduls E4 verwenden, indem zu einer, an einem

31Dje Autoren geben (T—is < 1.1) als Giiltigkeitsgrenze an.

43



2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Stofexperiment gemessenen, Verzogerung der Ausbreitung einer Storung,
ein entsprechender Wert von E,, durch das Umformen der Gleichung (2.5.1)
oder (2.5.2) errechnet wird.

2.6 Effiziente Modellierung der Reibungskrifte in
hydraulischen Leitungen

Modellierung der Verluste des Impulses in hydraulischen Leitungen ist ein
komplexes Thema, welches bis heute nur teilweise untersucht wurde. Es
existieren zwar weitgehend akzeptierte Ansétze, diese basieren jedoch stets
auf Untersuchungen von starren Leitungen.

Als Verlustterm wird der in der Gleichung (2.1.8) definierte Term R bezeich-
net. Fiir eine starre Leitung reduziert sich dieser zu [ A VT dodr, vgl.
(2.1.7) und (2.1.8). Grundsétzlich kann also dieser Anteil von R fiir kleine
Dehnungen sowohl mit experimentell aufgestellten Modellen fiir Gesamtver-
luste einer starren Leitung als auch mit theoretisch hergeleiteten Approxi-
mationen fiir = angendhert werden. Kleine Ungenauigkeiten sind dennoch
zu erwarten, da in einer flexiblen Leitung, im Vergleich zu einer starren,
im Allgemeinen sich abweichende Stromungsprofile ausbilden.?? Im weite-
ren Verlauf dieses Abschnittes wird die Analyse des Verlustterms zuniichst
unabhéngig vom numerischen Zugang zu den Modellgleichungen vorgenom-
men. Numerische Behandlung und daraus resultierende Restriktionen wer-
den weiter im Abschnitt 4.4 behandelt.

Zur Beschreibung der Reibungsmodelle wird eine weitere Grofle bendtigt,
welche die Stromung charakterisiert. Diese ist die dimensionslose Reynolds-
Zahl Re, die fiir Leitungsstromungen durch die Gleichung
_2rplol _2r el

== =

definiert wird. Sie stellt das Verhéltnis von Tragheits- zu Reibungskriften
dar.

Re (2.6.1)

Prinzipiell ist die viskose Spannung = eine Funktion der Fluidgeschwin-
digkeit und deren rdumlichen Ableitungen. Fiir Newton’sche Fluide gilt

32Pezzinga und Brunone formulieren dies bei Analyse moderner Reibungsmodelle in
[PBO07] wie folgt: ,, The problem of different velocity profiles in elastic and viscoelastic
pipes ist open and should be examined by means of experiments and theoretical future
studies“ (S. 231).
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2.6 Effiziente Modellierung der Reibungskriéfte in hydraulischen Leitungen

zum Beispiel 7 ~ Vv, mit v - dreidimensionaler Geschwindigkeitsvektor.
Innerhalb einer quasi-zweidimensionalen Modellierung wird jedoch mit ei-
ner integralen Mittelung der Fluid-Gréflen iiber dem Leitungsquerschnitt
gerechnet. Somit ldsst eine numerische Analyse der entstandenen Gleichun-
gen keine Rekonstruktion der dreidimensionalen Gréfien in der Leitung zu.
Daher miissen die Beziehungen zwischen der viskosen Spannung und den
dreidimensionalen Fluid-Grofien durch Modell-Gleichungen ersetzt werden.
Man spricht an dieser Stelle stets von Reibungsmodellierung. In der Inte-
gralform der Impulserhaltung wird dabei die Spannung in der Leitung mit
Hilfe des Satzes von Gauf} auf die Spannung an der Leitungswand iiberfiihrt.
Es wird folgende Abkiirzung eingefiihrt:

™w =L / V-r clfbd?":i / ng4 - T de (26.2)
27r 27r
A(z) OA(x)
und die Approximande i wird ferner als Wandschubspannung bezeichnet.
Zur Konstruktion von Modellgleichungen wird sie wie folgt aufgeteilt:

wo=Tiv +TW - (2.6.3)

Hierbei bezeichnet 7, den stationéren Anteil von 7y, und 4 den insta-
tiondren.

Der stationire Reibungsanteil ist der, der den Verlust einer vollausgebilde-
ten Rohrstromung angibt. Dieser wird durch das Umformen des Ansatzes
von Darcy und Weissbach fiir einen Totaldruckverlust in einer Leitung (vgl.
[Tru89]) berechnet:

o = —ﬁplvlu (2.6.4)
wobei A den dimensionslosen Wandwiderstandsbeiwert bezeichnet. Er ist
abhéngig von der Reynoldszahl und der Strémungsform.

Fiir laminare Rohrstromung ergibt sich fiir A nach Hagen-Poiseuille
64
A= e
Fiir eine turbulente Stromung existieren mehrere Ansétze, die anhand von
empirischen Untersuchungen aufgestellt wurden. Fiir hydraulisch glatte
Rohre®® kann A nach dem Ansatz von Prandtl berechnet werden:

% — 2. log(Re - VN). (2.6.6)

(2.6.5)

33Eine Leitung wird als hydraulisch glatt bezeichnet, wenn fiir die Wandrauigkeit k,- die
Gleichung (64- ,fi) > Re gilt. (kr ~ 0)
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Durch ihre implizite Darstellung ist die Formel unhandlich, und wird daher
durch den Ansatz von Blasius ersetzt, der eine explizite Approximation an
(2.6.6) darstellt:

0}%311/6;1 (2300 < Re < 10°)
e
A= (2.6.7)
0,309 -
2 Re > 10°).
(g (mey? 1)

Als Identifikationsgrofle fiir den Umschlag der Rohrstrémung vom lamina-
ren zum turbulenten Fall gilt das Uberschreiten des Wertes 2300 durch die
Reynoldszahl. An diesem Punkt macht A eine sprunghafte Anderung. Wie
jedoch bereits in der Arbeit [Jun05] diskutiert, sprechen experimentelle Be-
obachtungen fiir das Existieren eines kleinen Ubergangsbereichs. Analog zu
dem Ansatz aus dieser Arbeit wird fiir A eine zusammengesetzte Funktion
benutzt, die einen stetig differenzierbaren Ubergang zwischen den genann-
ten Bereichen erlaubt3*:

e 1
o’ Re < 1900
1 64 1 0,3164
_ _ _ _ ? <
5 (1=&) - + 5 (1+&) 555 1900 < Re < 3500
0,3164
)\ _ R60725 ) 3500 S Re < 90000
1 (1-¢&9) 9,316 + 1 (1+¢&2) ﬂ, 90000 < Re < 110000
2 Re0:25 2 Rex\ 2
(1g(7))
1, 0382 7 110000 < Re

Re

(1e(59))
(2.6.8)
Re — 2700 Re — 100000

mit & := tanh( 10 ) und & = tanh(T). Der Verlauf der
Approximierenden des Widerstandbeiwerts ist im Anhang (Abb. C.1) in

einem Moody-Diagramm dargestellt.

34Die Darstellung weicht etwas von der Originaldarstellung in [Jun05] ab, die Unter-
schiede beruhen auf eingehender Diskussionen mit dem Autor (s. [EBJ08]).
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2.6 Effiziente Modellierung der Reibungskriéfte in hydraulischen Leitungen

Reale hydraulische Leitungen kénnen oft als glatt vorausgesetzt werden,
es sind jedoch Ausnahmen zu beachten. Fiir Gummidruckschliduche, Kunst-
stoffleitungen und Leitungen aus Leichtmetallen, die als ,,technisch glatt“ (vgl.
[BGIT7]) bezeichnet werden, werden fiir die Rauigkeit, je nach Herstellungs-
qualitdt, Werte zwischen 0,0005 und 0,0015 mm angegeben. Dies bedeutet,
dass einige (speziell sehr diinne) Leitungen fiir sehr grofe Reynoldszahlen
nicht mehr als ,,hydraulisch glatt“ angesehen werden kénnen. In diesem Fall
ist die Berechnung von A\, um einen weiteren Bereich entsprechend der For-
mel von Colebrook oder der von Nikuradse (vgl. [BG97]) zu erweitern.

Fiir die Berechnung des instationéren Anteils des Reibungsterms werden der
frequenzabhéngige Ansatz sowie die in letzten Jahren entstandenen Modelle
fiir den beschleunigungsabhéngigen Impulsverlust einer Leitung benutzt.
Diese basieren stets auf Untersuchungen der Ddmpfung eines Stofles in ei-
ner sehr langen Leitung und eignen sich aus physikalischer Sicht sehr gut
zur Simulation hochdynamischer Vorgénge. Deren Vorstellung und Anpas-
sung an die Modellgleichungen erfolgt zunichst ebenfalls nur mit Analyse
der numerischen Bestimmung des Terms selber und ungeachtet der Imple-
mentierungsmoglichkeiten und Umsetzung innerhalb des Gesamtschemas.

Die erste modellhafte Beschreibung der instationédren Reibung geht zuriick
auf Zielke (vgl. [Zie68]). Hierbei wird die Laplace-Transformation auf die
radiale Komponente der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichung

9%v 18v 10w 1 9p
o2t ror vor  wpos (26.9)
angewendet. Fiir die Losung der entstehenden gewdohnlichen Differential-
gleichung wird ein geschlossener Ausdruck aufgestellt. Die Transformation
der mittleren Geschwindigkeit v und die Zusammensetzung der Gleichun-
gen liefert die Abhéngigkeit der Wandschubspannung von der mittleren Ge-
schwindigkeit im Frequenzbereich. Dank dieses Ansatzes wird bis heute der
instationéire Wandschubspannungsanteil 73 oft als frequenzabhdingige Rei-
bung bezeichnet.

Durch die inverse Laplace-Transformation der Lésung erhielt Zielke folgen-
den Ausdruck fiir die Approximation im Zeitbereich:

t

u,Zielke u,Zielke . Ov 4p - v 9]
TW = TW (P,U,?‘,t, E) = /ggv(x,f)WZ(tff)dﬁ (2.6.10)
0

)
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

Hierbei ist die Funktion Wy ,eine Gewichtsfunktion, mit der vergangene
Werte der Volumenstroménderung hinsichtlich ihrer Bedeutung fiir den au-
genblicklichen Druckabfall bewertet werden“3®. Genauer gesagt, gewichtet
Wy die vergangenen Geschwindigkeitsvariationen innerhalb der Berechnung
des aktuellen Impulsverlusts und muss aus physikalischer Sicht in der Zeit
exponentiell abklingend sein.

Wz (€) wurde fiir € > 0.02 als die Summe einiger Exponentialfunktionen und
flir £ < 0.02 als Summe einiger Wurzel-Funktionen dargestellt. Die genaue
Zusammensetzung der Funktion Wy kann im Anhang B.1 nachgeschlagen
werden, die Abbildung 2.15 skizziert ihren Verlauf.

Durch den stark abklingen-

den Verlauf von Wz kann
10 fiir das Faltungsintegral in
(2.6.10) das endliche In-
tegral [} 5, (..)d¢, fiir At
grof} genug, als gute Nihe-
rung benutzt werden. Das

:@5 endliche Integral kann in
;N diesem Fall bestimmt wer-
den, was eine Implemen-

) p
tierung in eine numerische
0 1E-3 0,01 3 01 y Methode ermoglicht. Die-
ser Ansatz geht auf [Tri75]
Abbildung 2.15: Zielkes Gewichts- zuriick, wobei die Arbei-
funktion Wy. ten [The83] und [Hab02]

gezeigt haben, dass bei der
Implementierung sowohl die Wahl von At als auch die Anzahl der Inte-
gralstiitzstellen grofler, als die in der Originalarbeit, zu wéhlen sind. Das
diskrete Zielke-Modell eignet sich gut fiir das angestrebte effiziente Modell,
da es mit den Groflen des quasi-zweidimensionalen Modells auskommt, je-
doch bedeutet die Auswertung vieler Exponentialfunktionen zur Berechnung
der Integrale einen fiir Systemsimulationen nicht zu vernachléssigenden Zeit-
aufwand.

Ein effizienterer Ansatz, der die instationire Reibung beriicksichtigt, ist der
der beschleunigungsabhéngigen Reibung. Die ersten Untersuchungen dazu,

35[The83], S.27.
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2.6 Effiziente Modellierung der Reibungskriéfte in hydraulischen Leitungen

die gute Ubereinstimmungen mit experimentellen Ergebnissen lieferten, ge-
hen auf Brunone et al. zuriick: [BGG91b, BGG91a] und etwas erweitert
in [BGGY95, BKMFO00]. Aus dem Ansatz lésst sich in der Schreibweise der
vorliegenden Arbeit folgende Darstellung gewinnen:

T BT = B (p,v,r,t; %, %) = KBM% (% - C%) , (2.6.11)
mit Schallgeschwindigkeit ¢, definiert durch (2.2.11). Fiir den Koeffizien-
ten der instationdren Reibung Kpg,, wurde anhand empirischer Daten der
Ausdruck ermittelt.

7,41 . 14,3
Ky =2- T mit x = log (Reo’os) (2.6.12)

Die Aufstellung des Re-
abhéngigen Modells an-
hand von Messungen im- —"original" —— modifiziert
pliziert gewisse Ein- e

schrinkungen des Giiltig-
keitsbereichs. Spétere Im- Q14
plementierung des Mo-
dells in das numerische
Gesamtschema hat ge-
zeigt, dass der Verlust-
term durch den exponen-
tiellen Verlauf der Funk-

0,01

tion Kp., (vgl. Abb. 10 1001000 Re 0000 100000
2.16) zum einen fiir kleine

Reynoldszahlen eine un- Abbildung 2.16: Faktor der insta-
realistische Grofie annimmt tionéiren Reibung
und zum anderen fiir sehr nach Brunone et al.

grofle Reynoldszahlen den
instationdren Anteil fast vollstindig verliert. Daher wird an dieser Stelle
eine leichte Modifikation des Ansatzes entwickelt:

Kpru(100), falls Re < 100
Kpru(Re) = Kpru(Re), falls 100 < Re < 10° (2.6.13)
Kpru(10%), falls Re > 10° .
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

FEin weiteres semi-empirisches Modell, welches viele Diskussionen hervorge-
rufen hat, ist der Ansatz von Shuy, [Shu96]:

w,Shu w,Shu ~Ov pr [ Ov
TW Y= TW v (p,’l),?”, t7 E) = KShuy . ? . (E) . (2614)
mit
ov
—0,0165, falls s >0
—-0,26, falls ov <0 .
ot

Die experimentelle Bestimmung des Koeffizienten Kgy,, aus der Original-
arbeit wurde jedoch infrage gestellt (vgl. z.B. [AGMO00, PB07]) und bedarf
genauerer Analyse, da die vorgeschlagenen Werte implizieren, dass der Rei-
bungsterm in abgebremsten Fliissen steigt und in beschleunigten fillt.36

Die theoretische Grundlage der beschleunigungsabhéngigen Reibungsmodel-
lierung, und somit eine Verallgemeinerung der bekannten Ansétze, liefert die
Arbeit von Axworthy et al., [AGMO00]. Hier wird unter gewissen Prémissen
eine physikalische Herleitung fiir den Zusammenhang:

= K au(t,z) - % (% +u%) (2.6.16)
konstruiert. Die Funktion K 4, wird dabei als eine ph&nomenologische Funk-
tion, die positive Relaxierungszeit reprisentiert, bezeichnet. Diese kann ana-
lytisch nicht hergeleitet werden und muss empirisch gewonnen werden. F'iir
die Validierung benutzten die Autoren eine anhand mehrerer Stoflexperi-
mente ermittelte Treppenfunktion

0,039, falls 22 >0
Kap ~ { ot (2.6.17)

)
0, falls S¢ <0

36Der Grund dafiir sind die Langzeiteffekte in der Stromung bei den Experimenten, auf
deren Basis die Koeffizienten bestimmt wurden, s. [VJ97, AGMO0]. Dies ist ein ein-
deutiges Indiz dafiir, dass die beschleunigungsbasierten Anséitze nur fiir kurzzeitige,
instationédre Prozesse physikalische Giiltigkeit haben und fiir lingere Zeitskalen le-
diglich eine Modellanpassung an experimentelle Ergebnisse bilden. Jedoch aufgrund
teilweise sehr guter Ergebnisse ist das Shuy-Modell heute noch aktuell und wurde,
parallel zu den anderen Ansétzen, in die Applikation der Leitungsmodelle iibernom-
men.
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2.6 Effiziente Modellierung der Reibungskriéfte in hydraulischen Leitungen

als eine Ndherung und erzielten gute Ubereinstimmungen zu weiteren Ex-
perimenten.

Analog zu dem stetigen Anteil der Wandschubspannung, werden die Mo-
delle in dieser Arbeit um glatten Ubergang vervollstindigt. Der Ubergangs-
bereich in der Sprungumgebung, dv/dt =~ 0, wird hierbei klein gewahlt. Als
Anhaltspunkt fiir die Glattung vom beschleunigten zum abgebremsten Fall
wird dabei ein Hundertstel der Erdbeschleunigung verwendet.

. —0,04 . . .
Mit &3 := tanh 9v/0t — 0,049 lauten die modifizierten Gleichungen:
0,00245

0,0165, % >98-1072

KShuy = 1(1-63)-0,0165+ 2 (1+¢€3)-0,26, 0< ¥ <98-1072

9
0,26, v <0
0,039 , P >98-1072
Kpp = 1(1-¢3)-0,039, 0<2¥<98.1072 (2.6.18)

0, P <.

Die Abbildung 2.17 zeigt den zeitlichen Verlauf des Drucks in der Mitte
der Leitung beim Stoflexperiment mit dem Priifol nach ISO4113 als Fluid
und 10 bar, beziehungsweise 12bar als Ursprungsdruckniveaus in beiden
Behéltern. Die simulierte Leitung ist 0.5 m lang und hat einen Durchmesser
von 3mm. Um den Einfluss des Reibungsmodells zu separieren, wurde in
diesem Fall mit einer starren Leitung gerechnet.

Im Stolexperiment sowie in vielen ,realen” dynamischen Rechnungen liefert
die schlankere beschleunigungsabhingige Reibung #hnlich gute und teil-
weise bessere Ergebnisse als die rechenzeit-intensivere frequenzabhéngige
Reibung.?” Deren Schwiiche besteht in einer schlechteren Abbildung lang-
zeitiger Stromungseffekte. Dieser Punkt kann anhand von Simulationen pe-
riodischer Vorgéinge veranschaulicht werden. Hierzu wird die Berechnung
folgender Situation angestofien: Eine an einem Ende geschlossene Leitung
wird am gegeniiberliegendem Ende einer periodischen sinusférmigen Druck-
anregung ausgesetzt. Befindet sich die Frequenz des Anregers unmittelbar in

37In [EBJO8] wurde mehrfach berichtet, dass die Zielke-Reibung bei Vorgéingen mit star-
ken Druckschwankungen den Impulsverlust oft unterschitzt. Dies liegt an der nu-
merischen Approximation des Integrals in (2.6.10) und lidsst sich nur unter weiteren
Rechenzeitverlusten verbessern.
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2 Mathematische Modellierung einer Schlauchleitung

\ 1 2 3 4 5]
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0 1 2 3_ 4 5 6
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Abbildung 2.17: Druck in der Mitte der Leitung beim Stofversuch:
1: nur stationire Reibung, 2: Zielke-Reibung,
3: Shuy-Reibung, 4: Brunone et al. - Reibung,
5: Axworthy et al. - Reibung.

der Néhe einer der Eigenfrequenzen der Leitung, so unterschéitzen die Mo-
delle von Brunone und Axworthy den Impulsverlust. Die Abbildung 2.18
veranschaulicht das angesprochene Phénomen.

Prinzipiell besteht bei der Anwendung der Reibungsmodelle innerhalb ei-
nes Berechnungscodes eine einfache Mdoglichkeit, im Eigenfrequenz-Bereich
zusétzliche Ddmpfung zu erzeugen. Hierzu muss das Durchlaufen der einer
Eigenschwingung entsprechender Zusténde zur Simulationszeit identifiziert
werden und fiir die Félle die Dédmpfung kiinstlich angehoben werden. Die
Erkennung des Zustandes kann beispielsweise durch Priifung der Bedingung

0 n
ap(x) COS(ECSyS)
. = , n=1,23,.. (2.6.19)
@) sin(csys)
%t 2L, %

erfolgen. Harmonische Druckverldufe p(x) = po(x) 4+ pamp(x) - sin(gy csys)
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2.6 Effiziente Modellierung der Reibungskriéfte in hydraulischen Leitungen

\ nur stationdre —— Zielke —— Shuy Brunone et al. —— Axworthy et al.\
6
~— 4-
§
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\ll)
o’ |
J .
0 T T T T
0 1000 2000 f[Hz] 3000 4000 5000

Abbildung 2.18: Verhéltnis der Druckamplituden einer geschlossenen
Leitung bei sinusférmiger Druckanregung fiir
unterschiedliche Ansétze zur Reibungsberechnung.

wiirden stets identifiziert werden und zusétzliche Ddmpfung kann appliziert
werden.

Diese Vorgehensweise ist jedoch problematisch, nicht nur wegen der Schwie-
rigkeit der Bestimmung der Hohe der zusétzlichen Impulsreduktion fiir semi-
empirische Modelle, sondern und vor allem wegen des Fehlens einer physi-
kalisch begriindeten Basis der Methode. Prinzipiell handelt es sich hierbei
um Anpassung eines Ansatzes fiir kurzzeitige Rechnungen an beobachtete
Effekte bei periodischen Vorgéngen.

Als Alternative werden in dieser Arbeit numerische Schemata verwendet,
welche die Verwendung des Gesamtmodells mit beiden Reibungsanséitzen
erlauben.
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3 Numerische Methoden zur Behandlung der Strémungsgleichungen

KAPITEL 3

Numerische Methoden zur
Behandlung der
Strémungsgleichungen

3.1 Eigenschaften und Losungstheorie der
Erhaltungsgleichungen

Bevor eine numerische Methode zur Losung der Stromungsgleichungen kon-
struiert wird, werden zunéchst allgemeine Eigenschaften der Modellglei-
chungen und deren Losungen diskutiert. Grundsétzlich haben die Gleichun-
gen (2.3.1) und (2.3.2) die Form®®

%qu%f(u) = qp(u). (3.1.1)

Spéter wird gezeigt, dass der Schliissel zum numerischen Zugang zur Glei-
chung (3.1.1) durch die Losung des homogenen Anteils des Systems gebildet
wird. Fiir (3.1.1) wird als solches das Gleichungssystem bezeichnet, bei wel-
chem die rechte Seite Null ist. Daher wird bei der Analyse der Eigenschaften
der Erhaltungsgleichungen und ihrer Losungen vom homogenen Fall ausge-
gangen.

Vernachldssigt man die Terme der rechten Seiten in den Gleichungssystemen
(2.3.1) beziehungsweise (2.3.2), so kann die zu 16sende Aufgabe grundsitz-
lich wie folgendes Anfangswertproblem formuliert werden:

38Wobei fiir die Modellgleichungen einer Schlauchleitung f iiber die thermische Zustands-
gleichung gegeben ist.
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3.1 Eigenschaften und Lésungstheorie der Erhaltungsgleichungen

,Finde ein u(z,t), so dass gilt:

N flu) = 0 V(z,t) € [0, L] X [to, tend]
ot ox
(3.1.2)

u(z,tg) = up(z) Va € [0, L].“

Werden dabei die Operationen % und % als klassische Ableitungen ver-
standen und wird eine Losung aus dem Raum der stetig differenzierbaren
Funktionen gesucht, so heifit eine Funktion u, die die Beziehung (3.1.2)
erfiillt, eine klassische Losung des Anfangswertproblems. Solche Lésungen
existieren im Allgemeinen nur bis zur einer kritischen Zeit. Dieses kann wie
folgt veranschaulicht werden.

Zur besseren Ubersicht wird die Darstellung im folgenden Abschnitt auf den
skalaren Fall beschriankt. Fiir u - eine klassische Losung von (3.1.2) wird die
Kurve (y(t),t) als Charakteristik bezeichnet, falls

v = f (u(v(t),)) Vt>0 (3.1.3)

gilt. Wegen der Beziehung

Do) = A0 a0, 1)+ oul(0), 1
CLDF (wr(),0) Sour(),0) + srulr(d), 6
(3.1.4)
= (%f (u(y(t),1)) + %u(v(t)»t)
(3.1.2)

0

folgt, dass u entlang einer Charakteristik konstant ist. Ferner hat dies zur
Folge, dass ~ stets eine Gerade ist, denn es gilt

7' (t) = £ (u(r(t),1) = f (u(v(to),t0)) = f (uo(v(t0))) = const.

Da im Allgemeinen f keine konstante Funktion ist, entsteht im Schnittpunkt
zweier Charakteristiken mit unterschiedlichen Anfangswerten ein Wider-
spruch. Dies passiert auch, wenn ug glatt ist. Die Abbildung 3.1 stellt diese
Problematik graphisch dar.
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3 Numerische Methoden zur Behandlung der Strémungsgleichungen

Um die Losbarkeit des Anfangswertproblems zu garantieren, muss der Lo-
sungsbegriff erweitert werden. Die Ableitungen aus (3.1.2) sind daher, im
distributionellen (schwachen) Sinn zu verstehen und es werden im weiteren
Verlauf schwache Losungen des Anfangswertproblems betrachtet. Definitio-
nen des Begriffs und zugehorige Theorie kann [BS07] entnommen werden.

Ferner wird von der
Losung eine zusétzli-
che FEigenschaft gefor-
o dert, die Erfiillung der
0

f sogenannten Lax-
uh Entropiebedingung ent-

lang aller Unstetigkei-

0 L
! WIIgIRSPRUCH ten. Diese Forderung
u - hat zum einen einen
“o physikalischen Hinter-
3 t > grund, und sichert des

weiteren die Eindeutig-

uo

Yo

Abbildung 3.1: Charakteristiken einer keit der Losung. Vor
klassischen Losung der der Einfiihrung dieses
Anfangswertaufgabe.

Begriffs wird, zur Ver-
anschaulichung der Ei-
genschaften der gesuchten Losungen, zunichst die Rankine-Hugoniot-
Sprungbedingung definiert. Hierfiir wird zusétzlich zur Anfangswertaugabe
eine Kurve (o(t),t), o € Cltg, o) betrachtet, die den Raum R x [tg, o0)
in Q7, und Qg teilt. Fiir eine Funktion u bezeichnen ug und vy, deren Ein-
schrankungen auf Q beziehungsweise Q. Auf (o(¢),t) erfiillt v die Rankine-
Hugoniot-Sprungbedingung genau dann, wenn die Beziehung

(ur(o(D),t) — ur(o(t), 1) o' (1) = f (ur(e(t), 1) — f (ur(e(®),1) (3.1.5)

fiir alle t > tg giiltig ist.

Unter der Benutzung des Begriffs der schwachen Form kann gezeigt werden,

. . e . ur, in O,
dass mit der obigen Definition die Funktion u := ) genau dann
uRr 1IN QR

eine schwache Losung von (3.1.2) ist, wenn uy, und up in den jeweiligen
Teilgebieten klassische Losungen von (3.1.2) sind und u auf der die Teil-
gebiete trennenden Kurve (o(t),t) die Rankine-Hugoniot-Sprungbedingung
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3.1 Eigenschaften und Lésungstheorie der Erhaltungsgleichungen

erfiillt.?® ¢/(t) wird als die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Unstetigkeit
(o(t),t) bezeichnet.

Zur Definition der Entropiebedingung von Lax wird fiir ein (zq,tg) € (o(¢),t)
zusétzlich folgende Bezeichnung eingefiihrt:

f (lim u(xg — 0, to)) —f (lim u(xzo + 0, to))
6—0 5—0
Ssh 1= . (3.1.6)
u(zo — d,t0) — u(zo + 0, t0)

Die Funktion u erfiillt die Lax-Entropiebedingung in (z¢,%p) genau dann,
wenn die Ungleichung

1 (gig%)u(xo +94, to)) < sgn < f (g%u(xo -6, to)) (3.1.7)

gilt. Eine Unstetigkeit, die die Gleichung (3.1.7) erfiillt und der Rankine-
Hugoniot-Sprungbedingung geniigt, heiit eine Stoffwelle. Ferner wird sy,
als die Schockgeschwindigkeit bezeichnet.

Betrachtet man nur noch schwache Losungen von (3.1.2), die entlang aller
Unstetigkeiten die Lax-Entropiebedingung erfiillen, so ist fiir konvexe f die
Eindeutigkeit der Losung gegeben.*°

Aus der obigen Forderung ergibt sich eine fiir praktische Aufgaben mit ei-
ner konvexen Flussfunktion bedeutsame Eigenschaft der Losung, die sich
wie folgt umschreiben lidsst: Enthilt die Anfangsbedingung von (3.1.2) Un-
stetigkeiten, so kénnen sich in der Raum-Zeit Ebene nur solche von denen
ausbreiten, die die Lax-Bedingung erfiillen. Sie werden in dieser Arbeit als
Stofle bezeichnet. Verletzt eine Unstetigkeit die Lax-Bedingung, so ist die
Losung unmittelbar nach ¢y im entsprechenden Bereich stetig und wird fer-
ner in dieser Arbeit als Verdinnungswelle bezeichnet. Die Abbildung 3.2
veranschaulicht die Struktur der Losungen der Aufgabe (3.1.2) mit unsteti-
gen Anfangsbedingungen.

Die hier skizzierte Aufgabe wird in der Literatur als Riemann-Problem be-
zeichnet, welches in allgemeiner vektorieler Form wie folgt definiert wird:

Tut Do) = 0 V(e t) €0,1] X [0, fend]
ot ox
u;, 1z <0, (3.1.8)
u(z,0) =
up, z > 0.

39Beweis kann in [Kro97] nachgeschlagen werden.
40Beweis kann in [Smo83], S. 283 nachgeschlagen werden.
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3 Numerische Methoden zur Behandlung der Strémungsgleichungen

t
Uy, //
UR
X oz
> — >

Abbildung 3.2: Ausbreitung einer Verdiinnung und eines Stofies.

UR T

Das Losen des Riemann-Problems bildet die Basis fiir eine breite Klasse
von modernen numerischen Verfahren in Erhaltungsform. Die im weiteren
Verlauf dieser Arbeit zur Losung der Modellgleichungen der Strémung kon-
struierten Schemata beruhen ebenfalls darauf. Eine nihere Analyse folgt im
Abschnitt 3.3.

3.2 Numerische Methoden fiir Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt wird der numerische Zugang zu den Modellgleichun-
gen der Stromung anhand des homogenen Problems (3.1.2) erkldrt, dabei
liegt der Schwerpunkt auf Finite-Volumen-Methoden (FVM), und zwar spe-
ziell auf der Klasse von FVM, deren Flussberechnung auf der Losung des
Riemann-Problems basiert.

Eine grundlegende Forderung an jedes diskrete Schema zur Losung eines
PDG-Systems ist die Forderung nach Konsistenz, Stabilitit und Konver-
genz. Definitionen und Bedeutung dieser Begriffe wird an dieser Stelle aus-
gelassen, diese kann in ausfiihrlicher Form in [OL03] nachgelesen werden.
Schemata zur Bestimmung einer Nidherungslosung von Erhaltungsgleichun-
gen werden mit weiteren Forderungen belegt, was zu einer Einschrinkung
der Wahl eines Diskretisierungsverfahren fithrt. Die Tatsache, dass Erhal-
tungsgleichungen im Allgemeinen und insbesondere die Gleichungen, die
sich fiir das Leitungsmodell ergeben, nichtlinearer Natur sind, stellt eine
gewisse Herausforderung an numerische Schemata dar: Nicht nur Unste-
tigkeiten in den Randbedingungen, sondern auch die Nichtlinearitét von f
fiihren zu Unstetigkeiten der Losung, welche im Fall der Modellgleichungen
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3.2 Numerische Methoden fiir Erhaltungsgleichungen

fiir die Leitung Spriinge in der Dichtefunktion beziehungsweise Druckfunk-
tion bedeuten. Viele Verfahren zeigen Schwierigkeiten in der Auflsung der
Unstetigkeiten der Stromung, so dass die numerische Losung oft unphysika-
lische Oszillationen aufweist (vgl. [Kro97]). Weiterhin stellt sich die Frage
nach der numerischen Approximation der ,richtigen* Losung, da das Zulas-
sen der Unstetigkeiten dem Ubergang zum Begriff der schwachen Losung der
Differentialgleichung entspricht. Eindeutigkeit ist damit erst unter Hinzu-
nahme zusitzlicher Bedingungen (vgl. Abschnitt 3.1) gegeben, welche nicht
notwendigerweise von einem numerischen Verfahren erfasst werden.*!

Aus der obigen Diskussion ergeben sich zwei Forderungen an ein numerisches
Verfahren fiir Erhaltungsgleichungen:

1. Das Verfahren soll konservativ sein. Das bedeutet zum einen, dass
bei der Anwendung des Schemas auf eine Gleichung in konservativer
Form die Summe aller Beitrdge, die diskrete Approximationen der
inneren Fliisse?? bilden, Null ergibt. Zum anderen soll das Schema bei
der Anwendung auf eine Aufgabe mit unstetiger Losung als Ergebnis
die schwache Losung approximieren, die die Lax-Entropiebedingung
erfiillt.

2. Das Verfahren soll die TVD-FEigenschaft*® besitzen. Dies bedeutet,
dass die Totale Variation** der diskreten Losung in der Zeit nicht
zunehmen darf.

Im Folgenden wird zur Beschreibung numerischer Schemata folgende Nota-
tion verwendet:

e Die Leitung sei entlang der z-Achse in N dquidistante Abschnitte un-
terteilt. Die Lange eines Abschnitts wird mit Az und der Mittelpunkt
jedes Abschnitts mit z; (i = 1...N) bezeichnet.

e Es bezeichnen ¢;, i = 1,2, 3, ... diskrete Zeitpunkte, zu denen die nume-
rische Losung bestimmt wird. Ferner sei At := t,11 — tn die aktuelle
Zeitschrittweite.

“1In der Terminologie vom Abschnitt 3.1 bedeutet dies, dass die bei der Wahl
eines ungiinstigen numerischen Schemas gefundenen Approximanden die Lax-
Entropiebedingung verletzen kann.

42 Alle Terme, die numerische Fliisse darstellen, bis auf die am Rand.

43Von Total Varaition Dimishing.

44Definition des Begriffs kann im Anhand A.1 nachgeschlagen werden.
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3 Numerische Methoden zur Behandlung der Strémungsgleichungen

e Es notiere A := (%f(f) die Jacobi-Matrix von f. Die Darstellung

0 0
au—l—A(u)%u—O (3.2.1)

von(3.1.2) wird ferner als die quasilineare Form der Erhaltungsglei-
chungen bezeichnet.

Die alteste Klasse numerischer Verfahren zur Bestimmung von Naherungs-
16sungen von Erhaltungsgleichungen bilden die Finite-Differenzen-Verfahren
(FDM). Die Grundidee dieser Methoden liegt in der Approximation der
Ableitungsoperatoren an jedem betrachteten diskreten Punkt durch so ge-
nannte Differenzensterne. Als solche bezeichnet man Summen gewichteter
Werte der zu differenzierenden Funktion in den diskreten Punkten aus der
Umgebung des entsprechenden Punktes. Die Konstruktion der Differenzen-
sterne erfolgt aus der Auswertung der Taylor-Entwicklungen (um den Punkt
x;) der zu differenzierenden Funktion an weiteren Punkten des festgelegten
diskreten Gitters. Zum Beispiel kénnen aus den Entwicklungen

‘ _ _ 1o} ‘ (AI)2 9?2 ‘
u(z; — Az,t) =u(z;,t) — Am—axu(mz, t) — 5 9a2 u(x;,t)
(3.2.2)
‘ _ _ 1o} _ (Aaf:)2 9?2 _
u(z; + Az,t) =u(z;,t) + Am—amu(acl7 t) + 5 92 u(z, t) + ...

durch Vernachliassigung der Terme zweiter und héherer Ordnung und an-
schliefender Umformung der Gleichungen nach a%u(;z:i,t) je Vorwirts- be-
ziehungsweise Riickwarts-Differenzen-Schemata gewonnen werden. Alterna-
tiv kann durch die Summation beider Gleichungen und anschlieflende Ver-
nachlissigung aller Terme ab dritter Ordnung das Zentrale-Differenzen-
Schema erzeugt werden.

Es existieren viele weitere klassische Schemata zur Diskretisierung von Er-
haltungsgleichungen, die auf FDM basieren. Zu den bekanntesten symme-
trischen expliziten Schemata zéhlen dabei das Lax-Friedrich Schema:

utt = (u?_l + u?+1> - % [f(u?ﬂ) - f(u?—l)] (3.2.3)

N | —
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3.2 Numerische Methoden fiir Erhaltungsgleichungen

und das Lax-Wendroff-Schema.:

n At

u;l—&-l =u; - E [f(uly1) — f(uiq)]
2
+ 2((212)2 [A(ui+1/2) (f(uiyq) — £(ui)) (3.2.4)

—A(w; 1) - (E]) — £uf )]

wobei im Finite-Differenzen Kontext u}' den approximierten Wert der Funk-
tion u an der Stelle (z;,tn) représentiert. Neben den symmetrischen Me-
thoden haben sich die Upwind-Methoden etabliert, welche als Grundidee
das Schalten zwischen den linksseitigen und rechtsseitigen Differenzen in
Abhéngigkeit von den Eigenwerten der Jacobi-Matrix A beinhalten. Der
Ursprung dieser Methoden und gleichzeitig das bekannteste Schema ist das
CIR-Verfahren.*> Am einfachsten ist die Vorgehensweise am skalaren Fall
darzustellen:

S

(3.2.5)

(7

3 S

wit _ o At J Sl = f(uf), falls a(uft) <0
L A ) ful) — f(uly), falls a(ul) > 0.

<

Es existiert eine Reihe weiterer klassischer Verfahren von beiden Typen.
Die prinzipielle Problematik der numerischen Behandlung hyperbolischer
Gleichungen lasst sich wie folgt vereinfacht formulieren: Verfahren erster
Ordnung ,,verschmieren stark die auftretenden Unstetigkeiten der Losung
und viele der Verfahren hoherer Ordnung erzeugen starke Oszillationen in
den Umgebungen der Unstetigkeiten. Der Satz von Godunov (vgl. [God59],
Seite 277) postuliert, dass es nicht moglich ist, ein Schema mit konstanten
Koeffizienten zu konstruieren, welches von Ordnung 2 oder héher wire und
keine Oszillationen erzeugen wiirde. Daher werden gewisse Strategien zur
Stabilisierung von Verfahren héherer Ordnung verwendet. Da jedoch fast
alle wichtige Schemen sich auch aus dem Finite-Volumen-Methoden Kontext
erzeugen lassen, wird an dieser Stelle auf FDM zweiter Ordnung nicht weiter
eingegangen.

45Courant, Isaacson, Rees (1952).
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3 Numerische Methoden zur Behandlung der Strémungsgleichungen

Der grundlegende Unterschied
12 zwischen Finite-Volumen- und
Finite-Differenzen-Ver-

0 fahren liegt darin, dass an-
toso S T( ) statt die differentielle Form
tnt1 : < - ) ('1 ) der Ausgangsgleichung zu

3 ~— : : diskretisieren, im ersten ihre
l ‘ ‘ : Integralform den Startpunkt
. . : ( - ) _ : zum numerischen Zugang zur
nt : : : : : : Losung bildet. Oft gleichen
die aus FVM resultierenden
x Schemata den Methoden aus
Timl T Tl it2 dem FDM Kontext, und fer-
Abbildung 3.3: Integrationsgebiet bei ner ktnnen Finite-Volumen-
Konstruktion eines Verfahren erster Ordnung als
FVM-Schemas. eine Unterklasse von Finite-
Elemente-Methoden betrach-

tet werden (vgl. [KA00]).

tn

\/

Am homogenen Problem (3.1.2) ldsst sich die Vorgehensweise wie folgt be-
schreiben: Legt man {iber die (z,t¢)-Ebene ein kartesisches Gitter mit der
oben eingefiihrten Notation und integriert die Ausgangsgleichung iiber je-

den Wiirfel Q7 := [xz‘—l’xi+l] X [tn,tn+1], so erhélt man die Gleichung
2 2

/ (W—f) " =0, (3.2.6)
Qn

so dass die Anwendung des Satzes von Gaufl auf die Darstellung

wi+% tn41
[ ule, tper) de— | f(u(acif%,t)) dt
tn

x,

Nl

_ (3.2.7)
ity tnt1
_x.f u(z,tn) do + t{ f(u(aci+%,t)) dt =0

Nl

fithrt.

In dem FVM Kontext werden nun die integralen Mittelwerte jeder Zelle

x ] als diskrete Werte aufgefasst, die im Lauf der numerischen

i Tl
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3.2 Numerische Methoden fiir Erhaltungsgleichungen

Berechnung bestimmt werden. Im gesamten weiteren Verlauf der Untersu-
chungen wird folgende Schreibweise verwendet:

i = Az . T,ln) AT 2.
T2
t
n+1/2 1 ntl
Firie = A /tn £ (u(xi_i_%’t)) dt. (3.2.9)
Die Terme F;fll/; werden als numerische Fliisse bezeichnet. Sie sind als

integraler Mittelwert {iber der Zeit der physikalischen Fliisse definiert. De-
ren Bestimmung bildet den Hauptunterschied zwischen einzelnen Finite-
Volumen-Methoden. Die allgemeine Vorschrift zur Durchfithrung eines Zeit-
schritts lautet

+1 At | _n+1/2 n+1/2
u = ul Ao | Fimie ~Fiis |- (3.2.10)

Als Einleitung zur Beschreibung des Grundgedankens zur Bestimmung nu-
merischer Fliisse sei an dieser Stelle [RM67], §12.15 zitiert: ,,In 1959, Go-
dunov described an ingenious method for one-dimensional problems with
shocks“. Godunovs Ansatz besteht darin, zu jedem betrachteten diskreten
Zeitpunkt den Zustand an der Grenze zwischen je zwei Zellen als Anfangs-
wertproblem eines Riemann-Problems zu betrachten. Die urspriingliche Me-
thode ging von einer Approximation der Werte von u innerhalb jeder Zelle
durch eine konstante Funktion mit dem Wert u}’ aus (vgl. Abbildung 3.4),
so dass das an einer Zellengrenze entstehende Riemann-Problem (hier am
Beispiel von z;_;9) lautet:

0 0

au—k %f(u) = 0 , (z,t) € [mi—1,zi] X [tn, tnt1]
ui g, T <, 1, (3.2.11)
u(z,0) = n 2
u;, €T > xi_%.

Ist eine exakte Losung des Riemann-Problems gefunden (sei diese mit u* =
u*(uj_;,u}) bezeichnet), so kann der entsprechende numerische Fluss wie
folgt ermittelt werden:

n n n n tn+1 *
2 R ) /t f(u (Tis1 /z,t)) dt. (3.2.12)
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Abbildung 3.4: Stiickweise konstante Approximation von u zum
diskreten Zeitpunkt ¢y.

Das Problem am Zellenrand reduziert sich dabei auf die Bestimmung von
u* {iber dem Zeitintervall [tn,t,+1], auf welchem die Losung eines jeden
Riemann-Problems konstant ist, solange benachbarte Riemann-Probleme
innerhalb eines Zeitschritts keine Interaktion erfahren.

Die von Godunov vorgestellte Methode benutzte die Konstruktion der exak-
ten Losung des Riemann-Problems. Diese Vorgehensweise ist jedoch sehr Re-
chenzeit intensiv und nicht fiir jedes Gleichungssystem mdoglich. Es hat sich
weitgehend das Einsetzen einer Ndherungslosung innerhalb des Godunov-
Schemas etabliert. Die entsprechende Methodik wird im Abschnitt 3.3 dis-
kutiert.

Das oben vorgestellte Verfahren zur Diskretisierung von Erhaltungsglei-
chungen ist von erster Ordnung in Zeit und Raum. Eine Moglichkeit, die
Ordnung in beide Richtungen auf zwei zu erhchen, bildet der sogenannte
MUSCL*6-Ansatz. Zur Konstruktion der Anfangswerte fiir das Riemann-
Problem an den Zellengrenzen wird dabei ein linearer Verlauf von u inner-
halb jeder Zelle angenommen. Bezeichnet s; den Vektor der Steigungen in
der i-ten Zelle, so lauten die rekonstruierten Werte an ihrem linken und

46yon Monotone Upstream-centred Scheme for Conservation Laws.
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rechten Rand:

Ax
n n n
ui;i1/2 =u; + 751' .

(3.2.13)
Da im Allgemeinen der

rekonstruierte Wert von

u aus der Zelle i an u 4 @© u”
die benachbarte Zel- A e it
lengrenze ¢ + 1/2 un- @
gleich dem rekonstru-
ierten Wert aus der
Zelle i + 1 an dieselbe n
Zellengrenze ist, wird e
zur Verdeutlichung die Y
Schreibweise u;, ;1 /o ver- Ti—1 T Tit1
wendet. Ferner bezeichne
u die stiickweise lineare
Funktion, die in jeder
Zelle gleich der jeweili-
gen Rekonstruktion ist.

Abbildung 3.5: Lineare Rekonstruktionen in
der Zelle i:
(@D - unter Zunahme der TV (i),

(2 - ohne Zunahme von TV ().

Zur Bestimmung von si* kann bei einer inneren Zelle der Leitung ¢ sowohl die
linke als auch die rechte Nachbarzelle hinzugezogen werden. Um die Total-
variation der Rekonstruierten, a, gegeniiber der Godunov-Rekonstruierten
nicht zu erhéhen, muss vermieden werden, dass durch die Rekonstrukti-
onsprozedur neue lokale Maxima und Minima entstehen (vgl. Abbildung
3.5). Hierzu wird innerhalb des MUSCL-Ansatzes der sogenannte MinMod-
Limiter verwendet:

MinMod(x1, £2) = % (sgn(r1) +sgn(s2)) - min (ki) |mal) . (3.2.14)
Fiir jede Zelle wird

no__ N\ u —up g u?+1 —uy

s; = MinMod < X AL > (3.2.15)

gesetzt, so dass, falls beide betrachtete Gradienten gleiches Vorzeichen auf-
weisen, stets der kleinere zur linearen Rekonstruktion verwendet wird. Bei
gegensétzlichen Vorzeichen wird eine konstante Funktion als Rekonstruie-
rende verwendet (vgl. Abbildung 3.6).
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Abbildung 3.6: Stiickweise lineare Approximation von u zum diskreten
Zeitpunkt ¢, nach MUSCL.

Zur Erhohung der Ordnung des Verfahrens in der Zeit werden die rekonstru-
ierten Erhaltungsgrofien an den Zellenrédndern fiir einen halben Zeitschritt
berechnet, bevor sie als Anfangswerte zur Losung des lokalen Riemann-
Problems verwendet werden. Hierzu wird ihre Taylor-Entwicklung in der
Zeit betrachtet:

1/2 At 0
uZL§2 =i b G g Uyt O(A#). (3.2.16)

Nach (3.1.2) kann der zweite Term der rechten Seite durch —% (%f (u?;ilm)

ersetzt werden?” und die Ortsableitung von f wird mittels einseitiger Diffe-
renz in der Zelle ¢ approximiert. Die Vorschrift zur Bestimmung der Anfangs-
werte des Riemann-Problems an den Zellengrenzen lautet bei Vernachléssi-
gung der Terme hoherer Ordnung:

n+1/2 n 1 At n n
Wil = Wiy + 5 a [f (wh12) —f (ui;ﬂ/z)] : (3.2.17)

Dieser Schritt wird als Fvolution bezeichnet.

4"Das FErsetzen der Zeitableitungen durch Ortsableitungen wird als Cauchy-
Kovalevskaya-Prozedur bezeichnet, vgl. [LOJ.
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3.2 Numerische Methoden fiir Erhaltungsgleichungen

Die Abbildung 3.7 prisentiert die graphische Darstellung des Ablaufs der
numerischen Berechnung bei Durchfiihrung eines Zeitschritts nach dem
MUSCL-Ansatz.

At At
tn+1 ....................................................................... tn+1 .......................................................................
\©) ®
LV o, " @
@/ \@
® @
{70 ST N AT oo
x T
h @ 1 Tiowyy 1T rinl @y W@y 1T

Abbildung 3.7: Schematische Darstellung eines Zeitschritts im
MUSCL-Verfahren: (1) - Rekonstruktion,
(2 - Evolution,
(3 - Losung des RP,
@ - Bestimmung numerischer Fliisse,
(®) - Durchfiihrung des FV-Schritts.

Wie bereits angedeutet, ist es bei dem vorgestellten expliziten Godunov-
Typ-Verfahren notwendig sicherzustellen, dass die lokalen Riemann-Probleme
innerhalb eines Zeitschritts keine Interaktion erfahren. Notiert A7, ,, den
betragsmifig groften Eigenwert der Jacobi-Matrix A in der Zelle ¢ im Zeit-
intervall [t, ¢, +1], so kann daraus folgende Bedingung zur Bestimmung der

Zeitschrittweite abgeleitet werden:
Ax
i:qlaXN {p\ﬁm”l}

geaey

Aty i=tpy1 —tn < (3.2.18)

Ublicherweise erfolgt die Sicherstellung dieser Bedingung innerhalb eines
numerischen Schemas durch die Verwendung eines Parameters

Corr € (0,1), (3.2.19)

der sogenannten Courant-Friedrichs-Levy Zahl und der Wahl der aktuellen
Zeitschrittweite durch

Aty = Ceorp, - (3220)

i=1,...,

67



3 Numerische Methoden zur Behandlung der Strémungsgleichungen

Die Bestimmung oder Abschitzung der lokalen maximalen Signalgeschwin-
digkeiten |Aj,,,,| kann innerhalb der Losung der Riemann-Probleme er-
folgen. Eine Methodik zur Bestimmung dieser Losung wird im folgenden
Abschnitt vorgestellt.

3.3 Losungsverfahren fiir das Riemann-Problem

Zur Reduktion des numerischen Aufwands bei der Losung der lokalen
Riemann-Probleme existieren zahlreiche Ansétze zur Konstruktion einer ex-
pliziten N#dherung, die eine einfache Struktur besitzen. Der bekannteste An-
satz ist der von Roe, bei welchem das lokale Riemann-Problem linearisiert
wird. Die Aufgabe (3.1.8) wird nach diesem Ansatz durch folgendes Problem
ersetzt:

0

0 ur, x <0,
S;u+ ARO@%u = 07 u(w,O) =

(3.3.1)

ot up, x > 0.

Die Matrix Ag,. ist dabei eine Approximande der Jacobi-Matrix, welche
ausgehend von den Anfangswerten des Problems konstruiert wird:

ARroe = Apoe(ur,ug). Nach Roe soll eine geeignete Methode zur Bestim-
mung der Approximande eine Matrix mit folgenden drei Eigenschaften lie-
fern:

1. ARe. ist diagonalisierbar mit reelen Eigenwerten,
2. Fir up,ug — u gilt Agye(up,ur) = A(u),

3. Ap,e erfiillt die Mittelwertseigenschaft:

f(ur) — f(ur) = Agoe - (ur — ug). (3.3.2)

In diesem Fall wird Ag,. als Roe-Matrix bezeichnet. Die naheliegenden
Mittelungen, (A(ur)+ A(ug))/2 und A (m
Approximande verletzen im Allgemeinen die dritte Bedingung, so dass der
Ansatz von Roe von einer Auswertung von A an einem gewissen Mittelwert
i ausgeht:

, zur Berechnung der

Anoe = A(@), mit @ =a(uz,up). (3.3.3)
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3.3 Losungsverfahren fiir das Riemann-Problem

Die Bestimmung der Roe-Mittelwerte ist im Allgemeinen gerade wegen der
dritten Bedingung aufwendig, fiir Euler-Gleichungen sind diese jedoch be-
kannt (vgl. [Tor99]).

FEine sehr einfache und effiziente Methode zur Konstruktion einer Néahe-
rungslésung fiir ein Riemann-Problem bildet das HLL-Verfahren*®, welches
auch in dieser Arbeit hauptsichlich zum Einsatz kommt. Hierbei wird von
einem konstanten mittleren Zustand iy ; ausgegangen, welcher sich zwi-
schen der schnellsten Welle, die ich in positive Richtung ausbreitet, und der
schnellsten Welle, die sich in negative Richtung ausbreitet, einstellt.

Es bezeichnen ay,;, und amax die obere und die untere Schranken fiir die Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Wellen. Diese Werte seien vorzeichenbehaftet.
Die ndherungsweise Gesamtlosung des Riemann-Problems lautet mit diesen
Bezeichnungen:

ur,, fir z/t < amin
ugrr =19 Ogrrn, fUr amin <2/t < amax (3.3.4)
up, fur I/t > Gmax

Die Abbildung 3.8 skizziert die Struktur der HLL-N&herungslosung.

t
\
___________________________________ s
A
22 - @,g‘”’
Q Ugrr ,
, Y |
“ &) up
ur,
: X
X7, XR -

Abbildung 3.8: Struktur der HLL-N&herungslésung des
Riemann-Problems.

Der mittlere Zustand des HLL-Verfahrens kann durch das Integrieren der
Erhaltungsgleichungen {iber einen Wiirfel [z, zg] X [0, 6] gewonnen werden,

48Harten, Lax und van Leer, 1983.
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wobei 7, und zg so zu wiahlen sind, dass z; < 6t - amin und zg > 6t - amax
gilt:

TR ot
J u(z,dt) de — Off (u(zp,t))dt

o 5t (3.3.5)
— [ u(z,0) dz + ({f(u(xR,t)) dt =0.

Das Einsetzen der HLL-N#herungsfunktion und die Auswertung der Inte-
grale entlang entsprechender Strecken liefern (vgl. [Tor99], S. 317-319) fol-
genden Ausdruck fiir den mittleren Zustand:

-~ -~ a up — aminuz, — f(ug) + f(u
Gigrp =tpgpo(up,up) = L ;nm L - ( r)+EuL) (3.3.6)
max — “Ymin

Durch die Betrachtung analoger integraler Beziehungen auf den Wiirfeln
[zL,,0] x [0,6t] und [0,zg] x [0,6t] und durch das Einsetzen des gewé&hlten
Naherungsansatzes kann auch eine N&dherung des Flusses entlang der ¢-
Achse gewonnen werden. Dieser sei mit Fy; bezeichnet. Das Einsetzen
von (3.3.6) in eine der beiden resultierenden Beziehungen

Farr = f(up)+ amin(Ugrr —ug) (3.3.7)
Frprr = f(ugr)+ amax (Ggrr — ug) (3.3.8)

liefert die gesuchte Approximation des Flusses:

amaxf(ur) — aminf(UR) + Gmindmax (Ur —uyp)

Fyp = . (3.3.9)

Gmax — Gmin

Bemerkung 3.1. Die dargestellte Herleitung des HLL-Flusses ist nur giiltig,
falls amin und amax unterschiedliche Vorzeichen aufweisen. Im anderen Fall
ist Fgpp gleich f(uy) zu setzen, falls api, < 0, beziehungsweise gleich f(ug),
falls 0 < amax gilt.

Bemerkung 3.2. Es wird innerhalb des Verfahrens vorausgesetzt, dass die
Abschétzungen fiir die Signalgeschwindigkeiten a,i, und amax bekannt sind.
Unberiicksichtigt bleibt dabei, ob es sich bei den beiden Wellen um Stéfe
oder Verdiinnungswellen handelt.

70



3.3 Losungsverfahren fiir das Riemann-Problem

Ein fiir die numerische Untersuchungen dieser Arbeit wichtiges System von
Erhaltungsgleichungen sind die Fuler-Gleichungen:

0

B}
Pt o-(pv) = 0
ot" " o (3.3.10)
B b
5P )+8f(pv +p) = 0.

Zu den Modellgleichungen haben sie folgenden Bezug: Sie entstehen, bei-
spielsweise, aus der Formulierung (2.3.1) fiir den Fall A = konst, fiir alle
x € [0,L] und alle ¢ > 0 bei Vernachléssigung der Reibung in der Leitung.
Euler-Gleichungen reprisentieren die eindimensionale reibungsfreie Wellen-
ausbreitung in einer Fliissigkeit oder einem Gas.

Durch folgende Umformung lassen sich die Gleichungen in ihre charakteristi-
sche Form bringen: Die erste Gleichung wird mit dem Term 1/pc erweitert.
Ferner werden aus der resultierenden Formulierung durch anschliefende
Subtraktion beziehungsweise Addition der zweiten Gleichung von (3.3.10)
zwei neue Gleichungen erzeugt. Somit erhélt (3.3.10) die Darstellung:

Jvtwrole + 22 rwr0lp = o
o’ T T V9" cla? TV T Y9 T
(3.3.11)
9 13 110 15
aer(vfc)%fu + [athr( )%p} = 0
Charakteristiken dieses Systems werden durch die Beziehungen
ox
+. 9z _
CcT: e v+c
(3.3.12)
_ Oox
c: oV
beschrieben.

Innerhalb des oben dargestellten HLL-Verfahrens werden an jeder Zellen-
grenze Werte fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Wellen, ay,;, und
amax, bendtigt. Ein bekannter Ansatz*? ist die Verwendung der Eigenwerte
der Roe-Matrix, (3.3.1). Fiir das Gleichungssystem (3.3.10) ergibt sich dem-
nach®’

Amin =V — G, Amax =V + ¢, (3313)

49Nach Davis und Einfeldt, vgl. [Tor99], Kap. 10.5.
503, [Bec03].
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mit

- V/PRYR+./pPLVL - PL — PR
=Yr——" Y~ =~ und ¢=,/—=—=. 3.3.14
! VPR +/PL ¢ PL — PR ( )

Analog zu [Bec03] wird hier eine Beschrinkung der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit durch jeweils den Wert auf dem entsprechenden Teilinterval inner-
halb der Anfangsbedingung des Riemann-Problems verwendet:

Gmin = min (0 — ¢, vy, —cr) amax = min (¥ + &, vg + cr). (3.3.15)

Bemerkung 3.3. Wichtig bei der Abschétzung der Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten ist die Vermeidung einer Unterschétzung der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit sowohl bei den St68en wie auch bei den Verdiinnungswellen. Bei den
StoBen fithrt solche im Allgemeinen zu Oszillationen im Verlauf der nume-
rischen Losung um den Stofl herum und bei der Verdiinnung kann sie zu
einer Erzeugung von unphysikalischen Verdiinnungsstéfien fithren. Mit der
Abschitzung (3.3.15) wird dies jedoch verhindert.
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KAPITEL 4
Diskretisierung des gekoppelten
Problems

In diesem Kapitel werden mehrere Gesamtalgorithmen prisentiert, wel-
che, ausgehend von den vorgestellten mathematischen Modellen, numeri-
sche Berechnungsmethoden zur Simulation der Wellenausbreitung darstel-
len. Hierzu wird zun#chst der numerische Zugang zu der Losung der vor-
gestellten Wandbewegungsgleichungen aufgezeigt. Anschliefend wird auf
das Einbinden der Dehnungsmodelle in die Finite-Volumen-Schemata einge-
gangen. Die wichtigste Frage bei der Konstruktion eines Gesamtverfahrens
bleibt, an welcher Stelle innerhalb des Schemas die Gleichung fiir die Quer-
schnittfliche der Leitung geltst werden soll.

4.1 Numerische Behandlung der
Wandbewegungsgleichungen

Die im Kapitel 2 eingefithrten Modellgleichungen fiir die Wandbewegung
bediirfen, je nach ihrer Komplexitét, unterschiedlicher numerischer Behand-
lung. Bei dem einfachsten Modell (2.4.16) ist die Beziehung zwischen dem
Druck in der Leitung und ihrer Dehnung explizit gegeben und benétigt,
bei bekannten Druckwerten, keine zusétzliche numerische Behandlung. Fiir
Modelle, welche differenzielle Bezichungen in z-Richtung beinhalten, wird
Diskretisierung nach der Methode der Finiten Elementen (FEM) vorgenom-
men. Fiir die Gleichungen jener Modelle (vgl. (2.4.12), (2.4.20) und

(2.4.21)), die die Massentrigheit und die Dampfung beriicksichtigen und
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

somit Zeitableitungen aufweisen, wird ein diskretes Schema zur Behand-
lung der Gleichungssysteme nach dem Prinzip der Semidiskretisierung kon-
struiert. Es wird eine Ortsdiskretisierung mit FEM durchgefiihrt, und das
entstehende System gewohnlicher Differentialgleichungen wird anschlielend
mit Hilfe eines impliziten Verfahrens in die Zeitrichtung aufgelst.

Die Methodik wird direkt anhand ihrer Anwendung auf die Gleichungen des
detailliertesten Modells, (2.4.12), erortert.5!

Unter Verwendung der Abkiirzungen

E. vEg 27ro
= = — = — P.
€1 1— 7/27 c2 (1 _ 1/2)7'0’ ]:1 s I(TW),
_ VEg . Ey 10
c3 = =22 cyg = TS Foy = s P
lasst sich das Gleichungssytem (2.4.12) wie folgt schreiben:
9? ) 9? d
PM @wz —kp awr — @wm — Qawr = F
2 d d
ToPM wwr - TOkDawr - 03%101 —cwr = Fo.

(4.1.1)

Die Multiplikation der ersten Gleichung mit einer Testfunktion @, und der
zweiten mit ¢, und anschliefende Integration iiber [0, L] fithrt auf die so-
genannte schwache Formulierung des Gleichungssystems. Zur einfacheren
Darstellung werden werden folgende Abkiirzungen verwendet:

0

L
. . 2
(€1,6) = / €162dz, =2 =T (4.1.2)
0

Die schwache Form von (4.1.1) lautet®?: ,Finde ein w, und ein wy, so dass

51Die Theorie der Galerkin-Verfahren wird an dieser Stelle ausgelassen, genauere Analy-
sen koénnen in [Bra03], [KA00], [Sch91] nachgeschlagen werden.
52Man beachte die Null-Randbedingungen der Lésung.
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die Gleichungen

. L 0 0 . 0 . _ -
pu (Wz, Vz) — kp(Wz, U) + €1 (8—1:11)1, %Uz> +c2 <w’l”7 %UI) = (F1,02)
. L 0 . - N
ropy (Wr, Or) — kp (r, Or) + c3 | wa, %UT — c4 (wr, ) = (F2,0r)
(4.1.3)

fiir alle v; und alle v, aus den Testrdumen V; und V; gelten“. In dem be-
trachteten Fall sind V,; und V; gleich dem Raum aller schwach differenzier-
barer Funktionen an [zy;, L — x|, welche auf beiden Enden des Intervalls
verschwinden. Dieser wird mit H} ([zx;, L — x,]) notiert.

Die Kernidee der Methode besteht in dem Ersetzen von V, und Vi durch
endlichdimensionale Teilrdume®? Ve € Vz und V,.j, C Vr und anschlie-
Bender Darstellung der gesuchten Funktionen als Linearkombinationen der
Basen der gewéhlten Raume. Das sukzessive Einsetzen der Basisfunktionen
als Testfunktionen iiberfithrt die stetige Gleichung in ein diskretes System.
Die Methode der Finiten Elemente konstruiert die endlichdimensionalen
Ansatzraume durch eine Unterteilung des Grundgebiets der Differentialglei-
chung in kleine Teilgebiete und Definition endlichdimensionaler Rdume auf
jeweiligen Teilgebieten. Durch die Zusammensetzung der lokalen Ansétze
zum globalen Ansatzraum wird die globale Basis erzeugt, auf deren Grund-
lage das diskrete Gleichungssystem zusammengesetzt wird.

Die Ubertragung der Vorgehensweise auf die Gleichung (4.1.3) wird folgen-
dermaBen durchgefiihrt®*: Das Gebiet [0, L] wird in N gleichlange Teilinter-
valle der Liange Az aufgeteilt. Mit z;, i = 0,..., N, werden die Endpunkte
der entstehenden Abschnitte bezeichnet. Die Bereiche der Anbindung der
Leitung bleiben, zur Erhaltung einer einheitlichen Schreibweise, zunéchst
unberiicksichtigt. Nach der Konstruktion der diskreten Gleichungen wird
das entstehende System um triviale Gleichungen reduziert.

Die Wahl der lokalen Ansatzfunktionen erfolgt in eindimensionaler Analogie
zu dem sogenannten MINI-Element.? Fiir V., wird der Raum der, entspre-

53Dieses Vorgehen wird in der Literatur als gemischte Methode bezeichnet.

54Dje Diskretisierung der Leitungswand erfolgt grundsitzlich analog zur Diskretisierung
der Modellgleichungen der Stromung.

55Der statische Anteil der Gleichung (4.1.3) &hnelt sehr einem allgemeinen Sattelpunkt-
problem ( vgl. [Bra03], s. 123), daher wird auch der dafiir {ibliche gemischte Ansatz
auf die Modellgleichungen angewendet.
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

chend der Intervallteilung, stiickweise-linearen Funktionen verwendet, fiir
Vg,n wird ebenfalls der Raum der stiickweise-linearen Funktionen als Aus-
gangspunkt benutzt, jedoch wird dieser, aus Stabilitédtsgriinden, mit den
sogenannten Bubble-Funktionen ergéinzt. Diese sind quadratische Funktio-
nen, die im Schwerpunkt des Intervalls ihr Maximum besitzen und an den
Réndern des Elements gleich Null sind.

Auf einem Referenzgebiet [0, 1] lautet der Satz der lokalen Ansatzfunktionen:

Ni(€) =&,
N1, No, N3s N1, N, mit NVo(6) =6(E—-1),  £€[0,1]. (4.1.4)
N3(§) =1-¢,

Der Ubergang von der stetigen Form (4.1.3) zu einem diskreten System
von Gleichungen erfolgt, indem w, und w, als Linearkombinationen der
Basisfunktionen entsprechender Ansatzriaume dargestellt werden und ferner
jede Basisfunktion als Testfunkton in (4.1.3) eingesetzt wird.

Aufgrund der eindimensionalen rdumlichen Betrachtung lidsst sich die Dis-
kretisierung direkt global vornehmen. Fiir eine iibersichtliche Darstellung
werden folgende Bezeichnungen verwendet:

e Ti,y bezeichne die lineare Transformation [a,b] — [0, 1]:

b
Tap)(2) = (@ —2) - —.

® {¢i}i—1 _on_1 sei Basis fiir V, 5, die wie folgt definiert ist:
M (T[xi,l,xi](x)) y T € [Ti—1, 1)
9i(@) == Ns (Ta,0,, (@), @€ [oiwia] ,  falls i — gerade.

0, sonst

(4.1.5)

¢i(x) == Ne (T[Ii’l’”](m)) o @€ oo @il . falls i — ungerade.
0, sonst

(4.1.6)
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Analog hierzu sei {d)ﬁ} . Basis fiir V, 5, definiert durch

i=1,...,N—

M (T[mlil,xl](x)) y T E [xi—lvxi]
Gi@) =3 Ns (Tig, 00 (@)) s @ € 23, 2041] (4.1.7)

0, sonst.

\ Wi )im _
° < * ) = < (Wasi)iz1,... 2N -1 ) notiere den Vektor der Approximie-

wr (Wrj)j=1,...,.N—1

w.
renden von < N ) im Raum V,, j, xV,. , beziiglich der oben eingefiihr-

Wy
ten Basis:
2N—-1
Z Wy (ZSZ(m)
Wy =1
( ) @~| v , (4.18)
wr Zl Wr; 5 wj(x)
j:

wobei wg;; den i-ter Eintrag von w; und w,.; den j—ten von w, be-
zeichnen. Ferner sei Vektor f;, wie folgt definiert:

{(Fr,00) iza . an—1

£), == ( (i) s ) (4.1.9)

o Weiterhin wird folgende Matrizenschreibweise verwendet:

0 0
S I ) S (4110
0
B — Py 4.1.11
{(¢ 83’31/}])}i—1,...,N—1,3‘—1,.4.,2N—1 ( )
My = {par (66 05) }; joran (4.1.12)
M; = {ropum (wi’djj)}i,j:l,‘..,Nfl (4.1.13)

Das Ersetzen von Vi x V;- durch V,, j, x V;.j, reduziert die Gleichung (4.1.3)
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

zum folgenden System gewohnlicher Differentialgleichungen:

=M =:D
—_—
kq
M; 0 W —M, 0 W
. + P k
0 My Wi 0 Bd v Wi
rop
(4.1.14)
A B Wa
+ T cq =fy
—c3B M Wi
TopPM
———

=K ='W

Fiir jene Ansatzfunktionen ¢; und v, die ihren Tréger ausschlielich im Be-
reich der Anbindung der Leitung besitzen, gilt fiir entsprechende Gewichte
wy,; = 0 und w, ; = 0, so dass das System um triviale Gleichungen fiir den
Anbindungsbereich reduziert wird.

Die Diskretisierung des Systems (4.1.14) in der Zeit erfolgt mit klassischem
Newmark-S-Verfahren. Bezeichnen ¢" diskrete Zeitpunkte, zu welchen ge-
suchte Verschiebungsgroflen berechnet werden, und sind diese mit w} und
w? notiert, so berechnen sich diese zum Zeitpunkt t"*!, ausgehend von
ihren Werten zum Zeitpunkt ¢", indem folgende gewichtete Mittelwerte in
Zeit vorgenommen werden:

Wn+1 - wh + AW + % (Atn)Q ((1 _ 26)Wn + 2ﬂ\}§ln+1)
(4.1.15)

whtl W 4+ A" ((1 )W+ w"v”“) .

AnschlieBend wird die Gleichung (4.1.14) zum Zeitpunkt t**! betrachtet:

Mw" T+ Dw" ! 4 Kw ! = gt (4.1.16)
und nach w11 aufgelost. Entsprechend dem klassischen Newmark-Ansatz
werden die beiden Gewichte folgendermaflen gesetzt: 8 = 1 und v = L

5.
Fiir die Effizienz des Verfahrens wird eine konstante Zeitschrittweite: At" =
At, n = 1,2,... fiir die Berechnung verwendet. Dadurch hat das aus der
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4.2 FVM-Diskretisierung der Strémungsgleichungen der Leitung

Gleichung (4.1.16) entstehende Gleichungssystem zum jeden diskreten Zeit-
punkt dieselbe linke Seite. Die Invertierung der entsprechenden Matrix kann
im Vorfeld einer Berechnung vorgenommen werden, wodurch der Aufwand
zur Durchfiihrung eines Zeitschritts fiir die Wandbewegungsgleichungen sich
zu einer Matrix-Vektor-Multiplikation reduziert.

Bei den Modellgleichungen, welche die dynamischen Effekte vernachléssigen,
wie zum Beispiel (2.4.21), reduzieren sich die diskreten Gleichungen, bei
Anwendung gleicher Diskretisierungsmethodik, zu

Kw" = £+t (4.1.17)

so dass zur Berechnung der Leitungsdehnung in einem Zeitschritt genau eine
Matrix-Vektor Multiplikation benétigt wird.

Die Erstellung der diskreten Form der Gleichung (2.4.21) erfolgt analog
zu der oben beschriebenen Vorgehensweise: Fiir den Satz der lokalen An-
satzfunktionen werden auf dem Gebiet [0,1] folgende Polynomfunktionen
verwendet:

M) =1-3+2¢,
No(€) =€ —2€2 4¢3,
N7, N2, N3, N4], mit 2(0) 5 3 f £e0,1], (4.1.18)
N3(§) =3&6° —2¢°,
Ni(§) = -2+ &,
so dass der Ansatzraum in diesem Fall der Raum der kubischen Polynome
auf [0,1] ist. Die Transformation ist wieder durch Tiq,p) () = (a—x) - ﬁ

2 2
gegeben. Die Matrix K ist hier gegeben durch kj; = (Ezf%qbi, %gﬁj).

4.2 Finite-Volumen-Diskretisierung der
Stromungsgleichungen einer flexiblen Leitung und
gestaffelte Lésungsschemata

Die rdumliche Diskretisierung der Stromungsgleichungen erfolgt analog zur
Diskretisierung der Wandbewegungsgleichung: Intervall [0; L] wird in N Ab-
schnitte der Lange Ax aufgeteilt. Fiir die Bezeichnungen der gesuchten dis-
kreten Groflen wird die Notation aus dem Abschnitt 3.2 verwendet. Man
beachte an dieser Stelle, dass im Unterschied zu diskreten Gleichungen der
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

Leitungswand, mit x; der Mittelpunkt des i-ten Intervalls bezeichnet wird
und mit z, 1 und x; +1 seine Réander.

Die Anwendung der FV-Methode kann sowohl ausgehend vom Gleichungs-
system (2.3.1) als auch ausgehend von der Formulierung (2.3.2) vorgenom-
men werden. An dieser Stelle werden beide Vorgehensweisen erldutert, da
sie diskrete Gleichungen entstehen lassen, welche in Hinsicht auf das Ge-
samtproblem sowohl unterschiedliche Komplexitéat als auch unterschiedliche
Eigenschaften der numerischen Losung aufweisen. Im jeweiligen Kontext
werden mit F:;ll/ /22 die aus den Schemata resultierende numerische Fliisse
bezeichnet. Sie sind im Folgenden, stets entsprechend den diskutierten Dis-
kretisierungsansétzen zu verstehen.

Im Abschnitt 3.2 wurde skizziert, wie mittels FVM eine homogene Erhal-
tungsgleichung diskretisiert wird. Zur numerischen Behandlung von quell-
termbehafteten Gleichungen der Form (3.1.1) wird die Splitting Methodik
verwendet. Hierbei wird fiir einen Zeitschritt At zunéchst die Losung der
homogenen Gleichung, hier mittels einer Godunov-Typ Methode, bestimmt.
Im Anschluss wird diese als Anfangsbedingung der gewthnlichen Differen-
tialgleichung

0
2= qrp(u), t € [tn,tny1] (4.2.1)

verwendet. Die Losung zum Zeitpunkt ¢, lautet somit

tnt1
it = gL hom / ap (zi,t,0) dt . (4.2.2)

tn

Aus Stabilitéitsgriinden muss das numerische Verfahren zur Bestimmung des
Zeitintegrals mindestens die gleiche Ordnung besitzen wie die Methode zur
Bestimmung der homogenen Lésung (vgl. [LeV02]).

Zur Approximation des Integrals wird hier das Pradiktor-Korrektor Verfah-
ren nach Heun verwendet. Es ist ein Verfahren zweiter Ordnung aus der
Klasse der Runge-Kutta-Verfahren, welches zur Integralapproximation die
Trapez-Regel verwendet. Im Pradiktor-Schritt wird die erste Ndherung fiir
u?“ mittels des Euler-Verfahrens gesetzt:

1; pr , h , h
u?+ PTe:u;l Om+Atq(CEi,tn,u? om) (423)
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4.2 FVM-Diskretisierung der Strémungsgleichungen der Leitung

und im Korrektor-Schritt wird mit Hilfe der Integralndherung gesetzt:

A
uptt = uf oy 7t (q (wi, t",u hom) +q (Svi, "l pre)) - (4.2.4)

7 7 e

Die konstruierte Approximation u?“ kann wieder als Prédiktor verwendet
werden und die Korrektor-Prozedur kann mehrmals wiederholt werden, bis
ein geeignetes Abbruchkriterium erreicht ist.

Die Konstruktion diskreter Gleichungen ausgehend von (2.3.1) bietet die
Moglichkeit der Behandlung der Dehnung ausschliefilich als innere Quelle
jeder diskreten Zelle. Die Anwendung des Splitting- Ansatzes und der Diskre-
tisierung des homogenen Anteils der Gleichung nach (2.3.1) liefert folgendes
Schema:

+1/2 +1/2
F?fl/Q F?+1/2
1 1
n+1, hom n n+3 n+;
P . P n g P P
pv pv | Az p’+p | p’+p |
[ i =5 +3

(4.2.5)

Sie entspricht der FVM-Diskretisierung der Euler-Gleichungen, (3.3.10), so
dass zur Bestimmung von Fl"fll/éz sowohl der MUSCL-Ansatz aus dem Ab-
schnitt 3.2 wie auch die Losungsstrategie fiir das Riemann-Problem aus dem
Abschnitt 3.3 in unverdnderter Form {ibernommen werden kénnen. Die nu-
merische Losung der Gesamtgleichung erhilt man, analog zu (4.2.2), durch
das anschlieende Auflosen des Systems gewohnlicher Differentialgleichun-

gen:

0 0
Sl —% (EA + v%A>
P ( ) = , t € (tn,tng1) (4.2.6)
vy -2 (§A+y§A> + 7
A \Ot ox ;
mit der homogenen Losung als Anfangswert. Zur Auswertung der Quellen
werden die vorher bestimmten homogenen Werte (p, pv)" ™1 "™ eingesetzt.

i
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

Verwendet man fiir die Intergration der Quellterme die Werte fiir A, die im
letzten Zeitschritt bestimmt wurden, so kann die Vorgehensweise als sequen-
zielle Kopplung der Solver bezeichnet werden. Die Struktur des vollsténdi-
gen numerischen Schritts ist in der Abbildung 4.1 dargestellt.

N —_—— = — = = = ~
inhomog. \ ‘/ EVM-Schritt inhomog. \\ '/ FVM-Schritt
Zustand f. tn —’:J’, (homogen) Quellterm Zustand f. th _pr (homogen)
- | : Integration : I
: : L .| Struktur- J : |
e JNs >| Solver e >
V2 N e FAERN

Abbildung 4.1: Vollstindiger Zeitschritt bei sequentieller Kopplung
beim Koppeln der Struktur iiber Quellterme.

Der oben dargestellte Ansatz setzt voraus, dass die numerischen Fliisse
die dominanten Gréflen innerhalb des Schemas bilden. Somit ist ein Feh-
ler, der durch die Quellterm-Auswertung zustande kommt, innerhalb eines
vollstdndigen Schrittes stets klein. Diese Voraussetzung wird verletzt bei
Rechnungen, bei denen A > ’U%A und A > %A nicht tiberall giiltig ist.
Besonders bei den Rechnungen mit einfachen Wandmodellen kann aber ge-
nau dies beim Auftreten von Stoflen oder hochfrequenten Anregungen der
Fall sein. Im Allgemeinen lisst sich folgern, dass das Verfahren nur dort
einsetzbar ist, wo ein Auftreten der hochfrequenten Signale ausgeschlossen
ist.

Eine Erweiterung des Verfahrens kann durch die Riickkopplung des Struktur-
Solvers in das Finite-Volumen-Schema vorgenommen werden. Die Beob-
achtung, dass zur Auflésung des zeitlichen Integrals der Gleichung (4.2.6)
die Werte von A aus dem aktuellen Zeitschritt benttigt werden, fiithrt auf
den Ansatz der mehrfachen Bestimmung des numerischen Quellterms unter
der Verwendung der aktualisierten Approximationen der Leitungswanddeh-
nung. Diese Losungsstrategie wird als iterativ-gestaffelte Kopplung bezeich-
net. Es notiere RQ4, die Operation der Bestimmung von (p, pv)?“ zZur

bekannten Flichengrofie 4; gemifB der Gleichung (4.2.6). Fiir die exakte
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4.2 FVM-Diskretisierung der Strémungsgleichungen der Leitung

Losung des Gleichungssystems gilt:

(;):RQAZ,[I)WU] (p’;) . (4.2.7)

Bei dem vorliegenden Problem handelt es sich um eine Fixpunktaufgabe
und die Losung kann entsprechend dem Satz von Banach®® mittels iterati-
ven Einsetzens der Approximationen beliebig genau bestimmt werden. Be-
zeichnet [ den Iterationsindex, so lautet die Berechnungsvorschrift

11 l
P P
( pv ) - RQAi[P, pol' ( o ) : (4.2.8)

Die praktische Umsetzung erfolgt durch das Einsetzen der Niherungslosun-
gen in die Berechnungskette (Fluid-Werte) — (Wandbewegung) — (Quellen)
— (Fluid-Werte) —-.... Die Startapproximation erhilt man durch die Appli-
kation eines Schritts auf die homogene Losung, analog zum sequenziellen
Ansatz.

Die Iteration konvergiert nur dann gegen den Fixpunkt, wenn die rechte
Seite der Fixpunktaufgabe eine Kontraktion bildet. Um dies fiir alle inner-
halb der Simulation auftretenden lokalen Aufgabenstellungen sicherzustel-
len, wird die Relaxation der Iterierten verwendet:

+1 l
P p
= ap-RQ
( pv ) r {OLSA'L(P-, pv) +(1-ag) A p, Pv)lfl} ( pv )

-1
P
+(1—ap)R
( F) Q{asAi(p, pv)l-&-(l—aS)Ai(p, pv)l_l} ( pv )

(4.2.9)

Dabei bezeichnet ag den Relaxierungsfaktor der Approximanten der Wand-
bewegung und ar den der Approximanten der Fluid-Zusténde:

ag,ap € (0,2). Prinzipiell ist es ausreichend, nur die Fluid- oder Wand-
Approximanten zu relaxieren. Die zweifache Relaxierung erlaubt jedoch den

56Vgl. Anhang A.3.
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

FEinsatz deutlich groflerer Relaxierungsparameter, was zur schnelleren Kon-
vergenz der Iteration fithrt. Als Abbruchkriterium wird ein maximaler rela-
tiver Fehler in p verwendet, welcher am Anfang einer Rechnung festgesetzt
wird.

Die Abbildung 4.2 zeigt schematisch die Vorgehensweise bei der Durch-
fiihrung eines kompletten Zeitschritts mit Hilfe der iterativ-gestaffelten Kopp-
lung iiber die Quellterme.

e NG e — — ———

\ 7 N e
\//[ Fvm-schritt \ /[ FVM-Schritt

[ (homogen) 5 \#I (homogen)

Prifung des
Abbruchkriteriums

inhomog.
Zustand f. ta ||

inhomog.
Zustand f. ta ||

Quellterm I
Integration |

# Relaxierung

Abbildung 4.2: Vollstindiger Zeitschritt bei iterativ-gestaffelter
Kopplung iiber die Quellterme.

Trotz des Einsatzes einer Finite-Volumen-Methode sind die Erhaltungsein-
genschaften bei dem oben konstruierten Schema nicht a priori gegeben. Der
Grund dafiir liegt in der quelltermbehafteten Formulierung der Gleichun-
gen. Eine neutrale Massenbilanz, beispielsweise innerhalb eines diskreten
Zeitschritts ist nur dann gegeben, wenn die Summe iiber allen diskreten
Quellen und Senken der Kontinuitdtsgleichung innerhalb des Schritts Null
ergibt:

N n
PO, ,0 _ ) L
Z (A <6tA + U@xA)> = 0, fiir alle Zeitschritte n = 1,2, ... (4.2.10)

i=1

Diese Bedingung wird aber fiir ein allgemeines Modell fiir die Wandbewe-
gung verletzt. Bei den lokalen Modellen (2.4.16) sind beispielsweise 4; und
Aj; in den Zellen i und j (i # j) voneinander unabhéngig. Auch bei komple-
xeren Modellen entsprechen die Abhéngigkeiten keineswegs der Erhaltung,
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4.2 FVM-Diskretisierung der Strémungsgleichungen der Leitung

denn bei der Herleitung eines Struktur-Modells bleiben im Allgemeinen die
Fluid-Quellen unbetrachtet.

Ein erhaltendes Schema kann erzeugt werden, wenn die Finite-Volumen Dis-
kretisierung auf die Darstellung (2.3.2) angewendet wird, und anschlieflend
die oben dargestellte Idee zur Kopplung angewendet wird. Die Aufteilung
der Leitung in diskrete Abschnitte erfolgt wie oben und die indexbehafteten
GroBen seien wieder im Kontext von (3.2.8) und (3.2.9) zu verstehen. Es
wird ferner folgende N#éherung verwendet:

A n n
( ”) ,@A?.< p) : (4.2.11)
Apv | pv |

Die Integration der stetigen Gleichung (2.3.2) iiber eine Zelle und einem
Zeitschritt, analog zu (3.2.7), liefert die Darstellung

n+1/2
Fi 1)z

(4.2.12)

fiir den homogenen Anteil der Losung. Mittels Integration des verbleibenden
Quellterms der Impulsgleichung,

1 7]
! (paA'i‘ATM) , (4.2.13)

K3
wird die inhomogene Losung der Differentialgleichung erzeugt.

Die Approximationen der rdumlichen Ableitungen der Querschnittfliche in-
nerhalb der Impulsquelle werden mittels einer Finite-Differenzen-Nédherung
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

erzeugt. Fiir die Werte der Querschnittflichen aus dem nachfolgenden Zeit-
schritt (A?Jr1 und A?Ll/;) werden die im Laufe des Iterationsprozesses kon-
struierten Ndherungen verwendet. Die Bestimmung numerischer Fliisse er-
folgt unter der Verwendung der Néherung (4.2.11) und anschlieSender Ap-
plikation der MUSCL-Prozedur auf p und pv sowie Losung des Riemann-
Problems, entsprechend der im Abschnitt 3.2 beschriebenen Vorgehens-
weise:

n—1;+1/2 n;—1/2
Fi:rll//; = Ai_Jrll//QQ ‘Frrr . (4214)
pU pU

. 1
i— i—3

[N

Der Ablauf der Berechnungen innerhalb eines Zeitschritts bei dem oben
dargestellten Ansatz ist in der Abbildung 4.3 skizziert.

Prufung des ) Schatzung der| [Prifung des
Abbruchkriteriums| || FVM-Schritt %7 Fluid-werte Abbruchkriteriums|!

|
|| IAktualisierung
|

num. Flisse Stggft"g;
u. Impulsquelle| v
I pulsq 4

inhomog. I I Y Fluid Zustand I
Zustand f. tn “ Schatzung der far toe I
\  |Querschnittsflachen /
/ \
s\ /
_ SN PN

# Relaxierung

Abbildung 4.3: Vollstindiger Zeitschritt bei iterativ-gestaffelter
Kopplung iiber die Flussterme.

Bemerkung 4.1. Das iterativ-gestaffelte Schema mit Kopplung iiber die
Fluss-Terme kann mit einem beliebigen Modell fiir die Wanddehnung appli-
ziert werden. Der Nachteil der Methode ist die Anzahl der Iterationen, die
innerhalb eines Zeitschritts durchgefiithrt werden miissen. Bei starken Druck-
variationen in der Leitung werden teilweise sehr viele Iterationsschritte
benétigt, so dass der Rechenaufwand zur Durchfithrung eines Zeitschritts
innerhalb der Simulation stark ansteigt.
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4.3 Losungsansatz mit direkter Kopplung und
Gesamtschema zweiter Ordnung

Auch wenn das iterativ-gestaffelte Schema universell einsetzbar ist, sind die
entstehenden Rechenmodelle auch fiir sehr einfache Wanddehnungsmodelle
sehr rechenzeitintensiv.®” Die Rechenzeit des numerischen Gesamtmodells
kann fiir statische Modelle, bei welchen die lokale Dehnung explizit aus
dem lokalen Fluid-Zustand berechnet wird, stark reduziert werden, indem
folgende Vorgehensweise gewéhlt wird: Anstatt die Rechnung in den Grofien
(p, pv, A) durchzufiihren, wird ein Zeitschritt in den Variablen (pA, pvA, A)
vorgenominen:

n+1, hom n n+%
Ap Ap At Apv
= + — 9
Apv Apv Az Apv® + Ap L
7 i i*j
n+d
Apv 2
Apv? + Ap L .
it+d
(4.3.1)
Der zu integrierende Quellterm der Impulsgleichung lautet hierfiir
pgA + At (4.3.2)
Ox

Fiir die Bestimmung der numerischen Fliisse in (4.3.1) mit dem Ansatz
(3.3.13) wird eine Entkopplung der Struktur-Variablen benétigt. Bei der
Verwendung von lokalen expliziten Modellen fiir Leitungsdehnung kénnen
die gesuchten Approximationen der Fluid-Zustéinde mittels Modellgleichun-
gen fiir die Dehnung aus den gekoppelten Variablen erzeugt werden. Der
Hintergrund dafiir ist, dass bei einem statischen Modell p und A nur iiber
eine algebraische Beziehung zueinander in Abhéngigkeit stehen. Mit Hilfe
eines Verfahrens zur Nullstellenbestimmung konnen die Dichten und die
Querschnittflichen aus pA-Werten ermittelt werden. Fiir das Modell (2.4.16)

5TDer praktischer Einsatz des Modells zeigte, dass durch die hohe Zunahme der Simulati-
onszeit das Rechenmodell nur fiir ausgewihlte Untersuchungen sich eignet, vgl. Kapi-
tel 6. Ein breiter einsetzbares numerisches Modell erfordert zwingend eine schnellere
Berechnungsmethode.
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

lautet die in der i—ten Zelle nach dem Ausfithren des n—ten Zeitschritts ent-
stehende Aufgabe:
Hfinde p mit

A
n ~ ~ —v «@
[Apl; — pm- <T0 +p(p) -7 - > = 0. (4.3.3)

8E¢

Die Ermittelung der Nullstelle erfolgt mithilfe der Brent-Dekker-Methode.?®
Es ist eines der sogenannten ,ableitungsfreien“ Einschachtelungsverfahren
und ist von Ordnung 2. Eine genauere Beschreibung der Methode befindet
sich im Anhang A 4.

Bemerkung 4.2. Der Einsatz eines Einschachtelungsverfahren ermoglicht
die Bestimmung der Losung der algebraischen Gleichung unabhéngig von
den Eigenschaften der Funktion p(p).

Nach dem Losen der Nullstellenaufgaben werden p und pv in der im Ab-
schnitt 3.2 beschriebenen Weise rekonstruiert und evaluiert. Folgend wird
die Flussbestimmung mittels HLL-Verfahrens durchgefiihrt, vgl. Abschnitt
3.3. Anschlieflend wird durch das Ausfiihren eines FVM-Schritt gemé8 (4.3.1)
die homogene Losung erzeugt. Die Integration der Impulsquelle vervoll-

standigt einen Zeitschritt nach dem Schema, welches hier als direkte Kopp-
lung bezeichnet wird. Abbildung 4.4 skizziert die Struktur eines vollen Zeit-
schritts nach der oben dargestellten Methode. Das oben beschriebene nu-

N
\

—_
// N R
der Zelle der Zelle

— ¥ \\

Quellterm [T
Gekoppelter Integration Gekoppelter
Zustand far t | | | Ee;o"it;'/RP Zustand fir to
vol. u -
Loésung
| | - Losen der |
| Lésen der Nullstellenaufgabe |
| Nullstellenaufgabe

i-Sohnitt I FVM-Schritt I
astimmung d| | | |
og. Lésung l

|—>z. Bestimmung d |
| | Bestimmung
/ \ Struktur-Werte| _»| num. Flusse

homog. Lésung
e N 7

_/

Abbildung 4.4: Vollsténdiger Zeitschritt bei der direkten Kopplung.

58Entwickelt von T.Dekker, 1969 und erweitert von R.Brent, 1973.
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merische Schema lésst sich insofern erweitern, als dass die Rekonstruktion-
Evolution Prozedur ebenfalls in den Variablen Ap und Apv durchgefiihrt
werden kann. Die Rekonstruktion beider Groflen an den Zellengrenzen er-
folgt entsprechend (3.2.13):

(Ap)} — (Ap)7_y (Ap)fyy — (Ap)?)

n n Az, ..

n, Az (Apv)i’ = (Apv)iy (Apv)ity — (Apv)
(AIOU)?;il/2 = (Apv)} £ 2N[lanIod( Az L +1A:c >

Fiir die anschlieend durchzufiihrende Evolution ist fiir die rekonstruierten
Werte die Aufgabe (4.3.3) zur Ermittlung der Fluid-Werte zu 16sen: Zu den
rekonstruierten Werten (Ap)iy; , werden A7, , und pj,  ermittelt, so
dass durch

Pit1/2 =P (pZ:I:l/Q) (4.3.4)

den Rekonstruierten eine entsprechende Druckapproximante definiert wer-
den kann. Ferner folgt, analog zu (3.2.17), der Evolutionsschritt:

n+1/2 n n
Ap Ap 1 At Apv
A ~ | A 380 [\ Ap?sa
0
P i;41/2 P i;41/2 P P i;—1/2
n
Apv
Apv2—|—Ap N .
i;+§
3.

(4.3.5)

Aus den nach der Evolution entstandenen Werten werden durch das erneute

Losen der Nullstellenaufgabe die Zusténde (p, pv)?;ll/f bestimmt, und nach

dem HLL-Ansatz, vgl. (3.3.13), werden Fluid-Werte an den Zellengrenzen
und ferner numerische Fliisse berechnet. Somit kann ein Finite-Volumen
Schritt zur Bestimmung der homogenen Losung durchgefiihrt werden. Der
Ablauf der Berechnung ist in der Abbildung 4.5 schematisch dargestellt.

Bemerkung 4.3. Das obere Schema lésst sich wie folgt interpretieren:
Die Funktion A(p(p)) iibernimmt die Rolle einer zusétzlichen Zustands-
funktion. Die Schritte, die nach der Evolutionsprozedur erfolgen, bilden
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

~
N 7/
\ / Quelltem
Integration \ I
l 1 Rekonstruktion, I | [Rekonstruktion
Geokoppelter Lsg. d. Null- TSsen dor Gekoppelter Lsg d. Null-
Zustand far t stellenaufgabe Nullstellenaufgabe Zustand far ta stellenaufgabe
| und Evolution | und Evolution

| | Fluid-Werte an
| | / den Grenzflachen

1-Schritt l | Losen der

- FVM-Schritt | Lésen der
estimmung | | Nullstellenaufgabe Bestimmung |__, |7 Bestimmung I Nullstellenaufga
num. Flusse d. homog. Lsg. | f. eval. Werte

omog. Lsg. | | f. eval. Werte

Abbildung 4.5: Vollsténdiger Zeitschritt bei der direkten Kopplung 2ter
Ordnung.

eine Konstruktion der Riemann-Problem-Losung an Zellengrenzen fiir die
Gleichung (2.3.2) beziiglich (Ap, Apv). Sie beruht auf der Bestimmung der
Fluid-Groflen und des HLL-Ansatzes fiir die Euler-Gleichung.

Durch das Rekonstruieren und Evolutionieren jener Variablen, in welchen
auch der FVM-Schritt durchgefithrt wird, konnte bei diesem Ansatz die
numerische Dampfung stark reduziert werden, wie spétere Tests verdeutli-
chen werden (vgl. Kapitel 6). Dies wurde auf Kosten des Losens von zwei
zusétzlichen Nullstellenaufgaben realisiert.

Bemerkung 4.4. Im Vergleich zur iterativ-gestaffelten Kopplung mit glei-
chem Strukturmodell, (2.4.16) stellt die oben beschriebene Vorgehensweise
im Allgemeinen eine starke Reduktion der Rechenzeit dar, da das Ausfiihren
eines Zeitschritts keinen iterativen Prozess bildet, sondern eine feste An-
zahl an numerischen Operationen beinhaltet. Ferner erlaubt eine bessere
Auflésung von Stoflen die Applikation von Rechnungen mit gréberer rdum-
licher Auflésung, bei gleicher Qualitidt der Ergebnisse, was nach der Bezie-
hung (3.2.18) auch groflere FVM-Zeitschrittweite bedeutet.

4.4 Konstruktion numerischer Randbedingungen

Die Randbedingungen fiir die Simulation hydraulischer Leitungen werden
durch ihre Anbringung an benachbarte Elemente beeinflusst. Es wird an die-
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4.4 Konstruktion numerischer Randbedingungen

ser Stelle vorausgesetzt, dass die rdumliche Diskretisierung der Gleichungen
bei der Verwendung des Modells so fein gewahlt wird, dass der dehnungs-
freie Anbindungsbereich stets grofler als 2 - Az ist. Somit gilt fiir die linke
und die rechte Randzelle A = konst und somit QA = 0, wodurch die, durch

xr
die Anwendung der FVM entstehende, diskrete Gleichungen sowohl nach
(4.2.12) wie auch nach (4.3.5), sich zur folgenden diskreten Formulierung

n+1, hom n n+1/2 n+1/2
p p At | [ pv pv
( ) :( ) Ta ( : ) ( : ) |
Y/ PY /s v POTEP )y pTED )1
(4.4.1)

i = 0, i = N reduziert. Dies entspricht der FVM-Diskretisierung der ein-
dimensionalen Euler-Gleichungen, vgl. (3.3.10). Durch die Reduktion wird
fiir die Randzellen lediglich eine einmalige Durchfithrung eines Zeitschritts
benstigt.

Innerhalb von Systemsimula-
tion werden die Randbedin-

gungen eines Leitungsmodells ﬂ\t

durch jene Zustinde gebildet, Int1. TP U TP
die von benachbarten Elemen- & :
ten zur Laufzeit zur Verfigung &

gestellt werden. In dieser Ar- /

beit wird die sogenannte Druck- \“
Randbedingung untersucht, bei &
welcher die Vorgabe des Drucks
am Leitungsrand als den oben
genannten Zustand erfolgt.

(pris pvr1) |/ (p1, pv1) N
Zur Konstruktion numerischer 0 r1

Fliisse an den Réndern der Lei-
tung muss am jeweiligen Rand ~Abbildung 4.6: Stoflausbreitung tiber

ein ,unvollstéindiges“Riemann- dem Rand bei einem
Problem gelost werden. Ge- Zeitschritt innerhalb
meint ist hiermit die rdumliche FVM.

Einschréankung eines Riemann-

Problems auf das Gebiet rechts, beziehungsweise links von der Unstetigkeit
bei t = 0 und entsprechend die Einschrinkung auf einen einseitig laufenden
Stof, beziehungsweise Verdiinnungswelle.
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

Zur Vereinfachung der Darstellung wird ferner stets der linke Leitungsrand
betrachtet. Die Herleitung des numerischen Flusses fiir den rechten Rand
erfolgt analog.

Die Anfangswerte des Riemann-Problems am linken Rand werden zum Zeit-
schritt ¢, durch

n
<p1> , fir x>0
pv ),

u= (4.4.2)

n
( P ) , firz <0
PY /)

beschrieben. Hierbei wird mit dem Index (-),, der Zustand am Leitungsrand
notiert.

Die Geschwindigkeit v} ist a priori nicht bekannt. In [Tor99] wird, bei-
spielsweise, eine Vervollstdandigung der Zusténde an dufleren Gebietsgrenzen
vorgeschlagen, und somit eine Vervollsténdigung der Riemann-Probleme.
Ubertragen auf den hier betrachteten Fall lautet die Vervollstéindigung

vy = o7 (4.4.3)

fiir eine nicht-reflektierende Randbedingung. Dies erlaubt ein Behandeln des
duBeren Randes identisch zu einer inneren Grenze zwischen zwei Zellen. Die
Erzeugung des numerischen Flusses kann mittels der Anwendung des HLL-
Ansatzes, wie im Abschnitt 3.3 dargestellt, erfolgen. Diese Vorgehensweise
wird oft als ein Erzeugen von fiktiven Zellen (,ghost cells“) bezeichnet, da
hier der mit (-),; notierte Zustand als Zustand in einer Zelle jenseits des
Gebietsrandes vorgestellt werden kann.

Eine alternative Moglichkeit zur Konstruktion des numerischen Flusses am
Rand bietet sich durch die charakteristische Entwicklung der Modellglei-
chungen. Hierzu werden die Euler-Gleichungen an den dufleren Grenzen der
Randzellen in ihrer charakteristischen Form betrachtet, vgl. (3.3.11).

Fiir das oben vorgestellte unvollstdndige Riemann-Problem gilt, fiir den

Fall eines in die Leitung hinein laufenden Stofles, fiir diesen die Rankine-
Hugoniot Sprungbedingung, (3.1.5). Bezeichnet a; seine Ausbreitungsge-
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schwindigkeit, so lautet die Sprungbedingung

pv pv p p
) - ) =a- - . (4.4.4)
pumtp rl Pt p 1 PU ) Py

Durch die Umformung der ersten Gleichung nach a; und dem anschlieflen-
den Einsetzen in die zweite ldsst sich v,; aus dem obigen Gleichungssystem
gewinnen:

n . ny,n _ n
o= \/ (o7 =)ol = 1) (4.4.5)
Prp Py

Liegt am &ufleren Rand der Leitung ein kleinerer Druck vor als in der er-
sten Zelle, so dass in die Leitung eine Verdiinnungswelle hineinlauft, so wird
die charakteristische Darstellung der Euler-Gleichungen, (3.3.11), verwen-
det, um den Wert der Geschwindigkeit am Rand zu bestimmen. Integriert
man die zweite Gleichung von (3.3.11) entlang der charakteristischen Kurve

(z(t),t) mit % =c—v, z(tn) = 21_1 /3, so erhélt man die Darstellung
Py
n n 1
- — [ —d 4.4.
=i = [ . (4.46)
PY

wodurch insgesamt folgende Vorschrift zur Konstruktion der Geschwindig-
keit am Leitungsrand erzeugen lésst:

_ T _ 7
,U'il + (prl prll)(pzl P1 )’ p:}l > p?
by P1
vy = (4.4.7)
n
n prlid N T
U1+fpc D, Prp S P1-
pY

Das anschlieffendes direktes Einsetzen der Randwerte in f liefert den ge-

suchten numerischen Fluss {iber den Leitungsrand, F;Lirll //22 .

4.5 Konstruktion der Anfangswerte und Behandlung des
Reibungsterms

Eine typische Anfangsbedingung fiir eine Leitung zur Simulation der Wel-
lenausbreitung in einem hydraulischen System ist die Vorgabe von in der
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4 Diskretisierung des gekoppelten Problems

Leitung herrschendem Druckniveau zum Zeitpunkt ¢g. Unter der Annahme,

dass es sich bei den Rechnungen um einen stationéren Zustand handelt, kann

fiir jedes Leitungswandmodell entsprechende Anfangsdehnung bestimmt wer-
den. Bei rein statischen Modellen, die keine zeitlichen Ableitungen der Wand-
position beinhalten, geniigt das einmalige Auswerten der Wandposition. Fiir

Gleichungen mit Massentréigheit und Ddmpfung werden, entsprechend der

obigen Annahme der Stationaritét der Zustédnde, die zeitlichen Ableitungen

der Wandfunktion fallen gelassen und entstehende statische Gleichungen

gelost.

Die Berechnung des Impulsverlusts durch die Reibung wird entsprechend
dem allgemeinen Ansatz zur Behandlung der Quellterme innerhalb der Finite-
Volumen-Methoden, (4.2.4), durchgefiihrt. Die Bestimmung der lokalen Werte
der Quellterme erfolgt fiir die beschleunigungsabhingigen Anséitze mittels
Finiten Differenzen: Fiir den Axworthy Ansatz lautet die diskrete Form:

n,.n n n—1 n n
frt [ v — v, Vil — U
KAz,plz<l [ +vln. i+1 z>’ v >0

2 Aty Ax
{(r " = (4.5.1)
1 n n
R n Vi T
Kuy - n il <0
At g < A, TV TAr ) U=l

wobei (-)7 an dieser Stelle die Pradiktor-Werte der entsprechenden Groéfien

bezeichnen, vgl. (4.2.4).

Fiir den frequenzabhingigen Reibungsansatz wird der benotigte Wert fiir
das Zeitintegral mittels zusammengesetzter Trapezregel erzeugt. Bei Ver-
wendung von M Stiitzstellen lautet die Rechenvorschrift

tn o
gaé v(zi, YWz (tn — §)dE = nfM % v(zi, YWz (t — £)dg
At
~ > Tj(atv(acZ7 YWz ( t;)
j=n— )

_%’U(xi, tjfl)WZ(tn - tj,1)> .
(4.5.2)

Fiir die Approximation der rdumlichen Ableitung der Geschwindigkeit wer-
den analog zur obigen Formulierung Finite Differenzen verwendet.
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KAPITEL 5
Hydrauliksimulationsumgebung

AMESIim

Wie bereits im Kapitel 1 erortert, ist ein wichtiges Thema der vorliegenden
Arbeit die Anwendbarkeit der konstruierten Schemata in Simulationen mo-
derner hydraulischer Komponenten und Systeme. Das Einbinden der Mo-
delle in eine Simulationsumgebung bietet zwar grofle Vorteile in spéteren
Anwendungen, jedoch bringt es Restriktionen in der Modellierung mit sich
und erfordert gewisse Anpassungen der numerischen Schemata.

In dieser Arbeit wurde eine Umsetzung gewéhlt, die das Verwenden der
Modelle in der von LMS Imagine.Lab programmierten Simulationsumge-
bung AMESim erlaubt®®. AMESim stellt heute die am weitesten verbrei-
tete Plattform zur sogenannten 1-D Modellierung dar und wird in zahl-
reichen Unternehmen als ,,Standartentwicklungswerkzeug® zur Konzeption
und Optimierung neuer Produkte eingesetzt. Durch den modularen Aufbau
des Tools bietet der Hersteller gute Moglichkeiten zur Implementierung ei-
gener Untermodelle®, die in dieser Arbeit genutzt wurden. Im Folgenden
wird genauer auf die Eckpunkte der Implementierung eingegangen.

59Prinzipiell stellt das Einbinden eines Leitungsmodells in andere Simulationsumgebun-
gen, aus der Sicht der Numerik, den Entwickler vor dhnliche Herausforderungen. Die in
diesem Kapitel beschriebenen Problematiken zeigen grundsétzliche Schwierigkteiten
und Lésungsstrategien auf.

60Umsetzung in ANSI-C.
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5 Hydrauliksimulationsumgebung AMESim

5.1 Konzept und Aufbau der Simulationsumgebung

Fiir den Benutzer stellt AMESim eine modular aufgebaute Simulations-
umgebung dar, mit der das physikalische Verhalten von Multi-Domain-
Systemen berechnet werden kann. Modular heifft in diesem Kontext, dass
das Erstellen eines Modells aus gemeinsamen Grundelementen, den be-
reits erwdhnten Untermodellen, erfolgt. In unterschiedlichen Untermodell-
Bibliotheken sind hydraulische, mechanische, pneumatische und elektroma-
gnetische Komponenten zusammengefasst. Das Aufstellen eines Modells und
die anschlieBende Durchfithrung einer Rechnung erfolgt in vier Schritten:

e Im ersten Schritt wird in der graphischen Oberfliche durch Verkniipfen
der graphischen Icons ein Geriist des Modells, auch Sketch genannt,
erzeugt. Als ein Beispiel zeigt die Abbildung 5.1 ein Sketch des Mo-
dells, welches den Aufbau des untersuchten Testbeispiels reprasentiert,
das in der Abbildung 2.14 dargestellt ist.

e Im néchsten Schritt wird fiir jedes einzelne Element ein numerisches
Untermodell ausgewiihlt und AMESim erzeugt das eigentliche ausfiihr-
bare Simulationsprogramm, welches das angelegte System re-
préasentiert.

e Anschliefend, im dritten Schritt, werden die Untermodelle mit Mo-
dellparametern belegt.

e Schliefllich, im vierten Schritt, nimmt der Anwender Einstellungen an
dem Rechenkern des Programms vor und die Simulation wird durch-
gefiihrt.

Das Konzept, auf dem die Umgebung basiert, wird in der Literatur als Bond
Graph bezeichnet. Ohne innerhalb dieser Arbeit genauer auf die Theorie und
den Aufbau des Tools einzugehen, werden an dieser Stelle nur die Anforde-
rungen an die Untermodelle erldutert.

Zwei benachbarte Elemente haben stets zueinander konjugierte Uberga-
begroflen als Ein- und Ausgabevariablen. Fiir eine Leitung, die an ein Vo-
lumen gekoppelt ist, sind beispielsweise Druck als Ein- und Fluss als Aus-
gabegrofle definiert. Das angekoppelte Volumen hat dementsprechend Fluss
als Eingabe- und Druck als Ausgabegrofien.
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5.1 Konzept und Aufbau der Simulationsumgebung

Die Simulation eines Systems

stellt prinzipiell Losung eines
Systems gewohnlicher Diffe- @ Stoffmodell

rentialgleichungen durch den ) Ventil
sogenannten zentralen Inte- -—%Q Leitung 1 ﬁ Leitung 2:{:?—-
grator der Umgebung dar.

Die Gleichungen entstehen
durch Definition der Zustédnde
durch Untermodelle des Sy-
stems und Vorgabe der rech-
ten Seite in Abhéngigkeit von
aktuellen Ein- und Ausga-
begréflen des jeweiligen Un-
termodells. Durch eine Kontrollfunktion erfolgt zu gewissen Zeitpunkten
eine Abfrage der Ausgabegrofien eines Modells zu gewissen vorgegebenen
Eingabewerten. Ein Untermodell muss daher zu jedem Zeitpunkt und jeder
Vorgabe der Randbedingung einen physikalisch sinnvollen Wert als Ausgabe
am Rand liefern. Die Zeitpunkte der Abfrage sowie die Vorgabe der Rand-
bedingungen, werden vom Integrator gesteuert, wobei jedoch die Abfragen
keine zeitliche Folge bilden, sondern auch zur Bestimmung der Koeffizienten
des verwendeten Integrationsverfahrens dienen kénnen.

Behilter A ! Behélter B
-

Steuerung

Abbildung 5.1: Beispiel eines AME-
Sim Modell-Sketchs.

Der Integrator ist ein zentral angelegter Loser fiir Systeme gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen sowie fiir differential-algebraische Gleichungssysteme,
der allen Untermodellen zur Verfiigung steht. Benutzt ein Untermodell ge-
wohnliche Differentialgleichungen zur Beschreibung physikalischer Gesetz-

méBigkeiten, so kann der zentrale Loser mitbenutzt werden. In der Simulati-
onsumgebung ist ein Loser vom Typ LSODA®! (vgl. [LMS02]) umgesetzt. Er
verfiigt unter anderem iiber eine interne Schrittweitensteuerung und fiihrt
einen Integrationsschritt entsprechend der zum momentanen Zeitpunkt be-
stimmten Steifigkeit des zusammengesetzten Gleichungssystems aus.

Fiir die Konstruktion eines Untermodells ist ein wichtiger Punkt in der Ar-
beitsweise des Integrators, sowohl aus der Sicht der Modellierung, wie auch
aus der Sicht der Implementierung, die sogenannte ,,Unstetigkeitsbehand-

61 Livermore Solver for Ordinary Differential Equations“, eine auf Riickwirts-
Differenzen-Verfahren basierende Methode. Theorie und Beschreibung kann in [RH93]
nachgelesen werden.
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5 Hydrauliksimulationsumgebung AMESim

lung“.%? Hinter diesem Begriff steckt ein Mechanismus zur Beeinflussung
der Zeitschrittsteuerung, der in der erster Linie dazu dient der Simula-
tionsumgebung den Zeitpunkt mitzuteilen, zu dem die rechte Seite einer
gewOhnlichen Differentialgleichung einen Sprung vollzieht. Fiir die numeri-
sche Integration der rechten Seite einer gewthnlichen Differentialgleichung
ist dies insofern notwendig, als dass beim Auftreten eines Sprungs eine ste-
tige Approximation (wie zum Beispiel oft verwendete Polynomapproxima-
tion) der rechten Seite nicht mehr legitim ist. Ein explizites Aufrufen ei-
ner Unstetigkeit durch ein Untermodell in AMESim zu einem Zeitpunkt
t erzwingt einen Neustart der Integration durch den Solver und verbietet
zusétzlich die Abfragen der Untermodelle, die einem vorhergehenden Zeit-
punkt, ¢ < £, entsprechen. Modell-technisch entspricht diese Vorgehensweise
der Aufstellung einer neuen physikalischen Aufgabe, wobei die Modellglei-
chungen gleich bleiben und lediglich die Anfangswerte entsprechend dem
Zustand des Gesamtmodells zu dem Zeitpunkt der Unstetigkeit neu gesetzt
werden. Die Zeitschrittweite des Integrators wird nach einem Aufrufen einer
Unstetigkeit stark herabgesetzt. Aus diesem Grund ist der oben beschrie-
bene Prozess stets mit einem Anstieg der Rechenzeit verbunden.

Bei der Konstruktion eines numerischen Untermodells mit einem auf ei-
nem diskreten Zeitgitter operierenden internen Solver ist also immer zu
beachten, dass die an die benachbarten Untermodelle iibergebenen Gréfien
stetig beziiglich der Zeit sind. Im Allgemeinen kann nicht ausgeschlossen
werden, dass jene Groflen zur Konstruktion der rechten Seite einer Diffe-
rentialgleichung verwendet werden, die vom zentralen Solver integriert wer-
den.%? Zusitzlich miissen, bei Verwendung des zentralen Solvers zur Losung
der Teilaufgaben des Untermodells, Spriinge der Eingangsdaten verhindert
werden. In beiden Féllen ist die Forderung gleichbedeutend mit einer Forde-
rung nach einer Interpolation der Daten zwischen den diskreten Stiitzstellen
in der Zeit, sowie einer hierzu konsistenten Extrapolation der Daten in der
Zeit, fiir die Aufrufe durch die Simulationsumgebung, die zwischen dem Zeit-
punkt der aktuellen Berechnung und dem Zeitpunkt der néchsten diskreten
Stiitzstelle in der Zeit liegen.

62Djeser Punkt betrifft nicht nur die Simulationsumgebung AMESim, in die das Modell
im Laufe dieser Arbeit implementiert wurde, sondern alle zentral gesteuerte Simulati-
onstools im Allgemeinen, die eine Kopplung von Untermodellen erlauben, welche mit
unterschiedlichen numerischen Methoden arbeiten diirfen.

63Im Besonderen in AMESim bildet dieser Fall hiufig die Regel.
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5.2 Einbindung hydraulischer Leitungsmodelle in die
Simulationsumgebung

Unter der Beachtung der im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Ein-
schrankungen wird eine Methodik zu Implementierung der entwickelten Lei-
tungsmodelle in AMESim skizziert.

g Change Parameters ? z!
Submodel
h2port [GODTYPES1-1]
i3 Extemal variables
ine General Godunov FVM pipe
with flexdbility
Parameters
Title | | Value | Unit |
number of active nodes 150
friction laminarAurbolert and freq. dependent
Index of hydraulic fluid 1
boundary flows smooth hard
wall flexibility simple linear
FSI coupling type nesting method
Scheme MUSCLin (rho®A)
pipe length 1m
length of the hose clip 15 mm
relative roughness 0 null
initial pressure 2 bar
initial velocity 0 mss
diameter of unstressed pipe 3 mm
CFL-number 0.97 null
average density of the pipe materal 920 kg/im™3)
Poisson-number {radius direction) 0.45 null
Poisson-number {pipe direction) 0.45 null
‘Young's modulus of the wall material 50000 barh
thickness of the pipe wall 3 mm
tho™A’ emor bamier for FSI loop (relative) 0.007 null
Save Defautt valus | Max. value |
Load Bleset title | Min. value |
Help Close | Options >= |

Abbildung 5.2: Parameter-Eingabemaske des AMESim-Untermodells
GODTYPES51
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5 Hydrauliksimulationsumgebung AMESim

Im Rahmen der Arbeit wurden zwei AMESim-Untermodelle, GODTYPES51
und GODFLEXS50, erstellt. Das erste Untermodell beinhaltet dabei sowohl
die Moglichkeit auf der User-Ebene zwischen den Wandbewegungsmodellen
zu schalten, wie auch erlaubt es Einstellungen zu numerischen Schemata
vorzunehmen. Das zweite beinhaltet nur das in (2.4.16) beschriebene Modell
mit nach der im Abschnitt 4.3 organisierten Numerik. Der einzige auf die
Berechnungsmethode bezogene Parameter, der vom Benutzer zu setzten ist,
ist die Anzahl der Knoten zu Diskretisierung der Leitung.

Die Eingabemasken fiir die Parameter der jeweiligen Modelle innerhalb der
Simulationsumgebung sind in den Abbildungen 5.2 und 5.3 dargestellt.

Load

@ Change Parameters 9 :z:
Submodel
h2pert [GODFLEXS0-1]
L_'I_ Extemal varables
ine Godunov FVM pipe with wall flexibility
{preliminary version)
Parameters
Title | Valus | Unit |
number of active nodes 150
Index of hydraulic fluid 1
pipe length im
relative roughness 0 null
initial pressure 2 bar
initial velocity 0mss
diameter of unstressed pipe 3 mm
Young's modulus of the wall materal 50000 barA
thickness of the pipe wall 3 mm
Poisson-number of the wall material 0.45 null
Save Defautt value | Max. valus |
Beset title | Min. value |

Help

Optiong == |

Abbildung 5.3: Parameter-Eingabemaske des AMESim-Untermodells

Zur Sicherstellung der , Konsistenz® in
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5.2 Einbindung hydraulischer Leitungsmodelle in die
Simulationsumgebung

Leitungsmodell und der Umgebung muss ein gewisser Eingriff in die im Ab-
schnitt 4.4 dargestellte Randbehandlung erfolgen, der im Folgenden erlédutert
wird. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird hier auf den linken Rand der
Leitung eingegangen. Die Behandlung des rechten Rands erfolgt analog.

Die Kontrolle der Durchfiih-

rung interner Zeitschritte er-

folgt folgendermaflen: Nach ei- A
nem FVM-Schritt wird mittels |
CFL-Bedingung (vgl. (3.2.18)) @& bn2

der néchste diskrete Zeitpunkt @
bestimmt, zu welchem diskrete @ % tn+1 """"
Zustdnde in der Leitung zu be- ® ! !
rechnen sind. Dieser sei mit @% ‘ ‘
tn+1 notiert. Erfolgt eine Ab- SO USRS O
frage des Submodells durch : :
den Integrator der Simulati- T T2
onsumgebung zu einem Punkt
t € (tn,tn+1), so wird der
zugehorige Zustand am Rand
ausgehend von aktuellen Da-

Abbildung 5.4: Beispiel einer nicht-
monotonen Folge der
Abfragen der Fliisse

am Leitungsrand
ten erzeugt, nach der unten durch die Simulations-
folgenden Vorgehensweise. So- umgebung,

bald eine Abfrage zu einem

Zeitpunkt ¢ > t,41 stattfindet,

wird ein FVM-Schritt durchgefiihrt und der zentrale Integrator wird mittels
eines Unstetigkeitsaufrufs ,resetet®, so dass Abfragen zu Zeitpunkten vor
der letzten Berechnung verhindert werden.

Da einige Abfragen am Rand seitens der Simulationsumgebung, wie be-
reits erwahnt, zur internen Berechnung der Koeffizienten der Integrations-
methode dienen, besteht die Gefahr, dass zur Durchfiihrung eines FVM-
Schritts ein unphysikalischer Wert als Druck am Rand verwendet werden
konnte, falls lediglich die {ibergebene Werte direkt eingesetzt werden. Um
dies zu vermeiden, wird eine einmalige Durchfithrung der charakteristischen
Entwicklung am Rand, (4.4.7), durch Entwicklungen zur jeder Abfrage er-
setzt und anschlieflend ein integraler Mittelwert iiber die errechneten Fliisse
gebildet.

Eine einfache Moglichkeit besteht in der Verwendung einer Quadraturfor-
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5 Hydrauliksimulationsumgebung AMESim

mel, wie zum Beispiel der Trapezregel:

F?fll//gz = > % (tj_H - tj) (f (u(o,tj_l),tj_l) +f (u(o,tj),tj)> ,

tn<tj<tp41

(5.2.1)

wobei ¢; die diskreten Zeitpunkte bezeichnen, zu welchen Werte der Zu-
standsgréfen innerhalb der Umgebung bestimmt werden®*. Die Werte fiir
f(u(0,t),t) sind hierbei durch (4.4.7) zu erzeugen. Es gilt jedoch zu beach-
ten, dass lediglich die Abfragen beriicksichtigt werden diirfen, die tatséchli-
che Zeitschritte der Simulationsumgebung repréisentieren. Ein eleganterer
Ansatz zur Bestimmung des numerischen Randflusses ist das Losen der Dif-
ferentialgleichung

9 ~

—f=1(u(0,t),t), t € [tn,tnt1]

ot (5.2.2)

£(tn) = f (u(0,tn), tn)

mithilfe des zentralen Integrators. Der numerische Fluss ergibt sich durch
F;lel //22 = f(tny1). Diese Vorgehensweise vermeidet zum einen die Verwen-
dung zeitaufwendiger Priifroutinen und stellt zum anderen sicher, dass die
Bestimmung des Randflusses mindestens von der gleichen Ordnung ist, wie

die Berechnung der Zustédnde in Nachbar-Elementen der Leitung.

Zusétzlich zur Konstruktion eines numerischen Flusses iiber den Leitungs-
rand ist, wie bereits oben angedeutet, bei jeder Anfrage der Umgebung ein
,momentaner® physikalischer Fluss zuriickzugeben. Der Wert fiir den Fluss
unmittelbar nach einem Zeitschritt ergibt sich wieder durch die charakteri-
stische Entwicklung am Rand. Fiir die Antworten auf die Anfragen der Kon-
trollfunktion zwischen zwei diskreten FVM-Zeitebenen (¢n,t,41) sind solche
Randflusswerte zu erzeugen, welche eine Interpolation zwischen den Fliissen
zu den jeweiligen diskreten Zeitebenen bilden. Da der Wert fiir F;lel //22 zZu
den Zeitpunkten der Anfragen nicht zur Verfligung steht, muss eine Ex-
trapolation vorgenommen werden. Der nachfolgende Ansatz stammt aus
Diskussionen mit Dr. Jungemann und Dr. Dr. Iben innerhalb von [EBJO0S]
und [EBIOS].

64Tm Allgemeinen richtet sich die Zeitschrittweite des Integrators nach der Anderung des
kleinsten Zustandes, wodurch sie iiblicherweise um eine Gréflenordnung kleiner ist als
At.
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Zur Veranschaulichung der Erstellung eines Randflusses zwischen zwei dis-
kreten FVM-Zeitebenen des numerischen Leitungsmodells sei eine Abfrage
zum Zeitpunkt £ € (tn,tn41) betrachtet. Die Konstruktion des Flusses erfolgt
mit Hilfe einer Vorausberechnung des Zustandes in der Randzelle fiir den
néichsten Zeitschritt. Hierzu wird im ersten Schritt durch die Anwendung der
Rekonstruktion (3.2.13), der Evolution (3.2.17) und der Approximation der
Riemann-Problem-Losung (3.3.4) der numerische Fluss zwischen der ersten
und der zweiten Zelle bestimmt. Im zweiten wird mittels der Auflésung von
(5.2.2) fiir t = ¢ der Wert des numerischen Flusses fiir einen Schritt t, —
ermittelt. Anschlieflend wird mittels der Extrapolation

Frtl/2  popproz;t _ (f(t) - f(t")) “(tn+1 —tn)

1-1/2 1-1/2 = e (5.2.3)

eine Approximation des numerischen Flusses am Leitungsrand fiir den nach-
folgenden FVM-Schritt erstellt. Ausfithrung von (3.2.7) fiir + = 1 liefert eine
Approximation von u7f+1, so dass fiir ein bekanntes pg:; 4 Mittels (4.4.7)
eine Schétzung fiir jenen Fluss errechnet werden kann, welcher sich am Rand
nach dem niichsten Zeitschritt ergeben wiirde. Anschlieende Interpolation
zwischen den Fliissen in den Zeitebenen ¢, und ¢, liefert den gesuchten
Fluss fiir £.

Zur FErstellung einer Schitzung von pﬁ;} q ist es aus Rechenzeitgriinden
sinnvoll, analog zur obigen Flussbestimmung auf den zentralen Integrator
zuriickgegriffen: An ihn wird die Aufgabe

9 n
ap = p(O: t) —Pi_1/2> te [t’ﬂa tn+l]
(5.2.4)

P(tn) =0

iibergeben und mithilfe der Losung fiir ¢ wird, analog zur obigen Extrapo-
lation des Flusses, eine Approximation fiir ¢,1 konstruiert:

n 2 approx; t ﬁ(f) *ﬁ(tn) ’ (tn+1 - tn)
Do’ & DI = ( f—)tn : (5.2.5)

Bemerkung 5.1. Ein weniger rechenintensiver Ansatz zur Erstellung eines
Flusses zum Zeitpunkt ¢ ist die naheliegende Vorgehensweise der Evolution
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Abbildung 5.5: Verlauf des Flusses iiber Leitungsrand bei einer
sinusférmigen Druckanregung:
1: Ohne spezielle Randbehandlung,
2: Extrapolation durch Evolution des
Zustandes am Leitungsrand,
3: Extrapolation durch Vorausberechnung des
Druckvorgabe und des Zustandes in der

Randzelle.

des Zellenzustandes um & — tn,

3 f (u?) — f(u?+1/2) , falls p?/Q < p?+1/2
?7lt_tn ) (5.2.6)

2 Az

ul =u
£uf) —fufyn) o fallspl > py

wobei py'/, und pY', ; /5 durch das Auflésen entsprechender Riemann-Probleme
zu bestimmen sind, und einer anschlieBenden einmaligen Auflésung des
Riemann-Problems am Leitungsrand in der Zeitebene ¢. Problematisch bei
dieser Methode ist jedoch, dass die Werte des errechneten Flusses am Lei-
tungsrand im Allgemeinen keine Stetigkeit an den Zeitpunkten der FVM-
Schritte aufweisen. Zwar erhélt man durch den Ansatz genauere Fluss-Werte
zwischen den diskreten Schritten, jedoch bleibt die Problematik der Anre-
gung der Nachbar-Elemente der Leitung in der Systemsimulation durch die
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5.2 Einbindung hydraulischer Leitungsmodelle in die
Simulationsumgebung

Unstetigkeiten bestehen. Die Abbildung 5.5 veranschaulicht die Wirkung
verschiedener Fluss-Konstruktionen am Beispiel einer sinusférmigen Druck-
anregung.
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6 Verifizierung und Validierung

KAPITEL 6

Verifizierung und Validierung

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Absicherung des Einsatzes des kon-
struierten Modells und entwickelten numerischen Schemata innerhalb von
Systemsimulationen. Die Verifizierung des Modells wurde durch das Be-
rechnen theoretischer Aufgaben mit dem konstruierten Simulationswerkzeug
realisiert. Ferner wurde ein Priifstand aufgebaut, mit dessen Hilfe sich das
Ausbreitungsverhalten von Druckpulsen innerhalb unterschiedlicher Leitun-
gen experimentell untersuchen ldsst. Die Validierung erfolgte hierbei durch
das rechnerische Nachbilden der Versuche unter der Verwendung des erstell-
ten Leitungsmodelles. Im weiteren Verlauf werden in diesem Kapitel Ergeb-
nisse von Simulationen des Priifstandes, an welchem eine Hochdruckpumpe
aus dem Produktprogramm der Robert Bosch GmbH vermessen wurde,
mit entsprechenden Messergebnissen verglichen. Im Aufbau des Priifstandes
wurden an mehreren Stellen flexible Leitungen eingesetzt, so dass innerhalb
der Berechnungen das konstruierte Modell mehrfach verwendet wurde.

6.1 Analyse des Berechnungsmodells anhand idealisierter
StoBprobleme

Die erste theoretische Priifung der konstruierten Modelle erfolgt mittels Be-
rechnungen zur Ausbreitung eines idealen Stofes in einer Leitung. Anhand
dieser kann zum einen Stabilitit und numerische Dissipation eines Modells
analysiert werden, zum anderen kann ein Vergleich der Rechenergebnisse
mit bekannten expliziten Ansétzen zur Berechnung einer Stoflausbreitung,
vgl. Abschnitt 2.5, erstellt werden.
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6.1 Analyse des Berechnungsmodells anhand idealisierter Stofiprobleme

Zur Analyse eines Stofles wird ein Analogon zu dem Versuch von Holmboe
und Rouleau, vgl. Abschnitt 2.5, simulativ untersucht. Es werden Rechnun-
gen zu dem in der Abbildung 2.14 skizzierten Aufbau durchgefiihrt. Das
Modell beinhaltet dabei zwei Leitungen, die durch eine Blende getrennt
sind. Es werden folgende Mafle fiir die Analyse verwendet:

Lange der linken Leitung L 800 mm,
Lange der rechten Leitung L 800 mm,
Durchmesser der Leitung d 5mm,
Dicke der Leitungswand w 2mm,
Elastizitdtsmodul der Leitungswand E 5-10° N/m?,
Querdehnzahl m 0.45,

Dichte der Leitungswand M 920 kg/m?.

Als Stoffdaten fiir die Zustandsgleichung wurden in den Rechnungen, die im
Abschnitt 2.2 vorgestellte Daten fiir ISO 1404 eingesetzt und die Diskreti-
sierung erfolgte fiir jede Rechnung mit Az =2 mm. Die Abbildung 6.1 stellt
die Verteilungen der Druckfunktion in der Leitung und Abbildung 6.2 die
Geschwindigkeitsverteilungen, fiir einen 12bar zu 10 bar Stof als Anfangs-
bedingung, zu drei ausgewahlten Zeitpunkten, 250 ms, 500 ms und 750 ms,
dar.

Erkennbar in den Ergebnissen sind zum einen eine deutlich stérkere ,,Ver-
schmierung“ der Wellenfront und zum anderen eine stark sinkende Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Wellen gegeniiber der starren Leitung, was eben-
falls aus den Formeln von Korteweg und Kuhl, vgl. Abschnitt 2.5 hervor-
geht. Ferner ist eine Ungleichheit in der Ausbreitung der Stérung zwischen
dem rein statisch und lokal rechnenden Dehnungsmodell und der Modellie-
rung der Wandbewegung mittels einer Wellengleichung zu beobachten. Beim
zweiten Modell gehen dem nach links laufenden Stof3, beziechungsweise der
nach rechts laufenden Verdiinnungswelle, kleinere Stoérungen voraus. Der
Effekt beruht auf der Beriicksichtigung der Massentrdgheit der Wand in-
nerhalb der Berechnungen.

Um die Giite des Modells beziiglich der wichtigsten Charakteristik, der
starken Anderung der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit, zu quantifizie-
ren werden fiir unterschiedliche Leitungen die Laufzeiten der Stérungen er-
mittelt. Zur Erzeugung einer Vergleichbarkeit mit (2.5.1) und (2.5.2), wird
hierbei nur eine sehr kleine Stoamplitude betrachtet, so dass die Schall-
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Abbildung 6.1: Druckverteilungen in der Leitung nach dem Offnen des
Ventils: 1: Lokales Dehnungsmodell,
2: 2-Parameter Dehnungsmodell mit
Wandtrégheit nach (2.4.12).
3: Referenz - starre Leitung.
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Abbildung 6.2: Geschwindigkeitsveilungen in der Leitung nach dem
Offnen des Ventils:
1: Lokales Dehnungsmodell,
2: 2-Parameter Dehnungsmodell mit
Wandtrigheit nach (2.4.12).
3: Referenz - starre Leitung.
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geschwindigkeit des Fluids, ¢, nahezu konstant ist®®: es wird bei dem oben
beschriebenen Setup ein Sprung im Druck von 0.001 bar bei einem Grund-
niveau von 10bar angelegt. Fiir Leitungen mit unterschiedlichen Elasti-
zitdtsmodulen der Leitungswand sind die Ergebnisse in der Tabelle 6.1.2
zusammengefasst.

Elastizitéts- Laufzeit Laufzeit : Simulierte Simulierte

modul nach nach Kuhl o Laufzeit Laufzeit

[N/mm?] Korteweg [ms] : (p=0.3) (pn = 0.45)

[ms] : [ms] [ms]
1 5000 1.72 186 1.78 1.69
2 1000 3.66 3.99 3.81 3.58
3 500 5.15 562 5.37 5.05
4 100 11.44 12,50 11.94 11.24
5 50 16.17 17.67 17.06 16.06

Tabelle 6.1.2: Errechnete Laufzeiten der Stoflausbreitung fiir Leitungen
mit unterschiedlichen Elastizitdtsmodulen.

Weiterhin wird als zusétzliche Gegeniiberstellung eine Variation der Wand-
dicke durchgefiihrt und jeweils die Ausbreitungszeit der Stérung bestimmt.
Die Ergebnisse sind in der Tabelle 6.1.3 dargestellt.

Anhand beider Vergleiche wird nochmals deutlich erkennbar, dass abhéngig
von der Wandelastizitit, der innerhalb eines Aufbaus eingesetzter Leitun-
gen, Ausbreitung transienter Wellen stark variieren kann, was zur Anderung
des Verhaltens hydraulischer Systeme fithren kann und bei der Simulation zu
beriicksichtigen ist. Die Verzogerung der Stoflausbreitung wird vom Simu-
lationsmodell sehr gut erfasst, so dass bereits an dieser Stelle erkennbar ist,
dass auch durch den Einsatz einer einfachen Beziehung, (2.4.16) zwischen
dem Leitungsdruck und der Wanddehnung ein Modell entsteht, welches die

65Fiir das in den Rechnungen verwendete Ol nach ISO 1404 betriigt bei T = 25°C ihr
Wert 1035 m/s.
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6.1 Analyse des Berechnungsmodells anhand idealisierter Stofiprobleme

‘Wanddicke Laufzeit Laufzeit Simulierte
der nach nach Kuhl o Laufzeit
Leitung Korteweg [ms] : [ms]
[mm] [ms] .
1 3.0 4.21 5.00 4.08
2 2.5 4.61 530 4.54
3 2.0 5.15 5.62 5.05
4 15 5.93 593 6.64
5 1.0 7.25 6.24 7.88

Tabelle 6.1.3: Errechnete Laufzeiten der StoBausbreitung fiir eine
Leitung mit £ = 500 N/mm? bei unterschiedlichen
Wanddicken.

Hauptcharakteristik der Wellenbewegung in flexiblen Leitungen gut abbil-
det.

Wie bereits im Abschnitt 4.3 angemerkt, variieren durch den Einsatz un-
terschiedlicher Kopplungsansétze, die Rechenzeiten der Modelle teilweise
stark. Zur Veranschaulichung werden an dieser Stelle die an einem Desktop-
Rechner® sich fiir die Simulation ergebenden Rechenzeiten fiir die konstru-
ierte Implementierungen der entwickelten Modelle gegeniibergestellt. Hier
werden, um den Effekt des Kopplungsschemas zu separieren, die Anwendun-
gen unterschiedlicher Kopplungsansiitze auf das Modell (2.4.16) gegeniiber-
gestellt. Das Rechenmodell beinhaltet zwei Leitungen, die in zwei Tests
jeweils mit Az = 5mm und Az = 10mm diskretisiert werden. Es werden
in jedem Test 10 ms simuliert. Die resultierenden Rechenzeiten sind in der
Tabelle 6.1.4 zusammengefasst.

Der Vergleich der Rechenzeiten legt nah, dass der grofite Gewinn beziiglich
der Rechenzeit sich nicht aufgrund der Modellierung ergibt, sondern auf-

66Es wurde, reprisentativ fiir heute in modellbasierter Produktentwicklung zum Einsatz
kommende Rechner, ein PC mit 2.2 GHz 4-Kern Opteron CPU eingesetzt.
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Sim. Zeit fiir Sim. Zeit fiir

Az = 10mm Az =5mm

[s] [s]

1 Starre Leitung mit 10.5 20.8
Axworthy-
Reibung

9 Starre Lcituﬂng 'mit 13.2 26.3
freq.-abhéngiger
Reibung

3 Flex..Leitgng mit 562.5 2239.9
1terativ-gest.
Kopplung

4 Flex. Leitupg mit 41.2 7.2
direkter
Kopplung

5 Flex. Leitung mit 45.5 97.9

direkter Kopplung
2ter Ordnung

Tabelle 6.1.4: Rechenzeiten bei der Simulation des Stoiproblems von
Holmboe und Rouleau fiir 10 ms Laufzeit und
unterschiedlichen Diskretisierungen.

grund des verwendeten Kopplungsschemas. Es ist erkennbar, dass schon bei
der Verwendung eines einfaches Modells fiir die Wandbewegung die Rechen-
zeiten bei der iterativ-gestaffelten Kopplung stark ansteigen.5” Aus heutiger
Sicht ldsst sich sagen, dass die Modelle, die nicht auf lokale Beziehungen wie
in Gleichung (2.4.12) oder (2.4.21) zuriickgreifen um die Wandbewegung zu
beschreiben, sich lediglich fiir ausgewéhlte Rechnungen eignen, bei welchen
beispielsweise die simulierte Zeit kurz ist und keine grofie Anzahl von Simu-
lationen notwendig ist.®® Fiir allgemeinen Einsatz im industriellen Entwick-
lungsprozess ist primér die Modellierung, die den Einsatz der entwickelten

67Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass bei Rechnungen mit mehreren Leitungen
innerhalb eines Systems der Rechenaufwand deutlich steigt.

68 Typischerweise entsteht ein groBer Bedarf an Rechnungen nicht nur durch simulation
unterschiedlicher Auslegungsvarianten eines Systems, sondern auch durch Interesse
an Berechnungen zum Verhalten in Verschiedenen Betriebsmodi, vgl. Abschnitt 6.3.
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direkten Kopplung erlaubt, von Interesse, auch unter der Prémisse genauere
Modelle fiir die Wandbewegung nicht anwenden zu kénnen.

6.2 Validierung an einem charakteristischen Testaufbau

Ein Analogon zu dem theoretischen Stofiproblem wurde im Rahmen die-
ser Arbeit an einem Testaufbau erstellt. Das Ziel bestand nicht nur in der
Konstruktion eines Validierungsbeispiels, sondern auch in Entwicklung einer
Moéglichkeit die in der Entwicklung verwendeten Schlauchleitungen zu cha-
rakterisieren und deren Modelle parametrisieren zu kénnen. Der prinzipielle
Aufbau des als Druckpulserzeuger bezeichneten Priifstands gestaltet sich fol-
gendermaflen: eine Leitung wird zwischen zwei Gehduse eingespannt. Jedes
Gehéuse verfiigt iiber je eine Bohrung, die in beiden Féllen Verldngerungen
der eingespannten Leitung bilden. Im vorderen Gehduse (Gehiuse @, Abb.
6.4) befindet sich ein Piezo-Aktor, der einen in der Bohrung platzierten ge-

federten Kolben bewegen kann. Das hintere Gehduse (Gehiiuse (2), Abb.
6.4) besitzt eine Durchgangsbohrung, am dessen hinteren Ende eine starre
Leitung angebracht ist. Diese ist spiralférmig und 21 Meter lang. Sie dient
als Auslauf fiir die erzeugten Drucksignale und verzogert ihre Reflektionen.
Das Ende der langen Leitung fiihrt zuriick in den Tank und wird wahrend
eines Tests verschlossen. Ferner ist hinter der spiralférmigen Riickleitung
ein Druckausgleichsbehélter angebracht.

| Gehiuse (1) Gehiuse (2) |

Ansteuerung :
? ? i Teststrecke <? ?

Verstirker glﬁtzgr 777777 -

L} L (

1
—

% @ Riicklauf

Abbildung 6.3: Schematischer Aufbau des Druckpulserzeugers.

Um die Teststrecke spiilen und von Luftblasen befreien zu konnen, ist am
vorderen Gehéuse eine elektrische Kraftstoffpumpe (EKP) angeschlossen.
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Waihrend eines Tests wird die Zulaufleitung verschlossen. Der Verschluss ist
so konzipiert, dass nach dem Verschlieflen keine Verzweigung zwischen der
Zulaufleitung und der Bohrung im vorderen Gehduse mehr vorhanden ist.

Fiir alle experimentelle Untersuchungen wurde als Fluid ISO 1404 einge-
setzt. Der Priifstand ist in den Abbildungen 6.3 und 6.4 dargestellt.

Abbildung 6.4: Druckpulserzeuger.

Der Pulstest wird wie folgt durchgefiihrt: Nach dem Entliiften werden die
Ventile verschlossen, so dass der gesamte hydraulische Pfad frei von Quer-
schnittspriingen ist.%> Durch die Ansteuerung des Piezo-Aktors mit einer
schnell ansteigenden Spannungsflanke wird dieser zum raschen Ausdehnen
gebracht. Der dadurch in Bewegung gebrachte Kolben erzeugt einen kurzen
Druckpuls, der sich durch die Leitung ausbreitet. Mit Sensoren im vorde-
ren Gehduse wird das Eingangssignal erfasst und mit denen im hinteren
Gehéiuse das Ausgangssignal. Durch den einheitlichen Querschnitt des hy-
draulischen Pfades konnen Reflektionen ausgeschlossen werden. Dies erlaubt
die folgende Vereinfachung in der Modellierung des Pulsversuchs. Statt die
Ausdehnung des Aktors und die Bewegung des Kolbens abzubilden, wird der

69Die Bohrungen in den Gehiusen sowie die Riicklaufleitung haben einen Durchmesser
von 3 mm, so dass fiir Priiflinge mit 3 mm Durchmesser der hydraulische Pfad eine ein-
heitliche Querschnittfliche besitzt. Konzeption eines Priifstandes fiir andere Priiflinge
wurde im Anschluss an die vorliegende Arbeit aufgenommen, vgl. Kap. 7.
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6.2 Validierung an einem charakteristischen Testaufbau

im vorderen Gehéduse gemessene Druckverlauf als Eingangssignal im Simu-
lationsmodell verwendet und innerhalb der Berechnungen wird nur der Teil
des Priifstandes beriicksichtigt, der sich hinter dem entsprechenden Sensor
befindet. Die Abbildung 6.5 zeigt den Sketch des Simulationsmodells des
Pulsversuchs.

Gehéiuse 1 Gehéuse 2

Eingangssignal: Druckverlauf, Sensor 2a Sensor 2b

gemessen am Sensor 1b 1 Priifling X
Ch, Ch,
|

Riicklauf

@ Stoffdaten

m

Abbildung 6.5: Sketch des Druckpulserzeugers in AMESim.

Fiir die Validierung des Referenz-Modells selbst, sowie fiir den Test des
Stromungslosers und der Reibungsmodellierung eignet sich ein Test mit ei-
ner Stahlleitung. Fiir den Bereich der am Priifstand applizierten Driicke,

0 - 4 bar, kann ihre Dehnung vernachléssigt werden. Fiir eine 1100 mm lange
Leitung, die im Modell mit 220 Punkten diskretisiert wurde, zeigt die Ab-
bildung 6.6 den gemessenen und den berechneten Druckverlauf am ersten
Drucksensor in dem hinteren Gehduse. Bei den Messdaten handelt es sich
dabei um eine Mittlung aus 50 Einzelmessungen. Auf einem 2.2 GHz Opte-
ron betrug die Rechenzeit fiir das Modell ohne Flexibilitat und ausgestattet
mit frequenzabhingiger Reibung 19 Sekunden, und ausgestattet mit be-
schleunigungsabhéngigen Reibungsanséitzen ungefihr 16 Sekunden.

Sehr gute Ubereinstimmungen der Druckverliufe zeigen, dass die Modellie-
rung des Aufbaus prinzipiell richtig ist und dass die Konstruierte Implemen-
tierung der Godunov-Typ Methode zur Berechnung der Strémungsgleichun-
gen gewiinschte Giite aufweist. Der Einfluss der Reibung ist an der Differenz
der Spitzendriicke der gemessenen Ein- und Ausgabesignale erkennbar. Wie
erwartet, erfasst der beschleunigungsabhéngige Ansatz in diesem hochdyna-
mischen Fall die Form des Stofles etwas besser als der Frequenzabhéingige.

Zur Validierungszwecken wurden die Puslsausbreitungen in Kunststofflei-
tungen unterschiedlicher Wandstérken, sowie in mehrschichtigen Schlauch-
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Abbildung 6.6: Pulsversuch mit einer Stahlleitung als Priifling.
Simulation 1: Starre Leitung mit frequenz-
abhéangier Reibungsbesimmung,

Simulation 2: Starre Leitung mit beschleu-
nigungsabhéngiger Reibungsbesimmung nach
Axworthy et al.

leitungen, die im Abschnitt 2.4 beschrieben sind, gemessen. Vorweggenom-
men sei an dieser Stelle bereits gesagt, dass der wichtigste erwartete Effekt,
die Verzogerung des Pulses in Abhéngigkeit von der Wandflexibilitéit, aus
den Versuchen klar hervorging.

Grofle Schwierigkeit beim Vergleich der Rechenergebnissen mit den Mes-
sungen sind solche Berechnungen, bei welchen fiir Elastizitdtsmodul fiir ho-
mogene Leitungen Literatur-Werte und fiir mehrschichtige Leitungen die
durch Lingsbelastung bestimmten Werte™ eingesetzt werden, lieferten je-
doch stets ungeniigende Ergebnisse. Diese, bereits angesprochene Proble-
matik der Bestimmung des effektiven Elastizitdtsmoduls kann, fiir entwick-
lungsrelevante Berechnungen, anhand der aufgebauten Versuchsanordnung
gelost werden. Durch eine Anpassung des effektiven Elastizititsmoduls an-
hand eines Pulsversuchs mittels der Korteweg- beziehungsweise Kuhl-Formel,
vgl. Abschnitt 2.5, kann eine Parametrisierung des Leitungsmodells erfolgen
und zur Simulation hydraulischer Systeme eingesetzt werden. Diese Vorge-
hensweise erwies sich in der Praxis als sehr erfolgreich und wird hier etwas
genauer erldutert.

70vgl. Abschnitt 2.4.
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6.2 Validierung an einem charakteristischen Testaufbau

Werden innerhalb einer gewissen hydraulischen Anordnung Leitungen ver-
wendet, fiir die es den effektiven Elastizitdtsmodul zu bestimmen gilt, so
kann dies anhand von Vermessungen der Ausbreitungsgeschwindikeit einer
Storung und anschlieBendem Einsetzen dieser in die Gleichung (2.5.2) er-
folgen. Umformung des entstehenden Gleichnisses nach E, liefert den ge-
suchten Wert. Hierzu erfolgt das Approximieren der Signalausbreitungsge-
schwindigkeit direkt anhand der Messung:

AZsens
b
Atmess

mit Axgens - Abstand zwischen den Drucksensoren und Atmess gemessene
Verzugszeit. Anschlieendes Einsetzen in (2.5.2) liefert

B - 2Ef ‘(T0+s)2/82+1
c -1
AZsens

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit des Fluids bei dem an der Anordnung
eingestellten Druckniveau bezeichnet und Ey entsprechend sein Kompressi-
onsmodul.

(6.2.1)

Csys =~

(6.2.2)

3,5
—— Sensor 1b / Eingangssignal
—— Sensor 2a Simulation 1
3.0 —— Simulation 2 Simulation 3
s
a ! , ! & ! &
S
E 2,54
0,0 0,5 1:0 1:5 2,0

Zeit [ms]

Abbildung 6.7: Pulsversuch mit einer 755 mm langen PVC-Leitung mit
3mm Wandstérke als Priifling.
Simulation 1: Referenz - starre Leitung,
Simulation 2: E = 2700 N/mm?
Simulation 3: E = 690 N/mm?.

Mit dem auf diese Weise ermittelten Wert fiir den effektiven Elastizitéits-
modul kann das Leitungsmodell parametrisiert werden. Als Beispiel veran-
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6 Verifizierung und Validierung

schaulicht die Abbildung 6.7 die Ergebnisse der Simulationen der Pulsaus-
breitung mit dem Einsatz des physikalischen und des errechneten Elasti-
zitdtsmoduls fiir eine PVC-Leitung mit 3 mm Wandstérke und stellt diese
dem durchgefithrten Experiment gegeniiber. Bei der Messung handelt es
sich wieder um eine Mittlung aus 60 Einzelversuchen. Der nach (6.2.2) er-
rechnete Elastizitédtsmodul betrigt hierbei 690 N/mm?.

Das Einsetzen des errechneten Parameters in das entwickelte Simulations-
modell erzeugt Rechenergebnisse, die die Messung sehr gut reproduzieren.
Es ldsst sich daraus schlieBen, dass Leitungsmodelle in Berechnungen von
hydraulischen Systemen, bei welchen diese Einsatz finden, durch eine ein-
malige Vermessung der Pulsausbreitung in ihnen parametrisiert werden
koénnen.

3,5
—— Sensor 1b / Eingangssignal
—— Sensor 2a Simulation 1
30 — Simulation 2 Simulation 3
)
=k
S
=} 2,54
a
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Zeit [ms]

Abbildung 6.8: Pulsversuch mit einer 945 mm langen PVC-Leitung mit
2 mm Wandstérke als Priifling.
Simulation 1: Referenz - starre Leitung,
Simulation 2: E = 2700 N/mm?
Simulation 3: E = 460 N/mm?.

Es werden ferner die Ergebnisse der Vermessungen einer zur aus der Abbil-
dung 6.7 analog strukturierten Leitung mit kleinerer Wandstérke vorgestellt.
Der nach (2.5.2) aus der Messung (vgl. Abbildung 6.8) resultierende Wert
fiir das effektive Elastizititsmodul™ lautet 460 N/mm?.

"1Wegen des analogen Aufbaus ergibt sich ein dhnlicher Wert zu der oben erwihnten Lei-
tung, der sich wieder stark vom physikalischen E-Modul des verwendeten Kunststoffs
unterscheidet (2700 N/mm?).
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6.2 Validierung an einem charakteristischen Testaufbau

Auch hier, beim Vorhan-

densein einer relativ grofien 3,0

Verzogerung in der Signal- Sensor 2a
g' 8 ) g Simulation 1

ausbreitung, scheint das — Simulation 2

Modell den gemessenen Simulation 3

n
&

Druckverlauf gut abzubil-
den. Man bemerke jedoch
die steigende Abweichung
in der Amplitude des Druck-
signals zwischen der Rech-
nung und dem Experiment.
Das Einsetzen komplexerer 1.0 1.5 2,0 25
Modelle fiir die Wandbewe- Zeit [ms]

gung”? zeigt beziiglich die-
ses Punkts deutlich bes-
sere Ergebnisse. Zum Ver- Berechnung der Pulsaus-
gleich sind drei Berechnun- breitung in einer PVC-
gen unter der Verwendung Leitung.

der Modelle (2.4.16) (Simu-

lation 1), (2.4.21) (Simulation 2) und (2.4.12) (Simulation 3) in der Abbil-
dung 6.9 gegeniibergestellt.

Druck [bar]

N
o
|

Abbildung 6.9: Vergleich der Wandbe-
wegungsmodelle anhand

Die Anwendung detaillierterer Modelle erlaubt offensichtlich eine bessere
Voraussage beziiglich der Pulsamplitude am hinteren Gehause. Fiir Leitun-
gen, die groBere Dehnungen beim Ubertragen des erzeugten Pulses erfahren,
als die oben erwidhnten PVC-Leitungen, ist der Effekt der Unterschitzung
der Pulsamplitude am zweiten Gehéuse durch einfache Dehnungsmodellie-
rung noch stéirker ausgeprigt. Zur Veranschaulichung wird an dieser Stelle
ein Vergleich zwischen der Messung und den Rechnungen fiir die mehrschich-
tige Gummi-Leitung aus dem Abschnitt 2.4 prisentiert.”® Die Ergebnisse
sind in der Abbildung 6.10 zusammengefasst. Das Einsetzen der Modelle
nach (2.4.21) beziehungsweise nach (2.4.12) verbessert zwar wieder die Ge-
nauigkeit der Rechnung, die Amplitude des ankommenden Pulses bleibt
jedoch in der Rechnung stets iiber der Gemessenen.

Es ist zu erkennen, dass mit dem auf Gleichung (2.4.12) basierenden Modell
das ,,Zerlaufen“ des Pulses gut erfasst wird. Der maximal erreichte Druck
iibersteigt jedoch auch beim Einsetzen dieses Modells in der Rechnung den

72Unter der Verwendung des Schemas aus der Abbildung 4.3 zur Kopplung der Loser.
73Vgl. Abbildung 2.12.
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Abbildung 6.10: Pulsversuch mit einer 250 mm langen mehrschichtigen
Gummi-Leitung mit 3 mm Wandstérke als Priifling.
Simulation 1: Referenz - Starre Leitung,
Simulation 2: Modell nach (2.4.16)
Simulation 3: Modell nach (2.4.21)
Simulation 4: Modell nach (2.4.12).

maximalen Druck aus dem Versuch. Der Grund fiir diese Unterschitzung
der Dampfung liegt an den Ansétzen fiir den Impulsverlust in der Leitung.
Sowohl die Modellierung unter der Verwendung der frequenzabhéngigen Rei-
bung nach Zielke, ( vgl. (2.6.10)), wie auch der beschleunigungsabhiingigen
nach Axworthy et. al (vgl. (2.6.16)) bildet Ansitze, die auf Untersuchungen
zur starren Leitungen ihren Ursprung nehmen. Konstruktion neuer Modelle
zur Approximation der Impulsverluste in flexiblen Leitungen ist zum heu-
tigen Zeitpunkt Gegenstand laufender Untersuchungen, vgl. Kapitel 7.

6.3 Anwendung des Modells in praxisbezogenen
Rechnungen

Abschlielende Validierungsrechnungen zur Bewertung des konstruierten Si-
mulationsmodells wurden anhand von Simulationen einer Hochdruckpumpe
(HDP) aus der Produktpalette der Robert Bosch GmbH durchgefiihrt. Die
Vermessung wurde innerhalb des in der Abbildung 6.11 dargestellten Auf-
baus durchgefithrt. Der Aufbau présentiert einen Prototypen eines Ein-
spritzsystems, in welchem typischerweise die vorliegende Hochdruckpumpe
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6.3 Anwendung des Modells in praxisbezogenen Rechnungen

eingesetzt wird. Lediglich wurde bei der Vermessung auf den Einsatz der
Einspritzdiisen verzichtet. Sowohl der Zulaufpfad, wie auch der Riicklauf-
pfad des Aufbaus bestehen aus mehreren flexiblen Leitungen™, so dass der
Einsatz des entwickelten Berechnungsmodells moglich und notwendig ist.

Rail
L =
=

HDP Q' Ricklauf

P9 ,

Zulauf

=
=

Abbildung 6.11: Schematischer Aufbau der Vermessung einer
Hochdruckpumpe (HDP).

Vor der Implementierung des im Lauf dieser Arbeit entwickelten Modells
wurden analoge hydraulische Anordnungen ohne Beriicksichtigung der Fle-
xibilitdt der Leitungen rechnerisch abgebildet. Der hier dargestellte Fall
stellt jedoch ein Beispiel fiir ein System dar, bei welchem durch diese Verein-
fachung hervorgerufene Ungenauigkeiten in der Berechnung der Wellenaus-
breitung zu einer starken Verfilschung der Rechenergebnisse der Gesamt-
simulation fithren, so dass ein Abbilden des gemessenen Verhaltens nicht
moglich ist. Groflen Einfluss auf die Ergebnisse der Gesamtrechnung hat
die Nihe des Betriebsdrucks am Phaseniibergang, so dass Uberschiitzungen
eines Druckeinbruchs im Zulauf, beispielsweise durch leichte Uberschitzung
der Druckamplituden, zu einem rechnerisch ermittelten Zustand fiihren, der
lokal Gasphase im System darstellt. Dies fiihrt oft zu Ausbreitung starker
unphysikalischer Schwingungen im System und verfélscht die Simulations-
ergebnisse. Zur Veranschaulichung der Problematik sind in der Abbildung
6.12 ausgewihlte Ergebnisse einer Rechnung dargestellt, die ohne den Ein-
satz der entwickelten Leitungsmodelle durchgefithrt wurden”, sondern bei
welchen auf das Rechenmodell einer starren Leitung zuriickgegriffen wurde.

74Sowohl Zu- wie auch Riicklaufpfad beinhalten bei dem Aufbau je drei Abschnitte, die
durch flexible Schlauchleitungen realisiert sind.

75Vorhandensein solcher Ergebnisse im Bezug auf den Vergleich zwischen Experimenten
und Berechnungen bei einigen Systemen waren der Ausgangspunkt fiir die vorliegende
Arbeit, vgl. Kapitel 1.
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Abbildung 6.12: Ausgewihlte Druckverldufe im Vergleich zwischen einer
Vermessung und einer Berechnung der
Hochdruckpumpe bei 1000 U/min bei Verwendung des
Modells fiir starre Leitung.

Die im Niederdruckbereich des Priifstandes errechnete Schwingungen beein-
flussen auch die Ergebnisse im Hochdruckbereich, so dass keine Vorhersage
iiber das Verhalten der Pumpe moglich ist. Dem gegeniiber sind in den
Abbildungen 6.13 und 6.14 Rechenergebnisse prisentiert, die mittels Simu-
lation unter der Verwendung des Wandbewegungsmodells nach (2.4.16) und
der in der in der Arbeit entwickelten Numerik mit direkter Kopplung, vgl.
Abbildung 4.4, erzeugt wurden.

Die errechneten Druckverldufe fiir den 1000 U/min Betriebspunkt sind als
sehr gut im Vergleich zu den gemessenen zu bewerten. Die erreichte Qua-
litdt ist hier in erster Linie auf das prézise Abbilden der Signalausbrei-
tungsgeschwindikeit in den Leitungen, und somit auch der Eigenfrequenz
des Systems, zuriickzufiihren. Fiir den 2000 U/min Betriebspunkt scheinen
vor allem im Riicklauf bei den gemessenen Verldufen kurze Druckpeaks auf-
zutreten, welche in der Rechnung nicht erfasst werden. Diese beruhen auf
starkere Ausgasungsvorginge, die in der Pumpe bei héheren Drehzahlen
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Abbildung 6.13: Ausgewé&hlte Druckverldufe bei der Vermessung der
Hochdruckpumpe bei 1000 U/min.

identifiziert wurden.”® Komplexe dynamische Modelle zur Abbildung solcher
Vorgiinge sind zur Zeit der Untersuchung Gegenstand der Forschung. Zum
Einsatz innerhalb der Pumpenberechnung liegen Modelle entsprechend dem
homogenen Gemischmodell (vgl. Abschnitt 2.2) vor, welche entsprechende
Ungenauigkeiten in den Rechnungen erzeugen.

Zusammenfassend lésst sich aus den Validierungsrechnugnen postulieren,
dass bei den Berechnungen, welche zyklische Vorgénge abbilden der Ein-

76Identifikation erfolgte mittels Hochgeschwindigkeitsaufnahmen durch einen optischen
Zugang.
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Abbildung 6.14: Ausgewihlte Druckverldufe bei der Vermessung der
Hochdruckpumpe bei 2000 U/min.

satz des vereinfachten Modells fiir die Wandbewegung nach (2.4.16) mit
der hierzu entwickelten Numerik ((4.3.1), (4.3.5)) als geeignet anzusehen
ist. Die erste Prioritét bei diesen Rechnungen bildet das Erfassen der realen
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellenbewegung innerhalb von Leitungen,
was beim Einsatz des Modells gegeben ist. Sind gewisse Stofivorgénge in ei-
nem System simulativ abzubilden, wie beispielsweise ein Absteuervorgang
an einem Ventil, so bringt das Verwenden des lokalen Modells Ungenauig-
keiten im Bezug auf die Verédnderung des Signals. Bei solchen Rechnungen
erzeugt im Allgemeinen das eindimensionale Dehnungsmodell mit Beriick-
sichtigungen der Massentriigheit nach (2.4.12) genauere Ergebnisse.
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KAPITEL 7

Zusammenfassung und Ausblick

Leitfaden der Arbeit war die Entwicklung eines Modells zur Berechnung
des transienten Verhaltens flexibler hydraulischer Leitungen. Hierzu wur-
den einige Einschrankungen beziiglich des abzubildenden Verhaltens ge-
troffen, auf deren Basis Modellgleichungen hergeleitet wurden, die mittels
quasi-zweidimensionalen Formulierung die Wellenausbreitung innerhalb ei-
ner Leitung beschreiben. Es wurden dabei zum einen detaillierte Analysen
der Eigenschaften der Zustandsgleichung durchgefiihrt und zum anderen
wurden einige bekannte Modelle zur Berechnung der Reibungsverluste in
Leitungen prasentiert und so angepasst, dass diese innerhalb der im Lauf
der Arbeit konstruierten numerischen Schemata einsetzbar waren. Die Cha-
rakterisierung der Bewegung der Leitungswand wurde mit mehreren un-
terschiedlichen Ansétzen modelliert, so dass abhéingig von deren Struktur
geeignete Schemen zur Behandlung des gesamten Gleichungssystems not-
wendig wurden. Der numerische Zugang zu den Erhaltungsgleichungen der
Stromung wurde mittels einer Godunov-Typ-Methode zweiter Ordnung rea-
lisiert, so dass die Schliisselfrage nach der Konstruktion eines numerischen
Schemas zur Diskretisierung des Gesamtsystems primér sich durch die Fra-
gestellung nach der Einbindung der Wandbewegungsloser in ein Godunov-
Typ-Verfahren definierte. Als essentiell fiir die Erhaltungseigenschaften des
Rechenschemas stellte sich die verwendete Ausgangsformulierung heraus,
auf deren Basis die Diskretisierung des Systems erzeugt wurde.

Die Einbindung der Losungsalgorithmen fiir Strukturgleichungen in das Be-
rechnungsschema fiir die Stromungsgleichungen wurde zunéchst sequenti-
ell und iterativ-gestaffelt realisiert. Im ersten Ansatz wurde nach jedem
FVM-Schritt der Verlauf der Leitungswandbewegung fiir den entsprechen-
den Zeitschritt bestimmt, wobei der Fluid-Zustand als Randbedingung ver-
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7 Zusammenfassung und Ausblick

wendet wurde. Beim gestaffelten Ansatz wurde die gleiche Vorgehensweise
abwechselnd auf die Fluid- und die Strukturgleichungen angewendet und
der Zeitschritt wurde immer wieder neu durchgefiihrt. In der Implementie-
rung zeigte sich, dass der sequenzielle Ansatz jedoch nicht stabil und der
iterativ-gestaffelte sehr rechenintensiv ist, sogar fiir einfache Modelle fiir die
Wandbewegung. Zur Konstruktion eines Modells, welches von den Rechen-
zeiten her in einen breiteren Anwendungsgebiet innerhalb von Berechnun-
gen komplexer hydraulischer Systeme applizierbar ist, wurde fiir einfache
Dehnungsmodelle, die nur lokale Beziehungen zwischen dem Druck in der
Leitung und der Wandbewegung beriicksichtigen, die sogenannte direkte
Kopplung entwickelt. Diese beruht auf Transformation der oben genann-
ten lokalen Beziehungen auf ein Nullstellenproblem und transportiert die
Berechnung der Wandzusténde in das Finite-Volumen-Schema hinein. Aus-
gehend von diesem Ansatz wurde ein Gesamtalgorithmus zweiter Ordnung
konstruiert, indem, entsprechend dem verwendeten MUSCL-Ansatz inner-
halb des FVM-Schemas, innerhalb der Rekonstruktion- und Evolutionspro-
zedur aktuelle Werte fiir die Wandposition konstruiert wurden. Hierdurch
entstand ein numerisches Rechenmodell, welches sowohl die Haupteigen-
schaften der Wellenbewegung in Schldauchen abbildet wie auch vom Rechen-
aufwand her sehr gut fiir den Einsatz innerhalb von Systemsimulationen
geeignet ist.

Es wurde ferner ein Ansatz erarbeitet, die entwickelten numerischen Modelle
in Berechnungstools umzusetzen, welche innerhalb von Berechnungen hy-
draulischer Systeme einsetzbar sind. Anschliefend wurde eine Implementie-
rung in Simulationsumgebung AMESim durchgefiihrt.”” Zur Sicherstellung
der Umsetzbarkeit der Modelle in Tools mussten numerische Randbedin-
gungen konstruiert werden, die eine konsistente Interaktion zwischen einem
FVM-Schema und einem stetig in der Zeit arbeitenden Verfahren erlauben.
Durch diese Randbedingungen wurde eine konsistente Interaktion zwischen
den Leitungsmodellen und einem weiteren Element ermoglicht, welches mit
der Numerik nach einem beliebigen Ansatz appliziert sein kann. Zur Verifi-
zierung der Modelle wurde ein Priifstand zur Vermessung der Ausbreitung
eines Pulses innerhalb hydraulischer Leitungen aufgebaut und ein Vergleich
zwischen vermessenen und berechneten Druckverldufen fiir ausgewéhlte Lei-
tungen durchgefiihrt. Zusédtzlich wurde eine Moglichkeit vorgestellt mit Hilfe

7TUnter den Umsetzungen wurde speziell jenes Modell hervorgehoben, welche das Schema,
mit direkter Kopplung realisiert, da es seit 2008 das Standartwerkzeug zur Abbil-
dung von Schlauchleitungen in modellbasierter Produktentwicklung der Robert Bosch
GmbH bildet.
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des Priifstandes das effektive Elastizitdtsmodul realer Leitungen zur Para-
metrisierung des Modells zu bestimmen. Ferner wurde eine Simulation eines
Priifstandes zu Pumpenvermessung unter der Verwendung des entwickelten
Modells durchgefiihrt und mit Messungen verglichen, um weitere Charak-
terisierungen der Modelleigenschaften vorzunehmen.

Diese Arbeit bildet eine Basis fiir weiterfithrende Untersuchungen, die in
mehrere Richtungen gehen konnen. Die erste Richtung beinhaltet die Wei-
terentwicklung der Leitungsmodellierung an sich. Die primér zu erwéhnende
Erweiterung wére die Entwicklung der Numerik, die auf direkter Kopplung
(vgl. Abschnitt 4.3) basiert und mit einem statischen Wandbewegungsmo-
dell, wie beispielsweise (2.4.21), operiert. Hierzu ist eine effiziente Methode
zur Nullstellenbestimmung einer N-dimensionalen Funktion innerhalb des
Schemas aus der Abbildung 4.5 zu implementieren. Die Applizierbarkeit des
resultierenden Modells innerhalb von Berechnungen hydraulischer Systeme
ist, hinsichtlich der Rechenzeit nachzuweisen. Zusétzlich muss die Modellie-
rung der Impulsverluste in flexiblen Leitungen anhand weiterer experimen-
teller und theoretischer Untersuchungen erweitert werden. Im Abschnitt 6.2
dieser Arbeit wurde anhand der Vermessung von Pulsausbreitungen in fle-
xiblen Leitungen und Vergleiche der Ergebnisse mit Berechnungen gezeigt,
dass fiir steigende Dehnung der Leitung die Modellierung der Impulsverlu-
ste die reale Verluste unterschétzt. Dies wurde bereits [PB07] vermutet.
Daraus folgt, dass die Reibungsbehandlung fiir das Leitungsmodell wei-
terentwickelt werden muss. Fin naheliegender Ansatz ist eine Konstruk-
tion komplexerer Funktionen fiir die Gewichtungen Kpg.., beziehungsweise
K 4, innerhalb der beschleunigungsabhiingigen Modellierungen (2.6.16) be-
ziehungsweise (2.6.11), so dass diese um Abhiingigkeiten von lokalen Quer-
schnittflachen erweitert werden. Zum Anfertigungszeitpunkt der Arbeit wer-
den an der Robert Bosch GmbH Untersuchungen experimenteller Natur zur
dieser Frage durchgefiihrt.

Weiterer Punkt des moglichen Ausbaus durchgefithrter Modellierungsun-
tersuchungen ist die Ubertragung der in Abschnitten 4.2 und 4.3 konstru-
ierten numerischen Berechnungsschemata auf eine, aus heutiger Sicht der
grofiten Herausforderung in Simulation hydraulischer Systeme - Beriicksich-
tigung des Einflusses der Luftausgasung auf transiente Wellenausbreitung
innerhalb der Systemsimulationen. Der Ansatz hierfiir ist die Beobachtung,
dass beim Vorhandensein einer Gasphase in der Leitung getrennt von der
Fluids#ule, die eindimensionale Erhaltungsgleichungen (2.2.16) noch immer
zur Abbildung der transienten Wellenausbreitung in der Fluidséule verwen-
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7 Zusammenfassung und Ausblick

det werden konnen. Dies bedeutet, dass beim Vorhandensein eines Ausga-
sungsmodells und einer Beziehung fiir die Querschnittfliche der Fluidsiule
in Abhéngigkeit vom Druck und vom Gasanteil eine analoge Vorgehensweise
zum Schema aus der Abbildung 4.4, beziehungsweise 4.5, zur Berechnung
der Fluidzusténde in der Leitung verwendet werden kann. Die Reibungsmo-
dellierung muss jedoch hierfiir neu entwickelt werden, da die Gasphase iibli-
cherweise in der Fluidphase verteilt ist und somit das Geschwindigkeitsprofil
des Fluids beeinflusst. Der Schliisselpunkt bei diesen Untersuchungen bleibt
die Entwicklung von Modellen fiir die Bildung und den Transport der Gas-
phase, die innerhalb von Systemsimulationen verwendet werden kénnen.

Schliellich gilt zu erwiihnen, dass analog zu der konstruierten Behandlung
der Randbedingung zur Integration der Leitungsmodelle in Systemsimu-
lationsumgebung, eine Schnittstelle zwischen einem 3-D Finite-Volumen-
Verfahren Code und einem Systemsimulationstool entwickelt werden kann.
Dieses Thema wird zum momentanen Zeitpunkt in Nachfolgeuntersuchun-
gen betrachtet.

Die Entwicklung eines universell einsetzbaren und schnellen Berechnungs-
modells zur Abbildung der transienten Wellenbewegungen in flexiblen Lei-
tungen, die in dieser Arbeit vorgenommen wurde, ist ein wichtiger Schritt
im Bereich der Berechnungen hydraulischer und mechatronischer Systeme.
Um so wichtiger scheint es aus heutiger Sicht eine konsequente Weiterent-
wicklung der Modellierung und der Berechnungsschemata an den oben ange-
sprochenen Punkten zu sein. Nur durch moglichst genaue rechnerische Ab-
bildung der Vorgénge in Gesamtsystemen lédsst sich ein tieferes Verstandnis
in der Produktentwicklung gewinnen und moderne Produnktentwiklungs-
prozesse lassen sich optimieren.
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A Mathematische Erginzungen

A.1 Funktionalanalytische Definitionen
Definition A.1 (Totale Variation). Fiir eine auf R definierte Treppenfunk-
tion

Q(I) =Q;, fir z € [mi,zi+1) (All)
wird die Totale Variation wie folgt definiert:

TV(Q) = > |Qi—Qi-1l. (A.1.2)

Fiir eine beliebige Funktion ¢ ist die Totale Variation durch folgende Glei-
chung gegeben:

N
TV (q) :=sup Y |g(&) — a(§-1)], (A.1.3)
j=1

wobei der Supremum {iber alle Unterteilungen der reellen Zahlen genommen
wird: —oo=¢§p <& <... <&y =o0.

Satz A.1 (Reynolds’scher Transportsatz). Es sei p: RT x R® — R eine
stetig differenzierbare Dichtefunktion, und ¢ : RT x R® — R? stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt fir jedes beschrankte Kontrollvolumen die Gleichung:

%/p(yﬂt)dy: / [aatp(y,tHdiv ((p(y,t)V(y,t))} dy.  (A.14)

Q(t) Q(t)
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A.1 Funktionalanalytische Definitionen

Beweis. Es notiere J(x,t) := det Vx¢(x,t). Es wird zunéchst folgende Um-
formung durchgefiihrt:

G [ ooy = & [ petn i 0dx
Q(t) Q(0)
= /di[p(qut t)J(x,t)| dx (A.1.5)
Q(0)
= /{di )J(x,t)—Q—p(d)(x,t),t)%J(x,t) dx.
Q(0)

Weiterhin wird die Kettenregel auf beide differentielle Terme der rechten
Seite angewendet:

3
d 0 0 0
w’ = j§:1 %P&% + a/’ (A.1.6)
0
= Vyp-v+ pra
d .
EJ(X t)y = J(x,t)divv. (A.1.7)

Durch das Einsetzen der beiden letzten Gleichungen in (A.1.5) erhilt man

% / ply,t)dy = / {%p—i-vyp-v—l-divv} J(x,t)dx
Q(t) Q(0)
0
= / (ap"‘ Vy - (PV)> dy
Q(t)
15}
= / (atp+d1v(pv)> dy
Q(t)
und somit die Behauptung. O
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A.2 Voigt'sche Notation

Die Voigt’sche Notation ist eine modifizierte Schreibweise der symmetri-
schen Tensoren der zweiten oder héherer Stufe durch das Ausnutzen der
Symmetrie. Hierbei werden die Koeffizienten mit ungleichen Indizes nur
einmal notiert. Die Reihenfolge wird bei dieser Schreibweise ebenfalls ange-
passt:

€1

£2
€11 €12 €13 €11 €12 €13 €1 1/2e6 1/2e4
€3
£91 €922 €93 — €99 €93 — £9 1/2¢e4 —
€4
€31 €32 €33 €33 €3
€5

€6

(A.2.1)

A.3 Banach’scher Fixpunktsatz

Satz A.2. Ist A CV eine abgeschlossene und nicht leere Menge in einem
vollstdndigen normierten Raum V, und ist g: A — A eine Abbildung mit

lg(x) — gl < qllz—yll,  fir alle z,y (A.3.1)

fiir ein 0 < q < 1, dann besitzt g genau einen Fixpunkt, d.h. es existiert
genay ein x € A mit g(x) = z.

Beweis. Sei zg € A beliebig gew#hlt. Die Folge (zn )5~ sei rekursiv definiert
durch z,11 = g(zn), n =1,2,.... Es gilt

lens1 = zall = lg(@n) — g@n—)l < ¢ len — za-1]]. (A3.2)
Induktiv erhilt man

[Znt1 = znll < [lz1 — o] - (A.3.3)
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A.4 Nullstellenverfahren von Brent und Dekker

Fiir 1 <n < m gilt damit

L & k-1
lzm —znll < >0 llog =zl < kE q lz1 — zoll

k=n-+1 =n-1
(A.3.4)

<\¢" X d" ) e — ol = llz1 — zoll -

k=n-+1 1- q

Wegen ¢, — 0 fiir n — oo ist (xn) somit eine Cauchy-Folge. Diese ist
aufgrund der Vollsténgigkeit von V konvergent. Ferner gilt wegen der Ab-
geschlossenheit von A: lim gn € A.

n o0

Da g stetig ist, gilt:

Z:= nli_)moo Gn = nli_)moog(a:n_l) =g (nli_>moo In—l) = g(2). (A.3.5)
Somit ist Z ein Fixpunkt von g.
Ist # ein weiterer Fixpunkt, so folgt aus

17 — &l = lg(#) — 9(@)I| < 7 — 2l (A.3.6)
Die Gleichheit von # und z:

|z — | =0, (A.3.7)
womit auch die Eindeutigkeit des Fixpunktes gezeigt ist. O

Bemerkung A.1. Wichte Folgerung aus der Beweisfiihrung des Satzes von
Banach ist die Konvergenz der rekursiv konstruierten Folge z,+1 = g(zn)
gegen den Fixpunkt von g.

A.4 Nulistellenverfahren von Brent und Dekker

Das Brent-Dekker-Verfahren ist eine Methode zur Nullstellenbestimmung,
welche eine Kombination der Ansétze des Bisektionsverfahrens und des Se-
kantenverfahrens bildet. An dieser Stelle wird nur ein kurzer Uberblick iiber
die Funktionsweise der Methode am Beispiel der Nullstellenbestimmung von
f(z) gegeben™®, mehr zu Randbedingungen und Konvergenzordnung kann
in [QSS02] nachgeschlagen werden.

"8Die Stetigkeit von f im Bereich der Nullstelle wird vorausgesetzt.
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Der Algorithmus fiihrt eine Iteration aus, bei welcher drei Approximan-
den der Nullstelle vorkommen. In den Bezeichnungen hier ist b die letzte
Tterierte, die die beste Approximation der Nullstelle darstellt. a ist die vor-
herige Iterierte und c eine éltere Iterierte, die so gewéhlt sind, dass f(a) und
f(c) unterschiedliche Vorzeichen haben. Ferner werden zwei Hilfsgroflen ver-
wendet: d - eine Korrektur von b und e - vorgegebene Toleranz. Zum Start
des Verfahrens wird ¢ = b gesetzt und die Bedingung f(b) # 0 iiberpriift.
Beim Nichterfiillen ist b die gesuchte Nullstelle und das Verfahren termi-

niert. Anderenfalls werden folgende Schritte durchgefiihrt:

1.
2.

5.

Gilt f(b) f(c) > 0, so wird c:=a, d:=b—a und e := d gesetzt.
Gilt |f(c)] < |f(b)], so wird der Austausch ¢ :=a, d :=b—a und
¢ := a durchgefiihrt.
Setze ¢ := 2e max(|b[,1) und m = < g b. Gilt |m| < § oder
f() =0, so wird der Algorithmus abgebrochen und b wird als
Néherung der Nullstelle von f zurtickgegeben.
Waéhle Bisektion oder Interpolation:

a.) Falls |e] < § oder |f(a)] < |f(b)| gilt, so fithre einen Bi-

sektionsschritt durch: setze d :=m und € := m.

b.) « Gilt a = ¢, fithre eine lineare Interpolation durch: Be-

rechne die Nullstelle der Geraden durch (b, (b)) und
(¢, f(c)). Der errechnete Wert stellt die Korrektur von
b dar. Dies ist ein Schritt des Sekantenverfahrens auf
dem Intervall mit b und c als Endpunkten.
- Gilt a # ¢, fithre inverse quadratische Interpolation
aus: konstruiere Polynom zweiten Grades in y, dass die
Punkte (a, f(a)), (b, f(b)) und (¢, f(c)) interpoliert. Des-
sen Wert in y = 0 ist die neue Iterande von b.

Aktualisiere die Iterierte: setze a := b und wenn |d| > § gilt,

b:= b+ d, anderenfalls b := b + §sign(m).
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B Physikalische Erginzungen

B.1 Gewichtsfunktion W, nach Zielke

Die Approximation der Gewichtsfunktion W (¢) wird entsprechend der Ar-
beit [Hab02] angegeben:

0.2821 - . 1.2500 + 1.0579 /€ + 0.9375 &

VE
+0.3967 /€3 — 0.3516 £2 fiir £ < 0.02
W(§) ~
6726.37445 _’_6770.84935 —"—67135‘01985
_’_67218.92165 + 67322.55445 fiir f > 0.02.
(B.1.1)
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C Graphiken und Tabellen

Graphiken und Tabellen
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Abbildung C.1: Approximationsfunktion
des Wandwiderstandbeiwerts A
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