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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein finites Element zur Untersuchung von
Stahlbetonschalen bei Kurzzeitbelastung vorgestellt. Das einge-
setzte finite Schalenelement ist ein isoparametrisches, aus der
dreidimensionalen Theorie degeneriertes Element. Das Element

ist flir groBe Verformungen ausgelegt.

Beton und Stahleinlagen werden gemeinsam in einem Element er-
faBt. Fir den Beton wird in Dickenrichtung ein Schichtenmodell
verwendet. Das biaxiale Betonwerkstoffmodell wirkt in der Ele-
mentebene und enth&dlt die folgenden Effekte: ReiBen, nicht-
lineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung im Druckbereich, Druck-
bruch, FestigkeitserhShung durch biaxialen Druck und Mitwir-
kung des Betons zwischen den Rissen ("Tension Stiffening").
Die Stahleinlagen werden mit verschmierten Stahlschichten
idealisiert, indem ein einachsiges elasto-plastisches Verhal-

ten mit isotroper Verfestigung zugrunde gelegt wird.

Das Konzept wird an sechs Beispielen angewandt, jewells an zwei
Balken~, Platten- und Schalenproblemen. Dabei wird sowohl die
geometrische als auch die physikalische Nichtlinearitdt beriick-
sichtigt. Insbesondere werden die Einfliisse der Zugfestigkeit

und der Mitwirkung des Betons nach dem ReiBen untersucht.

Ein Uberblick iiber vorhandene Betonmodelle findet sich im An-

hang.

Summary

The object of this thesis is to present a finite element model
to describe the behaviour of reinforced concrete shells under
short term‘loadingw An isoparametric degenerated shell element

is chosen for the analysis. Large deformations are considered.

To account for the material nonlinearities a layered model
throughout the thickness of the element is used. The concrete
is modelled with a biaxial formulation that acts in the shell
surface and includes the following effects: cracking, nonlinear
stress-strain relationship in compression, compression failure,

strength increase in biaxial compression and tengion stiffening.



N

The re-bars are idealised with smeared layers. A multilinear
elasto-plastic material model with isotropic hardening is im-

plemented for the steel.

The thesis presents six numerical examples: two beam, two plate
and two shell problems. Material and geometrical nonlinearities
are included in the analysis. The influence of the tensile

strength and the tension stiffening effect are studied.

A state-of-the-art review of concrete models is given in the

appendix.

Resunen

En este trabajo se desarrolla un elemento finito destinado al
cdlculo de chsaras de hormigdn armado bajo cargas de corta

duracidn. El elemento finito que se emplea es un elemento finito
de chscara, isoparamétrico, obtenido por degeneracidn. Se tienen

en cuenta grandes desplazamientos.

A fin de considerar el comportamiento no lineal del material se
divide el espesor del elemento en capas. Para el hormigdn se im-~
plementa un modelo de material biaxial actuante en el plano tan-
gente a la céscara. Los efectos que se consideran son: fisura-
cidbn, curva de tensidn - deformacibn no lineal en compresibn,
rotura en compresidn, aumento de la tensidn de rotura debido a
compresidn biaxial y rigidez del hormigdn entre fisuras. Las
barras de acero son idealizadas mediante capas; para el material
se incorpora un comportamiento elasto~-pléstico multilineal con

endurecimiento isotrdpico.

Se presentan 6 ejemplos calculados con el citado elemento finito:
2 vigas, 2 placas y 2 céscaras. Las no linealidades de origen
geométrico y del material se incluyen en el andlisis. En parti-~
cular se estudian la influencia de la variacidén de la tensidn de

rotura y de la contribucibén del hormigdn entre las fisuras.

En el anexo se presenta un resumen de los modelos de hormigdn

existentes.
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BEZEICHNUNGEN, ABKURZUNGEN

Bemerkungen

1) Im Abschnitt 3 und Anhang A - Werkstoffmodelle - wird keine
Unterscheidung zwischen linearen und nichtlinearen Verzerrun-
gen, bzw. Spannungen, getroffen. Daher entstehen fir einige
GroBen unterschiedliche Symbole fiir dieselben Begriffe, je

nachdem, ob sie in diesen Abschnitten auftreten oder anderswo.

2) Im Anhang A - Uberblick iliber Betonwerkstoffgesetze - werden

die Bezeichnungen von den jeweiligen Verfassern i{ibernommen.

3) Die Bezeichnungen der in dieser Arbeit verwendeten Koordina-

tensysteme finden sich in Abschnitt 5.1.1

INDIZIERUNG
links oben m Wirkungszustand
unten n Referenzzustand
rechts oben k Knotennummer
unten i, 3,k Komponenten des kartesischen Koordina-
tensystems (i,j,k = 1,2,3)
P Ableitung nach der j-ten Koordinate

GEOMETRIE, VERSCHIEBUNGEN, VERZERRUNGEN

X, X, kartesische Koordinaten
dv, V Differential~ bzw. Gesamtvolumen
da, A Differential—~ bzw. Gesamtfldche
u, uy Verschiebungen
X i Deformationsgradient
I
uy 3 Verschiebungsgradient
’
mE, meij Green-Lagrange-Verzerrungen
e, e.. linearer Anteil von ¢, .
i3 1]

T, Ny nichtlinearer Anteil von €55



STATISCHE GRUSSEN

£,
1
93
m
P
mg ,ms.‘
i3
m m
m® ’mle
me o m,
C e

WERKSTOFF~GRUSSEN

Verzerrungen:

E’Eij
Yovsy

€1, € allg. €y

2’
1u,82u, allg. €

€
s

iu

€
cu

Eut

€ € allg. €

e “2c¢’ ic

Cw1, Cw2, allg. cwi

Spannungen :

G,oij

91105404

Oberflédchenkrédfte
Volumenkrifte
spezifische Masse des Kdrpers

Kirchhoff-Piola-2~Spannungen

Cauchy-Spannungen

konstitutive Matrix

Verzerrungen (sechs Komponenten)

Verzerrungen, bei denen (y.., = €,, und
ii id

Yij = €1j+ aji fir i#j)

Volumendnderung

deviatorische Verzerrungen
Oktaedernormalverzerrung
Oktaederschubverzerrung

einachsige Verzerrung

dquivalente einachsige Verzerrung (AEV)
Verzerrung, die zum Versuchswert fé gehdrt
dguivalente einachsige Betonbruchverzerrung
Maximale Verzerrung fiir "Tension Stiffening"

dquivalente einachsige Verzerrung, die zu
o gehdrt

ic

RiBbreiten

Spannungen (sechs Komponenten)
Hauptspannungen



“1c’%2¢crallg 7,
ic

,allg o

Te1r %2 ti

Invarianten:

L} ) 1
Tirlands
1} 1 1
J,],JZ,J3
TyrTyels

1095093

konstitutive GrdBen:

_']o_..

Hauptspannungsverhdltnis 01/62
hydrostatischer Druck

deviatorische Spannungen
Oktaedernormalspannungen
Oktaederschubspannung
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Invarianten des Verzerrungstensors
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FINITE ELEMENT-BEZEICHNUNGEN

¢ Interpolationsfunktionen
mé Operatormatrix flir Verschiebungsableitungen
"B Operatormatrix filir lineare Verzerrungen
mge Knotenverschiebungen eines Elements
g gesamte Knotenverschiebungen
d Verschiebungsableitungen ui,j
mR duBere Krifte
mF innere Krdfte
MK e inkrementelle Elementsteifigkeitsmatrix
K inkrementelle Steifigkeitsmatrix
mKZ ’ geometrische Elementsteifigkeitsmatrix
ng geometrische Steifigkeitsmatrix
") Jakobi~Matrix
M Gesamtzahl der Knoten an einem Element
r,s,t . krummlinige Elementkoordinaten
hk Elementdicke am Knoten k
mwr Winkel der Normale in k gegeniiber Koordinate i
m®k Winkel zur Beschreibung der Normale in k
mak,mﬁk Winkelédnderung (Rotationsfreiheitsgrade) in k
Transformationsmatrix definiert in Gl. (5.2)
OT Transformationsmatrix definiert in Gl. (5.4)(5.5)
°A Transformationsmatrix definiert in GlL. (5.6)
OG Transformationsmatrix definiert in Gl. (5.8) (5.9)
°GT Transformationsmatrix 0691“4 (Bild 5.4)
g Winkel zwischen 2, und x{ (s.Tafel 5.1 u.Bild 5.3
Ugi Winkel zwischen Stahleinlage und %11, Achse

o Winkel zwischen Stahleinlage und x% Achse
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1 EINLEITUNG

1.1 Problemstellung und L&sungsweg

Der Ubliche Weg zur Bemessung von Stahlbetonstrukturen ist:

1) Ermittlung der Schnittgrdfen mit einer linear elastischen

Rechnung

2) Bemessung des Stahlbetons unter Berilicksichtigung der Werk-

stoffnichtlinearitidten.

Dabei wird nicht berilicksichtigt, daB die Werkstoffnichtlineari-
tidten auf die Struktur zurlickwirken, so daf im Gebrauchszustand
Krdfteumlagerungen stattfinden, welche die linear elastische
Losung verdndern. Dieses Vorgehen ist dennoch berechtigt, da
eine "genaue" nichtlineare L3sung auch heute noch mit den zur

Verfligung stehenden GroBrechenanlagen teuer und schwierig ist.

In dieser Arbeit wird dieses nichtlineare Problem fiir den Fall
der Schalenstrukturen mit Hilfe der Finiten Element Methode be-
handelt. Dabei soll der Begriff "Schalen" als lberbegriff flr
Balken, Platten und Schalen benutzt werden. Die nichtlinearen
Eigenschaften sowohl des Werkstoffs (Beton + Stahl) als auch

der Geometrie werden beriicksichtigt.

Ziel der Arbeit ist es nicht, ein Werkzeug fir die tdgliche In-
genieurpraxis anzubieten, dies widre wirtschaftlich noch nicht

vertretbar, sondern:

1) die Bemessung spezieller Probleme zu ermdglichen (z.B. Scha-

len im Kernkraftwerksbau),

2) Problemkreise zu behandeln, bei denen eine nichtlineare Be-
rechnung erforderlich ist (z.B. Schalenbeulen, Imperfektions-

anfédlligkeit usw.),

3) ein Forschungswerkzeug anzubieten, um:
a) aufwendige Versuche zu ersetzen oder zu ergdnzen
(mit einer Parameterstudie kann man leicht mehrere Ver-

suche simulieren),

b) das Tragverhalten von Strukturen zu untersuchen.



Zur Ldsung dieser Probleme wird von einem finiten Schalenelement
ausgegangen, das durch ein nichtlineares Werkstoffgesetz ergdnzt
wird. Der Begriff "Werkstoffgesetz" wird in dieser Arbeit - dem
iblichen Sprachgebrauch nach - flr eine gewdhlte mathematische For-
mulierung des Werkstoffverhaltens eingesetzt. Es ist nicht als ein
allgemein gliltiges physikalisches Gesetz zu interpretieren. Das
Element basiert auf Verschiebungsansdtzen und ist in der Lage, geo-

metrisch nichtlineare Vorgédnge zu beschreiben.

Das nichtlineare Stoffgesetz wird im Abschnitt 3 beschrieben.
Die hierzu notwendigen Ergidnzungen, die im Rahmen dieser Arbeit

hinzugefiligt wurden, sind:

1) nichtlineare Spannungs-Dehnungsbeziehung des Betons
2) ReiBen des Betons

3) Druckversagen des Betons

4) Verbundwirkung zwischen Beton und Stahl

5) nichtlineares Verhalten der Stahleinlagen (FlieBen).

Die ersten vier Effekte werden in Form eines dem Beton ange-
paBten Stoffgesetzes eingebracht. Diese Beziehung wird in den

Integrationspunkten des Elements erstellt.

In der Elementebene sind dies die GauBpunkte; in Dickenrichtung
wird eine Einteilung in Schichten vorgenommen, wobei in Jjeder
dieser Schichten das Materialverhalten entsprechend dem Verzer-
rungszustand und der Vorgeschichte ausgewertet wird. Das Element
wird durch seine Mittelfliche beschrieben, die Normale zur Scha-
le bleibt widhrend des Vorgangs gerade, muf aber nicht normal zur
Mittelfliche bleiben (Beriicksichtigung der Schubverformung). Ein
diskreter Knick im Element, der durch das Reifen auftritt, kann
somit nicht erfaBt werden. Da die Materialwerte liber die Dicke
verdnderlich sind, k&nnen die Steifigkeitsmatrizen das Durch-
schnittsverhalten gut beschreiben. Die verédnderte Lage der Null-

linie in Dickenrichtung wird beriicksichtigt.

Die Stahleinlagen werden als Schichten idealisiert, die nur in
einer Richtung wirken und sehr dinn gegenilber dem Betonquer-—
schnitt sind, d.h., die lokale Biegung, Dilibel- oder Schubwirkung
wird vernachlidssigt. Die Wirkung der Bewehrung wird dem Beton
iiberlagert. Im gerissenen Zustand ist die Integration wirklich-

keitsnah.



Nach dem Zusammenbau der Elemente zur Gesamt-Struktur wird das
linearisierte Gleichungssystem inkrementell-iterativ geldst.
Durch das Reifien entsteht ein stark nichtlineares Verhalten,
das mit dem Newton-Raphson-Verfahren nicht ermittelt werden
kann. Esvsind Iterationsmethoden erforderlich, die im Last~

Verschiebungs~Raum arbeiten.

1.2 Ubersicht iiber die L&sungsmdglichkeiten

Stahlbeton besteht aus zwei Komponenten: Stahl und Beton, die
im Verbund miteinander stehen. Diese Eigenschaft ist die Grund-
lage der im folgenden aufgefiihrten bekannten Formulierungen,
die mit unterschiedlichen Konzepten die Beschreibung des Ge-

samtverhaltens anstreben:

A) Stahl und Beton werden gemeinsam in einem Element erfaft
oder getrennt behandelt.

B) Die Risse werden im Modell "verschmiert", oder sie treten

diskret auf.

C) Der Verbund wird als ideal starr angenommen, oder ein Schlupf

ist erlaubt.

D) Die Mitwirkung des Betons zwischen den Rissen wird beriick-

sichtigt oder vernacﬁléssigt.

E) Das Gesamtverhalten wird mit Spannungsresultierenden (Inte-
gralmodellen) oder mittels einer Integration von Schichten
(Schichtenmodellen) erfafBt.

Die ersten Untersuchungen idealisierten den $tahl und den Beton

mit unterschiedlichen Elementen (Punkt A) und beschrinkten sich

auf die Analyse von Balken (siehe Scordelis [1], [2], Franklin

{31). In den Arbeiten wurde der Beton mit Scheibenelementen

idealisiert. Der Stahl wurde mit Balken-Elementen oder ebenfalls

mit Scheiben~Elementen eingefiigt. Stahl- und Betonelemente wur-
den starr oder elastisch liber Verbundelemente miteinander
verkniipft. Cervenka/Gerstle [4] flihrten ein Scheibenelement

ein, wobei die Gesamtsteifigkeit durch Addition der Anteile bei-



der Komponenten hergeleitet wurde. Dies ist auch heute noch der

ibliche Weg fiir die L8sung von Schalenproblemen.

Die Modelle mit diskreten Rissen (Punkt B) finden Anwendung,
wenn im wirklichen System nur ein diskreter Rif oder wenige,
sehr breite Risse zu vermuten sind. Scordelis [1] hat eine Bal-
kenuntersuchung mit einem einzigen RiB durchgefiihrt, wobei der
RiBverlauf von Versuchen schon vorher bekannt war. Die Ausbrei-
tung des Risses wurde durch ZAnderung des FE~-Netzes erzielt.
Sdouma/Ingraffea [5] entwickelten ein Programm, in dem das FE-
Netz, ausgehend von der Bruchmechanik, nach jedem Schritt neu
generiert wird. Dabei treten sehr uniibersichtliche Netze auf.
Die Ergebnisse des untersuchten Balkens sind nicht lberzeugender
als die Resultate, die in der vorliegenden Arbeit (siehe Ab-
schnitt 6.71) mit einem verschmierten Rif-Verfahren erzielt wur-
den. Blaauwendraad u.a. [6], [7] stellen ein Verfahren vor, bei
dem diskrete Risse durch das Element verlaufen kdnnen. Dadurch wird
eine neue Aufstellung des Elementnetzes vermieden. Die Risse im
Beton verursachen keine zusdtzlichen Freiheitsgrade, da die Ris-
se lber Verzerrungen eingeleitet werden. Wenn aber die Dilbelwir-
kung vom Stahl mitberiicksichtigt wird, treten die Knicke im Stab

als neue Unbekannte auf.

In den meisten Arbeiten werden die Risse "verschmiert", das heiBt,
sie stellen ein Durchschnittsverhalten zwischen den Integrations-
punkten dar, das durch die numerische Integration lber die Ele-

mente global erfaft wird.

Man spricht von starrem Verbund (Punkt C), wenn die Verschiebun-
gen an der Oberfliche des Stahls denen des benachbarten Betons
gleich gesetzt werden. Zur wirklichkeitsndheren Beschreibung ist
eine relative Verschiebung zuzulassen, die bestimmte Verbundspan-
nungen hervorrufen. Nilson [8] benutzte hierzu Feder-Elemente pa-
rallel zur Bewehrung, die einer Verbundspannungs-Schlupf~Bezie-
hung in Form einer konvexen Parabel gehorchen. Ferner werden Fe-
derelemente normal zur Bewehrung eingefiihrt, die von den Tangen-
tialfedern entkoppelt sind. Auf diese direkte Form der Erfassung

vom Verbundverhalten wird auch in der Arbeit von Dinges u.a.[123]



eingegangen. Dort wird ein Kontaktverbundelement mit linearem
Verschiebungsansatz vorgestellt. Die vier Knoten dieses Elements
verbinden jeweils zwel Betonknoten mit den benachbarten Punkten
des Stahls. Im dreidimensionalen Fall sind drei Relativverschie-
bungen an jedem Knotenpaar mdglich, eine parallel zur Bewehrung
und zwei normal zu ihr. Die zugehdrigen Kr&fte und Steifigkeiten
werden mittels einer numerischen Integration iliber die Linge des
Elements ermittelt. Die fiir diese Integration notwendigen Ver-
bundspannungs-Schlupf-Beziehungen sind in [123] angegeben. Da die
Wechselwirkung zwischen den Normal- und Tangentialverbundspannun-—
gen noch unzureichend erforscht ist, werden diese Spannungen im

Element unabhdngig voneinander behandelt.

Man kann das Mitwirken des Betons zwischen den Rissen auch in-
direkt erfassen. Dabei wird so vorgegangen, daB noch verbleiben-
de Spannungen bei der Berechnung von inneren Kriften berficksich-

tigt werden. Es bieten sich drei MOglichkeiten an:

1. Die Spannungen werden dem Beton zugewiesen. Dieser Weg wurde
von Scanlon [9] zum ersten Mal eingeschlagen. Hier wird dem
Integrationspunkt in einer gerissenen Zone eine Spannung zu-
gewiesen, die das Durchschnittsverhalten in deren Umgebung wie-
derspiegeln soll (Bild 1.1). Diese Wirkung wird im englischen

Sprachraum als "Tension Stiffening" bezeichnet.
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Bild 1.1: "Tension Stiffening” aus Scanlon [9]

Da diese Versteifung in Wirklichkeit nicht auftritt, wenn kein
Stahl vorhanden ist, haben Gilbert/Warner [1o] die in Bild ].1
angegebenen Beziehungen abgemindert (siehe Bild 1.2). Dabei

wird der Versteifungseffekt umso kleiner, je weiter die betrach-
tete Betonschicht vom Stahl entfernt ist. Diese Variante hat die

Vorteile, daB die Spannungen normal zu den Rissen wirken und die



geometrische Lage des Stahls berlicksichtigt wird. Bei der nu-
merischen Analyse an einer Platte [1o] schneidet das Vorgehen
nach Bild 71.2aund Bild 1.2¢C sehr gut ab; es wird jedoch eine
grofe Zahl von Iterationen zur Konvergenz bendtigt. Ein Ver-
gleich mit Studien ohne die Abminderung der Versteifung zeigt

bei den letzteren zu steife Ergebnisse.
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Bild 1.2: Tension Stiffening nach Gilbert/Warner [lo]

2. Die Spannungen werden dem Stahl zugewiesen. Im Beitrag von
Gilbert/Warner [1o] findet sich der Vorschlag, dem Stahl an
stelle des reiBenden Betons erhdhte Steifigkeiten und innere
Spannungen zuzuweisen, die Mitwirkung des Betons aber nicht

zu bericksichtigen (Bild 1.3).
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Bild 1.3: Modifizierte Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fir
Stahleinlagen aus [10]




Obwohl jetzt die Versteifungsspannung ohne Riicksicht auf die
Rifanordnung in Richtung der Stahleinlagen wirkt, liefert
dieses Vorgehen filir das Plattenbeispiel in [10] bessere Er-
gebnlisse im Vergleich zur Versteifung {iber den Beton. Dabei

werden erheblich weniger Tterationen gebraucht.

Van Greunen {11] stellt beide Mdglichkeiten gegeniiber, ohhe
jedoch die Abminderung des Versteifungseffekts im Fall 1)
entsprechend der Entfernung der Stahleinlagen vorzunehmen.
Die Berechnungen mit Versteifung im Stahl liefern hier die

besseren Ergebnisse.

In den inkrementellen FE-Gleichungen werden "tension stiffen-—
ing"-Faktoren eingebracht, die losgeldst von den Werkstoff-
gesetzen vom Stahl und Beton die unterschiedlichen Einfliisse

berlicksichtigen.

Diese Faktoren h#ngen nach Mang/Floegl [12], [13],[14],([15]

von folgenden Einfliissen ab:

a) durchschnittliche Verbundspannung zwischen zwei Rissen
b) Winkel zwischen RiB und Stahleinlageén '
¢) RiBausbreitung in Dickenrichtung

d) AusmaB der Sekundidrrifbildung.

Als Eingabeparameter muB der voraussichtliche RiBabstand an-

gegeben werden.

Der Punkt E bezieht sich auf die Formulierung der konstitu-
tiven Gleichungen: Die meisten Platten- und Schalenelemente
teilen die Dicke in Schichten auf und verwenden in jeder
Schicht die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung, um die inneren
Krdfte zu ermitteln. Die Integralmodelle arbeiten dagegen
mit Momenten~Krlimmungs-Beziehungen. Beispiele hierzu finden
sich in [161, [17], {[18].

AbschlieBend werden in Tafel 1.1 einige Schrifttumshinweise
zu den verschiedenen Behandlungsmbglichkeiten gegeben.
Eine ausfilihrlichere Angabe ist von Kolmar/Mehlhorn [19] vor—

gelegt worden, worauf hier verwiesen wird.
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1.3 Inhalt der Arbeit

Die weiteren sechs Abschnitte der Arbeit haben den folgenden

Aufbau:

Der zweite Abschnitt befaft sich mit den element- und werkstoff-
unabhdngigen Gleichungen, die einen nichtlinearen Verformungs-
vorgang beschreiben. Dabei wird von dem Prinzip der virtuellen
Verschiebungen ausgegangen und die in den Verschiebungsinkremen-
ten nichtlinearen inkrementellen Beziehungen flir die totale
Lagrange-Formulierung hergeleitet. AbschlieBend wird die Lineari-

sierung der ‘Arbeitsausdriicke erliutert.

Im dritten Abschnitt wird auf die in dieser Arbeit verwendeten
Materialgesetze flir die Werkstoffe Beton und Stahl eingegangen.
Beim Beton wird das hier berilicksichtigte nichtlineare biaxiale
Werkstoffgesetz vorgestellt. Bei den Stahleinlagen werden drei
unterschiedliche einachsige Modelle beriicksichtigt: linear-ela-

stisch, bilinear~elastisch, multilinear-elasto-plastisch.

Der vierte Abschnitt beschdftigt sich mit der nichtlinearen FE-
Theorie. Nach der Einfithrung in die FE-~Technik werden die L&~
sungsverfahren (Iterationsmethoden) vorgestellt, die im Rahmen
dieser Arbeit Anwendung finden. Iterationsverfahren, die von an-
deren Autoren fiir die Berechnung von Stahlbetonproblemen einge-
setzt werden, sind anschlieBend kurz erwdhnt. Der Abschnitt

schlieBt mit der Beschreibung des eingesetzten FE-Modells ab.

Im flinften Abschnitt wird der Einbau von Beton und Stahl in einem
Element beschrieben. Hier sind fiir den Beton- und Stahlanteil
die notwendigen Matrizentransformationen vorgestellt. Die nume-~

rische Integration wird in Form von Flufdiagrammen verdeutlicht.

Im sechsten Abschnitt werden durch numerische Beispielberechnun~-
gen die Annahmen des Rechenmodells ilberpriift. Zundchst wird eine
Parameterstudie fir einen Balken ohne Schubbewehrung durchgefiihrt.
Es folgt ein Plattenproblem, das ebenso wie der Balken geometrisch

linear, aber stofflich nichtlinear durchgerechnet wird.Danach



werden beide Nichtlinearitdten an den Beispielen des Platten-
beulens und des seitlichen Auskippens eines Balkens zusammen
untersucht. SchlieBlich werden noch die Rechenergebnisse von

zwel Schalenuntersuchungen angegeben: eine Tonnenschale und ein
hyperbolisches Paraboloid, beide mit Randtrdgern. Bei der Tonnen-

schale wurde die geometrische Nichtlinearitét mitberiicksichtigt.

Im siebten Abschnitt werden SchluBfolgerungen aus dieser Arbeit

und Anregungen fiir weitere Studien angegeben.

Zwei Anhdnge schlieBfen die Arbeit ab. Im Anhang A wird ein Ubexr-
blick liber Betonwerkstoffgesetze geboten. Anhang B beinhaltet
die Interpolationsfunktionen und Elementmatrizen des angewandten
finiten Elements.



2 INKREMENTELLE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN DER KONTINUUMSMECHANIK

2.1 Allgemeine Bemerkungen

Zur Formulierung der Gleichgewichtszustdnde zwischen HuBeren und
inneren Krdften wird in dieser Arbeit vom Prinzip der virtuellen

Verschiebungen Gebraucht gemacht.

Pir Systeme mit kleinen Verzerrungen, aber endlichen Verschie-
bungen bieten sich zwei MOglichkeiten an, um den Verformungsvor-
gang zu beschreiben. Entweder wird ein "konvektives Koordinaten-
system" eingefiihrt, das die Starrkdrperverschiebungen mitmacht
und als Bezugssystem flr die Verzerrungen dient (siehe z.B.
Murray/wilson [26]), oder es wird ein festes Koordinatensystem

eingeflihrt, in dem objektive VerzerrungsmaBe definiert sind.

Letzteres Vorgehen wird hier iibernommen und ist in den Arbeiten
von Ramm [27], Bathe/Ramm/Wilson [28] sowie in [29], [30] aus-
flihrlich behandelt. Die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen
kénnen Malvern ([31), Bufler [32], Murray [33]und Tottenham/Brebbia

[34] entnommen werden.

2.2 Bezeichnungen und Verformungsvorgang

Flir die Beschreibung des nichtlinearen Vorgangs wird eine in-
krementelle Form des P.d.v.V. verwendet. Dadurch ist es notwen-
dig, mehrere Zustéinde mit einer eindeutigen Bezeichnung zu un-

terscheiden.

Die GrdB8en, die nur durch die Lage definiert sind (Volumen, Fl&-
chen, Koordinaten usw.) werden mit einem linken Kopfzeiger cha-
rakterisiert. MuB noch eine Bezugslage definiert werden (Span-
nungen, Verzerrungen), wird dies durch einen linken FuBzeiger

angegeben. Bel inkrementellen GréBen entfdllt der Kopfzeiger,

{Wirkungszusfand

m
Mes mx‘,:QuiL
i " "y,
Bezugslage 4



Der Bewegungsvorgang ist im Bild 2.1 schematisch dargestellt.
Die Ausgangslage O ist bekannt, die Lage 1 bereits ermittelt,
die Lage 2 ist gesucht.

m
X3

°p (°xi)

(nach dem
Inkrement}

L 0 Lage 1
(Anfaz?r?gslage) {vor dem “Inkrement)

m
Xy

’“X1
Bild 2.1: Bewegungsvorgang

Die Koordinaten von 2P (2x1, 2x2, 2x3) werden als Euler—~Koordina-
ten (oder momentane Koordinaten) und die von OP(Ox1,ox2,ox3) oder
15,1
P(

Koordinaten) bezeichnet. Nimmt man, wie in dieser Arbeit, die

x1,1x2,1x3) als Lagrangesche Koordinaten (oder materielle

Roordinaten von °P oder 1P fliir die Beschreibung des Vorgangs, so
wird von einer Lagrange-Darstellung gesprochen.

In der Lagrange-Darstellung sind zwei Formulierungen mdglich,

die "Totale Lagrange (T.L.)" oder die "Mitgehende Lagrange (U.L.)"=-
Darstellung. Die TL-Formulierung bezieht sich auf die Koordinaten
von OP, die UL auf die Koordinaten von 1P. '

In dieser Arbeit wird nur die TL-Formulierung weiterverfolgt. Fiir
diesen Fall kann der linke FuBzeiger fallen gelassen werden, da

die Bezugslage immer die Anfangslage ist.

Die Koordinaten von ZP kdnnen somit folgendermafen beschrieben

werden:



m

2, = O +ly vy (2.1)

mit Xi: Koordinaten

m

u; ¢ Verschiebungen.

1

Es gilt auBerden

Zuf;1ui+ U; (2.2)

2.3 Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das P.d.v.V. als #quivalente Gleichgewichtsaussage fiir den Zu-—
stand 2 lautet (sieche. z.B. [27]):

—fzztij-ﬁzuu‘d% +f é\ﬂ‘i'éui'dza +f Zza,-~6ul~d2v: 0
2y 2 2,

[ !

(2.3)
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Su, H
i I

T
2
6Wh)

Volumen bzw. Fldchen in Zustand 2

virtuelle Verschiebungen

; Versghiebungsableitung (gegeniiber Koord.

von “P)

Cauchy Spannungen (Wirken in Zustand 2

bezogen auf Flédchen in Lage 2)

;i Oberfldchenkrédfte (Wirken in Zustand 2

bezogen auf Fldchen in Lage 2)

; Volumenkrdfte (Wirken in Zustand 2

bezogen auf Volumen in Lage 2)



2.4 Spannungs-— und Verzerrungsdefinitionen

Die Bezugslage von Gl. (2.3) ist die unbekannte Lage 2. Es wer-
den Umformungen vorgenommen, so daB die Ausgangslage als Be-

zugslage gewdhlt werden kann.

Fliir die Spannungen entstehen somit die Kirchhoff—Piola‘2—Span-
nungen [271,([32]:
P_oy 0y 2¢

0
2¢ = V% Uy
8= % ik 2%

Kl (2.4)
Flir das Verzerrungsmaf werden die Green-~Lagrange-Verzerrungen
eingefihrt [32]:

2

-8 )= (2t + 20+t 2.5
Xy ;= Oy) = Cuy + 705 + Ty iy ) 2

2 .1 2 .
€= (i Xy~ 9y WY

s

Mit den Definitionen von Gl. (2.4) und Gl. (2.5) kann die innere

Arbeit im Zustand 2 folgendermaBen umgeschrieben werden [29]:

_—26W(i)'=L[ ZSU. 62€ij'd°V (2.6)
v

2.5 Inkrementelle Form des P.d.v.V.

Es wird ein Ausdruck angestrebt, in dem die bekannten Variablen
von Zustand 1 getrennt von den unbekannten inkrementellen Gr&Ben
auftreten. Dazu werden die Spannungen und Verzerrungen wie folgt
aufgespalten:

26 g 4 s, (2.7)
NI

2. _1 _1
EU.— €ij+€ij Eij+ eij + "qU, (2.8)

mit



1 o0 e .
=7 (U + U+ 1 U+ Uy U

(linearer Anteil der Verzerrungsinkremente)
1

M= 7T Y U

{nichtlinearer Anteil der Verzerrungsinkremente)

Mit Hilfe von Gln. (2.6) bis (2.8) kann das P.d.v.V. wie folgt

umgeschrieben werden:

f s Og;- dov +f18|j'5ﬂij'd°v = 2G\I\I(a)—f%ij'éeu'd°v (2.9)
°v °v °v

2.6 Linearisierung

Wird in Gl. (2.9) die konstitutive Beziehung s,., = (,. €

ij ijzs “rs
eingesetzt, so wird der erste Term dieser Gleichung nichtlinear
in den Verzerrungsinkrementen (Anteil nij). Dieger Term wird
linearisiert, indem Eij durch eij ersetzt wird. Der daraus ent-
stehende Fehler muB iterativ geldst werden. Die linearisierte

Gleichung lautet:

B oy =2 ~ [ 15 - §e. - ,
[CUPS- e Oey dov +f1s|j €mij d°v ="0Ww,, /(: sy O dv  (2.10)
Oy Oy . v



3 EINGESETZTE WERKSTOFFMODELLE

Die FE-Analyse einer Struktur erfordert die Kenntnis der inne-
ren Krédfte und Steifigkeiten. Im vorliegenden Fall werden die-
se Werte durch Beitrige des Betons, des Stahls und des Verbunds
zwischen beiden Stoffen bestimmt. Auf Werkstoffebene werden die-
se Zusammenhidnge mit den konstitutiven Gleichungen definiert.

Sie werden getrennt fir Stahleinlage und Beton ermittelt.

Die FE-Formulierung wird ausfiihrlich im Abschnitt 4 erl&dutert.
In diesem Abschnitt werden die verwendeten Werkstoffgesetzé fir
Beton und Stahl vorgestellt und ihre MSglichkeiten und Grenzen
gezeigt. Im Anhang A findet sich ein Uberblick {iber andere Werk-

stoffgesetze des Betons.

3.1 Beton

Fiir eine wirklichkeitsnahe Untersuchung eines Betontragwerks
bedarf es einer nichtlinearen Beziehung zwischen Verzerrungen
und Spannungen im Werkstoff Beton. Die Merkmale des Stoffver-

haltens sind:

- ReiBen
- nichtlineare o - e Beziehung im Druckbereich
Erhohung der Festigkeit durch biaxialen Druck

- Druckversagen

[, SR FC R N Y
H

~ Zeiteffekte (Kriechen und Relaxation) und Umwelteinfllisse

(Schwinden und Temperatur)

Hierzu kommen die Nichtlinearitdten aus dem Zusammenwirken wvon
Beton und Stahl:

6 - Schlupf (Bond Slip)
7 = Dibelwirkung (Dowel Action)
8 - Reibung an den RiBufern (Aggregate Interlock)

In dieser Arbeit wurden nur die ersten vier Nichtlinearitdten
beriicksichtigt. Diese sind die wichtigsten Effekte filir eine

Kurzzeitbelastung, die durch die Punkte 1-4 und 6-8 beschrieben



wird. Der Schlupf kann allerdings bei Stahleinlagen mit schlech-

ten Verbundeigenschaften auch eine groBe Rolle spielen.

Das in dieser Arbeit verwendete Betongesetz basiert auf dem

Werkstoffmodell von Darwin/Pecknold [35]1,[36],[37]. Dieses Mo-
dell beschreibt das biaxiale Kurzzeitverhalten des Betons (Punk-
te 1,2,3,4)und wurde bereits angewendet ([11],[24],[35]), auch

bei zyklischer Belastung.

zur Erfassung nichtproportionaler Beanspruchung sowie der Mit-
wirkung des Betons zwischen den Rissen ("Tension Stiffening")
wurde das Modell von Darwin/Pecknold in dieser Arbeit modifi-

ziert.

Das Grundmodell (D/P) sowie die Anderungen werden im folgenden

ausfiihrlich dargestellt.

3.1.1 Theoretische Grundlagen

3.17.17.1 Das Darwin/Pecknold - Modell

a) Orthotrope Beziehungen

Das Modell kann stichwortartig als inkrementell, nichtlinear,
inelastisch, orthotrop eingestuft werden. Die Notwendigkeit zur
Wahl eines orthotropen Modells wird aus Bild A.4 ersichtlich.
Hier zeigt sich, daB die Elastizitdtsmoduli in beiden aufgetra-

genen Richtungen unterschiedlich sind.

Wird in der orthotropen Beziehung Gl. (A.31b) der Schubterm weg-

gelassen, so erhdlt man flir die Hauptspannungen:

da, £, Vv, Byt [dey

- 1 . (3.1)

1=V V, .
d, "2 |y E, qg

2



Darwin/Pecknold [35] fiihren fir die Querdehnzahl den Wert
-v2 = vy, ein. Diese Annahme hat - von der theoretischen Seite
aus gesehen - keine Berechtigung; sie scheint aber durch den ge-
ringen EinfluB auf die Rechenergebnisse gerechtfertigt zu sein,

zumal sie eine bedeutende Vereinfachung mit sich bringt. Mit

dieser Beziehung kann Gl. (3.1) umgeformt werden:

da, 1 E, wWEE,| | dg, (3.2)

d, 1-vi | WEE, E, | |9,

AuBerdem muf noch ein Ausdruck flr die Schubterme gefunden wer-
den. Da hierzu keine genaueren Informationen vorliegen, wird der
Wert G aus der Forderung der Invarianz des Schubmoduls gegen
Drehung des Hauptachsensystems berechnet. Hier soll zun&chst

Gl. (3.2) um den Schubanteil erweitert werden:

da, E wiE 0 | |dg

1
do, | = —— |WEE & 0 |-|de, 33
da,, 0 0 (1-vAG] [dY,, »

(do=C-dv)

Diese Gleichung ist in den Hauptrichtungen geschrieben, die im
allgemeinen um den Winkel 6 gegeniiber einem beliebigen Referenz-
system gedreht ist. Um Gl. (3.3) im Referenzsystem zu benutzen,

muB sie mit der Matrix | transformiert werden.

T - S2 CZ -CS (3.4)
-2¢s 2cs  cf-s

{=C0Sy ; s=siny

Die Transformation liefert eine neue Matrix (' als Funktion

von 6:

C¢=T-C-T (3.5)



Nach dieser Transformation wird die schon erwidhnte Forderung

gestellt, daB der Term (3/3) aus ( gleich Term (3/3) von c’
sein soll:

11-V2)G'= sin?D-cos? 8 (£, + B, ~2WWE E,) + {cos20-sin2 97 G.(1 -v2) (3.6)

und G = G',

Nach Aufl&sung dieser Gleichung erh&lt man den Ausdruck fiir G:
G:G’:T{\;—Z'%'(EVEZ"ZV EEy) G-

Bisher wurde die orthotrope Beziehung nur formal aufgestellt.

Es muB noch erlédutert werden, wie die Werte E1,E2,v bestimmt

werden.

b) Aquivalente einachsige Verzerrung

Die Werte E1 und E2 sind wdhrend des Belastungsvorgangs im all-
gemeinen verdnderlich. Der EinfluB der Querdehnzahl soll bei der
Bestimmung von E1 und E2 nicht enthalten sein, da der Querdehn-
effekt durch Gl. (3.3) selbst berilicksichtigt wird. Ein Weg, um
dieses zu ermdglichen, ist die Einfithrung einer "dquivalenten
einachsigen Verzerrung" (AEV) (Equivalent Uniaxial Strain), die
den zwelachsigen Spannungszustand unter Vernachlédssigung des
Querdehneffekts zum einachsigen reduziert. Es kann dadurch mit
einachsigen ¢ - ¢ Diagrammen gearbeitet werden. Dieses Konzept

wird an einem linear elastischen Material erliutert.

Die Steigung der "zweiachsigen" Funktion aus Bild 3.1 entsteht,
indem man die aufgebrachte Spannung g, durch die wirkliche Ver-

zexrrung €,y teilt. Setzt man nun die Spannung o, zu Null, so wird

1
das Material in Richtung 2‘"weicher", und man erhdlt filir die
2u 5 oy Lst die ARV,

die flir die Spannung 9, in der betrachteten Richtung keine An~

gleiche Spannung Tyt die Verzerrung- g > e, . €
telle aus dem v-Effekt aufweist.

Demnach ist die AEV in einer Richtung:

Hier bedeutet i die Hauptspannungsrichtung (1 bzw. 2).



Dieses Konzept wird fir ein nichtlineares Stoffverhalten erwei-

tert, indem inkrementell vorgegangen wird:

' do, Ac,
= o= —l B N
e [ e e f ), -9
i i
Hier sind E; die Tangentenmoduli und AOi der Zuwachs der Haupt-
spannungen.
-g
zweiachsige G-€ Kurve OZZTEOLV_'EZ

einachsige 0-€ Kurve

__lgz
p— ta—— — (')',1= -Q 02
1
e -9
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Bild 3.1: Hquivalente einachsige Verzerrung (BEV)

Der Zuwachs der AEV kann explizit geschrieben werden:
Ae - Gmu_odf
iu™ alf

2

(3.10)

oﬁeu und oflt sind die Hauptspannungen in der entsprechenden Rich-

tung (1,2) nach Aufbringen des Inkrements bzw. davor. Bei Rotation
der Hauptachsen sind die Werte oy immer die aktuellen Hauptspan-
nungen. Hielte man die Achsen fest, wlirde dies bedeuten, daB die
Schubspannungen vernachldssigt werden, was sich dahingehend aus-
wirken wiirde, daB frihzeitige MikroriBbildungen nicht erfafBt wer-
den. Die XEV sind auch ein MaB der Zerstdrung des Betons. Von da-
her sollten AEV, die in einer Richtung entstanden sind, das Werk-
stoffverhalten in dieser Richtung kontrollieren. D/P schlagen vor,

die AEV einem 90°-Sektor zuzuordnen (Sektor a bzw. b).



Drehen sich die Hauptachsen um mehr als $45° aus der Anfangs-—
lage, so wirken die Hauptspannungen innerhalb des neuen Sektors,

in dem sie nun liegen. Dies wird anhand von Bild 3.2 erliutert.

Drehung der
Hauptachsen

|
Urspringlicher
90° Sek tor

b
. Vor der Drehung Nach der Drehung
Achse 1 wird dem Sektor a zu— Achse 1' wird dem Sektor b zu-
geordnet geordnet
Achse 2 wird dem Sektor b zu- Achse 2' wird dem Sektor a zu-
geordnet geordnet

Bild 3.2: Drehung der Hauptachsen auBerhalb des Ursprungsektors

Mit den aus Gl. (3.9) gefundenen £ kdnnen jetzt die E, -,E, =~

i 2
Werte aus der einachsigen Spannungsverzerrungs-Beziehung ermit~

telt werden.

¢) Einachsige Spannungs-Verzerrungs-Beziehung

DPer einachsige Spannungszustand wird im Bereich AC im Druckbe-

reich (Bild 3.3) mit der Saenz(1)-Kurve [38] beschrieben

G = Ei (3.11)



Die einzelnen Terme sind in Bild 3.3 erldutert.

”GH
AEO
Gie T =
Y Jk
i D
£
1
0
0.2xfc ! £
A F
o~ ¥
E"ic G €cu:l*"gc 'Eiu

fé baw. e sind die Festigkeit bzw. die dazugehSrige Verzerrung

flir den einachsigen Spannungszustand.

Bild 3.3: Aquivalente einachsige Spannungs-Verzerrungsbeziehung

Nach dem Erreichen des maximalen Wertes wird ein lineares Ver-—

halten CDE angenommen.

Bei monotonem Verzerrungszuwachs folgen die Spannungen dem Weg
ABCDEF. Wird an einem Punkt B entlastet, so geschieht dies mit
dem Anfangs-~Elastizitdtsmodul Eo' Wird ein Riickgang der Spannungen
in einem Punkt D (nach C) vorgenommen, so folgen sie dem Weg DG
oder DE, abhingig davon, ob die Verzerrungen ab- oder zunehmen.
Das urspriingliche Modell von Darwin/Pecknold ist auch fir zykli-

sche Belastung ausgelegt.

d) Zweiachsige Wirkung

Wie im Anhang -A.1.2 anhand von Bild A.3 gezeigt wird, bewirkt
der biaxiale Spannungszustand eine Erhdhung der Betonfestigkeit
) wird

im Druck-Druck-Bereich. Der Wert dieser Festigkeit (oiC



= g, s
lC/ElC

in diesem Modell bendtigt, um den Sekantenmodul Es
werden die

im Punkt C berechnen zu kénnen. Als Versagenskurve
von Kupfer/Gerstle [39] vorgeschlagenen Beziehungen benutzt

(siehe Bild 3.4).

S
-

0 g,

a

Gy~ §

1+328Q .
AT S

G, = (XOzc

Bild 3.4: Biaxiale Versagenskurve aus [39]

Flir 04 >0y kann man die Kurven folgendermaBen ausdriicken:

Druck~Druck~Bereich:

+
1+ 365a ¢ (3.12a)

(3.12Db)



%
mit o = "5,—'

o

Zug~-Druck-Bereich:

Oy, = fy (3.13a)
1+328Q ¢ !
o fo S 0,65 f (3.13b)
C (1+a)
Der Wert 3,28 in Gl. (3.13b) gilt fir ein Verhdltnis £ /|£/| = 0,09,

In diesem Bereich wird eine konstante Zugfestigkeit angenom-
men, obwohl sich in den Versuchen [39] mit zunehmender Druckbe-
lastung ein fast linearer Abfall der Zugfestigkeit zeigt. Diese
grdper angenommene Zugfestigkeit liefert bessere Ergebnisse,
wenn man das Modell fiir éine FE-Berechnung einsetzt. Eine Be-
griindung dafiir liefern Sturman/Shah/Winter. In [40] zeigen sie,
daB in Versuchen mit verdnderlichem Verzerrungsverlauf {iber den
Querschnitt grdBere Verzerrungen (und dadurch gréBere Spannungen)

aufnehmbar sind als bei konstantem Verzerrungsverlauf.

Zug-Zug-Bereich:
2=f1' (3.14)

Um Gl. (3.11) aufzustellen, werden die Verzerrungen €ie bei dem
Extremwert der Druckspannung 94 benttigt. Diese Verzerrungen
werden aus Versuchen durch ‘lineare Interpolation von zwei Span-—
nungszustinden (o = O0; a = 1) gewonnen. Die AEV am kritischen
punkt C wird fiir o = 1 durch Division der gemessenen Verzerrungen

durch (1-v) ausgerechnet. Damit wird der Wert R ermittelt:

_eic(c,ﬂ) B
_ Ecu (3.15)
R G (a=1)

Danach kann eine Interpolationsformel angegeben werden

.
€. - €, [—ff—'R—%R-ﬂ] (3.16)



Der Wert R wird in Ubereinstimmung mit {35] mit 3 angenommen .

Diese Formel ist fiir ]fé] < gedacht. Darwin/Pecknold schla-

lgici
gen flir }cic| < |fé| eine andere Formel vor:

ic

e [-16(%) + 2,25(%;-)2 + 0,35(%)] (3.17)

Es wird dariiber hinaus kontrolliert, dag bei sehr kleinen Eic die
Beziehung EO/Es nicht kleiner als 2 wird, weil sich dann u.U.

das Vorzeichen der im Bild 3.3 angegebenen Kriimmung der o-ec-—Be-
ziehung umdreht. Ergibt sich EO/ES < 2, wird €io SO angesetzt,
dasi Eo/Es den Wert 2 liefert. Mit den so ermittelten Werten Ot
€.  lassen sich einige einachsige o-e-Beziehungen im Druckbereich

ic
aufstellen. Sie sind im Bild 3.5 gezeigt.

1,2 G121
10 -G =108

0,8 - Q€QBQ

it
o

06 |- = 0,66

=

0.4 -

I
0 10 2,0 3,0 4,0
-£,(0,001]

Bild 3.5: Aquivalente einachsige o-e~-Kurven



e) Inkrementelle Querdehnzahl R

Fiir die Druck-Druck- und Zug-Zug-Bereiche wird v = v, angenommen.
Flir den Zug~Druck-Bereich sowie bei einachsigem Druck zeigt sich
bei hoher Beanspruchung eine grofe Dilatation. Wie im Abschnitt
A.3.3c gezeigt wird, kann man diese Wirkung durch eine Zunahme

der Querdehnzahl wiedergeben:

& 6\
V= \/0+0‘6(‘|,2-\/0)<—%L> + o,m,z—vy(—f—) < 0,99 (3.18)
c t

leqt €. -im i i €, > e, i =
Liegt iu im Druckbereich und ist | 1 1 1c|’ so wird v o}

i
gesetzt. Dies beruht auf dem Gedanken? daf mnach dem Versagen des
Betons beide Richtungen annidhernd unabhéngig verformbar sind.
Obwohl diese Erklidrung nicht ganz befriedigend ist, kann man
sich vorstellen, daB der Beton nach dem Druckversagen "weicher"

wird und dies mit einem Wert V = O erreicht werden kann.

3.1.1.2 Umformung des Darwin/Pecknold-Modells fiixr die Exfassung

nichtproportionaler Beanspruchung

Das Darwin/Pecknold-Modell - sowie die meisten Werkstofformulie-
rungen des Betons - sind filir proportionale Beanspruchung gedacht.
Fehlende Versuchsergebnisse im Bereich der nichtproportionalen
Beanspruchung lassen bis heute noch keine endgliltige Formulierung
zu. In dieser Arbeit ist diese Art der Beanspruchung zugelassen,
obwohl nicht der Versuch gemacht wird, ein Werkstoffgesetz fiir
nichtproportionale Beanspruchung zu entwickeln. Um die dennoch
auftretende nichtproportionale Beanspruchung erfassen zu kdnnen,

muB das Darwin/Pecknold-Modell geringfligig verdndert werden.

Aus der Diskussion im vorherigen Abschnitt sieht man, daB un-
endlich viele einachsige 0-€-Kurven existieren, abhdngig vom
Spannungsverhiltnis & (siehe Bild 3.5). Wihrend des Belastungs-
vorgangs dndert sich aber o auf Materialebene, so dag die ein-
achsigen O-€-Beziehungen von Schritt zu Schritt unterschiedlich
sind. Dies hat zur Folge, daB die Punkte, die in einem Schritt R
auf einer U—E-Kurve liegen, im nichsten Schritt "2" sich auBer-
halb dieser befinden (z.B. Punkte A, B in Bild 3.6).

Gemip der Arbeit von Darwin/Pecknold [35] wiirde der E-Modul im

punkt A bei Schritt "2" die Tangente in A1 sein, entsprechend der



AEV siu(A). In dieser Arbeit wird dieses Vorgehen so gedndert,
daB der E~Modul mit -der Tangente in A2 (Ei(AZ)) angegeben wird.
Somit 1dB8t sich das Problem eines Punktes B (Bild 3.6) l&sen,
der {iber der maximalen Spannung 9ic liegt. Punkt B liegt auBer-
halb der Bruchkurve (Bild 3.4) und sollte deswegen Spannungen
abbauen. Nach D/P wiirde er aber einen positiven E-Modul bekommen
und somit weiter ansteigen. In der vorliegenden Arbeit wird in B
flir die Spannungsberechnung der E-Modul eingesetzt, der aus der

Verbindung von B mit C resultiert. Flir die Stoffmatrix zur Be-

rechnung der Tangentensteifigkeitsmatrix wird Ei(B) = 0 gesetzt.
-0
Darwil B (A1
jE,'(AU arwin/Pecknold : E; (A1)
e eigenes Vorgehen: E; (A2)

G(A)

&ylA &y &

Bild 3.6: Ermittlung des E-Moduls

Um dieses Vorgehen im Programm einzubringen, wird Gl. (3.11)

ch e,  umgeformt:
na 1y umgefo

_<M_E)w\/<ﬂ;A__E 2_ 4ol
€ic 0 ¢ Q g2
e - ' (3.19)

mit A = EO/ES -2

Durch Ableitung der Gl. (3.11) nach €iu erhdlt man den zugehd—

rigen Tangentenmodul Ei’ wobei fir €iu der Ausdruck nach Gl. (3.19)

einzusetzen ist.



(3.20)

mit A = E /E_ - 2
o' s
Die Bedeutung des Vorgehens wird anhand Bild 3.7 verdeutlicht.

G

Bild 3.7: Bedeutung des Vorgehens bei nichtproportionaler
Beanspruchung

In diesem Bild sind r r., die Entfernungen der Punkte 1, 2

, .
(vor bzw. nach dem Schiti) zum Ursprung. R1, R2 sind die
Entfernungen der Bruchzustédnde von 1 bzw. 2 zum Ursprung.
Die E~-Moduli fir beide Richtungen sind eine Funktion von

r1/R1 und oy fiir den Zustand 1 und eine Funktion von r2/R2
und a, fir Zustand 2. Der Werkstoff hat in diesem Modell

also kein "Geddchtnis" im Druck-Druck-Bereich.

Das Modell funktioniert im schraffierten Bereich von Bild 3.7

ohne zusidtzliche MaBnahme, da dort keine Entlastung stattfindet.



Fiir den Fall der Entlastung wird mit dem anfédnglichen E~Modul
gearbeitet. Bei Wiederbelastung werden die E-Moduli als Funktionen
von rm/Rm und o, angenommen. Dieser Vorgang ist im Bild 3.8 an-

hand einer einachsigen o-e¢-Beziehung dargestellt.

-0

Bild 3.8: Entlastung und Wiederbelastung

Die AEV wird bei diesem Modell immer mitgerechnet, um das Er-
reichen der Bruchverzerrung €1 2Y erkennen. Bei einem Span-
nungsniveau o, (Bild 3.8) wird mit |aiu] < laicl der Punkt I
angenommen, andernfalls Punkt II auf dem abfallenden Ast.

In Bild 3.9 ist ein Vergleich in Parameterdarstellung zwischen
dem beschriebenen und dem von Link in [41] vorgeschlagenen Mo-

dell vorgenommen.



Link [41]

o000 eigene Werte

Die eingetragenen Werte

stehen fir & bzw. £
Eq Eg

(fir E,)

Bild 3.9: Vergleich der E-Moduli des eigenen Modells mit
denen nach Link [41]

3.1.1.3 RiB~ und NachriBverhalten

Im gewdhlten Modell wird ein Hauptspannungs~Rifbruch~Kriterium
éngewandt. Bei Uberschreitung der Zugfestigkeit entsteht ein RiB
senkrecht zur Hauptspannung, und der E-~Modul in der konstituti-
ven Matrix wird flir diese Richtung zu Null gesetzt. Ist bereits
ein RiB vorhanden, kann sich noch ein zweiter bilden, der gegen-
iiber dem ersten offenen Rif um 90° gedreht ist. Hat sich der RiB
geschlossen, richtet sich der zweite gemdB der maximalen Haupt-
zugspannung aus. Bei zwei offenen Rissen wird die konstitutive

Matrix zu Null gesetzt.

Hier soll auf eine Inkonsistenz hingewiesen werden. Bel einem
offenen Rif bleibt nach Gl. (3.7) ein Schubmodul von G = E/4 er-
halten. Demnach sollte sich anstelle des orthogonalen Rigbildes
ein schiefer RiB bilden. Dennoch wird die obige Annahme mit
senkrechter RiBausbildung beibehalten. Die Mitnahme von G ist
erforderlich, weil die Vernachldssigung zu numerischen Schwie-
rigkeiten flihrt (siehe Lin [21]). Dieses Kriterium wird von Dar-

win und Pecknold iibernommen. Andere Arbeiten, z.B. die von



Kristjansson [25] lassen schiefwinklige RiBbildung zu, was anhand
von Versuchen als realistischer anzusehen ist.

Es handelt sich hier entsprechend der Unterteilung des Abschnitts
1 um ein Modell mit "verschmierten Rissen". Das Konzept der
"RiBbreite" wird eingefiihrt, um zu kontrollieren, wann ein RiB
wieder geschlossen ist. Es stellt auch ein MaB fiir den "Tension
Stiffening"-Effekt (TS) dar. Der TS - obwohl keine eigentliche
Materialeigenschaft (siehe Abschnitt 1) - wird an dieser Stelle
eingefiihrt, weil dieser Versteifungseffekt im gewdhlten Modell

dem Beton zugeordnet wird.

Der TS soll (siehe Abschnitt 1.2) die Mitwirkung des Betons zwi-
schen den Rissen beschreiben. Diese Mitwirkung entsteht durch die
Stahleinlagen, die die Risse verbinden. Die Spannungen im Beton
zwischen zwei benachbarten Rissen, die durch die Stahleinlagen
verbunden sind, werden nicht Null, obwohl die Normalspannungen

am RiB selbst verschwinden. Dies ist dem Verbund zwischen Stahl
und Beton zu verdanken. Bei globaler Betrachtung dieses Phinomens
ist festzustellen, daB der Beton im Durchschnitt weniger Spannung
aufnimmt als vor dem ReiBen. Wirde man aber annehmen, daBf der Be-
ton zwischen den Rissen spannungslos ist, erhidlt man ein zu wei-
ches Gesamtverhalten. Bel zunehmender Beanspruchung treten neue
Risse zwischen den beiden urspriinglichen auf. Somit f&llt die
Mitwirkung zwischen den Rissen ab, bis die Risse so dicht neben-
einander liegen, daB der Beton keinen EinfluB mehr auf das Gesamt~

verhalten hat.

Dieses Gesamtverhalten soll das FE beschreiben k&nnen. In dieser
Arbeit wird die Spannung zwischen den Rissen so erfaft, daR der
Beton - der die Bigenschaften der Risse und deren Umgebung be-

schreibt - nach dem ReiBen immer noch Spannungen aufnimmt Bild 3.10).

In Bild 3.70 wachsen die Spannungen linear von B bis D, wo der
erste RiB auftritt. Nehmen die Verzerrungen weiter zu, so wird
dem Weg DFG gefolgt. Von D bis F bilden sich stidndig weitere
Risse, die Mitwirkung baut sich ab. Nach F wird angencmmen, daB
der Beton nicht mehr mitwirkt. Nehmen die Verzerrungen in einem

Punkt E ab, so wird ein konstanter Spannungsverlauf angencmmen,



o

Bild 3.10o: RiBbreite und "Tension Stiffening”"-Effekt

bis sich die Risse in C wieder geschlossen haben. Die Spannung
0é$ wird gespeichert, so daB eine erneute Belastung dem Weg

i
ABCEFG folgt.

Das schon erwdhnte Konzept der RiBbreite (Cwi) weicht in dieser
Arbeit von dem Vorschlag von Darwin/Pecknold [35] ab, da dort

kein TS angewandt wird. Es soll deswegen ndher erl&utert werden.

Es sei angenommen, Punkt E ist erreicht, und ein neues Verzer-

rungsinkrement komme hinzu. Da schon Risse vorhanden sind, kann
ein RiBbreitenzuwachs ACV'Vi aus dem aufgebrachten Verzerrungs-

inkrement ausgerechnet werden

ACy, = Bgy + v Ag; (3.21)

wobei Asi = Verzerrung in Richtung i

Ae |
3

]

Verzerrung normal zu i

Zu diesem Zuwachs Acwi kommt ein elastischer Anteil Acsi hinzu,
der die elastische Verkirzung nach dem Rifzuwachs und eine ent-
sprechende Vergrdferung der RiBbreite bewirkt. Die neue RiB-
breite betrdgt jetzt:



Coin= Cui + ACy + Ay (3.22)

@ Mo
Dieses ist im Bild 3.7o da