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Bezeichnungen

Geometrie

w, & Hauptkriimmungskoordinaten (Bild 2. 1)

Y, 8 Hauptkriimmungskoordinaten, tangential und normal
zum Rand (Bild 6.7)

R {m) Radius der Mittelfldche

h [m] Dicke der Schale

a [m)} Radius des Rand (klein)kreises

60 [1} halber Sektorwinkel (Bild 6.5)

®, (1] Winkel des unteren Randbreitenkreises

% [1] Winkel zwischender Randnormalen und einem Meridian

(Bild 6.7)

Material- und Steifigkeitswerte, Schalenparameter

B [%] Elastizitdtsmodul
G [%Tp] Schubmodul
" n Querdehnungs zahl
_ Eh_ Mp ot

D = o7 [m ] Dehnsteifigkeit
K = L {Mpm] Biegesteifigkeit

12 (1 _uz) b g g

2
- 123—2 [1]
Schalenparameter

2
o=/t () 1]

Statische und kinematische GréBen (Bild 2. 3)

O'cp s Ty 7cp% [;-1\1/[1-59- Spannungen
Ncp’ N@’ Ncp«?’ Ns [%R Normal- und Schubkrifte
®
, M [M—E-IP—] Biege- und Drillmomente

M, M, M
®

9 T8’ By m
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Mp .
Qw, Q«‘} [m ] Querkrifte
N ,Q [1\—@] (Kirchhoffsche) Ersatzkrafte
od T m
[} [Mpm] Spannungsfunktion definiert durch
(2. 10)
Mp .
pgo' Pg» P [m2] Flichenbelastungen
Mp
0 l“m 1 Belastungsfunktionen (2.11)
p1’ pz [m] definiert durch (3.7¢, 3.11a)
. te] a s 2
ecp' €g YCO*‘) [1] Verzerrungen ( der Mittelfliche)
Koy Moo M 1 N N .
@ T8 Topd [’_'r-n-] Kriimmungsinderungen, Verwindung
ucp, ue’ w [m]} Verschiebungen der Mittelfldche
[Sq), 8«9\ [1} Neigungsinderungen der Meridian-

und Ringtangente

Weitere Abkiirzungen

—_—
"
(o7
(o~

Ableitung nach der Koordinate ¢

3o
() = g—é-) Ableitung nach der Koordinate 4
b ()= 3 L0y weotp() + ey Laplace - Operator

R® sin® ©
L{)=RaA()+2() linearer Operator
m Harmonische des Reihengliedes (E = 2

slne

N Ausgangsgleichungen
M Anzahl der Unbekannten bei der Kollokation
B zusitzl, Bedingungsgl.

Losungsfunktionen, Integrationskonstante

1.
P (Pn ) zugeordnete Legendre~Funktionen Art

vom Grad v (n) und der Ordnung m 2. Art

Q

v
m
v
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F=F(a, b; c; x) hypergeometrische Reihe

(Parameter a, b, c; Argument x)

FRe’ Flm Real- bzw. Imagindrteil
m m
fj s gj 1. und 2. Fundamentallésung der homogenen

Differentialgleichung firdenFall j (j = 1, 2, 3, 4)

und das m-te Reihenglied (m =0, 1, 2 ... o)

Ci Integrationskonstante (allgemein) i=1,2, ... M
Aj ’ Bj vorlaufige Integrationskonstante fiir den Fall j
CJTn, D§n endgiiltige (j=1, 2,3, 4)des m-tenReihenglieds
Fufizeiger
©, & GroBe in oder | Meridian- bzw. Ringrichtung
n, t bezogenaufdie | Richtung der Randnormale bzw. ~tangente
H Homogene Losung (im Abschnitt 4 weggelassen)
P Partikulariésung
M Homogene Membranldsung Anteile der
D Dehnungslose Verformungen homogenen L.6sung
B Biegerandstdrung (Abschnitt 4)
j=1 Grdle der Losung der L(g) =0
j=2 homogenen Differential - L(w)= 0
j=3, 4 gl. (Abschnitt 4) Lw)-(1+2 ®?i)w = 0
Kopfzeiger

: ; N m m
m=0,1,2... a) Funktionenanteil, nur von ¢ abhingig, z.B. w  =w (o)

b) Exponent (mit Vorzeichen), z.B. tan+mE§

Vektoren, Matrizen

w Losungsvektor (4.55a)

m
§,8 Vektor der Schnitt- und Verschiebungsgréfen (4.60)

i
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cC,C Vektor der Integrationskonstanten (6.10), (6.11), (4.55b)
v Vektor mit Anteilen aus der Partikulariésung b
f Fehlervektor Kollo-
q Vektor mit Partikularanteilen der zusétzlichen [ kation
Bedingungsgleichungen (6. 21) (6.10),
(6.11)
by Vektor der Lagrange-Multiplikatoren (6, 22)
o
1 Einheitsmatrix
m ) m m
B Verbindungsmatrix zwischen § und W (4.61)
m
F Matrix mit Fundamentallésungen fir w (4. 55)
A Koeffizientenmatrix aus dem homogenen Anteif
(6.10), (6.11)
T
T GauBsche Transformation T=A *A
G Diagonalmatrix mit Gewichtsfunktionen g Kollo-
(G=1,23...) (6.19a) kation
P Koeffizientenmatrix der zusitzlichen Bedin-
gungsgleichungen (6. 21)
D Transformationsmatrix (6. 36)
H Transformationsmatrix (6.46); (Tafel 6, 2)
Weiterhin bedeuten die FuRzeiger
red eine Reduktion auf 4 Zeilen flir die Bestimmung der Rand-~
bedingungen
erg : eine Ergdnzung (und Reduktion) fiir die Randtransformatio~
nen
R Schnitt~ und Verschiebungsgrofen in Richtung der Tangente

bzw. Normale zum Rand

Weitere Bezeichnungen sind im Text erliutert.
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1. Einleitung
1.1 Uberblick tiber'das Schrifitum

1.1.1 Zur Theorie der Kugelschale

Die Biegetheorie diinner Kugelschalen auf der Grundlage der Theorie
von Kirchhoff/Love wurdefiirdenrotationssymmetrischenFall
erstmalig 1912von H, Reissner behandelt. DasineinerSpannungs-
funktion (Qcp) und einer Verschiebungsgréfe (ﬁcp) aufgestellie Diffe-
rentialgleichungssystem 148t sich nach Entkopplung in eine hyper-
geometrische Differentialgleichung iiberfilhren, deren exakte Losung
durch hypergeometrische Reihen beschrieben wird [1, 2, 5, 6, 7],
Da diese Potenzreihen fiir praktische Fille schlecht konvergieren,
entstand im Laufe der Zeit eine Vielzahl von Ndherungslosungen,
deren bekannteste wohl die Niherung von Geckeler (1926) fir
steile Schalenund die ebenfalls auf Geckeler (1930) [10] zurtck-
gehende Theorie fiir flache Schalen sind. Erst die Entwicklung der
modernen elekironischen Rechenanlagen erlaubte die Anwendung der
exaktien Reihenlésung. Szmodits [7, 8] gibt fiir verschiedene
Schalenparameter und Meridianwinkel ¢ die erforderlichen Liésungs-
werte an, In [9] wird der Funktionsverlauf der Reihen ausfiihrlich

diskutiert.

InTafell, 1sind einige Aufsitze zum rotationssymmetrischen Problem
der Kugelschale zusammengestellt, wobeiin [10] bis [12] die Theorie
flacher Schalen behandelt wird und in {137 bis [18] Vergleiche zwi-
schen den einzelnen Niherungsstufen beschrieben werden, Neben den
bereits erwihnten Naherungen sind dies vor allem die Anwendung der
asymptotischen Integration (nach Blumenthal (5, 18], Langer
{14, 177) und ein von Szmodits [71 angegebenes Verfahren, bel
dem inder Differentialgleichung die Koeffizienten fiir die Lésung kon-
stant angenommen werden; s. a. [18]. Bis auf die sehr flache Zone
(bis etwa 200) kann diese Methode im gesamten Schalenbereich als

brauchbare Niherung verwandt werden.
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Den nichtrotationgsymmetrischen Fall (siehe Tafel 1,2) beschreibt
erstmals umfassend Havers (1935) (19, 1], wobei er von dem in
den drei Verschiebungen formulierten Differentialgleichungssystem
ausgeht. Ihm gelingt eine Trennung der homogenen Lésungen in die
drei Anteile: homogene Membrantheorie, dehnungslose Verschiebun-
gen und Biegerandstorung. Wihrend er fir den Teil der Biegerand-
stérung die Methode der asymptotischen Integration anwendet, nimmt
Aas Jakobsen [20,3]dieKoeffizientenindenDifferentialgleichun-
gen konstant an und erhilt Niaherungslosungen in Form gedidmpfter
Schwingungen, siehe auch [22, 23]. Unabhingig von Havers leitet
Sokolovskij (1937) [[21] ein Differentialgleichungssystem fiir die
Verdrehungen der Meridian~ und Ringtangente ab, indem er die Werk-
stoffgleichungen und kinematischen Beziehungen unter Verwendung
der Annahmendirektindie Gleichgewichtsbedingungen der dreidimen-
sionalen Elastizitidtstheorie einarbeitet. Das System ist von 6. Ordnung,
dadie gewdhlten Veridnderlichen fiir den Fall der homogenen Membran-
theorie verschwinden. Sokolovski]j weist auf die hypergeometri-
schen Reihenlosungen hin, Wlassow [4] formuliert das Problem
der nichtflachen Kugelschale in einer Spannungsfunktion und der Nor-
malverschiebung, geht jedoch nicht auf die Losung der auftretenden
Differentialgleichungen von Legendre ein, DiesenWeg geht unab-
hingig hiervonauch Berry [24, 2], wobeierdie L6sungen in Form
von Legendre - Funktionen durch numerische Integration findet.
Ein dhnlicher Rechengang wird von Tsuboi und Akino (25, 26]
beschrieben; sie geben die Lésungen in Gegenbauer - Funktionen
an, die idiber hypergeometrische Reihen definiert sind. Ichino und
Takahashi [27] integrieren die Differentialgleichung numerisch

nach der Methode von Runge -Kutta.

Ohne eine Losung anzugeben, stellt Elias [ 28] Differentialgleichun-
gen in Spannungs- und Verschiebungsfunktionen fiir eine genauere
Theorie auf, in der die Schubverzerrungen beriicksichtigt werden.

Wegender lange Zeit schwierig zu ermittelnden genauen Reihenlésungen
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wurden, wie im rotationssymmetrischen Fall,auch fiir das nichtsym-
metrigche Problem N&herungen entwickelt, die sich auf gewisse
Schalenbereiche beschrinken oder auf numerischen Verfahren beruhen,
Die Theorie flacher Kugelschalen wirdin {47, [297] bis [33] behandeit;
sie fihrt inder Regel auf Losungenin Form vonmodifizierten Bessgel -
Funktionen(Kelvin- oder Thoms on-Funktionen), Die Ndherung von
Geckeler fiir steile Schalen liegt den Aufsétzen {347 bis {39] zu~
grunde; sie beschridnkt sich auf in Umfangsrichtung nicht stark ver-
anderliche Zustdnde (niedrige Reihenglieder) und wird insbesondere

auf den antimetrischen Fall m = 1 angewandt. Hierzu siehe auch [40].

Allgemeine Rotationsschalenwerden in [417] bis {437 nach dem Uber-
tragungsverfahren und in [44] nach der Stufenkérpermethode (M.

Esslinger) behandelt.

1.1.2 Kugelschalen mit nichtrotationssymmetrischer Berandung

Ist eine Rotationsschale nicht durch einen Breitenkreis berandet, so
entsteht damit ein nichtrotationssymmetrisches Problem und die Er-
fullung der Randbedingungen wird im allgemeinen schwierig. Schrift-
tum zur nichtrotationssymmetrischen Theorie der Kugelschalen ist in
Tafel 1.3 zusammengestellt. Aas Jakobsen [45]und Lederer
(467 beschreiben eine Moglichkeit, wie man den Membranzustand
einer im Grundrif polygonal begrenzten Kugelschale ndherungsweise
erfassen kann. Die nach der Membrantheorie erfiillbare Bedingung,
daf die austretende Normalkraft verschwindet, wird punktweise er-
fiillt (Kollokation). Hierbei gibt Aas Jakobsen die Methode des
Fehlerquadratminimums in der diskretigierten Form an, Von den
vielen Abhandlungenvon Csonka zur Membrantheorienach Pucher

sei das Buch [47] herausgegriffen.

Aufder Grundlage der von Wlassow [47] angegebenen Biegetheorie
flacher Schalen berechnen Doganoff [48] und Zimmer [49]
Kugelschalen iiber einem Rechteckgrundriff und Krstié [50]

Kugelschalen iber einem Dreiecksgrundrif. Ahnlich wie bei Platten
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erfillt der Ansatz in Form einer Doppelreihe gewisse Randbedingungen.
Ebenfalls flache Schalen behandeln Oravas [51] bis [53] und

Conway und Leissa [54]nachder Biegetheorie. Hierbei werden
die Differentialgleichungen exakt geldst und die Randbedingungen punkt -

weise erfiillt (normale Kollokation).

Einige ausgefilhrte Bauwerke werden in [ 557 bis [ 58] beschrieben.
Pirsie wurdeninder Hauptsache Rechnungen nach der Membrantheo-
rie durchgefiihrt; die Biegezustinde wurden durch Uberschlagsrech-
nungen (z.B. Ersatzzylinder~ oder Kugelverfahren) bestimmt oder

Modellmessungen entnommen.,

Eine geschlossene Liosung fiir nichtrotationssymmetrisch begrenzte

Kugelschalen liegt nicht vor,

1.1.3 Die Erfillung der Randbedingungen

Die Erfiillung der Randbedingungen bei kompliziert berandeten Schalen
ist in der Regel auBerordentlich schwierig, so dafl man meistens auf

Naherungsverfahren angewiesen ist.

Liegt filr die Differentialgleichung eine Lésung - exakt oder ndherungs-
weise - vor, so kann man sich auf die Bestimmung der Randgroéfen
beschrinken. Hierzu stehenhauptsdchlichfolgende Verfahren zur Ver-

figung [64 II, 697]:

1 Die Variationsmethode von Trefftz.

2 Die Fehlerquadratminimum-Methode,

3. Die (normale) Kollokation.

4 Kombinationender Verfahren, z.B. die Kollokation in Ver-
bindung mit der (diskretisierten) Fehlerquadratminimum -

Methode (verbesserte Kollokation).

Die Verfahren werden in den Abschnitten 6.1 und 6.2 ausfithrlich dis-
kutiertund das Schrifttum tber ihre Anwendung auf Platten und Schalen

besprochen [45, 467, [51] bis [54], [59] bis [63].
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Neben diesen Methoden sei auch auf die Verfahren hingewiesen, die
weder die Differentialgleichungen noch die Randbedingungen exakt be-
friedigen, z.B. das Differenzenverfahren und die Methode der finiten
Elemente, Widhrend das Differenzenverfahren fir komplizierte Be-
randungen in der Regel nicht brauchbar ist, eignet sich die Methode
der finiten Elemente hierfir besonders wegen ihrer Allgemeingiiltigkeit
in Geometrie und Belastung. Der numerische Aufwand ist jedoch gegen-~
iber denanderenVerfahren betréichtlich. Die beiden Verfahren werden

hier nicht behandelt.

1.2 Aufgabenstellung der Arbeit

Das Thema dieser Arbeit ist die Berechnung diinner Kugelschalen mit
konstanter Wanddicke bei nichirotationssymmetrischer Berandung.
Es wird ein allgemeingiltiges Verfahren beschrieben, welches nicht
an gewisse Randformen gebunden ist. Um dem Problem wenigstens
im Schalenbereich genau zu entsprechen, wird die exakte Losung der
Differentialgleichung auf der Grundlage der klassischen Schalentheorie
nach Kirchhoff/Love bestimmt. Hierbei wirdvon dem Differen-
tialgleichungssystem inder Normalverschiebung w und einer Spannungs -
funktion § ausgegangen [24, 2] und eine Aufteilung der homogenen
Losung in die drei Anteile: homogene Membranlésung, dehnungslose

Verschiebungen und Biegerandstoérung vorgenommen,

Nebender exakten Losung fiir die Biegerandstérung in Form von hyper-
geometrischen Reihenwerdeneinige bekannte Ndherungstheorien hier-
aus abgeleitet (Theorie flacher Schalen, Ndherungen nach Geckeler

und Aas Jakobsen).

Die Randbedingungen an den ’'abgeschnittenen’ Rindern werden punkt-
weise bei Anwendung der diskretisierten Fehlerquadratminimum -

Methode erfiillt (verbesserte Kollokation). Anhand von Beispielensollen
die Ergebnisse mit Werten aus dem Schrifitum verglichen werden.

Dazu werden Programme in ALGOL aufgestellt.
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2. Die Ausgangsgleichungen

Die zur Aufstellung der Differentialgleichungen notwendigen Ausgangs-
beziehungen sollen an dieser Stelle nicht abgeleitet werden, da sie dem
Schrifttum entnommen werden kénnen, =z.B. (1, 2]. In ihnen sind die
bekannten Naherungender klassischen linearen Schalentheorie im Sinne
von Kirchhoff/Love (1. Approximation)enthalten, die im Sonder~
fall der Kugelschale mit der verschirfien Theorie nach Fligge /Love

(2. Approximation) zusammenfdllt:

1. Kleine Verformungen im Vergleich zur Schalendicke,
(Theorie kleiner Verschiebungenund Verzerrungen 2 geometrisch

lineare Theorie. )}

2. Elastisches, isotropes und homogenes Material,

S

(Hookesches Werkstoffgesetz ¢ physikalisch lineare Theorie, )

3. Die Schalendicke ist klein gegeniiber den Flichenabmessungen
der Schale.

(Theorie dinner Schalen, )

Damit Einfiihrung der sogenannten Bernoulli - Hypothese

(Gerade- und Normalbleiben der Schalennormale nach der Ver-
formung), Annahme vernachlidssigbarer Normalspannungen in
Richtung der Schalennormale (O'Z = 0), jedoch gleichzeitig keine

Liangeninderung der Normale (e S 1) wihrend der Verformung.
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2.1 Geometrie der Kugelschale

Miftelfitiche

Rotationsachse

Bezugs--Meridian 9=0

Schalen-
normale

Bild 2.1: Geometrie der Kugelschale (Koordinaten)

Hauptkrimmungsradien: ry=ry = R
Koordinaten:

[N Winkel der Schalennormale gegen die Rotationsachse
$: Winkel der Meridianebene gegen eine Bezugsmeridian-

ebene
z: Koordinate in Normalenrichtung, von der Mittelflache

aus gemessen

. 1 1 1 "
GauBsches Krimmungsmaf: K_ = == = = >0 (positiv)
G r, r, R

dF =r R dp d9 = R? sing dp a9

Fldachenelement:

Bild 2.2: Fldchenelement
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2.2 Schnitt-, Verschiebungs- und Belastungsgroflien am Element

a) Schnittkrdfte und Element - b) Schnittmomente
belastungen

Nw M
F

¢)Verschiebungen der Mittelfldche d)Verdrehungen der Tangenten
an die Mittelfldche

Bild 2.3: Schnitt- Verschiebungs-und Belastungsgréfen am Element
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Die statischen Gleichungen

2.3.1 Die Gleichgewichtsbeziehungen

L Krifte in !

Richtung der | (Ncp sing)” + Nép«‘} B N«‘) cose

Meridian- [ +Q, sing+p Rsing =0 | (2.12)
tangente i

L Krifte in !

Richtung der | (Ncp«‘) sing)” + N«,9 * Ncp«‘) cose
Ringtangente ‘ + Q\() sincp—i—pﬁ R sing =0 (2.1b)
% Krifte in .

Normalen- | (Qcp sing)” + Q\’(} - (Ncp-t—N@) sing
richtung [ -pRsing =0 (2. 1¢c)
¥, Momente l

um die ‘ (MCD sing)” + Mc,p«‘} - M\9 cos ¢
Ringtangente . - Qcp R sing = 0 (2.1d)
¥ Momente |

um die ‘ (Mf@“) sine) -1-M“9 +Mcp9 cos
Meridian- ! - Q\9 R sing = 0 (2.1e)
tangente

Die sechste Gleichgewichtsbedingung (Momentenbedingung um die

Normale) stellt bekanntlich eine Identitidt dar und bringt keine wesent-

liche Aussage.
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2.3.2 Die Definitionsgleichungen fiir die Schnittgrsfen

Die Schnitigrofen sind diber die Spannungen folgendermafien definiert:

~ h -~ ~
( N 7 o
© ®
Ng %
z
N = N = . .
$ Mo «‘kp} 47(96& (1+ ) dz
[
Q T « 1
® ©z
Q T
C B J _h bz J
2 (2.2)
+h
(M I (s )
@ ©
— . Z
4 M‘9 r = 0«9 > z(1+R)dz
s
M =M T 1
. v 'ScpJ ,__%_ v8 J

In der klassischen Schalentheorie werden die Kriimmungsterme z/R

gegeniiber 1 vernachlissigt.

2.4 Die Werkstoffgleichungen

Der physikalisch linearen Theorie liegt das Hookesche Werkstoff-

gesetz zugrunde (mit o, = 0, chz Vg, = 0).
o = T (e ey
o I o M
E
= + 2.3
% T (eg Tuey) (2.3)
= G
"0 o
mit der Beziehung
G = (2.34a)

2(1 +y)
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2.5 Die geometrischen (kinematischen) Gleichungen

2.5.1 Die Verzerrungs-Krimmungs-Gleichungen

Trotz Hookeschem Werkstoffverhaltenund Annahme der Bernoulli -
Hypothese wird inder klassischen Schalentheorie der Verlauf der Ver-

' zerrungen tiber die Schalendicke linear angenommen, wobei er sich
aus einem konstanten Anteil (Verzerrungen der Mittelfliche) und dem

linearen Anteil (Krimmungsédnderungen) zusammensetzt,

(6]
€ = @ + zZn
® ®
e = ¢° +z (2. 4)
9 € “s :
= 0+ oz
ch«‘) ch«‘} %cp«‘)

2.5.2 Die Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen

Das kinematische Verhalten der Mittelfliche wird durch die Abhdngig-

keit der Verzerrungen von den Verschiebungen beschrieben:

o 1
€ = = (u +w (2.5 a)
¥ R (w )
o
o _ 1 4
s " R (Sincp+ucp cote + W) (2.5 b)
o 1 ug’e
ch«‘} =R (u6 - ue coto + sincp) (2.5 ¢)

Das Verhalten auBlerhalb der Mittelfliche 148t sich iber die Krim-

mungsénderungen (abgeleitete Verzerrungen) beschreiben:

1 ..
®n = = B
® R o
1 1
= = A ] 2.6
e = T (sig %+ 8, cote) (2.6)
1 3
= i . - QR
%cp%} R ‘:Smw(sinq;) * sing cp]

worin die Verdrehungen der Meridian- und Ringtangente an die Mittel-
fliche durch die Verschiebungen der Mittelfliche ausgedriickt werden

konnen.
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1
Mit B = ={u -w
® R o )
1 1
[3«9 B -ﬁ(u«%—sinww)
lauten die Gleichungen (2, 6)
1 . ..
Ky = i{-s(um'w )
B T S . .
g R? sing (% T Uy COP 9 ging W TCOSO W)
1 u w’
*oo ~ TP {sin q’[smcp (msinch)] Slncp( -w)}

2.6

Die Elastizitidtsgleichungen

(2.7 a)

(2.7 b)

(2.8 a)

(2.8 b)

(2.8 ¢)

Durch Einfilhrung der Gleichungen (2. 3) und (2. 4) in die Definitions -

gleichungen (2. 2) ergeben sich nach Integration die vereinfachten

Elastizitdtsgleichungen der klassischen Schalentheorie,

in der die

Membrankréfte nur von den Verzerrungen der Mittelfliche und die

Momente nur

von den Kriimmungsédnderungen abhingen.

Ncp = D ($+ue6)
N, = D (§+“ep)
08 D%HY;s
lVIq) = K (anruz«s)
Mﬁ = K (K9+HKC{))
cp«9= KI_;EK@{)

mit der Dehnsteifigkeit

D

Eh
1 ~y®

und der Biegesteifigkeit

K

ER®
12(1 - . 2)

(2.9)

(2.9 a)

(2.9 b)
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2.1 Die Definitionsgleichungen fir eine Spannungsfunktion §

Ahnlich wie in der Theorie der Scheiben wird eine Spannungsfunktion
& =% (p, 9) eingefiihrt, die Uber die Membrankrifte folgendermafien

definiert ist:

1 ER] .

N T Es[zinch +e COtw’f“%L(W)]wLQ (2.10 a)
1 .. K

Ng = gele’ +e+ g LW]+a (2.10 b)
1 3y s

Ncp«‘) T R Sine [cotgp & - &7] (2.10 c)

mit einer Belastungsfunktion Q =Q (¢,9), wobei gilt

0 = -Rp
¢ (2.11)

Q = - R sing Py
Weiterhinistmit L () #) ein linearer Operator eingefiihrt, der im we-
sentlichen deninKugelkoordinatendefinierten Laplace - Operator &

enthilt.

. o0
= R2 =
L{)=R*A()+2()=()" +cotep() +Sin2cp+2() (2.12)
Die drei Definitionsgleichungen (2. 10) fir § erftllen zusammen mit
(3.5) fliir @ und Q«E} die ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen, Sie

sind also nicht unabhingig voneinander.

Fir weitere Rechnungen werden folgende Ausdriicke benstigt, die aus

den Gleichungen (2. 10, a-c) gewonnen werden:

RE(N +N.) = L(3+25 w)+2qR? (2.13)
®» 9 R

*) Der Operator L { ) ist identisch mit den entsprechenden Ope-

ratoren im Schrifttum.

L26] f19] L21] [25]
L()=L () =H () = L ()+() = H
Ichino/ Havers Sokolovskij Tsuboi/

Takahashi Akino
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A L T cotf g+ & L' (w)+R? 0

sinch sinecp

g ,,e cotg .. 1+2cos®y
sin®yp 42 sin®ep t2e sinfy *e o coty

.. 1 +cos® . cot K .. 58 ~*
3 szcp———iﬂ +28 Jsinza + 5 L7(w) + R
P

c v Koo 2
‘s"i—n‘gaf'@ cotep + & +RL(W)+RQ

B s+ % L' (w) + R® 0"
B 4 e 4+ L' (w) + R? o

5" + "+ LJ”(W) + R2 O

@wiA DR

N
sin® e

)= cotg 3 - A

(2.14)
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3. Herleitung der Differentialgleichungen

fiir die Normalverschiebung w und die Spannungsfunktion §

Durchdie Gleichgewichtsbedingungen (2, 1), die kinematischen Gleichun-
gen(2,5)und (2, 8), die Elastizitétsgleichungen (2. 9) und die Definitiong-
gleichungen (2, 10) fir die Spannungsfunktion § sind die wesentlichen
Ausgangsbeziehungen ermittelt. Aus ihnen werden entsprechend dem in
Tafel 3.1 angegebenenSchemaséamtliche GréBen bis auf die Normalver-~
schiebung w und die Spannungsfunktion § eliminiert. Die erste der ver-
bleibenden zwei Differentialgleichungen stellt im wesentlichen eine
Gleichgewichtsbeziehung, die zweite eine Vertriglichkeitsbeziehung dar.
Zusammenbildensie ein Differentialgleichungssystem 8. Ordnung. Aus
dem System 148t sich eine der beiden GréBen, beispielsweise §, elimi-
nieren, so daf eine Differentialgleichung von 6. Ordnung in w ibrig
bleibt, die durch eine Beziehung 2. Ordnung zwischen 3 und w erginzt

wird,

3.1 Die konstitutiven Gleichungen

Durch die konstitutiven Gleichungen, die durch Einsetzen der kinema-
tischen Gleichungen (2.5) und (2. 8) in die Elastizitdtsgleichungen ent-
stehen, wird die Abhingigkeit der Schnittgréfen von den Verschiebungen

der Mitteifliche beschrieben:

w
D .
Ncp =R [ucp+w+p(sincp+ucpcotcp+w)]
u’ .
N = D 2 +u cotgp+wHu(u +w)] (3.1 a)
9 R Sincp ] © *
D 1-y %y
C{)~9= E‘ 5 [uﬁ —u{) coteo + Sin—a]
M = E--[u'~\1V"+L‘—'L—m-—(1.1’+u cosp - Z -cose W )]
©® R? [ sing " 9 © sing
K u’ﬁ w’!
. K T8 W - c
M% H [Smcp+ucpcotcp Sif cotop W ;_x(uQp w')] (3.1 b)
K l-p .. 1 cot 2
M = : - + , COLY® o . o
08" T 2 [us ug coty Slncpucerzsincpw e ]
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Aus den Gleichungen (3.1 b) lassen sich mit (3.1 a) die Verschiebun-
gen qu und ue eliminieren, sodafl die Momente auler von den Membran-
krdften nur von w abhdngen, Hierzu werden die Gleichungen (3.1 a)
zweckmifBig mit = = === = =z = multipliziert, worin der sehr grofie
Wert & eingefiihrt wird, gegenden in Zukunft 1 vernachldssigt werden

kann,

2
k. L2R
h®

> 1 bei diinnen Schalen (3.2)

Weiterhin sollen die Anteile mit w in (3. 1) abgetrennt werden,

w
kK . 9 K
R ey o
NCP i { 75 [ucp-i-u(sianruco cotep) ) Rz(lm)w}
N = !"—{g—— [u\(} +u cotp+pu ] + K—(1+1‘1)w} (3.3 a)
9 R ‘' R® ‘sing [ [ R?
- R E 1._.L1_ - _9._.
Ncp\‘) B {Rz [u u cotq)+smcp]}
K U9 K
= = + -z + + :
Mcp T L o u(smw + ucp cotep) e w*’ Ll( i cote w')]
K U K (w”
. K . K owr - ..
M«‘) e [Sinm+umcot¢+uuw] e [sin2@+00tww uw' ]
M - K lw [u -y cot +‘i§—] +2 1w [cotp w’ - w™ ]
oL R® P sing R® sing

(3.3 b)
DurchEinsetzenderin(3. 3 a)unterstrichenen Teile indie entsprechen-
den Terme von (3.3 b) lassen sich folgende modifizierte konstitutive

Gleichungen fiir die Momente gewinnen:

D CLw R
Mcp = - [w +w+yu(w+cotow +sin2cp)] Ry Ncp
_ . W ru(w w)] 4N (3.4)
M\9 = s [wtcotp w’ +Smgcp wlw w)l +¢ 5
. K 1- W R
Vs RE sing LCot® Y~ TR Ngo
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3.2 Die Querkrifte in Abhiéngigkeit der Normalverschiebung und

der Belastung

Fir Q wird die vierte Gleichgewichtsbedingung (2.1 d) von der mit
% multiplizierten ersten Bedingung (2.1 a) subtrahiert.
R R

. R R
=N -M ) singp+{( N -M )cosp+(xN -M '-(% N, -M_)cos
(F N, - M, PHE N, M) cos ot (E N - M o) - (G Ny - Mg)cosg

: 1 R?
+Q singR(1+%)+p =5 sing = 0
oo R e R ®
1
Nach Division durch R sing werden fir die Klammerausdriicke die
Gleichungen (3. 4) und deren Ableitungen eingefiihrt.

K o . . 5 W'’ cot e R
QCP_ T3 [w'"" +w" cotep+w’ (1-cot cp)*r-——-sinch hzsingcp w'l- g pcp
Die eckige Klammer driickt die Ableitung nach ¢ des durch (2.12)

definierten Operators aus, angewandt auf w.

K . R
Q®=-R'5L(W)*]gpcp (3.5 a)

Entsprechend wie bel Q wird fur Q‘c} vorgegangen, nur daf von der
zweiten und finfien Gleichgewichtsbedingung ausgegangen wird:

R

.o R R y
(KNcp%—Mcp«‘}) s1n@+2(TLNmG~M )coscp+(TLN$—M)

4 4

1 2 .
-?—Q\9 sing R (1 41.5_), +p\9~1}{ sing ='0
<1

Mit (3.4) wird daraus nach Umordnung

. K 1 e ) .o, W - B
Q@ "W sing [w™ +cotep w +msin2cp+2wj % Py
oder mit (2.12)
K 1 R
e , I 3.5 b
Q " sing M) - R Py ( )
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3.3 Vertréiglichkeitsbeziehung

Durch Elimination von uq)und ua aus den drei konstitutiven Gleichun-~
gen (3.1 a) fiir die Membrankrifte 148t sich ein Ausdruck gewinnen,
der eine Vertraglichkeitsaussage darstellt. Da in den Gleichungen
nicht nur die absoluten Terme u und us, sondern auch ihre Ablei-

tungen vorkommen, ist die Berechnung folgender Vorwerte zweck~

maBig:
Eh .
Nw—p,Ns = 5 [ucp+W]
. Eh
N -uN . Eh R
(QO uNg) B [ucp w']
" . Eh "
(Ncp_uNS) 7 u” +w?)
u u
) _En ML Y .
(N\9 uNQp) =R [(sincp) +uCpCOth Sinecp+W]
u
.. Eh 1 .. .
- L A T +u ) - ¢ ,
(N«‘) MNcp) R [sinqp(u«‘} u«%‘) 2COtm(s1ncp)
ZuS'Q 2cotp
- ——%— 0" coteo+ .2 u +w']
sinfeg o sin®p o -
2(1+y) (sinpN )7 = Eh [’ +u ) sing+u’" ]
. MR R s 7 e R

Aus diesen 6 Gleichungen lassen sich die 6 Grofen

u

. e e i s S .,
utp, uq), ucp, uQO und (u“9 +u&) ) (sinqo)

eliminieren, so daB eine Gleichung verbleibt, die aufler den Mem-
brankriften nur Anteile mit w enthilt:

1 .
- - - " N - .y N -uN
2(Nq) ulN_) COtcP(Ncp uN_ )+ ( uN%) 2cotol o W Cp)

S ey Singcp ®

. . o 2(1% Y, oo Eh
F(N\9 ulN ) sinch (sine Ncp ) I (w)

(3.6)
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3.4 1. Differentialgleichung fiir w und & (Gleichgewicht)

Durch Einsetzender Ausdricke (3, 5) fir die Querkrifte bzw. ihre Ab-

leitungen und (2.13) fir die Summe der Normalkrifte in die dritte

Gleichgewichtsbedingung (2.1 c) enisteht eine Gleichung, die neben der

Belastung nur die Normalverschiebung w und die Spannungsfunktion §

enthilt. Nach Division durch -sing lautet sie:

K . L (w) , 1

+ gz LL7(w) +cotp L7 (w) + Sife +2 L(w)] + 75 L)
g 2 [(p sing) +p.] +2Q0+pR =0
X 5ing U (P, S0 ps][ pR =

~L(Q)+2Q

oder
LL(W) + % 1(2) = p, (08)
) K = pl CD;

bzw,

Lo [Lw) + % 8] = p, (ep,B)

mit einer Belastungsfunktion

) - L]

=

Ra
p, (g.8) = - - [PR+20(1+

<&

M

(3.7 a)

(3.7 b)

(3.7 ¢)

Hierin stellt LL ( ) den durch (2.12)definierten Operator L., angewandt

auf sich gselbst, dar; ausfihrlich:

o . 1 .
LL()=()" +2coteg() +(3~m)() —i-(m+4)cotcp()
e 2 v 5 €Ot e,
+ sin*eg + sin%p 0 2 sinacp( )
+é%%(2+SiHQCp)()’,+4()

Gleichung (3.7) stellt eine Gleichgewichtsaussage dar.

(3.8)
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3.5 2. Differentialgleichung fiir w und § (Vertriglichkeit)

Durch Einsetzen der Definitionsgleichungen fiir die Spannungsfunktion
(2. 10)und der Ableitungsgleichungen (2. 14) in die Vertriglichkeitsbe-
ziehung (3, 6) entsteht ein Ausdruck, der nur ¢ und w enthélt. Der

aufwendige Vorgang ist in Tafel 3.2 schematisch zusammengestellt.
Mit den Definitionen (2.12) und (3, 8) fiir den Operator L ( ) 148t sich

diese 2. Differentialgleichung fir w und & einfach schreiben:

LL (%) —(1+u)L(@)+(1—u)§—LL(w) ~EhRL(w)+(1-p)R®L{Q) =0 (3.9a)

oder
L [L(8) - (14y) §+(1-p) & Liw) -ERRW] = - (1-W)R? L (@) | (3.90)
3.6 Trennung der Verinderlichen

Aus dem Differentialgleichungssystem 8. Ordnung in w und & 146t sich
eine der beiden Groéfien eliminieren, beispielsweise §. Hierzu wird

zunichst (3,7 a) nach § aufgeldst:

L (%) = % [pl - LL(w)] (3.10)

und anschlieBend in (3. 9) eingegetzt:
-%LLL(WH(HH)%LL(WH(LH)%LL(w)-EhRL(w)
K K
= (1- s - =
(1-WRPLE@) -7 L (p)+{1+u) 5 Py

oder

LLL(w) - 2 LL(w)+ &(1-y®) L{w) = P, (e, 9) (3.11)

mit einer weiteren Belastungsfunktion

3

Py (9,8) = L (o)) = (1+up, + 5 (L-w) L @) (3.11a)
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Gleichung (3. 11) stellt eine inhomogene partielle Differentialgleichung
6. Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten fiir die Normalverschie-
bung w dar. Durch die Differentialgleichung 2. Ordnung fir & (3. 10)
wird der Zusammenhang der Lésungen von (3, 11) mit der Spannungs -
funktion beschrieben, Aufierdem enthilt sie fir py = 0O und w = 0 einen

von w unabhingigen 'homogenen’ Anteil fir §.

Alternativ zu diesem Weg 148t sich aus dem Differentialgleichungs-

system w eliminieren und eine Gleichung 6. Ordnung fur § aufstellen.

Die Li6sung der-Differentialgleichungen(3.10)und (3.11) setzt sich gemas
der Uberlagerungssitze aus einer Losung der homogenen Differential-
gleichung fiir die randbelastete Schale und einer Partikularlésung der

inhomogenen Differentialgleichung zusammen:

(3.12)

3.7 Grenziberginge

3.7.1 Grenziibergang zum ebenen Tragwerk

Ersetzt man in denDifferentialgleichungen (3. 7)und (3, 9) gemif (2. 12)
I.( ) durchden Laplace-QOperator L.{( )=R®A( )+ 2, so erhilt man

nach Kiirzung durch R* als Gleichgewichtsaussage:

4 4 1 2
AAW+R2 Aw+ﬁ—5w+l—<—~§A{>+K——R3 $
(3.13)
-.B 2 (1u?) 1 2
K ER® ' En  ®LO0t g9
Vertriglichkeitsaussage:
(3-u) 2(1-u) (1-pK
AA®+R2 A§+R4 ®+R AAw
Eh 4 2Eh 2 _ 2(1-yn)
t® (&(1+u)_1)Aw+—“R3 (-—-—-M1+u> 1)=-(1-p) AQ Re Q
D —
«1 «< 1

(3. 14)
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Durch den Grenziibergang

geht die Schale in ein ebenes Tragwerk tber. Damit verschwinden in
(3. 13)und (3. 14)die untersirichenen Ausdriicke, das System entkoppelt

sich, und es verbleiben als

Gleichgewichtsaussage die Plattendifferentialgleichung

= . R
AAw B (3.15)
und als
Vertraglichkeitsaussage die Scheibendifferentialgleichung
Aned = - (1-y)AQ (3.186)

wobel die Koordinate gpdurch r = Rsing und cos ¢ durch 1 ersetzt wird.

A():Ba()+%m+52()l__ (3.17)

ar 246 r?

Ea

Der Grenziibergang ist sinngem#f auch in den Ausgangsgleichungen

vorzunehmen,

3.7.2 Grengzlibergang zur Membran

Der Ubergang zur Membran wird durch Vernachldssigung der Biege-~
steifigkeit K » 0 vollzogen, d.h.
h® - 0
Gleichgewichtsaussage (3.7)
RS
KLL(w) +RL(%) = -R® (pR+2R) + Y L (Q) (3.18)

Modifizierte Vertréiglichkeitsaussage (3.11)

KLLL(w) - 2KLL(w)+EhR*L(w) = K p (3.19 a)

2
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oder

KLLL(W) - 2KLL(w) + EhR?L (w)

: (3.19b)
= <R [[L-(1+y)](pR+20- £ L@)] - (1-yL(@))

Damit entfallen alle einfach unterstrichenen Ausdriicke, und bei Vor-
aussetzung von Lasten ohne starke Veridnderlichkeit kénnen die doppelt

unterstrichenen Terme vernachlissigt werden (}& L(Q)«x Q).
Es verbleiben

als Gleichgewichtsaussage

L(3) = -R*(pR+20Q) (3.20)

und als Vertriaglichkeitsaussage

L(w) = -B= (L(pR)+(1+w) [L@) - pR -2011 | (3.21)

Die Gleichungen sind voneinander entkoppelt und gestatien getrennt

die Bestimmung von ¢ und w.

In'den Ausgangsgleichungen werden ebenfalls alle Terme mit K ge-
strichen. Damit verschwinden alle Momente und Querkrifte und aus

(2.10) verbleiben:

1 > .

Ncp =?(§'{r‘l§-€6+@ cotep + &) +Q

N, - i (87 +8)+0 (3.22)
1

Ncp«‘) T RE sing

(cotegp & - 8"")

Diese Gleichungen beinhalten die Kréftegleichgewichtsbedingungen in
Richtung der Schalentangenten nach der Membrantheorie, wihrend
durch die Differentialgleichung (3. 20) die dritte Bedingung in Norma-

lenrichtungen ausgedriickt wird, Dies istdirekt aus (2. 13) erkenntlich:
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R®(N +N) = L (g +20R? = -pR®
[l 4

oder (3.23)
1 +N_ - =
N +Ng - PR =0

Die Losung von (3. 20) allein fithrt somit auf die Schnittgréfen, wodurch
die innere statische Bestimmtheit der Membrantheorie dokumentiert

wird.

Das hiermit beschriebene Problem der Membrantheorie der Kugel-
schale wird im Schrifttum ausfihrlich behandelt, z. B. [1, 2, 67,
wobeiinder Regel direkt vonden drei Gleichgewichtsbedingungen aus -
gegangen und die Liésung nicht {iber eine Spannungsfunktion gewonnen
wird., Erwihnt sei jedoch die Methode von Pucher, z. B. [13,

5. 165,
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4. Lésung der homogenen Differentialgleichungen

Fir die randbelastete Schale ohne Oberflidchenlasten gehendie Gleichun-

gen (3.11) und (3. 10) in die homogenen Differentialgleichungen tber.

P,=Py=p=0 - pil@,8) = py (0, 8) =0
[ LLL(w) - 2LL(w) + &(1-4) L(w) = 0 | (4.1)
- . K
L(z) = - 5 LL(w) (4.2)

Durch Gleichung (4. 2) wird der Zusammenhang zwischen der Normal-

verschiebung w und der Spannungsfunktion & beschrieben.
DerIndex H fiir die homogenen Anteile wird im Abschnitt 4 weggelassen,

4.1 Losung der Differentialgleichung (4. 1) fir w

4.1.1  Aufspaltung in drei Differentialgleichungen

Da L () ein linearer Operator ist, 148t sich die Differentialgleichung

(4.1) in folgender Weise darstellen:

L{LL-2L+4&(1-p®)](w)=20 (4.3)
oder

(L= 2g) (L= 1) (L - 4,) (W) = 0 (4.4)
wobei LZ =0 aus (4. 3) zuerkennenist. )2,3 und Ly werdendurchVergleich

des zweiten Teils der Gleichungen (4. 3) und (4. 4) ermittelt, *)

LL(w)-(4,*+2

gt LWt 0, w=0

2 - -2 =
9 R(1-07) > 1;3/4 21;3/4*'%(1 u2) =0
=1+ - -2
tyyq = 1T R
<« h
2R =
JL3/4 1-th 3(1-p®) 1
—
22
*) Der hier ausgesparte Fall '1’ soll aus systematischen Griinden

der Losung der Differentialgleichung (4.2) vorbehalten bleiben
(Abschnitt 4. 2. 2).
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L, =0
Ly = +1+2u%1 (4.5)
= - 2
L4 +1-2%°1i
Rz
mit wh o= 3 (L -pP) = (4.5a)

Aus Gleichung(4. 4ist ersichtlich, da8 die Differentialgleichung 6. Ord-
nung indrei Differentialgleichungen je 2. Ordnung aufgespalten werden

kann.

Allgemein: j = 2, 3, 4

W

L{w)-4,w=0 aus- | w'+w cotgt———g—+(2-2.) w=0 (4.6)

J fihr- Se J
Im einzelnen: lich:
W

o -0 e, e wo i 4
j=2 |Li(w) Wit w cotcp+sin2cp+2w 0 (4.6a)
i=3 | L(w)-(1+2x? i)w=0 W W cotpta—g—H1-Pi)w=0| (4.6b)
! P sy
j=4 |L(w)-(1-2x2i)w=0 w"+w'cot@+z—%ﬁ+(1+2ngi)w=0 (4.6c)

Wihrend die Differentialgleichung (4.6 a) reell ist, sind (4.6 b) und
(4.6 c) komplex; fir sie sind deshalb komplexe Lésungen zu erwarten,
Die Aufteilung ist ohne Schwierigkeiten mdglich, da die verbleibenden
Differentialgleichungen 2. Ordnung vom elliptischen Typ sind und so-

1
mit keine reellen Charakteristiken aufweisen (Diskriminante & = gﬁ—ég> 0).

4.1.2 Uberfihrung in gewshnliche Differentialgleichungen

Die Entkopplung der partiellen Differentialgleichungen (4.6) gelingt
bekanntlich durch einen speziellen Bernoullischen Produktansatz,
der einer Fourierentwicklung in Umfangsrichtung entspricht und
nachM. Levy benanntwird, Hiersoll nur der wichtige zum Meridian
4 = 0 symmetrische Fall behandelt werden (Kosinusentwicklung fiir w).
Diese Entwicklung wird bei allen Schnitt- und Verschiebungsgréfien

vorgenommen (siehe Abschnitt 4. 4).
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wl# ) 020 w™ () cos m4 (4.7)
m=o ® :
WP o= -Xm? W () cosmdp (4.8)

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.7) und (4.8) in (4.6) gehen die
partiellen Differentialgleichungen in gewthnliche fiir den Funktionsan-

teil w' (¢p) dber, wobel fiir jedes Reihenglied gesonderte Gleichungen

entstehen,
..m .m m? m _
W + W cote +(2-)Lj-s.m2cp)w =0 (4.9)
j=2,3 4 m=0,12 ... ©

4.1.3 Uberfithrung in L egendre - Differentialgleichungen
Durch die Transformation

(4.10)

lassen sich die Gleichungen (4.9) in Differentialgleichungen nach

Legendre Uberfihren,
Mit (4.10) und

m m

w = w  [Z{yp)]
.mo dw™ dz B dw'" .
v T3z dp  az (- sing)
W aewh G2y L P Ew e " o
T d@F 'y dz | A dF@ @ ®
geht (4.9) Gber in
Ew™ L _dw' 2 m
(1-22)(12%-2%1; +(2-1 -rln_ze)w =0 (4.11)

j=2 3, 4
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Diese Differentialgleichungen 2. Ordnung sind vom Typ der zugeordne-
ten Legendre -Differentialgleichungen (Sonderfallm =0: ILegendre

Differentialgleichung), (67], S. 151; [64], II, S. 85; [66], S. 455.

Ihre Normalform ist gegeben durch

o - dw m m
(].-zz)a~27——~-2zd2 +[V(V+1)—1_22]W =0 (4.12)
Der Parameter v in (4. 11) ist somit
v, (v, +1) = 2 ¢,
3 ]
fur j=2 : = 2 R (4.13)
fir j=3,4 : = 152424 ;

das heiflt

P+ y, -(2-4.)=0
v v ( 1)

-1
Vi T3

(-1 5 /5T

(Die zweite Losung mit der negativen Wurzel fithrt auf keine neue Aus-~

sage. )
fur j=2 JL2=O -9\12:1 reell
(4.14)
fiir j=3,4 LB 4:1i2u21—> Vg 4=%(-1+A/5¥8n21) konj.
’ ! Komplex

Die zugeordneten Legendre - Differentialgleichungen haben drei re-

guldre singuldre Stellen

- - o°
Z; = 1 - ®y 0
. - o
Z, = 1 > 9, 180
(zy = ™)

wobei 23 = oo hier ohne Bedeutung ist, da es nicht auf der Schale liegt.

Aus der Form von (4. 11)
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ist ersichtlich; dafl der Koeffizientder 1. Ableitung einen Pol 1. Ord-
nung, der Koeffizient des absoluten Gliedes einen Pol 2, Ordnung
besitzt. Dies sind die Bedingungen fur Differentialgleichungen der
Fuchsschen Klasse, die inder Nihe eines singulidren Punktes Reihen-
1osungen der Form
s @
w = Z y C_ Z
n3¥c n

aufweisen [5], S. 95 ff.

n

Die Gesamtheit der Losungen der Differentialgleichung 2, Ordnung

148t sich in der Form
w = C o + D e
darstellen, wobei L6) und e einfundamentales Lésungssystem bilden,

Die hier vorliegenden Differentialgleichungenbesitzen ein Fundamental-
system von Liésungen in Form von zugeordneten Legendre - Funk-
tionen (Kugelfunktionen) 1, und 2, Art, die zu den speziellen Funktionen
der mathematischen Physik im komplexen Raum gehdren und i, a, bei
der Separation der dreidimensionalen Schwingungsgleichung auftreten

(641, I, [67].

1. Art P? (z) vom Grad \)j mit der Ordnung m
J
™ mit reellem Argument z =cos ¢
2. Art Q7 (2)
Vi

Im Fall j = 2 ist der Grad reell, bei j = 3,4 komplex.

P\Ijﬂ und QIJI sind linear unabhingige Liosungen, da ihre Wronski-

Determinante

m,_, . _T{l+y+m)
o B TET e

fir Z # 1 von Null verschieden ist [67], S. 170. Hierin bedeutet T die

wr [P7(2), Q (1-2°)
Gammafunktion.

Die Legendre -Funktionenl., Artstellenfiir denSonderfall der Ord-

nung m = 0 und ganzzahligem reellem Grad v = n = 0 einfache Polynome
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(Legendre ~ Polynome) dar, die weitgehend vertafelt sind [68]

z.B. P1 = Pl(z) = 7

Im allgemeinen Fall sind die Funktionen iiber unendliche Reihen dar-

stellbar,

Zwischen den Légungen der 1. Art P\r)n und der 2. Art Q™ 148t sich
]

folgende Beziehung aufstellen [677, S. 170

m,_. i m,_ m o,
Q\) (Z) = m [P\) (Z)cos [ (vtm)] -P\) (-2)] (4.15)

Nebender 1. Losung Pvm enthily Qm als wesentlichen von Pm(‘z") linear
v
unabhéngigen Anteil eine zweite L.egendre -Funktion 1. Art Pi)n(-E)

fir das negative Argument -Z = - cos, die fiir sich als 2. L&sung
.

genommen werden kann,

o . m o~ —
1. Losung: PVj (z) mit  z = cosg
— j = 3, 4
2. Loésung: P (~z) ! 2
Vi

Zwischen den Legendre - Funktionen und den hypergeometrischen
Funktionen(Potenzreihen) besteht ein direkter Zusammenhang, da die
zuihnengehorigen Differentialgleichungen, die L egendre -Differen-
tialgleichung und die hypergeometrische Differentialgleichung, ebenfalis

ineinander Uberfiuhrbar sind.

Aus diesem Grund erscheint es sinnvoll, die L.egendre -Funktionen
durch die hypergeometrischen Funktionen auszudriicken oder die Dif~-
ferentialgleichungen in hypergeometrische Differentialgleichungen zu
transformieren und ihre Reihenlésungen zu verwenden, Dieser Weg

soll im folgenden Abschnitt eingeschlagen werden,



4.1.4 Uberfihrung in hypergeometrische Differentialgleichungen

Durch die Transformationen
x

i-cos @ +r_n_
! : W = tant P w - (21080 72 i (4 164
Schalen 2 l+cos @
bereich
. p
lecos) 4 = Litcosy (4.16D)
0 @ 2
60 L =wn

2
lassen sich die Gleichungen (4. 6) in hypergeometrische Differential-

gleichungen tberfihren, Dabei sind folgende Umformungen vorzuneh-

men:
dx - 1.
@ = + 5 sing
d?x 1
de? =t g CO8®
AW AW dx 1AW
dep dx dp - 250 dx
EW | EW dx, W Px EW sify | dW cosgy
de? T odx® o x dy® 4 4 Tax 32
tmo

w™ o= 4 e 2)=tantm9(pl_VK+m W)

dep 2 'dyp — sing

= + tant™ 2 (Sing dW W)

2 dx sln(p
.m & +me, m __ dW _ m(m¥cosg)

W ) dog® (Wtan= 2)_tan 2 “de? :t sing de +sln ©® W]

5 -
—tanimg[d W smg dw dW 4 ;oscp+m)+m(m+cos ®)

2 -dx® *ax sin® e w3

Diese Werte in (4. 6) eingesetzt und durch tan-—- 9 dividiert:

4w sngg Cos @ m(m-?—cos;p)
aF 4 d S T w
o (Slng dW  m g - W
+ cotcp( ax Sll‘lcpw)+(2 )Lj sinecp)w 0

Mit (4.13) und sinp =4 x (1 - x) und +cosg =1 - 2 x geht diese Glei-

chung tber in

&PW
dx?

x (1-~x)

+(m+1-2x)gv—+\)j(\)j+1)w=0 (4.17)
j=2,3,4
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Gleichung (4. 17)isteine hypergeometrische oder G aufsche Differen-
tialgleichung, deren Normalform lautet [67], S. 42; [64], I, S. 129;
I, S, 82:

d2
x(l—x)agyv—+[c—(a+b+1)x]§z~v—-—abw=0 (4.18)

Hierin sind im Fall der Gleichungen (4.17) die Parameter gegeben

durch
a+b+1=2 a = y, +1
- J
-ab =y, (y, +1 b = -v, 4.19
J(J ) j ( )
c = m+1

Die hypergeometrische Differentialgleichung enthilt regulére singulire

Stellen bei

xp =0 0° 1-cos
P, = fir x = —=22®
1 o 2
X, = 1 180~|
o
(x3 = ) 9 = 1800 l——fur X - dfcosy
0

und gehort zur Fuchsschen Klasse, deren Lésungen durch unendliche

Potenzreihen in x darstelibar sind,
Diese sogenannten hypergeometrischen Reihen werden mit
F {a, b; ¢; x)

bezeichnet und sind definiert durch [677, S. 37; [64], I, S. 130; II,
S. 84,

@
Fla, b o %) = 5 == % (4. 20a)

mit dem Pochhammer - Symbol (a)n =gf{a+ 1) ... (a+tn=-1), (OL)O= 1,
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das heiflt ausfithrlich:

F(a, b; c; x)=1+%—- }1{—-‘- +%%‘:_112;)ﬁ.1_)._§_+_“
(4. 20b)
, alatl).. (am)b(brl). .. (btn) x
c(c+l)...{(c+n) (n+1)1

Die Reihe konvergiert absolut im Bereich

|x| <1, d.h. fir o< 180° bei x =1'—°§—S-$

1
0° pei x = ~TCO8®

bzw, fir o> >

Fir |x| = 1 (p = 180° baw. 0°) ist sie divergent fir Re(a+b-c)21

konvergent fir Re(a+b-c)<O0.

Hier ist Re(a+b—c)=\)j+1-\)j-m- 1=-m<0 fir m # 0, d.h.
die Reihe konvergiert fiir m=1 im gesamten Schalenbereich, fiir m =0
nur im Bereich ¢ < 180° im Fall x = -1——_—5—;5@—(2- bzw. o> 0% im Fall

1+ cos . . .
X = —TQE, was hier ausreichend ist.

Fundamentalsystem von Lésungen: {657, S. 211,

Da mit W = F(a, b; ¢; x}) = F (\)j + 1, - \)j; 1 + m; x) eine L.6sung der
Differentialgleichungen (4. 17) vorliegt, entstehen bei der Transforma-

tionnach den Gleichungen (4. 16) folgende hypergeometrische Funktionen:

Bei den Transformationen x = L—_——;ﬁ = gin? % und w™ = tan %W

(Entwicklung an der singuldren Stelle ¢ = 0)

W. = Fiv+1, -y; l+m; sin® 9 (4. 21a)
j® ( i i 2
Bei den Transformationen x = }_+_;o_s_& = cos® %und wm =tan-m Sg W=
co’rm% W (Entwicklung an der singuldren Stelle ¢ = 1800)
W, = F (v.+1, =v.; 1+m; cos® 2 (4. 21b)
i@ ( ) i 2)

Wj®und Wj@ bilden zusammen fiir jedes j(j = 2, 3, 4) ein Fundamen-

talsystem von Losungen der Gleichung (4.17), was sich liber den unten

angegebenen Zusammenhang mit den Legendre -Funktionen zeigen
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148t, Fir die gesuchten Funktionen wh liegen Uber die Transformatio-

nen (4. 16 a) folgende linear unabhingigen Lésungen vor:

Wi le) = taﬁmszg F (v 1 v Thm; sinf %) =tan 2 P (4.22a)

#mSQ

W i@ () = col 5 Flvjtl, v Lm; COSE%) (4.22Db)

"
o
Qs

8

S

ol

m=0,1, 2, ... @ J=2 3, 4

i m, mo, : o , [
Losung we) (W ) Ist bei g = 0 (p = 1807) reguldr, beig = 180" (o = 0)

nicht regulir,

Im Fall j = 2.sinddie Reihen reell, fir j = 3, 4 wegen komplexem \)3/4
komplex. Sie werden jeweils in Real- und Imaginidrteil aufgespalten,

wobel jeder flir sich Uiber den Produktansatz (4.7) w = w™ cos m 8 eine
linear unabhéngige Losung der Ausgangsdifferentialgleichung (4.1) ist.

Dies wird im Abschnitt 4. 1.6 gezeigt,

Zusammenhang mit den Legendre - Funktionen

Zwischenden L.egendre ~-Funktionenl, Art P (cos ¢p) und den hyper-
v

geometrischen Funktionenbestehen folgende Beziehungen: {67], S. 169

T (1+vy,+m)

m =(-1)™ Y s Lo 8
ij (cos ) =(-1) T(1+m)T(1+vj-m) tan 5 B(\)j+l, Vj’ 1+m; sinf 2)
(4.23a)

worin I' die Gammafunktion bedeutet.
Ersetzt man gemaR Abschnitt 4.1.3 z = cos¢ durch - z = - cosep, so

geht Gleichung (4. 23 a) iiber in

T (1+y, +m)
Pi)n(-coscp)=(-1)m J

cotcmgg F(\)j-!-l, -\)j; 1+m; cos? %)
j

I‘(1+m)I‘(1+\)j—m)
(4.23b)

Die Gleichungen (4. 23) stimmen bis auf einen konstanten Faktor mit

dem fundamentalen Losungssystem (4. 22) tiberein,
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4.1.5 Losungen der Differentialgleichung L (w) = 0 (Fall j = 2)

Im Fall j = 2 der Gleichung (4. 9), der aus der Ausgangsdifferential-
gleichung (4.6 a) I.(w) = 0 hervorgeht, ergeben sich nach (4. 22) mit

Vj = 1 folgende Ldésungen:

m +10 ¢ L2 ®
= -1+ 14m:
w2® tan ) (2, -1; l+m; sin 2) (4. 24a)
m Tm o ~1. e 2@
w2® cot ) F (2, -1; 1+m; cos 2) (4. 24b)

m=0,1,2...00

Fiir denhier enthaltenen Sonderfall mit ganzzahligem negativem Para-
meter b =-1 bricht die mit (4, 20) definierte hypergeometrische Reihe
'nachdem zweiten Reihenglied ab, da alle weiteren Glieder den Faktor

b + 1 enthalten,

2 (-1) x 2(2+1)(-1)(~1+1) %
-1 . = sy -
F(2,-1; 1+m; x) 1+1+m 1" Tem) (2+m) 1!+---
0
Fiir sin® 2
2 1 -
X = = = (1 +cosgp)
cos? 2 2
2
. . ltcosg, _ l+cosgp ~micosg
ist P (2, -1; 1+m; 5 )y =1 p—" ala (4. 25)
Die Losungen (4, 24) nehmen damit folgende einfache Form an:
m s m +Ccosy 4
W2® tan 2 m i1 (4. 26a)
m M m - CoSQ
w2® cot 5 Tl (4. 26b)

m=2,3,...0

Bei m = 0 und m = 1 sind die Losungen (4. 26) allerdings nicht mehr 1i-

near unabhidngig.

fiirm =0 firm =1

Aus (4.26a) - cos %sincp

Aus (4.26b) - cosqp % sineg
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Eine zweite linear unabhéingige Losung 148t sich Ober die Beziehung

e~fPdo
Y@ = Y@ IW%D - doy

ermitteln, die aus der Wronski-Determinante folgt, Hierinist p (o)

der Koeffizient der 1. Ableitung in der Differentialgleichung (4.9):
p = cote; [65].

Mit (f-l'lpdw:e-‘rco‘“pdw: ————«l
sing

. d
ist we = wg [ _Qh_msincp 5

und damit
Firm =0 W; = cosgp (4. 27a)
o @
= 4.
W2© cos o ln tan 5 + 1 (4.27b)
Flir m = 1 w1 = gin (4. 27¢)
w1 = cotg-sing ln tan 2 (4. 27¢)
20 ® 2

Die Gesamtldsung lautet somit

m m m m
= A, 1)+ By g (4. 28a)

mit den Integrationskonstanten Arzn und BI;1 und den Abkiirzungen
m=0[f = cos @ go = cos e Intan2+1
2 2 2
1 . 1 R [
m =1 fz = sing gy = cotcp—smcplntanz (4.28b)
m > 2 frzn = taﬁm% (m-+cos ¢) gxzn = co’sm%(m-cos o)
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4.1.6 Losungen der Differentialgleichung L(w) - (1 + 242 i) w=0

(Fall j = 3,4)

Die Losungen der Differentialgleichungen (4.6 b) und (4.6 c)

Lw)-(l+2x2i)w =

m
W= wW

0 sind mit dem Entkopplungsansatz (4.7)
() cos m@ und den Gleichungen (4. 22) gegeben, Die dort ent-

haltenen hypergeometrischen Funktionen F (a, b; c; x) weisen kom-

plexe Parameter a = \)3/4 +1, b=-y

3/4

auf. Die Reihen werden in

einen Realteil FRe und einen Imagindrteil Flm aufgespalten, die je fiur

sich Losungsbestandteile der reellen Differentialgleichung 4. Ordnung

LL{w)-2L{(w)+ &(1 - ) w =0 (4. 29)
sind.
F(a, by ¢; x) =
2 n+l
- +ﬂ §__+a(a+1)b(b+l) LSO ala+l)... (a+n) b{b+1)...(b+n) x
c 11 c(c+l) 21 " c(ct+l)... (c+n) (n+1)1°"
n+l
x x2 x3 X
=lta yta a gyta aja, st ta a ... a EEyT .
n+1
x X2 x3 X
=1+C01_! +C1§'1—+C2'3—I-+. +C1’1 —-—*(n+1)!
n+1
X x° x3 X
._1+A01—I + Al —2~r + A2 §T+ + An ——(I'H"l)[ j
.
Realteil FRe
n+1
, x x? %3 x
FHB g7 ¥ By 57 F By gyt * By (n+1)!1"'
N
Imaginirteil Flm
= 4.30
FRe + i Im ( a)
worin
Cn=An+iBn=ad apdg e an=Cn_1- an=(An_1+1Bn_1)an (4. 30b)
Mit (4. 19)
A1l4n) (-v.+n n{n+l) -y, (v, +1
_(a+n)(b+n)_(\’3 ) j ) (n+1) J(J )

n ¢ +n m+1+n

=m+l+r1


ibbaf
Textfeld


- 64 -

FirdenFall j=3,4 ist nach (4.5) und (4. 13):\)3 4(\;3 4+1) = 142421
Jnodl) -1+ 2x%1  n(ntl)-1 . 243 4.31
n m+l+n m+l+n —~"m+1+n (4.31a)
mit dem Anfangswert (n = 0)
i 1 . 2 yR
& T Tmyi it m+ 1 (4. 31b)

Rekursive Bestimmung der Koeffizienten An und Bn_des (n+1) - ten
Reihengliedes aus den Koeffizienten An 1 und Bn 1 des n-ten Reihen-

gliedes:
Mit (4.30) und (4, 31a) ist:

n{n+l)-1 . 2x®

An-*'lfin: (An—1+an—1) an s (An~1+an—1) (m+ l+n — m+1+n)
- n(n+1)-1 - 2 u? Fi(B n{n+1)~1 2u? )
n~1m+l+n n-1 m+1l+n n~-Im+i+n ~""n-lm+l+n

DurchKoeffizientenvergleich ergebensich folgende Rekursionsformeln:

An | Em%%:—l (+) B ZE%_IT

Bn :(i) An—l %—ﬁ + Bn-l ;ln(frll%)—n- -
mit den Anfangswerten (n = 0)

Ao s 11n+1

By = (% Iznujl

(4. 32a)

(4. 32b)

(4. 32¢)

(4.32d)

Der Fall j = 4 (unteres Vorzeichen) fihrt auf keine neue Ldsung, da
Real- und Imagindrteile bei j = 3 fir sich bereits Loésungen der Diffe-

rentialgleichung sind.

5 a n+1
FRe~1+AO}—1§—!+A1§—‘+A2§T+. .+An%{ﬁﬁ-ﬁ +...] (4.332)
> 3 n+l
F,= Bo% + B, —T+B2X~T doL L+ Bn(fmﬁ +...| (4.33p)



ibbaf
Textfeld


- 65 -

Nebendiesen Reihenwerdenauchdie ersten Ableitungennach x benétigt:

d Lo _ab
i F(a, b; ¢; x) = C——F(a+1,b+l, c+1; x)
dF n
Re _ X x° x
= —AO+A11—!+A2§+...+AHB—!‘+... (4. 34a)
dFIm X x? <"
pp =BO+B11—!+BZ'2—!+...+BHBT+... (4. 34b)

Im Anhang 1 ist die in ALGOL geschriebene Prozedur HYREI angege-
ben, mit der die vier Reihen (4. 33) und (4. 34) fiir den Fall x = sin® ¢

(1. Losung) berechnet werden koénnen.

Inder Prozedur wird auﬂerdem der Ausdruck T = taﬁm % flir die 1, Ge-

gsamtlésung mitberechnet.

AuBer dieser exakten Ldsung wurde die Differentialgleichung 4. Ord-
nung (4.29) in ein Differentialgleichungssystem von 4 Gleichungen

1. Ordnung umgewandelt und mit einer Integrationsprozedur (DIFFSY)
auf einer Rechenanlage (TR 4) numerisch integriert. Hierbel wurden
fiir ein Anfangsargument X B @, die Reihenldsungen als Anfangswerte
eingegebenund die Ergebnisse an weiteren Stellen x 2 Py miteinander
verglichen, Die Losungenstimmten weitgehend iiberein, die numerische
Integrationbenttigte jedoch erwartungsgemif ein Vielfaches an Rechen-

zelt.

Zwischen den Reihenlésungen zu verschiedenen Harmonischen m be-
stehen Beziehungen, die eine rekursive Bestimmung erlauben. Sie sind
im Anhang 2 angegeben, da sie nicht unbedingt benétigt werden, Bei-

spielsweise lassen sich Real- und Imagindrteil Fréle und F?rln fir die
Harmonische m aus den Werten Fm-l, Fm-l, Fm'2 und Fm'z des
Re Im Re Im

(m-~1)-ten und (m-~2)-ten Reihengliedes bestimmen.
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Nach (4. 22a) liegt damit folgende erste Ldsung vor (j

m _oam om m _m }
W3’4®~ A3 W3®+A4 w4® (4. 35a)
mit den Integrationskonstanten A;n und Azn und
m B +I0. m +m @ m PR 0 4]
= f g = tg
wo an 3 i tan S (FRe +i FIm) (4. 35b)
4
d. h. .
m _ sm g m_ ,.m _m LMo me.mo
W3,4(D tan 5 [(A3 FA4)FR8+1(A3 -A4)PIm (4.35¢)
[ S —— | ——
m m
C3 C4
oder nach Einfilhrung der endgiiltigen Integrationskonstanten an und
om
4
m L otmop m _m mom
W3’4® tan 5 [C3 FRe + L4 Ilm] (4. 35d)

Die zweite Lodsung @ ist sinngemiB zu bestimmen,

Mit den Abklrzungen

yeel . +I0. O m m - N I
fs tan 5 FRe g3 cot 5 FRe
- o m bzw. - Je— (4. 36a)
f4 = tan 2 r Im g4 = cot 2 Flm
lautet dann die Gesamtlésung
m m m m m m m m m
W3’4 = C3 f3 +C4 f4 +D3 gq +D4 gy (4. 36Db)

4.2 Losung der Differentialgleichung (4. 2) fir &

Die Differentialgleichung (4. 2)

L(s) = - % L1 (w)

beschreibt einmal die Abhingigkeit der Spannungsfunktion & von den
Losungen w der Differentialgleichung (4.1) (inhomogener Fall mit
'rechter’ Seite - LS L L{w)), zum anderen existieren aufler diesen

R
Zusammenhidngen zwel neue Losungen von & fiir den homogenen Fall

L(8) =0 (4. 37a)
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4.2.1 Zusammenhinge zwischen ¢ und w

Die Differentialgleichung (4. 37 a) 1468t sich auch schreiben
K
Lig + 5 Lw] =0 ; (4.37b)
Durch den inneren Anteil
_ K
$ = "R L(w) (4.38)
wird der Zusammenhang mit den Lésungen w ausgedriickt. Uber (4.8)

148t sich in (4. 38

L (w) durch /Z,j w (j = 2,3, 4) ersetzen,

8, = -%’C w L (4.39)

j= 2 L2=0 - @2=0 (4. 39a)

_r 3. __K

j=1{ 4 )(,3 1+ 2421 = §3 = R(1+2n i)w W (4. 39Db)
4 4

Im Fall j = 2 tritt somit keine zugehdrige Spannungsfunktion auf.

Nach Einfiihrung des Entkopplungsansatzes

q,(cpm?*)

53}
2y

m
mio ¢ (p) cos m9 (4.40)

148t sich fir den Fall j = 3,4 mit Gleichung (4. 35 c) fir wm der Zu-

sammenhang zur ersten Losung angeben

m K 2. sme Mo m -
@3® = R(lizn i) tan 5 A3 (FReil T‘Im) (4.41a)
4 4
oder
m _ K mgp_ e m _,m m
§3,4®— —Rtan {(A +A VF Re (A3 A4)F1m
2 e m, m
+2ux® [(A A JiFgL - (Ag +A4)F1m]}

Fithrt man die endgiiltigen Integrationskonstanten CI;1 und Cfln und die
Abkiirzungen (4. 36 a) ein und erweitert sinngemif um die zweite L5~

sung, dann erhdlt man:
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m . UK m .m , 5 .n m, m g M
®3)4 B [C3 (f3 2y f4 )+C4 (f4 +2 9 f3)+
m m m m
+ -2 2
Dy gy ~2u 8, )+D, (g, +2x® g, )] | (4.41b)

Fir spidtere Umformungen wird ein weiterer Zusammenhang zwischen
w3/4 und @3/4 bendtigt, Eliminiert man mit Hilfe von (4. 29) L L (w)
sowie durch (4.38) LL(w) aus Gleichung (4.2), so verbleibt folgender
Ausdruck

(L - 2) (2 = EhR w (4.42)

3,4 3,4

4.2.2 Homogene Differentialgleichung I, (8) = 0 (Fall j = 1)

Die im Abschnitt 4. 1, 5 angegebenen Losungender Differentialgleichung
Li(w)=0 (Fall j = 2) kénnen zusammen mit (4.40) im homogenen Fall

L(%) =0 sinngemdB Ubernommen werden (» Fall j = 1)

m K m m . .m m
@1 TR (A1 f2 f«Bl gz) (4. 43)

worin frzn und ngn durch (4. 28 b) bereits definiert sind.

Wie sich aus dem Abschnitt 4.4 entnehmen 148t, verschwindet die L6~
sung (4. 43) indenGleichungen fir die Schnitt- und Verschiebungsgrofen
im Fall m = 0 identisch, da sie mit dem Faktor m behaftet ist. Hier-
durch ist es fir m =0 unnétig, die Losung (4.43) mitzufithren. Das
dadurch beschriebene rotationssymmetrische Problem ist bekanntlich
von 6. Ordnung und besitzt nur 6 linear unabhingige L.dsungen.

Unabhiingig davon ist jedoch zu beachten, daB neben den L.dsungen

fgl (4.28 b) fur $ im Falle m = O und m = 1 (in 4) mehrdeutige Losun-

gen f2 flir § existieren, die zu weiteren (eindeutigen) mechanisch sinn-

vollen Ausdriicken fihren,

fz = 9 cosqp fir m =0
-1 (4. 44)
f2 = § tand sing - sing fir m = 1
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Durchsie werden zusammen mit g; und g; Zustdnde beschrieben, wie
sie durch #duBlere Kraft- bzw. Momentenresultierende auf der Schale

entstehen, *

g

Bild 4.1: AuBere Kraft- bzw, Momenten-
resultierende

Diese Zusténde sollen hier nicht behandelt werden, da sie i, a. nur
bei Rohranschliissen an Kugelbehiltern von Interesse sind; siehe

hierzu [27].

4.3 zusammenstellung der Losungenund ihre physikalische Deutung

Die Gleichungen (4, 28), (4.38) und (4. 42) stellen zusammen mit (4.7)
und (4. 40) die Lésungen der homogenen Differentialgleichungen (4. 1)
oder (4.6) und (4. 2) dar. Entsprechend der Ordnung des Problems
sind es fiir jede Harmonische m 8 linear unabhingige L.6sungen mit

den jeweils 8 Integrationskonstanten,

Fa113=1'»A’1n B fir L(3) =0
Fallj=2:A;n BI; fir L(w) =0
Fall j =3 Cy | DY )

- — fir L(w)-(1+2x2i)w=0
Fall j =4 : C)" | D)

Aus Griinden der physikalischen Bedeutung der einzelnen L.0sungen

ist es sinnvoll, die Integrationskonstanten Aﬁn und BI,n in den Liésun-
2 2

gen (4, 28)und (4. 42) der Differentialgleichungen L.(§) =0 und L (w)=0

folgendermafien in neue Konstante C11n und le1 zu transformieren:
2

m m

Al =clhr-p B =Drln~)h(1-u)

m
1 1
m m m S m m
2~C1 +C2 ]B»Z-D1 +D2

(4. 45)

A
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Untersucht man die Lésungsfunkiionen genauer, so stellt man fest,

dafl sichdie LLosungen der Differentialgleichungen I, (w) =0 und L. (3) =0

auf dengesamtenSchalenbereicherstreckenkénnen, wihrend die hyper-

geometrischen Reihenlésungenstark abklingenden Charakter aufweisen

und dem Verlauf gedimpfter Schwingungen Zhnlich sind.

Aus den Zusammenhidngen mit den Schaittgréfien (siehe Abschnitt 4. 4)

148t sich demnach folgender physikalischer Hintergrund der Lésungen

entnehmen (vergleiche z.B. [1; 3; 19; 207).

O

Die 4 m hypergeometrischen Reihenlésungen der Differential -
gleichungen (4.6 b) und (4.6 c¢) beschreiben die Biegerand-
stérungen einer Schale, wobel durch die L.tisungen fgn und fzn

mit den Konstanten C;n und Cm eine Randstdrung am unteren

4
Rand, durch die Losungen g],;n und gzﬂ mit den Konstanten DISI1
und Dzn am oberen Rand der Schale ausgedriickt wird. Sie ent-

halten den bei Schalen bekannten Effekt nach Art geddmpfter
Schwingungen, dafl eine am Rand eingeleitete Stérung mit zu-
nehmender Entfernung vom Rand abklingt und einen stark os-
zillierenden Verlauf in den Schnitt- und Verschiebungsgroflien
hervorruft.

Die mit den Konstanten Crln und DT behafteten 2 m Ldsungen
m

fz und gr; der Differentialgleichung 1L (§) = 0 beschreibenei-

nen homogenen Membranzustand, Die Funktionen rufen nur

Dehnkrifte und Membranverschiebungen, jedoch keine Quer-
kréifte und Momente hervor. (Vergleiche Abschnitt 3.7.2,

‘krimmungslose’ Verformungen. )

Die mit den Konstanten C;’n und DIZn versehenen 2 m Ldsungen
flzjrl und gm, die neben den homogenen Membranlésungen aus
der Differentialgleichung L (w) =0 hervorgehen, beschreiben

einen reinen Biegezustand., Sie rufen keine Dehnkré&fte (und

auch keine Querkrifte), jedoch Momente hervor. Wegen des
reinen Kriimmungszustandes wird dieser Fall auch mit dem

Begriff 'dehnungslose Verformungen’ umschrieben,
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Da die Losungsfunktionen gj (j = 2,3,4) fir ¢ = 0 singuldr sind, muf

fiir geschlossene Kugelschalen gelten:

DY = 0 (j=1,2,3,4)

In Tafel 4.1 sind die endgiltigen Ldsungen zusammengestellt, wobei
von denl.5sungen in w ausgegangen und § als hiervon abhéngige Funk-

tion betrachtet wird,
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4.4 Zusammenhang mit den Schnitt- und Verschiebungsgroéfien

Die Abhingigkeit simtlicher Schnitt- und Verschiebungsgréfen von den
homogenen Lésungsfunktionen soll nur fiir geschlossene Kugelschalen
angegeben werden (Dj =0, j=1,2,3,4). Der zweite Funktionsanteil

fiir offene Schalen 148t sich analog ableiten,

Entsprechend den Entkopplungsansitzen (4.7) und (4.40) fir w und §
werdenfiir alle wesentlichen Gréflenebenfalls Fourierentwickiungen

vorgenommen, Bs wirdnur der zu ¢ = 0 symmetrische Anteil behandelt.

w W u o
9 L)
m m
N N
¢ ¢ 02 @ S
m =7 m cginmB
M
o o Mcp% m=1] "
m m
Ncp . NQo Q«‘) Q«‘}
N\9 Po= 3 ﬁ N;n pecos m
m=o -
M ()| M
® ©
m
M«S\ M«‘)
Q Q™ (4.52)
©® ®
8 L g™
. ¢ J [

Hierbei ist der mit der Hochzahl m gekennzeichnete Funktionenanteil

nur von ¢ abhéngig.

Entsprechend 146t sich auch der durch (2. 12) definierte Operator L auf-
spalten, Er enthilt die Entwicklung nach cos mé, da er nur auf & und

w angewandt wird.

[os]
L() = % L”() cosmd (4.53a)
mit
2
L ()= (O™ +cote () (2 - Z—) ()7 (4. 53b)
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Bei Kenntnis der Normalverschiebung w (4.49) und damit tiber (4. 50)
und (4.51) der Spannungsfunktion & lassen sich zusammen mit (4.52)
sédmtliche homogene Anteile der Schnitt- und Verschiebungsgréfien aus
den Ausgangsgleichungen bestimmen., Dabel werden auBler w und 3
auch die ersten und zweiten Ableitungen nach ¢ bendtigt, wobei sich
die zweiten Ableitungen mit Hilfe der Differentialgleichungen ausdrik-

ken lassen,

Aus (4.62)  wy o= - cotp wi - ;%Lg - 2wy,

D D D

W

Aus (4. 38) wi; = -cotp Wi - 'S'IE};FE - 2w, _I%@B

. _ 39 (4. 54)
Aus (4.37) by T mcotg &y - Sy ZéM

. . B
Aus (4.42) @B' = ~coteg QB T S +EBhR W

FaBtmandie von ¢ abhingigen Anteile von w, die zur weiteren Losung
bendétigt werden, fir ein Reihenglied in einem Vektor W mzusammen
und definiert daneben einen weiteren Vektor ¢ der Integrationskon-
stanten, solassensich beide durch eine Matrix Fm miteinander ver-

binden (Tafel 4. 2).

W ] w'=F" ¢ (4.55)
M (9,1) (9,5 (4,1)
Wm.
M
m
w. o d
‘r D ® m Y
Wm (Jl
D om
m. ...m -
1 Yo =w (4. 55a) Izn > = g™ (4. 55b)
m C3
W
B o
wg" 4 141
. m m
i (wB )
m, m
LL (WB)J (9,1)
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Tafel 4.2: Matrix F™ ‘ 2 (4.55c)
Anteile Anteile Anteile
Homogene [Dehnungslose ; .

Membranlos.|Verformungen Biegerandstdrung
m m m m
cy Cy Cy Cy,
Wi 17 0 0 0
me me
Wiy f5 0 0 0
b de 0 £ 0 0
wl 0 £ 0 0
. e
wp 0 7 0 0
wg 0 0 iy 7
me me m-*
m m _,.2.m m 2 ¢(m
L™ wg) 0 0 (13 =232 | (17 +2%5 1)
mes.m me 2 .mey|eme 2 e
L (wg) 0 0 (3 =224, )| (f, "+ 2% 5150

wobei aus (4.28b):

=3

= [ Ndy= ftcm —‘22 m+cos )dy= tunm.g;smxp

- ta -‘%-(m»fcosnp)

m
2
aus (4.36b): f?: tasMeFD

me_ "m_ﬂ dFRQ dx d_ me
f3 =tan" Sy dw+d¢(mn 2 Fp

+ s;nq’ d rR”g )
%( smtp

¢m _mnmg(smnp dFIm 4D pm

b dx sing Im

mit X ._-11229,59’_
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Die aufwendige Ermittlung der Zusammenhinge der Schnitt- und Ver-
schiebungsgrofien mit den Anteilen von w™ 501l nicht im einzelnen
gezeigt werden. Sie ist in einer Ubersicht Tafel (4.3) schematisch
zusammengestellt, worindie Ausgangsbeziehungenund die notwendigen

Gleichungen angegeben sind.

Lediglich auf die Bestimmung der Verschiebungen ucp und u@ soll ein-
gegangen werden, da hierbei Integrationen vorzunehmen sind, Man
fihrt zundchst die im Schema angegebenen Gleichungen (4.49) bis
(4.51) in die Ausgangsbeziehungen (2.5 a/b) fur ucp und uﬂ ein, Fir

u erhilt man
®

R LA S +@M)-j‘wacp+u:;(«9)

worin u* eine nurnochvon ¢ abhidngige Integrationskonstante darstellt,
SchlieBlich wird noch der Produktansatz (4.52) eingefiihrt und & durch

w ersetzt:

® 1 m m
L (WB

m. m i
ucp_mzm {m(lwi)&» VW —-‘I‘WD dp+B,} cosm#$

(4.58)

Entsprechend wird bei u, vorgegangen, nur daB dort eine Integration

iiber ¢ vorgenommen und up nach {4. 56) eingesetzt wird.
[

~ m m smcp m COScp .
s Rl Sing M m J‘ p ¢ 1 I-0* smcp wp) }sinmsg
+ ult + oy 4.57
us (ep, 9) ug (ep) ( )
mit o ED
* = - * = . ———_Y | 4.57¢
u¥ (ep, B) cos g -[‘«9 ucp dg cos mezél - sinm@ a)

Die Integrationskonstante u;’;* ist nur von ¢ abhingig, d. h. konstant

iber den Umfang. Die Verschiebung ist nur fiir m = 0 moglich.
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u$/aund u:;* sind nicht beliebig wihlbar, da u und Uy Uiber die dritte
®
Verzerrungs- Verschiebungsgleichung (2.5 ¢) miteinander gekoppelt

sind:

w
S S Wy 20+
A R (g =g cote t 5 = gy Nes

Nach Einsetzen von (4.56) / (4.57) fir ucp / gy und N s folgt daraus
®

m
2 . B
m® -1 m sing m. cosgp m "1 1 .
m=o "msing chD dw b Jrm b * sineo (m -m)}sinmg

+u§*' - cote ug* = 0 (4. 58a)

Setzt man hier die Losungsfunktion w_ nach (4.55 c) ein, so ist der

D
unterstrichene Teil fur sich Null, Damit verbleibt nach Zusammen-

fassung der beiden letzten Ausdricke

© L “2;*
O . 5 VI
mZ___O El (m m) sinm g + sinfyp (Sintp) o] (4.58b)

d.h. links ein nur von <, rechts nur von ¢ abhingiger Ausdruck, so

daB jeder fur sich Null werden muf. Fiir alle m }# 1 verschwindet der
m=0 (fir m = 0: lim sinmd ); fir m = 1
1 m-o m

ist er identisch Null. Daraus folgt Ell =E 0

linke Teil nur, wenn B

u* = K  cosd
[ 1

(4, 59a)
uk = - El sing sing ( aus (4.57a) )

Der rechte Term von (4.58 b) ist direkt integrierbar und ergibt mit

einer Integrationskonstanten .E2

w% o= B gis 4. 5%
u B, sing ( )
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Durch {4.59) werden zwei Starrkoérperverschiebungen beschrieben:

# . i
ug;/ue (El). Rotation der Schale

um eine Achse § = +
=0 et

u:[;* (E.}): Rotation der Schale

um die Rotationsachse
'&=0—-—— .

50

Neben diesen Starrk&érperrotationen sind in den Losungen (4.47 a)
fur W im Falle m = 0 und m = 1 weitere zwel Starrkérperverschie-
bungen enthalten (Sonderfall dehnungsloser Verschiebungen).

m=0: Translation
o o o derSchale in
W = C2 f2 = C2 cos @ Richtung der
i -
u = . j‘ WD dep = 'C;Sincp Rotationsachse
D ¢ (4.59 ¢)
m=1:
5
Translation
I o
Wp Tty tg COSV L, SIMWOCOSY | gerschale in
i d
u = ~‘f WD dcp=+C;COScpCOS«9 Richtung der -0
“D ® Achse § = 0 “""
%D“Sinwf(ucpcotcﬁw) d9 (4.59 d)
= - C; sind

Die Starrkérperverschiebungen (4.59) sind von untergeordneter Be-

deutung und sollen im weiteren nicht mitgefithrt werden.
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Ordnet mandie von ¢ abhiingigen Anteile simtlicher interessierender

. . . m . . ;
Gréflen in einem Vektor $ an, go wird der Zusammenhang mit

dem Losungsvektor w™ fir ein Reihenglied tber eine Matrix B™

beschrieben, die in Tafel 4.4 zusammengestellt ist. Nach Multipli-

kation mit den entsprechenden trigonometrischen Funktionen sinm §

bzw, cos mg geht § ™ inden endgiltigen Vektor § fiir ein Reihenglied

tiber.

1 ém A cos m4g
N;n cosmG
N;n cosmY
N::G sinm
M;n cos mg
Mgl cos mo
M sinm §

@8 - (4.60)

{ Qq} = 8 cos m$
Q;n sinm§
N sinm

pd
65;1 cos mP
o u:; cos mG
Eu;n sinm9
Bw™ cosmG
§ E{Scr;lj (15,1) cos mg
"o BT W™

U5 015,9)  (9,1)

von 4 abhidngiger
Funktionalanteil
eines Reihenglieds

als jeweiliger Fak-

i

tor

§"— §

(4.61)
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In Bm wurde die folgende Abkiirzung benutzi

B

m =

- (4.61a)
sine

und der Faktor % (1 - u) herausgezogen.

Diein § m mitenthaltenen Gréfen ﬁcp«‘) und acpstelleri die Ersatzschub-
bzw. -querkraft dar, die bei der Einarbeitung der Randbedingungen
bensdtigt werden (siehe Abschnitt 6). Durch Einsetzen von (4,55) in
(4.61) 148t sich der Zusammenhang sdmtlicher Gréfen mit den Inte-

grationskonstanten beschreiben

m m :
s =B"F™ ¢" (4.62)
15,1)  (15,9) (9,4) (41)

Zur Bestimmﬁng der Integrationskonstanten werden aus § m und da-
mit auch aus B™ die jeweils 4 Zeilen mit den 4 RandgréBen ausge-
wihlt, indenendie Randbedingungen formuliert werden, Bei inhomo-
genen Randbedingungen (federnde Lagerung) sind Zeilenkombinationen

notwendig.

Damit verbleibt ein reduzierter Matrizenausdruck

m m m, .m
Srea=Breg" F- € (4.63)
(4,1) (4,8) (84) (41
4.5 Einige analytische Niherungslosungen

Von den vielen im Schrifttum behandelten numerischen und analyti-
schen Naherungslésungen sollen nur die drei bekanntesten Methoden
herausgegriffen werden:

1. Die Liésung fir flache Kugelschalen.

2. Die Losung nach Aas Jakobsen.

3. Die Lésung nach Geckeler,
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4.5.1 Zur Losung fur flache Kugelschalen

Fir den flachen Kugelschalenbereich (o < 300) wird in den Ausgangs -
gleichungen die Koordinate ¢ durch den Abstand r von der Rotations-
achse ersetzt und die mathematische Ndherung

sing =~ @

cosg ~ 1

eingefihrt,.

r=Rsing~R ¢

(4.64)
= () al)
() NRar

[e%

|

%
S

Bild 4,2: Geometrie der flachen
Kugelschale

Dariiber hinaus werden aus numerischen Griinden physikalische Nihe~

rungen getroffen:

a) In den Gleichgewichtsbedingungen (2.1 a) und (2.1 b) werden

die Querkrifte nicht bericksichtigt.

b) In den Gleichungen (2.7) fiir die Verdrehungen der Meridian-
und Ringtangente 8 wund ﬁ\c} werden die Einflisse der Tangen-

®
tialverschiebungen u und u\9 vernachlissigt, Damit sind die

Krimmungsinderungen » , x, und u o nur noch von w abhédn-
® ®

9
gig.
c) Die Definitionsgleichungen (2.10) fiir die Spannungsfunktion §

lagsen sich aus diesen Grinden wesentlich vereinfachen,

1 %% 1 3%
= B
Nr 347 o7 dr g
3%3%
e —_ Q .
Nﬁ et (4.65)
82
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Der durch (2.12) definierte Operator L ( ) kann bei Vernach-
lassigung des letzten Terms durch den Laplace -Operator

in Polarkoordinaten ersetzt werden.

[e7s

(

r

132 0)
“5'3\92

Qs

=t o+ +

T

(4.66)

(o7
s

Leitet man mit Berlicksichtigung dieser Bedingungen die Differential-

gleichungen fiir w und ¢ wie im Abschnitt 3 ab, so erhilt man

1
KAN(w) + 5 A(B) = -_1P€ 20 - p | (Gleichgewicht) (4.67a)

AN (3) - %}‘LA(W) = - (l-p)a(@) (Vertraglichkeit) (4.67b)

Die beiden Ausdriicke lassen sich auch direkt mit (4. 66) aus den ent-

sprechenden allgemeinen Differentialgleichungen (3.7) und (3.9) ge-

winnen, wobei die Naherungen dort beriicksichtigt werden

in(3.7¢) § LO) « 20

in (3.9 b) (1+4) &« L(3)

1

K .
(1 -ul g biw) =m

EhRL(w)<«< EhRw

Im homogenen Fall entstehen durch die Trennung der Verinderlichen

zu (4. 1) und (4. 2) analoge Gleichungen:

. .-
sAA(w) + %&—L—H—) Aw) = 0 (4.68a)
A(3) = -~ RKAA(W) (4.68b)

die wie (4.6) zu trennen gind in

Fall j =1 A(B)=0 (4.69a)
Fall j = 2 A(w) =0 (4.69Db)
242

Fall j=3/4 A(w) +

iw =0 (4.69c)
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Nach Einfithrung des Tourieransatzes

m
W lo9] w{r)
2] oo | #Mn [ P
entsteht fiir jedes Reihenglied m jeweils eine gewohnliche Differential-

. , . ; 1 :
gleichung, die auchdirekt aus (4.9) mit cote =~ 5 und sing = gewonnen

werden kann,

In Tafel 4.5 sind die Differentialgleichungen und ihre zugehorigen

Ldsungen zusammengestellt, wobel wie bel der 'exakten’ Loésung eine
Aufteilung in die drei Fidlle: homogene Membranlésung (M), Losung
der dehnungslosen Verformungen (D) und Biegerandstérung (B) vorge-
nommen wird, Filr den Fall j = 3,4 oder B geht Gleichung (4.68) nach
der Entkopplung in eine Bessel sche Differentialgleichung tber,

deren Losungen Kelvinfunktionen (modifizierte Begs el funktionen,

auch Thom s onfunktionen *) genannt) sind.

Die Theorie flacher Schalen - oft auchnach Wlassow und Marguerre
benannt ~ wird im Schrifttum sehr hiufig behandelt. Fiir den Sonderfall
der Kugelschalen geht sie fiir den rotationssymmetrischen Fall wohl
auf Geckeler [10] zuriick, Reissner ([11; 30; 317 hat sie auf

nichtrotationssymmetrische Zustinde erweitert(s, auch[12; 29; 32; 337).

Sie soll hier nicht weiter behandelt werden; lediglich soll analog zum
Abschnitt 3,7 auf folgende Grenzbetrachtungen anhand der Differential-

gleichungen (4,67) hingewiesen werden:

1 Grenzibergang zum ebenen Tragwerk: }R > 0
N
N . =R
KAA(w) j—;ﬁ/\ﬁ‘(\@) = —/l—:{Q\Q -p = Platte: AA(w) = - 7
Eh, )
B0(8)- T4 (W) == (1-0) (@) - Scheibe: 44 (8) =~ (1-11)8.(0)
2 Grenziibergang zur Membran: h® - 0 (K - 0)
N4 1 1
K a(w) + g A@)=-520-p Membrantheorie
70N - -
Eh vgl. (4.69a) A(§)=0
BaE) 2R g (w) = - (1- w2 @) gl (46981 4(8)

¥*) Sir William Thomson = Lord Kelvin
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4.5.2 Die Ndherungslésung nach Aas Jakobsen

Eine Niherung, die sich nur auf die entkoppelten homogenen Differen~
tialgleichungen (4.9) fiir die Biegerandstdrungen (Fall j = 3, 4) be-
schrinkt, geht auf Aas Jakobsen [20; 3] zuriick.

wh W™ cotcp+(1(4_—)2mzi-§§?a)wm=0 (4.73)

Der Losung liegt die Kenntnis zugrunde, daB die Randstérungen nach
Art gedampfter Schwingungen sehr schnell abklingen, Dadurch scheint
es gerechtfertigt, in (4.73) die verdnderlichen Koeffizienten konstant
zu setzen, wobel flr den variablen Winkel ¢ der Randwinkel pp ange-
nommenwird, Diese Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
148t sich mit dem Euler - Ansatz w'h = e)“tp l6sen und fihrt aufdas
charakteristische Polynom

2

2 I "V e o I o= .
AT+ h Cotch (1 (+) 2471 St } 0 (4.74)
R
mit den Lésungen
cot e 5 1
- R 4m>-1 1 2 3 2y B
A= - 5 iﬁzw + 5 cot P 4)4 221 (4.74a)
[E— R =)
N s ’

sowie der Abkiirzung b-2x?

Aas Jakobsen vernachlissigt die unterstirichenen Terme und be-
schriankt sich damit auf nicht zu flache Schalen. Nach Trennung von

Real- und Imagingrteil geht der Ausdruck tiber in

cot g

Mop a4t T3 +u/AVFFT + bt i E+ T - b
- ~ 2 N ~(4.74b)
"1 5 T
3

Mit den Abkiirzungen »; und hy =y entstehen die 4 Wurzeln der cha-

3
rakteristischen Gleichung

A =y + u, i
1.2 1 =2 (4.74¢)

A =

+
3,4 -

3
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Wendet man schliefilich noch die Euler - Relation

(ny Tuy)p ", P
e 3 4 = e (cosmchiisinnz o) (4.75)

4 4

auf die Funktion w™ = ¢ ® an, so erhidlt man fiir jedes Reihenglied m
folgende 4 linear unabhingige L.osungen

m Ky m m
Wy = e 1 (C3 COS;(,Zcp+C4 smnch)

+eMa® (Dm cos u + D™ si (%79
3 4®* Dy sinng o)
Der Ausdruck beschreibt eine vom unteren (Cgl/czn) und eine vom
oberen Schalenrand (Dgn/DZn) ausgehende Randstérung. Die Losungen
haben die Form geddmpfter Schwingungen, wobei jedoch die Argumente
der trigonometrischen und der Exponentialfunktionen unterschiedlich

sind.

Fur den Sonderfall m = 0 (Rot‘ationssymmetrie) hat Szmodits in
[7] diesen Weg beschrieben (siehe auch Abschnitt 4. 6). Eigene Rech-
nungen haben eine ausgezeichnete Anndherung an die ’exakte’ Ldsung
bis in Bereiche mit einem Randwinkel Pp = 10 - 20° ergeben. Er-

wartungsgeméB weicht die Losung im sehr flachen Bereich stark ab,
dadortder anfangs konstant angenommene Kotangens des Randwinkels
stark variiert. Um die Giiltigkeit der Lésung auch auf diesen Bereich
auszudehnen, geben Leckie und Pénny in [22] Korrekturwerte

fiir die Argumente in (4. 76) an,

4.5.3 Die Ndherungslosung nach Geckeler

Die 1926 von Geckeler angegebene Niherung, siehe z.B. [1, 2,
5, 6, 7], fir rotationssymmetrische Belastung 148t sich auch auf
nicht rotationssymmetrische Zustidnde ausdehnen, Sie ist als Sonder-
fallinder Theorie von Aas Jakobsgsen enthalten, wenn man in der
Differentialgleichung (4. 73) die Vernachlidssigungen trifft

I. Wit cotyp « w''

2

11, «< 2y4?

jask
Singcp
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d.h. wenn man in den Wurzeln (4. 74 b) der charakteristischen Glei-

chung neben cot P auch b gleich Null setzt:
DRy THg Ty TR und [

Damit lautet die Lésung in der bekannten Form

m " m m
Wo o= ooe ® (C3 cosuep + C4 siny o)
) m ™ (4.77)
+e M (D3 cosuep + D4 siny o)

Die NdherungI. ist mdoglich, da bei gedampften Schwingungen mit dem
Parameter yx eine Ableitung um den Faktor x kleiner ist als die néchst
héhere Ableitung, Sie setzt weiterhin nicht flache, d.h. sogenannte
steile Schalen (g < 450) voraus, bei denen cote im Randbereich nicht
zu grofle Werte annimmt. Die Niherung II. verlangt dariber hinaus,
dafl sich die Lésung nur auf niedrige Reihenglieder beschrinkt. Da der
Faktor 2 x® umso groBer wird, je kleiner der Wert % ist, kann man
bei dinneren Schalen héhere Reihenglieder mit der Theorie von
Geckeler behandelnals bei nicht zudiinnen, Mitden Wertenu~ 5 bis 30
bei Schalen mit dem Verhiltnis %w 15 bis 600, die nach der Theorie
diinner Schalen behandelt werden konnen, ergibt sich etwa als grofites
Reihenglied m = 1 bis 5. Neben der angegebenen Losung wgl fur die
Biegerandstdrung ist es sinnvoll, entsprechende Vernachldssigungen

auchinden Beziehungen fiir die Schnitt- und Verschiebungsgrofien vor-

zunehmen (z.B. 2 #® > 1).

Die Theorie von Geckeler fiur nicht rotationssymmetrische Zu-
stinde gibt v. Langendonck in [34] an. Sie wird fir den Sonder-
fall m = 1 auch in [ 36 bis 39] zugrunde gelegt. Ausgehend von einer
iiber die Naherungenvon Love/Kirchhoff hinausgehenden Theorie
von Zerna behandelt Heuck in {351 beliebig belastete Rotations-
schalen ohne Fourier entwicklung in Umfangsrichtung, indem er
sich auf Zustinde beschrinkt, die indieser Richtung wenig verdnderlich
sind. Dies ermoglicht eineder Geckeler - Losung dhnliche Niherung,
beider die nicht rotationssymmetrischen Félle wie rotationssymmetri-

sche behandelt werden,
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4.5.4 Zusammenstellung der verschiedenen L dsungsfunktionen

In Tafel 4.6 sind die einzelnen Losungsfunktionen fir geschlossene

Kugelschalen zusammengestellt,

4,6 Der Sonderfall Rotationssymmetrie (m = 0)

Die Biegetheorie diinner rotationssymmetrisch belasteter Kugelscha-
len kongtanter Wanddicke wurde bekanntlich 1912 von H. Reissner
erstmalig behandelt (siehe z. B. [5]), wobeleinDifferentialgleichungs -
system ineiner Spannungsfunktion (Querkraft Q ) und einer Verschie-
bungsfunktion (Verdrehung der Meridiantangente Bcp’ hédufig mit y be-
zeichnet) aufgestellt wird, Nach Elimination einer Variablen, z.B.
3 , entsteht im homogenen Fall ein Paar komplexer Differential-

gclpeichungen 2. Ordnung fiir Q zur Beschreibung der Biegerandstérun-
gen ?

Q" +cotpQ -cotfpQ + 2x2iQ =0 (4.78)
© A" A" (]

Diese Gleichung 148t sich in eine hypergeometrische Differential~
gleichung mit entsprechenden Potenzreihenldsungen tUberfiihren, siehe

z.B. [2; 5].

Da selbst in diesem Sonderfall die hypergeometrischen Reihen fiir
Parameter praktisch vorkommender Schalen schlecht konvergieren,
hatte die ’exakte’ Lésung bis zum Einsatz moderner Rechenanlagen
nur theoretischen Wert, was zu einem umfangreichen Ausbau von

Naherungslésungen fihrte, z. B. der Theorie flacher und steiler

Schalen (Geckeler). Erstindenletzten zehn Jahren hat die genaue
Lésung an Bedeutung gewonnen. So gibt Szmodits in [7, 8] fir
verschiedene Parameter T (n) und Winkel ¢ fiir geschlossene Kugel-

schalen Tafeln der notwendigen Reihenlésungen an (siehe auch [97).

Die Erzeugung der genauen Lodsungsfunktionen ermdglichte daneben
auch einen Vergleich mit den bestehenden Ni#herungen [13 bis 18],

die hiufig fir den praktischen Gebrauch einfacher zu handhaben sind.


ibbaf
Textfeld


d -
u 4 w 2 _ T /a
ua1PUdS 47100 gy 148w w s
. . .
3YyoD}}  ND (2 Flag- |- (2 U e 1%ag 1 Wag Ll o TEw.C _E
Bunyupayssag - - - X U2IDYUDS 8Ny
— Magyn | £ 4 eq)n 305811 ns Bunso
1epat)buauiay
aBupawu pun| (H¥%sO2 + (dnuws — (G '%) SPRD K
ueIPYIs +hwuis YU¥ ~hnsod)-ux| drusx | Gusoox S—
ap3s 4np
Sunyjuniyssag * 9Xm yoou Bunso
z z Zy— s— )
ustoyag auopyy | (G SO ErH (6 uis Ex T “ s sno Bty
. 4ss 1y yno +9NXEm.ﬁXV*I9N#wou._xv* dluuis % | dhinsoox .A9m0u+5v£ (hs00 + w)x & uisx
i Bunyupiyssag S UssSqoYDy spy
> * 3 ¥ uD} yopu Bunsos
f HiIn Aws
wi . duis N duis
m Eu Wt A En_ w " mowuivux
Bunxyupiyssag P T P __Z Wiy B,
suiay M :,.mmv %Emv * m&h:u %M_.mv w w Suns o7
*Hud? NEEEEEM
4 Z o
vt Lo wt o “ud ORISR
6 usieleq 5u 5 yabunwdojiep osojsbunuysg | aynissbunsoy
sbunpusmuy ni0iSpupJabeig BSunsgjubiquep ousbowoy

"ua)pyssiabny asuassojyssab iny usuoiunisbBunsg] SuUSPLIYISISATG 7 194DL


ibbaf
Textfeld


- 92 -

Der Zustand der Rotationssymmetrie ist als Sonderfall m = 0 in der
allgemeinen Losung enthalten, Das Problem reduziert sich dann auf
die 6. Ordnung. Neben den 4 Ld&sungen fir die Biegerandstdrungen
mit den Konstanten Cg, CZ, Dg, DZ existiert eine Starrkdrperver-
schiebung mitcgund eine Lésung mit D; fiir eine duflere Resultierende
(jeweils in Richtung der Rotationsachse), Der Lésungsanteil mit C(l)/D(l)
entfilltindiesem Fall, Die Biegerandstdrung wird durch die Differen-

tialgleichung (4.9) beschrieben (j = 3,4), wobei m = 0 gesetzt wird
o

(wg

= W),

w'o+ wocotg + (L¥2xi)w = O (4.79)
Die Gleichung wird einmal nach ¢ abgeleitet
w' W cotyp - (cotP ot 2421)w' = 0 (4. 80)

Um den Zusammenhang mit (4, 78) aufzuzeigen wird die Beziehung

(3.5 a) herangezogen

Qcp = - %3 [w™ +w" cotp+w (1~cot® )] (4.81a)

Mit (4. 80) wird daraus

Q = - 1_;_3_ (1i2a2i)w (4.81b)

d.h. Q ~ w
®

Unter Verwendung dieser Beziehung geht (4. 80) iber in
 +cotyp Q -(cotPp+242i) Q = 0 (4.82) = (4.78)
QCP ® ® ®= ©

womit der Zusammenhang mit der fir den rotationssymmetrischen
Fall iiblicherweise verwandten Differentialgleichung (4. 78) hergestellt

ist.
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5. Die Partikularlosung
5.1 Allgemein

Fir die oberflichenbelastete Schale wird der homogenen Losung eine

Partikularlésung der inhomogenen Differentialgleichungen

LLL(w) - 2LL(w) + &(1-u3)14(w)=p2 (6.1) =(3.11)
K .- ;
L (%) = R [p1 - L Li(w)] (56.2) =(3.10)
hinzugefiigt.

Durch eine Fourier entwicklung der Partikularldsung und der Be-

lastungen und Belastungsfunktionen entsprechend zu (4.52)

w ( wm
P P
m
i ¥,
m
[e0] pm
= % . 3
1 P (@, 8) == 4 Py (¢p)-cos mb (5.3)
Q o™
m
P, Py
m
L P2 ) L P2
@ m
Py (o0, 9) = m2:1 N () sinmg

werden(5. 1)und (5. 2) in gewshnliche inhomogene Differentialgleichun-

gen {berfihrt:

m m
LmLmLm(w?)-szLm(meH (12 L (W) = py
(5. 4)
m,_m K m m._m , m «
el = g ey - LT W) (5.5)

Nach Abschnitt 4.1 148t sich der homogene Teil der Differentialglei-
chung (5. 4) indrei Differentialgleichungen 2. Ordnung aufteilen, deren
Losungen zugeordnete L.egendre - Funktionen sind, u.a. 1. Art P;I

vom Grad v = n und der Ordnung m.
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Es gilt analog zu (4. 9) und (4.10) ([67], S. 151)

P;n" +cote an‘ - [:i < - nn+1)] an =0 (5.8a)
oder mit (4,53 b)

Lm(Prnn)=-[n(n+1)—2'_] p:‘hﬁpgl (5. 6b)
wobei
,

P:l = Prnn(z) , Z=cosg und n = (n(n+1) - 2]

Durch wiederholte Anwendung des Operators Lm‘und Einsetzen von

(5.6 b) erhdlt man

-
LmLm(an) - 7 P (5.6¢)

s P8

| D Tl Tl § -t W

o P (5.6d)

n n

Sowohl die Partikularldsung als auch die Belastungsfunktionen werden
nunfiir jedes Reihenglied m in Legendre - Funktionen an entwickelt

(n=20,1,2,3 ... oo).

W m
P a1:1
@g @ b;n m
()= T ‘P (z=cosg) (5.7)
m n=0,1,2 ™ n
Py ,1,2... n
m m
p2 dn

m
n
werdendurchverallgemeinerte Fourieranalyse aus der Orthogonal-

Hierin sind an , b, Cn und dn konstante Koeffizienten, Cn und dn

beziehung fiir die zugeordneten L.egendre funktionen P;n gewonnen

([67], S. 198).
qom " o fir 4 #£n

-1 "n 2 (n+m)! 1
(n-m)! (n+%—)

(5. 8a)
fir 2L =n
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Nach Multiplikation mit,c;n baw. dnm gilt im Fall 4 = n

m m . m
c c P
n (n+m)l 1 +1 n n m
- = P " (z)dz (5.8b)
- L
a® (n~m)! (n+2) j‘-l g p™ n
n n n

oder mit (5. 7)

m m

ch - +1 | P1 (ep) o

m " (n+-2—) (n-+m)! I m Py (z=cosp)dz
d -1 py (o)

(5.9)

Die hier einzufithrenden Legendre - Funktionen an 1. Art sind bei
ganzzahligem n und m als die m-te Ableitung der Legendre - Poly-

nome Pn von Grad n definiert ([677], S. 174).

(2) = (-1 (1-22)%

dz (6.10)
m(z) = 0 n<m
n
Sind die Koeffizienten Cnm und dnm der Belastungsfunktionen tber (5. 9)
fir jedes m und n bestimmt, solassen sich mit Hilfe der Differential-
gleichungen(5.4)und (5, 5) die Koeffizienten arnlﬂ und bnm der Partikular~

16sung ermitteln. Hierzu wird (5, 7) eingesetzt und (5. 6) beachtet:

@ - - —  m _m @ m _m
v [-n®-2n® -R(1-y®)nja P = ¢ d P
n=o n n n=o n n
qm
m n ;
= - 11
’) *n Al ¥2n+ R(1-2) (6. 11a)
und
C o m m Kk @ m —, m m
-5, n b P == % {c -n®a )P
n=o n n R n=o n n n
m K Cnm - m
= = (o .11
- bn T ( = + n an) (5.11b)

Mit den Reihenlssungen (5. 3) und (5. 7) liegt damit bei Berticksichti-

gung von (5.9) und (5.11) eine geschlossene Partikularlosung vor.
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Uber die Ausgangsgleichungen lassen sich sdmtliche inhomogene An-
teile der Schnitt-und Verschiebungsgroflen aus den Partikularldsungen

wo und @P gewinnen,

Fiir die meisten praktisch vorkommenden verteilten Schalenbelastun-
gen kénnen die Ergebnisse aus der Membrantheorie als Partikular-
16sung herangezogen werden, da sie die inhomogenen Differential-
gleichungen exakt oder bei Beriicksichtigung der iiblichen Vereinfa-
chungen (z.B. wegen &> 1) geniigend genau erfiillt. Dies setzt aller-~
dings voraus, dafl

1. die Lasten mit hoher Ver#anderlichkeit und

2. flache ’plattenidhnliche’ Schalen

ausgeschlossenwerden; d.h., m und n miissen klein sein, Dann kénnen
in den Bestimmungsgleichungen (5, 11) folgende Vernachlissigungen

getroffen werden:

dm
- - e m_ n
In(s.11a): 1 +2n<« h(1-y®) - A w BRI (5.12a)
qm om K e
= m 1 m n
In(5.12b): noa M- m<< mET bn S (5. 12b)

Hierdurch werden die Ergebnisse fir Vo und @P entkoppelt und ent-

sprechen direkt der Membranlésung aus den Gleichungen (3. 20)

L (3) = % Py
und (3.21)
P
2
B

Dazu wird (5.6 b) eingefihrt. In Py und p, werden die Ausdriicke mit

,}—% vernachlédssigt.

Inden Fillen mit hoher Veranderlichkeit der Belastung kann ein reiner
Biegezustand als Partikulariésung zugrunde gelegt werden. Er ent-
spricht dem im Abschnitt 4 fiir den homogenen Fall angegebenen Zu-

stand der dehnungslosen Verformungen,
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5.2 Beispiel: Schneelast

Das in 5.1 angegebene allgemeine Verfahren zur Auffindung einer
Partikularidsung soll am einfachen Beispiel der rotationssymmetrisch

verteilten Schneelast gezeigt werden [m =0 () =()].

1

© [ ]
p 8 sing cos g mg .
A

Il

= 0
Po
Q = ~qu) = - == gin 2¢ (nach (2.11))
Rs
Q e cos 2¢
. . . Rs 2
Mit (2.12): L@Q)=0" +Q cotcp+20=—é--(1-4cos ©)

~ R*s

3
Nach (3.7¢): Py =—%—[pR+20~%—LL(Q)] -7 (ZCOSEQ{)-—%)

—
«<Q

. . R*s
L(pl)=p1 +cote py + 2p1 =T (8 cos®ep - 3)

2 R*g

Nach (3.11a): p,=L(p,) —-(1+u)p1+]§ SEMENGIEE

[4(2+u)cosp
= (3+u)]

Die Belastungsfunktionen lagsen sich mit z = cos ¢ abkiirzend aus-

driicken:
C -2
- o0
p,=Cz2+C=p = 1
1 1 C +2 CRts
mit = .
hoa LT 0O D 4(2+)
p2 Dz® +D ,pz _
LB - (3+p)

Es ist ersichtlich, dafBl fiir die Entwicklung in JLegendre - Funktionen

po = Pn (hier Legendre - Polynome) nur Ausdriicke mit absoluten

n
und quadratischen Potenzen in z auftreten diirfen, d.h.

IR

(322 - 1)
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Dies zeigt sich auch formal iiber die Bestimmungsgleichung (5. 9):

o 1 + [¢) o
¢y = (n+3) j_l p; P (z) dz
Lo _
= (n+-2—) J‘_l (Cz® +C) Pn(z) dz

Der Ausdruck ist nur bei geradem n von Null verschieden, da die Po-~
lynome Pn mit n = 1,3,5... Argumente mit geradem Exponenten
aufweisen ([67], S. 228).

+C

o 1l = e
Fir n=0: ¢ —2']' (Cz +C)1dz~3—

(372 - 1)dz =

“—
1+
=
@]
N
[
+
Q
nof
wino
Q

o

n> 2: c. =0

o

+
ol
Q.
H
o

o}
o
1§
[l

fiir n> 2

o]
win  wig
—

oder

po. oo
Wik o

[ole]

o

-~ - ~ -

wag auch direkt aus einem Koeffizientenvergleich folgt.
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Aus (5.11) werden die Koeffizienten der Partikularldsungen errechnet:

_ a
n=0 - n=-2 " ao=+2—m
o ‘0 (o)
b0=§.(c_°_2ao)=ﬁ(19__do )
o R "2 (o] R ‘2 R(1-4°)
<O
« 2
2
4°
n=2 - n=4 : a0=—-—————-—--—5~2
2 4024 +%(1-p°)]
[an—)
< h
o o o
0 - K 02+4ao) S Ky 2 dy )
= o . S——
2 R 4 2 R 4 [24+&(1~0%))
o
o2
4

Vernachlissigt man hierin wegen > 1 gewisse Terme, so erhilt man

entsprechend (5. 12):

aZ 5 p';"l— R%s
L0 T 2w ‘En

2 3
ol [ E

~ 3
by Cols % v
und damit als Partikularlésung:

We o= az PO + a; P2
w, if [E%P—-(zm) cos?p)
b, = by P+ b, Py
iy = 1;35 (cos®e - %)
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Die Ausdricke stimmen erwartungsgemif mit der Membranlésung
Uberein, Schnitt- und Verschiebungsgréfen gewinnt man durch Ein-
setzen der Losungen in die Ausgangsgleichungen, wobel ebenfalls die

oben getroffenen Ndherungen ( &> 1) beriicksichtigt werden,

Normalkrifte aus (2. 10) bzw. (3. 22):

1 . 1
Ncp = ﬁg(@ cotp+3)+Q = - 2RS
N = 1—(‘§”+§)+Q‘ L Rs cos2
s R T3 s ee
N = 0
Ho

Momente und Querkridfte aus (3.4) bzw. (3.5) haben die Gréfenord-

nung ¢ (%) und kénnen somit vernachlissigt werden.
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6. Die Erfullung der Randbedingungen
6.1 Uberblick

Die klassische Theorie dinner Schalen erlaubt entsprechend ihrer
Ordnung 8 nur die Erfillung von 4 Randbedingungen pro Rand. Dies
erfordert die Zusammenfassung der finf austretenden Schnittgrofen
zuvier Randgréfen, was bekanntlich zur Einfilhrung von zwei Ersatz-

schnittgrofen fihrt:

Ersatzschubkraft : N =N+ -2 (6.1)
nt nt rt
= ° Mnt
Ersatzquerkraft : Qn = Qn + 5%, (6.2)

Mittelfldche Randkurve (Krimmungsradius ry )

Schalennormate Tangente
~\(-Norma(e

AN
n

}zur Randkurve

Bild 6.1:

ft
Die Wirkung des austretenden Drilimomentes wird ndherungsweise
der Schub- und der Querkraft zugeschlagen. Den nunmehr vier stati-

schen Randgréfen stehen vier geometrische gegentiber:

statische Vorzeichen
Randgrofie

geometrische
Randgrofle

N
n

ol

M
n

<
¥
~

Bei elastischer Lagerung (z.B. mit Randtrdger) sind zueinander ge-

hérige Groflen gekoppelt.

Indiesem Abschnitt sollen geschlossene Kugelschalen behandelt werden.
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Mitdenbisher beschriebenen Reihenlésungen, z.B. in w bei geschlos~

senen Kugelschalen (Dj = 0)

W 4
- m _m
W, B) = W, (9. 8) + % #1 6 vy () cos md (6.3)

oder allgemein

Wi, 8) = wplp.9) + 5, ¢ w, (9, 9) (6. 3a)

i¥1 i

mit den Freiwerten

=ern (i=1,2,3,4)

(Integrationskonstanten) 4 m+j

ist einvollstdndiges Funktionensystem gegeben, worin W die inhomo-
geneund alle w, die homogene Differentialgleichung erfillen. Im Sinne
der Annahmen liegt somit eine exakte Liésung vor, d.h, alle inneren
Tragwerksbedingungen (Gleichgewicht und Vertriglichkeit) werden

durch (6. 3) erfiillt.

Damit kann mansich aufein Randverfahren zur Bestimmung der Rand-
bedingungenbeschrinken. Die Erfillung dieser Bedingungen gelingt nur
inwenigenSonderfillen 'exakt’, z. B. bei rotationssymmetrischer Be-
randung. In allen anderen Féllen ist man auf ein Ndherungsverfahren
angewiesen. Hierbel sind die Freiwerte c; der Reihenidsungen so zu
bestimmen, daf die Randbedingungen mdglichst genau erfiillt werden,
Hierzustehen vor allem folgende Minimalbedingungen der Variations-

rechnung oder der Ausgleichsrechnung zur Verfiigung [ 64, II; 697:

1. Die Methode von Trefftz

in Anwendung auf das Castiglianosche Prinzip vom

Minimum des Komplementidrpotentials T

Der Funktionsansatz entspricht (6.3a):

M
W= Wy + 1221 e W, (6.4)
Das vorliegende Variationsproblem wird dabel in eine ent-

sprechende Aufgabe fiir die Randbedingungen transformiert.
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Die Minimalbedingung fithrt auf ein lineares Gleichungssystem

fir die M Freiwerte ¢ (i=1,2... M).

Die Fehlerquadratmethode (’least squares method’)

als Randverfahren.

Es wird gefordert, daff das mit P gewichtete Mittel des

Fehlerquadrates ff( iber £ Ridnder zu einem Minimum wird.

2 . o
J‘S Py (@.8) £F (0,95 €y, Cyy) ds =Min (6. 5)

1 K
mit fK: Abweichung von den geforderten Randbedingungen

(Fehlerfunktion)

Die Minimalbedingung féhrt auf M Bestimmungsgleichungen

flir die ¥Freiwerte ¢

3Q [ bt o Iy
sKKKac.l

= ds =0 (6.86)

o

L
= 2 %

K=1

ot

Die Kollokation (’point matching method’)

Do SK)

fir die Randgrofien aufgestellt, so daB dort der Fehler { ver-

Es werden M Bedingungsgleichungen an Punkten PK (

schwindet.

kY c c. .} =0 (i=1,2...M) (6.7)

£ x 1M

Pree
Dies sind N = M Bestimmungsgleichungen fiir die gleiche An-

zahl unbekannter Freiwerte ;-

Die Kombination einzelner Verfahren, insbesondere die

verbesserte Kollokation als Kombination der Methode vom

Fehlerquadratminimum mit der Kollokation (diskretisiertes
Fehlerquadratminimum, ‘least-square-point-matching tech-

nique’).
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Dabei werdenmehr Bedingungsgleichungen (N) an Punkten PK
(cpK, GK) formuliert als unbekannte Freiwerte ¢y vorliegen
(N > M). Der Ausgleich des iiberbestimmten Gleichungssy-

stems erfolgt im Sinne des Fehlerquadratminimums:

Q =
J

. [fj(

. 2 = NV
Py GK, Cl,...,cM)] = Min (6.8)

IIL\/JZ

Die Minimalbedingung fithrt wiederum auf M Bestimmungs-

gleichungen:
2_8" = 0 (i=1,2...M) (6.9)
i

Wiahrend die Variationsmethoden (Trefftz) den direkten physikali~-
schen Zusammenhang mit dem Elastizitdtsproblem aufweisen (dimen-
sionggerechte Energieausdriicke), fehlt dieser bei den Fehlerab-

gleichsprinzipien (nicht dimensionsgleiche Ausdriicke). Dieser Nachteil
zeigt sich besonders bei der Frage der Gewichtung einzelner Fehler-

ausdriicke, wodurch eine Dimensionsangleichung erreicht werden kann.

Die Methodenvon Trefftz undvom Fehlerquadratminimum haben als
Integralverfahren den Vorteil geringerer numerischer Fehleranfillig-
keit. DiesenVorzug weist auch die verbesserte Kollokation auf, da sie

als diskretisiertes Integralverfahren angesehen werden kann.

Durch die Auswertung der bei Trefftz und bei der Fehlerquadrat-~
methode auftretenden Integralausdriicke entstehenvor allem bel kompli-
zierten Rindern - wie z. B, bei nicht rotationssymmetrisch berandeten
Schalen - fast uniiberwindliche Schwierigkeiten; insbesondere dann,
wenn die Randkurve nicht mehr analytisch formulierbar ist. Dieser
Nachteil tritt bei den Kollokationsmethoden wegen der punktweisen
Formulierung der Randbedingungennicht auf. Thr Einsatz ist vergleichs -
weise einfach, setzt jedoch wegen der normalerweise auftretenden gro-
Ben Gleichungssysteme ebenso die Anwendung der elektronischen Daten~

verarbeitung voraus.
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Die Kollokationsmethoden haben dagegen den Charakter von Versuchs-
verfahren, bei denen tiber wichtige Fragen (nach der Gewichtung, der
Lage der Punkte, der Konvergenz u. a.) keine allgemein giiltigen An-
gaben gemacht werden kénnen. Sie konnen erst aufgrund numerischer
Erfahrungen beantwortet werden. Diese Unsicherheiten der Methode
sind jedoch bei dem hier vorliegenden Fall der reinen Randkollokation
nicht derartig gravierend wie bel einer Gebietskollokation oder einer
gemischten Anwendung. Beispielsweise lassen sich Punkte auf einer

Randkurve leichter gleichmafig verteilen als auf einer Fléche,

Aus denhier angegebenen Griindensoll zur Erfillung der Randbedingun-
genbeinicht rotationssymmetrischberandeten Kugelschalen, z. B. tber
polygonalem Grundrifi;, die Methode der Kollokation angewandt werden.
Dabei wird insbesondere die verbesserte Form im Sinn des Fehler-
quadratminimums benutzt. Das Verfahren wird im folgenden Abschnitt
ausfiihrlich behandelt, wobei auch die normale und die verbesserte

Form miteinander verglichen werden,

6.2 Die Kollokationsmethoden

6.2.1 Die normale Kollokation

Beschrankt man sich im Ansatz auf m Reihenglieder, d.h. pro Rand
auf insgesamt 4 m = M Freiwerte (Integrationskonstante), so formu-
liert man an n = m Kollokationspunkten der Randkurve die jeweiligen
4 Randbedingungen. Es werden also N = 4 n Bestimmungsgleichungen

aufgestellt, ebensoviele wie Unbekannte vorliegen,

Anzahl der Anzahl der

) N =M
Gleichungen Unbekannten
Anzahl der Anzahl der
Kollokationspunkte nos oy Reihenglieder

Das zugehorige lineare Gleichungssystem sei mit

A-c+r

= 0 (6.10)
(MM) (M) (MD)
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bezeichnet, wobel gilt

]
-
N
)

o
1 €y
o]
c . 3 C
2 CO i
c' Cq
, o Vektor aller unbe-
C(M1)= < r=1 Lor=A C4 r kannten Freiwerte
. ct
c” '
- e
m
°m €4
[ r ]
1
\
)
l"(M ‘)m { . L Vektor mit Anteilen aus der Partikular-
‘ 16sung
™M
L J
A(M M) Koeffizientenmatrix aus dem homogenen
Li

Anteil

Die Anwendung dieses Verfahrens bringt in den meisten Féllen keine
brauchbaren Ergebnisse, obwohl die Randbedingungennach Vorausset-
zung an n Punkten exakt erfiillt werden. Hierfir kénnen folgende Ur-

sachen vorliegen:

1. Zwischen den Kollokationspunkten entstehen gréBere Abwei-
chungenvomSollbetrag als zugelassen werden kénnen (starkes
Oszillieren) [59]. “”I Fehler

o Kollokations -
i AT, punkte

Sollkurve

Naherungslgsung

Bild 6.2:

2. Die Anordnung der Punkte hat wesentlichen Einflufl auf das
Ergebnis. Zur Punktverteilung kénnen keine allgemeinen

Angaben gemacht werden.
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3. Bine Verdichtung der Punkte (bei gleichzeitiger Erhshung der
Anzahl der Preiwerte) kann
a) zu linear abhidngigen Gleichungen fiihren [607,
b) die AbweichungenvomSollverlauf wesentlich vergrofiern

159].

Damit scheidet die normale Kollokationsmethode in der Regel als

brauchbares Verfahren zur Erfiillung der Randbedingungen aus, obwohl
sie wiederholt auch bei komplizierten Aufgaben benutzt wurde, vor
allem bei Plattenproblemen, z. B. [59bis 617]. Flache Kugelschalen
tiber polygonalem Grundrif behandeln Oravas u. a., in [51; 527,
tiber quadratischem Grundril Conway und Leissa [547], wobei

jedochkeine Vergleiche mit vorliegenden Ergebnissen angegeben wer-

den, Kugelsegmente werden in [ 53] berechnet.

6.2.2 Die verbesserte Kollokation (diskretisiertes Fehlerquadrat-

minimum)

6.2.2.1 Beschreibung des Verfahrens

Eine wesentliche Verbesserung der normalen Kollokationsmethode
laBt sich erreichen, wenn man mehr Bedingungsgleichungen (Kollo-
kationspunkte) aufstellt als unbekannte Integrationskonstante (Reihen-

glieder) mitgenommen werden,

Anzahl der Anzahl der

Gleichungen N> M Unbekannten

Anzahl der Anzahl der
n>m,

Kollokations punkte Reihenglieder

Damit ist dag Gleichungssystem Uberbestimmt (N-M Freiheitsgrade),
so dafl die Randbedingungen in den Kollokationspunkten nicht mehr
exakt erfiillt werden koénnen,

¢ +

: r =f (6.11)
M) (M1 (D) (N1
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DeneinzelnenGleichungenwerden Fehler f (j=1,2...N)zugewiesen,

J
dieim Vektor f zusammengefalt werden. Die Lésung des Gleichungs-
systems (6.11)wirdunter der Bedingung vorgenommen, daf die Sum-

me Q aller Fehlerquadrate minimal wird.
Q = £ f? = Min (6.8)

T
@ entspricht dem Skalarprodukt f-f:

@ =ff=(Ac+r (Ac+r)

oder

Q =c'AlA-c + 2c'Ar + rTr (6.12)

Wegen der Minimalforderung (6. 8) mufl die Ableitung der Fehlerquadrat-
summe @ nach jeder Unbekannten ci verschwinden (i-te Bestimmungs -

gleichung).

2R - -
gc—i (cl...cM) = 0 (i=1, 2, ... M) (6.9)

oder fur alle Bestimmungsgleichungen

2Q

= .1
o 0 (6.13)

Im ersten Term von (6.12) ist die sogenannte GauBsche Transfor-

mation enthalten ([ 717, S. 30).

ToA=T (6.14)

(MN) (NM) (MM)
T ist eine symmetrische Matrix, die positiv definit ist, falls die

Ausgangsmatrix A gpaltenreguldr ist, Damit stellt in (6.12)
Q - dTc (6.15)

eine quadratische Form dar, deren Ableitung nach € durch
—=2T¢ (6. 16)
C

gegeben ist [717.
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1
Da weiterhin gilt g g = I (Dinheitsmatrix) folgt aus (6. 13)

2Q
—=-2Te+2I'Ar=-0
X

oder

T T
A A ¢+ A-Ir=o0 (6.17)
MN) (M) (MDD (M) (D)

Dies bedeutet, dafl das urspringliche, iberbestimmte Gleichungs-
system nach Multiplikation mit der Transponierten der Koeffizienten-
matrix A in ein bestimmtes Gleichungssystem ibergeht.

Schema fir die verbesserte Kollokation:

1 i M

N=41f1>1\/[=4mr

N AA | TAT

mit der Koeffizientenmatrix A

ArnO

und den Untermatrizen A (s =1,2...n; m=0,1,,.m)
sm(4 4) r

i
f
t
]
Apmy™ 77 AT
]
f
3
m

Reihenglied m

Randbedi shudl Kol Robaa Fo bt
1ngun§g C1 C2 CS C4
v
1.
Kollokations - 2. A
- sm
punkt s 3. (46)
(o, 9_)
s s 4.
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Fir die Programmierung ist es dabei nicht erforderlich, A vollstéindig
abzuspeichern, da das dyadische Produkt QE'QJ' jeder einzeinen Zeile
uj (j=1,2...N) direkt in die Matrix T- AT‘A eingeschrieben werden
kann, Hierdurch wird der Speicherplatzbedarf unabhingig von der An-
zahl N der aufgestellten Bedingungsgleichungen bzw. der Kollokations -
punkte, Weiterhin 148t sich die Symmetrie von T ausnutzen, was bei-
spielsweise die Anwendung des numerischgiinstigen Cholesky - Ver-

fahrens zur Gleichungsauflésung gestattet.

Die einzelnen Fehler fi an den Kollokationspunkten lassen sich aus
(6.11) gewinnen, In (6.17) ist der Sonderfall der normalen Kollokation

mit M = N enthalten.

Die Methode der verbesserten Kollokation 148t sich als Diskretisierung
der allgemeinen Fehlerquadratmethode deuten; wenn man in (6,5)
das Integral durch eine Summe ersetzt (Betrachtung fir einen Rand und
p=1)

Diskretisierung N

Q= T f2As, = Min  (6.18)
j=1

Q=jf2ds=Min

Die zu jedem Punkt Pj gehorende endliche Randstrecke Asj 188t sich
als Gewichtsfunktion auffassen, Eine Verdichtung der Punkte entspricht

demnach einer kleineren Gewichtung der einzelnen Aussage,

6.2.2.2 Bisherige Anwendung des Verfahrens

Das Verfahren der kleinsten Fehlerquadratsumme in der diskretisier-
tenForm gehtauf Gaufl und Legendre zurilick, die es unabhéngig
voneinander am Ende des 18, bzw. Anfang des 19. Jahrhunderts be-
schrieben haben. Sie wird seitdem als GaufBisches Prinzip in der

Ausgleichsrechnung beim sogenannten Ausgleich vermittelnder Beobach-

tungen angewandt, insbesondere in der Geoddsie. Dort liegen gewohn-
lich mehr Beobachtungen als zu bestimmende Meflgrofien vor, so dafl
Fehlbetrige (Residuen) fi in den Bestimmungsgleichungen (Fehlerglei-
chungen (6. 11))zugelassenwerden, Der Ausgleich im Sinne des Fehler-

quadratminimums filhrt aufdie (G auBschen)Normalgleichungen(6,17).
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Neben diesen Verfahren sei noch das Tsche byscheffsche Prinzip
erwéhnt, bei dem das Maximum der Fehlerbetrige minimalisiert wird

[70; 72; 73].

Das Verfahrender verbesserten Kollokation wird erst in jingster Zeit

auf mechanische Probleme angewandt, da durch die Entwicklung der

elektronischen Datenverarbeitung die Aufl8sung grofer Gleichungssy-
steme ermdglicht wurde. Die Anwendung als Gebiets- und Randver-
fahren auf Platten behandelt Hoppe in [60], ein Vergleich mit an-
deren Ndaherungsmethodenistin[617] beschrieben, Bereits 1938 benutzte
Aas Jakobsen [45] das Verfahren zur Berechnung von im Grund-
riff polygonal begrenzten Kugelschalen nach der Membrantheorie, um
die Randbedingungen zu verbessern (Verschwinden der austretenden
Normalkraft). Es wurden jedoch wenig Reihenglieder mitgenommen,
Das Randwertproblem beider Lagerung eines Rohres auf einer starren
Schneide 16st Brandes {[62] mitHilfe der verbesserten Kollokation.
Die Randbedingungen an Lidchern in einer flachen Kugelschale werden

in {63] mit dem Verfahren niherungsweise erfiillt.

6.2.2.3 Eingzelheiten bei der Anwendung des Verfahrens

Die folgenden wichtigen Fragen bei der Anwendung der verbesserten
Kollokation sind in der Regel problemabhingig. Es sind deshalb keine
allgemein giltigen Aussagen zu machen; vielfach koénnen erst Ver-

gleichsrechnungen eine Antwort geben (siehe Abschnitt 7: Beispiele).

In der Ausgleichsrechnung ist hiufig ein Vielfaches an Gleichungen
(MeBwerten) gegeniiber der Anzahl der unbekannten Freiwerte notwendig.
N =p M zB o>3

Im Gegensatz hierzuhat sich bei der Anwendung auf mechanische Pro-
bleme gezeigt, daB hiufig schon die doppelte Anzahl eine ausreichend

genaue Erfillung der Bedingungen bewirkt [60 bis 63].

1\7—“;:“21\/1 (o~ 2)
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Beidenindieser Arbeit behandelten Problemen wurde p bis auf 4 erhéht.
Numerische Schwierigkeiten haben sich nicht gezeigt, die Lésung ver-

besserte gich gegeniiber p = 2 jedoch nur unwesentlich.

Im allgemeinen wird man die Kollokationspunkte auf einer Randkurve
zundchst gleichmafBig verteilen, Es ist jedoch unter Umstidnden sinnvoll,
die Punkte inden Bereichen zu verdichten,wo von den Funktionen grofie

Verdnderungen erwartet werden oder indenen man eine hohere Genauig-
keit von ihnen verlangt. Die Verdichtung kann sich auf einen Teil der

Randbedingungen beschrénken.

Die Verteilung der Kollokationspunkte hédngt direkt mit der Frage der
Gewichtung zusammen. Dies ist aus Gleichung (6. 18) ersichtlich, wenn
man statt fj einen 'gewichteten’ Fehler*f"j = fjw/Asj definiert, Das ent~-
spricht der Multiplikation jeder Zeile der Fehlergleichungen (6.11) mit
einem Gewichtsfaktor g =+/ As,’ (j=1,2...,N):

] J !

G.A‘c + Gr = Gf (6.19)
mit einer Diagonalmatrix G , die die Gewichtsfunktionen enthalt:
1

= g
(NN Z.. (6. 19a)

A,gN
Die Minimalbedingung Q = Min ergibt dann (mit GT= G)

AGEA-¢ + A-Gr -0 (6.20)

mit der Matrix

(NN) (6.20a)
e
8N

worin die Quadrate der Gewichtsfaktoren g; enthalten sind.
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Die Multiplikation einer Bedingungsgleichung (Zeile O.j) mit dem ganz-
zahligen Faktor gj ist demnach gleichbedeutend mit der gjz - fachen
Formulierung dieser Bedingung in einem Punkt oder niherungsweise
in der engeren Umgebung des Punktes. Das entspricht jedoch einer
Verdichtung der Kollokationspunkte an dieser Stelle. Fiur 62 =1

(Einheitsmatrix) geht (6.20) in den Fall ohne Gewichtung (6. 17) tber.

Zur Wahl der Gewichtsfaktoren liegen bisher wenig Aussagen vor. Bei
den hier behandelten Problemen der verbesserten Randkollokation hat
sich eine Gewichtung als nicht notwendig erwiesen. Sie ist dagegen bel
der Anwendung als gemischtes Verfahren(Rand- und Gebietskollokation)
unumgénglich, da es sich dann um Bedingungsgleichungen mit vollig

unterschiedlichem Charakter handelt,

3. Nebenbedingungen

Es kannin manchen Fallensinnvoll sein, auBler den Ausgangsgleichungen
(6.11) gewisse Nebenbedingungen an die Lésung zu stellen., In der Aus-
gleichsrechnung tritt dieser Fall als 'vermittelnde Beobachtungen mit
Bedingungsgleichungen’ auf; {737], S. 270. Neben der Moglichkeit,
mit Hilfe der Bedingungsgleichungen die Anzahl der Unbekannten in
den Fehlergleichungen zu reduzieren, wird dort vielfach die Methode
der Lagrangeschen Multiplikatoren (Korrelaten) auf die Extremal-

aufgabe (6.8) Q = Min angewendet. Sind mit

"C o+ q = (B < M) (6.21)
@M MD (B

'

B zusidtzliche Bedingungsgleichungen fiir die M Unbekannten ¢y gegeben,
so werden diese mittels L,agrangescher Multiplikatoren 2 Xb

(b=1,...B)der Funktion Q (6.12) zugeschlagen,

Q = @+2xX(Pc+q) = min (6.22)

mit dem Vektor X.(LB) = {)\1, Cey )\B}
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Die Minimalbedingung fiir die IL.agran g esche Funktion ZQ- besagt

L§_=w_+2PT~XT=o (6.23)
e s¢

(s %

oder mit (6. 17)

T T T T
A A ¢c+ A'r+P-AN=0 (6.24)
MN) (NM) (M1) (M (ND)  (MB) (B.1)

Zusammen mit (6.21) ergeben sich damit B + M lineare Gleichungen
fiir die unbekannten Gréflen ¢ 5 Aj...\,. Der wohl wichtigste

it M B
TFrall von Nebenbedingungen bei mechanischen Problemen ist die Forde-

C

rung, einen Teil der Randbedingungen exakt zu erfillen, den Rest im

Sinne des Fehlerquadratminimums:

Normalgleichungen:
T T ToT
A-Arc+ A+ AN -0 (6.25)
Bedingungsgleichungen:
Arc+ =0 (6.26)
mit dem Schema:
1——— M
1
| A48
N-B
[ D zugehoriges
' A -F Gleichungs -
B ! ! ! system
T T T AT
A Ap | AA | FATR

Bei rotationssymmetrischer Berandung mit einem Randwinkel ¢ = P

geht der homogene Teil des Ansatzes (6. 3) in ein trigonometrisches
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Funktionensystem iiber, da er am Rand nur vom Umfangswinkel ¢

abhéngt.
@ 4 m m
Wy g =% £ Cow | _  cosmp
®7PR  m=o j=1 4 1 ®7%
oder
@© m
\ = % A cos m4g (6.27)
H 1cp=ch m=o ‘CP_CPR

Werdennundie Randbedingungen imSinne der verbesserten Kollokation
punktweise erfullt, so liegt der Fall der diskretisierten Fourier -
analyse (Schemaverfahren)vor, beiderdie Fourierkoeffizienten wm
ebenfalls iUber das Fehlerquadratminimum bestimmt werden [707.
Diese Wirkung 148t sich auch numerisch zeigen, wenn man bei gleicher
Anzahl m der mitgenommenen Reihenglieder die normale Fourier -
entwicklung einer Randbedingung mit dem Verlauf aus der punkiweisen
Formulierung (verbesserte Kollokation) vergleicht und dort die Anzahl
der Punkte immer mehr erhoht. Bild 6.3 zeigt den homogenen Randlast-
fall Ncp am Rand fir eine Kugelschale unter Eigengewicht auf 6 Einzel-

stitzen, dessen Fourierentwicklung durch

N )
oH 2 by SILME  osmd
q e m=6,12... m

- gegebenist, Schonbeider vierfachen Anzahl der Gleichungen (N = 4 M)
1l4Rt sich der Unterschied zur Fourierentwicklung zeichnerisch nicht

mehr darstellen,
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In der Ausgleichsrechnung treten bei der Auflésung der Normalglei-
chungen (6.17) hiufig numerische Schwierigkeiten auf, da die Glei~
chungssysteme schlecht konditioniert sind. Im vorliegenden Fall der
reinen Randkollokation trat dieses Problem nicht auf, obwohl in den
Elementen der Matrix T = A'-A wegen der verschiedenen Reihen-
glieder sehr grofie Unterschiede vorlagen. Diese lielen sich jedoch

durch eine Normierung beseitigen,

Fiir den Fall schlecht konditionierter Normalgleichungengibt Schwarz
in [72] ein Verfahren zur Ldsung der Fehlergleichungen (6. 11) unter
Vermeidung der Normalgleichungen an, welches eine gréfiere nume-

rische Stabilitit aufweisen soll.

Fiir denSonderfall der rotationssymmetrischen Berandung ist die Kon-
vergenz wegen der Fourierentwicklung in Umfangsrichtung offen-
sichtlich. Im allgemeinen Fall kann die Konvergenz aufgrund von

strengen Abschédtzungen erhirtet werden. Dies ist jedoch nicht Aufgabe
dieser Arbeit. Fir praktische Belangeist es in der Regel ausreichend,
den maximalen Fehler jeder Randgrofle zu bestimmen, Die Unter-
schiede in den Fehlern der einzelnen RandgroéBen konnen dann als

Grundlage fir eine Gewichtung bei einer erneuten Rechnung dienen,

6.3 Rotationssymmetrische Berandung

Bei einer rotationssymmetrischen Berandung gehen die durch (6. 1)

und (6. 2) definierten ErsatzschnitigréBen fir n» pund t » & (1"t = R;

dst = R singpd4$) dber in

=

NM = Ng * I—{ﬁi (6. 28)
p— M’,s
3) = Q PR (6.29)

() [} ’ R sing
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Die Randbedingungen werden bei nicht rotationssymmetrischer Bela-
stung in einer Fourierreihe entsprechend den Schniti- und Ver-
schiebungsgrofien (4.52) entwickelt. Dadurch kénnen 4 Bedingungs -
gleichungen fiir jedes Reihenglied getrennt formuliert werden, mit
denen die jeweiligen 4 Integrationskonstanten c™ (bzw. 8 Konstanten
bei offenen Schalen) bestimmt werden, Der Anteil aus der homogenen

Loésung ist mit (4.63) gegeben.

Nebendieser direkten Bestimmung der Konstanten aus den Bedingungs-
gleichungen ist es auch Ublich, ein baustatisches Verfahren (Kraft-
oder VerschiebungsgroBenverfahren) flir die Berechnung der statisch
unbestimmt gelagerten Schale zu verwenden, dies besonders dann,

wenn die Schale an andere Bauteile angeschlossen ist.

Anstelle der analytischen Formulierung des Randwertproblems ist es
auchmoglich, die Randbedingungen punktweise mit Hilfe der verbesser-
ten Kollokation einzuarbeiten, Der Aufwand ist jedoch bei rotations-

symmetrischer Berandung unnotig.

6.4 Nicht rotationssymmetrische Berandung

Liegt eine Schale mit nicht rotationssymmetrischer Berandung vor,
soscheidet eine exakte Losung des Randwertproblems in der Regel aus.
Als Naherungsldsung soll hier die Methode der verbesserten Kollo-
kation benutzt werden, die wegen der punktweisen Aufstellung der

Randbedingungen auch auf komplizierte Berandungen anwendbar ist.
Als Beispiel wird eine im Grundrifl polygonal begrenzte Kugelschale
gewdhlt, bel der die Randkurve {(Kleinkreis) analytisch formulierbar
ist. Hierdurch wird die Allgemeingiltigkeit des Verfahrens nicht

eingeschrinkt, nur ist es nicht notwendig die Geometrie punktweise
zu erfassen, Im Bild 6.4 sind einige Kugelschalen liber einem regel-

méBigen Vieleck dargestellt (e: Anzahl der Ecken).
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Bild 6.4:Schalen iiber regelmdfBligem Vieleck .
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6.4.1 Geometrie der im Grundrif polygonal begrenzten Schale

Eine Kugelschale sei durch ebene Schnitte begrenzt, die im gewshiten
Sonderfall auf der Grundriffliche senkrecht stehen und im Grundrif
einregelméfBiges Vieleck erzeugen, Die Eckpunkte E liegen auf einem

Breitenkreis ¢ = ®,; bei e Ecken betrigt der halbe Sektorwinkel
1800

oS o Die Randkurvengind Kleinkreise mitdem Radius a (Bild 6.5

und 6.6),

—y

- L ain® Bl 0
a R\/1 gin’ ®, cos «90 (6.30)
Der Umfangswinkel § werde vom Eckmeridian (§ = 0) aus gemessen,

Um die Randbedingungen in einem Randpunkt P aufzustellen, ist es
erforderlich, die in ¢ und § dargestellten Schnitt- und Verschiebungs-~
grofen in die Richtungen der Tangente (t) und Normale (n) zur Rand-
kurve zu transformieren. Hierzu wird ein neues Koordinatensystem
8,y so eingefuhrt, daf der Randkreis mit einer Koordinatenlinie

3 = konst zusammenfillt, Tangente und Normale andie Randkurve in P
fallen dann mit den Tangenten an die Koordinatenlinien zusamimen.
Die Koordinatenlinien g, ¢ und §, ¢ sind um den Winkel y gegenein-

ander geneigt,

Aus dem Dreleck OPQ der Einheitskugel (Bild 6.7) lassen sich mit

den Sétzen der sphirischen Trigonometrie folgende Beziehungen auf-

stellen:
cosgp = cosd cosy (6.31a)
- tan &
= .31
tand sy (6.31b)
cos§
i = 6.32
siny oo s ( a)
oder coty = coseo tan® (6. 32b)
i = = & . /1.gin? 24 =
mit cosd = a, = B 1 ~sin p, co8 «90 konst. (6.33)
und § =90 -6 -9 (6. 34)
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z
|
o]
S b Randkreisradius :
a=Ryf1— sin2 ;cos2,
E
(
¥y Eckpunktebene
v (Grundkreis Q=)

ke y=R-sin@ cosﬁ,«-!

R-sinPy —%

~Eckmeridian
S R=0

X X ISeif.é_nriﬁl

Bild 6.5; Kugelschale Uber einem Vieleck (e=6)
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Die Gleichungen (6.31) gestatten die Ermittlung der Koordinaten ¢
und § eines Randpunktes P (§ = konst) aus der vorgegebenen Rand-
koordinate §, gemessen vom Scheitel des Randes. Mit (6. 32) 146t sich

der zugehorige Transformationswinkel y bestimmen.

Neben den Koordinaten ¢ und ¢ wird ihre Ableitung nach dem Rand-

winkel § benétigt:

LR -

>4 sin («90 8) (6.35a)
3%

g‘q‘}' = COtQp cos (190 - \9) (6.35b)

6.4.2 Trangformation derSchnitt- und Verschiebungsgroéfien am Rand

Mit der Transformationsmatrix (Bild 6.8) [

et (-0)
3
Y
A
9 ‘n( 5)
Bild 6.8: Drehtransformation
cos y ~-gin y
(2,27 sin y cosy (6. 36)

werden sdmtliche Schnitt- und Verschiebungsgrofen wie folgt in Rich-

tung tangential bzw. normal zur Randkurve transformiert:

N N N, Nos
N N = D" N x |'P
tn t L 9o 4
M M| [ ™ M
n nt “‘DT ® O8] D
Mtn M'[J _Mﬁcp M«‘)
i [ 1 6.37
Wl ile (6.37)
=p-
_Qt_ _Q@‘
‘un" T’-ucp—
=p.
L Y% L % |
- o
n T
=D ¢
8 8y |
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. -1
Dabei werdendie Membrankrifte und Momente wegen D= DT einer

Ahnlichkeitstransformation unterworfen. w bleibt unverédndert.

Die Ersatzkréfte sind durch (6.1) und (6.2) definiert, wobei fir r

der Radius a des Randkleinkreises und 8 = ady einzusetzen ist:

- Mnt
nt Nnt a (6.38)
- aMnt
Qn = Qn + asy (6.39)
aM 3 M 3 M
mit ato. 20t 39, O7nt 36 (6. 40a)
2y 3 3y 8 Y
bzw. mit (6. 35)
aMnt .
5T = Mnt sm(@o Q) - Mnt cote cos (60 -3) (6.40Db)

Dazu wird in
Mo, = (-Mcp+M«9) siny cosy + Mcp«‘} (cos? y -sin®y)  (6.41)

vy mit (6.32Db) und (6.34) durch ¢ und ¢ ausgedriickt. Beachtet man

ferner, daf fur jedes Reihenglied m gilt:

iy M
® ©
, -mtanm§
M«f} M«‘)
Mc’p«‘} = mcotmdég Mcp%
so geht (6,40b) nach Ausfihrung der Ableitungen fiir jedes Reihenglied
iber in
%L- [~—1-(M'+M')sin2 + M cos2y] sin(§ -8)
ER 2 gl By [OF:S Y o

(6.42)

(_Mcp+M ) cos(so-_e) b +Mcp«9 COS(SO - 9) b2

4 1

mit den Abkiirzungen:

b =w[0032 (sinfp+cotPpsiny) ~mtanm@ cosy cosgp] (6.42a)
1 " Sing v ® gsiny y cosp

I

bz sing

2siny sin2y (sin®gp+cot®y siny)+mcot mg cos 2y cos
Y Y ® ®© Y ©®

(6.42b)
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Um sédmtliche Transformationen durchfihren zu kénnen, wird der mit

(4.60) definierte Vektor um B;n und die Ableitungen M s M;n und
- P
M:;ls ergiénzt und die nicht erforderlichen Gréfen @m, Nm% und G weg-~
® ®
gelassen ( s . sm ).
erg
1 Ncr;l W cos mg
N\gn cos m$
N:;l@ sinm 4§
M:pn cos md
M\f}n cos m4g
m .
Mcp«‘) sinm$ von {4 abh#ingiger
Q:; cos m Funktionalanteil
{ Am _em . » ¢ines Reihenglieds
Q@ S erg (6.43) |sinm® ‘ N -
m als jeweiliger Fak-
Eu cos m4
[543 tor
Eug1 sinm$ m s
o s erg erg
Ew cos mG
E rsgl cosm4ig
E B;n sinm$@
M cosmé
©®
M:;l cosm#
m. .
(Mo (16, 1) sinm$
m m m
mit Serg = Berg W (6.44)
(16,1) (16,8) (9,1)

B™ wird um die entsprechenden Zeilen vermindert und durch die in
Tafel 6.1 angegebenen vier Zeilen erweitert. Die Schnitt- und Ver-
schiebungsgrofen tangential und normal zum Rand werden fir ein Rei-

henglied m im Vektor $_ zusammengefaBit,

R
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:.TSQ
(u+ 1097 )y~ (z—pwe)-h100-y 0 ) 0 Ow
M 9 w i &
0 (T (Mg | goasthig 0 0 L83
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J% Lo s (6. 45)
&)

L*%J (a1

MitdenGroBenin Meridian- und Ringrichtung besteht nach Durch-

fiilhrung der Transformation (6, 37) folgender Zusammenhang:

Sp =H - Serg (6.46)

(161)  (146) (16,1)

Hierin ist ¥ eine in Tafel 6.2 definierte Transformationsmatrix,
Fiir die Formulierung der Randbedingungen werden die jeweils

4 RandgroéBen hierin ausgewdhlt.

sR,redzHred'serg (6.47)
4,1 (6,16) (16,1)
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6.4.3 DieKollokationbeiim Grundrif polygonal begrenzten Schalen

Bei einer Schale mit einem Grundrif in Form eines regelmifigen
Vielecks liegen von der Geometrie her Symmetrien zu den Achsen

durch die Eckpunkte und die Sehnenmittelpunkte vor (Bild 6. 9).

Bild 6.9: Symmetrieachsen

Weist auch die Belastung diese Symmetrien auf, z.B. bel rotations-
symmetrigcher Lastanordnung, so kann man sich auf die Behandiung
eines Sekotrs mit9 = 0big g ={)Obeschrénken, muB aber die Symmetrie

im Ansatz beriicksichtigen. Damit kommt bei e Eckpunkten nur jedes
e-te Reihenglied in Frage (m =e, 2e,...). Das bedeutet fiir die

normale Kollokation, daB man bei Mitnahme von m Reihengliedern,
n=m. Punkte am Sektorrand verteilen kann. Bei der verbesserten

Kollokation ist die Anzahl n der Punkte hierdurch nicht beschrankt,

Die Verteilung am Randkreis wird man zunichst gleichméBig vornehmen,
wobeider Eck-und der Sehnenmittelpunkt fiir manche Randgroéen aus -
zusparenist, da er durchden Ansatz mit sinm9 bzw. cosm®S flir 8 =0

bzw., § = {}O Null ergibt (Bild 6. 10).

28 -1 28 -1
Vo= oL A rral N (6.48)
mit tan % = tan 9, sln«‘)O (Bild 6. 5)

Sind stark versnderliche Randbedingungen einzuhalten, z.B. bel einer

Einzelstutzung, kann eine Verdichtung der Punkte sinnvoll sein.
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Randkreis

Bild 6.10: Sektor mit Kollokationspunkten
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7. Zahlenbeispiele

7.1 Vorbemerkungen

Fir die im folgenden angefiihrten Beispiele wurde ein Programm in
ALGOL geschrieben und die Rechnungen auf der Rechenanlage TR 4
der Universitdt Stuttgart durchgefithrt. Als Lastfall wird fir alle
Beispiele konstanter Auflendruck p gewdhlt. Die Membran- (= Parti~

kular-) -18sung lautet:

N =N, = -BRR

®p %p 2
. _DB® .

Wp T -ggn (oW

In den Rechnungen werden bis zu 11 Reihenglieder (m = 0 mit 3 Inte-
grationskonstanten und m =e, 2 e, ... 10 e mit je 4 Konstanten) be-
riicksichtigt. Dabei zeigt sich, daB abgesehen vom unmittelbaren

Randbereich ab dem 6. Reihenglied (m = 5 e) keine wesentlichen Ver-
anderungender Schnitt- und Verschiebungsgrofen auftreten; dies ist
u. a. eine Folge der ’gutartigen’ Belastung und der 'gleichartigen’

Randbedingungen.

Fir den Fall mit 11 Reihengliedern werden 20 Kollokationspunkte
gleichm#Big Uber den Rand verteilt. Damit stehen 4 x 20 = 80 Bedin-
gungsgleichungen den (10 - 4 + 3) = 43 unbekannten Integrationskon-

stanten gegeniiber. Auferdem gilt:

1, Eine Verdichtung der Punkte im Eckbereich sowie eine Er-
hohung der Anzahl der Kollokationspunkte bringen abgesehen

vom unmittelbaren Randbereichkeine nennenswerte Anderung.

2. Die Mitnahme der Ecke als Kollokationspunkt bewirkt dort
zwar einen geringeren Randfehler, fihrt jedoch im sonstigen
Randbereich auf sehr groRfe Abweichungen (bis zu 400 % in
den RandschnittgréBen, bezogen auf den jeweiligen Maximal-

wert im Schalenbereich).

3. Bei Aussparung des Eckpunkies treten erwartungsgeméf dort
inallen Randgroéfendie maximalen AbweichungenvondenSoll-

werten auf (bis zu 10 %). Sie sind jedoch wesentlich geringer
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als bei Mitnahme des Eckpunktes. AuBierdem sind die Rand-

fehler auBerhalb des Eckbereichs sehr klein.

4, Verdnderungen der Lage der Kollokationspunkte wirken sich

nur im unmittelbaren Randbereich aus.

Es ist jeweils der Fall mit 11 Reihengliedern und 20 Kollokations -
punkten (ohne Eckpunkt) aufgetragen. Um die Unsicherheit der Rand-
werte, insbesondere in Ecknihe, anzudeuten, ist der Verlauf in diesen

Bereichen in den Diagrammen gestrichelt angegeben.

Eine unterschiedliche Gewichtung der RandgréBen wird nicht vorge-

nommern,

7.2 Die eingespannte Kugelschale iiber quadratischem Grundrif

Die allseits eingespannte Kugelschale iiber quadratischem Grundrif
wirdvon Conway und L.eissa in[54] behandelt, wobeidie Autoren
die Theorie flacher Schalen verwenden und bei Mitnahme von drei
Reihengliedern die Randbedingungen an drei Punkten exakt erfiillen
(normale Kollokation). Fiir diesselben Abmessungen wird eine Rech-
nung nach dem oben beschriebenen Verfahren (Theorie nicht flacher
Schalen, verbesserte Randkollokation) durchgefihrt. Die Ergebnisse
werden weiterhin mit denen einer Kugelschale mit kreisférmigem
Grundril (rotationssymmetrisches Problem) verglichen, deren Grund-
rif dem Quadrat einbeschrieben ist.

Die Schale mit ihren Abmessungen ist in Bild 7.1 dargestellt. Es han-
delt sich um eine verhilinismaBig dicke Schale mit dem Verhiltnis g— = 30.
Die Randbedingungen fiir die Einspannung sind \

u = u = w = f§ = 0

sodaB sicheine Transformationder Randgrofen gemaB (6.47) eribrigt.


ibbaf
Textfeld


- 133 -

0

\

N
/

N

S~

Bild 71: Eingespannte
quadratischem Grundrif3

Kugelschale

Schnitt 1-1

R=90in~229 m
hz 3 in=762cm
95 35°
95 48°

-
L

p= 1psiMO,0703g‘,%2|

Grundrif3  der
Vergleichsschale

Uber


ibbaf
Textfeld


~ 134 -

Die grofite Abweichung einer Randverschiebungsgrofie vom Sollwert
Null tritt im Eckpunkt bei {Sn auf und betrigt 3,8 % (bezogen auf den
Maximalwert innerhalb der Schale). AuBerhalb des Eckbereiches sind

die Fehler wesentlich kleiner (< 0, 5 %),

In den Bildern 7.2 bis 7.5 ist der Verlauf der Membrankrifte N und
N@, des Biegemomentes Mcp und der Normalverschiebung w fﬁrcpver-
schiedene Meridianschnitte dimensionslos aufgetragen, Weiterhinsind
die Ergebnisse von C onway/Leissa ( C/L. ) [54] fiir den Schei-
telschnitt ¢ = {}O und die GréBen einer einbeschriebenen Kugelschale

tiber kreigférmigem Grundrif ( ﬁ) angegeben.
7

Der Vergleich zeigt eine weltgehende Ubereinstimmung aller GréBen
fir den Scheitelschnitt ¢ = “90 mit der einbeschriebenen Kugelschale.
Dabei sind die Abweichungen teilweise wesentlich geringer, als in
[54] angegeben wird. Die Eckbereiche entziehen sich weitgehend der
Lastabtragung. Sowohl Ncp und N@ als auch die Biegemomente streben
dort gegen Null, Wéhrend die Membrankrifte in den verschiedenen
Meridianschnitten prinzipiell ihren Verlauf nicht &ndern, trifft dies auf
das Biegemoment M im Randbereich nicht zu. Das relativ langsame

Abklingverhalten ist auf das grofie Verhiltnis Bfi zuriickzufithren,
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7.3 Die Kugelschale iber quadratischem Grundriff bei

Binderscheibenrandbedingungen

Es soll eine Kugelgchale iiber quadratischem Grundri untersucht

werden, deren Rinder Binderscheibenbedingungen unterworfen sind

(Schubkraftstitzung)
N =0
n
M =0
n
u, o= 0 \
w =0

Dieser Fall wird von Zimmer [49] auf der Grundlage der Theorie
flacher Schalen mit Reihenlésungen behandelt, Anhand einer in [49D]
untersuchten dinnen Modellschale (G FK) mit dem Verhiltnis }% = 530
(Bild 7.6) sollen die Ergebnisse miteinander verglichen werden., Ein
Vergleich mit einer Kugelschale iliber kreisformigem Grundrif ist

wenig sinnvoll, dahierbeidie Lastabtragung ohne Schubkrifte nur {iber

Querkrifte und somit wesentlich ungtinstiger erfolgt.

Der Verlauf der Membrankréfte Ncp und N{}’ des Biegemomentes M
und der Normalverschiebung w ist fiir verschiedene Meridianschnitte
in Bild 7.7 bis 7.10 aufgetragen und den Ergebnissen von Zimmer
(Z) gegeniibergestellt, Da bei der Theorie flacher Schalen im Gegen-
satz zu nicht flachen Schalen bei Nn = 0 am Rand die Bedingung u = 0
mit der Forderung verschwindender Randdehnung €, = 0 identisch ist,
igt der Verlauf der Gréfen flir den Meridian ¢ = 0 in diesem Fall

(e;t = 0) ebenfalls angegeben.

Die groften Randfehler tretenbei Mn auf: im Eckpunkt 8, 3 % und auler-
halb des Eckbereichs 0,4 %, jeweils bezogen auf den Maximalwert im

Schalenbereich.

Der Verlauf der Membrankrifte weicht wegen der unginstigen Randbe-
dingungen erwartungsgemil stark von der Membranlosung ab. Da der
Eckpunkt im Gegensatz zu den sonstigen Randpunkten unverschieblichist,

nimmt die Meridiankraft Ncp im Eckbereich big zum dreifachen Wert der
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Membranlésung (-~ %E—) zu, Dies bewirkt entsprechend der dritten Gleich-
gewichtsbedingung, dafi der Verlauf der Ringkraft N% in den Zugbereich
iiberschligt. Die Biegemomente M habendentypischenCharakter einer
Randstérung und klingen verhéltnicgméfsig rasch ab. Die Bilder zeigen
eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Zimmer [487,
wobei der Fall mit €, = 0 anstelle verschwindender Tangentialver~
schiebung u = 0 eine bessere Anniherung bringt, Es ist jedoch zu
beachten, daf zur Ecke hin der flache Schalenbereich verlassen wird

(e > 300) und die Theorie flacher Schalen ihre Gultigkeit verliert.
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7.4 Die Kugelschale iber dreieckigem Grundrifl bei

Binderscheibenrandbedingungen

Esg soll eine Kugelschale unter Auflendruck mit dem Grundrif in Form
eines gleichseitigen Dreiecks (Bild 7. 11) untersucht werden, die wie

das vorangegangene Beispiel am Rand Binderscheibenbedingungen auf-

R

Es handelt sich um eine diinne, flache Schale mit dem Verhéltnis %- =333,

weist,

0
0
u =0
0

Die Bilder 7. 12bis 7. 15 zeigen prinzipiell einen dhnlichen Verlauf der
Schnitt-und Verschiebungsgrofien wie bei der Schale mit quadratischem

Grundrif, Der Eckbereich ist lediglich etwas weiter ausgeprigt.

In Bild 7.16 ist der Verlauf der Randschubkraft Nnt iber dem Rand-
winkel § aufgetragen. Der EinfluB des Drillmomentes Mnt auf die
Ersatzschubkraft {Auflagerkraft) ﬁnt ist verschwindend gering. Zum

Eckpunkt hin nimmt die Schubkraft ab, da N dort gleich Null ist und

[OR)
Ncp und N@ ebenfalls abnehmen,
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8. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit werden diinne Kugelschalen mit konstanter Wanddicke
bei nicht rotationssymmetrischer Berandung behandelt, Neben einem
Uberblick iiber das vorliegende Schrifttum wird ein praktisches Be-

rechnungsverfahren angegeben. Dabei werden zwei Ziele verfolgt.

1. Die exakte Erfiilllung der Differentialgleichungen

Auf der Grundlage der klassischen linearen Schalentheorie nach
Kirchhoff/Love wird ein Differentialgleichungssystem in einer
Spannungsfunktionund der Normalverschiebung aufgestellt. Das System
8. Ordnung wird nach Entkopplung tiber die iibliche Fourierentwick~
lung aller GroBenin Umfangsrichtung in vier gewdhnliche Differential-
gleichungen 2. Ordnung aufgespalten. Nach Transformation der homo-
genen Gleichungen in Legendresche bzw, hypergeometrische Dif-
ferentialgleichungen werden die exakten Loésungen in Form von zuge-
ordneten Liegendre - Funktionen bzw, hypergeometrischen Reihen
bestimmt, Fir die teilweise langsam konvergierenden Reihenldsungen
wirdein ALGOL - Programm erstellt (Anhang 1), Die Lésungen werden
entsprechend ihrem physikalischen Gehalt in die homogene Membran-
l6sung, die dehnungslosen Verformungen und die Biegerandstdrungen
aufgeteilt. Die Abhéngigkeit sdmtlicher Schnitt- und Verschiebungs-

grofen von den Losungen wird in Matrizenschreibweise angegeben,

Daneben werden einige bekannte Niherungen des homogenen Problems
abgeleitet (Theorie flacher Schalen, Ndherungen nach Geckeler und
Aas Jakobsen). AuBlerdem wird gezeigt, wie eine Partikularldsung
bei einem allgemeinen Belastungsfall in Form von Legendreschen

Funktionen ermittelt werden kann,

2. Die ngherungsweise Erfillung der Randbedingungen mit Hilfe der

Die Randbedingungen bei Kugelschalen mit nicht rotationgssymmetri-
schem Rand werden punktweise aufgestellt, wobei mehr Bedingungs-
gleichungen formuliert werden als unbekannte Freiwerte (Integrations-

konstante) mitgefithrt werden, Dies bedingt ein tiberbestimmtes lineares
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Gleichungssystem, welches ndherungsweise iiber eine Gauf - Trans-
formation im Sinne dés Fehlerquadratminimums geldst wird (diskre-
tisierte Fehlerquadratminimum -Methode oder verbesserte Kollokation).
Abschitzungen flir den Fehler koénnen gegeben werden, Hierzu werden
noch wesentliche Fragen, z.B. zur Anzahl und Anordnung der Kollo-
kationspunkte, Gewichtung der Gleichungen, Einarbeitung von Neben-
bedingungen diskutiert. Anhand von Kugelschalen mit einem Grundrif
inForm eines regelmiBigen Vielecks wird die Anwendung des Verfah-

rens exemplarisch gezeigt.

Fir die numerische Rechnung ist ein Programm in ALGOL erstellt

worden.

In drei Beispielen einer Kugelschale unter AuBendruck (eirgespannt
tiber quadratischem Grundrif, mit Binderscheibenbedingungen ijber
quadratischem und dreieckigem Grundrif) wird der Verlauf einiger
Schnitt- und Verschiebungsgrofen lings verschiedener Meridiane be-
stimmt. Die Abweichungender RandgréBen von den vorgegebenen Soll-

wertensind kleiner als 0,5 %, bezogen auf die zugehérigen Maximal-

werte im Schalenbereich. Lediglich in den Eckpunkten sind die Ergeb-

nigge unsicher,

Es zeigt sich, dal das Verfahren fiir die Berechnung von Schalen mit
komplizierten Réndern geeignet ist. Auchinhomogene Randbedingungen
lassen sich einarbeiten, nur nimmt der Aufwand in diesem Fall be-
trachtlich zu. Die Methode ist auch beiScheiben und Platten wiederholt
benutzt worden., Eine Anwendung der verbesserten Kollokation als

Gebiets - und Randverfahren beiSchalen, derenDifferentialgleichungen

nicht 16sbar sind, ist grundsétzlich moglich; die numerischen Schwie-
rigkeiten werden jedochnicht gering sein., Es erscheint dann sinnvoller,
die Kollokation auf den Rand zu beschrinken und fiir den Bereich eine
geeignete N#dherungslosung (z. .B. ein numerisches Integrationsver-

fahren) zu benutzen,
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Prozedur HYREI zur Berechnung der hypergeometrischen Reihen

'PROCEDURE® HYREI (M, PHI, KK, ¥3, F4, F3P, 4P, T, NMAX);

'VALUE'M, PHI, KK, NMAX;
'INTEGER'M, NMAX;
'REAL’PHI, KK, F3, F4, F3P, F4P, T;

"BEGIN’
INTEGER'I, K;
'REAL’K1,K2, K3, K4, SN, X;
INTEGER" ARRAY'S{ 1:4];
"ARRAY'F, DF[ 1:4];

'COMMENT'® VORWERTE;

'FOR'K:=1, 2, 3,4’ DO’ S[K]:=1;
PHI:=PHI*3, 1415926536 /180;
X:=SIN(PHI*0. 5);

X =X#X;

Fl1]:=1;

F{27]:=0;
F[3]:=DF[37:=-1/(M+1);
F[47:=DF[4]:=-KK*F[37];

'COMMENT’ ERZEUGUNG DER RETHEN;

'FOR'L=1'STEP’ I’UNTIL'NMAX'DO’
'BEGIN’

Kl:=1/(M+I+1);

K2:=(1#1+1-1)%K1;

K3:=KK#K1;

K4:=X/1;

DF[1]:=DF[3]«K4;
DF[2]:=DF[4]%K4;
DF[3]:=DF[1]*K2-DF[ 2]»K3;
DF[4]:=DF[1]«K3+DF[ 2]¥K2;

"FOR'K:=1, 2, 3, 4'DO’

'BEGIN’
TFS[K] BEQUAL'0O*THEN" GOTO'M1;
F[K]:=F[K]+DF[K];
‘IF'ABS(DF[K]/F[K])’NOTGREATER’ 10-9' THEN’
'BEGIN’

1S[K]BQUAL' 2 THEN'S[K1:=0'ELSE'S[K]:=2;

"END’;

'END'K;
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TP S 1]48[ 21+8(3]4S (41’ EQUAL’ O’ THEN" ' GOTO' M 2;
"ENDI;

WRITE (¢ BEINE REIHE IST BEI NMAX NOCH NICHT ABGESCHLOSSEN)");

M2:
'COMMENT’ ENDGUELTIGE LOESUNGEN;

SN:=SIN(PHI);
T:=(1/(1/X~1) ) POWER’(0. 54M);
F3:=T*F[17];

F4:=T#F[2];

F3P:=Tx(0. 5¥SN*F[ 3]+M»F[ 1]/SN);
F4P:=T#(0. 5¥SN«F[ 4]+M*F[ 2] /SN);

'END*HYREI;

Die formalen Parameter bedeuten:

M=m: Harmonische m
PHI=g: Meridianwinkel ¢ in Grad
KK =242: Doppeltes Quadrat des Schalenparameters x
F3 = £
F4 = f:n Reihenlésungen fsm und f4m
F3P = fsm. und ihre Ableitungen f;” ~ und f,
F4P = £
T = taﬁm %: Faktor der 1. Gesamtldésung
NMAX: max. Anzahlder Reihenglieder, z. B.
NMAX = 1000;

Bei den Ldsungen handelt eg sich um alternierende Reihen, wobei je-
doch das Vorzeichen nicht nach jedem Reihenglied wechselt. Beim
Ubergang voneinem zum anderen Vorzeichen kann der Zuwachs in die
Néhe von Null kommen, ohne daf die Reihe abgeschlossen ist. Wenn
die normale Abfrage | Zuwachs dF/Reihenwert F| < 107° das Ende der
Reihe anzeigt, wird deshalb ein weiteres Reihenglied hinzugenommen

und erneut abgefragt.
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Anhang 2

Rekursive Bestimmung der hypergeometrischen Reihenlésungen [j =3, 4]

f

Es gilt {677, S. 47:

m{l-m)(l-x)F(a,b;m-1; x)+m[m-1-(2m-a-b-1)x] F(a, by m; x)

+ {m-a)(m-b)x F(a, by m+1; x) = 0

Mit a=vy+1, b=-vy, x=sin? %, F(a, b; L+m; x) = ' folgt daraus
m m (m - 1) m-1 m-2
o - - (l+c

F (I-cosg)[m{m-1)-1+2x®1i] [2cosg (1+cose) F 1

bzw. nach Trennung von Real- und Imagindrteil:

m _m(m-1) 2ri m-2 m-~1 +
Re " Tim(m ] TP Taa (I cos g) L T2% [HItcos @) Fp, ~2coso Fp, ]
Im Im Im
+{m (m-1) - 17 [ (1+cos ¢) F;nm_z - 2cosy F;’;l'lj}
Re Re
mz 2 (A1)

Weiterhin gilt fir die Ableitung [67], S. 41:

%;E F (a, b; 1+m; x}- = ;{rﬂ [F(a, b; m; x) - F(a, b; m+1; x)]
oder fir x = sir@%
m
dF 2m m-1 m
e —m[F -F] m=1 (A 2)
f1es - mark m
gultig fur PRe und FIm

Fir den Fall m = 0 gilt fiir die Ableitung [67], 5. 42:

0 1_ 1_
SXE (a, by 1; x) = (“”%"b—) F(a, b; 2; x)

d. h. f{irx=sin3%, a=v+l, b=~y

dFO  (-1+2x471) 2 Fl
dx 1+cos ¢
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bzw. nach Trennung von Real- und Imagindrieil;

o
dF

Re 2 1 2 ol
dx o T+cosg (FRe *2u FIm) (A3.1)
dre

Im _ 2 5 o1 1
dx =t l+cos g (205 Fpe = Fry) (43.2)

o o d F;e d Flom
Liegendie Losungen FRe und Flm und ihre Ableltuljgen iz und e

fiir den (rotationssymmetrischen) Fall m = 0 vor, so lassen sich aus
ihnen nacheinander alle Reihen weiterer Harmonischer m = 1,2, 3...

mit den Formeln (A 1) bis (A 3) bestimmen,

Fir die Reihen:

d F dF
Fre Fim CEE T
-
3 I
0 0
dF dF
N 0 0 Re Im
m=0 f:Re FIrn dx dx
& ] dFf,
- 1 N~ 1 dFpe Im
m Fre “7 | Fim ax o
)
1
[}
] 2 2
. 2 q 2 dFRe dFIm
m=2 FRe ! y  Fim dx dx
\\\;//”
: : A : : :
: P& e : :
5 2 m2 oFf2 dFm2
m-= Re Fim ax dx
m-1 m-1
e et pmt dFps daF
Re Im ax ax
m m
dF, dF,
m m Re —Im
m Fre Fim dx dx



ibbaf
Textfeld


- 157 -

Fir die Ableitungen:

F F. dF; dF,
0 0
m=0 ) FO dFre 4Fm
Re Im dx dx
\ 2
)
dF} df]
) 1 1 Re im
mat Fre Fim dx dx
2
@)
2 2
= 2 2 dFRe dFIm
m=2 FR o Fim ax e
m=2 2 g2 R et
Re Im dx dx
2
-1 m~
4 -1 dFp, dFj
m-—1 Fr;?e F;nm dxe dxm
A2
2
m
m Fm Fm dFRe d FITH
Re im dx dx
Ausgangsreihen



ibbaf
Textfeld


Lebenslauf

3. 10. 1840
1947 - 1951
1951 - 1952
1952 - 1960
1960

1960 - 1963
1963 - 1966
1966

seit 1967

geboren in Osnabriick als Sohn des Reichsbahnrats
Wilhelm Ramm und seiner Ehefraullse, geb. Schulte-

Ostermann

Besuchder VolksschuleninDissen (Teutoburger Wald)

und Georgsmarienhiitte bei Osnabriick
Besuchdes Realgymnasiums fiir Jungen in Osnabriick

Besuch des Gutenberg-Gymnasiums in Wiesbaden -

Reifeprufung: Marz 1960
Sechs Monate Baupraktikum in Wiesbaden

Funf Semester Studium des Bauingenieurwesens ander
Technischen Hochschule Darmstadt -

Vordiplom: Oktober 1962

Sechs Semester Studium des Bauingenicurwesens an
der Technischen Hochschule Stuttgart -

Kombination der Vertiefungsrichtungen: Verkehrs-
wesen / Konstruktiver Ingenieurbau -

Hauptdiplom: April 1966
Wissenschaftlicher Mitarbeiter und

Wissenschaftlicher Assistent am Lehrstuhl (Institut)

fir Baustatik, Professor Dr. ~Ing. F.W. Bornscheuer
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