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Kegelschale
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1. Einleitung

Die Aufgabe, den Spannungs- und Verformungszustand einer Schale
zu berechnen, besteht bekanntlich aus zwel Teilen. Zundchst muB
das Verhalten des wirklichen Korpers unter gegebenen Belastungen
mathematisch erfaft werden. Hierzu ist es notwendig, eine Reihe
von vereinfachenden Annahmen zu treffen. Als zweiter Teil schlieB
sich dann die Ldsung der Gleichungen an, die den idealisierten
Korper beschreiben. Die vorliegende Arbeit befalit sich vorwiegend
mit der zweiten Hdlfte des Problems.

Die Ausgangsgleichungen fiir spezielle Schalen lassen sich aus
den allgemeinen Theorien gewinnen, die fiir beliebige Formen

und Koordinaten vorliegen. So wird das Gleichungssystem zur
Berechnung einer Rotationskegelschale unter statischer Last aus
den von Wlassow [1] angegebenen Grundgleichungen der linearen
Schalenbiegetheorie rein formal hergeleitet. Die zweidimen-—
sionalen partiellen Diff.-gln. kann man durch einen trigono-
metrischen Ansatz flr die Breitenkreiskoordinate (Fourierreihen-
entwicklung) in gewdhnliche umwandeln. Es entsteht ein System
aus algebraischen Gleichungen und acht Diff.- gln. erster
Ordnung mit variablen Koeffizienten.

Geschlossene analytische Losungen mit bekannten Funktionen

sind nur fir einige Sonderfdlle mdglich., So fihrt bei einer
beliebig belasteten konischen Schale, deren Wanddicke dem
Abstand von der Spitze proportional ist, ein Potenzansatz zum
Ziel, [3], [5]. Fliir den Kegel konstanter Wandstdrke unter
rotationssymmetrischen Lasten lassen sich die Ausgangsgleichungen
mit zusdtzlichen Vereinfachungen (schwache Krimmung, Gleich-
gewichtsgruppen) in eine Besselsche Diff.- gl. umwandeln,

[15], [14]. Bei unsymmetrischer Belastung muBl man auf N&herungs-
losungen zuriickgreifen, wie sie beispielsweise Novozhilov [2]
fir dlinnwandige Rotationsschalen angibt, Auf Grund von GroBSen-
ordnungsbetrachtungen werden in den Gleichungen einzelne Glieder
vernachlédssigt., Mit diesen Annahmen, deren Auswirkungen auf das
Ergebnis oft nur schwer abzuschidtzen sind, gelingt die Reduktion
auf eine einzige Diff.- gl. zweiter Ordnung und deren
asymptotische Integration,
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Durch die Anwendung digitaler Rechenautomaten haben Verfahren
der numerischen Integration an Bedeutung gewonnen. Hierbei.geht
man zweckmédBigerweise von den urspringlichen Diff.- gln. erster
Ordnung aus. In [20] wird die Methode nach Runge-Kutta benutzt,
wdhrend Kalnins [19] ein Differenzenschemaverfahren nach Adams
vorschlagt, das flir jeden Schritt eine optimale Schrittweite
wdhlt, entsprechend der vorgeschriebenen Genauigkeit,

Weiterhin sind in letzter Zelt eine Reihe von theoretischen
Arbeiten bekannt geworden, in denen die gesuchten GroBen mit
Hilfe von Reihenansidtzen bestimmt werden. So leitet Zrost [17]
liber eine Potenzreihenentwicklung eine Losung fir die schwach
gekrimmte Kegelschale her. Wunderlich [18] gibt eine Methode
zur Integration des Differentialsystems allgemeiner Rotations-
schalen unter Anwendung des Infinitesimalkalkils der Matrizen
an. Die numerische Berechnung erfolgt iiber gleichm8Big kon-
vergierende unendliche Matrizenreihen und -produkte.

Fine prinzipiell andere Mdglichkeit, Diff.-gln. zu losen,
besteht in der direkten Integration auf einem Analogrechner.
Das mathematische Modell fir ein vorliegendes Problem wird
durch ein physikalisches ersetzt, in dem sich die Variablen
nach den gleichen Gesetzen &andern. Beim elektronischen Analog-
rechner besteht das physikalische Modell aus einem elektrischen
Netzwerk; die Variablen werden durch Spannungen dargestellt.
Veranderliche Koeffizienten und Nichtlinearitdten in den

Diff.~ gln. lassen sich ohne weiteres einfilhren. Die Ergebnisse
erhdlt man in Form von Funktionsverlaufen.

Ziel der Arbeit ist es, an Hand konkreter Belispiele zu unter-
suchen, inwieweit sich Probleme der vorliegenden Art auf einem
Analogrechner behandeln lassen und eine geeignete LOsungsmethode
zu entwickeln. Hierzu gehdrt insbesondere die Abschitzung der
Rechengenauigkeit, die durch eine Anzahl von Vergleichs-
reéchnungen erfolzt. Weiterhin werden die Unterschiede festge~-
stellt, die sich bei Verwendung der vereinfachten Gleichungen
fiir die schwach gekrimmte Kegelschale gegeniiber den erwelterten
Gleichungen ergeben. Der Einflull verschiedener Schalenparameter
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wird untersucht. Es schlieBt sich ein Vergleich zwischen
konischen Schalen konstanter und linear veridnderlicher Wand-—
starke an. Zur Berechnung von Kegelstiimpfen mit konstanter
Wanddicke benutzt man oft Ersatzschalen mit linear verinder-—
lichem Wanddickenverlauf, da hierfilir die exakte analytische
Losung bekannt ist. Es wird festgestellt, welche Annahmen fiir
den Ersatzkegel zweckmidBigerweise zu treffen sind.

Ein Vorteil der Integration auf dem Analogrechner besteht darin,
daB wdhrend des Rechenablaufs alle Schnittkrifte, Verzerrungen
und Verschiebungen explizit zur Verfiigung stehen, da man keine
GroBen zu eliminieren braucht. AuBerdem entfzllt die Notwendigm
keit, in den Ausgangsgleichungen einzelne Glieder nur auf

Grund des Losungsverfahrens zu vernachlissigen. Anderungen der
Schalenparameter sind leicht mdglich und ihre Auswirkungen
sofort sichtbar. Dies ist besonders flir ingenieurmiBige
Betrachtungen vorteilhaft.
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2., Herleitung der Ausgangsgleichungen

2.1 Die Grundgleichungen der Schalenbiegetheorie in krumm-
linigen orthogonalen Koordinaten nach Wlassow

Als Ausgangspunkt der Untersuchungen wird das in [1, 5. 169 ff]
abgeleitete Differentialgleichungssystem einer elastischen
Schale benutzt, Gln. (2.1,1/20)., Die statischen Gleichgewichtg—
bedingungen (2.1.1/3) verbinden die SchalenschnittgrsBen mit der
duBeren Flachenbelastung. Sie stellen das Kriftegleichgewicht in
drei zueinander senkrechten Richtungen dar. Die Gln. (2.1.4/6)
erhdlt man aus dem Momentengleichgewicht um zwei orthogonale
Tangenten an die Schalenmittelfldche und um die Schalennormale.

Die Komponenten der Zuleren Flichenbelastung sind auf die
Flacheneinheit, Krdfte und Momente auf die Lingeneinheit der
Koordinatenlinien bezogen. Die Definition der GroBen in posi-
tiver Richtung ist aus den Bildern 2.1.1/3 ersichtlich,.

Die Elastizitdtsgleichungen (2.1.7/14) verbinden die Schnitt-
grofen mit den Deformationsgrifien der Schalenmittelfliche. Mit
ihnen ist Gl. (2.1.6) identisch erfiillt.

In (2.1.8) und (2.1.12) unterscheiden sich die Ausdriicke fir
die Schubkridfte durch die unterstrichenen Glieder von den
Gleichungen, die Wlassow angegeben hat. Die Schubkridfte werden
aus den Schubspannungen in der Schale nach folgendem Rechnungs-
gang erhalten: In die Definitionsgleichungen

N[}

4
2

1 z
o E/ e T, % g )t Y
-4 4
2 2

setzt man die Laméschen Koeffizienten

H, = A(1+k; %) | Hy = B(1+ky ¥)
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LBH,)- ,m—/v +‘,ﬂ(//52) + $8s + ABKGQ, + ABX = 0,
M) ~SEH, +53 (85) + 885, +ABK G, +ABY = 0,
2(84,)+ 5%(50)—#-3(/(1/&4 +kz-/v,) *ABE =0,
M(BM )+ $8n,, c,,,;/fm) a,g L, ~Ba, =0,
M) M o 2 (Bm)* Bwy-n5a, = o,

S, =S, * ky My~ kiMy, =0

A, 1%[5+7€ ﬁ-(k k)og]

Eh h (k4 >
5 '2(4+y)[ 2 k)75 S 1

M, = 424_),,)[7{ +P +k(£+vf)]

- EH
Mn 29(4 v)(zr k""))

2
AF LS v£,+ bk - k)zc;]»
%2 2(4w)[“' B k) i ekl |
M,= 12(4_7,)[11 Yx+k, (€ -Wé‘)]
£hT
My= Shtnay (2T+Aw) ;

)

1 du, 1 I
E=Fod qgea Yt HY,
1 1
& "Bag *ig ox YTV,

“’"gi%(ﬁ) Hc)a((B)
ke u , ks v d /1 dw

4 1

*=ow st 9’53 Kiw= iz (75d) g s
S PR o i e
"ol 7 585 ~kv aaasap 7
g w

k42 [55%07) 593/3)] AB a«a

7 (2.1.1/6)

(2.1.7/1%)

(2.1.15/20 )
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und, unter Benutzung des Hookeschen Gesetzes, die Schubspannungen

£
lap = Toa = 5775y Cas
ein. Der Ausdruck fiir die Deformationsgrdfe

Cp = @+ 2TY + [(kk) E-(krk)T] 7
igt eine Potenzfeihenentwicklung in ¥, die nach dem 3%, Glied
abgebrochen wurde. Die Integration iiber die Schalendicke liefert
die Gln. (2.1.8) und (2.1.12). Die beiden mit 7 und @ behafteten
Ausdriicke enthalten Glieder gleicher GroBenordnung, Dies 1dBt
sich durch Einsetzen der geometrischen Beziehungen (2.1.17) und
(2.1.20) in (2.1.8) bzw. (2.1.12) nachweisen.

Die geometrischen Gln. (2.1.15/20) stellen eine Beziehung
zwischen den DeformationsgrdBen und den Verschiebungen der
Schalenmittelfldche her. Sie werden unter Zugrundelegung der
Hypothese erhalten, daf ein zur Mittelflidche normales gerad-
liniges Element auch nach der Deformation geradlinig und normal
zur deformierten Mittelflédche bleibt und seine Lédnge nicht
gndert (Normalenhypothese).

Piir die weitere Rec¢hnung werden noch die Gleichungen von Codazzi=~
GauB bendtigt, die die Fldchengeometrie der Schale beschreiben,
Sie verbinden die Hauptkriimmungen mit den Koeffizienten der
ersten Grundform:

J 24
ﬁ(ﬁ‘/ﬂ) = kzc?ﬁ p)

d i\, OB
J&'ﬂg ky) ‘k’Jd )

(758

RN
B,
=l%
N——
I
i
X
WY
-
8y
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Bild 242

Bild 213
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2,2 BEinfilhrung von ErsatzgroBen

Zur praktischen Berechnung einer Schale muB man zu den Diffe-

rentialgleichungen spezielle Randbedingungen vorschreiben. Es

wird vorausgesetzt, daB die Schalenrinder mit Hauptkrimmungs-

linien der Mittelfldche zusammenfallen. Infolge der Normalen-

hypothese koénnen an jedem Rand nur vier Bedingungen vorgegeben
werden. Deshalb miissen die SchnittgrdGen 51, o Qq, Q2’ M12
und M zu statisch gleichwertigen Brsatzkridften zusammenge-
falt werden, [2, §41]:

51* =Sy + ky My, S:'"" Sy * kiMy
Qf - @, +1Ma 0= q, + L Mn
E 93 ¢ 2 2 A/ dd -

Fir jede virtuelle Verformung stimmt die Arbeit der Ersatz-
krédfte mit der Arbeit der wirklichen Randkrifte lberein. Beim
Ubergang zur Platte erhdlt man die Kirchhoffschen Ersatzquer-
kréafte.

Als eine weltere Auswirkung der Normalenhypothese ergibt sich,
daB nur die Summe der Torsionsmomente bestimmbar ist:

Fir die spdtere Rechnung werden noch die Ausdriicke fiir die
Tangentenneigungen gebraucht,

Nach [2, S. 18] erhdlt man filir die Tangentenneigung in Rich-
tung der o-Koordinate

_ 1 Jdw
Q = H o + k, U

und fir diejenige in Richtung der B-Koordinate
1w
[ 7 BN
Die Einfihrung der ErsatzgrbBen in die Grundgleichungen liefert
unter Berlicksichtigung der Bedingungen von Codazzi die
Gln. (2.2.1/19).
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IH _ #

5 .
& (8H,) - r,-f/v2 (5%(/7-52")+JB s +ABK Q- 25%(/7/« H)+ ABX = 0,

aﬂ(/m/ra,sm *ix (BS) * 5B +ABA;QF - 254 (BAH) +HBY =0,
ad(B@*) aﬁ(ﬁ'@;) 2932;; AB (kM thhy) + ABEZ =0,
W (BH)~ &,8 5% (AM,) *+ (MM -ABQS = 0,

255 k) - (Bm) + SBm-ra!
s! ~'51 + 2 (k~k,) H -o}.

N, ~ £b 7§17, hz(k A

S =g (o "’Z[M i Jo7& 0«-—3/()?}
M, s e v b )]

H = sty (2 e 25kw),

" 1»2[‘“’” 2(/""/( )% ],

5 2(4+y){w+ +/«]w+42(3k"—k)2‘}
M, = 424%42;;5[;(2 vwﬂ( (7€),

49a 4 94,
& =Fod *aB 8" kW,
49v 4 a8

f2 = Ba,e ;;~u+k2

“"Eéﬁ/ﬂ)*qa"/a)
= ke 9/(4___,,(2 1 /1 w)_ 4 4 Iw

LTy Ryl b AB2 28 3B,

” i/g.g+§kzv z.m___z_ax_4_g§a_w
2" 9K 2 BJg\B AR 9ol dol »

A
r= _L—LgTs“(ﬂ) ﬂaa(a)] @daﬂ'ﬁia%q;f"éaafaﬁ

(2.21/6 )

(2.27/13)

44/19)

(2.2
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Im Hinblick auf Rotationsschalen wird die Meridianrichtung
(«~Koordinate) bevorzugt. Durch Elimination von Qg
mittels (2.2.4)

A

AB-Q) = 2(%(3-/—/) _(]/3 (A M,) +é—M4

treten in den Gleichgewichtsbedingungen nur noch die Ableitungen
der vier Randschnittgrolen Nq, S;, Q: und Mq nach of auf.

Q; selbst ist wegen <ji(B'H) nicht bestimmbar.

%(B-/V4)~BN+——(/75*) S+HB}<Q 2_(,7/( H)1
+H-B-X ==0)

+HBY =0) t

I M\ _ 9 J(IBH)_

g (B0%)+ &,8(9/38) &,s[B&B(HMZ} Zdﬁ(adB)

~BB(k; N+ kyNy) + ABZ =
(BM1)~—M—2d—d/3—(%7“H)+H~B~04=

(2.220/23)

Die Querkraft Q: wird nicht eliminiert, da man sie zur
Formulierung der Randbedingungen bendtigt.

2.3 Ubergang zur Kegelschale

Die Definition der Koordinaten, Schnittgrofen und Verschiebungen
fir die Kegelschale ist aus den Abb. 2.3.1/% zu ersehen. Als
Parameter der Hauptkriimmungslinien werden die Koordinaten r und ¥
gewdhlt: .

dd —> d7, dp —> d ¥,
Die Breitenkreise der Rotationsflidche sind durch r=const und
die Meridiane durch $=const gegeben. Der halbe Offnungswinkel
des Kegels ist mit 4} bezeichnet. Bin Linienelement der Kegel-
flache hat die Lange

1

7 2 2 2

ds = d+* + 17 dP
\\/50721}

Damit lauten die Koeffizienten der ersten Grundform:

A = B =

4 ]
sindt


ibbaf
Textfeld


- 22 -

Bild 2.3.1

Normal-, Schub-
und Querkrafie

Bild 2.3.2

M, My

M4
YMML..

My+...

Biege - wnd
M1 .. ‘T Torsionsmomerte
Bild 2.3.3 M.
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Die Krimmungen sind:

1 2/
k, =0, Ky = R, - ﬁgf__,

Da die Mittelfléche der konischen Schale abwickelbar ist, wird
das GauBsche KrimmungsmaB K = k,+k, = 0.

Die Ersatzgrolen nehmen folgende Form an:

* cos %
S, = 5,* P My 523525
* 4 IMyy * . IM
Q4‘Q1+,7‘&—5‘;“J Q2==02+5L/7’(}—‘)7—24—)'
M,y + M,
H = 422 21
. dw 7 dw cos P
G = ~ = o E v
SLH'I}a,Y ) W 73 + p V.

Das Differentialgleichungssystem geht iber in die
Gln. (2.3.1/17), die den in [5] angegebenen Gleichungen fir
die Kegelschale konstanter Wandstidrke entsprechen.

2.4 Pourieransatz in Breitenkreisrichtung

Plir Rotationsschalen, die durch einen oder zweli Breitenkreise
begrenzt und beziiglich der Koordinate ¥ geschlossen sind,
werden sidmtliche Belastungen und folglich auch alle Schnitt-
reaktionen und DeformationsgroBen periodische Funktionen von

¥ sein. Deshalb lassen sich die partiellen Differentialglei-
chungen durch einen Fourieransatz in gewdhnliche umwandeln.Die
Gesamtldsung ergibt sich aus der Uberlagerung der einzelnen
Harmonischen. Die Reihenentwicklung kann man in zweifacher
Form darstellen. Sie hingt davon ab, ob die Belastung sym-
metrisch oder antimetrisch zum Nullmeridian ist, Tabelle 2.4.1.
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(,M/) I8 T

(7‘5) Frms %

>

“sindr ot c)?’

2 9
a‘?fM) 22y Q=0

sinpIP 51/7'1/q

V- Eerver ety

* 5 cos»x} K cosd
S 2(#»)[(4 8 22 /9ty o
co,r»vq

L3
o

cosf w

H - 24(m) (277 T 2),
N, = —%}2 Erve- 4 4 C—”%ﬁocz))

2
* * cos

spmst-2 =y
M= 5 aﬂ)("’f )
84-.9[;71/‘&‘9”

5[7}
5‘2.;_.’7_

w -7’:5% +.smv‘

)
e, =~ §tn1fco;1} _ Cos 1} _i sz
2 72 ,r23¢2

e gl 13 -t ()

TL

)],

sin*} Iw

S[m}r)’r

”

9294‘ )W
o9 _)

> (2.31/4)

s (2.3.5/11)

> (2.3.12/17)
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a) Zum Nullmeridian symmetrische Belastung :

symmetr. 6GroBen antimetr. 6réBen
2 (Won)

/Vz /VZ"I oy
M. Man Gd sk,

Ma Man S s*

@y @ H2 /f:

“ © | “n Q; g [
oW ?=Z<W">Cos-/7.¢ v >=Z<Vn>sin-n-‘/’.
° n=0 n ! v n=0 ¥

X Xn Y YH

Z Zn (4 Tn

&4 Eiﬂ [ J (7

€2 Ean - L
“1 “4}1

(%2 (t2n)

b) Zum Nullmeridian antimetrische Belastung :

symmetr. 6rofen antimelr. 6roBen
VR ~
1z (Win
- P N2 Nan
rS: Sin Ma Man
s Shn Me Ma
H H” 01 ian
| = e, Wl G- s
(VP =) vt cosne, G P =L SEn s sinn e,
L4 n=0 |, o neo O
y Yo X Xn
T Tn Z’ ZH
w Wy £y Ein
o 4 - 7 EZ Ean
%, Wan
(3%¢2 ) ¥2n)

Tabelle 2.4.1
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Im weiteren Verlauf der Rechnung soll lediglich Fall a) unter~
sucht werden. Man greift die n-ten Glieder der Reihenentwick-
lung heraus und setzt sie in das partielle Differential-
gleichungssystem ein. Jetzt lassen sich die Ableitungen nach

# ausfiihren und in s8mtlichen Gleichungen die Funktionen cos-n-¢
bzw. s ¥ wegkiirzen. Bezliglich der Breitenkreiskoordinate
rechnet man also nur mit den Maximalwerten weiter, wobel zu
beachten ist, dafl die Maximalwerte von symmetrischen und
antimetrischen GréBen auf verschiedenen Meridianen liegen
(auBer fiir n=0). Flir eine beliebige Harmonische n erhdlt man
das System gewbhnlicher Diff.-gln. (2.4.1/17). Die Ersatz-
groBen lauten nun:

cosa} S’f = 5

5;7 = &,, + 7 Mian 2n T Van i

Q;n = Qu * ,}QM»rzn; @), = Qn +5mJi‘.§§L’L~
H, = A@znéﬁé4n ;

@n=-sina)‘-3—:ﬁ’t, (A =;’;7—w”+ﬁ’;"—1}:—vn.

Als RandgrdBen konnen vorgegeben werden
Ed ¥
A/,/,) San Qin ) Myp und

4,

Upy Vi ) Wn ) ©n

oder sinnvolle Kombinationen dieser GrdBRen.

fiir eine Belastung, die zum Nullmeridian antimetrisch ist,
muB in den Gleichungen n durch -n ersetzt werden.
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a_ n # 7 -
dr [T'Mn)*sﬁﬁn Myt ok Ke = 0,

(’T“S:m) /V +/7Ct1)M +5‘4n .___‘_J.yn_o
> (2.41/kt)

d # nz -2”—.” _ ’ ¥ .
y(¢'04n)+5mT,-” Myt B H, g My Ly 7, 0,

ar ﬁ”ﬂ?)

5_704”' ) .,

Mn = ﬂ%ﬂnwf b cosd? n )

1)'
S -2(4+v) [(4 '}LM “p +£‘ T ])

Mm= —42(%),2)[’3( +V %, + Li...( +y.én)])

o 2‘f(f+w) (2 C?rm' f‘)) > (2.4.5/11)

£h h? cosit
oy £t ooy B

)

4
5*- 5:1:_2 CO: Hn)

an

Ep7
Man = T 12(4-vY (%op +9 %0 ) 5 ]

—

2 war . dUn -
Stﬂ’l} oy
r n L)

>(2.412/1%)

_ sindcosif u, — co_rv" sin®p dwy
72

72 7 o(’r )

- Cost . d /Y . 4 /w
T, 2.7 ['ru” +5""}'Td'r (7"-)] + szm/‘-nd, (-’}ﬂ-} ]
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2.5 Vereinfachte Gleichungen fir die schwach gekrimmte

diinne Schale

Bei diinnwandigen Schalen mit schwacher Krlimmung kann man nach
[1, S. 239 ff} in den geometrischen Gleichungen die Glieder
vernachlédssigen, die Produkte aus den Tangentialverschiebungen

u und v und den Kriimmungen k,I und k2 enthalten, Im Elastizitdtg-
2 3
gesetz entfallen die Ausdriicke mit den Faktoren-ﬁ-k und h ky .

1
Hieraus ergibt sich die Gleichheit der Schubkréfg; S1 = Séﬁi S
und der Torsionsmomente qu = ng = M.
Weilterhin kOnnen die in den ersten beiden Gleichgewichtsbe-
dingungen (2.1.1) und (2.1.2) auftretenden GrdB8en K, @, und
kz'Qz, die den Kriimmungen proportional sind, vernachlédssigt
werden.
Die Grundgleichungen (2.1.1/20) gehen mit den oben angefiihrten
Vereinfachungen iiber in die Gln. (2.5.1/17). Das Momentengleich-
gewicht um die Schalennormale ist nur noch fiir k1 = k2 exakt

erfillt:
S+ k, M =85+ k, M.

In dieses System miissen noch die Ersatzquerkrdfte eingefiihrt

werdern:
1 M % 41 IM .
04=Q4+§a—6-, 02=02+E:97)
wdhrend man fir die Schubkridfte
S\ =S +kyM=~S5, S¥ =S +kM=S

erhdlt.
Die Ausdriicke fiir die Tangentenneigungen reduzieren sich auf

6. -1 39w W 1 9w

- = =)

A Jdd
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(B/V) /V+()ﬁ(/75)+ Aot gBX= 0,
a,g(ﬁf/) K, + 5% (BS)+ 2B+ pBY = o)
go((BQ1)+0/3 (/7 @)~ HB(/«’A/+/(/V)+/732— 0, s (2.5.1/5)
M(BM) JEM M (Ar) +Zm, -5,
B (/‘7/‘/) ""J,s da (BM, *‘B 2 ~HB ]~ 05 J

W= ;é}fzi[& V),

Eh
S~ 2(4+v)

Eh3
M, =~ (sc +V %, )

122d-y3) " 2/
M= Eh) S (2.5.6/11)

42(4+y)
/Vz 4_2,2(52'“} 51))

£h3
My= iy (V%) J

19u, 1 A , I
C=F ok TAE B T,

J 1 9B

b= 55 75 o4 ThW,

Adruy, B /v
w-BﬁﬂCq}+/‘7dd(B ) :
PSP a(i Iw) 1 A Iw 32,542/47)
1~ TF od(F od) AB208 9B
* _i_i(.i{z}f __4_ 4B _a_“i
2° BJIB Bc’ﬂ) A2B oo d)

Pw 1 I Iw £ IBIw



ibbaf
Textfeld


- 30 -

Die Gleichgewichtsbedingungen (2.5.1/5) nehmen folgende Form an:

5

< (5N, -2, +()ﬁ(ﬁs)+ S+ ABX =0,

5% (A1) - jZN +52(85) +3BS + ABY - 0, N

° N

5 (80} gl kyM,) + ABZ = 0,19

oo (B-@;) + 5‘5 (A-Q3) ZW AB (k, N, +k, )+ A "0,
5 (BM) ‘a%(ﬂ'%) +§§M4 ~HBQ, =0, o
J -9 (g 9B i o %

2 55 (A1) =50 (BMy) +57My ~#BQ) = 0, J

Anschlielend werden noch die Gln. (2.5.,20/21) durch Elimination
von Q zusammengefaﬁt Zu

s (mal)r 55 (20 ) 2 [1; SR M2)] 25 (L) aBlkit,hoH) e ABZ

Fir die schwach gekriimmte Kegelschale mit den Koordinaten r
und ¥ erhdlt man die Ersatzgrdfen

# J # . IM
Q, = Q, +7§%; Q, = 02-0-51/7’(}57-)
- - - L.
e = &nda¢) Y = ¥ oF )

und die Gln. (2.5.23/38). Dieses System entspricht der Donnell-
Néherung bei Zylinderschalen und stimmt mit den in [4] angegebe~
nen Ausgangsgleichungen iiberein.

Fihrt man hierin wiederum den Fourieransatz fiir die Breiten-
kreiskoordinate ein, dann ergeben sich fiir das n-te Glied der
Reihenentwicklung und zum Nullmeridian symmetrische Belastung
die Gln. (2.5.39/54) mit den Ersatzgriben

¥ V7] ¥ . dM,q

Q@ =, +2m,, Qpy = @y, + sind Z27;
: odwp Z)

@” = —Stﬂ?}~d7) '?//" =/rl4¢7

und den RandgrdBen Nows Sy Qrﬂ) Min
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Fr (10) + gy 55 <4 m X =0,
A 1 M
7 (7&‘5) Tsin D opTS T st* y =9
J 19y,
55 (r0) - T SH T a<P ~etg P Mt S5 E =0,

D 2 IM
57 (M) = s 59~ Mt 7 -0

/f'ﬁ 7
_Fh
2(1+y),

£h3
M= iz (%Y%),

M = EhH?
12(7+¥)
N, =

2

_ e ) .
M= ~12¢1- nﬂ)(“zﬂ' %) 5 J

> (2.523/26)

Sin

> (2.5.27/32)

£, = sinf = (),r )
£, = Sum} "+ _4__2_1/+ co;;Z‘W

S (2.533/38)
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d I T
oTo:(TM").f.s[/ﬂ/* 5’7”%” +sz’n'z} X” = 0>

d -t 7 -
Z7(75n) = g My St 5 V= 0,
e .
d /7~ 04»7) + 1} ,ern %EM,, - ctgP W, +5—_z;1} Z

*

o
oﬁﬁ/‘/’” SﬂqﬁM M znq/*04’7—05

E‘
Wiy = F55 (Ein +9 6 ).
£
Sy 2(4+n/)w’7)
£
Man = ‘Ef—ffrz) (% +9-an)
E4°
My = 72(1+v)T

E/;
/VZH = .. 2 (5}2/7 +y'é;n))

E 3
Mon™ ~ 7205- 12 (7-23) (0¥ %,1,) ; J

£y = sina) Lo

d )

_ Sindf n cos}
52,7 " u,,+7—vn+ > Wn,
a)n__ﬁuﬂ.,.s[ﬁ,l}.fr._d 7}

a dr | 7 )
2, = — sigtp Lwn
" d72
2 )
Iz sinab dw,
Ay, = Ly, — SO dWn
2n 7'2 Wf’l T d,r )

7;1 - s[nq/q'nfr-(%’_).

=0

>(2.5.39/42)

)

r(2.5.1f3/‘/8 )

f(z. 549/5%)
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2.6 Membrantheorie der Kegelschale

Die Membrangleichungen der Kegelschale lassen sich direkt aus

(2.5.39/54) gewinnen, Hierzu werden die Querkridfte, Momente
und die zugehdrigen Deformationsgrdfen und Verschiebungen
gestrichen. Ubrig bleibt ein statisch bestimmtes System, fiir
das man die Normal- und Schubkrdfte aus den Gleichgewichts-
bedingungen alleine berechnen kann:

L (1Win) g Sy Myt X, =0,
L(1:5,) = by + Sy + Ve =0, [ (2.61/3)

- clgtby, + oz, =0,

i nf—/;—z(em +V Emp) )
S =57y @n L (2.6.4/6)

Non =% (Ep + Y Ean) ; ]

in = Sinﬁ% ) |
2n=ﬂ;iun ««5’\/h +C°:"} Wy > (2.6.7/9)

Da von den RandgréBen lediglich

Nan Sh
ur/ ) V)’I

vorgegeben werden konnen, mull man zur Verwirklichung eines
reinen Membranspannungszustandes an die Lagerung der Schale
sehr spezielle Forderungen stellen.
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3., Losungsmethode mit Hilfe eines elektronischen Analogrechners

3.1 Einfihrung dimensionsloser GroBen

Fir die folgenden Untersuchungen wird es sich als zweckmiBig
erweisen, die dimensionslose Koordinate & = 7/7; und die bezo~
gene Wandstirke d = h/7y einzufiihren. T, ist der groBte Breiten-
kreisradius des Kegelstumpfes, Bild %.1.1.

Inm weiteren Verlauf der Rechnung soll nur das homogene Problem
behandelt werden. Die HuBeren Belastungen Xn, Yn und Zn sind
gleich null, Storungen werden lediglich iiber die Rinder in die
Schale eingeleitet. Es sel darauf hingewlesen, daB die Berlick~
sichtigung von Belastungsfunktionen fiir das Ldsungsverfahren
keine prinzipiellen Schwierigkeiten bereitet. Der Verlauf der
Belastung in Meridianrichtung kann analytisch oder in Kurven-
form gegeben sein, wobel sich am Analogrechner auch Sprung-
funktionen verwirklichen lassen.

Der Index n flir die Harmonische, Abb. %.1.2, wird ab jetzt in
den Gleichungen weggelassen, da sich die Rechnung immer auf ein
spezielles Glied der Fourlerreihenentwicklung bezieht.

32,2 Umformung der Gleichungssysteme

Die Gleichungen miussen nun in eine fir die Behandlung auf dem
Analogrechner geeignete Form gebracht werden, vgl. z. B. das
Kapitel iliber "Lineare Differentialgleichungen mit variablen
Koeffizienten" in [6]. Man 16st die Differentialgleichungen
des Systems nach den Ableitungen auf und bestimmt aus Jjeder
von ihnen durch Integration eine Unbekannte. Die ibrigen
gesuchten GroBlen werden aus den algebraischen Gleichungen erhal-
ten., Es ist zu bemerken, daB mit den in runden Klammern stehen-
den modifizierten abhingigen Variablen weitergerechnet werden
soll. Zur Vermeidung allzu umfangreicher Ausdriicke ist die
Reduktion des Gleichungssystems in nur 8 Diff.-gln. 1. Ordnung
nicht zu empfehlen.



Bild 3.1.1
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a) Kegelschale (orweiterte 6leichungen) :

felen) =-gt3s

Felest) =~ F(es))+ g -nagt § (Mm) |
fa'/e-af) - clgd - ﬁ g“(f%/ra) =2-n —}/f//ra ),
Elempn) = Z3 (/) (M/m) - s (042

(£e) = [ 0n)-Ledaieny|-vtuts),

£
(e+ cfcasaﬁ_{)(T Fw) + JPcogl 4}( FT)— 2(1+V)(e$) 0

(t2Ex) = --{12-(1%’3@»//1») +cosd| G ££) G Efﬂ} Y(rEER,)
(H/ra) 42(1+w) (WET)+ <5* cm} FOnE w)]
hooE e Foprinee)y L2 162 i) ]
Sz” =9 (9'5,) 2-(051}9(‘//7}))
3
(Mafra) = b ((EE ) +9(riE)]

'aﬁs(fu) '1;}'(":155))

(W FE) = Jmi}g—[f’u)+ﬂ?—(5v)+cas1} J(EW)
dé’[EV’) i (580) + 5 5 Ew)+ E(EY),
S5Ee) = GLA(uEw.),

ZEw) - - 75 (ko)

(iEw) = —[.s‘zm)('r £e)+(n* 60521}7 z(Ew)- Scha:Jgﬂ_’u)]
(ier) = Flpeasitfire)+ Mﬁ[w) =n (1 Ee)-ﬂﬂm)e[fu)]

RandgréBen :
(en) | (es)), (eq]), (eM/w) ;

(Ew) ) (Ev), (Ew), (Es) .

>(3.21/4)

5(3.2.5/11)

5(3.212/18)
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b) Schwach gekriimmte Hegelschale :

i len,) - - ——*—’;,g(e‘s) )
S

5 es) =~ Fles) + 5k,
o(e0)) = ctgdpy~ % [E%E‘}(%/ra)ﬁ-n(ﬂf/n)] )
feenn) - ;7?5” (/1) + (My 1) = g (€05) |

(FE) = -——~— -(E/V) ~Y(LE&),
(tnFw) = 2“*” Les),

(lFw) = - Q(—jf"az”)g (é’-/%/va) —y(rEEw)
(M/1) '42?;;) (ET)

n - yz[h Eg) v('raEm] )

My/r) = ore ,,z)[(T Ea)+ v (7, gag} ;

7
e (£u) =~ goF (abe),

(Ta £E,) = Sz'nq/*%[g.u)a-nei(f.y)vL cas«/(z;/—(f'w))
H(Ev) = ﬁ;(’rafw) FohlEu) + E(Fv),

o%@f'g) Szrm/"( EW’

g%‘(EW) = Sz'ﬂ#(n£9)>

(Ew) = g[sindmEe)en® ZlEw)]
(T:»E‘T) - - —él [(T,-E@) + sinat %(Ew)] .
RandgroBen :

(e-,) (e s), (&Q7) (em/r)
(Fu) ) (E-v)) (Ew)) (1. £:0) .

»(3.219/22)

> (3.2.23/28)

>(3.2.29/35)
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¢) Membrankegelschale

d

A (e N) = (@ S),

e( 2 szm)‘ e (3.2.36/3%)
d 1/7p.€).
—e(E"S) =*z;(€’ S);

(1.6€,) =LL(e-N,)

1 J(@ (3.2.38/39)
2(1+%) 1 /p.

(v Fw) =—‘3+—'§(9 S);

diEw)

de - 51/71/q (- £61), (3.2.40/41)
dlEv) 4 . A L Ey).

de T sind {":"E w) + sind @ (Eu)+ e (£v)

RandgroBen:

(en,) ) (€:5); (Ew), (Ev).

Es gibt oft mehrere Moglichkeiten, eine Aufgabe fiir den Analog-
rechner zu programmieren. Filir das vorliegende Problem soll dies
am Beispiel der Gl. (3.2.1) erlidutert werden. Die Rechensymbole
mit ihren Bedeutungen sind im Abschnitt "Bezeichnungen" zusam-
mengestellt.

Bei dem hier eingeschlagenen Weg wird (Q~AL) als Unbekannte
angesehen, die aus S; und N2 berechnet werden kann, Bild %.2.1.
Die GroBe Nq erhdlt man durch anschliefende Multiplikation

mit 1/€. Ein Vorteil dieser Schaltung ist die gleichzeitige
Verwendung des Integrierers als Summierer, da hierdurch Rechen-
elemente eingespart werden. AuBerdem kommt man, im Hinblick auf
das Gesamtsystem, mit einem Minimum an Multiplizierern aus. Das
ist von Bedeutung, da die Multiplizierer als nichtlineare Ele-~
mente mit verhdltnismidfBig groBlen Fehlern behaftet sind.
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SeeM) = xS +bh.

1

+5¥ +

. 7’ +(8 M) = g

..,1/1 +M

[\ M

o
~gs(6M) -
de (el L tem)
Bild_3.2.1
d, I
Cae Mt S =My = 0.
S5 ()
: dn; ¥
v @Y 7\ i 78 A
+¥ l/
o,
+€
de |,
+
M
Bild 3.2.2

+S, .
-M

Lz

Bild 323
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Man h&tte auch zundchst nach € differenzieren und die entste-
hende Gleichung implizit mit Hilfe eines offenen Verstirkers

16sen konnen, Bild 3.2.2, In der Abb. 3.2.3 ist eine dritte

dw, "
Variante dargestellt, bei der die Gleichung nach 37% aufgelost

wird. In beiden Fillen bendtigt man als zusdtzliches Rechen-
element einen Summierer bzw. offenen Verstirker.

Die algebraische Gleichung (3.2.6) so0ll als einzige mit der
impliziten Technik geldst werden,

5.5 Normierung der unabhingigen Veridnderlichen

Die unaphéngige Variable des Analogrechners ist die Maschinen-—
zeit t* [s]. Bie wird mit Hilfe eines Faktors k [1/s] zur
dimensionslosen Rechenvariablen transformiert:

R o=kt"

Bei der hier vorliegenden Aufgabe ist die unabhingige Veridnder-
liche die Ortskoordinate €. Sie soll den Bereich von € = €; bis
€ = @, durchlaufen, wobei&#0 ist. Um eine Beziehung zwischen
beiden Variablen herzustellen, definiert man die dimensions-
lose Problemvariable

R=A(e-8), dR = X-de, AL

Gleichsetzen beider GroBen ergibt:

k't* = )\(9' e,')-

Hieraus kann man die maximale Maschinenzeit, die der Strecke
(6,- &) entspricht, berechnen:

m

tha = B (Ea-8)).


ibbaf
Textfeld


- 4] -

3.4 Normierung der abhdngigen Verdnderlichen

pie Gleichungen miissen mit Hilfe von MaBstabsfaktoren normiert
werden. Dazu bezieht man die abhingigen Variablen X auf ihre
maximal erreichbaren Werte Xmax

X = X/Xmax‘

¥ ist dann eine dimensionslose GroBe, die zwischen ~1<X2+1 liegt.

Wenn die Maximalwerte der abhingigen Verdnderlichen nicht bekannt
gind, missen sie abgeschidtzt und ggf. nachtridglich korrigiert
werden. Zur Erzielung einer guten Rechengenauigkeit soll der
Rechenbereich mdglichst voll ausgenutzt werden. Bel dem hier
vorliegenden Problem werden die Maximalwerte nach der von
Novozhilov [2] angegebenen Methode ndherungsweise berechnet.

Am Analogrechner werden die RechengrdBen durch elektrische
Spannungen dargestellt. Die Rechenspannung U ist ebenfalls auf

die groBte Spannung U (10 Volt bei Transistorrechnern) bezogen:

max
U = U/Umax, ~-712Us+1,
Somit ist zwischen den Grofen des Problems und den Rechen-

spannungen ein eindeutig definierter Zusammenhang hergestellt.
Fir die Amplitudennormierung werden die folgenden Grofen

eingefihrt:
(eM) 5 M = _ (Eu
(eh) - 6Ny max Mo = (Ma) max ) “ (E-u)max
Fo. s s s g (En
eS)= s ' %27 (EV)mon
-5 (€4F) v (Ma/a) w o (Ew)

(e 04} ) (e'ar)max ! M2 B (Mz/’fa)max ! (E W)max
_ (e-Mifra) = (H/m) 5 (1:E0)
(E'M,,) ) (E'Mr/’fa)max ’ H = (H/ 1a) max ! © (%'E'O)max)
g . (EE) g . (MEs) 5 | (uEw
1 (o' £-E1) max ) 2 (’fa‘E'Ez)max (’T Ew)max
" (1a-£ 9¢4) 7 (£ %) ¥ _(LED)

Y = P ] =
! (12 £ 1) rmrax ! 2 (72-£ 92)max ’ (C2ET) max
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5.5 Hilfsfunktionen zur Erzeugung variabler Koeffizienten

Zur Gewinnung von variablen Koeffizienten stellt man zweck-
maBigerweise eine Rechenschaltung fiir die Differentialglei-
chung auf, deren Losung die gegebene Funktion ist, [7, §18:| .
Man definiert: A2 1/€

Die zugehdrige Differentialgleichung lautet:

dFy 2
a0 T 0
Mit /:.7: = /;/(/:;)max) (F4)max = 1/&;
erhélt man die normierte Gleichung -3—5 LE:’—)—’»”—&X»-,L—;“Z = ()

und den Anfangswert (F,); = +1 fir R=20.
Ebenso ergibt sich fir A 2 @

df,
die Differentialgleichung 78 = 7.

Die Normierung £, = Fol (F) (F)max = €a

maXx

. . olF2 4
liefert die Rechengleichung :17?— = /\_(T
2/max

e

Der Anfangswert ist (F);, = €,/8€, fur R =0,

Die Schnittgrofen in Meridianrichtung berechnen sich aus den

Beziehungen e Q*
o fe @L 'N., ~ ¥ s . N¥ = .___l_...__‘__
M M) e W Sl
. . LLoC¥ — el e;-(M. /'ra
S: - /_; /@'5.,*) 91 54 ) M1 = F;(EMq) [} { 1 )

B (9 51*‘),774)( (8 Mq/’fa)max

3.6 Rechenschaltungen fiir den Kegelstumpf konstanter Wandstarke

Im folgenden sind die Rechenschaltungen mit den normierten
Gleichungen und zugehOrigen Potentiometerwerten flir den Kegel-
stumpf konstanter Wandstdrke zusammengestellt.
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a) Erweiterte 6Gleichungen

Fe(en) - -5 +@)i, |

(5] - ~@5Es) @R -@LH,
25 (20) = @O N, - DEM,~GDEH,
J%(;/‘Z) -/7+/~712_(§.—§f)).

& -F[evem-@E] - @)%,
(5+@)f)a +@IT -GD(2s]) - 0,

- ~E|@en) @7 697 ] - @ %,
- @7 +EFa, . (3.6.5/11)
~@)E + )& -() Fa,,
~@A(E)-@) 4,
--@)% -,

> (3.6.1/%)

L
®
<
N
+
®
Ny
N
1.
®
<N
‘\,{l

w +
- @N%,,  (3.6.12/18)

. (3.6.19/20)

SHES v 2 HREEEe RN e oo

e
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CHONGRONONCNONONOCNONONONONCNONO

mcost? (E4)may
g (& -ET) mox

1-92  (&M)max
S & (’rz'iEf,)max

d f2:(75’).} (fa?E ?4)max
12-€; (ﬂz‘f‘f,)max

™) (T:E6) max
(7;55') max

sint coso} (Ec )max
€2 (i %)max

n (53 max
sin) )\ (K} max

v.d @'[‘fi)max
-2 (M)max

A (’&'E&)max
5[/1’1}';{ (Ea)mu

d -aran’ Nz 'ygzm

42(4"’2)6[ (/Vz)max
sindt (Fumox

€& (1FE)max
cl -3 '2} _( /V 2 ) max
A @8 )max
S Ol E)max
1-v? (A5 max
n A )max

sinth X (€S )max

_4_ (esf) max
4’1 ( S 2‘) max

costt (Ew)max
€ (T £&)max

n. ( £ VImex

e, ('fa.’E’ Fz)max

RO CONONONONONCNCEONONONONONONO,

4. (ﬁ/z)mux
/\ (e'M,)maX

2 cos} (H/‘fa)max
€ (52*)max

A
A8

d '26 os (faz'f Trmax
4 (G FW)may

2¢1+y) (6'54*)max
S (’fa‘Ew)max

1 (ﬁ'fwzmax
siriP A (EV)max

v (Euw)mex
S[ﬂ’l}y\'e" (£ V)max

S0P
& 6

cos 2/ (Baf w)max
2:8; (Tazf‘r}max

4

L

A€
A
A

1 (PQ)max
51'/77} A (e'M,/'ra)max

J? (REET) pax
12{(1+%) (H/%2) max

2n (///ﬁ)max
XE: (B-Gf)max

cost Oz Eﬂ)ma&
6’; (”;2'5 a, 4)max

J -gcos' ’lﬂ (@Ew)max
1’8(1*3)) & (H /7 ) max

SNONONONONONORONONONCNONONONONC

2n_ (H/ra)max
sinth X (@Mufts )max

n-clg * (Ma /%) max
A€ (858 max

V-casy) (’ra'[;& Dmtax
€; (‘V: F% Imax

4 (Mz /1) ma
A (E’M,/’fa)max

d 3 (7:'53(2 Dmax
12(1-Y2) (M, /7, )

126-v2) (C-M, Mo max
S8, (FF ) max

H%Cafa} (F ‘Wnax
€2 (12F 8 max
f72 (Mz/ﬁ)max

simP2 €, (€ Q) max

vd3 (aE ) max
12(1- V)M 2/73 ) mrax

sind (Ta FO) max
& (T:'E'“z)max

1 (’rn[‘@)max
sint A (E‘ w) max

1 (Tuzf 90+ )max
sind? A (13 E-©) max
n (”&'E@)max

&; (’fa f‘T)max

/7'5[/7'1} (E 'W)max
€2 (RAET)max

v(ﬁ'ﬂ'zﬁa_x

(’raz'f %) ax

7
A€

Tabelle 3.6.1

Potentiometerwerte (erweiterte 6leichungen)




Bild 3.6.4 Rechenschaltung Kegelschale konstanter
Wandstirke (erweiterte leichurngen)
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b) Vereinfachte 6leichungen

Ze ) - -0 55+ @R,
5(05) = -G 5 @ES) +@) 4,

AET) =@, £ (@i @M]
Flenm) =@ +Foi, -E6)(ea))

EW -(03) 5,

N
+
®
SN

<i
+
®

£|8|m|@,

OO

¥

I
® ;
\®i N

o
o
—
@
®}9
+
®9
DU
S

Lia o e
?ﬁ; VIR 30'2!31!@;11'%1 NPl R}l:: SR X RE g M

&
=y

i

]
®
sx\ﬁhl)

> (3.6.21/21)

> (3.6.25/30)

> (3.6.31/37)

} (3.6.38)
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(EMmax
(1, E€4) max

1-v2
J-;

('ralE'fz) max

Y (’rd E'a)ma.x

n (e '5)mgx

51/71}/153 (E‘M)max

V- (GEE)may
1-v2 (/%)max

4 @dE&)max
sind A (Fu)max

Sl'n’l/‘ (Eu)max
et‘ (’ra' E'Eg)max

Ct:‘{ A (A{?)max
A (E'G?f)max

S OalEmax
1-v2 //Vz)max

7 (/Vz)max
St'ﬂ‘l/q'/) (E'S)rnax

cos P (Ew)max

et' ("Ezé_ é)max
n (Ev) max
& ("E‘[’f'})max
a / No)max
A (@M)max
1
A&

2(1+¥) (€-S)max

J et' (’ra'E w)max

1 _(_’&E w)max
sindt X (Ev)max
R (E'u)max

Sin? A€ (Ev)max

@@'@@G@@@@@@@@@@@

1 ©e.q; max

sin 'l} /\ ie‘/%/";)max

g3 (T:ET}max
12(1+¥) (M/%,) max

2-1 (M%) mox
A’Ei (E'Qf)max

2.5 (M/ta)max

sendh X (O-M, /%) max

1 ( Ma/ ’Tazmggg
l {f" /‘/4/ ’fa}max
I GE Holmax

’/2 (’7'72) Mz/’f& )max

12(1-v?) (3M/ﬁ)max
e (2L % )max

1% _(EW)max_
€% (LEF ¥y)max

ne Mz/’ﬂa)max
SIPAC(C-QF) max

v.d3 (’fafm)max

12(1- VY (My Mo ) max
sinah OiFO)max

€ (iF %)max

7 (7:25 G)max
sindfA (Ew)max

4 ("‘a2 'E?h)ma::
sindt ) (’&'E‘ ) max

gl (7::.5 &) max
EL' ('r:'E T) max

#1-5in} (Ew)max
£ 3 2 ("B."E'T )max

1

A. E‘.

(= %)mag
= '%)max

Tabelle 3.6.2

Folentiomelerwerte (vereinfachle Gleichungen)
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Bild 3.6.2 Rechenschaltung Kegelschale konstanter
Wandstdrke (vereinfachte Gleichunger)
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Fa+@ET;

L (om) - - (09 £(65),
& (e3) = - @9)E(85);
& = O)EEN),
“ = @DE(ES);
5%:— = @i;)
% - @

> (3.6.39/40)

s [3.6.41/42)

b (3.6.43/44)

} (3.6.45)

Q)

(e/V)max
Cr e (T Ef)max

7 (®S)max
sindt A€ (OMN,)max

1 (4 E€max

sint ) (Eu)max

&
&

1
A€
I ( E‘“)max
sind A€ (F-v)max
¥y i (TnE 0)) max

sint ) (Ev)max

@

2(1+¥) (€-5)max

d € (VyEw)max

Tabelle 3.6.3

Fotentiometlerwerte (Membrang leichungen )
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Bild 3.6.3 PRechenschallung Kegelschale konstanter
Wandstarke (Membran)
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2.7 .Rechenschaltung fiir den Kegel mit linear veranderlicher
Wandstdrke

Die erweiterten Gleichungen sollen noch fiir eine Kegelschale
angeschrieben werden, deren Wandstirke proportional dem Abstand
von der Spitze ist:

d=~h-8€.

Die Konstante h' charakterisiert den Offnungswinkel zwischen den
beiden Schalenlaibungen. Das System (3.2.1/18) geht {iber in die
Gln. (3.7.1/18).

Flir einige GroBen wird eine neue Amplitudennormierung eingefiihrt:

(_‘/i:) ) (%) M, = /JT(E-) = ﬂ‘
5 2 2le/ = [ M2 !
( ) max (é" Ta ) max
— (A 5 )
G 7 -5 -
(6% ) ma &% ) max
(e Fz) ((g - f:;c;))max Ez - E[E;) - ((gi"::'?::))m“x :

(ew) .E%Wfw

g]
I
|
B
&

T (e, T £ W) max £ w)max
242 — — 2,2
(e21e,) ;(E-'Ta'/_:"r}f»t) - (202 - {QL"ra'Eé‘h)
e ! (ez'raZE 9[4)”10X g‘f1 F (E 9{1) (eZ ’raz'E"afq)max)
0% - (82-'1‘,3[-9(2) = 2 (et' E'”z)
( 2) (ez"raz'f‘g{z)max ¥ =5 (e %) " (eZ TE-E3 )max
(eir) (% ET) T =7 - (A, .

(O ET ) pax T (%12 ET) ppax

Damit erh&lt man fiir den Kegel mit linear verinderlicher
Wandstdrke die Gln. (3.7.19/38), '
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d *
2_?(9”1) = "57;77/( S, *h,

FFs)) = - Fes)) -*5,'51}%“"'61‘97’(63—”%) )

2
led) = ot b5 () 2n(), ]
d M 4 *
Selemp) = €| Eo (L ) 2] - L (eal)

(e1,£6,) = ’;” L(en) - 4" “’”)(ezvﬂfw) -V(E@1EE)

16 (1
enEw) = = FEE g E@ren) + AT gL ey,

(&2 E. ) - 12:;' )efz(eM/ﬁ cosff(é’rfg) ~V-cosH(er: LEE) - V(E?ffEa(z) )

(371/4)

(%) 12(4+v)(e LEY 43(;:;) (ernfw), rB75/11)
& = 755 (erEg) + XL eree, 4%(‘92'732‘5%) ,

s; -_—~(es) 2cos 5L )

(eﬁvza) = 12(4—:/2) €r'en) - 7; (4112} (ErEw,) ; J

4 -

5 (Fu) = ;79(67‘56)>
EREEL) = sind(Ew)+n(Ev)+cosMNEwW)

&"%(E-y/ - —Z— [;};;T(é’-?,-f-w) +§;77 (Fu) + (£~y):| ,

5 (1.F6) = ﬂ%‘,« & (i) ,(3712/18)

(Ew) - -mEe),
@1E%) = sind e(1,£0)+(n*cos) (Ew) - sincost (Fu) R

E7EET) = ncos(Fu)+ %51}(84:,-541)— n-e(1E£g)-n-sinM(Fw), |

Randgrifen: .

(eh) | (es) (&a)) (eM/n)
(Eu) | (Fv), (Ew) | (1aF0) .
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fﬁ[m = —5? * @/V; )

L5 - -@EEEH+ @ - @ (7P,

0_{%(@ ) /7; ] @(/72/?) ..(Z/‘/”e)) > (3719/22)
5 (@m) =@ (7/8) + QO (/) - (38) (6.0 ]

(ee) = (©D7 @n)-0(E) -0 E5), ]

(ew) =~ -@0) (%) +@BNE(ESH,

(%) = -FDE(EM)-(E3) () - (69 (@5)-@3)(E),

(H/e) =GN +(@6)ew) ,(3.723/29)
b, =@)(es)+@)EE) -(8) (%),

55 =@EEs) -)(HB),

Mie) = ~@1)(e%)-(79) (%), )
QAR ]

&) =0Di +@)7 +@) W,

g - Fl®@eE0-@e.6r],

R -@)E ), , (3730/36)
% --@9,

() - @56+@7 -0z,

(e'r) =@« +@) Ew) -@F-6 — @) )

z - - "
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Jabelle 3.74

Potentiometerwerte
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3,8 Statisches und dynamisches Priifen

Um Fehlermdglichkeiten bei der numerischen Losung der Aufgaben
auszuschalten, ist es unbedingt notwendig, statische und dyna=-
mische Programmpriifungen vorzunehmen. Zur Durchfiihrung der
vorbereitenden Rechnungen wurde ein Fortran-Programm fiir einen
pigitalrechner (IBM 1620) erstellt. Eingabewerte hierfiir sind

die Schalenparameter und die ungefihren Maximalwerte. Als
Ergebnis erh&lt man die Potentiometerwerte und die Daten fiir die
statische Programmpriifung. Das statische Priifen gibt AufschlulB
dariiber, ob alle Verbindungsleitungen richtig gesteckt sind, und
ob die Rechenelemente statisch richtig arbeiten., AuBRerdem wird
die Koeffizienteneinstellung nachkontrolliert.

Eine hinreichende Sicherheit fiir die Zuverlissigkeit der Rechnung
kann nur eine dynamische Programmpriifung liefern. Hierbei wird
das Ergebnis von speziellen Péllen mit bekannten Tdsungen ver—
glichen, siehe Abschnitt 5.1,"Abschétzung der Rechengenauigkeit'.

3,9 SBchaltung fir Maximalwertgeber

Der Verlauf der Losungsfunktionen wurde mit einem mehrkanaligen
Lichtschreiber aufgezeichnet. Die zugehdrigen Anfangs— und
Endwerte sind mit einem Digitalvoltmeter, bei dem die Anzeige
der Rechenspannung direkt in Ziffern erfolgt, gemessen und iiber
einen Drucker ausgegeben worden. Zur Bestimmung der Maximalwerte
derjenigen Kurven, die ihren GroBtwert nicht an den Schalen-
rdndern haben, diente eine Hilfsschaltung, Bild 3%.9.1. Sobald
die Eingangsgrofie X ihren Scheitelwert is erreicht hat, schaltet
der Komparator um. XS wird gespeichert und kann ebenfalls
ausgedruckt werden.

x|
'S

T x

Bild 3.9.1 T
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4. Das Randwertproblem

4.1 Losung nach dem Uberlagerungsverfahren

Bei dem hier vorliegenden Randwertproblem sind an jedem Ende
des Kegelstumpfes vier Randbedingungen zu erfiillen. Der Analog-
rechner erlaubt auf direktem Wege Jjedoch nur die Ldsung von
Aufgaben mit Anfangswerten., Es gibt nun verschiedene Mdglich-
keiten, Randwertprobleme auf Anfangswertaufgaben zuriickzufiihren.
Wenn es sich um ein System linearer Differentialgleichungen
handelt, 188t sich das Uberlagerungsverfahren anwenden, [7’§2%‘
Zundchst wird mit den vier an der Stelle &; gegebenen Anfangs-
bedingungen (S&); eine LOsung berechnet, wobei die restlichen
vier unbekannten Anfangswerte (ikh gleich null gesetzt werden.
Dann gibt man fiir die Anfangswerte (?kh nacheinander beliebige
Werte [;ﬂJi ein und bestimmt die zugehdrigen Losungen:

Rechnung Anfangswerte bei € Losungen bei &4
Nr. (Y )i (Z,); () (Z)a
0 (Y )i 0 e (E)a
(5;)[ fur kam _ _
” 0 0 fur kem (y/:" )a (Z/:" )a

k=104, m=1(1) 4.

Zusammensetzen der Einzelldsungen ergibt das Gleichungssystem
_ o 4 —
(Zk)a = [Z‘\’)a * Z Cm'(zk a’
me=4

Hieraus lassen sich die Koeffizienten Cm berechnen, da die Zk
an der Stelle €a bekannt sind.

Die gesuchten Anfangswerte erhidlt man aus den Beziehungen

(Ekk = C;{(ﬁ;)i j k=m.
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4.2 Iteratives Rechenverfahren ( trial - error )

Ein fir den Analogrechner besser geeignetes Verfahren ist die
automatisch ablaufende Iteration, [8]. Fir die unbekannten
AnfangsgroBen fiihrt man zu Beginn der Rechnung willkiirliche
Werte ein. Nach jedem Durchlauf wird die Abweichung der
gewonnenen Ergebnisse zu den vorgegebenen Endwerten gespeichert.
Aus den Unterschieden werden die Anderungen fiir die Anfangswerte
der nachfolgenden Iteration abgeleitet. Als Beispiel sei die
Schaltung zur Abfrage der Verschiebung 1 betrachtet, Bild 4.2.1.
@ s0ll am Ende der Rechenzeit den Wert Null erreichen,

Bild 421

@U: ist ein geschétzter Anfangswert, mit dem der erste Zyklus
ablduft. Der zweite Durchlauf wird mit einem verbesserten An-
fangswert vorgenommen, wobei die automatische Korrektur von

ﬁU} proportional zum Fehler erfolgt. Dies wird solange fortge-
setzt, bis die Randbedingung (i), = O erfillt ist. Den zuge-
horigen Anfangswert kann man aus der Speicherschaltung entnehmen,
Mit Hilfe eines Bewertungsfaktors V 138t sich dieses Verfahren
beschleunigen. Die Faktoren diirfen allerdings nicht zu groB ge-
wihlt werden, da sonst keine Konvergenz mehr eintritt.

Bei inhomogenen Randbedingungen kann derselbe Losungsweg ein-
geschlagen werden. Anstelle einer expliziten Aussage Uber die
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RandgrdBen miissen flir jeden Rand vier Kontinuitédts- bzw.
Gleichgewichtsbedingungen formuliert werden. Fir die Iteration
ist es nicht notwendig, gleichartige GrdBen miteinander zu
verbinden. So kann beispielsweise die Abweichung der Ver-
schiebung u vom vorgeschriebenen Endwert direkt dazu benutzt
werden, den zundchst unbekannten Anfangswert der Normalkraft

ﬁ1 zu korrigieren.

In der Abb. 4.2.2 ist ein typischer Verlauf fiir die gleich-
zeitige Iteration der vier VerschiebungsgrdiBen auf Null ange-
geben (einseitig eingespannte Schale). Die obere Hilfte zelgt das
Einpendeln der AnfangsgroBen auf die gesuchbten Werte., Der erste
Rechenzyklus wurde mit Zahlenwerten gestartet, die zehn Prozent
unter den richtigen lagen. In der unteren Hilfte des Bildes
sind die zugehdrigen Endwerte aufgetragen. Dieses trial-error
Verfahren war nach etwa 25 Rechenoperationen abgelaufen. Die
glnstigsten Werte von V wurden fiir die einzelnen GroBen durch
Probieren gefunden. AuBerdem konnte nur experimentell fest-
gestellt werden, mit welchen Vorzeichen die abzufragenden
Parameter behaftet sein missen, damit das Verfahren konvergiert.
Die iterative Rechenmethode ist auch zur Losung von nicht-
linearen Differentialgleichungen geelignet,

4.3 Das zugeordnete Problem

Eine weitere Mdglichkeit zur Behandlung einer Randwertaufgabe
auf dem Analogrechner soll hier nur kurz gestreift werden. In
[9] wird gezeigt, daB jedes lineare Randwertproblem auf eine
reine Anfangswertaufgabe hSherer Ordnung zurlickgefiihrt werden
kann., Aus der Lisung des zugeordneten Problems ergeben sich die
Anfangswerte fir die urspringlichen Gleichungen. Nachteilig bei
dieser Methode ist die rasche Zunahme der Ordnung des zugeord-
neten mit derjenigen des gegebenen Problems. So entspricht der
Differentialgleichung 8. Ordnung ein System 4108. Ordaung, das
sich fiir die reine Randstorungsaufgabe auf die 70, Ordnung
reduziert. Bei Differentialgleichungen mit variablen Koeffi-
zienten wiirde auBer den Integrierern noch eine groBe Anzahl von
Multiplizierern bendtigt. Man sieht, daB der praktischen Anwen~—
dung dieses Verfahrens durch den Aufwand an Rechenelementen
Grenzen gesetzt sind.
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Bild 4.2.2
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4,4 Begeitigung von Stabilitédtsschwierigkeiten

Bei der Durchrechnung spezieller Fdlle fiir die Kegelschale er-
gaben sich fir bestimmte Parameter Instabilititserscheinungen.
Diese traten auf fir lange Schalen, hohe Reihenglieder der
Fourierentwicklung und dilinne Wandstirken. Es handelt sich hier
um ein Problem, das den numerischen Schwierigkeiten beim Uber~
tragungsverfahren entspricht, [10]. Nur werden die Grenzen am
Analogrechner schon friher erreicht als beim Digitalrechner, der
eine wesentlich groBere Stellenzahl zur Verfiligung hat. Wenn der
Biegespannungszustand von einem Rand her so stark abklingt, daB
er den anderen nicht mehr beeinfluBt, ist es unmdglich, eine
unmittelbare Bezlehung zwischen beiden Rindern herzustellen. Hier
mufl sowohl das Uberlagerungsverfahren als auch die iterative
Rechenmethode versagen.

Zur Beseitigung der Schwierigkeiten wird folgender Weg vorge-
schlagen. Man teilt die Schale in t einzelne Abschnitte auf.

Fir jedes Segment wird eine Ubertragungsmatrix 5; aufgestellt,
Hierzu gibt man am Analogrechner fir alle Anfangsgrofien (Xk)
nacheinander beliebige Werte (ﬁ;b -¢ ein und notiert ihre
Wirkungen {Xkb

Rechnung Anfangswerte bei @j-, Losungen bei €;
Nr. (ka-1 (Xkb
(’Ek)'-'f fl,’tlr k=m gm
0 ’ far Kk & m (Xk)'

k=1(1)8,mn=10M1)8,43=11(01)¢t.
Die Elemente der Matrix B, erhdlt man aus

(X;Zb

(b ) = =
hm/ ) (’qk /. ,

Mit Hilfe der Forderung, daB die Ubergangsbedingungen an den
Schnittstellen erfiillt sein miissen, 1ld8t% sich ein lineares
Gleichungssystem flir die Verschiebungs- und KraftgrdéBen
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aufstellen. Hierin werden noch die Bedingungen flir den inneren
und duBeren Schalenrand eingefiihrt. Die anschlieBende Auflfsung
des Systems nach dem GauBschen Algorithmus liefert die Werte

an den Schnittstellen und insbesondere auch die vier unbekannten
Anfangswerte flir den inneren Rand. Das Gleichungssystem ist im
wesentlichen um die Hauptdiagonale besetzt. Bel umfangreichen
Problemen ist es zweckmidBRiger, das FormiénderungsgréBen- oder
KraftgroBenverfahren unter Benutzung von Stelfigkeits— bzw.
Nachgiebigkeitsmatrizen anzuwenden.

Mit einer hybriden Rechenanlage lieBe sich die praktische
Berechnung solcher Aufgaben besonders gut durchfiihren, Der
Anslogrechner wiirde die ILosungen der Differentialgleichungen
fiir die Schalenabschnitte liefern. Die ibrige Arbeit, vor

allem die Aufstellung und L¥sung des Gleichungssystems, ilber-
nimmt dann der Digitalrechner.

Als Beispiel wurde der in Abb, 6.4.1 maBstéblich dargestellte
Kegelstumpf in t=5 Abschnitte unterteilt. Der HuBere Rand £=8€,4
ist eingespannt, wihrend in den freien Rand €=€; die Ein-
heitsquerkraft [(@F); = 1 rotaticnssymmetrisch (n=0) eingeleitet
wird. Flir drehsymmetrische Belastung brauchen an jedem Schalen-
rand nur drei Bedingungen vorgegeben zu werden, da sich eine
Gleichungsgruppe abspalten 1d8t. AuBlerdem geht die Ersatzquer—
kraft Q: iber in Qq. Das Ergebnis der Rechnung ist aus den
Bildern 5.4.1/2 ersichtlich. Die durch Kreuze angedeuteten
Werte sind die Lbsungen des Gleichungssystems, wahrend die
Kurven unter Benutzung der daraus gewonnenen Anfangswerte vom
Analogrechner geliefert wurden.
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5. Abschatzung der Rechengenauigkeit

5.1 Membrankegelschale

Die Rechnungen wurden auf einem Telefunken-Prizisionsanalog-
rechner RA 800-H (ohne Digitalzusatz) durchgefiihrt. Der Kompo-
nentenfehler fiir diese Anlage ist mit MO_L’L angegeben., Zur Auf-
findung der glinstigsten Losungsmethode am Analogrechner und zur
Abschatzung der Rechengenauigkeit wurden zundchst die Membran-~
gleichungen (3.6.39/45) untersucht. Die analytischen Ldsungen
hierfiir sind bekannt, [11, S. 601]:

A A
/V1M S sind 12 [5+’7‘ Cs )

o n lnr
Mo sin3FEhr [5+szh7}'['b [6+C7 )

2 2
v _n=2(te¥)sin®} - _nllnret) - n C
M 2-simdEhr 5 sinEh % sina G+ 1 Cq i

W o sin) o (7 s51r) L+ (17w 50 risiny - nr c
M 2-cosdsind) Ebr ° - costsinFh 6 "cosal-sind ¥ cosip &)
nin*4 sin?f) __ ntsit n-sind
Om = T 2 coshsiniPEh 72 (5‘ cosat sind F-h-t Cs cost Co-

In den Abbildungen 5.1.1/2 werden am Analogrechner gewonnene
Losungen mit den exakten analytischen Ergebnissen verglichen.
Die Abmessungen der zugehdrigen Schale gehen aus Bild 6.4.2
hervor. Am freien Rand greift einmal die Normalkraft (N,); und
zum anderen die Schubkraft (S); mit n = 1 an. Die Fehler in den
Anfangs~ bzw. Endwerten liegen unter 0,2%, wobei als Fehler

definiert ist

Janaloger Wert |- |exakter Wert| 100%
lexakter Wertl|
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N,
V \\\
‘\\ Finheitslast (W)=
Harmonische #r =1
\ Schalenparameter :
V=03
9 =005
J =450
EL- = 0,5
g5 \\1\"\4,0
éL —— e O /éa
/ Bezugswerte [kplem)] :
{E'M)max = 0, 5
(E‘U)max =40
\/E'V)max = 4
a
GroBe (Mila ()i (v)i
PR =z " d _
Analograchers. | Ov995 | ~08788 | 965%
X = @xakle
analytische Losung 05000 |-09802 | 09655
Febler ¥ [9%] | ~040 [~-0+14 |-007

Bild 511 Kegelschale (Membran)


ibbaf
Textfeld


- 65—

u
S
Finheitslast (5); =1
Harmonische 1 = 1
J Schalenparameter :
v=03
J =005
W} =450
| &%
05 4,0
e ' //éa
7, /
\\ Bezugswerte [hplem]
(@'M)max bl o,lf
‘\“\‘*“ﬁ*—-—-'(éj's)max '0,5
/ (E‘Ll)max = 4
(Ev) max =16
v
6réBe (S)a (a)i (vl
— = /0. d
ﬂnalogr:gzgﬂe;s 02495 | 09650 |-09809
= exakt
a:alyti)s(ghe ja”:aﬂg 02500 | 09655 |-09819
Fekhler 7 (%] =020 [-005 [ =70

Bild 512 Hegelschale (Membran)
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5.2 Kreisringscheibe und -platte

In dem gewdhlten Polarkoordinatensystem 1#8t sich mit +} = 90°
der Grenzibergang zur Kreisringscheibe bzw. ~platte ohne
weiteres durchfiihren. Die Gln. (3.6.21/37) zerfallen in zwei
Systeme von Jjewells 4., Ordnung. Diese Entkopplung 188t sich auch
an der Analogrechenschaltung gehr gut yerfolgen. Mit'J*9OO werden
die Potentiometerwerte fir und immer kleiner, und filir
W = 90° sind sie gleich null. Am Analogrechner erhdlt man als
Spezialfall die Losungen flr die Kreisringscheibe und ~-platte,
die beide parallel zueinander berechnet werden konnen. Diese
einer exakten analytischen Behandlung zugénglichen Sonderfdlle
sollen benutzt werden, um die Ergebnisse der Analogrechnung zu
iiberpriifen. Fir eine ebene Fldche verschwinden die Unterschiede
zwischen den erweiterten und den vereinfachten Gleichungen.

Mit Hilfe harmonischer Funktionen lassen sich die LOsungen
herleiten fiir die Kreisringscheibe, Tab. 5.2.1, und fir die Kreis-
ringplatte, Tab. 5.2.2, vgl. z.B. [42]. Die untersuchte Anordnung
ist aus Bild 6.5.4 ersichtlich. Der Rand € = €; wird durch die
Einheitskraft (N;); bazw. (%), mit n = 1 belastet. In den
Abbildungen 5.2.1/2 sind die Rechenergebnisse wiedergegeben. Die
gréBte Abweichung f der analogen Losung vom exakten Ergebnis
betridgt etwa 0,3%. Der Ubergang zur Zylinderschale ist mit den
gewdhlten Koordinaten nicht mdglich, da sich Divisionen durch

Null ergeben wiirden.
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$=0

/‘/4644"":2(2’

S =472 G

u== [(4 W) 7. C, = (1+V) 1" Czj, )

V o= — Z,";;J 'r_7(3 + 10y

n=7
£ 2(-vY) 3-¥22y =4

M= ir [2(1””52 T TGRS C‘f]’
Eh 4(1+v) 201-v) i1

s "2(1+w)[: 476G PZEZ7U B v C,,])

u= C +fr'~C'2+'r-C3+(n¢»(‘,)

n> 1

M= (n-A) 72 C, - (n%en)? *2 +(r7+2—n2)'r 3 ~(n-2 7 Cy
1

S=(n2~f7)'r”_2. ¢, - (m*-m)7+ m GH+{n 2en)+" (G- (/7 n)'r -Gy,

w= L nae)r G n(4+v)'r (+(2(+v)—n(f+ﬂ)¢ "G btentr)r '4-)64] )

v -—[nﬁw}r .’ +ﬂ(4+v)r (+{n+l/+21/7)¢ ~4 +(n—l;+2'-/7);(ﬂ-1-)(‘,:l .

TJabelle 521 Kreisringscheibe
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]

Einhedtstast (W) = 1
Harmonische n =4
Schelbenparameter:

F A

e
/

V=03
S =00F5
£.;=05

f i £ /ea
Bezugswerte [kp/lem):
(E'Mv)max = 0,5 ]
y (8 S)mayx = Q014
(/v'.’)max = 0,18
/(3: (Ett)maxy = 5
(FV)max = 4,‘!
U
6réBe (Ni)a (Z)a (Mol (u)i (v
i lGsung des | g51ug | 05429 |-0987F |-09051 | 9592
X = exakt
aﬂa/yz‘[scﬁeioﬂsung 95151 | Q5414 |-q9867 ~09052 | 09586
Fehler £ [%] ~0,06 0,28 010 - 004 006

Bild 524 Hreisringscheibe



ibbaf
Textfeld


- 69 -

=20
EpH? -
o - 42(4/';)2) 47 Cy
M= @ﬁ;,"*f/f;,—z) [-(4“7)42~CZ+2(4W)(3+(2(4+y)ln¢+(3+v)) C‘,] )

wa= C + rG +fr‘2~C‘3 + P2 nr- Gy

O ~F7G —20.G ~(2lnr +1)Cy ;

fomf

0F -~ £hE
i 12(1-v%)

M, = ;% [2 (1-»)¥ ° CZ+2(3+)J)¢ C_,,,+(4+~'V)'r C‘,J

W 10w G+ 12 G Pl Gy

[2(4-1;)75»"( +2(3+9)Cy = (3-9)7 € } ,

O= —C +7°G =322 ~ (Inr+4) G,

n>4

E-43 n+3)

*
A== 2t

[—(1—v)n’(n—1)¢ o+ (IR

- (n+q)
+('7(4 ) +H (5+v)+‘m)¢ C +(n P11-v) +n*(3+%)~4n)T 'C,J,
-{n+ 2)
M, = 442%!2;,—) [(4 -2, F () nmra o €, ]
+ (n’(4-v)+n(3 ) +2 (4+v))'r- Ca+ (rr a-v)-n(3+y) +2(4+w))'r . a,],

- n+2 - -
W o= 7"-64 +fr'?7cz+r *.(3+¢ (”Z)C" )

-1 =(n+1) ~(n-1)
o= ~nrt""¢ sl ~tnr2)yd" s+ ()7 e,

Tabelle 522  Areisringplalte
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Finheitslast ( @y)=1

Harmornische 1+ =4
Plattenparameter:
V=03
\*"‘w d= 0:075
£,=05

Bezugswerle [kplem]:
(eQ:)max "0,5
(e-M_,/'Y;,)m“"Q‘fé
M2/ 15) max =016

(H1a)max =012
(Ew)max =400
(’fa‘E' 8) max= 1400
6riBe (@) | (Mda (M2)i (H): (w)i (8);
Fmalosoins des | ono70 |-0427 | 0816 | 09049 |-09409 |-0857H
x =exakie, | ouo7y 0
arralytische Losumg | % 04928 | 08825 | 03050 |~ 99413 |-08364
Fehler £ [%] | -047 [-002 |-040 | -001 |-00% | O

Bild 522 Areisrngplatte
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5.5 Bchwach gekriimmbter Kegelstumpf unter rotationssymmetrischer
Belastung

Das Differentialgleichungssystem der schwach gekrimmten Kegel~
schale laBt sich fiir rotationssymmetrische Belastung in eine
Besselsche Differentialgleichung zuriickfiihren, [13],[14].
Zundchst kann man die Gleichungen abspalten, die zu einer reinen
Torsionsbelastung gehdren und mit den entsprechenden Membran-
glelchungen identisch sind. Ubrig bleibt ein System 6. Ordnung.
Unter der Voraussetzung, daBl nur Gleichgewichtsgruppen an den
Schalenrédndern angreifen, wird das Problem auf die 4. Ordnung
reduziert., Mit Hilfe der Transformation

e T 2 VA12(1-v?) cosa
n o= 2p\ir ;=T M= h sin%

ergibt sich die Besselsche Differentialgleichung

di(r-Qq) 4 d(fr (24 ( )
BT 7. - 0.
a7 7 1~ (1 Q)
Die Real~ und ImaginérteLle der Losung werden durch die Thomson-
funktionen ausgedrickt, Tab. 5.3.1. Flir den Fall, daB die

Bedingung (¢.N4) - fg/)}(’r'Qof) =

nicht erfiillt ist, 148t sich ndherungsweise noch ein Membran-

spannungsazustand iberlagern.

In den Abbildungen 5.%.1/% wird fiir die Schale nach Bild 6.4.2
und einen Momentenangriff (ﬁ1h = 1 am freien Rand ein Vergleich
mit den ILOsungskurven des Analogrechners durchgefihrt. Zur
Berechnung der Thomsonfunktionen ist die asymptotische Reihen-
entwicklung benutzt worden. Hierbei wurden so viele Reihenglieder
bertcksichtigt, wie zur Erzielung einer vierstelligen Rechen-
genauigkeit ndtig waren, [15]. Die beiden Verschiebungen u und w
erhdlt man nur in der Kombination

sind | cosd
£, = SNV | LYy

2
_Mit Hilfe einer numerischen Integration 148t sich w aus der

Beziehung dw A

dr = " inF ©
bestimmen. Nach [46, S. 197| wurde hierzu die Simpson~Regel
in Verbindung mit der 3/8- Regel angewendet.
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<{Q
o 3 e

ELinheitslast (My);=1
MHarmonische 11 =0
Schalenparameter:
V=03
[ = o
LY, QF =45
7 Wy ei:_" 05
A \
\\ 40
> s
‘ \u_—ﬂm 2a
A
Bezugswerte [kplem):
(6-M)max = 2,E
(EQ)max =25
(EM/t)max = 05
2/max =70
(M2/¢a)m4x '0,4""
6réBe (M): (Ma)i
=/ 0surg d
Hﬂalogreel&er? 0’9346 07979 |
X = analytische
Losurng (Besselsche Dl 09349 017979
Fehbler £[%)] -003 0,00

Bild 531 Hegelschale (rotaﬂon:;ymme{n';c/, belastet)
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ELinheitslast (My)i=1
Harmonische rn =0

)

=
o

N

|
\V4

Schalenparameter:
V=03
d =005
= 45°
e"_= 0,5
40

=,

Bezugswerte [Kplem):
(12 E Ex)max ™ 500

»('r:'E' gfa)max”’ovfou

(12E- %) pmax > 240"

%,
] ! (1o E“E2) max = 1400
&réfBe (Ed)i (&) (384)i (at2)¢
—— = [ osung des |_ _
L osuns des |-g7g64 | 99359 99277 | 09036
% = analylische |_ n
Lé'sung (Besselsche Dgl) 07852 | 09343 09278 | 99030
Fehler %] 015 017 |—-004 007

Bild 532 Hegelschale (rotationssymmez‘n'sch belastet)
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Einheitslast (My)=A1
Harmonische 1 =0
Schalenparameter :

Q|

¥

YV =0,3
d =005
F=h50
€ =05

Bezugswerte [kplem):
‘Uimax = 0

(EW)max = 4000 B
(’7;[-'-9),,,“‘ 1440

6réBe (@); (w); (8);
—— = [8sung des |_
Hﬂalagr‘ec‘/,;%erss 04428 | 09431 | 09125
x = analytische |_
U8sumng (Besselsche Dgl) 04400 | 03424 | 09124
Fehler £ [%] ag,64 0,07 0,04

Bild 533 Hegelschale (rotationssymmetrisch belastet)
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5.4 Analytische Ndherungslosungen nach Novozhilov

Die Maximalwerte fiir die Amplitudennormierung sind nach dem in
[2] angegebenen Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von
diinnen Rotationsschalen bestimmt worden. Novozhilov vernach-
lassigt bel seiner Methode in einigen Ausdriicken Glieder von der
GréBenordnung h/R im Vergleich zu eins; R ist der kleinste
Krimmungsradius. Aus der Verkniipfung der Kontinuitétsbedingungen
der Mittelfléche mit den Gleichgewichtsbedingungen erhdlt er zweil
Ausdricke flir die Querkridfte Qq und Q2. Einsetzen in das Krafte-
und Momentengleichgewicht ergibt 6 Gleichungen mit den 6 Unbe-
kannten Nq, N2, S, Mq, M2’ und M. Durch die Einfihrung der
komplexen GroBen

N [ MM,

Ny = Ny o+ o g7

~ { MV My

Ny =Ny + o753

~ I M _ h

S =5ty ¢ Vit

reduziert sich die Anzahl der Gleichungen auf die Hialfte. Bezig-
lich der Breitenkreiskoordinate wird eine Fourierreihenentwick-
lung durchgefihrt. Mit Hilfe eines Ansatzes, der nur flir n = O
und n = 1 exakt erfiillt ist, erhdlt man eine einzige Differen-
tialgleichung 2. Ordnung. Die n8herungsweise Integration dieser
Gleichung liefert die gesuchten SchnittgroBen. Aus den geomet-
rischen Beziehungen werden durch dhnliche Ndherungsbetrachtungen
die Verschiebungsgrofilen gewonnen. Fihrt man diese Rechnungen flir
die Kegelschale durch, dann erh&lt man mit Beriicksichtigung des
Membranspannungszustandes die Losungen nach Tab. 5.4.1, Da sich
die Ersatzkridfte von den urspringlichen Kraften durch Glieder
von der GroBRenordnung h/R im Vergleich 2zu eins unterscheiden,
ist im Rahmen der Genauigkeit S: = 5 und Q; o Qq,
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In Tabelle 5.4.2 werden die Elastizitdtsgleichungen des Kreis—
kegels gegenibergestellt, die sich aus den allgemeinen Schalen-
gleichungen nach Wlassow und Novozhilov ergeben. Es ist zu
bemerken, daf die Wlassowschen Gln. mit den von Fligge in

[15, Se 518] angegebenen Elastizitdtsgleichungen iibereinstimmen.
Durch Vernachlidssigung der durchgehend unterstrichenen Glieder
erhalt man die vereinfachten Gln. fiir den diinnen, flachen Kegel.
Die Gln. von Novozhilov unterscheiden sich hiervon durch die

mit gestrichelten Linien gekennzeichneten Glieder, die aber bei
rotationssymmetrischer Belastung verschwinden.

Die Bilder 5.4.1/2 zeigen an einem Beispiel den Vergleich von
Ldsungen, die mit verschiedenen Integrationsverfahren gewonnen
wurden. Es handelt sich um den Kegelstumpf nach Abb, 6.4,1 und
eine Querkrafteinleitung am freien Rand mit n = 0. Die Ergebnisg-
kurven des Analogrechners flir die erweiterten und vereinfachten
Gln, und die Losungen nach Fliigge iiber die Besselsche Diff.-gl.
fallen im Rahmen der Zeichengenauigkeit zusammen. Die mit Hilfe
der néherungsweisen Integration nach Novozhilov erhaltenen
Losungsfunktionen sind gestrichelt elngetragen. Als grofter
Fehler ergibt sich beim Maximalwert des Biegemomentes ﬁq eine
Abweichung von etwa 10%.

Sémtliche analytischen Vergleichsrechnungen wurden unter
Benutzung von Fortran-Programmen auf einem Digitalrechner
durchgefihrt.


ibbaf
Textfeld


— 79 -
Wlassow / Fligge

2 2
V= 4[2/2 [fm't/”)a - Szmﬁ 4Jv casf.} A casfz} : 21}()%%/]

_+_._.._
1

L7 12

Eh sind, 4
Nza «——-»[-—LU-;;—

dv  cosdy o ndu, b wft}(smttca;*»"u , o5 co;%)‘ L Sitlow, 4 9 w):|
1-v2| 7

Ty 12 x| 2 PEIARIE A YT

Sa.?ﬁ;fv){;j; +sind {)/} 42 ((;54} 5‘”"/(“’51}"2( )_SMJMJ‘P(W)]}

£Eh 14 du /). h* cost[cosad du, - 9 d? (w
5 2(1+w){'75</3 sind 5] ) a2 T ez w”‘m}afrw(f)]

El? dw sind Iw, 4 Iw)_ cosdd du 491/:]
/%H/Iz(%v’) 51/71)(9,?1-/-2/( r Jr +T2()</’) T ( 1} » cW)

Eh s Pw 4 dw <9w cosiH/ sind casJ' :l
M2=4§Z,m ,rn Dr 429t Vszrm} o ('r U+ )

il st ]
M. - £H2T. sinf 2o frd;;’(w) 6051}_(2_@ - SIH’I}COSﬂ}__Q_ (___):l

21 12(7) |

Novozhilov

/\é"’ Eh [:sz'n e 1AV, cosd, +yszm/'a,, :l

v A o T R
"Lk [1u, 5.0 (v
S "2(f+y)['r o+t ( 'r)]

=20+5% p2dP2 " 92 )9

EH? I sin’} dw 4 dw _ cosit dv
M= I}zm} 3TN 0r Trider T g2 9901

2720091 dr THides 42 09

M = £EH? sm'z/‘aw 43w cosddv ”5‘”21)'3‘}2}

Tabelle 542 Elastizildtsgln. Ffir die Kegelschale
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Finbeitslast (@)=
Harmonische r =0
Schalenparameter:

V=03
o= 0025
=45
£,=0,5

Bezugswerte [kplen):
(8-WJmax = 0,6
NE Q) max = 05
(&M /T )™ 0048

..4[0..

Frgebnisse des Analogrechners fir die erweiterten wund
vereinfachlen 6lrn. und Losungen der Besselschen Diff-gl.

—=== naherungsweise Jnlegration nach Novozhilov

Bild 541 Hegelschale (rotalionssymmelrisch belastet )
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Finheitslast (@) =1

Harmonische 1 =0
Schalenparameter:

V=03
S =0025
P =450
£;=05

Bezugswerte [kpkem) :
(E‘Ll)max =

(£ W)max = 500
(1, E @max=4000

—— [frgebnisse des FAnalogrechners iy die erweiterten wund
vereinfachten &ln. urd Losungen der Besselschen Diff-gl.

" . . .
=="" naherungsweise 7ntegrafton nach NMovozhiloy

Bild 542 Hegelschale (rotationssymmetrisch belastet)
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6., Vergleich zwischen den Gleichungen flir die schwach gekriimmte

Kegelschale und den erweiterten Gleichungen

6.1 Binflull der Belastung am freien Rand

Im folgenden sollen fiir verschiedene Schalenparameter die
Abweichungen festgestellt werden, die sich bei Verwendung der
Gln. (3.6.1/20) gegeniiber den Gln. (3.6.21/38) fiir die schwach
gekrimmte Schale ergeben. Als Abwelchung sei hierbei definiert:

W, — | W
a =_‘___4_‘_,|__“.?_[_ 400 % )
|Wa|
W, = Maximalwert einer GroBe, die nach den vereinfachten
Gleichungen berechnet wurde,
W2 = Maximalwert der entsprechenden Grofle aus den erweiterten

Gleichungen.

Filir die Krdfte und Momente, die als Einheitslasten am freien
Schalenrand wirken, dienen die Betrige der ersten Uberschwingung,
bzw. die Endwerte, als VergleichsgroBen.

Bei einem Kegelstumpf gibt es zahlreiche MOglichkeiten, die
Parameter zu kombinieren. Ausgehend von der in Abb. 6.4.3%
dargestellten Anordnung werden sidmtliche Belastungsfdlle und
Abmessungen variiert. Unverdndert bleiben die Randbedingungen
freier Rand bei @ = €, und eingespannter Rand bei € = £8,. Ein
Anhaltswert fir die zu erwartenden Abweichungen ist das Verhalt-
nis von Wandstirke zu kleinstem Krimmungsradius im Vergleich zu

eins, Mit ££€§;ﬁ = 0,11 fir den Kegel nach Abb. 6.4.% entspricht
i

das einem Wert von etwa 11%. Man kann hier kaum noch von einer
diinnen Schale sprechen. Diese Anordnung wurde aber gewdhlt, um

die Unterschiede deutlicher hervortreten zu lassen., Inwleweit die
Voraussetzungen der technischen Schalenbiegetheorie noch
zutreffen, soll unberilicksichtigt bleiben.

Um den EinfluB der Belastung am freien Rand zu untersuchen,

werden nacheinander die Einheitslastzustande (N,); , (5));, (Q})

und (M,); mit n = 1 angebracht. In den Bildern 6.1.1/12 sind die
Losungen der beiden Gleichungssysteme gegeniibergestellt. Fir die
beiden ersten Belastungsfdlle ergeben sich wesentliche Differenzen
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in den GroBlen Mg und H am Schaleninnenrand, Abbildungen 6.1.2
und 6.1.5. Bei der Querkrafteinleitung ist nur fir M2 ein Fehler
von 23% festzustellen, wihrend beim Momentenangriff alle GréBen
innerhalb der Toleranz von 11% liegen. Die Membranspannungen

und Verschiebungsgrofien stimmen im allgemeinen recht gut iberein.
Ausnahmen hiervon sind (é)i aus Bild 6.1.3 und (N,); aus Bild
6.1.4. Insbesondere erweist sich auch die Annahme von der Gleich-
heit der Schubkréfte als durchaus zuldssig. Die Abweichungen

in den GroBen Mg und H resultieren hauptsédchlich aus den Verein-
fachungen der geometrischen Beziehungen. Hier muB man bei vor-
wiegendem Membranspannungszustand die Tangentialverschiebungen
in den Formeln fiir %, und 7 offensichtlich mit beriicksichtigen.,
Die absoluten Werte der Momente M2 und H sind allerdings
ziemlich klein, so daB eine starke prozentuale Differenz kaum
von Bedeutung ist, Die Abweichung von 23% fiir (M,); bei der
Querkrafteinleitung, Bild 6.1.8, ist auf die Vernachlidssigung

von kg-w in der Gl. (2.1.19) zuriickzufilhren., Hierdurch wird

w nur mit n° multipliziert, statt mit dem Faktor (ngn cosaﬁ),

Gln. (3.2.17) und (3.2.%4)., Mit n = 1 und 2 = 45° ergibt das
ein Verh#ltnis von 1 zu 0,5, Flir groBeres n miilten die Unter-
schiede geringer werden., Im weiteren soll nur noch der
Belastungsfall (6§)L = 1 untersucht werden.

Flir sé@mtliche Rechnungen am Analogrechner wurde die Zeitkon~

stante k = 1 [1/5] gewdhlt., Mit A = 5 jei erhdlt man eine
a
Rechenzeit von tgax = 1 [s] und Potentiometerwerte, die

einstellbar sind. Ein Rechenzyklus, der sich aus der Pausen-
zolt, der Rechenzeit und der Haltezeit zusammensetzt, dauerte
drei Sekunden. Bei etwa 25 Iterationen fiir ein Beispiel
entspricht das einer Gesamtzeit von 75 [s].
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Finheitslast (W), =1
Harmonische r =4
Schalenpararmeter :

¥ =03
S =0,075
ot = 45°
e.=05

Bezugswerte [kptem):

e'M)max = 0/5

(9‘54* max = 0,03
(/Vz)max = 016

SHmax = 006

6réBe

(Weda

(58)a

(Ma)a

(5%)a

~ == yereinfachte
Gleichurgern

05168

04335

09739

04335

— = erweilerte
Gleicturrgen

95153

04224

03655

04248

Hbweichurng a [%)

493

2,7

0,9

2,8

Bild 611 Kegelschale
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Finkeitslast (W)= 4
Harmonische +1 =41

Schalenparameter:
Y =03
§ =0075
ok =450
€;=05

Bezizgswerl‘e [hplem):
Qi)may = 00
(&-My/1,)max = 00018
(M2/%2) max = 00006
(///’rc)max = Qooog

GroBe (@) (Mi)a { HZ)L (Ff);
- yore/pnlachte _ - -
Gleichungen 94892 |-04640 |-01819 |-01429
= erweiterte - - -
Gleichungen 04804 05141 {-07819 |~09062
Abweichung a [%] 4,8 -9,8 -76, 7 | —842

Bild 61.2 Hegelschale
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<}

Einheitslast (M)i=4
Harmonische n =41

A
=
-

Schalenparameter:
v «03
S =007%5
P =450
€. =095

Bezugswerle [kp/em):
(E'u)max = 8
(E-V)max = 3
(Ew)may = 08

('Q'E' pprax ™ 4

6rdBe (u); v) (w)s (©);
——— = vereinfachle | _

6‘/e[c/7w1;en 98057 | 98272 |-06341| 05089
= erweilerte - -

bleveimpen 08033 08253 |~06787 | 10390
Abweichurg a %] g2 02 - 66 ~ 54,0

Bild 61.3 Kegelschale
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52
5
Einheitslast (5¥);=1
Harmonische +1 =1
Schalenparameter:
v=03
S =0075
3 =450
\ im0
05 4,10
3 ~ = 'y
// =
/
/
\ Bezugswerte [kplem) :
/Z (EM)max = ollf
Tl (e Smax = Q5
\ h)max = 912
Smax = 10
\_
GroBe (Mi)a (§¥a (Ma)i (53):
~-—— = Yereinfachie |- -
Sleichunger Q%661 | 92140 |~09061 | 40000
—— s erwe/lerte |- -
Eleichungen Ok667F | 02153 07035 | 40048
Hbweichurg al%] | -91 - 96 28,8 -02

Bild 6.1.4 Kegelschale
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Finheitslast $F=1
Harmonische 1 =4
Schalenparameter:

V=03
J =0075
W =450
g,=05

/ P DS
/ L T \BezugSWerte [/fp/cm]
e -7 C—?? (8- @max =004
/ ) (e M4/’fa)max‘0005
N ~ (M, / a)max =0003
My, |7 - (H!72) max -o 002
>l
'
/s 7/
/7 7/
/7
/7
’/
/
/
/
GréBe (a-:)a (M, Ja (M_z)i (ﬁ)t
-=== vere/ntachle| _ - _
5/9[0%711/‘72;9/76 03569 | 04966 |-0834F |-09395
—= e, tert
Soweiterte |-03481 | 95059 |-05412 |-03851
Hbweichung al%] 25 -4,8 54,2 A44,0

Bild 64.5 Hegelschale
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Finheitslast (S¥); =41
Harmonische 1 =1
Schalenparameter:

v=03
b = 0075
At =h5e
8i=0,5

Bezugswerte [kplem]:

(E'u)max =
(£ V)max =12
(E'W)max = 14

(1,5 pax = 25

6réBe (&) (V) (w)i @)
- = Vereintachlt. _

Gloioh u‘que; 08276 |-08496| OFF6 | OF731
— = grweilerie _

€lez'rl/7aﬂge/7 08265 |-08543 | 08038 | 08032
Abweichung al%]] 01 -06 -30 -4,5

Bild 646 Kegelschale
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Einboitslast (QF); =4
Harmonische #n =1
i Schalenparameter:
v =03
5 = 0075
2} =450
E,; = 0,5
05 10
1 +-
e[ areeiisse ) / €4
A /
w, /Bezugswerz‘e [kplerm):
(E"M)max =04
(8-Smax = 07
. D max = 3,0
/ (58 max = 1%
5*
5*
[
6réBe (Mi)s (SMs (M) (53)s
——= = Vereinfackie |_ - - -
Gabirachie |-g7401 |-06898 |-09354 |-06898
— = erweltert - - - -
6/e¢‘c‘h5;;;n 07276 |-06958 |-09378 07124
Abweichung al%ll 17 -09 - 0,3 -3,2

Bild 61.7 Kegelschale
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Finheitslast (@);=1
Hormornische 11 =41

05+

$chalenparameter :
= 03
5 d 0 075
4} 450
=05
10

Bezuq swerte [kplem):
e-aq )max = 05

(B-M, /%) max= 003

(Ms /a)max =004

(H/Ta)max =003

5ré'8e (6’ s (/qd)s (’\72)[ (/7)5
——= = yereinfackte |_ _

Gl trramgern 00862 \-06941 ) Q7940 | 09325
— = erweslerte  |_ _

Gleichungen 90890 |-07039 | 06476 | 09376
Abweichung al%]| -3,2 ~4,4 226 -05

Bitd 6.1.8 Kegelschale
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Einheitslast (@) =4
Harmonische n =4
Schalenparameter :

¥ =03
S = 0075
o= h50
95'0,5

\

Bezugswerte [kplem) :
Ulppax = 2

(E-V)max = 1%

\/ E 'W) max = 400

(ﬁE’Q)m; = 1'00

6réBe (@)s (vV)s (w)i B)i
- = verelnfachte
Eloichimger 08931 | Q8009 |-08607 |- 99831
=erweiterte - -
6lejchungen 48078 | 98192 |-08713 | -03343
Abweichung al%)| -16 -2,2 ~-4,2 -0,5

Bild 61.9 Hegelschale



ibbaf
Textfeld


- 9% -

4'0J_
Einheitslast (M)i=1
Harmonische —n =1
05+ Schalenparameter :
¥ =03
d = 00%5
=450
e, = 0,5
1,0
0T S -
ea
\\5_ ______

Bezugswerte [kplem]:
{8-M)max = 4,5
(&-5D)max = 2,5
-051 (/Vz)max = 50
' (5 )max = 5,0

...10-;.
1

6rofBe (Mi)s (53)s (Nali (s2)s
=~ = yoresnfachte

yereinfachle| 95343 | 06303 | 07761 | 96303
— =eriyeiterte

e, | 05121 | 06288 0F760 | 06763
Hbweichurg alvel| 3 F 0,2 0,0 -6,8

Bild 6.1.10 Kegelschale
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Einneitslast (My);=1
Harmonische  p =4

/7

Schalenparameter :
Y =03
d = 0075
o} = 1450
e, =05
S
40

Bezugswerte [kplem] :

l
&; é \Yéd
(EQ:' max = 2,0
/7 (e'l%’/'ril)max= 0.5
(le'ra)max = 0,42
(H/'rn)max =04
6roBe @Ns | (Mda | (Ma)s | (H):
—-—=wvereinfachle
Gleiehiumen | 06271 |- 00840 | 08570 |-0,6635
— = orweitert - -
6‘[91‘:;14079:/7 06289 |-00807) 08909 |-06655
Abweichung al%]] =03 (#,9) -38 -03

Bild 61447 Aegelschale
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4‘0.4»
6
: Einheitslast (My); =1
Harmonische 1 =1
05+ Schalenparameter :
! Y =03
L | é = 0075
W 4 =450
ei - 0,5
05 T 1,0
0t 4 P o
es' U - = ea
/’ =
[/
'\ /
! ) Bezugswerte [kplem]:
‘\ 4 (Eu)mgx = 40
va (E-V)max = 25
-054 H Ew)max = 500
' \ (4:£-O)may = 5000
\
\
\
\\/‘
| v
~10+
6réfBe (d)s (vl (wli (8);
- == = Veremrachle| . - 7 086
5'/81':714079&/7 07706 0'7869 0731 / &3
——=erweilerte |_08670 |-08136 | 07960 | 0,8721
Gleichurigen | ! ! {
Fbweichung al% —H4 | -33 | -06 | -0k
Bild 6112 /egelschale
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6.2 EinfluB der Harmonischen

Die Abweichungen in Abhingigkeit von der Harmonischen der
Fourierentwicklung sind flir n = 031 und 2 in den Abbildungen
6.2,1/2 wiedergegeben., Es handelt sich wieder um die Schale nach
Bild 6.4.3. Die Fehler in den Krdften, Momenten und Verschie-
bungen liegen unter 10%, auBer bei (Mz)i firn =0 und n = 1,
Dies bestdtipgt die Annahme aus Abschnitt 6.1, daB fur groBeres

n die Unterschiede von (Fﬂ)i kleiner werden. Bei den ibrigen
Grofien ergibt sich ein entgegengesetztes Bild. Hier nehmen die
prozentualen Abweichungen im allgemeinen mit n zu.

6,3 Einflufl der Querkontraktionszahl

Bel der Variation der Querkontraktionszahl mit den Werten

Y =0,3 3 0,15 und O konnte keine einheitliche Tendenz fest-
gestellt werden, Abbildungen 6.%,1/2. Die Unterschiede, die
sich bei Benutzung der Gleichungen fir die schwach gekrimmte
Kegelschale gegeniiber den erweiterten Gleichungen ergeben,
scheinen von % unabhingig zu sein,

6.4 EinfluBl der Wandstidrke

Da bei der Herleitung der vereinfachten Gleichungen auBer
Gliedern, die mit der Krimmung zusammenhingen, auch solche
vernachlédssigt werden, in denen die Wandstdrke eingeht, miissen
die Differenzen fiir dlinne Wandstdrken geringer werden.

Fir rotationssymmetrische Belastung und die in den Bilderm
6.4.1/3 maBstablich dargestellten Kegelschalen sind die
Abweichungen aus den Abbildungen 6.4.5/6 zu ersehen, Es ist
eine klare Abhédngigkeit von der Wandstdrke festzustellen.

Plir § = 0,025 versagte das iterative Losungsverfahren. Es muBte
auf die Aufteilung der Schale in mehrere Abschnitte und die
Lésung eines Gleichungssystems zuriickgegriffen werden.
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Finheilslast (6-?.4*); =

Schalenparameter:
5200
I = 0,075
D = 450
EL' = 0,5

RN

Bild 6.2.1 Hbweichung a der Arafte und Momente

in Abhangigkeil von der Harmonischen n
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Schalenparameter:
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Bild 6.2.2 Abweichung a der VerschiebungsgréBen

in Abhangigkeit von der Harmonischen n
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) |
Finheitslast @ =1
al%) Harmonische n =1
Schalenparameter:
L s 0075
D= L5
EI, = 015 /
(/72)[
20
15
S-cost 4509,
___________________ 28 ]
10
5
2
0 915 — Y 9 W)
| = (H)i
e
. &
‘5"5: L f00%
"10 _____________ ____J{., ________
[

Bild 6.3.1 Abweichung a der Krafte und Momente in
Abhangigkeit von der Querkontraktionszahl ¥
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(8)
(w)i

(@)s

30
il
Einheitslast (@}); = 41
a (%) Harmorrische 1 = 1
Schalenparameter:
Jd = 0,075
P = b5 o
€ =05
20
15
J C‘{“’ 100 %
_________________ Lo ]
10
5
0 015 —— Y 0,3
N
(V)s
-5
S cost 1559,
B2 S ——— N I_..‘. ______

Bild 6.3.2 Abweichung a der VerschiebungsgroBen in
Hbhdngigkeit von der Querkontraktionszahl v
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Flir n = 1 wurden Anordnungen mit verhdltnismdBig dicken Wand-
stdrken von & = 0,05 bis & = 0,125 untersucht, vgl. die Bilder
6.4.,2/4, Hierbei ist zu bemerken, dal bel den Kegelstilimpfen
mit 4> 0,05 die bei der Herleitung der technischen Schalen-
theorie getroffenen geometrischen Hypothesen wahrscheinlich
nicht mehr giiltig sind. Es ging hier nur darum, den Einfluf der
Wandstirke zu studieren, Abbildungen 6.4.7/8. Man sieht, daB a
S-cosd)

fir alle Wandstirken in der GroBenordnung von — 100%

L

bleibt, abgesehen von (ﬁzh.

6,5 BinfluB des Offnungswinkels

Die Kriimmung eines Kegelstumpfes berechnet sich aus
k. oA cos

2R P
2
wird mit wachsendem Offnungswinkel'ﬂ geringer, Bilder 6.5.1/4.

Sie hat ihren Grd8twert am Innenrand ry und

Demnach ist zu erwarten, daB die Unterschiede zwischen beiden
Gleichungssystemen immer kleiner werden und bei o= 900 ganz
verschwinden. Die Ergebnisse fiir die vier untersuchten Beispiele
sind in den Abbildungen 6.5.5/6 aufgezeichnet. Die Abweichung
des Momentes ﬁqzh liegt bei einem Offnungswinkel von 4> 65°
unterhalb der gestrichelten Kurve, und fir P = 750 betragen

die a-Werte sémtlicher GréBen noch hdchstens 2%. Auf solche
schwach gekriimmten Schalen lassen sich die vereilnfachten
Gleichungen ohne welteres anwenden.

6.6 EinfluB des Radienverhidltnisses

Als letzte MOglichkeit bleibt noch die Variation des Radien-
verhdltnisses €; , Bilder 6.6.1/4, Da die Krimmung der Kegel—
schale umgekehrt proportional zum kleinsten Breitenkreisradius
ist, miissen die Abweichungen mit groBer werdendem €; abnehmen.
Diese Tendenz ist aus den Abbildungen 6.6.5/6 deutlich zu
erkennen. Nur die Unterschiede fir die Verschiebung (ﬁ)s steigen
zwischen &; = 0,5 und &; = 0,7 an.
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Bild 641

Bild 6.4 72

Bild 6.%.3

Bild 6.44
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35
30
Einheitslast (@), =41 (M);
al%)] Harmornische 1 =0
Schalenparamez‘ef : /
| = 0,3
13 450
€=05
20 /
15
10 =
) 60.51}4002/3 JPte
y oo
5 =
,
0025 005 o d )’0075
0 )
AN (Mi)s
(@75
_5 ik
]\
6‘8"‘”}400% ‘\\\\\
- 40 =]

ld 6.4.5 Abweichung a der Krafte und Momente
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7. Vergleich zwigchen konstanter und linear verdnderlicher
Wandgtarke

Vielfach benutzt man zur Berechnung von Kegelschalen konstanter

Wandstirke Ersatzschalen mit linear veridnderlicher Wanddicke,

da hierfiir elementare LOsungen bekannt sind, [5]. An Hand einer

Vergleichsrechnung soll festgestellt werden, welche Annahme fir

den Ersatzkegel zweckmdBRigerweise zu treffen sind und inwieweit

die Ldsungen miteinander ibereinstimmen. Der Kegel mit variabler
Wandstirke nach Abb. 7.1 wird verglichen mit einem Kegel von der
Wandstirke des Innenrandes Ji = 0,05 und einem solchen mit

Ja+d;
Jm = a2 ¢
die Einheitskraft (@7F); mit n=1, wihrend der Rand € =&, einge-
spannt ist. Die Ergebnisse fiir die drei Rechnungen sind in den

mittlerer Wandstidrke = 0,075, Am freien Rand wirke

Abbildungen 7.2/1% im gleichen MaBstab aufgetragen. Es wurden

die erweiterten Gleichungssysteme (3%.6.1/20) bzw. (%.7.19/%8)
benutzt.

Bei den meisten GroBen ist eine weitgehende Ubereinstimmung mit
dem Kegel mittlerer Wanddicke festzustellen. Dies gilt besonders
fir Nq, Sq, ;, M /r und E-u, die ihren Maximalwert nicht am
Innenrand haben. Ledlgllch die Losungskurven von Me/ra, H/r N

E-w und T, -E+8, die vom freien Rand her abklingen, entsprechen
eher der dunnen Schale. Der Ersatzkegel mit linear ver&nder-
licher Wandstirke sollte mdglichst an der Stelle von der gleichen
Dicke wie der urspriingliche Kegel sein, an der die interessieren-
den GréBen ihren Maximalwert haben, Diese Forderung 188% sich

mit nur einem Ersatzkegel nicht fiir alle Krdfte, Momente und
Verschiebungen gleichzeitig erfiillen.
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8. Zusammenfassung

Die Anwendung der Analogrechentechnik zur Behandlung von
Problemen der Schalenbiegetheorie wird gezeigt am Beispiel eines
einseitig eingespannten Kegelstumpfes, an dessen freiem Rand
beliebige Einheitslastzustdnde angreifen.

An jedem Ende der Kegelschale sind vier Randbedingungen zu
erfliillen. Der Analogrechner erlaubt auf direktem Wege Jjedoch
nur die LOsung von Aufgaben mit gegebenen Anfangswerten. Die
verschiedenen Moglichkeiten, Randwertprobleme auf Anfangswert-
aufgaben zurickzufiihren, werden diskutiert., Da es sich um ein
System linearer Diff.-gln. handelt, lieBe sich das Uberlagerungs-
verfahren anwenden, Filir den Analogrechner ist ein automatisch
ablaufendes Iterationsverfahren jedoch besser geeignet, das
auch auf nichtlineare Probleme anwendbar ist.

Bei stark abklingendem Biegespannungszustand kann man keine
unmittelbare Beziehung zwischen beiden Rdndern herstellen. Zur
Beseitigung der dann auftretenden Stabilitétsschwilerigkeiten
wird die Aufteilung der Schale in mehrere Abschnitte vorgeschla-
gen, Auf diese Welse lassen sich auch Zwischenbedingungen ein-
fihren. Filir die hierzu notwendigen Berechnungen wire der Uber-
gang auf eine hybride Anlage von Vorteil. Der Analogrechner
liefert die Losungen fiir die Schalensegmente, wdhrend der Digi-
talrechner die vorbereitenden Rechnungen, das Aufstellen der
Koeffizientenmatrizen und die LOsung des Gleichungssystems
ubernimmt.

Um die Rechengenauigkeit abschétzen zu kdnnen, werden eine
Reihe von Vergleichsrechnungen durchgefiihrt. Zu den speziellen
Fdllen, deren exakte Ldosungen bekannt sind, gehdren neben den
Membrangleichungen die Kreisringscheibe und -platte. AuBerdem
lassen sich die ILosungsfunktionen fir die vereinfachten
Gleichungen der schwach gekriimmten Kegelschale unter rotations-
symmetrischer Belastung mit analytischen Ergebnissen ver-
gleichen., Die Fehler in den Maximalwerten der einzelnen GrdBen
liegen unter einem Prozent.
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Als praktische Anwendung des Verfahrens werden die Abweichungen
festgestellt, die sich bei Verwendung der Gleichungen fir die
schwach gekriimmte dlinne Kegelschale gegeniiber den erweiterten
Wlassowschen Gleichungen ergeben. Hierzu wird der Einflull der
folgenden Parameter untersucht: Belastung, Harmonische der
Ffourierreihenentwicklung, Querkontraktionszahl, Wandstérke,
Offnungswinkel und Radienverhdltnis. Ein Anhaltswert flr die zu
erwartenden Abweichungen ist das Verhéltnis von Wandstirke zu
kleinstem Kriimmungsradius im Vergleich zu eins. Bel der Belastung
durch Membrankrifte ergeben sich wesentliche Differenzen in den
Grofen M2 und H am Schaleninnenrand, wdhrend bei der Querkraft-
einleitung nur fir M2 ein groBerer Fehler festzustellen ist

und beim Momentenangriff alle GrdBen innerhalb der angegebenen
Toleranz liegen. Die Unterschiede resultieren vorwiegend aus
den Vernachlissigungen, die in den geometrischen Beziehungen
vorgenommen wurden. Der EinfluB der Harmonischen macht sich
dahingehend bemerkbar, daB flir groBeres n die prozentualen
Abweichungen im allgemeinen zunehmen. Bei der Variation der
Querkontraktionszahl 186t sich keine einheitliche Tendenz fest-
stellen. Flir diinne Wandstdrken werden die Differenzen er-
wartungsgemil geringer. Die Krimmung einer konischen Schale
héngt wesentlich vom Offnungswinkel ab. Bei halben Spitzen-
winkeln iiber 750 lassen sich die vereinfachten Gleichungen fir
schwach gekriimmte Schalen ohne weiteres anwenden. Hier liegen
die Unterschiede in s#mtlichen GrdBen unter zwei Prozent, und
beim Ubergang zur Kreisringscheibe bzw. -platte verschwinden sie
ganz. Weiterhin wurde noch der EinfluB des Radienverhdltnisses
untersucht. Die Abweichungen miissen mit grdBer werdendem Durch-
messer des Innenrandes abnehmen, da die Krimmung des Kegel-
stumpfes umgekehrt proportional zum Breitenkreisradius ist,
Dies 148t sich aus den Ergebnissen deutlich erkennen.

Tm letzten Kapitel der Arbeit erfolgt eine Gegeniberstellung

von konischen Schalen konstanter und linear verénderlicher Wand-
stidrke. Ein Kegel mit variabler Wanddicke wird verglichen mit
einem Kegel von der Wandstdrke des Innenrandes und einem solchen
mit mittlerer Wandstdrke. Am freien Rand wirkt eine Einheits-
guerkraft. Bei den meisten Groflen ist eine weltgehende Uberein-
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stimmung mit dem Kegel mittlerer Wanddicke festzustellen. Dies
gilt besonders fir die Membrankrdfte, die ihre Maximalwerte
gréBtenteils nicht am Innenrand haben., Lediglich die Ldsungs-
kurven flir die GréBen, die vom Innenrand her abklingen, ent-
sprechen eher der dlinnen Schale. Ein einziger Ersatzkegel ver-
dnderlicher Wandstdrke reicht nicht aus, um den Verlauf aller
Krdfte, Momente und Verformungen mit gleich gubter Genauigkeit
zu beschreiben.,
Das Rechenverfahren ist nicht auf Kegel beschrinkt. Es lassen
sich Rotationsschalen mit belieblg gekrummter differentiierbarer
Meridiankurve behandeln. Die Wanddicke in Richtung der Meridian-
tangente kann stetig oder sprunghaft veridnderlich sein. Da auch
die Berechnung nichtlinearer Diff.-gln. auf dem Analogrechner
grundsitzlich keine Schwierigkeiten bereitet, 148t sich die
Methode, hier allerdings unter der Voraussetzung drehsym-
metrischer Belastung, erweitern. Man kann die nach der Theorie
zwelter Ordnung gewonnenen Gleichgewichtsbedingungen (Gleich~
gewicht am verformten Schalenelement) verwenden und in die
Spannungs~Dehnungsbeziehungen ein nichtlineares Werkstoff-
gesetz einfihren.
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