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Zusammenfassung

Klassische und verallgemeinerte Variationsverfahren werden als Son-
derfélle der Methode der gewichteten Reste eingeordnet, Ausfithrlich
wird das Trefftzsche Verfahren in erweiterter und diskretisierter
Form behandelt und die Ausgangsgleichungen zur Berechnung von
Platten nach der Kirchhoffschen und nach einer vereinfachten Reissner-
schen Theorie aufgestellt. An ausgewihlten Beispielen wird die Lei-
stungsféhigkeit des Verfahrens im Vergleich zu anderen Lésungen
gezeigt., Die Methode kann ohne Schwierigkeit auf andere Probleme

der Elastostatik iibertragen werden.

Summary

Classical and generalized variational methods are clasgified to be
special cases of the method of weighted residuals. In detail the method
of Trefftz is dealt with in an extended sense and in a discrete form.
For the analysis of plates the corresponding equations are derived
on the basis of the theory of Kirchhoff and a Simplified theory of
Reissner. Selected examples show the efficiency of the method in
comparison with other solutions., Without difficulty the method can

be applied to other mechanical problems.

Résumé

Les méthodes variationnelles sont présentées comme cas particuliers
de la méthode des résidus, La méthode de Trefftz dans sa forme gé-
néralisée et discrétisée est développée en détail et les équations
correspondantes du calcul des plaques selon Kirchhoff et selon une
théorie simplifice de Reissner sont établies. Les performances de
cette méthode sont,a 1’ appui de quelques exemples choisis, com-
parées a4 celles d’ autres solutions. La méthode peut sans difficultés

étre appliquée 4 d’ autres problémes de la théorie d’ elasticité,
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Bezeichnungen, Abkiirzungen, Symbole

Abkiirzungen

Bei Indexschreibweise gilt:

i=1,2 Jlfﬁri=j

jo= 1,2 wund 3. = 0 fiir 1 #j

ij

Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert.

DRFV Diskretisiertes Randfehlerquadratminimum-Verfahren

DTVS Diskretisiertes, erweitertes Trefftz-Verfahren,

symmetrisches Gleichungssystem

DTVN DTV, nicht symmetrisches Gleichungssystem
DRFV -K DRFV

DTVS -K DTVS kombiniert mit Kollokation
DTVN - K DTVN

DTVS -F DTVS } kombiniert mit DREV
DTVN -~ F DTVN

DBV Diskretisiertes Birman - Verfahren

Bezeichnungen

B ( 1-{%] Elastizitdtsmodul
m

G { -1:;1131—] Schubmodul
h [m] Plattendicke
o [1] Querdehnungszahl

Eh®
K = TS (1o %) [kNm] Plattenbiegesteifigkeit
Gij Spannungen
m., m , m m , m,, m Biegemomente, Drillmomente
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n

- 1G9 -

q9 Querkrifte
Durchbiegung

- ﬁn, w, = - rst Neigungen

- Br’ Wg = - {Sg

Matrix oder Vektor

transponierte Matrix (Vektor)

kartesisches Koordinatensystem

polares Koordinatensystem

lokales Koordinatensystem

Ableitung nach i

Laplace Operator

vorgegebene Grolen

gendherte Groflen

partikulare Grofen

homogene Grofien

Anzahl der Kollokationspunkte im j-ten Bereich

Anzahl der Ansatzkonstanten

Vektor der Ansatzkonstanten

modifizierte Besselfunktionen n-ter Ordnung


ibbaf
Textfeld


- A8 -

8 Berandung
S Randstiick, auf dem w vorgeschrieben wird
Sy Randstiick, auf dem W Vorgeschrieben'wird
n
SWt Randstiick, auf dem Wt vorgeschrieben wird
sq Randstiick, auf dem a, vorgeschrieben wird
n
s Randstiick, auf dem m vorgeschrieben wird
mp n
s Randstiick, auf dem m vorgeschrieben wird
mpy ng
84 Randstiick zwischen zwel Bereichen
Symbole
J— g__.« eingespannter Rand a) 8yt st + sWt
b) s +s + 8
w W mp,
R — e i +
S gelenkig gelagerter Rand a) S Smn + SWt
b) s +s8 + 8
w mpy mpy
e J— freier Rand s +s +s
9dn mp mng
S g l— Symmetrierand s +s_ +s
qn Wn Mmpy
—t— Ubergangsrand Sy
©® Kraft aus Bildebene heraus
® Kraft in Bildebene hinein

Moment bzw, Neigung

L
$

Weitere Bezeichnungen, Abkiirzungen und Symbole werden im Text er-

liutert.
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1. Einleitung
1.1 Niherungsmethoden in der Flichenstatik

Da exakte, geschlossene Liésungen nur fir wenige - meist fiir die Pra-
xis unbedeutende - Sonderfille vorliegen, sind Naherungsverfahren von
groBer Bedeutung fir die Losung der partiellen Differentialgleichungen

der Flichenstatik.

Die Niherungsverfahren kénnen in numerische (mathematische) und
physikalische Verfahren unterteilt werden. Bei physikalischen Ver-
fahren wird der Berechnung ein physikalisches (mechanisches oder

elekirisches) Modell zugrunde gelegt. Numerische Verfahren gehen
entweder von der Differentialgleichung oder von entsprechenden Va-
riationsproblemen aus. Im Kapitel 2 werden Verfahren der zweiten

Gruppe niher betrachtet und versucht, sie in ein iibergeordnetes

Prinzip einzuordnen,

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Verfahren und zahlreiche Litera-
turangaben bieten die Verdsffentlichungen von Finlayson/Scriven [ 1 ],
Leissa u.a. [ 2 ] und Brandes [ 3 ]. Auflerdem sei auf die seit 1961
jahrlich erscheinenden Literaturiibersichten tber das Fachgebiet Ela-
stizititstheorie der VDI - Zeitschrift [ 4 ] und die Lehrbicher von
Collatz [ 5 ] und Crandall { 6 ] hingewiesen,

7iel der numerischen Verfahren ist entweder die Reduzierung des par-
tiellen Problems auf ein gewohnliches Differentialgleichungsproblem
oder hiufiger, die vollstandige Algebraisierung, d.h. die Erzeugung

von linearen oder nichtlinearen Gleichungssystemen.

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich durch bestimmte Strate-
gien, die zu diesem Ziele filhren, Im wesentlichen lassen sich folgende

Vorgehensweisen feststellen:

a) beziiglich der Art der Ndherung
al) Das Problem wird unmittelbar (direkt) diskretisiert,
z.B. werden Differentialoperatoren durch Differen-

zenoperatoren oder Integrale durch Summen ersetzt,
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a2) Das Problem wird mittelbar (indirekt) diskretisiert,
z. B, durch zuléissige Ansatzfunktionen, die mit noch

unbekannten Parametern versehen werden,
beziiglich des Ortes der Niéherung

bl) Das Problem wird im Gebiet exakt erfaBt, am Rand

nur ndherungsweise (Randmethode).

b2) Das Problem wird am Rand exakt erfallt, im Gebiet

nur ndherungsweise (Gebietsmethode),

b3) Das Problem wird im Gebiet und am Rand nur n#he-

rungsweise erfaflt (gemischte Methode).

Aufteilung des Bereiches in Teilbereiche (Mehrbereichs-
rechnung)

Das heifit z. B., es werden lokale Ansatzfunktionen fiir die
Teilbereiche gewd#hlt und zusitzliche Ubergangsbedingungen

zwischen den einzelnen Bereichen formuliert.

Kombination verschiedener Vorgehensweisen,
z. B. Verbesserung eines errechneten Ergebnisses mit

einem anderen Verfahren (Nachlaufrechnung).

Strategien der linearen und nichtlinearen Programmierung
[71.
Diese sind in den letzten Jahren hinzugekommen; auf sie

soll nicht weiter eingegangen werden,

Durch sinnvolle Kombination solcher Strategien kénnen neue Verfahren

entwickelt werden, In jlingster Zeit wurde das Differenzenverfahren

auf Variationsprobleme angewandt (’Variationsdifferenzenverfahren’

in [ 8 1) und damit sehr gute Ergebnisse erzielt,

Fir alle Ndherungsverfahren gilt, da ihr Anwendungsbereich, in dem

mit vertretbarem Aufwand gute Ergebnisse erzielt werden konnen, be-

schrinkt ist, d,h., daf sie nur fiir bestimmte Probleme besonders
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geeignet sind (z. B. das Galerkin-Verfahren fiir nichtlineare Probleme
bei einfachen Randbedingungen). Auch die sehr anpassungsfhige Me-

thode der finiten Elemente unterliegt der genannten Einschrénkung.

1.2 Aufgabenstellung der Arbeit

Das Thema der Arbeit bilden drei Aufgaben:

1. Die Entwicklung eines Niherungsverfahrens durch Kombina-

tion von bekannten Vorgehensweisen und Verfahren,

2. Anwendung auf Probleme der Plattenstatik und Vergleich mit

anderen Verfahren,

3. Vergleich der Kirchhoff Theorie und einer vereinfachten

Reissner Theorie an ausgewihlten Beispielen.

zZu 1)

Aus dem Katalog der numerischen Néherungsverfahren werden die
Variationsverfahren herausgegriffen und versucht, sie einer iiberge-
ordneten Methode - der Methode der gewichteten Reste - unterzuord-
nen. Aus dieser Gruppe wird das Trefftz Verfahren gewdhlt, Es wird
nach Art der verbesserten Kollokation (diskretisiertes Fehlerquadrat-
minimumverfahren) diskretisiert und in verschiedener Weise erweitert
(Mitnahme von Nebenbedingungen und Formulierung fir Mehrbereiche).
s entspricht so einem gewichteten diskretisierten Fehlerquadratmi~
nimumverfahren. Die Begriindung fiir die Wahl wird in Kapitel 2 gege-

ben,

Zu 2)
Fir Plattenprobleme nach der Kirchhoffschen und der vereinfachten
Reissnerschen Plattentheorie (bei der die Querzusammendriickung

vernachlissigt wird) werden die Ausgangsgleichungen aufbereitet,

Das Verfahren wird zunichst an eingespannten und gelenkig gelagerten
Rechteckplatten ausgetestet und die Ergebnisse mit denen anderer Ver-
fahren verglichen. Danach werden angpruchsvollere Probleme behan-

delt,
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Zu 3)

Da die Kirchhoff-Theorie besonders bei Vorliegen von freien Riandern
unbefriedigend ist und bei dem gewihlten Verfahren die Anwendung der
vereinfachten Reissnerschen Plattentheorie keinen besonderen Aufwand

erfordert, wird diese fir einige Beispiele angewandt,
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2. Variationsverfahren als Sonderfille der Methode der

gewichteten Reste (method of weighted residuals) und

Wahl eines Verfahrens

2.1 Die Methode der gewichteten Reste

Den Begriff method of weighted residuals hat Crandall geprigt [1 ].
Crandall hat in éeinem Buch [ 6 ] das Kollokationsverfahren, das
Fehlerquadratminimumverfahren und das Galerkin - Verfahren unter
diesem Begritf zusammengefaBt. Finlayson/Scriven {1 ] und Schmidt
{91 haben auch das Ritz- und Trefftz-Verfahren untergeordnet, Hier
wird gezeigt, daB grundsitzlich alle Variationsverfahren der Elasto-
statik und Kombinationen, wie sie von Courant in [10 7] und [11 ],
Birmann [12,13 ] sowie Péschl [14] vorgeschlagen wurden, als Sonder-

fille dieser Methode gesehen werden konnen,

Die Erliuterung soll am Beispiel der Membrane erfolgen.

!
>
D

|

Die Problemstellung lautet:

Gesucht wird die Lésungsfunktion der Randwertaufgabe
AWKY) =~ Pixy) im Gebiet F (2.1)
mit den Randbedingungen
W] = o auf © (2.2)
und wm = auf s (2.3)

g und s_ bilden zusammen den Rand s.

v K

Die Vorgehensweise besteht darin, eine Niaherungsfunktion der Art
N

— p
w=w+ZX ¢, w, zu wiahlen und diese in die vom Problem gesteliten
i
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Bedingungen einzusetzen, die jetzt aber nicht exakt erfiillt werden,

sondern Reste (Residuen, Fehler) aufweisen:

AW+ 4 =K, in F (2.4)
W == Re'v auf SV (2.5)
\/Tén = Rsk auf 81 (2.6)

Sind die Reste identisch Null,ist w = w die gesuchte Lésung des Rand-
wertproblems. Im allgemeinen werden Abweichungen bestehen. Diese
werden mit N Wichtungsfunktionen @i versehen und im Mittel gleich Null
gesetzt. Daraus ergeben sich N Bestimmungsgleichungen fiir die N un-

bekannten Ansatzkonstanten ¢

i?F@,deF + ngsV@s\}dw !k]?sk@‘,s’( = (2.7)
Die Wichtungsfunktionen und Ansatzfunktionen sind prinzipiell frei wihl~
bar, sie missen nur linear unabhingig sein. Die Giite der Ergebnisse
wird aber stark von der mehr oder weniger glicklichen Wahl abhiingen,
AuBlerdem ist es sinnvoll, Niherungsfunktionen zu wihlen, die bereits
einen Teil der Bedingungen (2. 1) bis (2. 3) erfiillen, da der Aufwand
sich verringert und die Ergebnisse besser werden. Eine weitere Ver-
besserung kann sicher dann erzielt werden, wenn die Wichtungsfunktio-
nen nicht willkiirlich gew&hlt werden, sondern sich aus vorgegebenen
Bedingungen oder Prinzipien ableiten lassen, Im Abschnitt 2.2 wer-
den Variationsfunktionale zur Bestimmung der Wichtungsfunktionen

zugrunde gelegt,

2.1.1  Erweiterung der Methode der gewichteten Reste durch Auf-

teilung des Bereichs in Teilbereiche (Mehrbereichsrechnung)

Bei schwierigen Problemen kann es vorkommen, dafl auch bei Steige-
rung der Zahlder Ansatzfunktionenkeine Verbesserung der Ergebnisse
erzielt werden kann, weil durch die hohen Ansatzfunktionen numeri-

sche Schwierigkeitenauftreten, In diesen Fillen ist es sinnvoller, das
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Tragwerk in mehrere Bereiche zu unterteilen und fiir diese eigene An~
sidtze zu wihlen, Zu den in 2,1 genannten Bedingungen kommen dann
noch Ubergangsbedingungen hinzu, Diese lauten fiir das Beispiel der
Membrane:
Wt == W~ auf i (2.8)
. -

W e =W, auf 55 (2.9)

wenn mit + der betrachtete Teilbereich, mit - der Nachbarbereich

und mit 8 der gemeinsame Ubergangsrand gekennzeichnet wird,

Bild 2.1

Fiir jeden Bereich j kénnen fir die N, Ansatzfunktionen Nj Gleichungen
aufgestellt werden, Die Gesamtzahl der Unbekannten betrdgi N = % Nj .
J

Die i-te Gleichung eines Teilbereiches (+) schreibt sich:

\QRF‘ §i;-‘dF * gEf’véié\(Idﬁ N SRSK. é;sx'ds *
E* S; 5}'(

+ JRSHV@;&W& + jR:‘u‘k@ ds = o (2.10)
SU

isg
50 K


ibbaf
Textfeld


— 48 -

Hierbei ist Ry = W —W
B (2.11)
R+~ == Wm + W,v\

und Stk

2.1.2 Bericksichtigung von Nebenbedingungen

Geforderte Nebenbedingungen konnen nach der Eliminationsmethode
oder dber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode beriicksichtigt
werden. Im ersten Fall werden die Bedingungsgleichungen in der Weise
eingebaut, daf ein Teil der Unbekannten eliminiert und die Zahl der
Unbekannten somit reduziert wird. Im zweiten Fall werden die Neben-
bedingungen mit zusétzlichen Unbekannten (L.agrange Parametern) ver-
sehen dem Gleichungssystem hinzugefiigt. Dabei erhoht sich die Zahl
der Unbekannten um die Zahl der geforderten Nebenbedingungen., Die
Nebenbedingungen konnen nur dann exakt erfillt werden, wenn ihre

Anzahl kleiner ist als die Zahl der Ansatzkonstanten,

Eine dritte Méglichkeit besteht darin, die Nebenbedingungen mit will-
kiirlichen Gewichtsfunktionen (z. B. Konstanten) dem Gleichungssystem
hinzuzufiigen, In diesem Falle werden die Nebenbedingungen nach Ma@-
gabe der Gewichtsfunktion mehr oder weniger stark, aber nicht voll
(exakt) berticksichtigt, Die Zahl der Ansatzparameter bleibt erhalten.

Diese Vorgehensweise wird in 2. 2, 2 ndher erliutert,

2.1.3 Die diskretisierte Methode der gewichieten Reste

Bei der zuvor gezeigten Methode mufB fiir jedes Element der Gleichungs-~
matrix das Integral iber ein Produkt von Funktionen gebildet werden,
Diese Integralauswertungen sind zum Teil duBerst aufwendig (beispiels-
weise, wenn die Randkurve nicht analytisch formulierbar ist oder bei
Integration iber Flichen), Eine Mdglichkeit, diesen Aufwand zu um-
gehen, besteht darin, die Integrale durch Summen tiber M Punkte zu
ersetzen, wobel M grofer als N, der Zahl der unbekannten Ansatzfrei-

werte, zu nehmen ist. Die erforderlichen Rechenoperationen lassen
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sich so auf einfache Matrizengleichungen reduzieren. Diese Variante
wurde schon bei Collatz [ 5] angedeutet und entspricht dem Gaufischen
Prinzip in der Ausgleichsrechnung (vermittelndes Ausgleichsverfahren).
M kann auch gleich N genommen werden, dann entspricht die Methode
der Kollokation, Die einzelnen Integralausdriicke kénnen unterschiedlich
diskretisiert werden. Z.B. ist es denkbar, fiir Hauptbedingungen

M > N und fir Nebenbedingungen M £ N anzusetzen., Wird fiir die Neben-
bedingung M < N angesetzt, entspricht die Methode dem ’vermittelnden

Ausgleich bedingter Beobachtungen’ in der Ausgleichsrechnung.

2.2 Variationsverfahren der Elastostatik als Sonderfdlle der

Methode der gewichteten Reste

Die Variationsverfahren ergeben sich als Sonderfdlle der Methode der
gewichteten Reste, wenn die Wichtungsfunktionen tber die Stationari-
titsbedingung eines Funktionals festgelegt werden. Das Funktional hat

allgemein die Form
12 Y 2
jq(,«{,.dp +f\(-“(-ds — stal. (2.12)
£ s

Die Produkte a! . @ stellen entweder Fehlérquadrate oder Energieterme
dar. Im ersten Falle sind die CiJ = EJ d.h. das Funktional leitet sich aus
einem Fehlerabgleichsprinzip ab. Im zweiten Falle sind mit tﬁ die zu
le dualen Grofien bezeichnet. Ist z. B. \l eine Verschiebung, stellt \T; die
Querkraft dar, In dieser Form leitet sich das Funktional aus einem

Energieprinzip ab.

Ausgehend von diesen beiden Arten des Funktionals (2.12) werden auf
den folgenden Seiten fir das Beispiel der Membrane einige Variations -
verfahren (klassische und verallgemeinerte) abgeleitet und als Sonder-

tille der Methode der gewichteten Reste gedeutet.

Um Schreibarbeit einzusparen, werden homogene Randbedingungen vor -
ausgesetzt., Die Bericksichtigung von inhomogenen Randbedingungen

bereitet aber keine Schwierigkeit,
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Als Naherungsfunktion wird w = w + 121 e W, angesetzi., Das Funktional

(2.12) nimmt dann fir das Beispiel der Membrane folgende Formen an;

Nach dem Energieprinzip:

A - o
Tep =—§wa TodF - (pwoar -
¥ F
IR de  E W = ek (2.13)

Sy
Nach dem Fehlerabgleichsprinzip;
o w 2 .
Tee !F’F AR p)tdF

+Spv‘wl'°)5 + e wids = (2. 14)

P pV und pK sind frei wihlbare Gewichtsfunktionen, mit denen die

Fehlerquadrate unterschiedlicher Dimension zu multiplizieren sind.

Zwel Beziehungen, die bei den Ableitungen erforderlich sind, seien

vorausgeschickt:

¥
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2.2.1 Klassische Variationsverfahren

a) ausgehend vom Energieprinzip

Die Variation von (2, 13), d.h. hier die Ableitung nach der Ansatzkon-

stanten ¢ liefert die i-te Gleichung:

M gp 4 - , 4 g— .
. T 77 \iAW'Wi dF - 7 W AW, dF '*j4~w;vch -
¥ F
— L W de = 4 W Wyds 4
7 1N 2 m 1
Sy Sy
A — A —
-+ z S W Wm,n df’ + E j Wm \'\/\ d& == O‘/
Sk Sk

oder mit {2.1]):

“ﬂf”‘“ .‘_{)-wi-c{F - Jv'\'/ w;mwls -+ J“\TJM Wods = f (2.15)
8y

F Sy
C e e NV
Re & Rey &, Rey $iep

(2. 15) entspricht der Beziehung (2. 7) nach der Methode der gewichteten

Reste, Als Wichtungsfunktionen ergeben sich die zu den Resten dualen
Grofen,
Bei den klassischen Variationsverfahren erfiillen die Ansatzfunktionen

bestimmte Bedingungen. Gleichung (2. 15) reduziert sich entsprechend.

Die verschiedenen Fille sind in Tabelle l1zusammengestellt,
Bemerkungen zu den dort angegebenen Ritz- und Trefftz-Gleichungen;

1. Die Ritz-Gleichungen werden meist in einer Form, die keine

Randintegrale enthslt, angegeben. Diese lift sich mit Hilfe von

(2.1) erzeugen:

qudw~gmo\w;‘d? ‘\Y?‘Wi'd}: = (2.15a)
F F
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2, Fir den Fall, daf SV = g, 146t sich das Randintegral in ein
Fléchenintegral umwandeln:
—f grod W+ gradw;  dF = ¢ (2.15Db)
F
In dieser Form wurden die Trefftz-Gleichungen urspriinglich
angegeben,
b) ausgehend vom Fehlerabgleichsprinzip

Die i-te Gleichung ergibt sich entsprechend (2. 15) aus der Ableitung

von (2. 14) nach der Ansatzkonstanten c;

¥ Sy [4%

v P v - L A ot e e
Ry B Rsy Fie,, Ry Fr.  (2.16)

Es ist ebenfalls denkbar, aufler Resten der Differentialgleichung und
der Randbedingungen auch Reste von Ableitungen der Differentialglei-

chungen zu wichten, also z,B.:
+ j(AW +d) - aw - dF + S(ARH{)W ‘aw; ydF +..(2. 16 2)
IX
F F

Bemerkung

Die Gleichungen (2.15) und (2. 16) kdnnen ineinander tibergefithrt wer-

den, wenn als Gewichtsfunktionen jeweils

- - A W

FF% 2 aw

e 1 Win

pV', 2 Wi

und — 4w
pki + 2 Wi

angesetzt werden,

Sonderfédlle fir spezielle Ansatzfunktionen sind in Tabelle 2, 1 aufgefijhrt.
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2.2.2 Verallgemeinerte Variationsverfahren

Nach dem Prinzip der Methode der gewichteten Reste ist es zuléssig,
verschieden gewichtete Fehlerfunktionen zu kombinieren. Beispiclsweise
ist es moglich, Terme aus (2.15) durch solche aus (2.16) zu ersetzen
oder Terme von (2, 16) an (2, 15) anzuhéngen, Bei Diskretisierung nach
der in 2. 1, 3 beschriebenen Weise kann fiir die einzelnen Ausdriicke der
Gleichungen (2, 15) bzw, (2.16) zudemhin eine unterschiedlich grofie Zahl

von Punkten, iber die zu summieren ist, gewé&hlt werden.

Hier soll gezeigt werden, wie sich nach diesem Prinzip Gleichungssy-
steme verallgemeinerter Variationsverfahren, wie sie von Courant in
{10 1 und [ 1, Birman [12,13], Poschl [14 ] und Weidner [15 ] angegeben |
wurden, aufbauen lassen, AuBlerdem erdffnen diese Vorgehensweisen

Moglichkeiten zur Konstruktion von weiteren Naherungsverfahren.

Eine Modifizierung der (klassischen) Variationsverfahren kann aus ver-

schiedenen Griinden erwiinscht sein, z.B.

a) zur Befreiung von Nebenbedingungen,

b) zur Konvergenzverbesserung,

c) zur Erzeugung eindeutiger Ndherungsfunktionen.
Zu a)

Hier soll nicht die iibliche Lagrange-Multiplikatoren-Methode vorge-
stellt werden, sondern die Methoden von Courant [11 1 und Birman

{121,

Courant erweitert das Ritz-Verfahren auf Ansatzfunktionen, die keine
Randbedingungen zu erfillen haben, Birman verallgemeinert das von
Trefftz urspriinglich nur fir die 1, Randwertaufgabe angegebene Ver-
fahren fir die 2, und 3, Randwertaufgabe. Beide Autoren verdndern
das urspringliche Variationsfunktional durch Zusatzintegrale so, daB
zwar die Art der natirlichen Randbedingungen beeinfluft wird, nicht
aber die Eulersche Differentialgleichung, Wesentliche Eigenschaft die-
ser Methoden ist der Erhalt der Extremumseigenschaft, die bei der

Lagrange-Methode verloren geht,
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al) Das von Courant in [11 ] angegebene Verfahren

Wird zu den Ritz-Gleichungen (2, 15a) ein Fehlerquadratterm hinzuge-

fugt, ergibt sich mit Py =t, t> 0:

Jgradv?l-gmolw;cll: - j?-w;d‘; + 1 S'\X)‘w; de =
2 F Sv

oder mit (2,1):

| W wids 4t [Vv-w,ds = ¢ (2.17)

W o+l
— V(oW f) Wi e d J
F s Sy
Die Ansatzfunktionen miissen hierbei weder die Differentialgleichung

noch die Randbedingungen erfullen.

Dieselbe Beziehung erhilt man auch durch Variation des von Courant

in [11 ] angegebenen Funktionals:

'\TC :% S(gwc\@)zdF - HM&F + —/Z\—{-f\mzds
F F Sy

(t> 0 ... freier Parameter)

Das Konstruktionsprinzip fir das Courantsche Funktional (’freies’

Variationsproblem) besteht darin, mit freien Parametern oder Ge-~
wichtsfunktionen versehene Zusatzintegrale zum Hauptintegral hinzu-
zufigen. Das Hauptintegral erstreckt sich iiber das Gebiet und erhélt
alle die Terme, die bei Variation zur Eulerschen Differentialgleichung
fithren, An die Zusatzintegrale sind bestimmte Voraussetzungen ge-
kniipft. Diese gewdhrleisten, dafl durch sie nur die Art der natiirlichen
Randbedingungen beeinflufit wird, nicht aber die Fulersche Differen-
tialgleichung, Zum Beispiel dirfen bei zwei unabhingigen Verdnder-
lichen, wenn das Hauptintegralnur erste Ableitungen enthilt, nur noch
Zusatzglieder idber Linien auftreten, wobei diese Integrale keine Ab-

leitungen mehr enthalten.
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Aus der Variation von m. ergibt sich:

1) Aw = - f im Gebiet Eulersche Differentialgleichung
2) w, . =0 auf Sk natiirliche Randbedingung
3) w, . +tw=20 auf Sy natiirliche Randbedingung

Wie man sieht, wird die Eulersche Differentialgleichung durch das Zu-
satzintegral nicht veridndert. Es ergeben sich nur natiirliche Randbe-

dingungen, deren Art durch Variation des Parameters t beeinflult wer-

den kann:
Fiir t - w =0 geometrische Randbedingung
fiir t - 0 w, =0 statische Randbedingung

Die geometrische Randbedingung wird als Grenzfall einer natiirlichen

Randbedingung betrachtet, bei der ein Parameter gegen Unendlich geht.

Bei der praktischen Berechnung mit endlich vielen Ansatzfunktionen muf
ein Kompromif geschlossen werden: Einmal mufl der Wert t geniigend
grof gewdhlt werden, um eine geometrische Randbedingung zu simulie-
ren, andererseits muf die Grofe von t in Grenzen gehalten werden;
denn je grofler t gewidhlt wird, desto mehr Ansatzfunktionen sind er-
forderlich. Praktische Erfahrungen iiber die Wahl der Parameter lie-

gen nicht vor.

a 2) Das Verfahren von Birman [12,13]

Das aus diesem Verfahren resultierende Gleichungssystem erhélt man
durch Hinzufligen von entsprechenden Fehlerquadratminimumtermen zu

den Ausdriicken der erweiterten Trefftz-Gleichungen,

Slwewgeds o [ @owds o (8§ wds 4 4] fwm.w;)n.as - (2.18)
Sy Sy .SK SK

Die Ansatzfunktionen miissen die Differentialgleichung erfiillen,
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Nach Birman ergebensichdiese Gleichungen aus einem Funktional, das
fiir eine Hilfsrandwertaufgabe mit reinnatiirlichen Hilfsrandbedingungen
erstellt wird. Die Konstruktion des Funktionals geschieht in der Weise,
daB zum Hauptintegral, dessen Variation die Eulersche Differentialglei-
chung liefert, ebenfalls Zusatzintegrale hinzugefligt werden, deren In-
tegranden aus quadrierten Ausdriicken bestehen. Das Konstruktions-

prinzip soll am Beispiel der Membrane vorgefiihrt werden,

Hilfsrandbedingung: _

W * 5w = auf s
wobei § o=t ; i, v o auf sy
und & = -t ; 1,7 o auf sy
Hauptintegral:

j (ch\W)L dF
F
Zusatzintegrale:
—2 A - 2
Joma + [-&(m voda
s o
Funktional nach Birman (Nebenbedingung Aw = - 1)

'ITe, = j (grodW)zdF + JE Dide + 5‘%(\3”&% W)Z‘ds
F . y

Ty = j (grad @) dF + 5{1W'ds —ZJ Won W de +j“1: win +ds
P

Sy Sk 3
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Die Ableitung nach der Ansatzkonstanten ¢ ergibt mit (2.I) unter Be-

riicksichtigung von AW = -f:

5y Sy
-zj Wi+ Wy -ds +ZS—1~‘WM Wi ds = ¢
2
Sk Sk
(2.19)
. 1
Mit ¢, = - t*l* und = = - tg entspricht (2.19) der mit - 2 multipli-
2

zierten Gleichung (2. 18).

b) Das von Courant in {40 ] angegebene Verfahren und das

BEinen ersten Hinwels zur Verbesserung des Ritz-Verfahrens gibt
Courant in {10 ]J. Die Methode besteht darin, fiir den Fall, daB L. {¢] =0
(L ... Differentialoperator) die Eulersche Differentialgleichung des Va-
riationsproblems darstellt, unter dem Integral additiv den Ausdruck

(L [l )? hinzuzufiigen, AuBer (L [v])? kénnen dhnliche Ausdriicke mit
Gewichtsfunktionen versehen hinzugefiigt werden, die man erhilt, indem
man vorher L [op] nach einer oder mehreren der auftretenden Variablen
einmal oder mehrmals differenziert. Die Idee beruht auf der Erfahrung,
dafl die Empfindlichkeit eines Integrals im allgemeinen umso grofer ist,
je héhere Ableitungen von g unter dem Integral auftreten. Durch die ge-
zeigte MaBnahme wird also in unschiddlicher Weise gewissermafien
kiinstlich das Integral sensibilisiert, ohne dabei die Lésung zu modifi-
zieren, da ja der neue Integralausdruck fiir die wahre Losung mit dem

urspriinglichen ibereinstimmt, ' Courant in {10 ].
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Beigpiel Membrane

4
Tex ™ 7

Lgmo\w) dF - \Y {‘W
F

+ 1. Aw+£> dF  +

+

]
3
el
+j{q w+;€ L dF +
'
M (AWfi dF +

t, tl, tz, ... sind frei wahlbare, aber positive Gewichtsfunktionen,
Poschl [ ] schldgt vor, fir ausgewihlte Punkte des Gebiets die Diffe-
rentialgleichung durch die Ansatzfunktionen zu befriedigen, Wie bei
Courant kénnen auch Ableitungen der Differentialgleichung als Kollo~
kationsbedingungen herangezogen werden. Durch die Kollokationsbe-
dingungen werden einige Ansatzkonstanten eliminiert, der Rest wird
aus der Variation des Funktionals bestimmt. Poschl zeigt an Beispie-
len, daf das so modifizierte Verfahren zu Verbesserungen fihrt. Theo-

retisch wird die Konvergenz nicht erdrtert.

Beigpiel Membrane;

T, =7 Jlaedw)dF - [twooF -
¥ F

DANIVIL

+32 Ay ((AWJr{))x)j +

+ % )\, <’M\H4>'y)&

Xi, Xj, )\k’ ... sind Lagrange-Multiplikatoren fiir die Bedingungen an

den i, j, k... Punkten.
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Die Ableitungen nach N fithren auf die i-ten Gleichungen, die sich aus
dem Ritz-Anteil und den Anteilen aus den Fehlerquadraten (bei Courant)
bzw. Kollokationsbedingungen (bei Poschl) der Differentialgleichungen
und ihrer Ableitungen zusammensetzen, Nach der Methode der gewich-
teten Reste ergeben sich diese Gleichungen unmittelbar aus der Kombi-

nation von Termen aus (2.15), (2.16) und (2.16a).

Die Anwendung der Idee von Péschl auf ein Randverfahren (diskretisier-
tes Fehlerquadratminimumverfahren) deutet Ramm in seiner Dissertation
{16 ] an. Hier werden die Kollokationsbedingungen nicht zur Elimination
von Ansatzkonstanten herangezogen, sondern mit Lagrange-Multiplika-
toren versehen dem Funktional hinzugefiigt. Diese Variante hat den Vor-
teil, daB die Aufbereitung fiir eine Maschinenrechnung sich einfacher

gestalten 148t als bei der Eliminationsmethode.

Das folgende Verfahren von Weidner ist die Ubertragung der Methode
von Courant auf ein Randverfahren. Sie wurde von Weidner aber nicht

im Hinblick auf die Konvergenzverbesgerung vorgenomimen,

cl) Die Methode von Weidner [15 ]

Weidner modifiziert das Trefftz-Funktional im Hinblick auf seine Ein-
deutigkeit, Er weist - einer Darstellung von Diaz/Greenberg [17]
folgend - nach, daB das Trefftz-Funktional zwar einen Extremwert hat,
die Liésungsfunktion sich daraus aber nicht vollstdndig ergibt, Die Mo~
difikation geschieht wiederum durch Zusatzintegrale, die die Extremums-
eigenschaft und die Eulersche Differentialgleichung des Problems nicht
beeinflussen, Fir das Beispiel der Membrane mit der Randbedingung

w = 0 auf s wird j w?. ds mit positiven, sonst aber beliebigen 'Gewichts—
funktionen versekslen, dem Variationsausdruck nach Trefftz hinzugefugt,
Entsprechend dem Pdschl-Verfahren ist es denkbar, nur an einer endli-
chen Zahl von Punkten i Bedingungen der Art w, = 0 zu fordern und diese

mit Lagrange-Parametern versehen dem Funktional hinzuzufiigen,

Das Verfahren von Weidner kann als Sonderfall der Methode von Birman

angesehen werden,
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c 2) Das Verfahren von Wegner [18 ]

Wegner erhilt fiir das Beisplel der eingespannten Platte die Losungs-
funktion nach dem Trefftz-Verfahren bis auf Potentialfunktionen, Fir
diese werden entsprechende Ansitze gewdihlt und die Ansatzkonstanten

iber eine Nachlaufrechnung aus der Bedingung

If«‘Vvl-ds + S*L'Wuln do = Minimum
E

bei zundchst festen, beliebigen t1 und tz bestimmt. DurchVariationvon

tl und t2 kann dann noch das 'Minimum minimorum’ erzielt werden.
Entsprechend geht Lebender [197] vor. Allerdings bestimmt er die

Konstanten der Zusatzlosung iber das Kollokationsverfahren.

2.3 Wahl und Modifikation eines Verfahrens

Aus der Vielzahl der nach der Methode der gewichteten Reste konstru-
jerbaren Verfahren sollen das Fehlerquadratminimumverfahren (als
Randverfahren), das erweiterte Trefftz-Verfahren und Kombinationen
beider herausgegritfen und in diskretisierter Form (Integrale werden
durch Summen ersetzt) auf Plattenprobleme angewendet werden. Der
Schwerpunkt der Anwendung soll auf der Anwendung des erweiterten,
diskretisierten Trefftz-Verfahrens liegen. Das diskretisierte Fehler-
quadratminimumverfahren und die kombinierten Verfahren sollen nur

zu Vergleichen herangezogen werden,

Begriindung fiir die Wahl des erweiterten Trefftz-Verfahrens

1. Das Trefftz-Verfahrenistein Randverfahren. Randve rfahren bieten

bei linearen Problemen folgende Vorteile:

a) Dadie Ansatzfunktionen die Differentialgleichung im Gebiet er-
fiilllen, werden im Gebiet auch die interessierenden héheren

Ableitungen (Schnittgrofen) gut wiedergegeben.

b) Beim Randverfahren sind die Integrationen einfacher bzw. ist

bei Diskretisierung die Punktverteilung weniger unsicher.
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c) Es ist einfacher, Ansatzfunktionen zu finden, die die Differential~
gleichung erfiillen, als Funktionen, die bestimmte Randbedingun~

gen erfiillen,

d) Die Randmethode ist allgemein, da fiir einen einmal ausgewdhlten
Funktionensatz Probleme mit beliebigen Randbedingungen erfaft
werden konnen, Andert sich die Belastungsfunktion, mu8 nur der

partikulare Anteil ausgetauscht werden,

d) Die Fehlerabschétzung ist einfacher als beim Gebiets- oder ge-

mischten Verfahren,

Das Trefftz-Verfahren leitet sich aus einem Energieprinzip ab und
weist so den physikalischen Zusammenhang mit dem Elastizitéts -

problem auf. Gegeniiber dem Fehlerquadratminimumverfahren hat
es ’den Vorteil, daB nur GroBen gleicher Dimension (Energie) vor-

kommen. Die Notwendigkeit einer Gewichtung entfallt,

Nebenbedingungen, auch in Form von Optimalforderungen, kénnen

beriicksichtigt werden,

Das Trefftz-Verfahren ist bisher in der Literatur wenig zur An-
wendung gekommen (siehe Tafel I ,S 44 f ). Eine umfangreiche
numerische Untersuchung fehlt. Diese Feststellung findet sich auch

béi Philipzik [207].

Méngel und Modifikationen des erweiterten Treffiz-Verfahrens zur Be-

hebung der Nachteile

1.

Das Trefftz-Verfahren liefert keine eindeutige Verschiebungsfunk-

tion,

Durch die Erweiterung des Funktionals durch Fehlerquadratinte-
grale oder Kombination mit einzelnen Kollokationsbedingungen kann
dieser Mangel, wenn gewiinscht, behoben und auBerdem eventuell

die Konvergenz beschleunigt werden.

Die beim Trefftz-Verfahren auftretenden Integralausdricke erstrek-

ken sich zwar nur iber Randkurven, sind aber dennoch - vor allem
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bei komplizierten Rdndern und bei groferer Zahl von Ansatzfunk-

tionen - 'unhandlich’,

Durch entsprechende Diskretisierung, wie sie beim Fehlerquadrat-
minimumverfahren verschiedentlich angewandt wurde (siehe Tafel II,
S 46 ), - werden die aufwendigen Integralauswertungen vermie-

den, Die erforderlichen Rechenoperationen lassen sich in dulerst
einfachen, fir die Maschinenrechnung giinstigen Matrizenausdriicken

formulieren,

Ein gewichtiger Nachteil der Methode liegt darin, da durch die
mehr oder weniger gliickliche Wahl der Ansatzfunktionen aus der
zugelassenen Menge die Giite des Ergebnisses stark beeinflufit wer-
den kann. Von verschiedenen Autoren wird darauf hingewlesen:
Collatz in [ 5], Morley [34], Leissa [ 2 ], Stein [32], Courant
tnl.

Der Einfluf wird gemildert, wenn die Ansatzfunktionen sorgféltig

ausgewihlt werden,
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Tafel I

Behandlung des Trefftz-Verfahrens in der Literatur

a) Allgemeine Abhandlungen

Autor Jahr | Probleme

Trefftz, E. [21] 1926 | Potentialgleichung fir 1. Randwertauf-
gabe,

Weingtein, A, [22] 1935 | Erweiterung auf Bipotentialgleichung mit
geometrischen Randbedingungen,

Wegner, U. [23] 1943 | Erweiterung auf Bipotentialgieichung und
gerechnete Beispiele.

Diaz, J.B., 1948 | Erweiterung auf Bipotentialgleichung und

Greenberg, H.J. [17] Nachweis der Extremumseigenschaften,

Berger, E.R. [24] 1953 | Erweiterung auf Bipotentialgleichung mit
beliebigen Randbedingungen. Ansatzfunk-
tionen miissen Differentialgleichung und
statische Randbedingungen erfiillen,

Birman, M.S. [13] 1955 | Erweiterung auf Bipotentialgleichung mit

und beliebigen Randbedingungen. Ansatzfunk-

Birman, M.S. [12] 1956 | tionen miissen nur die Differentialglei-
chung erfiillen,

Albrecht, J. [25] 1955 | RElliptische Differentialgleichungen mit
nicht konstanten Koeffizienten fir 1., 2,
und 3. Randwertaufgabe.

Rudiger, D. [26] 1959 | Platte nach Reissner~Theorie,

Rudiger, D. [27] 1960 | Dreidimensionale elastische Kérper,

Riudiger, D. [28] 1960 | Zweidimerisionale elastische Kdrper,

Kneschke, A., 1962 | Bewegung von Massenpunktsystemen und

Rudiger, D. [29] elastischen Kérpern (Erweiterung des

Hamiltonschen Prinzips, sodafdie vari-
ierten Funktionen weder an Anfangs - noch

Oberflichenbedingungen gebunden sind).
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Kneschke, A, [30] 1962 | Torsionsproblem, Anfangswertaufgaben,

Kneschke, A, [31] 1963 | Randwertproblem der Elastizitdtstheorie,
stationdres Randwertproblem der Widrme-
leitung.

Stein, B, [32] 1964 | Platte, Kreiszylinderschale, flache
Schale.

Stein, E. - Beitrag 1969 | Kombination des Trefftz-Verfahrens mit

in[33]8. 172185 der Winiten-Element-Methode,

Schmid, G. [ 9] 1972 | Grundgleichungenfir einfinites Element.

Philipzikx, W. [207] 1972 | Zweiseitige Abschitzung (mit Ritz und

Trefftz) der Variationsfunktionale der

eingespannten Platte.

Wegner, U, [23] 1943 | Eingespannte quadratische Platte unter
Gleichlast, eingespannte Kreisplatte mit
Einzellast.

Morley, L.S.D. [341|1956 | Eingespannte quadratische Platte unter
Gleichlast, eingespannte quadratische
Kragplatte mitEinzellasten in den freien
Tcken, eingespannte gleichseitige Drei-
eckplatte unter Gleichlast.

Lebender, W. [19] 1962 | Eingespannte quadratische Platte mitein-
achsig exzentrischer Einzellast.

Ridiger, D. [35] 1963 | Eingespannte Rechteckplatte unter Gleich-
last nach der Reissnerschen Theorie.

Hain, H. [36] 1963 Zweiseitig gelenkig gelagerte Platte mit
zwei freien und schiefen Riandern,

Ruoff, G. - Beitrag 1973 | Flache Schale.

in [33] 8. 242 -259
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Tafel I1

Verfahrens

Anwendung des diskretisierten Fehlerquadratminimum-

Autor

Jahr

Problem

Aas Jakobsen, A.

1937/

Im Grundrifl polygonal begrenzte Kugel~

Beitrag in

[33]S. 186-196

{371 1938 | schale nach Membrantheorie.

Hulbert, L.E., 1965 | Spannungsverteilung in perforierten

Niedenfuhr, F,W. Platten,

[38]

Hoppe, H. [39] 1967 | Platten,

Brandes, K. [40] 1968 | Lagerung eines Rohres auf starrer
Schneide,

Leigsa, A.W. u,a. 1969 | Platten

21

Hulbert, L.E., 1969 | Scheiben.

Simonen, F.A. [41]

Majundar, S. [42] 1969 | Biegetheorie schwach gekriimmter Trans-
lationsschalen (iber rechteckigem Grund-
rig.

Hulbert, L.E., 1970 Tonnenschalen mit periodischverteiiten

Simonen, F,A. [43] Lbchern,

Ramm, E. [16] 1972 | Kugelschalen beinicht rotationssymme -
trischer Belastung.

Becker, M. [44] 1972 | Schalen.

Ebel, H. 1973 | Formulierung fiir Mehrbereichsberech-~

nung.
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3. Grundgleichungen der Kirchhoffschen und Bolleschen

Plattentheorie

3.1 Uberblick tiber Formulierung und Anwendung verschirfter

Plattentheorien

Die iiblicherweise angewandte Kirchhoffsche Plattentheorie ist im we-
sentlichen gekennzeichnet durch drei Annahmen iber denVerschiebungs-

zustand:

a) Der Querschnitt bleibt bei Verformung eben.

(Bernoulli Hypothese I)

b) Die Normale bleibt senkrecht auf dem Querschnitt,

(Bernoulli Hypothese II)

c) Normalspannungen senkrecht zur Platte und die Querzusammen-

drickung sind vernachlédssighar.

Diese Annahmen fithren zu der relativ einfachen partiellen Differential~
gleichung vierter Ordnung, bringen aber andererseits Schwierigkeiten
beziiglich der Randbedingungen mit sich, da die Theorie die Befriedi~

gung vonnur zwel Bedingungen an einem betrachteten Randstiick erlaubt.

Verschirfte Plattentheorien sind dadurch charakterisiert, daf sie die
genannten Annahmen mildern. Tabelle 3.1 zeigt die bekanntesten
Theorien mitihren Merkmalen. Die am meisten angewandte ist die von
Reissner (457 1944 aufgestellte Theorie, Sie beriicksichtigt die Quer-
schubverzerrungen und die Querzusammendrickung ndherungsweise
und fithrt auf ein partielles Differentialgleichungssystem von insgesamt
6. Ordnung. Eine vereinfachte Reissner Theorie, die den Einflufl der
Querzusammendriickung vernachlidssigt, hat Bolle [46] angegeben, Sie
ist als Sonderfall in der Theorie von Kromm {48 ] enthalten, Der Vor-
teil dieser Theorie besteht darin, daB sich die Grundgleichungen ein-
facher darsiellen lassen als nach der Reissnerschen Theorie, Es
ergeben sich zwei partielle Differentialgleichungen: eine entsprechend
der Kirchhoffschen Differentialgleichung von 4. Ordnung und eine zu-
sétzliche von 2, Ordnung. Somit kénnen an einem Randstiick drei Be-

dingungen erfillt werden.
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Tabelle 31 Verschdrfte Plattentheorien
einschrinkende Annahmen Uber den
Verschiebungszustand Spannungszustand
Autor Jahr
Querschnitt | Normale Querzusam - | Normalspannung
bleibt eben | bleibt senk- | mendriickung
recht auf €z=0 Oy 20
Querschnitt
Rcissncr,E.[LS] 1944 ja nein nein nein
Bolle, L. Bs] 1847 ja nein ja j
Hencky, H. [1.7] 1947 ja nein ja ja
Kromm, A, [LB] 1953 nein nein ja nein
Panc,V. [iq 1964 nein nein ja ja
Fersht, S. [50] 1964 nein nein nein nein
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Diese Theorie soll spiter bei einigen Beispielen zur Anwendung kom-

men. Sie bereitet bei dem gewihlten Berechnungsverfahren wenig

Mehraufwand, da Lésungsanteile der Kirchhoffschen Theorie iibernom-

men werden kdnnen,

Die verscharften Theorien kénnen gegeniiber der Kirchhoffschen fol-

gende Vorteile geltend machen:

1.

Sie erlauben in natirlicher Weise die Erfiillung aller Randbedin-

gungen,

Der Verlauf der Randquerkrafte wird besser dargestellt. Einzel-
krifte in den Bcken wie bei der Kirchhoffschen Theorie treten

nicht auf.

Das Paradoxon der Plattentheorie entfillt, Das Paradoxon 1]
besagt, daf die Loésung einer Polygonplatte bel immer kleiner
werdenden Polygonseiten nicht gegen die Losung der Kreisplatte
strebt, Hanuska [52] fiihrt dies auf die Vernachldssigung der

Schubverformung zuriick, Das Paradoxon zeigt, daB die Navier-
Randbedingungen der Kirchhoffschen Theorie instabil sind, d. h,
daB kleine Anderungen der Randform betrachtliche Anderungen

in der Loésung zur Folge haben kénnen.

Verschiedene Probleme kénnen wirklichkeitsnaher erfafit werden,
zum Beisplel:
a) Bestimmung der Spannungen im Nahbereich eines Risses

oder eines Loches [53]

b) Bestimmung der Schubspannungen der de Saint-Venantschen
Torsion eines Plattensireifens. Nach der Kirchhoffschen

Theorie ergeben sich hier falsche Werte [537.
¢) dynamische Probleme (5 7.
d) Probleme mit hohen Lastkonzentrationen,

e) Berechnuhg m#Big dicker Platten, d.h. Platten mit dem

Dicke
grofite Lingenausdehnung

"
3

Verhilinis 0,1 <
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Der Nachteil der verschirften Theorien liegt in dem aufwendigen und
komplizierten Formelapparat, der zu bewiltigen ist und diirfte auch
dafir verantwortlich sein, daf diese Theorien nur wenig zur Anwen-

dung kamen,

Wie die Tafel III { S.51ff.] zeigt, wurde aus dem Bereich der prak-
tischen Probleme nur die rundum gestiitzte Rechteck~ oder Kreisplatte
behandelt. Eine umfassende Vergleichsrechnung zur Kirchhoffschen

Theorie fehls,
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3.2 Ausgangsgleichungen der vereinfachten Reissnerschen und

der Kirchhoffschen Theorie

Die vereinfachte Reissner-Theorie wurde erstmals von Bolle [46]

angegeben, Die Ausgangsgleichungen sollen nicht im einzelnen abge-
leitet, sondern nur kurz zusammengestellt werden, Beziehungen, die
nur bei Kirchhoff zutreffen, sind unierstrichen(__ ), Terme die bei

Kirchhoff wegfallen, sind gestrichelt (___) markiert.

Allgemeine Voraussetzungen

1. Elastisches isotropes und homogenes Material.

2. Kleine Verformungen im Vergleich zur Plattendicke

(geometrisch und physikalisch lineare Theorie).

Annahmen fiir den Verschiebungszustand

]

Bild 3.1: Verschiebungsgrofien
Verschiebungsgrofen:

u, (x,, X,, 2} = z B, (x,, x.)
iV T2 1772 (3.1)

wo(xy, X, z) = w (x,, X
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fSi = m W,y (3.1 a)
Verzerrungsgrofen:
1

ij T2 (u1,j +u3,1)

Py - L (u +w, ) .2
iz. 2 i, z ‘i

*
€z ° 0o ui,z = oWy (3.2 a)

Annahmen fiir den Spannungszustand

4
/ / N\ %
h g / * 011
. AV,
%2

* (¢}

[PHNY) 2

%2 0y 22| Y22
z
Bild 3. 2: Spannungen

Die Spannungen Uij verlaufen linear tiber den Querschnitt, Aus Gleich-
gewichtsgriinden ergeben sich dann die Spannungen %, parabolisch.
Diese Spannungsverteilung steht im Widerspruch zu den dber die Dicke h
konstant angenommenen Verzerrungen, Es wird daher eine gemittelte,

iiber die Dicke h konstante Spannung a"i"z eingefihrt,
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Schnittgréfien und Belastung

X
p(x‘,le K . 1

Ea
<
N
o

A 7,7

V4"V i
h o T

Bild 3. 3: Schnittgréfen und Belastung

Beziehungen zwischen den Spannungen und den Schnittgrofen:

. ez
U
h* - 42*
S - SL%,R?Z) g
* 4 3
S T s T oww 4

(3.3)

FS wird liber das Gleichsetzen der Forminderungsarbeiten von o,

und d“i* gewonnen,
z

Statische Gleichungen

My TN

5

(3.4)
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Werkstoffgleichungen

. M
s = 26 (a.,j+ o ekk-&i)
. N (3.5)
X
Siz = 2 G‘éiz (& Xiz
mltG—2(1+)und ekk 611+€22

Die Werkstoffgleichungen in den Schnittgré8en mij erhilt man durch

Einsetzen von (3. 3), (3.2) und (3.1) in (3.5) zu:
3 " M
Wy o= ;}‘;’2 6[7 (5%; +f54,;) + W'ﬁk,k Su]

/M
5 Ko [ (B + b)) + 5o Bcdy] o)

3
[

(Die Querkrifte ergeben sich bei Kirchhoff direkt aus den statischen

Gleichungen,)

Differentialgleichungen

Setzt man die Werkstoffgleichungen in die statischen Gleichungen ein,

so bleiben 3 Gleichungen zur Bestimmung von Bi und w:

o) o (B Ba) + iy P S = b 1 (B o)

. 5 , —
KO (- WDLL _ T TP (3.7)

Durch Einfiihrung von
2

h
T B

i
|
—
k3
b
+
[$14 1 .'S;,
=
L
=

B
R N %’(]?’4,1"?’2,4)

By oot

i
|
£

[
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kénnen die drei Gleichungen durch zwei gekoppelte partielle Differen-

tialgleichungen in y und o dargestellt werden

- £ . —
Adco K ;L= w (3.9 a)
""L
R — azhk = 5 w = J (3.9b)

Mit diesen beiden Differentialgleichungen ist es méglich, an jedem Rand

drei Bedingungen zu erfillen,

Die Gleichungen gelten sowohl fiir kartesische Koordinaten als auch fiir
Polarkoordinaten, wenn der Operator A in der entsprechenden Form ein-

gesetzt wird,

Schnitt- und Verschiebungsgrsfen

Sind L.ésungen fiir w und a bekannt, so lassen sich die Schnitt- und Ver-
schiebungsgrofien gemil folgenden Formeln fiir kartesische Koordinaten

und Polarkoordinaten angeben,

In kartesischen Koordinaten (xl, x2)
W= ¢ 8 Aw
- T

LIL
g/\ = —(("))1 + 5 dﬂ)

h'L
Bo =- Lwﬂ- T “")

(3.10)
l’]l

m, =-X (wm + /ww,zz> - k-(wa) T %n

. W
my, = -K (‘-«3)22 +/‘*‘w)4a> +K'(1'/‘”) 5 %12

hl
My = ke (1) @, =K () (% - 5 %)
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§, = -K-Aw, — K () %,
Q*?_ = —-K- AW, + {é_(j‘_/‘t)__uﬁ.
mit K = 28 ____ o= o = ] =
12(1-n®) 4 - e I R

in Polarkoordinaten (r, 9)

Bild 3.4: Schnittgrofen in Polarkoordinaten
hl
= L) e AW
N o T
WA
By = - (e + 2+ o(,a)
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m, =K ( e YT Wy Iy w)ee)
W 1
- k <4'{“> g‘ (;1? D()Gv ¥t °(le>
A 1
Mgy = — K- <T—'®,y + W09 + M (O)") +

+ K U'/‘) 1? ('}"D(Jer - :‘z °(ve>

§, = ~ K2, = k()5

o= kT koA

=9 N TR F‘YE“WWJPQE'%W@
(3.11)

Vergleich mit den Gleichungen nach Reissner [457,[53]

Mit (3. 8) lassen sich die Schnittgréfen m, (3.10) nach der vereinfach-

ten Reissner Theorie auf folgende Form bringen:
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W 5
Mw =" KI(W’“ A W’“) ty 31,1 N E“/{:u P

[ B
Moy ="]<‘(sz T \»/,41>+“§‘ 32’1“E"%'F’

" (3.12)
K G TE e

Aus den statischen Gleichungen (3. 4) erh#lt man mit (3. 8) und (3.10)

die Differentialgleichungen

(8 2

10 i CRER )
und (3.13)
MW — £ _F AP
X 5(1-m) K

Die entsprechenden Beziehungen nachder Reissner-Theorie (mit Beriick-
sichtigung der Querzusammendriickung) unterscheiden sich nur in den

doppelt unterstrichenen Termen, Diese lauten nach Reissner [ 837 bei

h? . ; o1 h? (2 -4)
(3.12)-10 1_upund bei {3.13) ) l_up,ibzw. “T0 (o) .
3.3 Bestimmung der Ansatzfunktionen in Polarkoordinaten

Die Ansatzfunktionen fiir w und o miissen die Differentialgleichung(en)
(3.9 a/b) erfillen. Da diese linear sind, kénnen die Ansatzfunktionen

in einen partikularen und einen homogenen Anteil aufgespalten werden:

ol
i

P h P
S+ b = b+ (3. 14)
1

und

2 di

i

21
i
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Da die Ansatzfunktionen keine Randbedingungen erfiillen, kénnen die
Lésungsansitze fiir die Differentialgleichung (3. 9 a) der Kirchhoff-
schen und vereinfachten Reissnerschen Theorie gleich gew#hlt wer-~
den. Fiir die Reissner-Theorie sind zusitzliche Funktionen, die die

Differentialgleichung (3. 9 b) erfiilllen, zu bestimmen,

3.3.1 Ansatzfunktionen fir @

a) Partikulare Lésung

p
Partikulare Losungen fir Adw = [.p{ konnen fiir verschiedene Lastfunk-

tionen p und Lastsingularititen aus der,Literatur entnommen werden,
z.B. [771, (781, [79]. Eine Zusammenstellung findet sich bei
Pfaffinger [80].

Losungsansitze der unendlich ausgedehnten Platte fir verschiedene

Teilflichenbelastungen sind von Kazuyosi Ono [81] ermittelt worden,

Einige Partikularlésungen, die zum Teil spéter verwendet werden, sind

im folgenden aufgefiihrt.

1. Die Loésung fiir die unendlich ausgedehnte Platte unter Gleichlast.
et

5 3.15
“eERC ¢-19)

2. die (singulire) Losung fir die unendlich ausgedehnte Platte unter

Einzellast:

&= A_;r_lz [Oeuy + (v Qw[,ﬁzgféﬁyﬂf ]

wobei mit u und v der Abstand vom Ursprung bezeichnet ist. ro

ist eine Vergleichslinge, z.B. die Lingeneinheit.
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In Polarkoordinaten ergibt sich

P g { N ~
e e | AT e 20T . e FN 2.
e (u cos @ +v SmQ)‘ru +V_J

.IQ/VL'_V'Z—ZT’( U-cos© + V-s\'v\6>+ul+v"a'
| S s G J

(3.18)
Fir randnahe Einzellasten ist es erforderlich, diesen partikularen

Ansatz zu erweitern. Siehe Lebender [19].

Die (singuldre) Losung fiir die unendlich ausgedehnte Kragplatte

unter Kinzellast.

e P 1 v .
© o= {Z-T‘cose-u - [‘r — 27 (U cos® +vising) +

-2y ue Vs uFa v
4 ul+vﬂ\Qv\[*11-~~ Fu-cosO+v:5m0) ul+v
THe 27 (W cos@aveaing Y+ T4 vE 2
(3.1

Die Loésungen 2} und 3) kénnen zur Bestimmung von Einflufiflichen
herangezogen werden, Werden die Koordinaten u und v als Koordi-
naten des Aufpunktes angesehen, so stellen die Losungen 2) und 3)
die Singularlssung der Einfluffldche fiir die Durchbiegung dar, Die
Singularlésungen der EinfluBflichen fiir $chnittgr6[&en kénnen daraus

durch entsprechende Ableitungen ermittelt werden,
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Die Singularitdt der Einfluffliche fiir das Feldmoment m_ lautet z. B,

nach der Kirchhoffschen Theorie (mit w = w) im Fall 2 .

P P P
va, = _-K. (Wluu - /'\ ‘W,vv>

o A A \C.oS e 2 2 =
o { (op) [tn L2r Lo o1 ¥ ST Gy

. . [
+ 2 ot - 2¥-t o6 +ul+/" (a0 -2 vegub+ V')
™ -2 v (uwse+ V'GI'MO)‘?‘UZ"FVZ

(3.18)

Die Einfluf$fliche einer Schnitigréfe kann als Biegefliche einer spe-
ziellen singuldren Belastung aufgefaft werden und analog den Fillen

1) bis 3) behandelt werden,

b) Homogene Losung

Die Lsung von AAw = 0 geht auf Clebsch zurtick und lautet allgemein:

® )
-l X .
W o= 7 Ry cen8 4+ > REdnnb
h=g n=1
= Y= 2 z
n o= o Fo = Cp + G lur 4 ¢ r* 4 ¢ v har
o= L I o L

% ¥ ¥ -a x z, x .
K., C Y T ConY + Ca, T + Cgy T dav

il N+ -
n 71t RKe = Gt G T +c3ny* + ¢,y ™Mz
¥ ¥ - -
R = Cap Y™ T C:n'T S (l;‘,,,\‘“!'rI+Z + C:n'T N4z

(3.19)
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Fir Gebiete ohne Innenberandung entfallen die Terme mit den Koeffi-
zienten Cy bzw. 0'72(-, und ¢y bzw. c"i.,
unendliche Werte annehmen,

da die zugehorigen Funktionen

3.3.2 Ansatzfunktionen fir o

Die partielle Differentialgleichung

(%

a-NAa=0 ; A\ o= T

o

kann mit einem Produktansatz der Art a = @ (%)% (8) in ein System
von n gewohnlichen Differentialgleichungen in § und » {berfihrt werden,

Fiir jedes n gilt:

gléggg + g@yg - <\§2 + ‘(\z> = . \g iy (3.20 a)

2
=
%, 6o + n (3.20 b)
(3.20 a) ist die modifizierte Besselsche Differentialgleichung, deren
Lésung die modifizierten Begsel-Funktionen 1, und 2, Art In (%) und
Kn (;:—) sind. Loésungen von (3.20b) sind # = sinng und # = -cos n 8.

Die Gesamtlosung ergibt sich somit zu:

0 *
w o= Z—Zn-usne + z ZH'SW\Y‘e
n=¢

Zo = G L)+ dak ()

r

Z;ﬁ = CI:A‘IMG-;\) + dZn'kV,(f)

=z

(3.21)
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Fir Gebiete ohne Innenberandung entfallen die Terme mit den Koeffi~
zienten d2 bzw. d; , da die Funktionen Kn fiir r = 0 unendliche Werte
annehmen,

3.4 SchnittgréBen und VerschiebungsgroéBen fir das lokale

Koordinatensystem {(n, t) des Randes

Um beliebige polygonale Rénder erfassen zu kénnen, ist es erforderlich,
auf dem Rand ein lokales Koordinatensystem (n, t) einzufithren und die

Schnitt- und Verformungsgrofen darauf zu beziehen.

Berandung s

Bild 3.5 Koordinatensystem des Randes

Das lokale Koordinatensystem (n, t) ist um den Winkel & = - 0 + pi
gegeniiher dem (r, 8) - System im Uhrzeigersinn gedreht, (n, t)ist ein

Rechtssystem. n steht rechtwinklig zum Rand und zeigt nach aullen.

InBild 3.6 sind die Beziehungen zwischendem (r, 6) - System und dem

(n, t) - System dargestellt.
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ds-sin

i

L dn-sind
i

¥ 4o n
._\ 7 q'O ”m, /

S

. . . . . . . . . =
Bild 3.6: Beziehungen zwischen dem (r,8)-System und dem (n)-System
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Die Verschiebungsgrofien sind der besseren Ubersichtlichkeit wegen
nicht in die Skizze eingetragen. Die Verschiebung w ist positiv in
Richtung von z, positive Neigungswinkel sind wie die zugeordneten

Momente definiert,

Aus Bild 3.6 sind folgende Beziehungen ablesbar:
W nd) = wirng)
v, = =P = =P — B sin @

Wy = ~ (b, = +ﬁ,Y-sim§ - @G\Cosé

9, = Q,c0sd T g .o}
o = m, sF + me-siv\"@ t oMt §
o - %—(me—mT)sw\ 24 + m,g o523

(3.22)

Bei der Kirchhoffschen Theorie sind die Neigungen im umgekehrten
Drehsinn positiv. Um spéter mit gleich definierten GréBen nach der ver-
einfachten Reissner-Theorie und der Kirchhoff;Theorie arbeiten zu kodn-
nen, werden hier W= - Bn und w, = - ﬁt eingefiihrt. Mit den Bezie~
hungen (3.11), (3.15) bis (3.19), (3.21) und (3.22) lassen sich alle Rand-

groBen in Abhingigkeit von den gewihlten Ansatzfunktionen angeben,

Bei Rechnung nach der Kirchhoffschen Theorie entfallen die Anteile
aus (3.21) und ftir w kann w in (3, 15) bis (3.19) eingesetzt werden. Fiir
den Fall, daB keine Innenberandung vorliegt, gilt z, B. bei konstanter

Belastung:
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_ P W
W o= W ot W
¥ N, N
e g g D -2
= P“_ + Z C,m"{n-cosn@ -+ Z Cyp - ¥ <CONO
bi K n=0 n=o
Ns Ny
+ 3 Cq‘:w"'sil«vxé + Z C;,‘“YML- Sah B
n¥1 n=4
— P h
Wy = We T W,
Na
- P -
= ox ot T 2 cnnt™ cosonp) +
n=o
o
+ ) e [h-c°s(n9+§)+2'cosv\9'c:)s§] +
neo
Ny ‘
4 Z C,‘_,'-V\~T“1\g{v\(v19+§) -+
et
Ny - .
+ Z C;‘vTV‘M I'n, gM(V\@ + §>+ 2‘5"“"6'595@_]
hed
- P 2
W, = W, tow,
3 N,
o : o
=—j6-k sin § - L Cap Mo T 4.sin(ne+§> -
n=o
iy neAg T .
— D Can¥ Lmsm(m@-#g)—k[casvxe‘gmi)] +
n=o

N
+ Zg et on ™ cos (we-rg?) 4

h=1
N _ .
+Z“ C:m‘ -rﬂH f“n\cos(ne +§:)-—2. siand ‘Si"\fﬁj
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_ e h
qvn = C""V\ + gn
) Ny
o
:ﬁpl s d K > Canr s+
n=o
Na n-1
t ) Cye ‘Lf‘h(W¢4>ACOS(~AQw§) -+
h=o
)
+) S
n=1
4—2 c;m ATk (n+1) sin (n9+§)>
© W
Wi, = wm, +wm,
— ‘ R
= - [2. (A3p) + (A-p) c,o_,z_ésj
E:‘ -2
KX Can CAop) o1 (=) oy ” Cos(w9+2§> +
n=o
Vi
) Cyplned) 1" [2 (A4p) Cosud + v (1-p) Cos(fl\9+2§>] +
ot
Na
*‘Z Cra G O ) R AN (ng+z§> -+
;@-n
1) Galnea) (" El('“,v) Sinnd + n (4-p) g(u(né«e—z.;)]
n=1
_ P h
My = Mgy + My
P')’L . /lh w2 2
= o () s 28 —Ke(om) <Z“leV\l(m»4)f HSino+28)~
no
&_
._>_ Cgm‘hCM+4)-I”.&(H(WQ+2§) +
=0
L -
+ > C,,:‘V\‘(V\'4)-f vc[,s(mg*zg) +

5
A

(3.23)

z
i

-+ Z C;V, ‘N (vy-M)vy‘", coss (B 2.§>>

=
W
>
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Die Zahl der unbekannten Ansatzparameter ist hierbei

- ¥ .
N N1+N2 N3+N4

Bei Anderung der Belastungsfunktion muff nur der partikulare Anteil
ausgetauscht werden,

Bei Rechnung nach der vereinfachten Reissner-Theorie missen sdmt-
liche Anteile mitgenommen werden. Die Anteile aus (3.15) bis (3.18)
entsprechen jenen der Kirchhoffschen Theorie. Fir ¢ kann Iv% gesetzt
werden, wenn mit dem tibergestellten K der Anteil nach der Kirchhoft-

Theorie gekennzeichnet wird. Entsprechendes gilt fiir die abgeleiteten

Groéflen,
W= A
W W S
_ K W ,PITL N
W = W - 5(4'M)<HJ< +g_—’cm~cr +
<o
Mg
‘ﬂ‘z_ sz‘-L}-(lmw\)‘YM'COSV‘e
neo
R
+Z Cin' O +
n=1
N,
+Z* czn.q(n+4)'fhvsf\4ne>
n=a .
— X Wt Ns
Wy = W, *+ 2 clq"'[%fh' nsiwub - cos g +
n=o

+ ;‘\—-Imesue.sa@] +

Ne

Zd:y, : {%I‘,‘- n s eosd -

ne4

~ ;\1 'I“"V\‘ sinmnb S‘f“fD
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.'qé —_

Ng
1T : .
s nZO da\,\'['?‘l\,\‘n'i\v\"\e-&mé" +

+ ;’TIV: : Coew@(os&] +
we

Mo,
+Z d:w L“d? IM'V\‘cos\ne-@m§__

4 i

- T, ciund 'ws§]>

K Ny .
g, = 9, - k- Y d ] ¥ Lonsmwd 0§ +
nso
+% I, ‘cosvxe-smgﬂ] +
Ne -
+Z C{w\ L? I\»\'V“COSV\e'COSS‘f -
n=q

K L N )
—_ - . |
M, T My ~ K T (4‘/“) '<%dem' [V\-SM Vle'CoSZ@? (_;_I.M ;—In>+
o e G5 - 1)
N -
+i d:»\‘ LV\vCDSMQ-C052§% (’%L\‘_%‘Ih)—
n=1q
= ounosinzg (R 105 ,h)1>
K
Mg = ™

W Ng
n -‘j{—s_(/’—/‘/\>': Z d4V\'EW‘5fMW9‘SiMZ§
neo

bl
Ve
P>
i
5 -
1
=<1
o]
5
~—
4

o -
+ Cosnbrcos2d (% 1) - EJ»\):I +

¥

Ne
+) df [ wano 23 1 (4
n=4

— timnb cos2g (& I.- l%L)J> (3.24)


ibbaf
Textfeld


-1

Die Zahl der unbekannten Ansatzparameter ist

N=Nl+NZ+N3+N4+N5+N6
s voai ' i F = L.
In und In sind Ableitungen von In(é), wobel § T
dl
B
L, 7 3% 5 Ung t i)
& In 1
s gzt 7 Ut o)
7u beachten ist ferner: 1 =1 .

- n


ibbaf
Textfeld


“3R -

4. Das diskretisierte erweiterte Trefftz-Verfahren und das

diskretisierte Randfehlerquadratminimumverfahren

Ausgangspunkt fiir die Herleitung dieser Verfahren ist dag Funktional
(2.12), Fur die hier betrachteten Randverfahren verbleibt nur der
Term, der die Integration liangs der Berandung s beinhaltet, Die Be-
randung s kann stiickweise verschiedene Bedingungen aufweisen, Auf

den Randteilen Sw’ Sw s Sw ist die Randverschiebung w, die Randnei-
n

gung w_ und die Randneigung w, vorgegeben, auf den Randstiicken Sq s

n

s, s die Randquerkraft, das Randbiegemoment und das Randdrill-
mp"  Mpt

moment, Vorgegebene verteilte Randgrofen (inhomogene Randbedingungen)

werden mit einem , 7, gekenngzeichnet, Nebenbedingungen werden zunichst

nicht mitgenommen, Das Funktional (2.12) schreibt sich dann

T o= X — clakionar (4.1)
S

@ 1 2
=1 g, A

ES

P

3

Die Summe iiber j erstreckt sich iiber die sechs Randteiles , s, s,
wown' T wi

s , 8, s .
dn’ My Mpt

4.1 Das diskretisierte Randfehlerquadratminimumverfahren (DRFV)

1 2
Beim DRFV sind die Produkte tlls‘ . d’s. Fehlerquadrate der Randgréfen

W, W W, m_oder m d.h. es ist
s W W Qe Ty nt’

4 2 - A
A{/{‘ (4.2)

5§ EN

I
f
!

_ b h
f. =1 +f ist der Ndherungswert, bestehend aus partikularem und ho-
| J
mogenem Anteil, wobei mit
%l = W die Verschiebung
fz =W die Neigung rechtwinklig zum Rand
fS =W, die Neigung tangential zum Rand
iy = d, die Querkraft
f5 = mp das Biegemoment
und fs = om das Drillmoment bezeichnet ist,
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Aus (4.1) wird
6 U
T = ; gﬂ' ({,“ﬁi\uj *ﬂ)'ds = o, (4.3)

4 5

y

Die p, stellen Gewichtsfunktionen dar, mit denen die Fehler unterschied-
1ichexij Dimension multipliziert werden miissen. Die Gewichtsfunktionen
sind willkirlich wihibar. Sie wurden bei Hain {36 ] und Becker [44] als
Konstante zur Angleichung der Dimension der einzelnen Fehler gewshlt.

Ramm [16 ] hat auf die Gewichtung verzichtet, da die Ergebnisse auch

ohne Gewichtung ausgezeichnet waren,

Mit (4. 2) ergibt sich;

o W W v A
Teo= ol di D2 DT = ek e
=1 S\'S
P P A 4 P A
In (4. 4) wurden die Integrale iiber die Produkte fj - f, fj . fj und fj . fj
unterdrickt, da diese bei der spiteren Ableitung nach den Ansatzkonstan-

ten wegfallen,

Ausfiihrlich lautet (4. 4):

T, o= K Pw'vb[&/+z(&'w)]0ls +

Sw

+f P, W, [\’b‘w * Z{\fxn‘\swﬂo\s -

Swn

h -~
+ § Pu,: ;){ [wt + z(vﬁ-w»:lo\s +

S,
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_ A
+ ), ‘(S:M‘[C?m +z(an-q“>] ds  +

-, n -
+ S Pm‘vhwlmn"'z(&nnmn)}db*

5 4]

oy + 2 (e =i )] ds = ot

g
pam——
3
3
e
2
——

(4.5)

Bei Diskretisation geht (4. 3) iiber in

=
l
™o

M I,
Z; P Wg-.‘ﬁa\(ﬁa‘ﬁi) ASy = chad (4.6)

BE

-

i

6
Die zweite Summation lduft iiber j21 Mj > N Punkte, wobei N die Angahl

der Freiwerte der Ndherungsfunktion angibt.

(4.6) 148t sich durch einfache Matrizenausdriicke darstellen:

GE-8) & . (r-f = gk, (4.7)
ST Tegy N T

Bl

6
.
[ .
=1

i

G ergibt sich aus:

1

|
T (’ (4.8)

P
'\M.l
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und
As,
Ewls 8% 2 ;
‘25 - i o ¢ % (4.9)
T k)
5 = P, CDE,
MUHUR) J(Mhmi) D5y (M Mo (4.10)
& = &

Pj enthilt die Gewichte von Mj Punkten, Es-j die Absténde der Mj Punkte.
Mit _]2§j istes moglich, in bestimmten Abschnitten, beispielsweise im

Nahbereich der Ecken, die Punkte zu verdichten,

5 = IP + ¥,
J(“g,q\ - g(Miﬂ\ (M0
Fron = Fiagy * K, ¢ (4.11)
EARTR] Y Min) O
| GRS} et o 4
partikulare homogene Anteile
Ej( L (7 W W, WE, QN MN oder MNT) enthélt die Werte (w, w_,
=N, W, WX, W, et N e
T oder mnt) an Mj Punkten von jeweils N homogenen Ansatz-
funktionen und der partikularen Funktion. ¢ ist der Vektor der

=N, 1)

unbekannten Ansatzparameter.

Nach Ausmultiplizierenvon (4, 6) ergibt sich die zu (4.4) entsprechen-
de Gleichung. Produkte, die frei von Ansatzkonstanten sind, werden

wiederum weggelassen.

(xp; - 3—:—5> = chat, (4.12)
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Ausfihrlich:

Tee = [EWEOWe + 2. W g, (wr-@)] +

2 TS WNT G Wie + 2 SN, (WeP-1R)]  +

— e Sw,

¢ [dwWTe, Wie+ 2e S WG (Wrp-um)], *

rleWg er 2 ale, (ar-dy] +
Sm

“ ) 6
My

n LQTMMTng_M-MM'C + 2 & MNG,, (MNP MM)] +

T, o —
R I A W )|
Mg

== Ol

(4.13)

s

Die Anwendung der Stationaritdtsbedingung 3 CDF =0 auf (4.12) fiihrt

auf ein lineares Gleichungssystem zur Bestim?nung der N Ansatzpara-

meter c,
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6 s -
D N TR A +
= T OO N
+E e - (R-F) -0
(N,M) (MiM)) (M)
(4. 14)
Ausfiihrlich:

FWe,we + 2 W (wr-@)]_ +

o [0 G W e+ 2 W s (PN [
6. Whe + 2 WT 6, « (WTP- Qr)'] v
+ [Z Wr o, Whe AL =T =T g

4
1
oo
12
o

ad
i3
e

+ 20NTg, - (Q&P'Qﬁ&)}sq“J“

+emle, mne « 2w e, ULMP'@HSM +

T ~
+ [2 MNT - g, « MNT-C o+ 2 Myt G, (TP - rmj)] = o (4.15)
S

Mnt
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Ubergang zum Kollokationsverfahren

6 -
M. = N gewéhlt wird, kann & TF in F
17T 8 =1y, M) P, N

zusammengefafit werden. Nach Multiplikation von beiden Seiten mit

6
Fiir den Fall, daf j§

-1 .
E(N,N) bleibt:
&
2 G F , 5
SR P i, < + & . Fp -f) -
=4 (“"”s) (M) N4 _—(XMAI\MJ) iy (4.16)

8
d.h. es wird an jgl Mj = N Punkten die exakte Erfiillung bestimmter

Randbedingungen gefordert,

4,2 Das diskretisierte, erweiterte Trefftz-Verfahren

(DTVS bzw. DTVN)

1 2
Beim DTV beinhalten die Produkte ¢S‘ : ws‘ Energieterme. Werden mit
3 J

1
/ == . - 4,17a
., T - ( )
Fehler (Reste) in den VerschiebungsgroBen und mit
1 — A
Yo, = k- k; (4,17b)

Fehler in den zugeordneten Kraftgréfen bezeichnet, so geht (4.1) tiber in
& - 7 — ~
o= 5 (k- %) (%, - D ds = olaf. (4.18)

Nebenbedingungen sind dabei zun#ichst aufler acht gelassen, Die Funktio-
nen kj und vj ergeben sich aus dem Potential, wenn dies in der speziel-
len Form fiir Ansatzfunktionen, die die Differentialgleichung erfillen,

erstellt wird und auflerdem auftretende Flichenintegrale in Randintegrale

umgeformt werden, Dies soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden,
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4.2.1 Das Potential der Platte

Die Ableitung geschieht fiir die vereinfachte Reissner-Theorie, Es wird
spiter der Ubergang zur Kirchhoff-Theorie vorgenommen und gezeigt,
dafB hierflir dieselben Formeln verwendet werden kénnen, Es seien zu-

néchst zwel Identititen vorausgeschickt, die 6fters Verwendung finden,

Mit dem GauBschen Integralsatz gilt:

“S s jZ_ Lw’li +Wiﬁ) dF f % (’W.' + W,,> dF =
¥ ¥

= + gméi)&wi dF ——\j §i W df — S g{;‘iwdF *
¥

",
+ ng-w-ds - SM,\\IWH ds - S‘Mv\\t""’t ds =
S s 5
N DL R A [ TR
¥ 3
+ S?}“~w~«/\5 - J W, ds S\MM‘N‘* ds
5 s s

-q = 0 und 4 {® - P, ergibt sich als erste

Da nach Voraussetzung mji . n
,

J
Identitét:

- f My %(W;,; +wj‘i) dF  + j?; Cwi ‘rw);) dF =
¥ F

- +jp- WedF + S G Wels _j M Wds jim,‘*-w* s
¥

S & S
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Sie beinhaltet den Arbeitssatz, der besagt, daB die negative innere

Arbeit gleich der 4ufleren Arbeit ist. Die zweite Identitét 148t sich mit

Hilfe der ersten Identitit und dem Satz von Betti herleiten. Dieser

lautet bei Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes: '""Die Arbeit einer Kréifte-
gruppe 1 lings des Weges einer Kriftegruppe 2 ist gleich der Arbeit
der Kréftegruppe 2 lings des Weges von 1., "

In Formeln ausgedriickt:

1 2 1 z
A o Moy A
1
— J W‘ji -7--( Wm -+ Wh‘,\) dF + S qﬂ(v Wi + (,J,; JAF =
F F

2 “

! 2 1
P d () )
¥

In (4.1) eingesetzt:

P’
ow
S

Wird mit 1 2 p der partikulare Anteil, mit 2 2 h der homogene Anteil der
h

p
Funktionen bezeichnet und p = p, p ® 0 eingesetzt, erhidlt man als zweite

Identitat:

h — h e hop h
jpwdF = +§qmwas ~jva,w,,cls ~fm“*-l5,tds
¥ ¢ 5

SP h J Pk b
— qv\ W o\s + ™M W“<c\$ t+ mnt'\“jt ds
s 5 &
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Das Potential der Platte ist

T =T, o+ T, (4,19)
mit
>~ - _ o= LA 1 . r F
I A 2 ij; 7 (Wi i )dF + 5 f@h Cwi +w;)dF
T F
und
o o - ] [
o T ﬁZA(,\ - 'jp ' - qm\w‘dﬁ 4 M w, s “\‘J‘M"Wi"]f'“;
£

SQ’V\ Sy St

Tiir Ansatzfunktionen, die keine Randbedingungen erfiillen, muB es um
die geometrischen Randbedingungen w = W, w, = v@n und w,® &t erwei-

1
tert werden. Dies geschieht nach der Lagrange-Multiplikatorenmethode.

o= T+ T, o+ f Ay (W=w)ds +

1 \ O

Sw
+ j >\L (W“‘\«/M) g -+

Swi,

A

+o ]y (- W) ds = skt

Sy

(4.20)
X., \,, A, ... Lagrange-Multiplikatoren

Die Variation von (4. 20) liefert die Eulerschen Gleichungen, aus denen

die Lagrange-Parameter hervorgehen:
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ST = [ (g -g) Swp dF = [(q +p)SwdF +
¥ F o

+ g (g(?;,m,éw ds S (a., +>\4> Swds -+

S‘?m Sw

\ (-, ) dw, do —5 (V"‘w?\,_> Sty ds -

"y sww

N GOV VA T R T

Sene S““t

+ j(\/\/—fu)éhds +j (w,\—\ﬁ“)é)\lc)\s + S (wy-) M ds =g

Sw Swiy Swy

(4.21)

BEulersche Gleichungen:

1) mji i” q; = 0 im Gebiet } statische Feldgleichungen
2) 9 ; tp = 0 im Gebiet (Differentialgleichungen)
3) q, = qn auf 8q )
_ oA statische
4) m = mp auf smp
5 .2 uf s Randbedingungen
) Tat T Tng atl Smng
6) W = W auf 8w
7 w =W auf Sw geometrische
n n n \
~ Randbedingungen
8) Wt = Wt auf Swy
9) )\1 = -dq, auf 8w Bestimmungsgleichungen
10) xz s 4+ my auf swn fur die
11) )\3 = 41y auf sy, Lagrange - Parameter

(4.22)
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Damit ist

I LR A L L R Ak
F

_ S pw: dF _g am.w.ds +S vo\v\-wy\lr,{z -x«j v;\\m‘\,\/{-clﬁ
¥ qu‘ Sw‘n S\M,‘,‘

g e ayds ¢ [ (et ds o I T AV R

W
w Sy Swy

(4.23)

m  wird nun mit den Identitdten (4.1) und (4.1I) so umgeformt, daf nur

noch Randintegrale auftreten,

(4.1) in (4.23):

[ o +
¥

o1 G280 wds =L [(ma-28) v dhe -

s, S,
- %j(ww 2 W) wpds - %j g, (w-2W)ds +
SMM Sy

+%jmh(wv\—z\:}m)ols +;—5mm(w¢z@ de = chat,

S Swy

L)

(4.24)

Durch die Aufspaltung der Funktionen in partikulare und homogene An-
teile kann mit Hilfe der zweiten Identitat (4.11) das letzte Flichenin-

tegral in (4.24) beseitigt werden und die endgiiltige Form von nT, nur
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aus Randintegralen bestehend, gewonnen werden,

s 200 Wz Gmd]as
] [P s 2 (i) ds -

; A
-_;— SW( {Vl?“t +2 (Vam‘mm):! dy = S*D\‘L

Swpy

p p ~ PN
Die Integrale iiber Produkte der Art f - f, £ - f und f - f sind wiederum

hacie)

s

weggelassen, da sie keine Ansatzkonstanten enthalten und bei der spé-

teren Ableitung wegfallen,
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Die Diskretisation geschieht wie beim Fehlerquadratminimum in 4, 1.

Aus (4.25) wird:

g

!

1
DTN

.
+ % [J-Mm%s-\ftg + ¢ V‘_NT'TXES‘*"WIT”"QT[] +

s”t
+g [J\f@: oM e + & WhDs (awp-QN) | -
I,
-2 [J NTD6 MN ¢ 4 ¢ WN™DS (wP - Mn) |
T | & W Y TN L & WD i =,
~ AW s e+ CWTTS (MaTeebnT)| =
SW\M
(4.28)

_D_S_j ist die in Formel (4.9) angegebene Matrix, die die Abstdnde der
Kollokationspunkte enthilt. Bei gleichen Abstédnden kann sie gestrichen
werden, Die einzelnen Ausdriicke in (4, 26) sind bilineare Formen, deren

Ableitung nach ¢ die zu (4. 15)analogen Gleichungen liefert.
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= [3 (ur™s anT + g ) ¢+ WTT DS (Mae- )]
Die direkte Diskretisierung von 6”T (4.21) fiihrt auf:
A
~ToNTRe W e+ QT (We-w)] 4
W

Tos (wip- )], +

Sy

Z
<
zZ
o
+
X<
Q

+ Dwroswr ¢+t s (e -un) ]+
We

— {W_TTDS'MW’S -+ \,_\an (MNTP HMT)] =0

*'W‘v\t

Sen

“Mue

:’f)m

"

=
5
|U‘
I —
+
&
’w
2
=
\/
I
+
Z
Z
&
e
=
[
3
E
.4
L\_/J
4_

= oy

(4.27a)

.27h)
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Der Widerspruch zwischen denGleichungssystemen (4.27a) und (4. 27b)

ist nur scheinbar., Bel exakter Integration sind beide identisch. Beil
diskretisierter Rechnung kann sowohl die eine als auch die andere Form
verwendet werden, (4. 27a)istsymmetrisch zur Hauptdiagonalen, (4. 27 b)
ist nicht symmetrisch, wird aber bei steigender Zahl von Kollokations -

punkten sich der Symmetrie anndhern,

Bei den Beispielen in Kapitel 5 wird die Rechnung nach dem symmetri-
schen Gleichungssystem (4.27a) mit DTVS und die nach dem unsymme-

trischen (4.27b) mit DTVN bezeichnet.

Ubergang zum Funktional fiir die Kirchhoff-Theorie

Der Ubergang kann direkt vollzogen werden, wenn zum Funktional fiir
die vereinfachte Reissner-Theorie die Nebenbedingungen W, =W, im

Gebiet und Wos W bzw. w, =W, auf dem Rand hinzugefiigt werden.

Es kann gezeigt werden, dafl das lf“unktional fir die Kirchhoff-Theorie
ebenfalls inder Form (4.25) dargestellt werden kann, d.h, da fiir beide
Theorien vom selben Funktional ausgegangen werden kann, wenn bel
Kirchhoff fiir wo=w, bzw. wt = w,t und bel der vereinfachten Theorie

von Reissner fir woo= - fsn bzw., w,_= - Bt gesetzt wird. Dabei ist zu be-

t
achten, daf bei Kirchhoff s ins_undspg, ins iibergeht.
Wi w t dn

Vergleich der Gleichungssysteme (4.15) und (4.273a)

Die Gleichungssysteme nach dem DRFV lassen sich in das Gleichungs-
system nach dem DTV iiberfihren, wenn folgende Beziehungen in (4.15)

eingesetzt werden:

1 - 4o

QB = W WhR, o7 O
- A »

MR, =y 'Ry, =g MY
4 T i .1 T
MNTT‘_M - z \’.\.JJ- M :_Pw* =+ 7 W_T

nt
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Die Terme [ -] sind beim Fehlerquadratminimumverfahren aus (4, 15)

und beim Trefftz-Verfahren aus (4.27 a) oder (4.27 b) zu entnehmen,

4.3 Erweiterung auf Mehrbereiche

Langgestreckte oder durchlaufende Platten lassen sich durch einen
einzigen Ansatz, der sich iber das ganze Gebiet erstreckt, schlecht
erfassen. Eine Verbesserung der Ergebnisse kann auch durch Mit-
nahme von mehr Ansatzfunktionen nicht erreicht werden, da die An-
sidtze exponentiell ansteigen, so daf ihre numerischen Werte auf
Réndern, die vom Ursprung stark verschiedene Absténde haben, von
unterschiedlicher Grofenordnung sind. Es empfiehlt sich hier, das
Gebiet in Teilbereiche aufzuteilen und bereichsweise Ansétze zu
wihlen, Die einzelnen Bereiche miissen dann durch Ubergangsbedin-
gungen wieder gekoppelt werden, Die Idee der bereichsweisen Formu-
lierung (fiir das Ritz~-Verfahren) gehtauf Courant zuriick und wurde bei

der Entwicklung der Methode der finiten Elemente wiederentdeckt.

2 +
Die Ubergangsbedingungen zwischen einem betrachteten Element und
einem Nachbarelement ~ lauten:

Wi oW, Wy s ew, wl =W’

* ..a” 4 + —
Gy =9y , My = My, My My,

Bild 4, 1: Bedingungen am Ubergangsrand

Die Ubergangsrinder (Innenrdnder) werden mit 54 bezeichnet,
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4,3,1 Diskretisiertes Fehlerquadratminimumverfahren fir

Mehrbereiche

Das Funktional setzt sich aus den AuBlenrandfehlerquadraten der K Be-
reiche nach Gleichung (4. 5) und den Fehlerquadraten lings der Uber-
gangsrinder 8, Zusammen. Die Ubergangsrinder sollen nur einmal

durchlaufen werden,

¥
= 2 W o+ Kl"w(wtw’)(whw‘)o\s +
)

+

£ O, (e W) (Wi W) s+

~u

# R L) () e

n
&e

4
L —

Fo (Gr ) (Lrqi) ds +

(]

4
y >

Prng (W= #0) (mn - i) ds +

+ § ‘Omnt M:*A Vm;*> (M": - W';i) dfb == 54&4 .
A%

(4.29)
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In diskretisierter Form schreibt sich Gleichung (4. 29):

&
WDF - 22_;' Tee 7+
o T S s - _
{+ ¢ W Lﬂ“&*z‘\i"“ (We +2P) | +

TWE, (W fe+2'@1° - @é + 2'@’)] +

S..;

(4.30)

" + —
Auf dem Ubergangsrand ist G = G  zusetzen,
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4
Die Ableitungen nach den Konstanten c des betrachteten Elementes

ergeben die Gleichungen:

i
+
z
z
o

~
£

|z
)

)
s
Z

N
Pt}
+

Wi

e 2w, W - Wi &, (wre- W |

Swt

- L TMNT6,, TMNTTC 4 MNT 6, BN Mm]

4 & 4 4 -+ -~ . ke + + +
[T - W E ¢ W - WGP ]
T I RN TR *Té"‘f’7
+ 1 [\fi’\“@w,\' WNC Nﬁ) C’.‘ WG WGy, WRP + WG, WNP L+

S

w4 - . T A -
G, 0T WG e TG ]

i

+—
o
—
12,
_.{
!
jaey
£
g
=
o
4

PRGN GQM‘QM'?. N @T@;v\ Qﬂp + @}_\]Té% QjﬂPJ +

Sa

+
~
T
D

Pin
a3
i
5
2.
fros

1
S
>
<
=
o

(
'z
193>
P +
3
I!
z
o
+
=z
z
fap]

- + - P ~
MN-C MN -9, MNP - MN g’mq'?"ﬂ\jp] st

R 4 + 4o -
+ MNTD Gy, MNTP — MNT" Gy MNTP | = ghat,

(4.31)
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4.3.2 Diskretisiertes Trefftz-Verfahren fiir Mehrbereiche

Ausdricke der Form (4. 23) miissen (iber alle K Bereiche summiert
und die geometrischen Ubergangsbedingungen hinzugefiigt werden,

Die folgenden Ableitungen lehnen sich an die Arbeit von Bufler [£2]

an,

€ (W:+W;\> ds

+
v

1<

+ j g (W) de = ghad,
S

(4.32)

Die Variation liefert die Bestimmungsgleichungen flr die Lagrange

Parameter el, 62, €g- Mit (4.21) gilt

¥
Cn, = 2. 8w o+

o
i
-~
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+f(q}é»f + 9 Sw) ds -

S8

— ( (“/V\t\,gwl + W\-“- 3»{0 de —

X2

) .
S TR I S P

el swe ) as 4

Sl

+ g{w“‘—w') Se, do 4

en
“u

+ Sal&(wmuw;)g\& +

SG

O R o I

U

+ J 235<W5+w5> As o+

e
0

+ § (0 sw) 8, de = @
(4.33)
it
[ vas)a =
EICST S o (@) (D) e
’ s
(4.34)

konnen die einzelnen Terme zusammengefalt werden.
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+1 a3l -a)]) 8 (W) de o

S

+ g %(Q:M;) 5(w*+w‘) ds 4+

SG

[ e £ G m)] 8 (o) o -
S

- J %(M:“m;)éwa“N;) ds +
<3

* J [53 - % (M»\; +m,,}>l&(w{+w;)ds -

su

- j %(Mw: —Mv\;> S QW: 'N{) ds +

Si

+§ W) Sg,

S

+ S (W +wy) e, +
SG

v N
+S(‘"’t*’%)(¢ig s o
s (4, 35)

Als Bulersche Gleichungen ergeben sich neben den Bedingungen (4, 22)

fiir jedes Gebiet folgende Beziehungen fir die Ubergangsrinder:
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_ 4 + -
eno= -5 (4-9)
Tt o
£, = + Y (W\V\* W\VD
&y = + “12' (Mv‘\rg -ym:w)
. -
q"\ - %m
m =
W\hr = . W\V\t’
+ .
W = 4 W
W = - W,
W; = - Wt—

Lo
e = ZTT -

Bestimmungsgleichungen
fiir die
Lagrange-Parameter

€

€y: €90 €3

statische

Ubergangsbedingungen

geometrische

Ubergangsbedingungen

(4. 36)

~‘f 3 (qZ»—a;)(wﬁ W) de
E

+ \[ % Q‘m:vfm;} (w:+b\fw)ds -+

+S %(w‘:++m;1> (W:’rw;)ds = ghat,

¥

(4.37)
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Die Aufgabe besteht nun wieder darin, diesen Ausdruck zunichst so
umzuformen, daf nur noch Randintegrale Ubrigbleiben und diese zu
diskretisieren, Dazu miissen die zuvor abgeleiteten Identitdten (4,1)

und (4, 1I) erweitert werden.

Aus (4.1) wird fir ein Element +:

- &\ My %‘(W{,} + W) dF f Gﬁ'(— W, -rwﬁ) dF =
F* R

= g Pew-dF ot j 9, Wods - jmw- W, ds -jm,,t-utols
e . s o

o~

+J (g w" + g W) de -

s

=l G ) s -
w

Sl e s mnd) ds

i
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oder

f\( mi 7 (wig+ W) dF f 4 Wi+ dF =
= 2

= S ,o.w-dF + j 4, w-ds ~§w W, ds  — S M W, ds o+
ot st 54

Ft

+ f % (q:d.—van'>(w*+ w') ds + J‘ *;* (%TQ;) (w+_ w’> ds -

S

B 3 7 (ol ) (W3 4wl ds “J% (md-wi) (W= wi) ds -
s

212 g D) G de = [ (i md) (-0 e

i SG

(4. 111)
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Aus der Identitdt (4,1I) wird:

P h +p i N )
B G () P N A Y Qi) S

G S

P h P h
+ j%(m?*w‘?) (W3 W) ds 4 S% (il (Wi Y ds
s

su
P h A
+ j-;— (mjt ) (W +Wy)ds + J (MM ,,Q Wc W)ds o

St Si

| WP h ?
+jgm.w.d5 — M\,‘A\,JH-ds WJMV\*\W*-ds +

St

4 +L‘ e h r
4’;7(%*{0(&&\5)&5 + j%(g:-g‘“)(wn@ ds —

St

h h .
- [ vy (ol s)ds = [ £ G i) (7 iy o -
Sip @

h - "
14 G i) G2 = [ Gl (10

SG G

(4.1V)
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Mit der Identitdt (4. III) ergibt sich zunichst:

Aisj CQ\« 9{»\)(\»\1 W) ds  + = Ji@:ﬂuq;)(wtrv;) ds -

-4 Szi (mt‘—w’\%(w, Wds + vwmm})(w:‘&w;) dg =
Sa GIA

-3 S %(W\:wm;)(uf* ds ‘ZJ% (mne £z (4 4W) ds = st

@l

(4.38)
und mit (4.IV) schlieBlich:
¥ 4
ﬁh.'r = Z TT +
=1
W h Woh Wop h e
+ - - LS - U
TS (O ;PR C ML ) U
S S8
L hop W b
4 + - - + P - Q +
+ 3 S(‘J“'W AW gt g 0) de e
S
hi LY h b L hWoop
o - - - -
—\—_;: § va,\‘w“ + W\H-\J.,\> elg 4+ S(w:M wt\ 4 Wi w.,,> ds +
& Six
hoop hop p o h p o h
+ -;- SQV\X\\J\,‘ + W, W, 4 W\'.,“\Al:> ds +

) h h p W
+ S(\M‘ﬂ \"/t + W|M l«l{) ds +\Y WS \'\/f +Mp\k \»/1>d +

SH S
N PN
+ - j (m?,( We 4 W W WMo Wy Mo G ) ds o ket
o
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Integrale diber Produkte partikularer GréBen sind weggelassen,

In diskretisierter Form:

- CWTDE M - INTDSEMuP 4 ¢ M:Tbiwgm MY 95 WP
r 3 - . - -
+ COMNTTREWT e v € MaT R W

CEMTS R TS | o gy
- " (4.40)

Auf dem Ubergangsrand ist _D_S_+ = Q_@_- zu setzen,

+
Die Ableitung nach dem Ansatzkonstantenvektor ¢ eines Bereiches + liefert

das Gleichungssystem:
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—t

“*t

+ Mu‘r D5 WTP - WT DS MATP +
Wip + WTDEMNTP] = ©
= 3

(4.41)
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4.3.3 Ubergang zur Finiten-Element-Methode

Wird das Gebiet in viele einzelne Bereiche unterteilt, ist die in 4, 3,2
und 4. 3.1 gezeigte Methode ungiinstig. In diesem Falle ist es besser,
nach der Methode der finiten Elemente zu verfahren und die zu den
einzelnen Bereichen gehdrenden Ansatzparameter durch mechanische
Randgrofien zu ersetzen, Auf diese Weise konnen Steifigkeitsmatrizen,
Nachgiebigkeitsmatrizen oder auch kombinierte Steifigkeits -Nachgiebig-
keitsmatrizen aufgestellt werden, Der Zusammenbau erfolgt dann wie
beider iiblichen Finiten-Element-Methode, Der Vorteil eines 'Trefftz~
Elementes’ liegt darin, daf durch die partikularen Teillésungen Span-

nungsspitzen erfafit werden konnen,

4.4 Diskretisierte kombinierte Verfahren

4.4.1 Kombination Trefftz-Verfahren und

Fehlerquadratminimumverfahren (DTVS-F bzw, DTVN-F)

Die Kombination erfolgt in der in 2. 2. 2 beschriebenen Weise. Bei ein-
zelnen Beispielrechnungen in Kapitel 5 werden zum Trefftz-Funktional
Fehlerquadrate tiber S Swy oder Sw, hinzugefiigt., Die Gewichtsfunk-

tionen werden hierbei gleich eins gesetzt.

4.4.2 Kombination Trefftz-Verfahren und

Kollokation (DTVS-K bzw. DTV-K)

Dieses Verfahrenist ebenfalls in 2, 2, 2 beschrieben. Bei den Beispiel~
rechnungen in Kapitel 5 werden verschiedene Bedingungen an ausge-~

wihlten Punkten mittels Lagrangescher Multiplikatoren zum Funktional
hinzugenommen, Die Zahl der Unbekannten erhéht sich dabei um die

Zahl der gestellten Bedingungen,
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5. 7zahlenbeispiele

Zur Berechnung der Beispiele wurde ein Programm in FORTRAN ge-~
schrieben, das simtliche gewiinschtenSehnitigréBenund Verschiebungs-
grofen an beliebigen Stellen errechnet. Die Ergebnisse kénnen durch

ein am Institut fiir Baustatik von Herrn R, Rembold entwickeltes Plot-

terprogramm automatisch aufgezeichnet werden.

Die Rechenzeitenbewegensich pro Beispiel (mit Ausgabe aller Schnitt-
und Verschiebungsgréfenin einem Raster von 11 # 11 Punkten) zwischen
10 sec fir einfache Probleme, 300 - 400 sec fir kompliziertere Bei-
spiele, Die Angaben gelten fiir die CDC 6600. Die Rechenzeiten fiir die
groferen Probleme lassen sich mit Sicherheit durch eine Optimierung

des Programms wesentlich herunterdricken,

Gewahlt wurdendie in Abschnitt 3. 3 angegebenen Funktionen, die ledig-
lich die Differentialgleichung erfillen, Es wurden maximal 60 Funktionen
angesetzt (inder Regel 20). Symmetrien missen nicht beachtet werden,
da die Freiwerte der unsymmetrischen Funktionen sich sehr klein er-
geben, Es empfiehlt sich aber, erkennbare Symmetrienin der Funktions -

wahl zu bericksichtigen, um die Zahl der Unbekannten zu reduzieren.

Die mit diesen Funktionen erzielte Genauigkeit war bei allen gerechneten
Beispielen zufriedenstellend, teilweise sehr gut, Sind hohere Genauig-
keiten erwiinscht oder sollen bestimmte Bereiche, z.B. Eckbereiche,
exakter erfalit werden, kann dies durch Wahl von speziellen Partikular~
funktionen und zugehdrigen homogenen Funktionen, die auch einen Teil
der Randbedingungen erfillen, geschehen. Solche Funktionen sind z. B.
bei Gericke [79 ] fir eine Vielzahl von Problemen angegeben. Eine
derartige Spezialisierung wurde nicht verfolgt, da gezeigt werden
sollte, daB mit einem einzigen Funktionensatz sehr viele Probleme be-

handelt werden kdnnen,

Gerechnet wurde nach dem in Abschnitt 4 beschriebenen diskretisier-
ten, erweiterten Trefftz-Verfahren DTVS. Bei einigen Beispielen

kamen auch die anderen Verfahren DRFV, DTVS-K und DBV zur
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Anwendung. Es war nicht Ziel der Arbeit, diese Verfahren miteinan-
der zu vergleichen, aus den wenigen Beispielen kann jedoch gefolgert

werden, daf
a) das DTVS integral gesehen am besten abschneidet,

b) das DRFV nur bei ringsum vorliegenden geometrischen Randbe-

dingungen gleich gute Ergebnisse wie das DTVS liefert,

c) die mit DBV bezeichneten Verfahren, die aus der Kombination
von DTVS und Termen aus DRFV konstruiert werden konnen,

keine Verbesserung bringen,

d) das DTVS-K gleich gute Ergebnisse liefert, wenn nicht zuviele
Kollokationsbedingungen hinzugefiigt werden. Es hat auflerdem
den Vorteil, daB es in allen Fallen auch die Verschiebungsfunk-
tionund die Ndherungslésung voll und nicht nur bis auf konstante

oder lineare Funktionen angibt.

5.1 {Ubersicht iiber die gerechneten Beispiele

Um die Methode auszutesten und eine gewisse Erfahrung fur ihre An-
wendung zu sammeln, waren sehr viel mehr Beispielrechnungen als
hier angegebenerforderlich. Versuchsrechnungen wurden durchgefiithrt
mit

unterschiedlicher Wahl von Ansatzfunktionen,

unterschiedlicher Zahl von Ansatzfunktionen,

unterschiedlicher Zahl von Kollokationspunkten

und unterschiedlicher Dichte von Kollokationspunkten,

Dabei war nicht beabsichtigt, fiir alle Probleme giiltige, diesbeziig-
liche Annahmen herauszuarbeiten, Was die Zahl der erforderlichen
Kollokationspunkte betrifft, kann festgestellt werden, dafl diese beim
DTVS hoher anzuseizen ist als beim DRFV und dafl sie insbesondere
beim DTVS mit der Zahl der Funktionen und der Hoéhe der darin vor-

kommenden Reihenglieder sehr stark anwéchst.

Mitdenim folgenden angegebenen Beispielen werden entsprechend der

Aufgabenstellung drei Ziele verfolgt:
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Es soll an einfachen Plattenbeispielen, fiir die exakte Losungen
vorliegen, die Methode getestet und ihre Genauigkeit festgestellt
werden., Auferdem werden die modifizierten Verfahren und das
Fehlerquadratminimumverfahren zum Vergleich angewendet.

Dazu dienen die Beispiele

1.1 gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast
1.2 eingespannte Quadratplatte unter Gleichlast

1.3 Kreisringplatte unter Gleichlast

1.4 gleichseitige Dreieckplatte (600) unter Gleichlast

An weiteren Beispielen soll gezeigt werden, daB auch bei unter-
schiedlichen Randbedingungen das Verfahr‘env ausreichend genaue

Ergebnisse liefert. Dazu zahlen‘die Beispiele

1.5 Quadratplatie mit zwei eingespannten, einem gelenkig ge-
lagerten und einem freien Rand unter Gleichlast

1.6 Rechteckplatte mit drel eingespannten und einem freien
Rand unter Gleichlast (langgestrecktes Gebiet)

1.7 Durchlaufplatten unter Gleichlast
Inden Beispielen 1,7 kommt die Mehrbereichsrechnung zur

Anwendung.

Die zweite Beispielreihe umfaft anspruchsvollere Probleme der
Plattenstatik, fiir die das Verfahren besonders geeignet ist.

Hierzu gehoren:

2.1 eingespannte Quadratplatte unter Einzellast
2.2 Innenfeld einer Pilzdecke unter Gleichlast

2.3 Platte mit kreisrunder Aussparung unter Gleichlast

In der dritten Beispielreihe werden Plattenprobleme nach der
vereinfachten Reissnerschen Theorie berechnet und mit den Er-
gebnissennach der Kirchhoffschen Theorie verglichen. Als Bei-

gpiel wurden -ausgewihlt:

3,1 gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast
3.2 dber Eck eingespannte Quadratplatte unter Gleichlast
3.3 {ber Eck gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast
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3.4 eingespannte Rautenplatte (600) unter Gleichlast
3.5 gelenkiggelagerte Rautenplatten (600, 300) unter Gleichlast

Fiir die Beispiele 3.1 und 3.3 liegen Vergleichswerte nach ver-
schirften Plattentheorien vor. Fir die restlichen konnten nur
fiir die Kirchhoff-Theorie Vergleichswerte in der Literatur ge-

funden werden.

Bemerkungen

Bei den folgenden Beispielen werden zum Teil auch die Querkraftver-
ldufe angegeben, da die Glte der Ergebnisse bel Ndherungsverfahren
hauptséchlich in der Wiedergabe der hoheren Ableitungen bewiesen
wird, Leider werden in der Literatur meist keine Schnittkraftverliufe,

sondern nur Werte an ausgesuchten Punkten angegeben.

Die Fehlerangaben einer Grofle g beziehen sich auf den absoluten maxi-

malen Wert, Der Fehler Ag in Prozent ergibt sich damit zu

b o] = £E— . 100 (%]
| Imax
wobel g ... Istwert
g ... Soliwert

5.2 Untersuchung der Plattenecken

Da die tiber Ndherungsmethoden gewonnenen Schnittgréfien vornehmlich
inEckbereichenunsicher sind, soll mit Hilfe von Gleichgewichtsbedin-
gungen versucht werden, Aussagen zu treffen, insbesondere flir die
bei der Bemessung interessierende Momentenbeanspruchung, Die Ab-
leitung ist ausfibrlich in der Arbeit von Rumpel [83] beschrieben.

Hier werden nur die Ausgangsbeziehungen angegeben und die daraus
ableitbaren SchluBfolgerungen in einer Tabelle zusammengefalt, Er-
gdnzt werden Beziehungen, die auf der Reissnerschen Theorie basieren.
Vorausgesetzt wird jeweils, daB in den Eckpunkten keine eingeprégten

Randmomente wirken, Diese Einschrinkung ist jedoch nicht bindend.
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Gleichgewichtsbedingungen im Eckbereich:

Bild 5.1: Momente im Eckbereich

T M =0 liefert:
X

‘cos g + wm, 'sin g = O (5.1)

™
@ t®

ni COSE ~— W\,,@- S g = g

“

T M =0 liefert:
y

; : i 5.2
Mgy S0 F W SAE T Mk S - s Cose = & (5.2)

Querkrifte werden vernachldssigt, daihre Beitrdge von héherer Klein-

heitsordnung sind.

AuBerdem sind die konstitutiven Gleichungen (3. 10) erforderlich,
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Tabelle 5.1 l Aussagen (iber Biege-und Drillmomente im Eckbucich]

Kirchhotf-Theorie |(vereinf) Reissner-] Kirchhotf- Theorie |(vereinf)Reissner-
Ecktyp Theorie Theorie
€290° € $90° ¢ 180°
O] mp =0 mp=0 My =0 mp =0
ma¢ #0 miglich | mpy =0 mpye =0 mpt =0
’
oder / © —+ Einzelkraft |- verteiite —e verieiite ~sverieilte
< Querkrafte Querkrdfte Querkrafte
PN
Wi0: mp=0
Mg = 0
@ 18 =0
oder O]
/ ma@ 0 Mm@t 0 my =0 Mp® 0
/c méglich
. moy =0 mo =0 mn‘.O mes =0
@ mg = 0
my, =0 mn¢0" ) m, =0 my *9 .
maglich mdglich
® mm=o mm=0 ™ot =0 Mot =0
Randbedingungen Kirchhoff - Thaorie {vereinf.) Reissner -~ Theorie

wamyawy 20

wrmn=mm=0

W swn=w =0

w=wy smpt = 0

= My =My =0

o= My =M = 0
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5.3 Beispielreihe 1

a) Testbeispiele, fiir die exakte Losungen vorliegen.

Beispiel 1.1:

Gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast p (Kirchhoff-Theorie)

r 10 I. p = 10
\.

N, / p =03
" s h = 01
N //
Randbedingung:
X
[ > '™
WMy =W, =0
N\
./ )
./ ‘\.
Ve \
4

Andiesem Beispielsoll fiir eine unterschiedliche Zahl von Funktionen

die Konvergenz der SchnittgréBen beim DTVS gezeigt werden,

Bei Mitnahme von 14 Funktionen sind die Ergebnisse praktisch exakt

Lediglich in einem kleinen Eckbereich mit Radius r =0, 05 - a sind

q
die Querkrifte unsicher. Der Fehler betrégt hier < 4 %. (Bild 5.2)

N
R

“exakter!
Bereich

10
lx

r 3 Ig =005

o
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Beispiel 1. 2: Eingespannte Quadratplatte unter Gleichlast p

p =10
[ = 0.0
h =01

Randbedingung:

o WS W =Wy 20

Beidiesem Beispiel kommendie verschiedenen Verfahren (DTVS, DTVN,
DBV, DRFV, DTVS-K) zur Anwendung, siehe Tabelle 5.2, In Tabelle 5.3
sind Ergebnisse fir unterschiedliche Anzahl von Kollokationspunkten
enthalten. Tabelle 5.4 gibt Ergebnisse bei verdnderter Lage des Koor-
dinatenursprungs. In Bild 5.3 sind die SchnittgroBen fir eine Berech-

nung nach dem DTVS mit 8 Unbekannten aufgetragen.

In der Niherungslésung (8 Unbekannte) bleibt ein Fehler fur die Quer-
kraft von =~ 20 %, ~der auf einen kleinen Bereich beschrinkt ist, Der
Fehler in den Momenten betrigt < 8 % in den Ecken. Im restlichen Be-

reich sind die Ergebnisse praktisch exakt.
. AW e

78 F 74=010

1) i3

exakter . )

Bereich : ungichere Eckbereiche
Q "
- fiir Querkraft rq =0,1-a

=005 fir Moment r_=0,05-a
7 m
T

¥y
DurchSteigerung der Zahl der Unbekannten und der Kollokationspunkte

kénnen die Eckfehler noch verringert werden,

Fiir gleichwertige Ergebnisse sind pro Plattenviertel mindestens 16
geometrisch vertrégliche Elemente erforderlich. Das entspricht

9% 3+ 6« 2= 39 Unbekannten. Die Querkrifte weisen dabei auch im
Bereichund in Randmitte Fehler bis 25% auf, die durch Verbesserungs-

mafnahmen auf 10 % gedriickt werden konnen.
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Beispiel 1, 3:

Eingespannte Kreisringplatte unter Gleichlast p

w o= 0,0

p =1

Randbedingung innen: w = WoE W 0
Randbedingung auBen: d, =m = m](lt =0

Dieses Beispiel wurde gewihlt, um die Beziehungen fiir den Innenrand
zutesten, Hier ist der veollstindige Funktionensatz, wie in Abschnitt 3.3
angegeben, zuwéhlen, Das Beispiel zeigt aulerdem die Anwendbarkeit
der Methode auf ein gewohnliches Differentialgleichungsproblem. Es
kann dabei eine beliebige Anzahl von Funktionen verwendet werden;
die Freiwerte der nicht zum gewdshnlichen Problem gehodrenden Funk-
tionen werden praktisch zu Null. Die errechneten Werte sind exakt

(Bild 5.4 ).
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BeisBiel 1.4:

Gleichseitige Dreieckplatte unter Gleichlast p

60° y

b= 0,3
p =1
Randbedingung w =m_=w,_=0

Fir diese Platte liegt ebenfalls eine exakte Lésung vor (Girkmann, K.
(861, S. 236). Bild 55 zeigt die Ubereinstimmung der Querkraft und
der Biegemomente, die bis auf kleine Eckfehler sehr gut ist. Gerech-

net wurde mit 10 Unbekannten,
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b) Weitere Testbeispiele

Beigpiel 1, 5:

Quadratplatte mit zwei eingespannten, einem gelenkig gelagerten und

einem freien Rand unter Gleichlast p

r 1.0

p =10
p, = 00
h =01
oX Randbedingungen:
Ll
Q sl W =W =Wy =0
w=m,=wy =0
JOR FUSHINE Uy = My = Mgy =0
yv

Das Beispiel wurde nachdem DTVS-K und dem DRFV berechnet, wobel
bei dem DTVS-K an den 4 Eckpunkten jeweils w = 0 gefordert wurde
(44 bzw. 40 Unbekannte). Bild 5.6 zeigt, daf bei unterschiedlichen
Randbedingungendas DRFV schlechte Ergebnisse bringt. Das DTVS-K
liefert richtige Werte.

Betrachtung des Eckpunktes, an dem der eingespannte und der freie

Rand zusammenlaufen.

yluﬁ yf“+x

n=0 ps0
Aus Gleichgewichtsbetrachtungen an der abgeschnittenen Ecke ergibt

sich nach Rumpel [83] fiir ¢ = % die Gleichung u mX = 0, d.h, daB fir
u#o m_ in der Ecke zu Null werden muB, wohingegen fiir u = 0
m einenWert ungleich Null annehmenkann, Diese Ergebnisse werden
durch die Ausfilhrungen von Woinowsky/Krieger [87] und Koiter [88]
bestitigt, die Untersuchungen an einer unendlich ausgedehnten keilftr-

migen Platte durchgefihrt haben.
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Beispiel 1,6
Rechteckplatte mit drei eingespannten und einem freien Rand unter

Gleichlast (langgestrecktes Gebiet)

| 2.0 I\
! | 1
"
i 1 p=t
) = 00
° X h=01
- Randbedingungen :
4 lsasiis W= Wy, =Wy =0
SO M . m—— qn= My = Mye= 0
y

Hier soll gezeigt werden, daf auch bei etwas langgestreckten Platten-
typen die Methode noch gute Ergebnisse liefert. Gerechnet wurde nach
dem DTVS und dem DTVS-K (4 Bedingungen w = 0 in den Ecken) mit
20 Unbekannten, Bild 5.7 gibt den Verlauf der Randquerkrifte wieder.
Léngs der eingespannten Rénder ist die Auflagerkraft gleich der hier
errechneten Querkraft, Eine grobe graphische Integration lings dieser
Rinder beweist, dal die Belastung im Gleichgewicht mit den Lager-
reaktionen steht. Die Integration léings des freien Randes ergibt nihe-

rungsweise Null, da sich die Randfehler insgesamt ausgleichen,

Grobe Gleichgewichtskontrolle:

4

2-{%-4- (6,83 + 04z) ~ 4:4:0,83 + 54 (46+8,u) -0, 4.9)

$ 9. ds

x§gk-ds
4,9”\. ds L a0 v

Id
K
o
b
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Beispiel 1,7: Anwendung der Mehrbereichsberechnung

Bel diesen Beispielen wird das Plattengebiet in grofe Tellbereiche
aufgeteilt und fir diese jeweils getrennte Ansitze gemacht. Es soll
mit diesen Beispielen nur demonstriert werden, daf die Methode auch
bei bereichsweiser Formulierung funktioniert. Fiir eine allgemeine
Anwendung miifite sie im Sinne der Methode der finiten Elemente wei-
terentwickelt werden, d.h., zum Beispiel daf die Ansatzkonstanten

durch mechanische Groéfen ersetzt werden., Dieses Ziel wurde hier

nicht verfolgt,

In den Bildern 5.8 bis 5. 8 sind einige Beispiele von Durchlaufplatten
aufgetragen. Fir das Beispiel zwei( Bild 5.8) muBten zusitzlich die
Gleichungen fiir den unterstiitzten Ubergangsrand gebildet werden.

Diese lassen sich durch Addition der Terme fir den Ubergangsrand

unddem Term [ - Jsy konstruieren, Siehe Tabelle 4.1 in Abschnitt 4.

Die Zahl der Funktionenbetrug 2 % 20 beim ersten Beispiel (Bild 5.8 )
und 2 # 30 beim zweiten Beispiel (Bild 5.9 ).
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Bereich 2

1.0
~<#___,
¢

p=10
u= 0.0
h=0,1

Randbedingung:

ey W2 Wy 2 W =0

-0.09291
: | ¥ -0.0833.
°
Biegemomente m,,m, 202, 3
-0.05779 I '
v -0052 .. | Ty
© I .
—— N S——— Yo
My : +0.03967
s | ©+0.040..
S !
|
Iy |
t > J
+0,00016
v 0.00... DTVS

A4

< Czerny [89

Bild 5 8 :Eingespannte Rechteckplatte unter Gleichlast ;

zwei Bereiche


ibbaf
Textfeld


N 1.0 I 1.0 "
1 1 1
| p=10
Bereich 1 Bereich 2 : =00
H ¥ : h= 0,11
e i Randbedingungen :
y ¥ i sescsass W= Wy = Wy =0
________ 4 e Qpz Mgz My =0

Biegemomente my ,my 219,

1

|

-0.039 1:-0086 2:0.084 ‘
% 3

i

0278 \ © i

|

° |

- =SS

N -
[
%
i

: |

Biegemomente mg ,mg bt
~0038

fe

]
=4
=
&~
~3

-0.295

~

- o o o e e aon

Bild 59 :Rechteckplatte mit unterschiedlichen Randbedingungen

SRy

i



ibbaf
Textfeld


-3 -

5.4 Beispielreihe 2

Beispiel 2, 1:

Eingespannte Quadratplatte unter exzentrischer Einzellast

2.0
“f_"'”*o;';'f—
2
{ ‘ P =1
k=0
S © p* h = 0,1
Randbedingung :
v W =Wy =W, =0

aza

L)

Tiir die Einzellast wird ebenfalls die Lésung flir die unendlich ausge-

dehnte Platte (siehe Abschnitt 3. 3) als Partikularldsung verwendet.
Die Einzellast kann irgendwo im inneren Bereich stehen. Fiir den
suBeren Bereich ist es sinnvoll, die Partikularléosung in der von

Lebender [19] vorgeschlagenen Weise zumodifizieren. Um die Ergeb-
nisse vergleichen zu konnen, wird die Last wie bei Lebender [19]

einachsig exzentrisch aufgestellt (Bild 5.10, 20 Unbekannte, DTVS).

Bemerkung:
inder Praxis tretenkeine Punktlasten, sondern konzentrierte Fliachen-

lasten auf. Diese konnen auf verschiedene Weise erfaflt werden:

a) Durch Auswertung der von Kazuyosi Ono [81 ] angegebenen For-

meln fiir Teilflichenbelastiung der unendlich ausgedehnten Platte.

b) Durch Wahl der partikularen Losung der gelenkig gelagerten
Platte unter konzentrierter Belastung, Siehe Girkmann {861,

S. 243.

c) Niaherungsweise nach dem von Nadai in {781, S. 64, gemachten
Vorschlag, Nach Nadai sind bei konzentrierten Flichenlasten
die SchnittgrsBenniherungsweise gleich denen der entsprechen~

den Punktlast. Eine Korrektur ist nur erforderlich im Belastungs -
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bereich, Die Schnittgréfenkonnendemnach auch flir konzentrier-
te Flichenlasten liber statisch gleichwertige Punktlasten gewon-

nen werden,

Die Anderungen der Momente im Mittelpunkt der Belastungs-

fliche gibt er in Abhingigkeit der Lastverteilung an, z. B.

wobeil mI‘L = Moment aus dquivalenter Punktlast P im Abstand rL;

r ist der Radius der Belastungsflidche

T
und mo = 0,066 P
m = 0,004 P
o
m = 0,103 P
(o]

Die zuletzt genannte Moglichkeit ist allgemein anwendbar und {ir die

Praxis vollig ausreichend.
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Beispiel 2, 2:

Innenfeld einer Pilzdecke mit quadratischem Stiitzenraster unter

Gleichlast
} 1.0 IS 1.0 L
I 1 i
1.0
f— [::] 2] [}
3 p = 1
w=0
S © o h=0,1
= Randbedingung :
l _____ Q= My = Mag= 0
d
b 5] (<] ]

Bild 511 zeigtdie Ergebnisse nach dem DTVS mit 10 Unbekannten im
Vergleich zu anderen Lésungen, Zu bemerken ist, dafl Riehle/Stein

[84] von einer Stiitze endlicher Querschnittsfliche ausgehen.,

Eine endliche Stiitzenflidche kann auch bei diesem Verfahren beriick-

sichtigt werden;

a) wenndie Funktionen fiir den Innenrand mitgenommen werden und

an diesem zusitzliche Randbedingungen gefordert werden.

b) niherungsweise, wenn der Spannungszustand im Nahbereich der

- kreisrunden - Stiitze rotationssymmetrisch angenommen wird.
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Es geniigt dann, aus den Funktionen fiir den Innenrand die rota-
tionssymmetrischen hinzuzufiigen und die zwel zugehorigen
Konstanten aus der Bedingung w = w, p = 0 langs des Stiitzen-

randes r = rs direkt zu bestimmen.

Nach Versuchsergebnissen, dievonDieterle in (691 angegeben werden,
berithren sich Platte und Stitze nur entlang des Stiitzenumfanges, d.h.
die Stiitzenkraft wird in Form einer Linienlast entlang des Stlitzenum-
fangs auf die Platte ibertragen, Auch diese Art der Lasteintragung
kann berticksichtigt werden, wenn als Partikularlésung z.B. die Lo-
sung fir die mit einer gleichm#fig verteilten Linienbelastung lings
eines Kreises beanspruchte Kreisplatte aus Girkmann [86], S. 248,

verwendet wird.

Gleichgewichtskontrolle fiir das gerechnete Beispiel:

Zu einer groben Gleichgewichtskontrolle darf der Spannungs zustand im
Bereichder Stiitze als rotationssymmetrisch angenommen werden, Im

Abstand ro = 0,1 ist a, = - 1, 541, Damit gilt:

20
; \
~& g, -d0 = 11 =10
o]
o
— b A = 2Tooh A5k = 05 F Ao
(&)

d.h., SV ist erfilit,
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Beispiel 2. 3:

Platte mit kreisrunder Aussparung unter Gleichlast

1
0.0
['8]

E
"

Randbedingungen:

=== Qp EMmpy =My =0

W=\Nn

=wy =0

Besonders geeignet ist das Verfahren fir Platten mit Aussparungen,

In Bild 5.12 sind die Biegemomente nach der Kirchhoff-Theorie aufge-
tragen. Entsprechend Beispiel 1.3 miissen hier die Funktionen mitge-
nommen werden, die es erlauben, auch die Innenrandbedingungen zu
befriedigen (siehe Abschnitt 3.3). Die Berechnung erfolgte nach dem
DTVS (20 Unbekannte).
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5.5 Beispielreihe 3

Beispiel 3.1: Gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast p

1
l

N
}
. . . p=1
Nof =03 =03 =02
R o X h= 0,05 h=0,2 h =01
- e Randbedingungen:
WamMp = Mpg=0
7 N bzw:w=z=my =w, =0
’ AN
yV

An diesem einfachen Beispiel soll zundchst im Vergleich mit exakten
Losungen aus der Literatur gezeigt werden, daB die Methode (DTVS)
auch auf die vereinfachte Reissnersche Plattentheorie angewendet werden

kann,

Gewihlt wurden unter Beachtung der Symmetrien 14 Funktionen fir den
homogenen Anteilvon w und 7 Funktionen zur Nédherung von o, Als par-
tikularer Anteil von ¢ wurde wiederumdie Losung fir die unendlich aus-
gedehnte Platte angesetzt, Die Schnitt- und Verschiebungsgrofen sind

durch die GroBen w und o sowie ihren Ableitungen geméR (3. 24) gegeben,

Hauptsichiich interessierthierbeider Verlauf der Querkraft. Bild 513

zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung des Querkraftverlaufes - auch in
der Ecke - mit den Werten von Kromm [57]. Kromm hat die Aufgabe
mit Reihen fiir den Sonderfall seiner Theorie (Ebenbleiben der Quer-
schnitte), die mit der hier angewaﬁdten tibereinstimmt, geldst. Die

Werte von Girkmann [86 ] sind nach der Reissnerschen Theorie errech-
net. Als Belastung wurde nur das erste Reihenglied der Fourierreihe
fiir die Gleichlast angesetzt., Die Eckquerkrafte werden aus diesenbeiden
Grinden stirker von den hier errechneten Werten abweichen. Entspre-

chendes gilt fir die Losung von Panc [49].
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Eine grobe Kontrolle der Randquerkrifte liefert:

\
— & 9\,\'&5 = 4.4 = ’],CV (1 ist die aufgebrachte Belastung)

~

*s'?\}“‘c\s :“L\Lr(%ﬁ"/l-OﬂZ’%A,qg.o‘og\ = Aok 1o

d.h. TV isterfillt.

Bild 5.16 stellt fiir w = 0,2 und h = 0,1 den Verlauf der Schnittgroéfien
dar, Der Vergleichmit denErgebnissen nach Roth (Differenzenrechnung)fbt]

zeigt ebenfalls eine gute Ubereinstimmung.

Bild 5.17 zeigt fir w = 0,3, h = 0,2 den Verlauf der SchnittgroBen n;ch
der vereinfachten Reissner-Theorie und nach der Kirchhoff-Theorie;
einmal fiir die Randbedingung w = m o=mp = 0 und einmal fir w = m =
w, = 0. Hierbelistergichtlich, daf fiir die Randbedingung w = m =W, = 0
die Ergebnisse nach beiden Theorien weniger verschieden sind. Dies
ist plausibel, da durch diese Randbedingung der Einfluf der Schubver-
formungen im Randbereich vermindert wird. Die bei der Reissner-
Theorie auftretenden Randmomente m, sind auf den EinfluBl der Schub-
verformungen zuriickzufiihren. Es ist festzustellen, daf die Randbe-
dingung w = mo = mp = 0 bei Verwendung der Kirchhoff - Theorie im

Randbereich zu Stérungen fiihrt (oszillierender Verlauf).

Erginzung

Im Oktober 1974 erschien der Aufsatz von Deshmukh/Archer [84]. Die
Verfasser behandeln ebenfalls das Beispiel 3.1 fiir u = 0,3 und h = 0, 05,
Zur Berechnung wird die Methode der gewichteten Reste herangezogen.
Es werden Ansatzfunktionen gewshlt, die die Reissnersche Differential-
gleichung im Gebiet erfiillen, nicht aber die Randbedingungen. Als
Wichtungsfunktionen werden trigonometrische Funktionen verwendet.
In Bild 5.13 ist der Verlauf der Querkraft nach dieser Methode einge-
tragen, Zur Berechnung wurden 76 Funktionen (76 Unbekannte) benotigt.
Das DTVS erforderte lediglich 21 Funktionen. Aus Bild 513 geht auler-

dem hervor, daB der Verlauf der Querkraft nach dem DTVS besser ist.
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Gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Oleichlast /

Bild 514
|=ARA I )
Perspektivisches Bild der

Querkrifte qa im

oberen rechten Viertel ,.9.29_.

[/

/ //

e/
T

Bild 5.15
Perspektivisches Bild der

Drilimomente rr\(y im

00t ,

oberen rechten Viertel
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Beispiel 3, 2:

Uber Eck eingespannte Quadratplatte unter Gleichlast p

p=10
H=00
h =01

Randbedingungen :
wewp=w =0
W””_/ bzw. w = w, =mm=0

X

AN i U =My =My =0

In den Bildern 5,18 und 5. 19 sind Ergebnisse nach der Kirchhoffschen

und vereinfachten Reissnerschen Theorie aufgetragen,

Fir den eingespannten Rand gilt bei Verwendung der Kirchhoffschen
Theorie woEw =W, s 0 und bei Reissner - Theorie w = w, = mpg = 0.

Es wurden 30 bzw. 45 (bei Reissner) Funktionen unter Beachtung der
Symmetrie angesetzt. Die Schnittgréfen nach beiden Theorien unter-
scheidensich wenig, ausgenommen q langs y = +—;— und mxy am freien
Rand.(Am eingespannten Rand verschwinden die Drillmomente nach bei-

den Theorien). Zu q_nach der Kirchhoffschen Theorie kommt noch der
dmyy X
3

Anteil aus hinzu, beide zusammen bilden die Ersatzquerkraft, die
der Randquerkraft qa, nach der Reissner-Theorie entspricht. Die Giite
der Lésung ist vergleichbar mit der von Mathai [90] nach einem erwei-
terten Differenzenverfahrenerzielien, Mathai bendtigt jedoch eine spe-

zielle Partikularfunktion fiir dieses Beispiel.

Grobe Gleichgewichtskontrolle:

.

qds & 420,93 ~ 53 et = A,08

|
G ode = AT A6 Ao = Ao

g
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Beispiel 3, 3:

Uber Eck gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast p

p =10
= 00
h = 01

Randbedingungen:
Wemp sm, = 0

1.0

bzw w=mp=wy =0

U= My =Mpy =0

Die Bilder 5.20 bis 521 entsprechen 518 bis 5199 und dienen zum
Vergleich des unterschiedlichen Tragverhaltens der beiden Platten,
Auflerdem ist zu ersehen, daf der Randbereich nach der Kirchhoff-
schenTheorie stark gestort ist. Die Werte im Innenbereich sind fiir
beide Theorien wenig verschieden, Das zeigt sich insbesondere im
Verlauf der Drillmomente. Interessant ist die Verteilung der Quer-
krifte, die im Kckbereich einen sehr starken Anstieg aufweisen.

Nach der Kirchhoffschen Theorie ergeben sich Eckeinzelkrifte,

Grobe Gleichgewichtskontrolle:

$q,ds » 2 (5 Top v qeog -4 6504 = 462

-

$ 9. ds

A‘aw,o‘ ro = Ao
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Beispiel 3, 4:

Eingespannte schiefe Platte (600) unter Gleichlast p

b= 1/6 h = 0,1

p =1

Randbedingung

we=w = w, = 0 (Kirchhoff)
woeEw o= mn, = 0 (Reissner)

Bild 522 zeigtErgebnisse fur 20 bzw. 30 Unbekannte nach dem DTVS
im Vergleich zu den von Gericke [79] errechneten GrsBen. Gericke
hat fir seine Lésung 12 Eigenfunktionen verwendet. Die Ubereinstim -
mung ist sehr gut, wobei zu beachten ist, da@ die Randverliufe fir
die Auflagerkraftund das Einspannmoment aus der Arbeit von Gericke
herausgemessen wurden., Auffallend ist bei der Liésung nach der

Reissnerschen Theorie der Anstieg der Momente (und Querkrifte) im
Eckbereich, Diese Tendenz ist auch bei der eingespannten Rechteck-
platte feststellbar (siehe Ridiger {35 ]) und steht im Binklang mit den

Folgerungen aus den Gleichgewichtsbetrachtungen (Tabelle 5. 13,
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Beigpiel 3, 5:

Gelenkig gelagerte schiefe Platten unter Gleichlast p

uo= 1/6 h = 0,1
p =1
Randbedingung

w=m_=w, =0 {(Kirchhoff)
n t

wo=m = mp, = 0 (Reissner)

In Bild 5.23 sind Ergebnisse fiir die 60° schiefe Rautenplatte nach
beiden Theorien aufgetragen, Es wurden zur Berechnung nach dem
DTVS 20 bzw, 30 Funktionen angesetzt. Da keine Vergleichswerte in
der Literatur gefunden werden konnten, wurde eine zweite Platte mit
o = 30° berechnet und Ergebnisse fiir die Hauptmomente mit Argyris
[92 1 und Holz [93 ] verglichen, umso die Verlalichkeit der Aussagen
fiir o = 60° zu Uberprifen. Argyris [ 92] braucht fir den Fall o = 30°
mitdem Verfahren der finiten Elemente 1167 Unbekannte, um brauch-
bare Ergebnisse zuerzielen. Holz [ 93], der die Singularititen in den
Ansitzen fur die finiten Elemente beriicksichtigt, kommt mit 35 Unbe~-
kannten aus. Ab 407 Unbekannten waren die Mittenmomente auch bei
weiterer Steigerung der Zahl der Unbekannten unverindert., Eine
Lésung nach dem Differenzenverfahren wird von Holz mit 225 erfor-

derlichen Unbekannten angegeben.
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6. zusammenfassung und Ausblick

Inder Arbeit wird zundchst gezeigt, dafl alle Variationsverfahren der
Flastizitdtstheorie der Methode der gewichteten Residuen untergeord-
net werdenkodnnen, Um die erforderliche Rechenarbeit zu verringern,
werden die Integrationsvorschriften durch Summationen iiber eine

endliche Anzahl von Punkten ersetzt. Eine solche Diskretisierung

erlaubt die Formulierung der Beziehungen in einfachen Matrizenaus-
driicken. In Binzelfsdllen kann es sinnvoll sein, das Gebiet in Bereiche
aufzuteilenund fiir diese getrennte Ndherungsansétze zu machen (Mehr-
bereichsberechnung). Hierfiir werdendie Beziehungen fiir die Bereichs-

grenzen angegeben,

Der Sonderfall der Methode der gewichteten Reste, bei dem die An-
satzfunktionen die Differentialgleichung erfiillen (erweitertes Trefftz-
Verfahren), wird ausfithrlich behandelt und auf das Problem der Be-
rechnung von Platten angewandt. Es kann als gewichtetes diskretisiertes
Fehlerquadratminimumverfahren (als Randverfahren)aufgefat werden.
Die Grundgleichungen werden so aufgebaut, daB sie sowohl fir die
Kirchhoffsche Theorie als auch fiir eine vereinfachte Reissner-Theorie,
bei der der Einfluf der Querzusammendriickung vernachlissigt wird,

verwendet werden kénnen,

Anausgewihlten Beispielenwird die Leistungsfdahigkeit des Verfahrens
im Vergleich zuanderen Losungendemonstriert. Beleinigen Beispielen
wirddie vereinfachte Reissner-Theorie zugrunde gelegt. Es zeigt sich,
daf vor allem bei Vorliegen unterschiedlicher Randbedingungen die
gewi#hlte Methode bessere Ergebnisse aufweist als die verwandte dis-

kretisierte Fehlerquadratminimum-Methode. Besonders geeignet ist

‘die Methode zur Erfassung singulirer Lastfille (z. B. zur Bestimmung

von EinfluBflachen) oder konzentrierter Belastungen und bei Vorliegen
beliebiger Randbedingungen, Die Zahl der erforderlichen Kollokations -
punkte und Ansatzfunktionen wurde aufgrund der gemachten Erfahrungen
festgelegt. Hieriiber wurde keine systematische Untersuchung durch-
gefithrt. Die Kollokationspunkte wurden aquidistant verteilt. Inwieweit
eine unterschiedliche Verteilung zur Verbesserung beitrdgt, wurde

ebenfalls nicht weiter verfolgt.
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‘Interessant wire eine Weiterentwicklung der Mehrbereichsberechnung
nach Art der Methode der finiten Elemente, bei der die Ansatzpara-

meter durch mechanische GréBen ersetzt werden.

Die Methode kann chne Schwierigkeit auf andere Differentialgleichungs -
probleme (Membrane, Torsion, Scheibe, Schale) iibertragen werden,
Die zu der Methode der gewichteten Reste gez&hlten Verfahren kénnen

in entsprechender Weise aufbereitet werden,
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