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Bezeichnungen

Indizes und Namen von Tensoren, Ableitungen

I, J, K etc, Indizes, die die Werte 1, 2, 3 durchlaufen und den

undeformierten Zustand charakterisieren,

. §s koete, Indizes, die die Werte 1, 2, 3 durchlaufen und den

deformierten Zustand charakierisieren.

o, B, v Indizes wiei, j, k, durchlaufen aber nur dieWerte 1, 2.

n, 2, 6 Indizes wiel, J, K, durchlaufenaber nur die Werte 1, 2.

T Tensor beliebiger Stufe, bezogen auf undeformierten
Zustand.

t Tensor beliebiger Stufe, bezogen auf deformierten
Zustand.

1J ; . ; .

T Kontravariante Komponente eines zweistufigen Ten-
sors, bezogen auf undeformierten Zustand.

le Gemischte Komponente eineg zweistufigen Doppel-
tensors; verhilt sich kontravariant wie ein Tensor,
bezogen auf denundeformierienund kovariant wie ein
Tensor, bezogen auf den deformierten Zustand,

N . :

v |K Kovariante Raumableitung.

Vﬂl[Z Kovariante Flachenableitung.

VH, 5 Partielle Ableitung.

Geometrie

P K k ) -

Z, 2z, Z, 2 Raumfeste, kartesische Koordinaten.

K _k o )

X, ¥ X,y Krummlinige Koordinaten,

R, p Ortsvektoren,

_(_}_K, g -QK Basisvektoren im Raum.

A Basisvektoren auf der undeformierten Schalenmittel-

fldche,
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Gauflsche Parameter der undeformierten Schalen-

mittelfldche,

Koordinate normal zur undeformierten Schalenmit~

telfldche,

Koeffizienten einer Koordinatentransformation im

gselben Raum.

Euklidsche Schifter im selben Raum,

Metrikkoeffizienten (kovariant),
Krimmungskoeffizienten der Schalenmitteifliche.

Anteil des Schifters G-}l\%, der nur von Metrik und

Krimmung der Schalenmittelfliche abhéngt.
Christoffelsymbole.

Permutationstensor.

Determinante der Metrikkoeffizienten,
Mittlere Krimmung.

GaufBlsche Krimmung,

Schalendicke.

Kleinster Kriimmungsradius der Schalenmitteifliche,

Deformationsgradienten.
Verschiebungsgradienten,

Determinante der Verschiebungsgradienten,
Verschiebungskomponenten.

Cauchyscher Verzerrungstensor.
Lagrangescher Verzerrungstensor,

Biotscher Verzerrungstensor,
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Verzerrungstensor (ohne speziellen Namen).
Rotationstensor.

Rotationswinkel,
Differenzenchristoffelsymbol.

Riemann - Christoffel - Tensor, bezogen auf die

Metrik C.

Physikalische Verzerrungsgrofen.

Spannungsvektor.
Fingepragte Kraft je Masse.
Dichte,

BEulersche Spannungstensor.

Lagrangesche Spannungstensor, auch Piolascher

Spannungstensor 1. Art.

Kirchhoffsche Spannungstensor, auch Piolascher

Spannungstensor 2. Art.

Symmetrische Spannungstensor (ohne speziellen

Namen),

Vorgegebene Randkrifte.

Oberflichenlasten,

Lagrangesche Schuittkrafte oder hohere Momente,
Kirchhoffsche Schnittkrafie oder hohere Momente,
Symmetrische Membrankrafte.

Querkrafte,

Symmetrische Momente,

Querdruck,
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s? Hohere Kirchhotfsche Schuittkraft M™.
N®, ME, Q Physikalische Schnittgrofen.
Werkstoff
U(l) Inneres Potential.
H"'(l) auf das Volumen bezogene innere Potential.
Hg((}i{ auf die Schalenmittelfldche bezogene innere Poten-
tial der Schale.
[JKL, - e - .
K Elastizitdtskoeffizienten des Potentials.
G Schubmodul.
E E -~ Modul,

) ' Poissonsche Querkontraktionszahl,
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L. Binlitung

1.1 Uberblick iiber das Schrifttum

Bedingt durch die Bedeutung der Schalentragwerke im Bauwesen sowie

Flugzeug- und Maschinenbau wurden Schalentheorien von vielen Autoren
abgeleitet. Grundsitzlich lassen sich alle Arbeiten auf diesem Gebiet in
drei Gruppen einteilen, und zwar unabhiingig, ob lineare oder nichtlineare

Theorien entwickelt werden,

Die erste Gruppe geht von den allgemeinen dreidimensionalen Feldgleichun~
gender Elastizitdtstheorie aus und entwickelt diese beziiglich eines kleinen
Parameters €, der in einem bestimmten Verhéltnis zur Schalendicke steht,
z. B. g = h Damit ergeben sich je nach Geometrie, Randbedingungen und

R
Oberflichenlasten die verschiedensten Moglichkeiten einer asymptotischen

Feldgleichungen fiir verschiedenartige Probleme. Stellvertretend fiir die
vielen Arbeiten auf diesem Gebietseiennur die von Goldenweizer [38],

Green, Naghdi [44]sowie Westbrook [68] genannt,

Im Gegensatz dazu wird in der zweiten Gruppe direkt eine zweidimensionale
Theorie aufgestellt, wobel einem Punkt der Flidche 5 Treiheitsgrade,

3 Translations- und 2 Rotationsfreiheitsgrade, zugeordnet werden, Dies
bedeutet, daB die Statik und Dynamikder Schale als die einer Cosseratschen
Fliche anzusehen ist, Wird zusé#tzlich die Annahme getroffen, daB die Nor-
male der Fliche auch nach der Verformung normal bleibt - in der Literatur

allgemein als Kirchhoff-Lovesche Annahme bezeichnet - go ist dies als

Sonderfall, jedoch urspringlich nicht so entwickelt, in der Cosserat-Me-

chanik der Schale enthalten, da dann die 2 Rotationsfreiheitsgrade von den
3 Translationsfreiheitsgraden abhiangig sind, U. a. trugen zur Klidrung der
Problematik auf diesem Gebiet Ginther [35] und Green, Naghdi,
Wainwright [45] bei, Allerdings stellt die Aufstellung der Materialge-
setze, die sog. konstitutiven Gleichungen, ohne Bezugnahme auf die drei-

dimensionale Elastizititstheorie erhebliche Schwierigkeiten dar. Weshalb
Reissner [66] ein zweidimensionales Stoffgesetz aus der dreidimensio-

nalen Theorie mit Hilfe eines dreidimensionalen Systems von Integro -



Differentia],gleichungeﬁ ableitet, dessen Losungen iber asymptotische

Reihenentwicklung gewonnen wird.

Aus der Tatsache, daf die Annahme der Kirchhoff-Love Hypothese direkt
zu einer zweidimensionalen Theorie fithrt, fallen alle Arbeiten, die diese
Hypothese beinbalten, unter diese zweite Gruppe, Lineare Schalentheorien
dieser Kategorie wurden von vielen Autoren verdffentlicht, jedoch sollen
hier nur die grundlegenden Verdffentlichungen von Koiter (8], 25],
Naghdi [12] und Budiansky, Sanders [14] erwahnt werden, Mit
geometrisch nichtlinearen Theorien, ausgehend von der Kirchhoff-l.ove
Hypothese, beschiftigensich Sanders [41], Naghdi und Nor dgren
[40], Rudiger [37], Budiansky [47], Tsuboli und Tosaka reai,
Novozhilov [4), Basar [42]) und Koiter [46]. Fir die spezielle
Geometrie des Kreiszylinders geben Donnell, siehehierzuzum Beispiel
Pfliger [16) und Horst [52], fiir dieKugelschaleu, a. Klinkel (597
die nichtlinearen Feldgleichungen an, wobei alle drei Autoren eine flache
Schale und damit die Giiltigkeit der Buklidschen Geometrie auf der Schale
voraussetzen, In diesem Zusammenhang seien auch die Veroffentlichungen
von Wlassow [6]und Mushtari, Galimow [10] angefthrt, In all
den zitierten Arbeiten wird von der Voraussetzung, daff die Verzerrungen
im gesamten Schalenbereich klein sind, ausgegangen, Damit ergeben sich
die konstitutiven Gleichungen aus einem angeniherten Ausdruck fir die in-
nere Energie. Diese Verzerrungsenergie wird als quadratische Form der
gewshlten VerzerrungsmaBe angesetzt, Da die Verformung einer Fliche
eindeutig durchdie Anderung des Maf- und Krimmungstensors, auch erste
bzw. zweite Fundamentalform der Fliache genannt, beschrieben werden kann,
werden diese geometrischen Grofien als Verzerrungsmale eingefithrt, Da-
bei wird in der Regel bei allen Versffentlichungen die Differenz des MaB -~
tensors der verformien und der unverformten Referenzfliche, meist die
Schalenmittelfliche, als DehnungsmaB eingefithrt, wihrend fir die Krim-
mungsinderung unterschiedliche Ausdriicke angesetzt werden, Diese Aus-
driicke}\ unterscheiden sich durch Terme der Form B?I %‘)\9, B; EHQ und
BHQ lg)\ - also Kriimmung der unverformten Fliche mal Dehnung -, die
jedoch, wie Koiter in[8) und [46] nachweist, bei der Annahme der

Kirchhoff - Love Hypothese keine Rolle spielen, da Fehler der selben
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Groflenordnung bereits in dieser Hypothese enthalten sind. Interessant
gind im Zusammenhang mit der Ableitung geeigneter konstitutiver Glei-
chungen die Arbeiten von Naghdi, Nordgren [40) und Tsubol,
Tosaka [62], diefir einenlinearenVerschiebungsansatz konsequenter-
weise einen quadratischen Verlauf der Verzerrungsgrofien dber die
Schalendicke erhalten, wihrend Sanders [41], Budiansky [47)]
und Koiter [46] einenlinearenVerlauf der Verzerrungenvoraussetzen,
Mit Hilfe der Vertriglichkeitsbedingungen filhren Tsuboi, Tosaka
[62] den quadratischen Term fiir die Verzerrungsgrsfen (IEL'AQ) auf die kon-
stantenund linearen Terme zuriick, wihrend Naghdi, Nordgren [41]

konstitutive Gleichungen angeben, die auch von ]%) abhédngig sind.

AB
Nebender Frage der kinematischen Variablen unterscheiden sich die Ar-
beitennoch inder Definition fur die Schnittgréfien, so fihrt Budiansky
[47] SchnittgréRen, bezogen auf die undeformierte Fliche ein, wéhrend
Sanders [41]) und Koiter [46] dieselbenaufdie deformierte Fliche
beziehen., Die Gleichgewichtsbedingungen werden mit Hilfe eines zwei-
dimensionalen Prinzips der virtuellen Verschiebungen angegeben, wobei
hier hiufig die auftretenden kovarianten Ableitungen auf die unbekannte,
deformierte Metrik bezogen werden, Jedoch mit Hilfe der Differenzen-
christoffelsymbole lassen sich diese Gleichgewichtsbedingungen auf die
undeformierte Metrik umschreiben, wie es Sanders [41] z. B. aus-

fiihrte,

Die dritte Gruppe der Versffentlichungen auf dem Gebiet der linearen und
nichtlinearen Schalentheorie‘ versucht den Einstieg iiber eine allgemeine

dreidimensionale Elastizititstheorie, Die entsprechende zweidimensio-

nale Theorie wird mittels eines Integrationsprozesses iiber die Schalen-
dicke gewonnen. Dabei ergeben sich je nach Art der Beschreibung des
Schalenkontinuums zwei Moglichkeiten der Darstellung. Die erste be-
schreibt jeden raumlichen Punkt durch den Ortsvektor an einen Punkt
einer Referenzfliche und einen mit diesem Referenzpunkt fest verbundenen,
verformbaren Vektor, den sog. Direktor. Die so gewonnene ’Direktor-

im verformten und unverformten Zustand sowie die Direktorgradienten.
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Mit Hilfe des Weierstraschen Approximationssatzes und den Hauptsitzen
der Thermodynamik zeigen Green, Laws, Naghdi [48], Green,
Naghdi [57) und Kratzig [65], wieaus der allgemeinen dreidimen-
sionalen Theorie die allgemeinen Feldgleichungen einer zweldimensiona-
lenSchalentheorie fiir beliebige Dicke und fiir beliebig grofe Verformungen
gewonnen werden konnen, Waltersdorf [67] spezialisiert die in den
eben zitierten Arbeiten angegebenen Feldgleichungen durch eine lincare
Approximation fiir die Zahlvariablen I, n und m der Welerstrafischen
Polynome in der Normalkoordinate. Aulerdem vergleicht Walters -
dorf [67] diesogewonnene geometrisch nichtlineare Schalentheorie mit
der Cosserattheorie und Theorien anderer Autoren., Sowohl Kréatzig
[65] als auch Waltersdorf [67] lassen unabhingig Approximations -
méglichkeiten beziiglich der Z#hlvariablen 1, m und n zu, ohne aus-
driicklich aufden Aspekt aufmerksam zu machen, daf aufgrund des Priva-
zips der virtuellen Verschiebungen bei der Annahme eines speziellen
Verschiebungsansatzes die statischen Zustandsgrofien und Gleichgewichts -
bedingungen direkt herleitbar sind, ohne hohere Momente der inneren

Energie (Zahlvariable 1) einzufihren.

Das hier eben angeschuittene Problem wird bei der zweiten Moglichkeit
der Herleitung von zweidimensionalen Feldgleichungen aus der dreidi-
mengionalen Theorie geldst, indem nicht die Direktoren, sondern direkt

der Verschiebungsvektor in eine Reihe entwickelt und mit Hilfe des Prin-

zips der virtuellen Verschiebungen und einer Integration iber die Scha-
tendicke die statischen Zustandsgrofen und Gleichgewichtsbedingungen
ermittelt werden., Man erhilt ebensoviele Gleichgewichtsbedingungen wie
einem Punkt der Referenzfliche Freiheitsgrade, d.h. Anzahl der Ver-
schiebungsreihenglieder, zugeordnet wurden. Als kinematische Variable
{reten die Verschiebungen und Verschiebungsgradienten auf, wie sowohl
Blum [56]und Wempner [55]gezeigthaben. Dabei gibt Wempner
[55] zusatzlich die konstitutiven Gleichungen in Abhingigkeit des Ver-
zerrungstensors an, um dadurch den Zusammenhang zwischen den un-
gymmetrischen und symmetrischen hoheren Momenten anzugeben. Dra-~

durch entfallen Objektivitdtsbetrachtungen, wie z. B. von Blum [56]
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angegeben, Indiese Kategorie fallenauchdie auf dem Gebiet der Schalen-
theorie wohl als Standardwerlie zdhlenden Arbeitenvon Green, Zerna
[5], Naghdi [12], [18], Novozhilov [19], Wlassow [6] und
als einfihrendes Werk das Buch von Kraus [26), Ferner findet man
in der Literatur Arbeiten, die auch von der dreidimensionalen Theorie
ausgehen, aber von vornherein die Kirchhoff-Love Hypothese vorausset-
zen, Zu diesen Veroffentlichungen zdhlen neben den in der Gruppe zwel
erwdhntenauch die Arbeitenvon Naghdi [17], {18Jund Neuber [31].
Diese Hypothese wird in den Verdffentlichungen von Zerna [51], [38],
Schmieder [563], Librescu [20], Reissner [33], Ridiger
[37], Biricikoglu, Kalnins [64] und Naghdi [12] fallenge-
lassen, um den Einfluf der Schubverformung und/oder der Normalspan-
nungen zu erfassen, Ebenso entwickelte Chien [30], woh! als einer
der ersten, eine allgemeine geometrisch nichtlineare Theorie dinner
Schalen, Alle diese Verédffentlichungen wurden schon hiufig an anderer
Stelle kritisch beleuchtet, so z. B, in [25a], [53]), [65], [67], weshalb
hier nicht nochmals Bekanntes wiederholt werden soll, Lediglich drei
Aspekte seien erwihnt; Die meisten Arbeiten betonen den Zﬁsammenhang
zwischen angenommenem Verschiebungsansatz, d.h. dem angenommenen
Freiheitsgrad der Schalenmittelfliche und der Anzahl der statischen Zu-
standsgréfen bzw. der Anzahl der Gleichgewichisbedingungen nicht, wie
von Blum [56] bemerkt wird, Ferner versucht eine Reihe der Autoren,
z.B, Librescu [20], Neuber [31], den Spannungstensor oder ein-
zelne Komponenten desselben in Potenzreihen nach der Schalennormal-
koordinate zu entwickeln, ohne das Problem der Konvergenz anzusprechern,
Drittens unterscheiden sich die Arbeiten durch die Wahl verschiedener
Spannungstensoren, wodurchsichunterschiedliche statische Zustandsgro-
flen und konstitutive Gleichungen fiir die nichtlinearen Theorien ergebén,
wie in den ausfihrlichen Werken von Truesdell, Toupin [7],
Prager [9) und Eringen [11] beschrieben. In diesem Zusammen-
hang seiauch aufdie Verosffentlichung von Shrivastava, Glockner
[60] hingewiesen, in der eine geometrisch nichtlineare Schalentheorie in
Lagrangescher Schreibweise vorgestellt wird, Eine weitere Diskrepanz

tritt durch die unterschiedliche Wahl von Koordinatensystemen auf, die
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allerdings in unmittelbarem Zusammenhang mit der Wahl eines geelpueten

Spannungstensors und Verzerrungstensors stehen,

Betont sei ausdriicklich, dal obige Einordnung der Arbeiten auf dem Ge-
biet derSchalentheorie indrei Gruppen nicht immer eindeutig moglich ist,
da hiufig 'kombinierte’ Betrachtungsweisen angewendet werden. Dies

trifft seit der Verdffentlichung von John [ 25 b)) iiber a priori angenom -
mene Fehler und daraus resultierenden Fehlerabschiitzungen in verstirk-

tem MaRe zu,

1.2 Ausgangspunkt und Aufgabenstellung der Arbeit

zZwei Griinde waren im wesentlichen Ausgangspunkt dieser Arbeit,

Das giinstige Tragverhalten von Schalen fihrt auf geringe Dicken, so dall
das Beulproblem sowohl im unter- wie {iberkritischen Bereich eine grofle
Rolle spielt, vgl. dazu Pfliger [16] und Bornscheuer, Seidel
[63]. Dies fithrte schon frithzeitig auf geometrisch nichtlineare Theorien,

die aber alle mehr oder weniger einschrinkende Voraussetzungen bein-

=

halten, wiedievon Marguerre und Donnell, siehe hierzu Pillige
(16] und Fung [22]. So gelten beide Theorien nicht nur fir infinifesi-
male Verzerrungen des Schalenraumes, sondern auch fiir kleine endliche
Rotationen flacher Schalen. Reissner entwickelte in [2] und [13]
demgegeniiber eine Theorie dinner Schalen, die fir kleine Verzerrungen,
aber fir beliebig groBe Rotationen gilt. Allerdings ist diese Theorie auf
den rotationssymmetrischen Fall beschrankt, Da das axialsymmetrische
Beulen hiufig nicht mafigebend ist, miissen allgemeinere Theorien, wie
Kohli [49] andeutet, herangezogen werden, Solche Theorien liegen von
Sanders [41], Schwarze [34] und Blum [56] zwar vor, doch
arbeiten alle drei Autoren mit den Verschiebungen und deren Ableitungen
als unbekannte Grundgréfen, Dadurch ist es nicht moglich, die Annahme
kleiner Verzerrungen konsequent auszunutzen, da vom Zusammenhang
zwischenDeformationsgradient einerseits und einer Rotationsmatrix sowie
einem reinen Verzerrungstensor andererseits kein Gebrauch gemacht
wird, Ebensoverhilt es sich fir die auf der ’Direktormethode’ basieren-

denTheorienwieder von Waltersdorf [67]. Die Feldgleichungen fir
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den rotationssymmetrischen Fall sind einfacher in Form einer Rotation
und Spannungsfunktion auszudriicken, wie im linearen Fall bereits von
H. Reissner 1912, siehehierzu z.B. Kraus [26] und im nichtlinea~
renFallvon E, Reissner [13] angegeben wurde, SchlieBlich sei noch
daraufhingewiesen, dal Biot [{23Jund Wempner [54] sich auch mit
dem Problem endlicher Rotationen beschiftigten, beide aber im wesent-
lichen kleine endliche Deformationen bzw. inkrementale Verschiebungs -
zustinde untersuchten, wodurch Teillinearisierungen méglich wurden,
Wempner [54) machtdies speziell im Hinblick auf die numerische Behand -
lung des Problems mittels finiter Elemente, Die Arbeiten von Reissner
{ 2] und (13] sind auch Grundlage fiir die Versffentlichungvon Simmonds,
Danielson [61], die im Gegensatz zu Reissner die Bedingung kleiner
Verzerrungen in den kinematischen Grundgleichungen aufgeben - bei der
Formulierung der konstitutiven Gleichungen jedoch davon wieder Gebrauch
machen. Auflerdem lassensgie auchnichtrotationssymmetrische Verschie-
bungszustidnde zu, setzen aber die Kirchhoff - Love Hypothese voraus,
beziehen alle statischen Zustandsgrofien auf den verformten Zustand und

geben die Zusammenhidnge zu einer dreidimensionalen Theorie nicht an.

Damit ist man auch am zweiten Ausgangspunkt dieser Arbeit, ndmlich der
hier und im vorigen Abschnitt am SchluBl angedeuteten Probleme der kon-
sistenten Ableitung einer geometrisch nichtlinearen Theorie unter einer

einmal getroffenen Annahme fir die Verschiebungen und Verzerrungen.

Dies ist umso zwingender, da alle geometrigch nichtlinearen Theorien bei
der Formulierung der konstitutiven Gleichungen vom allgemeinen Hooke-

schenGesetz und damit von der Voraussetzung Gebrauch machen, daf die
Verzerrungen iiberall im Schalenraum klein sind. Diese Voraussetzung
wird meist in den kinematischen Grundgleichungen nicht beriicksichtigt.
Deshalb 148t sich die Aufgabenstellung dieser Arbeit folgendermafBen for-

mulieren:

Es goll eine konsistente geometrisch nichtlineare Schalentheorie aus der
dreidimensionalen Elastizitdtstheorie abgeleitet werden, die als unabhin-
gigekinematische Variable die Verschiebungen und Rotationen der Schalen-

mittelfliche benutzt. Diese Theorie soll gelten fiir kleine Verzerrungen des
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Schalenkontinuums, aber beliebig grofier Rotationen, Ietzteres bedingt
jedoch, daBldie Schale als dinn vorausgesetzt wird, da bei dicken Schalen
und grofien Rotationen die Kleinheit der Verzerrung z. B. der duflersten
Faser nicht gewshrieistet ist, Da dieselbe Voraussetzung bel den klag-
sischen Schalentheorien auf die Annahme eines linearen Verschiebungs -
ansatzes flihrt, kann diesbeziiglich die Problemstellung umformuliert
werden, dafl ndmlich eine 'Rotationstheorie’ gesucht wird, die einem
linearen Verschiebungsansatz dquivalent ist, Von der Kirchhoff-I.ove

Hypothese soll vorerst nicht Gebrauch gemacht werden,

Um dieses Ziel zuerreichen, ist es zweckmiBig, sich des Tensorkalkiils
zu bedienen, diesbeziiglich seien auf die Richer von Fliugge [28],
Klingbeil [24], Sokolnikoff {3} und Naghdi [12] verwiesen,
AuBerdem werden weitgehend von den elastizititstheoretischen Grund-
lagen, die von Green, Zerna [5], Truesdell, Toupin [7],
Truesdell, Noll [21], Eringen [11], Prager [9], Novoz-
hilov [4], Green, Adkins [27], Kappus [29]und Fung {22]
aufbereitet wurden, Gebrauch gemacht. Im einzelnen wird auf diese
grundlegenden Werke kein Bezug mehr genommen, Im Zusammenhang
mit den statischen Feldgleichungen und dem Materialgesetz wird die
Variationsmethode angewendet. Diese Methode isgt schon in vielen der
bereits erwihnten Arbeiten beleuchtet worden, weshalb hier nur noch
auf die Verdsffentlichungen von Bolotin {15), Klingbeil [39]und

Stein [43] hingewiesen werden soll,
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2. Mathematische Grundlagen

Die Grundlagen der Tensorrechnung werden als bekannt vorausgesetzt,

lediglich die Dinge, die zum Verstindnis dienen, nochmals kurz wiederholt.

2.1 Grundsédtzliches zur Bezeichnung

In der Kontinuumsmechanik hat man es immer mit zwei Zusténden zu tun:
dem unverformten und verformten Zustand, Um diesem Sachverhalt auch
im Formalen Rechnung zu tragen, ist es zweckmiBig die Namen der Zu-
standsgrofien und bei Komponentenderselben die Indizes je nach Bezugszu-
stand unterschiedlich kennzuzeichnen, Deshalb wird vereinbart, dafl alle
Grofen, die auf den unverformten Zustand bezogen sind, mit grofen Buch-
staben charakterisiert werden, wihrend kleine Buchstaben Groflen bezogen
auf den verformten Zustand darstellen, Zusitzlich sollen griechische Indi-
zes - grofl und klein - die Werte 1 und 2 annehmen, wihrend lateinische
Indizes - ebenfalls grof und klein ~ die Werte 1, 2 und 3 durchlaufensollen,
Dieser Formalismus 148t sich bei sog. Doppeltensorfeldern, alsoTensoren,
die sich auf beide Zustande beziehen, nicht immer klar durchfihren, vor
allem wenn keine Komponentendarstellung angewendet wird., Aus diesem
Grund wird in dieser Arbeit méglichst immer die Komponentendarstellung
gewshlt, InFallen, wo Tensoren - also auch Vektoren - als Gesamtheit an~
gesprochen werden, sollen diese durch Unterstreichung gekennzeichnet

werden.

Aufgabe der Elastizitéitstheorie ist es nun, den unverformten und verform-
ten Zustand miteinander zu verkniipfen. Bei dieser Verkniipfung treten zwei
unterschiedliche Operationen, nimlich die Deformation, h#ufig auch Trans-
formation genannt und das Schiften einer Tensorgréfie auf. Der unterschied-
liche Charakter beider 18t sich mit obig gew#hlter Konvention anschaulich
verdeutlichen. AuBerdem spielen beide Operationen in der Arbeit eine be-

deutende Rolle, weshalb ihnen ein eigenes Kurzkapitel gewidmet sein soll.

2.2 Deformation und Schiften einer Tensorgrofe

Gegeben seiendie beiden Zustdnde bezogen auf zwei raumfeste kartesische
i
Koordinatensysteme - Z*, Z?, Z2, kurz ZK und z', =27, z®, kurz z -,

deren Ursprung derselbe ist.
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R, p Orsvesrorin ze
DEN PLINK

Uy VERSCHIES LG
VERTOR Rp, R

ABB 1. KOORDINATEN -SYSTEME | ORTS = UND VERSCHIE BUNGSVE KTOREN

Man betrachte einen Punkt R im unverformten Zustand, der in den Punkt p
im verformten Zustand ibergeht. Im unverformten Zustand in R wird ein

2

- . . 1 3 : .
krummliniges Koordinatensystem X, X°, X, kurz XK, eingefihrt, im ver-

) . . ; T2
formten Zustand in p ein davon zunichst vollig unabhdngiges vy, y , y;, kurz

yk. Nun gelte der Zusammenhang:

Kk . .
X"= X (2.2.1a) Y i (2.2.15)
bzw. alternativ

X=X(g) Y =z

und dessen eindeutige Umkehrbarkeit

z ;.
Z.Z___Z (XK} (Z.ZAZG) ,_7_‘-: Z/(jj) (Zu?..Zb)
d. h. die Funktionaldeterminanten
02! 22
aXK c)yj

sind nicht gleich Null,

Der Deformationsvorgang, also der Zusammenhang zwischen den beiden Zu-

stdnden, 146t sich angeben zu

z z ¢ ;
L2 (2.2.30) 2= 20 (2.2.36)
Beispielsweise
Zl= Z"+Z//l' i"rZ]M/z

wobei u und UI die Verschiebungskomponenten des Verschiebungsvektors

gsind,
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Durch Einsetzen von (2.2.2 b/a) in (2.2.3 a/b) und anschliefend in (2.2.1 a/b)
folgt, dal der Deformationsvorgang eindeutig darstellbar ist allein durch die
Koordinatentransformation der krummlinigen Koordinatensysteme.

K I . N
X =X(Hj) /Z.Z.Qa) \L/J__, é/J(XK) (2_2 lfb)
Die kovarianten Basisvektoren tangential an die Koordinaten X und y sind

definiert als

R
Gk~ a%g”a (22.50) Go+ jy/f (2.2.56)

wihrend die kontravarianten Basisvektoren sich ergeben aus

G "G = dd  (22.60) 9°gn-dm (2.2.66)

. R
mit cr,K1 und cfm , dem Kronecker Delta.

Der Zusammenhang (2.2.4 a) und (2. 2.4 b) zeigt, daB wiederum die Funktio-

naldeterminanten
| £ 24"
oy X"

ungleich Null sein missen. Die Elemente dieser Determinanten stellen ein

sog. Doppeltensorfeld dar und werden Deformationsgradienten genannt

Aln %i (22.1a) AL =§)—i’; (2.2.#b)
fir die gilt
A A=, (2.2.84) A A= IB (2280)

Durch den Punkt R sei eine beliebige Kurve C und an diese das Linienelement
dX gegeben. Zu kldren ist nun, wie sich C und damit d X durch die Deforma-

tion dndern.

3 . '
72 HBAZ.: DEFORMATION LUND SCHIETEN ENES vERTORS d)
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in das Linienelement dy der Kurve s {iber, Da nun Gleichung (2.2.4 1)

und (2. 2.6 b) gilt, folgt
%
dyt = A5 dX" (2.2.9)
Einen Zusammenhang dieser Art nennt man Deformation,

Wird dagegen d X parallel von R nach p verschoben, so spricht man von

Schiften, und eg gilt

dX=dX Gy dx= dx*g,

wobel G, . und _gk durch (2.2.5 a) und (2. 2.5 b) definiert sind.

K
Da aber (*/__X = 0/2§

folgt dxX’G, = dx“g. = c/Xngn
oder C/Xk= ax® = 97( dXK (2,.2/117)
mit gk =" G (2.2.41)

Einen Zusammenhang der Art (2.2.10) nennt man Schiften und g?( den sog,

Fuklidschen Schifter.
Fir die Schifter gilt die Orthogonalititsbedingung
R Mo M R K 4
959% =dx (2.2.12a) gt g= - d}, (2.2.125)
wie aus der Definitionsgleichung (2. 2, 10) direkt folgt.
Daraus folgt allgemein: Bei einer Deformation mufl sich der Name und die

Indizierung, beim Schiften nur die Indizierung dndern,

2.3 Koordinatensysteme und Geometrie des undeformierten Schalenraums

Das wesentliche Merkmal einer Schalentheorie ist die Reduktion des dreidi-
mensionalen Kontinuums auf eine zweidimensionale Referenzfliche, Damit
verkniipft ist das Problem der geometrischen Beschreibung des Schalenraums
in Abhingigkeit von der Geometrie der Referenzfliche. Als Referenzfliche

wird die Schalenmittelfliche gewdhlt.

Im dreidimensionalen Raum ist die sog. kovariante Raumableitung und auf

der Schalenmittelfliche die sog. kovariante Flachenableitung definiert. Im
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Anhang sind Formeln zusammengestellt fir die Zusammenhinge dieser
beiden Ableitungsformen auf der Schalenmittelfliche, die dadurch charakte-
rigiert ist, daB die dritte Raumkoordinate Null ist. An dieser Stelle sel
lediglich vermerkt, dal kovariante Raumableitungen durch einen Lingsstrich,
kovariante Flichenableitungen durch zwei Langsstriche charakterisiert sein

sollen, wihrend partielle Ableitungen durch ein Komma gekennzeichnet gind.

Beispiel ise: 2 let
Beispielsweige T |7,- Raumableitung einer kovarianten
A " .
2 Flédchene
T8l lachenableitung Tensorkomponente
TAm, partielle Ableitung

Hingewiesen sei noch darauf, daf Aussagen tber die Bezugsbasis der Ten-
sorkomponente T4 gemacht werden miissen, Zu diesem Zweck als auch zur
eindeutigen geometrischen Beschreibung werden drei vergchiedene Koordi-

natensysteme im Schalenraum definiert:

1. Das Koordinatensystem der Mittelfliche XK, bestehend aus den bei-
den GauBparametern X2 der Fliche und der dazu senkrechten Koordi-

nate XB. Man nennt derartige Koordinaten normale Koordinaten.
2. Das zum Koordinatensystem der Schalenmittelfliche parallele System XK.

3. Das auBerhalb der Schalenmittelfliche in beliebiger Lage liegende
Koordinatensystem xK mit der Einschriankung, daB die Richiung von
XE, %3 und X3 tbereinstimmt. Diese Einschriankung ist nicht notig,

jedoch zweckméBig.

Somit lassen sich diese 3 Koordinatensysteme mit den 3 zugehdrigen Orts-und

Basisvektoren, wie in Abb. 3 gezeigt, darstellen.

X X3 K

FBB.3: KOORDINATEN N BASISVERKTOREN M LINDEFORIERTEN
SCHELEN RAL4M
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Der Ortsvektor P zur Schalenmittelfliche sei als

» ,
£ (XAJ (Z. 3. f)
und X® in Richtung des Einheitsnormalvektors ﬁg zur Schalenmittelfliche
definiert, d.h.
HA -1 (2.3.2)

Die kovarianten Basisvektoren der Schalenmittelfliche ergeben sich ge-

mafi (2.2.5 a)
S T (23.3)

die um é3 formal zu é—M erweitert werden, wihrend die fiir die Koordinaten-

systeme auBerhalb der Schalenmittelfldche analog definiert sind

Gf—? * aXN = E}ﬁ (*)'3‘#)
G‘ = 59;1 = Q)FI (Z 3'5)

Nun lassen sich aus der Tatsache, daf

Q=R =p
ist, unter Anwendung einerseits der Kettenregel und andererseits der
Vektoraddition folgende Zusammenhinge angeben

_ IR X7 APy p
_@,Fq TOXM o) = 5xm 3xE T Lom A5 (2.3.6)

(D)

/:7--_-

M

mit /,l M XM (/ 3]}

in Anlehnung an Gleichung (2.2.7), die aber hier nichts anderes als die
Transformationskoeffizienten zwischen den beiden Koordinatensystemen

XM und X—l\/—I darstellen,

R=P-= "Z—?(XA) + XA, (239)

Unter Bericksichtigung von (2. 3. 3) folgt damit

H 0/ + "70/3 */‘/f _/.7;( /nK*’l/j‘—/qsm (2'3'9)

-—)M

wobel die Vereinbarung A =1, 2 und M = 1, 2, 3 sowie die Summations-

konvention Eingang gefunden haben, denn
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E.‘AJ'Z: R (2 3.104)
aber HMJ: = H, / (2.3 10h)
und Budi < Bu= Bydh v B,dY (23 10c)
Ferner ist gemif den Ableltungsformeln von Weingarten und Gaufl
B = PR 0, 2sm0)
F::M = rfm (2'3 ”b)

wobei T?M die Christoffelsymbole beziiglich der Schalenmittelfliche dar-
stellen. Zwischendiesenund denKrimmungstensoren besteht bekanntlich

folgender Zusammenhang

3
I ar = Bar (2.3.72a)
A A Py
Ire s /3:“ = 'Br (2‘3'125)
S ia=0 fir R = 3 oder/und M = 3 (2.3.72¢)

Wird (2. 3,11 a) im Zusammenhang mit (2, 3, 12 c¢) beniitzt, so kann auch

geschrieben werden

A =" 724 -r”% A

“3m T a3 UM =k M3 LK (2'3'75)
Mit (2.3.13), (2.3.12) wird (2.3.9)

P A KT B = (I XS )A =S A, (23m)
S&= IS e, - oSE- KBS
wobei o o L KR = Si-orda (23.15)
Se- S5 =0

In der Literatur wird sg - 2.B. bel Naghdi [12] 4§ =S} - Schalen-
schifter genannt, Diese Bezeichnung ist im Sinne der Definition der
Schifter (2. 2. 11) nicht ganz exakt, dain Analogie zu (2. 2, 11) der Schifter

im undefinierten Schalenraum folgendermafen zu definieren wire

Ge=A"Gx (.3.16)

und sich demnach nach (2. 3.6) und (2. 3. 14)
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PooA" o A SE . - GE A (2.4 1)

=M M -

I
Gr - A" S

Zu

ergeben wiirde,

BErwihnt sei auch noch, dafl der Schifter G% kovariant konstant ist, wih-
rend dies flir S und damit fir (‘g nicht zutrifft. Dies 148t sich sofort mit
Riccis Lemma und der Orthogonalitidtsbedingung fiir die Schifter beweisen,

Demzufolge gilt

[5F]

O/KI!J= /71}((.7 = G}"R/z = ﬁ'ZK/J bl GIK‘
und somit auch

G|, = Gils=0 (2.3.18)

R
Analog zur Ableitung des Zusammenhangs (2.3, 17) zwischen den Basis-
vektoren einer beliebigen Fliche auferhalb der Schalenmittelfliche (XAK)
und der Schalenmittelfliche selbst (XK) 1aBt sich die Abhéingigkeit zwischen
den Parallelflichen XK und XX sofort angeben zu
M o
= 7.7
Gor Qo A Tw=ATGSE A =G5 A, (2.2.19)
Fir die Transformationskoeffizienten /4« i zweier Paralleiflichen xM
und xM gilt aber '
M O/M
/¢ . — 2.3.20,
- (2 420)
e M " Vs s
Gﬁz/‘f-ﬁsm-*o/ﬁSM (2 3.21)

Der Zusammenhang zwischen xK und xK 1liefe sich auf gleiche Weise ab-

und somit

leiten, Im weiteren soll jedoch vorausgesetzt sein, daf die Schalendicke
konstant ist und somit das Koordinatens-ystem XT<: = XK wird, Um jedoch
diesbeziiglich Verallgemeinerungen leichter zu ermdglichen, wird Glei-
chung (2. 3. 20) noch nicht eingearbeitet, so daB fir den Ubergang zum all-
gemeinen Koordinatensystem XE alle einfach dberstrichenen Indizes nur

durch doppelt tbersirichene ersetzt werden mifiten,

Die Umkehrung zu (2.3.19) ergibt sich mit der Orthogonalititsbedingung
analog zu (2.2,12)
P ~ 5 K 3
Go Gy=d, Gr G-y (2.3.22)
G Cl (2.3.23)

‘"-K
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Fir die kontravarianten Basisvektoren gilt

& Fi < K [ et
G"=GL H , H =G5 6G (2.3.24)
Ferner sei S1 31 definiert durch
A
K oMo (a4
SE ST = d5 (2.5.25)

5 -4
Die G :' und damit S :’ lassen sich in eine Reihe entwickeln.

G- AT ST AT (X X Tl ) (2.326)

: : L
Die Christoffelsymbole des Schalenraums [_m«, sind definiert durch

r
Gap=! wGr (2.3.23)
und unter Berdcksichtigung von (2.3.11 a) und (2. 3. 18) ergibt sich der

; : ~L L
Zusammenhang zwischen | &5 und FhN

‘ﬁ‘(G;BK)m‘(/ﬁﬁ S:E“)ﬁ
=é¢fﬁﬂ T Al fNAﬂ-,)_wa#ﬁSkaﬂm

mit SLN’ S |N QMSM({G --M Sk({
(2.3.28)
K
da 5:)3 ng
; r -1 M
wird Gazw= 55 Gr=/ an AT S B

o SE A A ST, A A T ST IS
A A T Sy e Al A% TGy ST )AL
und daraus folgt mit (2. 3. 25)
f§_=/¢[/¢,,)~+/¢‘/¢ A”(s S+ Leo/){z,s.n/
Der Ausdruck /lf; A% 5 148t sich auch umschieiben zu
(A5 A4%) o= Sn=0 = AL HiudDr A5 A,

dh. AL ALy = A A AT (z 3.30)
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Fur Parallelflachen gilt gemafl (2. 3. 20)
J J
/‘Lﬁ)ﬁ AN 0

wobei allerdings bemerkt sei, daf§ /4.3,»1',; # 0 ist, sondern sich aus

(2.3.17) ermittelt zu

J
Asli

[

-1
K 3 K g L »
Gs Skls= S, gnlul‘ﬁ/‘t-ﬁ (2.3.31)
Ferner gilt fur die Schalenmittelfliche

L L
Fﬁﬁ (=0 © I s

Ist im Schalenraum ein Vektor V definiert, so 146t sich dieser sowohl auf

die Basis QIV[ als auch die Basis der Schalenmittelfldche “A*M beziehen
A Ly 29
V=V"G: =V"H, (2:3.320)
Ve Gg" = VA" (2.3.32b)

Der Zusammenhang zwischen den Komponenten VM und VM ergibt sich

I ox

durch Uberschieben dieser Gleichung mit AK und unter Beachtung von

(2.3.186) zu
n 7 on S T
VI=VIGE = VISR A (2.3.33a)
. -1 -
= & K 4H
V= Vi G, o= Vs Sy A% (2.3.33h)
Der Vergleich mit (2. 2.10) zeigt, daBl hier ein Schiften im undeformierten
Schalenraum vorliegt.
TFiir die kovarianten Ableitungen 148t sich angeben
R fi\H N
\% 1»’::5)« v, A7, (23.34)
wobei fiir die auf der Schalenmittelfliche definierten,normalen Koordinaten

und dem im Anhang angegebenen Zusammenhang zwischen Raum - und Fli~
T m T 3
JV'/A =V TV
h Ml LY y3 3 s E
V= vy WV Vit TV )
™
Vi

Annliche Beziehungen lassen sich fiir Tensorkomponenten héherer Ordnung

chenableitung gilt

angeben, sollen aber nur nach Bedarf abgeleitet werden.
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Noch ein Wort zum Herauf- und Herunterziehen der Indizes - also dem
Zusammenhang zwischen kontravarianten und kovarianten Komponenten,
Durch die Unterscheidung der Koordinatensysteme XK und XK im selben
undeformierten Raum sind auch die entsprechenden Metrikkoeffizienten,
mit denen diese Operation ausgefihrt wird, eindeutig bestimmt, d.h. ein-
fach tiberstrichene Indizes werden mit GKE bzw. GKL behandelt, wihrend
Tengorkomponenten mit nicht iberstrichenen Indizes mit den Metrikkoeffi-

zienten der Schalenmitteifiiche AKI und AKL iberschoben werden koénnen,
Im folgenden sind noch einige bekannte Beziehungen zusammengestellt.
Der Permutationstensor

+/ G fiir (LMN) gerade Permutationen

von 1, 2, 3
Erpn ™ (gl' Xgn)g,f <—E fir (LMN) ungerade Permutationen
vonl, 2, 3
e sonst (2.336)

G < det (Gxp) (2.33%)

+/—/5]—‘ fir (LMN) gerade Permutationen
vonl, 2, 3

(fl,,,N'»“(ng HM) Ep =4 -/ tir (LMN) ungerade Permutationen

vonl, 2, 3

0  sonst (2.3.38)

mit A - det (A)= det (Ayo)  (23.39)
da /3@3.—_/‘739:0)‘ /q31=7

Das Flichenelement einer Fliche des Schalenraums, deren Normale g§

ist und das Flichenelement der Schalenmittelfliche
dFy = Ergs dXTaX =16 dX7dX®  (.3.400)
AF, = Eg XX~ TR AN X (2.3.408)

und damit (fir Parallelfidchen)

df; (x3) ™ S dF (X*=0) (2.3.41)
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VA 2
wobei S = S(yy = del (ST /7? = T-XR2H XK (234

mittlere Kriimmung } der Schalen-

und 2H =By
K= def(Bé)

GauBsche Krimmung mittelfldche

Das Volumelement

dV = VG dXdN AN = dFaX = SR dX (2343
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3. Allgemeine Elastizititstheorie

In diesem Kapitel sind nur die wesentlichsten Ergebnigse der allgemeinen

Elastizitdtstheorie zusammengestellt im Hinblick auf die
a) Bereitstellung der notwendigen Grundlagen,
b) im Kapitel 2.3 speziell eingefiihrten Koordinaten des undeformier-

ten Schalenraums.

3.1 Koordinatensysteme und Geometrie des deformierten Schalenraums

Wie bereits in Kapitel 2., 2 ausgefiithrt, 148t sich im deformierten Zustand ein
krummliniges Koordinatengystem gem&B Gleichung (2.2.4b) definieren. Das
allgemeine Koordinatensystem im deformierten Schalenraum sei yk und das
der Schalenmittelfliche yk genannt, wobei letzteres nicht identisch mit dem
der deformierten Schalenmittelfliche zu sein braucht, Damit 148t sich ange-
ben _

5% 50
bzw. } XE = X’((yfé)

(3.1.1)

Die Basisvektoren des deformierten Schalenkontinuums ergeben sich mit dem

zugehdrigen Ortsvektor

PR (a4
. =
u ng‘i = éﬁz =/=?)E (3.1.3}

Nun lassen sich im deformierten Zustand genau die dualen Formeln zum un-
deformierten Zustand, in Kapitel 2,3 zusammengestellt, angeben; sie sind
jedoch nicht von Interesse, da, wie in den weiteren Kapiteln ausgefiihrt,

alle Zustandsgroéflen auf den unverformten, also bekannten Zustand bezogen
werden sollen. Aus diesem Grunde werden neue Basisvektoren - in der Li-
teratur als Greensche Basisvektoren bezeichnet - bezogen auf die Koordina-

ten des undeformierten Zustandes folgendermaflen eingefiihrt; es sei

/_Q = /Q(Xﬁ) (5.1.‘%)
o
-QE =axfz =@)R (3'7'5)
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und demnach

X" - R ,
9; = Qmé-fg, Cr A7 (3.1.6n)
bzw, Q o AIZR 7 (3,4.64‘.})

d.h, in Analogie zu (2. 2. 9) 146t sich QK alg der Basisvektor im undefor-
mierten Zustand deuten, der durch die Deformation (3.1,1) in Ek tibergeht.
Wird ein mitgefiihrtes Koordinatensystem, sog. konvektive Koordinaten,

eingefiihrt, so gilt
R R I3 K .
/4"2:0/7( A'E:JE (34/,-})

demnach

Crangndt (21.8)

d. h, im Falle konvektiver Koordinaten sind die F—K als Basisvektoren im

deformierten Schalenraum zu deuten,

-7
Der kontravariante Basisvektor C ist definiert
e

Ce C' = o

Xi vy

(3.1.9)
wobei zu beachten ist, dal}
S

C'# c.6™

3.2 Kinematische Begziehung

Der Ubergang vom unverformtenindenverformten Zustand 148t sich nicht
nur vermittels (3. 1. 1) darstellen, sondern auch mit Hilfe des Verschie~
bungsvektors, wie in Abb. 1 dargestellt, Es interessiert der Verschie-

bungsvektor bezogen auf den undeformierten Zustand

U= Lysy = UG- e 6° ay

womit sich der Ortsvektor p = p (X ,;) ergibt

R (yx) = B(XR) + Q(XR) (32.2)

und die Greenschen Basisvektoren mit (3.1.5) und (2. 3. 5)

- Cpo- (@w)%: G-+ ulz G,
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bzw. mit der Definition fiir die Verschiebungsgradienten
~ A -
= L Uz (5.2.3)
- ~
gK- - 0% G (3.24)
Der Vergleich mit (8. 1.6 b) zeigt, daB sich zwischen den Verschiebungs -
gradienten und den Deformationsgradienten der Zusammenhang angeben

148t, wobei noch (2.2, 11) ber[icksichtigt wird

/({sz = D% 3M (3.2.8)

bzw. aufgelost flir den Euklidschen Schifter

a P
; A% DR (3-2.6)
wobei _ 7
D e J; (3.2. 7)
Bis sei vermerkt, daf selbstbeikonvektivenKoordinaten, fiir die /4 P 6}1—2

gilt, die kovariante Ableitung der Deformationsgradienten nicht Null ist,

sondern mit (3. 2. 5) sich ermittelt zu

& & R A
/¢.—/—=(/ =%D,R)n (3.2.8)
Nun lassen sich auch die Christoffelsymbole 1"_—- bezogen auf die Basis

MN

QM in Abh#ngigkeit von den Christoffelsymbolen des undeformierten

Schalenraums angeben. Es gei

- 1 -
=L L
= J— 2.
/hﬁﬁ ‘C*MJN g (3 9)
mit (3.2.4), (3.2.7) und unter Beachtung von
3 T I 3 7 I
Dw = Dalx e D3 -7 2 D75
ergibt sich _ - /-
= L 3 7 AL
f;w=/_/w*af4/ D5 (s2.10)
= /_f N
~ MN
wobei mit L 3 Sy
- _ ,2.71
AT H’ND»i (3.2.71)

die sog. Differenzenchristoffelsymbole definiert sind,

Der lLagrangesche Verzerrungstensor - hiufig auch nach Green benannt -
ergibt sich aus der Differenz des Quadrates eines Iinienelementes vor und

nach der Deformation
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48T dSdS = Ge G, dX “dXE = G aXFaxt
dots doda= gig, Ay dly = G G IX N = Cog Xl

dot-dS*= (Car - Gre) dX“aX” = 2Exz dX"dX’

d.n.
2Egzr= Crr ~ Ggr - (321

und 148t sich in Abhangigkeit der Verschiebungsgradienten mit (3. 2.4)
angeben

267z = D72 Dap- Grz= (DT DL -J7 0’8) Gar  (32.73)
c

In der Literatur wird C, =D auchyscher Verzerrungstensor

R
]

genannt,

Ziel dieser Arbeit ist jedoch die Verformung aufzuspalten in einen Ro-
tations- und reinen Verzerrungsanteil. Deshalb wird ein u, a. von

Truesdell, Toupin [7]angefiihrtes LLemma ~ der polare Zerlegungs -

satz -~ benutzt:

Jede Verformung 148t sich darstellen als eine

Rotation, Parallelverschiebung und Verzerrung,

Wird der Vektor dX in P - siehe Abb. 2 - betrachtet, so 148t sich der
deformierte Vektor dy darstellen als
. - - ! . "
I3 R L M lat 'y
dy =97 R q éR odX (3.2.14)
Darin bedeutet P
Xﬁ; 25 K
C/ (V} = C i) dX

der verzerrte Vektor, der allerdings nur fiir den Fall, da8 dXK entlang

der Hauptachsen der Verzerrung gewihlt wird, keine zusitzliche Rota-
tion beinhaltet,
weiterhin - .
L L A
dXTy - R5 X,

der rotierte Vektor
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und dy,;:gf C{XL(,Q)

der verschobene Vektor.

Der Rotationstensor RLM folgt aus den Rodrigueschen Formeln, die
Hamel [17 auf Seite 103 angibt. Mit der von Hamel benutzten Bezeich-
nungsweise geht der um einen endlichen Winkel rotierte Vektor a in den
Vektor r tiber

b= aqandt(pxa)omdrn(ea)li-as b (3.2.15)
wobei der Verdrehungsvektor ¢ = 4 1 (3.2.16) in Richtung des Einheits -

vektors n zeigt und den Betrag

AR I (3.2.13)

hat.

Die Umschreibung auf die in dieser Arbeit benutzten Notation ergibt

= ffgf’: RIP] }D\':“__G_E

I~

(3.2. 18)

el
By
&
D
G

so dafl mit (2. 3, 36)

und 209) = 7777 R &

= R0 8 G +§_jf7 P R i A Gy 1 97 Rs (1 0 Gy
bzw. nach UUberschieben mit QL
[ oA AL c 5 L 7
Rim R = /7 5 b &t p i I PLP& /7”("3"/@/]/\)/4
und mit (3, 2. 186) B
B=yp-d,76; - A g, (32.19)
so daB

(87 4}3//‘:

und demnach

,QZ - /[(ﬁuq - %}%’fﬁ/%(qu/ # %46.‘;—7—;4/4L (:2.20)
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Der Rotationstensor ist orthogonal, d.h,
1% %
R = R;
bzw = vl o] i !
. = M Rk pm
R R:™= Rix R = 7

Die Form des Rotationstensors (3, 2, 20) stimmt mit der von Simmonds,

(3.2.21)

Danielson [61] angegebenen iiberein, wenn beriicksichtigt wird, das
diese Autorenfirden Rotationsvektor im Gegensatz zu (3.2.19) & = sindq

gesetzt haben,

1
Fir den irrationalen Ausdruck C? — wird abkiirzend eingefihrt

F; e g (3.2.22)

Dieser Verzerrungstensor ist symmetrisch und ermdéglicht es, die un-

~ =l

symmetrischen Verschiebungsgradienten (3. 2. 3) aufzuspaltenineine Matri-
zenmultiplikation, Es folgt nimlich aus (2.2.9), (3.2.5), (3.2.14)und (3.2.22)
[ _ pi_fH

D= R FE

bzw. mit (3. 2.21) (3.2.23)

und mit (3, 2. 4) fir die Greenschen Basisvektoren
z M
__CK" = R‘FA FTR g[ (3'2'2")
Der Zusammenhang zwischen dem Lagrangeschen Verzerrungstensor

(3.2, 13) und dem mit (3, 2. 22) definierten ist

26y (REFIRTFI-IFIST )Grg

R ( RENL S 0’”) G (3.225a)
bzw = - z
267 F F7 - 2 (3.2258)
Wird nun angesetzt
K K <
=T+ ETT (3.2.26)

- wobel E*ITE in der Literatur hiufig Biotscher Verzerrungstensor [ 23] ge-

nannt wird - soldftsich angeben fiir den Lagrangeschen Verzerrungstensor

2Epr= 2E; E":E’;E: =<1~ GrL (3.2.22)

TRL
und den Verschiebungsgradienten

DZK: /?l.:,q (0/? +£x:4—) (32.2¢)
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Gleichung (3. 2. 27) 148t sich nicht direkt nach F¥. auflosen, zeigt jedoch

bei der Annahme kleiner Verzerrungen, daf
£ oy
R <L 3.2.2
bzw. mit (3. 2. 26) e L (5229)
K o ) 3
FE = 7y ES (3.2.30)

Statik und Materialgesetz

3.3
Gleichgewichtsbedingungen
Ausgehend vom Kréfte - und Momentensatz der Mechanik unter der Annahme,

3.3.1
daB keine Momentenspannungen und eingeprigten Momente existieren, wer-
(3.3..1)

den zundchst die Gleichgewichtsbedingungen in Eulerscher Form abgeleitet
Kraftesatz

Momentensatz (3.3.72)

>

,///92‘"(@‘;”))5 +3B]du =g
g
3 R 1 R
[la=2"r e f (G55 s8]0
wobei sich alie Grofenund Integrationen auf den verformten Zustand beziehen
d.h. g = det(gr;)
dr= By
(3:3.13)

mit dem Spannungsvekior
& ke
7= 179,

wobel t
und der eingeprigten Kraft
3
k=Fkgr

der Eulersche Spannungstensor ist
(3314

(3315)

375 = Tk 95
- (9z x97)95 = Chem
wobei Y;k die Christoffelsymbole, bezogen auf die verformte Metrik dar-
stellen, lassen sich die Integranden der Gleichungen (3.3.1,1) und (3.3.1,2)
umschreiben in die bekannte Form der Gleichgewichts - und Randbedingungen
(3376)

Unter Bericksichtigung von
R e ’
i (13)e= %

Zf'f/:[j + 5’/2’2::0
Errp Z]ao

ik

Jz‘ Y (5:523)
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Der Eulersche Spannungstensor th ist bezogen auf die deformierte Fliche

und gemil (3.3, 4. 3) eine Funktion von yk', Da einerseits die Absicht diese

r
Arbeit ist, alles auf den bekannten undeformierten Zustand zu beziehen, an-
dererseits bei der Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeiten das
Problem der zugeordneten - auch konjugierten - Gréfen zu behandeln ist,
wird ein neuer Spannungsvektor und damit auch Spannungstensor bezogen auf

die unverformte Fliche eingefithrt mit

23 R
1t df = T "dF: (2-3.1.8)
wobei dﬁz und ff; die Komponenten der Flichenvektoren df und d E im
verformten und unverformten Zustand sind, Analog (2. 3.40 a) 146t sich fiir die

Flachenelemente angeben
AdFz = Exim X X" ; A e ErEm O/\t/zo/\z/m (3.3.1.9)
mit (3.1.6 a) und (3.2.4)
“F z I ~
Exoin= (57}2 ng) 9= dei(i)‘,t,—() Exrm Aw A A (3:3.2.10)
wobei vom Entwicklungssatz fir Determinanten Gebrauch gemacht wurde
" s s R

det(Dz) éxrrm = 5320% D7 D' (3.31.1)

womit sich (3. 3. 1.9b) umschreiben 148t
F K
d¥r = det(Dx) o Fz 4% (3:3.1.22)

In der Literatur wird det (D‘?R ) als Jakobische Determinante der Transforma-

tion 2°= z"(z 1) bezeichnet und 148t sich auch angeben zu

J= dez‘() %) = [/ez‘(CR /_:dez‘(/azﬁ) (3.3.103)

Mit (3.3.1.12) wird (3.3.1.8)
K 3
VA JAS ¢ (5:3.274)
Unter Beachtung von (3. 3.1.13) 148t sich (3.3.1.1) angeben
K
[”'(/“_Zm )),; +SIR =0 (3:32.15)
wobei nach dem Massenerhaltungssatz
/ sdV - [sde

mit o= JadV (3.3.1.16)
S = 8J (3.3.2.17)

folgt.
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Dem Spannungsvektor T 148t sich ein Spannungstensor zuordnen, wobei

sich je nach Basis ergibt
TR L* g, (3.2.1.18)
K* Q[ (3.3.1.19)

I~
i

KT . .
.LK ist der nicht symmetrische Spannungstensor nach Lagrange - auch

Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor 1, Art - und KKL der symmetrische
Kirchhoffsche Spannungstensor - auch Piola-Kirchhoffsche Tengor 2. Art

bzw. Kappusscher Spannungstensor.

Wird der Lagrangesche Spannungstensor auf die unverformte Basis ge-

schiftet, also
/u.KL = Lkljg— (3.81.20)

50 148t sich (3. 3.1.18) auch schreiben

=L ﬁgz (3.37.27)
Die Gleichgewichtsbedingung (3.3, 1, 15) wird somit
entweder oder
mit g KL R RR L (3.31.22)
L7 8 K 0 (23125) (K”/ L) SK5o (331234)
wobei p i g—yé

wihrend die Symmetriebedingung (3. 3.1.7 b) unter Beachtung von
27 O LRE
L4045 (33.124)
VAR

(\,’\'

ALt e (3.31.25)

X

JA

sich angeben 148t zu

[R5 17
oder /m;('%/ef-,';; = /_E;(l

™~
Xi

(33.1.264) P

(3312¢8)

3 oxm
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Die statischen Randbedingungen sind
o AN = g AN
K3J -w PPN 7 .,
LY Ng =T 0 (3:2.7.22a) K DN =T Lo (2.8.1.228)

wobei NK die Komponenten des Normaleneinheitsvektors des Oberfiichen-

teils sind, auf dem ?J vorgeschrieben ist,

3.3.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen und Materialgesetz

Wird der Einfachheit halber angenommen, daB keine eingeprigten Krifte

existieren, solialt sich das Prinzipder virtuellen Verschiebungen angeben
@ 3
()/‘g = G/lﬁ (t/
o3 ", KT
LT e [ Rty v (2327)
2 .

denn mit
[T Aty at e (L) v [ 17 Sty
und dem GauBschen Satz ¢ 4
STz v [ 17 M oty
wird (3.3.2.1)
S 17 salt's | [T W [t s o
d,h. fur beliebige virtuelle Verschiebungen muf}

L k‘y/k =5 im Innern

- {\_
LK Ny = 7 am Rand

Diese Gleichungen sind aber nichts anderes als die Gleichgewichtsbedin-

gungen (3, 3.1, 23 a) und Randbedingungen (3.3.1.27 a).

Ausgehend vonder Annahme, daf ein Kérper bei Belastung und anschlielen-
der Entlastung seinen urspriinglichen Zustand wieder erreicht, kann mit
Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik fiir adiabatische Zu-
stinde geschlossen werden, daf sich die konstitutiven Gleichungen aus
einer Energiefunktion - dem sogenannten inneren Potential - ableiten

lagsen missen, Diese Betrachtungsweise wird Green zugeschrieben,
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vgl.dazu Truesdell, Toupin [7] und Eringen [11]. Bin Werk-
stoff, der ein derartiges Verhalten zeigt, wird hyperelastisch genannt,

(1)

Demnach wird die Existenz eines inneren Potentials I/ folgendermafien
vorausgesetzt
e (2]
WD STV / 7 (3.22.2)
. : e 3¢12) 12
Aus (3.8.2.1) folgen mit 7 "= 77“% (/UJ”/R/ (3323)
M)
@ 7"
0/‘ 7) 0//‘(// /A kJO/é/J/K Oll/' o_)l//k dz’j[{

die konstitutiven Gleichungen
9'/73‘("} 37/"*(1)

Z Rja
) sl Iy
wobei (3, 2, 3) beriicksichtigt wurde.

Groflen, die in einem Zusammenhang der Art von Gleichung (3. 3. 2.4)
stehen, sollen konjugierte Grofien genannt werden. Daraus folgt eine fiir

die Ableitung nichtlinearer Theorien wichtige I"orderung:

Werdenals kinematische Variable irgendwelche zuldssigen Gro-
Ben eingefithrt, so ergeben sich die statischen IFeldgroBien iiber
das Prinzip der virtuellen Verschiebungen automatisch als kon-

jugierte Grofien dazu,

Diese Forderung gilt streng genommen auch fiir die lineare Elastizitits-

theorie, ist jedoch in diesem Fall bedeutungslos.

Wird das innere Potential als Funktion des Lagrangeschen Verzerrungs-

tensors (3. 2.8) angenommen, so ergibt sich
mit (3.3.1.22) LFF . PR pE
und (3.3.1,26 b) PR
ST = [1 ¥t dv= [ kDT Stz oV
=y/§ KA (07, o e 0% ) S tsly AV
wobei aus (3. 2. 8) folgt

2 2EkA L 9T S DT L
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d. h.
77 . / 5 95 2 U a- //«"”ocfgm A feses)
und somit K KA = szjﬂ) (:i iv’é/
O

Woraus folgt, daB die zum Lagrangeschen Verzerrungsiensor konjugierte

Grofle der Kirchhoffsche Spannungstensor ist.

Damit verbleibt die Ermittiung der konjugiertenngréfse zu dem in Glei~
chung (3. 2.22) definieiten Verzerrungstensor F}g bzw. dem Biotschen
Verzerrungstensor E*%/[ der Gleichung (3.2, 26). Dazu wird in Anlehnung
anGleichung (3. 3. 2.4) und (3. 3, 2. 6) einneuer, symimetrigscher Spannungs ~
tensor definiert mit

x5 OF *(:‘)w 9;7*“(:')
s i

(33.2.%)
und demnach

ST /5’7’70/,;)7 oV (23.26)
v

Nun folgt aus Gleichung (3, 2. 25 a)

Wird dies in Gleichung (3. 3.2, 5) eingesetzt
S A P VA
v

und von der Symmetriebedingung fiir den Kirchhoffschen Spannungstensor

Gebrauch gemacht
50} i ~F
ST [ KTEFT Sy av (33.29)
v
Der Vergleich von (3.3, 2. 8) mit (3. 3. 2. 9) liefert

$Te §T 2 )T K P EXT) (33200)
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Damit ergibt sich fiir den Spannungsvektor ﬂ:/jk folgende Darstellungs -
form, wenn (3. 2,.23a) und (3. 3. 1. 22) beriicksichtigt werden
- i x4 KL ®I >3 I
T "= LTg=LG - KYC, = STRE, G, (F2.2.77)
und die Gleichgewichtsbedingung (3. 3.1, 23a), ausgedrickt in dem neu de-

finierten symmetrischen Spannungsvektor, lautet

(5% RF;)fR =0 (3.3.2.12)
mit der Randbedingung

_— o5

SYRLG Nz = 7 (23.2.13)
Demnach liegen jetzt die Feldgleichungen fir die allgemeine Elastizitits~
theorie fest und sind in folgender Tabelle nochmals zusammengestellt, Zu-
sdtzlich sei vermerkt, daf sich weitere konjugierte Formen der Ausgangs-
gleichungen bezogen auf den unverformten Zustand und duale Feldgleichungen

angeben lassen, wenn der verformte Zustand als Referenzzustand gewihlt

wird, vgl. hierzu Mac Vean [50].
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Zur Vervollstdndigung der Feldgleichungen muB noch das bezogene innere
Potential in Abhéngigkeit der kinematischen Variablen angegeben werden,
Uber die verschiedensten Darstellungsformen existiert eine Vielzahl von

Veroffentlichungen, z.B. Truesdell, Toupin [7], Prager [9]

und Eringen [11]. Hier sei die einfachste Form wiedergegeben, die fiir

isotropes, homogenes Material unter Voraussetzung kleiner Verzerrungen

gilt
®(i) 1 IIRE
VA = K Ess E - 3.3.24
(ezr) 2 T (s3.2%)
mit
13RI P FI 3k 15 . KT
K= G(GI"G“+G ey 1—%"; 6" (33.2.15)
£
G - 2(14v)
wobei G = Schubmodul
Y = Poissonsche Querkontraktionszahl
B = Elastizitdtsmodul

Durch Substitution von (3. 2. 28) bzw, (3.2.13) in (3, 3. 2. 14) 148t sich das
bezogene innere Potential in Abhdngigkeit von FI—{E bzw, Djf{ ;ngeben.
Allerdings wird bei Benutzung der Gleichung (38, 2. 13) von der Annahme
kleiner Verzerrungen nicht konsequent Gebrauch gemacht, wie bereits in

Abschnitt 3, 2 ausgeflihrt wurde,
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4, Allgemeine Schalentheorie

Blum [56] und Wempner [55] zeigen, wieaus denallgemeinen Fald-
gleichungen der lastizitdtstheorie unter Zugrundelegung des Lagrange-
schen Spannungstensors eine allgemeine Schalentheorie beliebig hoher
Approximation gewonnen werden kann, Hier soll die von beiden Autoren
benutzte Methode der 'héheren Momente’ auf eine Schalentheorie ange-

wendet werden, die mit dem Kirchhoffschen Spannungstensor arbeitet, da
sich dadurch einfachere Deutungen fur die Schnittgrofien und Vergleichs -
moglichkeiten mit der speziellen Schalentheorie des nichsten Kapitels
ergeben, Ausgangspunkt fiir eine Schalentheorie ist die Niherungsformel

. . LK
fiir die Verschiebungen bezogen auf das Koordinatensystem XE der Scha-

lenmittelflache
U-uta, -z g A (41]
== —~r1 :,1';;, A - P o
4,1 Kinematische Beziehungen

Dadie Gleichung (4. 1) als grundlegende Approximationsmoglichkeit gelten
soll, sind alle Tensorkomponenten, die bisher auf das allgemeine Raum-
koordinatensystem XK bezogen waren, auf das Koordinatensystem der

Schalenmittelfliche zuschiften bzw. deren Ableitungen zu transformieren,

So werden die Verschiebungsgradienten der Gleichung (3. 2. 3) zu

A ~ », y
D= Sn U, (5.77)
und Dl.\jK ein Raumtensor auf der Schalenmittelfldche, denu analog zu
(2.3.34) gilt
~ ~ ~N "
Dz = DG VA (41.2)

womit sich mit (2, 3.26) (4.1.1) beweisen 1a8t.

Da nun (2.3, 15) und (4. 1) gilt, folgt mit

UN/A*‘ i é/;./]A<><3)"7

IKE [,/ N/S . 4 " (:/NO(_;)H»’I

Isad

0% -2 (X)) (4. 140)

1o

(4.13)
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wobeil
D% =y + L]
5 6 & A
R oo
Y
N ‘?NL\ = ngé "'yN//_\
7,)% 1. L (41.4¢)
\?‘3 = Z 5
M N,
Dop= U /A
D= . for nz2 (4.14¢l)
:.3 = (/’)M} n%

Wird (4.1.2) und (2.3.19) in die kinematische Gleichung (3. 2, 8) einge~
setzt, so kann jetzt der Lagrangesche Verzerrungstensor des Schalen-
raumes, aber bezogen auf die Metrik der Schalenmittelfliche angegeben
werden
A ’ “ A L MoAN
264;=070 6 A%, G AL -CFGCF A
bzw. unter Beachtung von (2, 3, 21)
& I A It <
ZEE[= /Dlaz“s,:SL)A.;/‘l-ZUMN (1/.7.5/
Mit (4.1.4 a) kann (4.1.5) als Reihe geschrieben werden
Zm
- . & / 3)€
QEp=02 £, A% A (X)
Z o M gy ned M & 4
S LD D) S S A5 A g

wobei EKL einen Raumtensor auf der Schalenmittelfliche darstellt.

L}

Gleichung (2. 3. 15) lautet
~ A7 S
S K = o/K + X /‘Ks

und wird auch als Reihe dargestellt

sy-2 su(x) (2]

ASH  n

wobei :S: - /:, [//‘2-76)
S I (4.13¢)
7

Sp= o0 for h22 (4.17¢cl)

]
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Der Koeffizientenvergleich von (4.1, 6) fihrt damit auf

2E,. = Z{ PR ﬁjﬁ §ML} for £201..2m (418)

h=o
wobel (4.1.4) und (4. 1.7) zu beachten sind, als auch gilt

M M .
R

Wird (4. 1) nach dem linearen Glied abgebrochen, d.h, ein linearer Ver-

schiebungsansatz angenommen, so ergibt sich

Egr=(Gart XLy +(XTE, ) A5 A
£xy " Eaz - (54\37‘)(-?4\3)/4-4\5 (4.1.9]

und aus (4. 1.8) unter Beachtung von (2,3, 15) und
BZ)& =0 fir nv
;D”S =0  fir nzt
wr “Har = Lol + s *Z’/M/A /;/M/r
26, =g?; Doy + D4 Dy = Hoaa 75 = Boar I3,
= Uale # Uly # ol Tss + nfa Tir # U0 Undyr U, L0
2Epr = WD 55 Ps = Uy Tap » Uy Ty # Ll L
26, =% = [;/zIA * /;{A * ,,UN%/N/A

N

]

1
oty
o X
o

PYAXS ] s

- 7 T ~
28y = D% Doy = Laly # 65 # o 7]

- 7 _ N »
Zfsszésou Hsy = 29/37“,”%/»:

(#.1.10)
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4,2 Vertréglichkeitsbedingungen fiir die Verzerrungen

In der allgemeinen Elastizitdtstheorie ergeben sich die Vertriglichkeits-
bedingungen fiir die Verzerrungen aus der Tatsache, dafl im Euklidschen
Raum die Reihenfolge der kovarianten Ableitung keine Rolle spielt und

demnach der Rieménn~Christoffe1—Tensor Null sein muB. Dieser Tensor
hat 81 Komponenten, von denen aber nur 6 unabhingig sind. Aufgrund

dieser Tatsache ergeben gich 6 Vertriglichkeitsbedingungen,

Der Riemann-Christoffel Tensor bezogen auf die Basis SZ_K wird u., a. von

Truesdell, Toupin [7Jund Seugling [32) angegeben zu

(¢

FiRi T Eff/;?ll * E»EZIH - Eyrlst - Eszlf,; *
(€3l +£xsl - Errls)(Esalr Epals - 53[/:'5)]““0
(4.2.1)

Die 6 unabhingigen Komponenten dieses Tensors und damit auch die 6 Ver-

tréaglichkeitsbedingungen ergeben sich, wenn die Indizes folgende Werte

annehmen

Gleichung T T K T
1 1 2 1 2
2 3 1 1 2
3 3 2 2 1
4 1 3 1 3
5 2 3 2 3
6 1 3 2 3

Tab. 2: Vertrdglichkeitsbedingungen

Wirdnun J =T, = 3 und T =%, K =T gesetzt, d.h. Gleichungen 4, 5 und 6
obiger Tabelle benutzt, so folgt aus (4.2.1), daB ein in X® quadratischer
Term nach zweimaliger kovarianter Ableitung nach X® konstant wird und

sich demnach fiir X® = 0 ein Zusammenhang
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Eor= §or(Ear, Ear £s) (p2.2)

bzw. mit Gleichungen 2 und 3 obiger Tabelle ein Zusammenhang

1:' " N .
Foy ® ?4\3({;‘-33) (4.4.3)
angeben laRt.

Diese Vorgehensweise gilt fiir jeden beliebigen Approximationsangatz der

Verschiebung (4. 1), wie Chien {30] zeigt, wobei sich die Abhingiglkei-
tender E _ fiire > 2und It fiir ¢ > 1 sukzessiv ergeben, indem wieder-
e Al € A3 >
holt nach X® differenziert und anschlieBend X® = 0 gesetut wird, Bei der
Herleitung der Beziehungen (4. 2. 2) und (4. 2. 3) bereitet die Bestimmung
“1RE . ARE
von CRS tiir X® = 0 gewisse Schwierigkeiten, denn Iefiis folgt nach (3, 1. 8)
und (3. 2, 12) aus
wt =

BE . RS 3 ’
C Gy C(Gasr 2655)= s for X0 (229)

und ist somit abhingig von der Metrik des unverformten Zustandes und
-1

dem Verzerrungstensor der Schalenmittelfliche, Wird (G-Rnf + 2 Lﬁj)
fiir X* = 0 ineine Reihe entwickelt und nach dem ergtenTerm abgebrochen,
so ist
Lrs 23 z 45 )
(X ) - C /4 /4 (%7 /[ '»)//.44.5 (425)

Da jedoch CRS in (4. 2.1) nur im Produkt mit Verzerrungsgrofen auftritt,

kann approximativ bei Voraussetzung kleiner Verzerrungen gesetzt werden
pp g geng

.4%“

(x =)

Hier sollen nun die Vertriglichkeitsbedingungen nicht fir die allgemeine

~ 745 A5, (4.06)

Approximation (4. 1), sondern nur fir den speziellen Fall eines linearen
Verschiebungsansatzes und demnach den Verzerrungen (4. 1. 9) angegeben
werden, Ferner wird ein Weg gewdhlt, der nicht dber den Riemann-
Christoffel-Tensor, sonderniiber die Differenzchristoffelsymbole (3. 2. 10)

gehi, um eine zweifache kovariante Ableitung zu vermeiden,

Ausgangspunkt dieser Herleitung ist (3.2,12)

2Ezr= Car - Gz
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wobei unter Beriicksichtigung von (2. 3. 21) und dem angenommenen linearen

Vergchiebungsansatz folgt

Car = (Cort X'Cur oK Cpp) A5 A%
CFZ:‘ Cas = (§43+X31CL\3)/4-A5 (4.2.%)
33 ° st

und demnach

2t 2{(g”“g°’)’bxs(§u s 5 "/qir/_-fb) *
T Gar T3l 5 re)] A%5 A7

LEzy- . 2£54+ (Qm * ngas)/‘ﬁz (#.2.8)

2L 4= Cu*ﬂff,@s—/?

]

Mit (2..3.12) 148t sich (4. 2. 8 a) auch schreiben
£ [(CA’ /74’) X( r*‘ZBN */X“‘}ZCCN”BZBW)]#ZA; (l"z'&’?

Die kevarianten Komponenten C i  errechnen sich nicht nur vermittels der

Vefs@hiebungsgradienten gemifB (3.2.4), sondern auch nach (3.1.5) aus

'“‘/Q)R

wobei in Analogie zum undeformierten Zustand (2. 3. 3) angesetzt werden kann

Poc) = [B(x8) + axX o G=G (4.2.9)

Ausdricklich sei vermerkt, daf 93 keinen Normaleneinheitsvektor darstellt,

a8 G K (NG

und semit

(5= CaCr =[G G+ X(CL C

=3,r

*C C ) (Xs)zgs,ags,r /4?5'4(;

Cas= Cz Gy (;,C—A <y ‘sz_CA,A Q)f“z (t.2 10
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Der Vergleich von (4.2.7), (4.2.8), (4.1.9) und . 2. 10) zeigt

g ¢ rE \Zé}ar + Hyp

ar o ge

SN

gAr” € g:gr’ * g-r gsg\: 2‘;” -Z8ar

5 &

i

2

Cor= Con Cor = ZEar +Brs B

(r.2.11)

o

943:564— - 4

gas = Qé,AC = Zégaz

{,Czs“ gg gs = Zéza + 1

Aus (4.2.11f) folgt direkt
2‘533)4\ = gsz)g\ = (gs gz)M =2 g&,é ..C_g

und der Vergleich mit (4.2, 11 e) liefert

2;545: g:As”_Cg,A.Cs= £

e 33,4
Damit liegt bereits die Vertriglichkeitsbedingung der Form (4. 2. 3) fest
- 7 A E p
éj/w\g =7 533,4 7 523”4\ (l" /*'”‘)
Um den Zusammenhang der Form (4. 2.2) herzuleiten, werden die Ausdriicke
QS)W benoétigt, die gsich nach (3. 2. 9) ergeben zu
L = 3
= . - = )
gs)A = gs,/_\ 8 (x=0) = Y gz Aa (x3-0) (32.9)
wobei nach (3.2, 10)
=7 e
- = =L L
Paagxrop=/sa= | satBss (3.2.10)

Nach (3. 2. 11) und ldngerer Zwischenrechnung lassen sich die Differenz-

christoffelsymbole allgemein darstellen

A_;j Cri = Esils 7 Eszlr - Enslx (4.2.13)
d.h. - i -
LYPRRAS (X0} © (”/’:‘3?;3 5kl ‘tsili) CL(Xg;o (n2.14)
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Unter Berticksichtigung von (4.1, 9)
(4.2.6) gilt

und flir kleine Verzerrungen von

— X Ve

£JK/3()(5 (EJK sz Erx -/ x D//'J) Gfi OfR
J LA

Esrlr (3-0) 4 £l I3

-1k

C (X3 0)" gLKO/LZ(ff

(4.2.15)

Da die Transformationskoeffizienten 4 K_K fiir X® = 0 zur Einheitsmatrix

werden, sollen im weiteren die Querstriche weggelassen werden,

Wirdmit dieser Vereinfachung (4. 2, 15) in (4.2.14) eingesetzt und (4. 1. 9)

sowie die Formelzusammenstellung des Anhangs beachtet, so ergeben
. .o L
sich die A

3,] zu

£ - 7 e
A§A= (539/4”{33 / -I E,TQJ_:Q Eyy *foe)'q

. 7 6
(Esols~Easllo=27 ]y Evo + £no) 1
3 - r
. AR {,:33/4= 553;//4 =27 5, Ers (4.2.16)
AN

A53=[2(t35, —3//00773 § ]/7 (2536 L //9)

Ad =0

Demnach ist mit (3.2.9") und (3.2.10")

§3,A:/—_?Ag9 C (/—A"AXA)C 1‘43/\__5

- T oz
Cip- j(’ ot (Easlly = Eaple =274 Sz *1524)'&7 }ge +
* /‘gsz/llz\ "ZF;Z {'E—w) _Cs (‘/.2.17)

und (4. 2,11 c) wird mit (4.2,11 a), (4.2.11 f) und bei Vernachldssigung

von quadratischen Gliedern in den Verzerrungskomponenten
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// _
Cor= 25ar* Bra 87 =Ly Gy

2 o~ ¢
:{/‘i\/‘sr T3 Baally - Esplle =2/ 5 s *5524\)”‘7%
r Q
#Fg (53@///'“053"//9 "Zfsr‘gie*ﬁger/ﬁeg ] gﬁg_

7‘[f/-sr 033 -2/—34 573)7‘ /—34( ssllr “errr ‘,',;n)j ggg (4.2.18)

bzw. mit (4,2.11 a und d) fur OCM und gm

= /“3/"(531//4 28 z" )7‘/—4’43(;32 ol 7$€zr}"zrﬂ /3r Eyx (4279

wobei wiederum héhere Terme vernachldssigt wurden. Somit liegt auch die
Vertrdglichkeitsbedingung der Form (4. 2, 2) unter der Voraussetzung kleiner
Verzerrungen vor, Wird in (4.2.19) ADE 3x =0 gesetzt, d.h, die Kirchhoff-
Lovesche Hypothese eingearbeitet, so geht (4. 2,19) gber in
3 £ T pg
Lhor= 87 bar-8; £xr "2 88, £rx (#2.20)

Diese Form geben Tsuboi, Tosaka [62] an,

Aus (4. 2.16 c) folgt nochmals (4. 2.12), denn fiir einen linearen Verschiebungs -

ansatz muf
=K £ 3 b3
Qs)izo = /53-6K= 435 gz—fé’\.?.’; gs :A33 g

(250 -Eulls) 777 €,

Zfss’ ‘ogzs//e

gein.

Mit (4.2.12) und (4. 2.19) liegen die gewilinschten Vertriglichkeitsbedingungen
vor. Allerdings ist dies noch nicht der vollstidndige Satz von Bedingungsglei-
chungen, denn nach Tab. 2 fehlt noch Gleichung 1, d.h. ein Zusammenhang
zwischen ISZA,— » Bar und B a3 . Dieser wird hier nicht angegeben, sondern

erst fiir die spezielle Schalentheorie im Kapitel 5 abgeleitet.
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4.3 Statik und Materialgesetz

4.3.1 Schnittgrofen und konstitutive Gleichungen

Die virtuelle innere potentielle Energie ist nach (3. 3. 25)
rall %) Ri
ST~ [T = [ KPS £V
v v

Wird dieser Ausdruck auf das Koordinatensystem der Schalenmitteifliche

transformiert, so folgt aus (2.3,43)
= (e, L) -~ %M -
ST [T sdxar; - [ K7 S SN 3
£ ohH h
wobel abkiirzend

T 75 ay (o212

die Energiedichte pro Einheitsfliche der unverformten Schalenmittelfldche,
kurz das elastische Potential dinner Schalen, eingefiihrt wird, Ferner folgt

fir einen Verschiebungsangatz (4. 1) aus (4.1.86)
L

M &
C/‘ER/G L‘&:Zy J‘éE.KM A;Aﬁ{xs) (1/‘3 1.3)
und damit wird (4. 3.11)

AT T Ao =[] R £ S Fron (KNl (1314

mit N‘ KM RE x4k % rn
- K /4;{/4;1“5 = (‘/43//.5)
In Analogie zu (3. 3. 2. 6) ergeben sich somit die SchnittgréBen bezogen auf den

Kirchhoffschen Spannungstensor

/ﬁ K /RKM(X,?(E C//YJ (1/.5.1.6)

und demnach das Materialgesetz mit

=gl
d;}'*q’z/ 2"‘” & KHO/'E - a/;gujo/h.
sen o £ Kt = QEM,

(i)
5 KM 0 Tsn/
zu ™ 4317
£ a é— i ( )


ibbaf
Textfeld


- 61 -

Da die Lagrangeschen Verzerrungskomponenten nicht unabhingig vom
gewdhlten Verschiebungsansatz (4.1) sind, folgt aus (4.1.6) und unter

Beachtung von

m

ASsly = = SU ()"
d U, = o Aol 3),7-1 (.3.18)
O’Z/]/3 3 n&fé/,()()

L7

aéxﬁa&éfm_ T/ n? a D& &é2m
Ser " Spa 7 (B i ) e ST oy

B M.

91

2bxrn Do L (D7D o2) fir O PRNNSRCERET)

und somit unter Ausnutzung der Symmetrie der gKM und (4,3,1.7)
*()  zZm ) Gwld) 2m
87:04 - Z a//:c;/ _4“*\'/‘7 - 9//60,1 JJ AK QK
DUy €0 xn oy € 9f &R £ £n
e
(4. 3.1.11)

97'”“) & agrs PN & Kk o
7. - D
QL/ %5 95 fQ g% {5\7 52 ®

sl

Die Beziehungen (4. 3. 1. 11)werdenbei der Herleitung der Gleichgewichts~

bedingungen bendtigt.

4,3.2 Gleichgewichtsbedingungen und Randbedingungen

InKapitel 3. 3. 2 wurde gezeigt, daB das Prinzipder virtuellen Verschiebun-
gender Form (3. 3. 2. 1) auf die Gleichgewichtsbedingung ausgedriickt indem
Lagrangeschen Spannungstensor fihrt, Blum [56] zeigt, wie ausgehend
vondieser Form bel Definition von sog. Lagrangeschen Schnittgrofen und
Voraussetzung des Potenzreihenansatzes fur die Verschiebung‘en (4.1) fol-
gende Gleichgewichtsbedingungen und Randbedingungen abgeleitet werden

konnen

E 37 7
im Innern MAJIA - h ]\/] + P =0 n=s 0,1...m (/1,3.2,7)
n n-t n
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. ) s Lopg o
statische Randbedingungen M N/_x = J negt..m (1/‘3‘2,2/
L

mit NL\’ der Komponente des Einheitsvektors der Randkurve auf

der Schalenmittelfliche

wobel die unsymmetrischen Lagrangeschen Schnittgrofen dhnlich wie

(4.3.1,6) definiert sind zu
- [L7 a5 4% s ()
4// Va3 SNk
wihrend die Belastungsterme und Randgré8en definiert sind
P 5(h) (b)n /\JS( ’ ( ) (4-3.24)
.
Z‘“]r/TJ(X’y aX? (4325)

(4323)

3™y 3
~A~
(29

J

wobeil P+ die Belastung pro Flicheneinheit der undeformierten
Schalenmittelfliche an der positiven Schalenlaibung

PJ die Belastung pro Flicheneinheit der undeformierten
Schalenmittelfliche an der negativen Schalenlaibung

T?XN) vorgeschriebene Kraft pro undeformierter Flichenein~

heit am Rand der Schale bezogen auf Koordinatengystem

der Schalenmittelfisiche

Die konstitutiven Gleichungen fir die Lagrangeschen Schnittgrsfen ergeben

sich nach (3.3.2.4) zu

/\L// AJ~ 3//%(1)

/ sew (% 3.2 60)
n 3%/ la
£ 37 i)
’7,7/:7 - 9;55»/ (4'.3.2,66)

oder 7

‘.. ¥ (1)

o DT 3260

7 J

//r‘f

wobei wiederum (4. 3.1, 8) zu beachten ist,
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Da jedoch Ziel dieses Kapitels ist, Gleichgewichtsbedingungen auszudrik-
kenindenKirchhoffschenSchnittgrofen (4,3, 1.6), kénnen diese mit Hilfe
von (4,3, 1.11), (4.3.2.6) und (4. 3. 2.1) angegeben werden, Aus (4.3.2.6)
und (4.3, 1,11) folgt zunichst

A Zm K
{;,IAJ:z /Asz(

=g &£ ey

s O ENntm Y -

b s fion e (4.3.2.3)

(r+1) T Z:Z LD %
=0

£ &n

. N7
wobel ff:)"‘ =0 fov &£<n

Diegin (4.3, 2,1) und (4. 3. 2, 2) eingesetzt, liefert die gewiinschten Gleich~
gewichts - und Randbedingungen

2
B im0 g fa28

A ewp &£ EnH

/Jr DENE M
K AK N7 - E 4, 3.2.9
S0l Ny =T fh32.9)

Fir einen linearen Verschiebungsansatz, d.h. m = 1 bei Beriicksichtigung

von (4.1.4 b bis d) lauten diese Gleichungen ausfiihrlich

3
At ZD =0 (#3.2700)

K 45 - 7 Xa3z ;Az a)
=9 /
neos (507 + 1% 07 #1740,

dies sind die 3 Kriftegleichgewichtsbedingungen

X ar .7 K a3 .Y K ar .y
IR O R Ny 9 e
_(/\‘%3: 3, Mg F3% 3 A
D%+ FIRDL #1100 ) ¢ P 0 (32.10)

dies sind 2 Momentengleichgewichtsbedingungen um —A“A und eine
*hohere’ Gleichgewichtsbedingung fiir J = 3, die nicht der Mo-

mentengleichgewichtsbedingung um die Normale entspricht
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mit den Randbedingungen

K as 2 K A3 Kax 3 ]
neo: (M Doy +M D+ M /Z)NA"é

(t/. $2.11)

Die Gleichgewichtsbedingungen (4.3, 2, 10) haben einen komplizierteren
Aufbau als dieselben entweder ausgedriicktinden Lagrangeschen Schnitt-
grofen (4.3.2.1) oder den hiufig in der Literatur benutzten Gleichge-

wichtsbedingungen bezogen auf den verformten Zustand. Sie haben jedoch

folgende Vorteile:

1. die darin auftretenden Schnittgréfen sind symmetrisch,
2. bringendie geometrische Nichtlinearitit durch die Verschiebungs -

gradienten deutlich zum Ausdruck,

3. lassen physikalische Deutung der Schnittgréfen zu,

4, sind im Sinne des Kapitels 3. 3.2 konsistent,

3, sind objektiv und erfiillen demnach die Symmetriebedingung
automatisch.

Die im Punkt 3 aufgefiihrte Deutung der Kirchhoffschen Schnittgréfien
ergibt sich aus der Definitionsgleichung (4. 3. 1.6), wie dies Fung [22]
fiir die Theorie groBer Verschiebungen bei Platten ebenfalls zeigt, Es

ist ndmlich

Schnittgrofe Komponente des
/OC/,A"':/’///? AZO//\/E:_, /\/Ai sym. Membrankrafttensors
/:/;45_1 /‘\;‘m._./l;/,; 43’0//\/’; 624 Querkrafttensors
/ﬁ AZ= J/jé AZXJQ/X x“ NAZ sym., Momententensors
/:?33 = [K* “ @//\/J = [. s Querdruckiensors

Tab. 3: Physikalische Deutung der Kirchhoffschen Schnittgrofen
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Die restlichen Schnittgréfien lagsen sich nicht physikalisch deuten. In der

Literatur wird
K
/\; LM =//’9<‘MX30//\/3 =5 (4.3.2.2)
1 1 /8
u. a. vgn Reissner [33]im Falle der linearen Theorie eingefithrt, wih-
rend anz in der Regel nicht aufttaucht, was aber im Falle eineg linearen
Verzerrungsansaizes fiir B 55 auch kongequent ist, denn nun lassen sich

auch in der Schalentheorie unter Voraussetzung eines linearen Verschiebungs-

ansatzes die konjugierten Grofen eindeutig angeben

z
£ax - w7
’,gzsz e M

* -
Fuor e i
R
fz.\s e §°

3
;Ess — L

4,3.3 Das elastische Potential diinner Schalen

Um die konstitutiven Gleichungen (4.3.1.7) angeben zu kénnen, ist die Kennt-

nis der Funktion

*) )
7. - 7 ( Er) (43.3.1)

SCH N

also des elastischen Potentials diinner Schalen erforderlich. Ausgehend vom
dreidimensionalen elastischen Potential (3, 3, 2. 14), das fiir homogenen iso-
tropen Werkstoff unter der Voraussetzung kleiner Verzerrungen gilt, laB8tsich
das Potential der Schale nach (4. 3.1, 2) ermitteln
% (f :
T %/7"‘/‘) Sar’ (4.3.32)

Werden alle im Integranden von (4. 3. 3, 2) vorkommenden Terme in Potenz-
reihen von Xsentwicke]t, aufgrund der Annahmne einer diinnen Schale Glieder

Z
nur bis (XJ) beriicksichtigt und anschliefend integriert, so erhdlt man die
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gewiinschte Funktion, Sowohl Kréitzig [65] als auch Waltersdorf
[67] geben diese Herleitung in detaillierter Form an, weshalb hier der
Vollstédndigkeit wegen nur die endgiiltige Darstellung unter Beriicksichti-

gung der in dieser Arbeit eingefiihrten Definitionen wiederholt wird.

w0 Gh [ serr, 4 A3
Fre. ﬁl.__lﬂ{K @ AQ[; - 7‘2/< 93315491;3 ‘*Zf/’(l\sr “-‘AS/(;I'S

SeH V4

+ K“”Esa £ v‘m‘]//(é\err(EAQ ,,,+/:M E,n;— +

o 5336

AorF,
*éaelm/*ﬁ< (égg,\eg«crr"é“aoéfrzr)%
ses7 B33
+/2< EAQ % ZKA\QK.?[ E ;ﬁdgé:.ssf

3 3
2 SR Sl N S N
4373 Qerv
rarg {043 Ers * fag §,3/'Z/~/<g< (o Ent

457 . AD -
§Aeé:.f7+zé< {a:

°“r‘;
Vo
&~
-

Lo bri)+ K
433 - A373
tZK 5a0 éﬁssfl’l/,( Los brs +

8373/ -
4K (%43 éf/-s * 7£A3 §r3)> *K(K

AQ/TFE E,,,v‘

o489 G
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© as . NGl .
wobel die Koeffizienten 4 sind

/;<AQ/‘F= /qA/“/_-Z 977*,&74\)“/_7 e;r_f 7_24:_2_{;0 Ae/:]fr

KAQTI:Z[BAFH 97;'_/“/[74/‘597/"4, B Arﬁa/‘#gm"( @f‘*

b 22 (/7405 r7, 349/‘7”7]

7~2p

/5/—36/"/7: 3SASB;HQF?‘4‘84,‘89/7+3/'74r8@{8§7‘
7&384252/7%79/“* 46’4789/‘%3’4747/“89;8; +

20 oz A8 rs p 7
ey 38 85/7r7/'4’8498r}7f3/é7 3 24@5'/
2633 2y 2@
s T T Y

2633 4 Y=
5 T 7-2v 8

8933 6V LAsp@
1-2v BHEy

v X

P 2(1-v)
0 42V

(4.3.3.4)
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4.4 Zusammenfassung der Ergebnisse der allgemeinen Schalentheorie

Bei den bisherigen Ableitungen wurde von der allgemeinen Approximations -
form fir die Verschiebungen (4. 1) ausgegangen, Werden jedoch nur diinne
Schalen in Betracht gezogen, wie dies bereits bei der Herleitung des Poten-
tials unterstellt wurde, so erscheint der lineare Verschiebungsansatz aus-
reichend. Aus diesem Grunde goll nur dieser weiterverfolgt und hier noch-

mals zusammenfassend dargestellt werden,

34 Unbekannte 34 Gleichungen Bemerkung
Statik 14 Schnittgréfien 6 Gleichgewichts- | exakt
Koe Nrse Kag .
/;7 , /1\7 ) 4‘7 ] bedingungen
“a3 ey K 4.3.2.10
UM ( Y
(4.3.2.10 b)
Werkstoff 14 VerzerrungsgroBfen | 14 konstitutive wenn vom Poten-
- Gleichungen tial der Form
£ g0, £ao, %40 (4.3.1.7) (4.3.3.3) ausge-
55\3) Zas, é’“ gangen wird,ap-

proximativ, da
kleine Verzerrun-

gen vorausgesetzt

werden
Kinematik 6 Verschiebungs-~ 14 kinematische exakt
grofen Gleichungen
S 4.1.10
L 4 (4.1.10)

Tab. 4: Bilanz fiir allgemeine Theorie dinner Schalen

Die weitere Reduktion der in Tab. 4 zusammengestellten Gleichungen erfolgt
nach der diblichen Verschiebungsmethode, deren Ergebnis die 6 Gleichgewichts -
bedingungen ausgedriickt in den 6 Verschiebungsgrofen ist. Dual dazu 148t sich
auch die Kraftmethode unter Verwendung der 6 Vertriglichkeitsbedingungen,

von denen 5 mit (4, 2,12) und (4. 2. 19) gegeben sind sowie 6 einzufiihrenden
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Spannungsfunktionen ableiten. Dies soll imn Rahmen dieser Arbeit nicht erfol-
gen, lediglich einige Grundgleichungen werden dazu angegeben, Auf die Her-
leitung der gemischten Methode, bei der die Gleichgewichts~ und Vertriaglich-

keitsbedingungen gleichberechtigt behandelt werden, sei ebenfalls verzichtet,

Wie in Tabelle 4 angedeutet, gilt das Werkstoffgesetz nur fir kieine Verzer-
rungen, wihrend die in den anderen beiden Gruppen auftretenden Gleichungen
exakt sind, Diese Digkrepanz war ein Grund fiir die Ableitung einer Theorie
grofler Rotationen, aber kleiner Verzerrungen und damit auch kleiner Rota-

tionsgradienten, die in allen 3 Gruppen dieselbe Approximationsstufe enthilt,
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5. Spezielle Theorie dinner Schalen ~ Theorie grofler Rotationen,

aber kleiner Verzerrungen

5.1 Vorausggetzungen und Annahmen

Gemil der Grundannahme, dafl im gesamten Schalenkontinuum nur kleine

Verzerrungen, jedoch gleichzeitig grofle Rotationen auftreten sollen, folgt

1. die Schale muf§ dinn,

2. die Rotationsgradienten miissen klein sein.

Dies 148t sich mit den spiter angegebenen Gleichungen beweisen, jedoch

auch ingenieurmiBig anhand folgender Skizze zeigen,

f,
3

STARR ROTIERTES ELEMENT fg <
R

Schalenelement im

unverformten verformten Zustand
Abb. 4: Schematische Darstellung der Rotationen am Element

Ist AR - im limes der Rotationsgradient - grof, so 148t sich aus Abb. 4
sofort ablesen, daf selbst bei dehnungsloser Verschiebung der Schalen-
mittelfldche die duBeren Fasern groflie Verzerrungen erleiden, wenn nicht
die Schale sehr diinn, d.h. eine Membran ist. Somit ist streng genommen
die Voraussetzung beider Punkte nicht notwendig, wenn unterschiedliche
Grofienordnungen von Dehn- und Biegeverzerrungen auftreten, Sind diese
jedoch von der selben Grofienordnung, missen beide Annahmen getroffen
werden.

3. Des weiterensoll angenommenwerden, dafl zwar aufgrund des linearen

Verschiebungsansatzes eine symmetrische Dickendnderung eintreten

kann, aber die Dicke im verformten Zustand konstant bleibensoll, d. h.
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der Gradient der Normalverzerrung verschwindet

ngs,A - {,fss iy=0© (57.1)
und demnach gemi8 (4, 2, 12) auch
Loy = 0 (5:7.2)

womit die zu EAB konjugierte Schnittgrofe SA Reaktionsgrofie wird
und damit sich nur dber die Definitionsgleichung (4. 3.2.12) er~-

mitteln 1461,

AuBlerdem sollen die Verzerrungen linear liber die Héhe angenom -
menwerden, denn aufgrund der Vertriglichkeitsbedingung (4. 2.18)

folgt, daB
o(5ss) = 0( ) < (%) (519

wennvorausgesetzt wird, daB die Biege~ und Dehnverzerrungen die
selbe 1Grtj(&enomﬂlnumg e, der Kriimmungstensor B§ die Grofenord-
nung = haben und der Gradient der normalen Schubverzerrung eben-
falls die GroBenordnung der Dehnverzerrungen nicht tberschreitet,
Solche Groéflenordnungsabschidtzungen wurden von John [25 b)
eingefihrt und von Koiter [25 a] nochmals diskutiert.

80 ReaktionsgroBe und kann, da sie eine Gleich-

K
Damit wird auch M
2
gewichtsgruppe darstellt, auch nur iiber die Definitionsgleichung

(4.3.1.6) ermittelt werden.

Die Annahmen 3und 4 sind nicht zwingend; eine Verschirfung der Theorie

in dieser Richtung ist ohne Schwierigkeiten moglich, wiirde jedoch keine

neuen theoretischen Erkenntnisse liefern. Auflerdem scheinen die Annah-

men 3 und 4 im Sinne einer spéteren numerischen Behandlung gerecht-

fertigt.

5,

Zusiétzlich soll der Fall untersucht werden
a) £y ™7 (574)

b) £y ®m0 (515)
Zusammen bedeuten a) und b) die Voraussetzung der Kirchhoff-
Loveschen Hypothese. In dieser Arbeitwirdder Schwerpunkt mehr

auf der Annahme a) liegen.
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Zusammenfassend kann gesagt werden:

Hs soll eine Therie dinner Schalen mit kleinen Verzerrungen und
grofien Rotationen aufgestellt werden, die der allgemeinen Schalen~
theorie des vorigen Kapitels unter Annahme der Gliltigkeit des line-

aren Verschiebungsansatzes entspricht.

5.2 Kinematische Beziehungen und Vertriglichkeitsbedingungen

Ausgehend vom linearen Verschiebungsansatz (4. 1)
U - (L u*) 4, (5.2.1)

lassen sich die Basisvektoren Qf{ (3.2.4) mit (4, 1. 4) ermitteln

Cr=D% Gr=D% H, A% =C A% (s22)

QA (‘QN“ ’/"10"‘; Xj) -/—7N
DY A (52.3)
R Ry v

Cu=

M
i

N

Nach (4. 2. 9) gilt aber auch

Ca ’9%3(/%‘ * -3)(3): CA%“3)A X
QK' P (5-2.4)

g =

Der Vergleich von (5. 2. 3) und (5, 2.4) liefert

-CA - Q/Zs gN
g JN H/v (5.2‘5)
C&A=7D{VA H’V

2

Aus (4.1.4 b) und (4.1.4 c) folgt jedoch

D= 5y U/

7
N
.s*u

4
2%

L

d.h. Dty = P%aw 7, (5.2.6)

2
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und damit auch

Con= (D%1a+ I i) A (5.2.3)

(5.2.4) wird mit (5.2.5 a/c) und (5.2, 7)

"

Co= [D%0#( 25+ 75) X A

Cu= 5.2.8
¢ .- 0% A, (52.8)

=3 >

Nach dem polaren Zerlegungssatz lassen sich die Verschiebungsgradienten
D .L,; mit (3. 2.23 a) auch darstellen

l I p#
ﬂ-i{ = R-,q/Lr{ (5'17)
Werden alle darin auftretenden Tensorkomponenten auf das Koordinatensy -
stem der Schalenmittelfliche bezogen, so ergibt sich mit (4. 1.2)

Dz = DL GEAY - w G, (;”/t

bzw. mit (2.3, 21)

Die= R, STFL (5:2.79)

mit

Fu = F?#i#ﬁ; (5.2.11)

4
wobei /“3-,\1 = R"' G der auf die Schalenmittelfliche geschiftete
Rotationstensor ist, der fiir lineare Verschiebungsgradienten D ‘./“K als un-

abhingig von x? vorausgesetzt sei, so daB

Ry Ry = Ry R = He (£2.12)

i

Aus (5,2.10) und (5. 2. 11) folgen die Verzerrungskomponenten unter Beach-

tung der Orthogonalititsbedingung (5. 2. 12) fir den Rotationstensor

FR_[ = FKL ALZ /¢i? = /QA/M 5240/‘:{ /‘f/-‘z /¢kf<

bzw. wenn die Symmetriebedingung gemis (3. 2. 22) fir Fﬂf(f und damit auch

fir FKI eingearbeitet wird

-

2E = Ry (STDY + S2DY)= 25, ASAs (52.13)
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Mit (2, 3.15) und (4. 1.4) bei linearem Verschiebungsansatz lassen sich

die kinematischen Gleichungen nun angeben

‘-
Faz = ozt X has (52.14)
Fis 7 s

wobei

2Fag=(D00 8 + % IT) R

Lo (0ad# Yla i D Do [ ) Re
Zf‘9=({374 I e + 0% /";;) Run (52.15)
2F0s=(0% 07 +95 IS) Rum

2, =Dy Q5T 5) Rum

2F, =2D% 7 Rum

VEL]

Aus (5. 2.15) folgt, daBdie ](:))NA bzw. nach (4. 1.4) die Verschiebungen gN

der Schalenmittelfliche und RNM bzw. nach (3. 2. 20)die Ro’cationswinkel«9A

des Dreibeins der Schalenmittelfliche als unabhingige kinematische
Grundvariable zu betrachten sind, widhrend die restlichen Groéflien davon
abhingig sind, z.B. (5.2.6) und fir (1)333 bzw. der Rotation um die Scha-
lennormale 63 Sonderbetrachtungen anzustellen sind. Diese sollen gleich~
zeitig mit der Voraussetzung kleiner Verzerrungen und der Annahme

eines linearen Verzerrungsverlaufes iber die Hohe (Annahme 3 und 4)
erfolgen,
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Dazu wird Gleichung (3. 2. 30) herangezogen, die fiir kleine Verzerrungen

gilt

F; :Cﬁgf zo/';.; ;? (52.76)
bzw. . .
/EKL = /"Z/¢T(K 42 = GKL +£K’L (5'2'7;)

wobel nach (2. 3. 19) und (2. 3., 15)

C = Mg \{1 /L7/q7‘/\/[ Hry 7‘/—; /JJK) (X) /3K ’IJIJ (5,245)

und demnach

(52.19
0a3 = ;,EAS
fors £
53 = "533 # 7

Mit Annahme 3 und 4 sowie den Vertriglichkeitsbedingungen (4, 2.12) und
(4.2.19) 148t sich (5. 2.19) vereinfachen zu

f/_‘s = /fAQ ~ (52.20)

womit (5.2, 14) wird

.
Fao= {,CAQ"‘X’,LAQ
Foo =2 ta3 = Las (s2.21)
b = 4

und der Zusammenhang zwischen dem Verzerrungstensor F und E fiir kleine

Verzerrungen mit (5. 2.19) und (5. 2. 20) gegeben ist.
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Nun sind auch die ;:F L der Gleichung (5.2, 15) und die Verschiebungs-

K
gradienten (5. 2. 10) im Sinne der Voraussetzung kleiner Verzerrungen zu

modifizieren., Aus (5.2.10) folgt

(5.2.22)

“oo o

und aus (5. 2,6) mit (5.2,22 b)
» N N~ N S i~ N
;D’A= {)'S/A +F3A= ('Qs./,:s)/i\*l 2
:Rﬁla 535 "’QAS/ fssla‘fF;VA

Unter Berticksichtigung von (5. 2, 16) und Vernachldssigung kleiner Terme

(5223

sowie mit Annahme 3 wird (5. 2. 23)

N

;/):z Rj/AwQ;ff/Aff’;; (&2,27

Mit {5.2.22) und (5. 2. 24) lieBen sich die Komponenten des Verzerrungs-

tensors F in Abhingigkeit von ;J)N - und damit von IgN -~ sowie von RN

A S
- und damit von GN - darstellen. Beachtenswert ist, daB in diesen Glei=-

chungen gemiB (5.2.24) nur der Gradient RN und nicht der Gradient

des gesamten Rotationstensors auftaucht. A1136|x[}dings wire bei diesem
Vorgehen nur inden Termen g‘AG fiir n=> 1 die Kleinheit der Verzerrungen
beriicksichtigt, Diese mufl jedoch auch in den Verzerrungsgroéfen der
Schalenmittelfliche selbst eingearbeitet werden, Diese lauten mit (5. 2, 23)

und (5. 2. 15)
2 so" D% Ruve ’“{);/?NA
LE 4 = {)Z\ Rz # D% Rus (5.2.25)
“D %l Ry # R Ru £

A
an Euy = D' R



L

und der Identitdtsgleichung

N
Lss = : 3 R
. s
’/Qg’@/vs/fs = /fss
Demnach sind nach (5.2,9) und (5.2, 22) die CK flir die Schalenmittel-
9
fliche
N ~ Ky
ga s {)‘o BNCR'S ’fd A

(6.2.26)

J

oy
O
"
oy
Y
>
NS
u\n
o
+
P}
@R
S—
i
2

3=§)§ N=/Q?./s’ff£/~

Die in (5.2.26) angegebene Transformation der Basisvektoren der un-
deformierten Schalenmittelfliche 148t sich im Sinne des polaren Zerle-

gungssatzes aufspalten in

1. reine Rotation
= ~
Q;\ = R K E}V
° ($:22%)
* ~
—Q3 = /Q ‘3 gN

die mit einer Krimmungsinderung, aber keiner Metrikdnderung

der Schalenmittelfliche verbunden sein kann

2. reine Verzerrung
» 7 > 3
%A“ -D..CF 7ot Ly é—z.\

(5.2.28)

0
i
olm
N x
Q}I
~
“+
0
“ %
Wl

wobel hier noch keine Einschrinkung beziiglich der GréBfenordnung

der Verzerrungen gemacht wird,

Diese Aufspaltung ist in Abbildung 5 skizziert,
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UNVERFORIMTE  SCHRLEN - VERFORIVE N
PITELEL FeHE SCHRENHITELFL. c
. N i
ROTIERTE N
SCHRLENINTTELFL. To
" e AN
Co, &, C, ROTIERTE — BRSIS VEKTOREN
o e e
(O VER ZERRIE  BRSS VEIRTOREN
(-4

VERFORITTE
SEHITENITITTEL FL.

iy,
ol
S

Abb. 5: Schematische Darstellung der Verformung der

Schalenmittelflache
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Aus Abb. 5 188t sich ablesen

C,= 3 Q = /’/—fE;/ :(:J = F} coa & Q;% W:.‘”A”g:) (6?2‘29)
Da jedoch angenommen wird, daB der Ubergang vom rotierten zum de-
formierten Dreibeindurcheinen kleinen Verzerrungszustand beschrieben
sei, d.h,

e

ET«T

folgt aus (5, 2. 29)
) * a4 % -
§S~F3/§3¢¢” ;CA/ (5.2.30)
und der Vergleich mit (5.2, 28) zeigt, daff
. A, pd _ 4 4 ,
i £ £ e = L] (5.2.31)
Ferner wird aus Abb, 5 deutlich, daf der Rotationstensor RNM eine

T'unktion des Winkels SA zwischen undeformierter und rotierter Normale

und damit unabhidngig ist von dem als klein vorausgesetzten Winkel ed
bzw. der Schubverzerrung gg In Analogie zur linearen Theorie ist es
jedoch zweckmiBig, den Verformungsvorgang zu beschreiben durch die
3 Verschiebungskomponenten '[(,)TN der Schalenmittelfliche und einem Ro-
tationstensor bzw. Rotationswinkel BA, der direkt den Zusammenhang

zwischen undeformiertem und deformiertem Normalen~ bzw. Tangenten-

vektor herstellt., Aus diesen Griinden werden folgende Transformationen

der unabhingigen Rotationsvariablen durchgefihrt
o ,(3/‘2‘(‘10/:- 4/4/\/"/5—; C/AN
-4
N K, & PN N, A an
Y A S S A A

Mitdiesenlassensichmodifizierte Rotationstensoren angeben, mit deren

(5232)

Hilfe folgende rotierte Basisvektoren, ebenfalls in Abb, 5 skizziert, an-

gegeben werden kdnnen:
1. das in C_K rotierte Dreibein, so definiert, daf _6__3 E §3 in Richtung
o
des verzerrten Normalenvektors 93 zeigt,

=5 R

—;K = /2"‘(/3”/ Fle (v2.83)
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AN
2. das in gK rotierte Dreibein, so definiert, daf 6\[\ in der Tangen=-
[}
tialebene der verformten Schalenmittelfliche zu liegen kommt,
N

-gk - R i (%) He (s:2.3%)

Mit (5. 2.32) und (3. 2, 15) lieBen sich RRK und ﬁRK ermitteln, da jedoch

eA bzw. g‘g klein sind, lassen sie sich direkt angeben. Aus (5. 2. 26),

(5.2,.27) und Abb. 5 liest man ab

_3=F§:= (/ez’ff*kﬁjﬂv (5.2.35)
é\a S CXr G = (REAES R%)A,  (s236)

und der Vergleichvon (5. 2. 33) mit (5. 2. 35) und (5. 2. 34) mit (5. 2. 36) liefert

=3 FR R 24 2
FeRy=Ruy* Ry
-7
bzw, da /c:ig ~ 7_{;:33 ~ 1
SR R o4 R -
Ry = R L, 1R (5.237)
A
und N » 3 HM
Rip = Ry +F7R (5-2.38)
Der Zusammenhang zwischen /E\{N und ﬁN folgt wiederum aus
& MaN) A(BN) 8
Abb. 5, denn es gilt auch
P C_. e
—OC-A T xas?t Zf'a <
und mit (5.2, 33)
A SN _ s
c, - (/2 ar 2FR -3)/_‘7,«« (6.2.39)
-3

Demnach gilt
N —— .
N - ~ ")
R = RUFIRYG =Ry #Z2EIRY (5.240)

(5.2.37) in (5. 2, 40) eingesetzt, ergibt die endgililtige Form

R

q

* 3 pw
'Q'A - fA 'Q‘s

zZusammenfassend gilt also

o N 3 p~;
% = R.A ) ) “/OL'AIQAS (521/1)
e _ Y 2.
)| RY = RYG £ L1RY
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~ =5 =3 DN
R = ’r‘)‘c i R

/?:(A)’~)= R’V (52.42)
"3

i
Bv]
wx
{
:
[
Xt
o

wobel fiir beide Rotationstensoren die Orthogonalitdtsbedingung gilt

R Ry = R% Ry = M., (5. 2.43)

Mit (5.2.42) und (5. 2. 22) lassen sich die Verschiebungsgradienten angeben

= RS FT+ R FE = Ry Z+2/—3/‘2’“

5299
- ferm

bzw.

ESN
a>t bk

=N ; . . N -
wenn Ig'."A oder R"%, mit anderen kinematischen Gréfien in Produktform

auftritt bzw. im Falle dehnungsloser Verformungen

s

[

N N A N 3

3=R'A03*’?3{:3
N e
-3

= R = R (5:2.45)

w X
“

Ob ob

und die Verzerrungsgroéfien der Schalenmittelfliche (5. 2. 25) ermitteln sich

mit (5. 2.44) und (5. 2. 45) unter Annahme kleiner Verzerrungen endgiiltig zu

Fao = 0% R e + D% Ry (52 46a)
o= 0% = D4R - £7 Ay,

d.b. 2 fpg = 9% Rus (5-2.468)
Loy = s (52 4be)

wihrend sich die Verzerrungen aulerhalb der Schalenmittelfliche mit (5.2.15),

(5.2.17) und (5. 2. 24) berechnen lagsen,
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Zundchst wird (5. 2. 29) und (5. 2, 22) in (5.2, 15 b) eingesetzt

o

o [(RY%ls + RUF3, )0 +RGEST Sy 47508 4
e it (RUlor RS o) I T4 RS £ R

unter Vernachlidssigung kleiner Terme, d.h, /a:: =d A , Init

(5.2,.43) und (2. 3.12) lautet diese Gleichung dann

Z ,FAQ = Ko /Q{;/A # Rus /9{2/6 5 soly f/fsa/e -2844 “BZ’QFB'BZRFA
(5:2:47)

bzw. unter Beachtung von (5. 2.42)

0Fy o= Ruo R+ Ry R Lo 2848~8”R,m BL Ry (5249

In (5.2.48) kommti der Vorteil der Definition von B¥x  zur Geltung, da da-

mit die Verzerrungsgradienten F entfallen, Die restlichen Verzer-

sela

rungsterme sind laut Voraussetzung
2 AQ /1— =0 (5'2"’9“)

Wird jedoch Annahme 3 und 4 nicht getroffen, so wiirde sich (5. 2.49 a), ohne

auf die Berechnung im einzelnen einzugehen, dndern zu

o= /QNZ(/Q //_\8?7“/2 85:)1‘(8} §+B£B§)/§,,£
(5:2.49%)

Der Vergleich von (5.2.46 b) und (5. 2.45) zeigt wiederum, daf

O(IZFAG‘) = 0(}%?—’) - O(.}%,)

und demnach E‘Ae fiir Schalen, die im Aufgangszustand nicht allzu stark ge-
2
krimmt sind bzw. da Fao mit max (lz}) multipliziert wird, auch fiir

diinne Schalen vernachldssigt werden kann.



- 83 -

Mit (5. 2.46) und (5. 2. 48) liegen die 'Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen®
unter Annahme beliebig grofer Verschiebungen, aber kleiner Verzerrungen
der Schalenmittelfliche und beliebig grofler Rotationen vor. Dabel sind nach

(4.1.486)
\?‘NA = JX + {—,jula (5.2.50)

und der vom Rotationswinkel 8 abhingige, jedoch auf die Schalenmitielfldche

geschiftete Rotationstensor (3. 2. 15)

/5'2::0/: Cm/gfﬁzﬂlé{( (//‘603/5 + %’é‘f’/vv/j,vl (f?.z.;’";'f)

wobei é :ﬁMHN
55

Nach (5.2.50) und (5. 2, 52) lieBe sich vermuten, daff die 6 unabhéngigen, kine-

(s“,ZA §2)

matischen Grundvariablen eines linearen Verschiebungsansatzes und die der

'Rotationstheorie’ folgendermafien zusammenhangen
linearer Verschiebungsansatz Rotationstheorie
a) 7k R IV
0 [
b) i — /3"’
1
Diese Zuordnung ist jedoch fir b) und N = 3 nicht richtig, denn die Rotation

um die Normale (83) und [773 gind grundsitzlich verschiedenartige Verschie-

bungsgrofen und demnach mufl [33 eine abhiéngige Variable sein, Diese Abhin-

gigkeit folgt aus der Symmetriebedingung fir F,, = Fg, und demnach aus
54
(5.2.46 a) zu
4 = » -
Dy Ryo =Pl Rua = O (52:53)
mit

Rus= Ps o/’ 4, ﬁéd (//~603/5)f Q;;'A (5/743%3/,\7_ rcfAj/

42\’0/,‘/?‘ N/A
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(5. 2.53) stellt eine Bestimmungsgleichung fur Bs dar, wenn g"

und UN
153
gegeben sind. Im Falle infinitesimaler Rotationen und Verzerrungen geht

diese in die bekannte Form iber

mit o0 B o Ry = Fug # Ea (85 0 -8 )
wird (5. 2.53)
an - {)AQ *ﬁj(é’i@ ;,Di ~&ra ‘9');9)%’(5776 ;Di ~Era f)i?) =0

unter Vernachldssigung von quadratischen Termen in den Verschiebungs-

groBen, z.B.
/’36(7/-@ 97:1 zﬁ\fﬁr/w (/L\;"*‘ ﬁj”/a)”ﬁgfoe

7
/8 Ere 07 ‘*"/5;5»'9 é/j/é 0

3

folgt daraus

3 -
Zﬁ Cre = ﬁ)é\Q 'Q@A = Joye

bzw. nach Multiplikation mit G:Ag

At 58 oo Des) = 1€ U slo-Yole) = F6° Yoly (259

Dies ist die inder Ublichen Schalentheorie kleiner Verschiebungen benutzte
Relation fiir die Rotation um die Normale, z. B, Koiter [8].

. . . 3
Die unabhingigen kinematischen Variablen sind also neben gN und BA, I1,T

oder g‘g , denn nach (5.2.45) und (4. 1. 46) gilt
~ ~ N SN -3
{).S=J3f§/=/?,3/:’£

und fir N = 3 R
7¢/;/

53 3
= R {"-3 (s.2.55)
=3 A . N "
d.h, da R 3 nur von 8~ und mit (5.2.53) von [g abhingt, kannnach(5.2.55)

entweder I1JB oder g‘s als 6. kinematische Variable gewi#hlt werden.

3
Fir den Rotationstensor gilt, unabhingig iiber die Annahme beziiglich der

3 3 : o 4
Groflenordnung von I4J bzw. (1)?3 , die Orthogonalititsbedingung (5. 2.43),
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aus der speziell fir K = L = 3 folgt

1= RY% Ry = RO Roy + Ry Ry,

e R R VR (5259

Bisher wurde von der Annahme 5

a) £4,=0 es =T

(5.2.5%)

b) Loz =0 v [, =0
noch kein Gebrauch gemacht. Demnach sind 6 Gleichgewichtsbedingungen
zugeordnet den 6 unabhiingigen kinematischen Variablen zu erwarten, Wird
(5.2.57 a) zusétzlich als geometrische Zwangsbedingung eingebaut, so ist
nach (5. 2.55) 1113 keine unabhingige Variable und demnach sind nur 5 Gleich~
gewichtsbedingungen abzuleiten. Dies soll im folgenden Kapitel geschehen;

4 N

wihrend im Falle von (5.2.57b) 3~ = 3® (IbI y aus (5.2,46 b) und somit nur

3 Gleichgewichtsbedingungen zu ermitteln wiren,

Im Kapitel 4. 2 wurde gezeigt, daB 6 Vertriglichkeitsbeziehungen fir die Ver-
zerrungen existieren, 5 dieser Gleichungen, ndmlich (4. 2.12) und (4.2, 19),
wurden in den bisherigen Ableitungen der kinematischen Beziehungen benutzt
und sind demnach nicht mehr von Interesse, Es verbleibt somif nur noch eine
Vertréglichkeitsbedingung - die in Tabelle 2 mit Gleichung 1 bezeichnete, Diege
soll hier abgeleitet werden, jedoch nicht iiber den in Kapitel 4.2 beschriebenen

Weg.

Aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitung fir den Ortsvektor zur de-

formierten Schalenmittelfldache folgt

#

&9
Lrse=Rre0= & Brre=0 (5.2.58)

nach (4.2.9) ist

[{,—):0 = gd

so daBl (5.2.58) wird

édegA)Q =0
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mit (5.2.5 a) und (5. 2. 22}
J” d, = R, F‘ A
so daf

._0,4)9=(/‘> @'EA*RA;{,: )/7qu ': N, @

mit

Rt o= Role =T RY #1707 R

s =s| _ S M M-S

’54\,@"54/@ Vonle s 7 op £
/"A/

“YragT T Re SN

und demnach unter Beachten von

se ~ M
EC op =0
die Vertraglichkeitsbedingung lautet
Pax=j aAQ N S N s -
& ECA)Q—- & /?us/QéA 7‘/?5 QFA/S)=0 (.5",2.69)
Wird in (5. 2. 59) die Voraussetzung kleiner Verzerrungen eingearbeitet, so
ergibt sich mit (5. 2,42)

entweder

(R %o #R% Filg +R%lo £3)0 (5:2¢0)

oder

Beachtenswert ist, daf8 in der Vertriglichkeitsbedingung (5. 2. 61) explizit die
¥

Verzerrungen der Schalenmittelfliche vorkommen, wihrend die Biegeverzer-

rungen ?Aa nur implizit tber die Rotationsgradienten enthalten sind und so-

mit (5, 2. 61) nicht nur eine, sondern 3 Vertriglichkeitsbedingungen darstellt.
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5.3 Statik und Materialgesetz

Die Vorgehensweise hier ist analog zu Kapitel 4. 3 unter Beriicksichtigung
von konjugierten Groflen und den speziellen Voraussetzungen in 5.1

sétzlich sei (5.2.57 a) angenommen.

VAT

5.3.1 SchnittgroBen und konstitutive Gleichungen

Die virtuelle innere potentielle Energie ist nach (3.3.2.9) mit (3.3.2.10)
e ({ 3¢ /i 5P e
ST = [T V- [ 577 S
v v
bzw. auf das Koordinatensystem der Schalenmittelfliche transformiert

s // TS AN ol = ////7;’;':’ (5277

mit
0/\/7;::[} = /Sﬁﬁ/ 55 5&/*3 (C&f&)

%
Mit (5. 2,13),

(5.2,21) ergeben sich entsprechend (4. 3.1.5) und (4.3.1.6)
die SchnittgroBen zu

M"Q / ST AL 4% Sax®

CF74 /Sdé/"{%/%sfdf
/934: /514331553/4‘}550//\/3 (5.3.1,3)

/()\5133-‘-[53356/*3

und die konstitutiven Gleichungen entsprechend (4.3.1.7)

()
FK 9 ¥ @ sew

M (53.14)
e O f
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Nun gilt
” 2Zm
_& ;fj) 72‘ 9// _(u/ aéfl] - Z /\5/ d .Qf_:{;, (5"_ 3.7 5)
Q;KM 9;2;] 8{,(,, v v ()JKM

Fiur den gewédhlten linearen Verschiebungsansatz und der Voraussetzung klei-

ner Verzerrungen folgt jedoch nach (5. 2.19) und (5. 2, 20)

Jfao

£ ,
a/c Ofu /ur )))630,1
ag
‘. (5:32.6)
9513 S
= z
J fus
so daB nach Tab. 3 und (5.3.1.5), (5.3, 1.4)
. 2 (£)
ff/oez ;Agr/\/ae: I,
° ’ Pb4e
/\;AQ: /7“49= v Vasld
! ! Ofse (53.1.%)

7

F < —-%ﬂ)
MAX: /;74? &A a
9563

o

/o\?ss . /;‘7%3 y 33
fur L33 entf4llt die konstitutive Gleichung (5.3.1.4) wegen (5. 2. 54 a), Mit
den Annahmen K., = E,, ~ 0 vereinfacht sich das Potential (4. 3. 3. 3)
um einige wenige Terme, eine Abhingigkeit der Membrankrifte von den Bie-
gedeformationen bzw. der Biegemomente von den Dehnungen bleibt jedoch
bestehen., Wird jedoch die Annahme getroffen, daf % & 1, so 148t sich das

Potential fiir sehr dianne oder im Ausgangszustand schwach gekriimmte Scha-

len vereinfacht darstellen als

H()  Gh aerr - A3 .
7 = Sk /E 577‘4% s & *bé(Aarréwtf\p/(ghg/

SCy 2 0 o8 g 3 3 T3 72

eine Form, die in der Literatur hiufig zugrunde gelegt wird. Naghdi [12],

Koiter[46], Kratzig(65] und Waltersdors (67 beschaftigen sich mit


ibbaf
Textfeld


« B89 -

dem Problem der Approximation der konstitutiven Gleichungen ausfithrlich,

5.3.2 Gleichgewichtsbedingungen und Randbedingungen

Fur den gewdhlten linearen Verschiebungs- und Verzerrungsansatz (5, 2. 21)

wird mit (5.3.1.1) und (5.3.1.7) die virtuelle innere potentielle Energie
/<) 202} Lo : .
ST ST LG 117 o o el
r(c) 46 a A o - o
ST ’///N O ae t28° ay + 1M Offaaj&/{; (s.:32.9)
£

Das virtuelle Potential der dufleren Kriafte folgt aus (4.3.2.4), (4.3.2.5) und

(3.3.2.1) mit folgenden Abkiéirzungen
PP P RIS 4 PSS
b 2T
7.7 37 _ i)‘y b
NPT (RIS RSy 7
N
Tk
4

A

7

2>

A
=7
[

J

ﬁ:

D

B

IO T = [P, MYy fdE }///\730/]-/”?] v fois

Die in (5. 3.2.1) und (5. 3. 2. 3) virtuellen Verzerrungs- und Verschiebungsgrs-
Ben lassen gich auf die unabhingigen kinematischen Variablen transformieren,

Da die virtuellen Gréen

1. klein,
2. gedacht,
3. kinematisch méglich

sein gollen, folgt zundchst aus (5.2.51) fir N=6& , K =3
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Re, %/;& (7400%)*0%/‘5 ST

und fiir virtuelle Rotationen

SRE - &% g8 S(70s)

IR T IR« ST R (5324

d. h. die virtuellen Rotationen J%r konnen durch einen Anteil des virtuellen
Rotationstensors (//2{'/3 ersetzt werden,
Aus (5. 2.45) und (4. 1.43) ergibt sich fir Fs = 1

o

‘,{)Ng = ling 7 é//v'“: /‘)N\?

und damit

Uy = Ry (5.3.2:5)
Da jedoch die Orthogonalitdtsbedingung fiir den Rotationstensor zu beachten

ist, 148t sich aus (5. 2.56) berechnen

(/53;)2: 7~ /563 ﬁes

— S50
2, - /2~3 > ~
O/\/Zgg —_Q 0/‘/‘293 (5-3\2‘6)
23
Die virtuellen Verzerrungsgrofien in (5. 3. 2. 1) lauten mit (5. 2.46) und(5.2.48)

20/'549 = /’é«/@ %A/T-f /é/vd O/Z_ 0/5/);— (6".3.2.ia)
da nach (5.2.44)

0/./?;,@ ‘()D/VVA %O//Q_NA ’?-Nem 0/‘/5»/9 —,‘VL\ 'f'O//@NA Q_Ngzo/‘(/?/vfgﬁlvl_\)zi

2 frs= R OY s+ s SR 2 By O 4 Ry o/ Ry (5:3.2:34)
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= (/5/\/9/;‘./77‘/5/\/4 /g/of/?/\;/ﬁ 7‘/'?{\:5/4 0/'5»/9 f/?fgje IRy
”5:‘7/2}9 ““5;0//5774

oF

140

O foos (Ruod T #Rus g JIR G p +( RN IS 4 R04No o] ) Do
‘/@:\r 4 7‘32/&\‘70/‘3/),72 (5.3.2.7)

Somit 146t sich die gesamte virtuelle potentielle Energie (5.3.2.1) und

(5.3.2.3) angeben.

ST =T s 7@
:////\/“9} 5. SR, 0{/0?]?’7 A D%y »
£

7‘624/?-,«/4 O//é/; +M49;(/?',\/‘90/;7—/15,./40’6”7)0//?:/[_ o+
‘/"/\7492'7/(@;/3/50/‘97 f/?,\@/e O/A,T)O/{)NF '/@Z(}/‘; "
*5;_0@5)/{)”]/0/5 -

WPt R fall - [ Ry, fﬁv/@fﬂ(f =0 |
5.32.8

. DY . . . .
Fir das mit J'/Q.; /,,— behaftete Integral wird eine partielle Integration
durchgefiihrt, wobei gleichzeitig die Symmetriebedingung fir die Schnitt-

groflen eingearbeitet wird.

- ] 1 R O R ) ARt ff 117 R SRl

(7R Rty ff (7R, 7R
F £
und mit dem GauBlschen Satz

I,w [T R Ny AR als = [ (1170 R )] s
Ny £
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Damit und mit der Symmetriebedingung fiilr die Schnitigréfen sowie (4. 1.4b)

und (5.3.2.6) wird (5.3.2.8)
ST = {/ (N R QTR # 1T R ~83072)] o Ul
QB - (MR )y ~11] Ry <P oty U

ks o TSN [ -
/// NSty 5[ 717 %% Ny «M‘]a'kw/c/s 0 (5329)
3
Abermalige partielle Integration und Anwendung des GauBschen Satzes fir

Z. // WTRYG ¢ RTRG 5 1T Rl -BES L) AU, Al

///{[(N“‘/?” w8 R 4117 B, -8 /”///L///

[ WTRG S TR 4 17 B - @4”’7// 7 f A

// NP2 QTR 1P (R, - B3 o YN oty s -
/////\/M/?'v ,Aé?/lﬁ\g +/‘7/74 2_{;/4 ‘gjfzf?/F 0/%/,\, 0/{;7

und m1t (5.3.2,6) wird (5. 3. 2.9) endgultig

A= J] [~(F7 R e 7RG < 1R —@:/;’///F + PJ G
[&R (R e £5 (@R -
/M m/q.i) SZ/ //293 0//_ »
b IR SR 12 R -85 Sy - X ot
5
177 RE Ny - RO gf (1772 Ny _/?3)/0//2;5 A5 =0
(532.10)
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Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgen die statischen

Feldgleichungen und Randbedingungen aus (5.3.2.10), da (5.3.2.4) gilt,
Dies sind demnach die

3 Kriftegleichgewichtsbedingungen

SR QTRY TR - 550@”)]17 PP (53211)
zugehorige Randbedingung

[V G &R M B s B2 SNy = N (s52m)
2 Momentengleichgewichtsbedingungen
R /’6?‘%% w//\’/’7"/5 ,‘f,)/ﬁ -M ‘f]n,?‘ij [Q“ﬁ_"é - (M“/?."A)JV~M ‘j(p (5:3.2.13)
zugehorige Randbedingungen

117 Ry RSy - RO )/v,u Fok, - f1° 28 (s3.2.04)

Werden die kovarianten Raumableitungen in (5, 3. 2. 11) und (5. 3. 2. 14} roit Hilfe
der im Anhang aufgefihrtien Formeln in kovariante Flachenableitungen umge-

schrieben, so lauten die

2 Kraftegleichgewichtsbedingungen in der Tangentialebene der Schalenmittel-

fliche, d.h. N =@
[NVRE ¢ 4TRS 4 (RSN, -82 84 4827 -85 M7, -

8 NTR # R # (Bly 183 R # 8T %) M7 [ # POt (s22.10)

1 Kriftegleichgewichtsbedingung normal zur Schalenmittelfliche, d.h. N =3
T Td 53 F B 52 55 g 33 ra
[NTER QTR 4+ (REY, + 85y 5 +8 /2.5//"! ]//7

* 85y [/V R QRS */Ei//é -8, 2% #BL R -r@j)M’T‘j} Pzp (53.2.178)
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2 Momentengleichgewichtsbedingungen um Basisvektoren der Schalenmittelfliche

R [@°R %5 -(F17 2SN, + 83 2% 1™ - 119 -
“/éi[/’gﬁjé‘i - [M/TA/Z;A)//F ~ B, RE M3 = p (s:3.2.130)

Die 5 Gleichgewichtsbedingungen (5.3.2, 11 und 13) sind

1. nichtlinear,
2. unabhéngig von den Verschiebungen der Schalenmittielfiiche,
3. nur abhéangig von den Rotationen und damit den Verschiebungs -~

gradienten, da der Einfluf der Verzerrungen der Schalenmit-

telfldche vernachldssigt wurde,

w
S

Zusammenfassung der Ergebnisse der speziellen Schalentheorie grofier

Rotationen, aber kleiner Verzerrungen

Die Bilanz fir die spezielle Schalentheorie, die im wesentlichen der allgemeinen
Schalentheorie bei linearem Verschiebungsansatz (4. 1) mit der zusitzlichen Vor-

aussetzung E3 = 0 entspricht, ist in Tabelle 5 angegeben.

3
34 Unbekannte 34 Gleichungen Bemerkung
Statik 9 Schnittgrofen § Gleichgewichisbedingungen
4o A8 00
N (5.3.2.11) o. (5.3.2.11a/b)
(5.3.2.13) 0. (5.3.2.13a) gelten bei
Werkstoff 9 Verzerrungs - 9 konstitutive Gleichungen Voraus -
irf‘)fsen ) (5.3.1.7) setzung
© 48, fﬂ@, 4 a3 kleiner
Kinematik 7 Verschiebungs - 9 kinematische Gleichungen Verzerrun-
grofien (5.2.46 a/b), (5.2.48) gen im
N ,8 ) 3
4y, é/)ﬁ )% Schalen-
raum

9 Rotationsgrofien | 9 Rotationsgleichungen

5N (5.2.51)

R ) 3 .4
2 Nebenbedingungen fur 8" u. EJ
(5.2.58), (5.2.55)

Tabelle b a: Bilanz fir spezielle Theorie dinner Schalen
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Die weitere Reduktion der in Tabelle 5 zusammengestellten Gleichungen nach
der Verschiebungsmethode, deren Ergebnis die 5 Gleichgewichtsbedingungen,
ausgedriicktin den 5 unabhédngigenkinematischen Variablen ([OJN , gA ) wiren,
ist, bedingt durch die Erfillung der Nebenbedingung (5. 2. 53), schwierig. Aus
diesem Grunde dirfte eine andere Methode (Kraft- oder gemischte Methode)
sinnvoller sein, weshalb in dieser Arbeit auch die Vertriglichkeitsbedingung
(5.2.58) angegeben wurde, die bei Anwendung der Kraftmethode zur Anwen-
dung kommt. In diesen Fillen wiirde sich die Bilanz der Tabelle 5 bel der Ki~

nematik dndern zu

Statik und 18 Unbekannte 14 Gleichungen
Werkstoff
Kinematik 4 Verschiebungsgrofien 3 kinematische Gleichungen
3 4 2
L/)/S)/ﬁ ( 5.2.48)
9 Rotationsgroéfien 9 Rotationsgleichungen
/Q“,NK (5.2.51)

3 Vertriglichkeitsbedingungen
(5.2.61)

2 Nebenbedingungen fiir 93
und rss
(5.2:53), (5.2.55)

> 31 Unbekannte 31 Gleichungen

Tabelle 5 b: Bilanz bei Beniitzung der Vertriglichkeitsbedingung

Andere Reduktions- und L.ésungsmethoden sind denkbar.

Neben der praktischen Anwendung der speziellen Schalentheorie, z.B. im
Rahmen von Beuluntersuchungen im iiberkritischen Bereich bei Annahme nicht
rotationssymmetriséher Beulfiguren, sollten folgende Probleme noch weiter

untersucht werden:

1. Weitere Ndherungen im Sinne von Koiter [46] , d.h. Einfluf der

Terme Moment mal Kriimmung indenKréftegleichgewichtsbedingungen.
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In diesem Zusammenhang ist auch der Ubergang zur nichtlinearen
Membrantheorie sowie der Theorie des dehnungslosen Verschie-

bungszustandes von Interesse

Néherungen im Sinne der flachen Schalentheorie und Ubergang zu

den Donnellschen Gleichungen [ 167.

Neben den allgemeinen Ldsungsméglichkeiten ist vor allem die L&~
sung iiber Spannungsfunktionen, wie sie von Reissner [13] fiur
den rotationssymmetrischen Fall angegeben wurde, von Bedéu-

tung.

Im Zusammenhang mit der Voraussetzung der Kirchhoff-lLoveschen

Eas ™ a3
geometrisch-statischen Analogie zu fihren.

Hypothese ( = 0) sind Untersuchungen im Sinne einer

Bei der speziellen Schalentheorie ist das Problem der Randbedin-

gungen ausfihrlicher zu diskutieren.

Statt der Annahme I __ = 0, sollte der Einflufl untersucht werden,

33
wenn ein ebener Spannungszustand (K.33 = 0) angenommen wird.
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6. Einige Sonderfille und Grenziiberginge

6.1 Kinematische Sonderfille

Die kinematischen Gleichungen waren
e AN S )
2/A9= é'ﬁ /QA,@,L?,Q/QNA =Z¢DEA@+2/~740

ZK/C.L\Q "‘/:5/*/9 w{\\/3/9 f/?nfm /2?;/@ “Zgég”gzﬁj,-@”@g /57/“43“ Z;EAQ ‘“[7/4:3)4(9

<~ . (g, 1.1)

/S«// r—~r (o B /wm/sg/s

—pr ” 2
Rk =%+ ur R
Zusammen mit (4.1.4 a) wird demnach (6. 1. 1) unter Vernachldssigung von

Produkten der Verschiebungsgroéen

20 = (T2 46) (uot buonfS )03 4 o) B 15008
= Eao Bl Yo + Cop B4 Lol = Uals + 4ol

Ausgedriickt in kovarianten Flichenableitungen

L8007 Ullg + Uolly - 28,44 ¢, (6.13)
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2 €0 2 Boo - BS (Hret&re/8) -8 (i + &y f57) 4
1o * oS S s (s + Eni 8%) & v /8 o

=B g 57 83 i 8 or 8y by 2o
-84

‘?é':‘z}(; = C(}Ta/s)l//A f‘cgm % ”2813/75{}(—)/33"28;.4/71/3

mit

mit P -
?-3 = /e{Vs
A~ N M b2
Fd 1L/ = 0/3 fé/‘f,/gﬂ"ﬁ
bzw
-
U = o /8
und
2
2/5 Cao = ?AQ ‘5) [ Zg/a/e “/;,/9/4=%/A//9 '%/(9/(_\” ZC‘DAQ
wird

/ r
175439 = é/éa//A * f/A//e fgﬂyc\)@;f 7‘@@ N [6.4.1/)

(6.1.3) und (6.1.4) sind dieselben kinematischen Beziehungen wie Koiter
[8] sie angibt, wenn die unterschiedliche Definition beziiglich des Vorzeichens

bei der Rotation «lheg um die Normale beriicksichtigt wird.

Die Schubverzerrung wird

AN
™
1

;4\3 (/:/'/‘ %/AZ))(JMM%F% gﬂj)c-é'#ﬁr+%/3/4

N
[k
1)

4

r
4,’/& 7 93,4 7‘/34 MT (6'7‘5)

eine Beziehung, die von Naghdi [12] benutzt wird.
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Der Ortsvektor der undeformierten Schalenmittelfliche sel beschrieben
mit

= P e 2 R %16
R = 7(5) Sr(e) * Z15) Roo) (e1e)

wobei g-r’ Eg’ k die Binheitsvektoren im Fall der Zylinderkoordinaten r,

9, 2 sind.
Es sel X15(9)‘ X‘__:g-), X&Ez

womit die Basisvektoren werden

r
17}
/571 - /.C:’Q
A, = o//g?y @o/@’f_/g/m,¢') (6.1.3)

Q

- &g - R ang

mit §, dem Winkel zwischen der Rotationsachse und der Schalennormalen

im undeformierten Zustand und

pl= 40 o Cn g

O/E o ... der Koeffizient
s der Bogenlédnge in
! ) |
Z= a/ga = Ok/”’”;é (("7-8) Meridianrichtung

L=l

Die nicht verschwindenden Metrik~ und Krimmungskoeffizienten sowie

Christoffelsymbole sind
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a, - r Pl Bao
2 z
My = ot /M:I :,_;({f Coopp
/1://1 = U 7
- ol
- w = L g (6.1.9)
(i7" = rol cr
o 3 P . ol - 0/9( . k
Fa 8- rop fe e ™ %
PR, sl AP )
2e %33 c/g: ﬁ

Bel rotationssymmetrischer Verformung ist der Rotationsvektor

/3 ” %4’:71 = (ﬁé‘)@
s - [ 5

/,) 7 -7 7 _
und die physikalische Komponente ﬁ z’ﬂ //},/ 'ﬂ o=

und damit der Winkel zwischen Rotationsachse und verformter Normalen wird

G- 518

Die Komponenten des Rotationstensors lassen sich angeben zu

LR P S

so dafl der Betrag

- ~7?

R, = 1 R, =0 Rg =0

R, =1 Rz /8 R = Qf;'/s (6.110)
~S.)7=ﬁ /e‘fz"d“.’”ﬁ k—sgz Cﬂ/ﬁ

und
Demnach wird
2F, =4 Loo = 297 Ry = /;,/): R/, A,
Y AR R SV a
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Erpm Gum = (1070 4% -8 43)5- R, = (7] 11%8/45)7,
* (;‘ Coogf {17y K;@;%ﬁ g/ylz, (6.2.41)

Mit den physikalischen Komponenten

(2) _ 2, )
& '0{{;/ )/’/

o

- 3. e - £
= > Lty = 0595 f_}“
und den von Reissner eingefiihrten horizontalen und vertikalen Verschiebungs -

grofen

u = Z/ C(roﬁ-fé//m o g

(6.7 72)

W= 5/’“/;1»1,@/ - 5/3) Cord

2) : @)
ag_-gma%/,,ei_@ﬁg/ . ¥ (¢-7.73)

o

Zf?z = Z{)z /?,\,.z ";Z/;/)’zz /-‘é;z +\o()i /?3&)
f-zz = (77‘ é/iz "8; %/37‘/‘:2 [a’/z//j” * (Zéjil * 8"12 %/7/532

m/7+(__§f)/ 2 U, :{ijpyo(?m//g #
ol o ° ol A
U L (-t

/o ﬁ;?* / /nﬂ)

= a(zcaa/’s’ fo(Caoﬁ/é/”))f @’)Z/(Jy ‘o(/h}mﬁ/é/(j))~¢)({,/‘27

o
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Aus

LD <y oiug - wengs
@ . (é.7.74)

U= veng +womg
folgt /0

UT = o ~tuning @ 1w omg 4 weng @

>

é/m: é/’/)aﬁp’%é/cm% ¢”-—w)cm¢ fuow;o"p’)

so daf

é;/h))#ﬁ)é/(j)z /J)Cﬂ?)p 7“0)/‘»,'”'%{
U - P = g -2 an g
und demnach
éf‘“ = /f'u_ - Hy, = o(ewz.ﬂ # de/f (a’am;d # w’am,a/vo(muﬂ/amﬁwmpy_d‘
Mit den Additionstheoremen wird
M’(Cm/% g «/an’muﬁ) = M’m(/&-&ﬁ/ = wand
/v’(f:/)n ;zfm/j # longd /314/»/5) = lu"/ywu[/&fﬁ) = af)/‘)«r»'n.é

£, =&, - 2n Coo(@-;zf) ,Dg[u’cwq; fw’/wng)]~1 (6.175)

Nz T 2 3 3
Zém‘ ‘{)7/\)&;:’0% Ezg 7‘;04/’2;3 = 0
da 2 2 2 1 2 2
‘ga'z %/'/4: L/M"‘ 11[;/ "’Frgéj‘/ =0
3 3
97, = é/“ =0

P 10 o 10 3 (471 @Y%)= 14 e
Dos P (4Pl - o - ainp
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2E, - [7+j’ (vang ,.w’/m;é)]o(ma/s t (e in 8 - cndt) con s
= oL mmﬁ # H‘/C(f%;ﬂ/.)fl)n/{ %M%/Q)’(dbﬁ) “W‘/C(/:;J (,(Ja/f*“obw;zf/w/w/)‘)

= oimm/@~,qf) + u’/)w@ - w‘cmq)

nach Reigsner Xm-’ _ZE(“) 2 h
5 52
oA
=f(~°(”m(§“¢)~'u’/m45+w’an<l>) (6.4

Die Kriimmungsinderungen ergeben sich nach (6. 1.1)

- . - o= 7 o= -
Z fﬂ@ = Rfvs /Q/-VS/A *RNA /QA&/G fnga _BA’ /?7,9‘8; 'QTA
speziell

§14 = §N1§%l1 7 817 "81}7.’5-7” = ’51’1 '5‘;/4 )‘8'1 “8: '574

Rid, =17 R34 -8 R3,+8] R,

12 3
{15‘17 = F:z ’Q_Zs EM ‘817;333 /5147‘81’ 'é-'71§14 "847 '811/571

= rfcrngom Rt omd cnfB) - ram g

>/Ay,m<£—r/)4h¢'

. £, )
WHgen 20 a LT (Am - nomd 6.1.13)
oes £ o (rnge o) (

Die Gleichungen (6.1.13), (6.1.15) bis (6, 1,17) stimmen mit denen von

Reissner [13] exakt liberein.

EM: /QNI /‘é{ls/;ﬂ +8u ~8}E]fz = Eglii/L f’é{z /?i’/z *511”55%4

7
Risly= Riy, o7} RY -8 RY 481 G,
. b} ) : ! )
w (Y, L /3 . Bl e - & e
( o )*o( oL o« i P ﬂ
s 3
s
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Foum Cafs 37 6oySet’ p ounfS [Slion/fS -ty plenfbet”

= O(((mlﬂfmm%)/é)~o(;d)¢ dgfanﬁ
= oL B o (Cerny3-)

€, ﬁl‘"dj(q’)“@“)“fﬁ)ﬂ“ﬁ"’j @178

mit

Do el Rye

)
%/J= Cmﬁ*"

&gz‘;ﬁ(@)“ﬁ”)“f)é’s

In dieser Formel ergibt sich ein Unterschied im zweiten Term zu der

von Reissner angegebenen, Wird jedoch in Analogié zur linearen Scha-

lentheorie nicht nur angenommen

‘?33 =&

sondern auch 1 e 03
o
ah é/‘ =0

so stimmen beide wiederum iberein,
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Fir die Vertréaglichkeitsbedingungen wurde ebenfalls der Grenziibergang
gemacht, Dieser fihrt wiederum auf die von Reissner [13] angegebene

Form, soll aber hier nicht mehr ausgefiihrt werden,

6.2 Statische Sonderfille

Die Gleichgewichtsbedingungen waren

[NTRG @RS (RS, BIR +BERG-8)M7,
- BENTOR # QB 4 (Rl 8ys R 1 BERY) M) +PO00 [s2)

JH R QR (Rl 7 8oy R # 85 R%) 11+
# Byg [N R+ R 4 (R3], - BERY 4 BL R —-85)/7”?/%/’33:0 (6.2.2)

Rl @RE=(M7RS)|, » 32 R, 11717 -
mlé?g//QAE.JA -«(MTA/Q‘.;)UF - &,, “"_Z rMT /73] =0 (6'»2,3)

a) Grenzibergang aus der allgemeinen Schalentheorie des Kapitels 4.

Werden (5.2.41), (5.2.42) und (5.2.21) in (4.3.2.10) eingesetzt und die Ein-
fliisse der Verzerrungen auf das Gleichgewicht vernachlissigt, so ergeben
sich (5.3.2.12) und (5. 3. 2. 14) und damit obige Gleichgewichtsbedingungen,

wenn noch beriicksichtigt wird, daB E33 = 0,

b) Grengziibergang zur Theorie I, Ordnung, d.h. Gleichgewicht am un-

In den Gleichgewichtsbedingungen kann gesetzt werden

R =d% (6.24)
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Damit wird (6,2.1) « (6.2.3)
WL, - 82 QT 4 PO 0
QM + By //\/ T & /‘77_‘\/7* P (6.2.5)

Qe ~m/v/m//]f “MP= 0

Dies sind die Gleichgewichtsbedingungen der linearen Theorie, wenn be-
ricksichtigt wird, daf dort tblicherweise die unsymmetrischen Membran-
schnittgrofen eingefilhrt werden, vgl., Naghdi [12]:

7@

N w87 M

X;?/@//f ‘8;(;?7/7‘/36*0
QY + By N7 p3=g (¢.2.¢)
77U, - Q0 4 11° -0

An dieser Stelle sei vermerkt, dal Koiter [46] zeigte, warum in den

Kraftegleichgewichtsbedingungen im Falle gleich groBer Gréfenordnungen

der Membran- und Biegeverzerrungskomponenten Terme BA MYIA

(Krimmung mal Moment) vernachlidssigt werden kénnen.

c) Ubergang zu den Gleichgewichtsbedingungen flir Rotationsschalen

Re¢ sner [13] behandelte Fall,

Furdiesen Fall sind mit (6. 1.6) ~ (6. 1. 9) die differential ~geometrischen
Grundgréfien und mit (6. 1. 10) der Rotationstensor gegeben.

Die Gleichgewichtsbedingung (6.2.1) ist fir X* = @ identisch erfillt

(Gleichgewicht in Breitenkreisrichtung).

Die Gleichgewichtsbedingung in Meridianrichtung (X® = g) wird unter Be-

achtung von

NP N = /‘7"Zs/‘7“=y Qe 0 (é,.z.»'l)
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und der Vernachlidssigung von Terme Kriimmung mal Moment

(V7R + QTR - B MRS +67RY) 4 PH 20 (525

mit
ra 52 7A 52 T 8852 2 T4 5
R VTR T NTR s AR,
- 252y 252 [t Vo o, e
WERRL) e N R (T2275) w172 MR,
analog

(@R, = (@°7)+ 2R (1), 252,
BEN TR BN,
“8i TR, =87 a0 R
lauten die Gleichgewichtsbedingungen in Meridianrichtung
(R (@R s NP R (7927 ) s @R 10 27%)

I N TRy NP R B - Q282 RY 40

Mit den physikalischen Schnittgrsfen

NO= N H, = N p? M M
N NEH, = N2 P1Ce fg" (6.2.9)
Q- 02@3@%( PEL P

und dem Rotationstensor (6.1, 10) wird diese Gleichung
A }) (0 ; )' N ) e
) + A o4 I e
d,_c/& z 13/ ¢ ! rmﬁfZ..A/oZCaﬁp’,i/ »

o ] ) 5 . 1 P
< [ = 2t Q -NM 2 ol 4 §
/r ng # d/og“m/S o «Lam/l Jg%ggCaﬁ%j‘?nO
Nach Multiplikation mit ra und Differentiation wird dies
/”//Vfam/{/)-,t Nfo(m/omp' - ATy a3 # ¢ r(é?m;nﬁ/)f
;c?olomﬂwng > 4%@,/3 ,@’_ Neo/(m}zj + rk PF =0
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Nun ist

r)a ol et
(r NEers )~ Widarng cns8 41 (. NierS) (o)

und

d.h. diese Gleichgewichtsbedingung geht tber in

(r NP )1 NEvninR gt s (r@np) ¥ Qren3 - N U g »rd P
(6.2.71)

Die Gleichgewichtsbedingung in Normalenrichtung unter Vernachlassigung

der Terme Krimmung mal Moment wird

(/V R ”‘(’?7’/?;)//7;- 7 Spx //Vm":\ji; # (Q%i) + Pi=0

N ) ) |
h (Nm/z‘s")//w(Nd/@‘xz)’*/ll/\/‘l/?i #a NRY,
@Rl - (245) a2 )

8o (WO R #QTRE) = B N Ry 5By (W4T » & R)

Ausgedriickt in physikalischen Schnittgrsfen und dem Rotationstensor (6. 1. 10)

lautet diese nun
- »NF/MMﬂ )- Nf/)m /’LC@ —fJ‘)mNe . oéﬁ’)(/vfémk +¢7/"*‘//3
(J‘ (st ) K ind gy & ¢

7‘/0%—? (gw))+026_25m/3/%4 C&D}ﬁf%’/ 7‘/33:0

Nach Multiplikation mit sl , ausdifferenzieren und Anwendung von (6. 2, 10)

wird dies

- (r/\/%m/%))_ /\/f/cmﬁ ¢’f{ré?anﬁ/ic?r/m% ¢)»/Vgo(/m;d 2P0
(6212)
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Unter Berucksichtigung der Additionstheoreme und

b2
wird (8. 2. 11)
//"/\/f/%amfcm¢ + i @/MM;&]»//\/;[/JW,@ g -
RN /o4m¢']q'>)+ (r 0}’[/94‘%&) coa g ~ Caaq')/\)w»gi/ #
+ IAC?[C(/\)EISC(DQX + e 45/.)4%@'] q')) —Neo(Ca:);& #V‘o(/':)grO
mit

(w\/s“’)mq; PN o § = (7 Nicnd)
(/"Nf}ﬂ”n@flﬂ/\/r<fﬁ)§(§ (l"/\/f/)wnd))

lautet diese nun

(6.2.13)

o g (V‘Nf@a@)umﬂg{ //NF/M}n(jS)i/M‘ng’ ré?cpmcjj))%

) -
1lng (/”G?/M%gﬁ) N eng +rd PY=0 (6.2.74)
und (6. 2, 12) wird

- (V/ij,[:wn df(m;z - Cmémm,z]~ /V/v?/ang’i o pf #
* AW@/JW;;]@’ 7‘/”6?/’/2@ pCng anan4"%g/M
~/r c?///gmgs o ~Cn m¢]4>’~/\/""o(mm¢ # rd 7 =0

mit (6, 2. 13) lautet diese nun

~ang /V/VFOWQS))f Am¢/w\/fancﬁ) 'y mp/w@m@))«%
# /.)4'4/1.@'(% 62/)4%&5)'w /\/90(/)4%}25 2rd P30 (GHZ;’S’)
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(6.2.14) und (8. 2. 15) verkniipft mit (6.2, 14) x cos $ + (6.2.15) x sin ¢

liefert

(r Mia§) v [ Q) - Nl srd(Pleng + Ploin g) =0 (6214
und (6.2.14) x sin ¢ - (6.2.15) x cos ¢ liefert

(r NS sﬁ))“ (v Q@ocﬁ)’+rd(ﬁfovm¢ “Peng)=0 b1

(6.2.16) und (6.2.17) sind genau die selben Gleichgewichtsbedingungen,
wievon Reissner [13] angegeben, wenndie unterschiedliche Definition

der Querkraft @ berilcksichtigt wird.

C\/Nf

4 r

2

Definition der Schnittkrifte Q, Ng

Reissner [ 13] in dieser Arbeit

Aufgrund der Ableitung der Gleichungen (6.2.16) und (6. 2. 17) folgt:

Die von Reissner [13] angegebenen Kréaftegleichgewichtsbedingungen
unterscheiden sich von den in dieser Arbeit abgeleiteten durch Terme
Moment mal Krimmung, die jedoch nach Koiter [46] sicherlich ver-
nachlassigbar sind, wenn die Biege- und Dehnverzerrungen die selbe
GroBenordnung aufweisen. Aus diesem Grund sollen die bei Reissner
[13] nicht auftretenden Terme hier nicht in ausfihrlicher physikalischer

Form angegeben werden, der Hinweis auf (6.2.1) und (6. 2. 2) mag genlgen.

Die Momentengleichgewichtsbedingung (6. 2. 3) ist fur € = 1 (Momeni um

Meridiantangente) erfiillt und liefert MQ = MQ(F), Fitr 0 = 2 (Moment um

>
Breitenkreistangente) ergibt sich
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Ry [adﬁfd - (Mm'@a)//r; +BERY MM -
_/2 /QA/Q.;’ (Mﬁoqa’ ” 8;;1/22 /\////4 /\7] 0

mit
- (17 R )y =~/M“/??A) T MR T MR
=M1 RL ) T MR - ’/“;M“ PR 4

(MR - () R (1T

lautet die Momentengleichgewichtsbedingung

Ro (@R =(11°R2) - 11 R! 2V 20h)- MRS
7"85 /?:?zMJL Mj ij /Zi M/Ma/e‘z}*/v/”kl,(/“z’;?&
)b B B 1] <0

und ausgedriickt in physikalischen Schnittgré8en und mit (6. 1. 10)

Ca:)ﬁ/ﬂ(g ((/bﬁ - ( Cyb/ﬁ} »7)’0/3%/"( cng » <2 "() C//D/J;t
fog)/‘),,)n/’s Mfugy_ /oitg/é/- @m/, fﬂfj mhﬁ)%(%%%{% "

fme/fm M8, B en R ME-119] - g
el g * £ /3

)
e Ca’)%/-.(:‘.? n /3 - (/70%35) ,_,;'gf(ﬂbﬁ cong fr;/(‘_?ecﬂ;d »
1B - L] A @ o 1 (2520

M5 C /‘7 /"7F g M) e 0
A oS cong 4 g eS8 ’
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o @ (M) ansfs . 115 cngt - (15 0im/3) s
oL K2 re oL

A o . @) @
+ L1 congs & -/ w3~ L1 =
m( o mﬂ e /)Wzﬁ’/wnﬂ Z Cm/) fo_zfj o, o

mit pl e %Cwﬁ
Q rot = MEr M5 4 219% Cona (g 18) et [ 11%fS -
- 1@ oin,B) =0
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Dieg ist wiederum die von Reissner [13]angegebene Momentengleich-
gewichtsbedingung, wenn der Einfluff der Verzerrungen sowie die dufere

Momentenbelastung ™ vernachlissigt wird.


ibbaf
Textfeld


~ 113 -

7. Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden zwei geometrisch nichtlineare Schalentheorien
aus der dreidimensionalen Klastizititstheorie kleiner Verzerrungen ab-
geleitet. Wobei die allgemeine Schalentheorie des Kapitels 4 fiir beliebig
dicke Schalen gilt und mil dem Kirchhoffschen Schnittkrafttensor sowie
den Verschiebungsgradienten als unabhingige kinematische Variable ar~
beitet. Demgegeniiber wurde in Kapitel 5 eine spezielle Theorie dinner
Schalen angegeben, die neben dem Kirchhoffschen Schuittkrafttensor im
wesentlichen mit den Rotationen des auf der Schalenmittelfliche definier -
ten Dreibeins arbeitet. Besonderer Augenmerkwurde neben der konsisten-
ten Ableitung der Theorien auf eindeutige differential - geometrische .
Beschreibung der Zustdnde vor und nach der Deformation gelegt, Alle
Feldgleichungen und die in ihnen auftretenden Tensorkomponenten sind

auf den bekannten undeformierten Zustand bezogen.
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Kovariante Raumableifung eines Tensors erster und zweiter Stufe auf der

. 3
Schalenmittelflache (X~ = 0) und der Zusammenhang mit der kovarianten

7+l 2T wr T e T AT
TWs #7277 7N =73

7 %s

#

72/2: 7;3//2_/»“22- 73
—— . -.-”' PR
/3/5 = /3//5 "/Jf /77"

B Tensor zweiter Stufe

7“‘9/5 - TAQ//: " /'“;:, 7“‘*’%/‘; 73 T 7'Ae/é- Hﬁcy&vngzex'ﬂ.wq
7~\?9/): - 7—39//5‘/_/_;’, 7*776?7L /«zi 7_33 739//; = 7-7(1’)@/4_
PO Ty L T ST

- e - —-\? ——n

Tnols = Taofe = az 730 -/ ox a3

- . - 3 -

73@/; = /39//2—“/—@5/79 /s /33
~3

Zg/t = 753”5' /us [ /~3

b

N
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M

flir gemischte Tensorkomponenten lassen sich analoge Formeln angeben, z. B,

7 3 $ -7 - -3 - 2
7-'3/5 = T»g//; ‘/L/;-” / 3 "‘/ 75 7—;/-' Ve /72 7"";//2 = 7—-3)}:
Ausdriicklich sei vermerkt, wenn nicht alle 9 Komponenten eines zweistufigen
Tengors definiert sind, z.B. Schnittkrafttensoren, so sind diese Formeln ent-

sprechend anzuwenden, z.B.
i) R 2 R
W\ e ra)l, - (R 4 e R

36 ; ;
da N nicht definiert, weil N7 ein Flidchentensor ist.
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