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Zusammenfassung

Auf dem Gebiet der partitionierten Analysetechniken fir die numerische Simulation gekoppel-
ter Problemstellungen haben sich in den letzten Jahren in vielen Anwendungsbereichen immer
intensivere Forschungsaktivitéten entwickelt. Diese Entwicklung ist begriindet in den generel-
len Vorteilen gegentiber simultanen, monolithischen Berechnungsansétzen. Partitionierte LO-
sungsverfahren erlauben die unabhéngige Modellierung, Diskretisierung und Lésung der ein-
zelnen Teilfelder, eine modulare Software-Struktur, sowie eine Reduktion des Berechnungs-
und Speicheraufwands und eine parallele Datenverarbeitung durch die Zerlegung des Gesamt-
systems in einfacher zu behandelnde Teilsysteme.

In der vorliegenden Arbeit werden Ansétze zur partitionierten Losung gekoppelter, dynami-
scher Systeme untersucht, und zwar vor allem im Hinblick auf die Eignung fir die geometrisch
nichtlineare Strukturdynamik und fur die transiente Interaktion von instationéren, inkompressi-
blen Stromungen mit flexiblen Strukturen bel grof3en Strukturdeformationen. Dazu werden
zunéchst die in unterschiedlichen Disziplinen entwickelten Formulierungen in einem termino-
logisch mdglichst einheitlichen Rahmen zusammengestellt, und im Sinne einer klassifizieren-
den Ubersicht gegliedert. Es wird hierbei nach der Art der rdumlichen Partitionierung und
der in den Tellfeldern eingesetzten Zeitintegrationsverfahren sowie nach der Kopplungsstrate-
gie unterschieden, da diese Kriterien von fundamentaler Bedeutung fir Konstruktion und nu-
merische Eigenschaften der einzelnen partitionierten Ldsungsmethoden sind.

Fir die Klasse nichtliberlappend partitionierter Dirichlet-Neumann-L ésungsansétze, die zur
Simulation der Zielanwendungen besonders geeignet erscheinen, werden des weiteren einfach
und iterativ gestaffelte, d.h. algorithmisch schwach und stark koppelnde Strategien eingehend
theoretisch und numerisch untersucht und verglichen. Es wird gezeigt, dal3 einfach gestaffelte
Verfahren zwar vom Aufwand her ginstig und bei entsprechender Formulierung auch hinrei-
chend genau, aber dafir grundsétzlich schwach instabil sind. Als Ursache hierfir konnen eine
inhdrente Verletzung der zugrundeliegenden Bilanzgleichungen fur Masse und Energie auf-
grund mangelnder kinematischer Kontinuitdt am Kopplungsrand identifiziert werden, im Fall
der Fluid-Struktur-Interaktion mit inkompressiblen Strdmungen noch verstéarkt durch den ,, Ar-
tificial Added Mass'-Effekt. Als zweckméfdigste Stabilisierungsmoglichkeit hat sich die Ein-
fuhrung von Iterationen Uber die Teilfelder in jedem Zeitschritt erwiesen, aso der Einsatz
von iterativ gestaffelten Verfahren. Diese werden auf klassische Gebietszerlegungsmethoden
(iterative Substrukturmethoden) zurtickgefuihrt, wodurch Konvergenzaussagen abgeleitet, so-
wie effiziente, robuste und anwenderfreundliche konvergenzbeschleunigende Ansétze ent-
wickelt werden konnten. Insbesondere werden hierzu das Gradientenverfahren und die Aitken-
Methode vorgeschlagen. Eine Reihe von numerischen Anwendungsbeispielen demonstriert
schliefdlich die spezifische Anwendbarkeit und Leistungsfahigkeit der untersuchten partitio-
nierten Losungsmethoden.



Abstract

The area of partitioned analysis techniques for the numerical simulation of coupled systems
has experienced increasingly intense research efforts in many areas of application over the
last few years. This is due to a series of advantages over simultaneous, monolithic solution
methods. Partitioned solution approaches alow the independent use of suitable modelling,
discretization and solution methods for the individual subsystems, a modular and parallel soft-
ware architecture, as well as the reduction of the numerical solution and memory efforts by
decomposing the fully coupled system into subsystems which are easier to handle separately.

The present report studies methods for the partitioned solution of coupled dynamical systems,
particularly with regard to geometrically nonlinear structural dynamics and the transient inter-
action of instationary, incompressible flows with flexible structures featuring large deforma-
tions. Formulations developed in different scientific disciplines are compiled within a unified
framework and classifying survey. They are differentiated according to the type of spacia
partitioning, the time integration methods used in the subsystems, and the coupling strategy,
as these criteria are of fundamental relevance for construction and numerical properties of
the specific partitioned schemes.

Within the class of non-overlapping Dirichlet-Neumann methods, which are especially suitable
for the simulation of the problemsin mind, simple staggered and iterative staggered coupling
strategies, i.e. coupling strategies leading to algorithmically loose and strong coupling, respec-
tively, are further investigated and compared theoretically and numerically. It is shown that
simple staggered schemes are numerically cheap and — if formulated appropriately — suffi-
ciently accurate, yet they are in principle weakly unstable. This weak instability is caused
by their inherent violation of the basic balance equations for mass and energy due to a lack
of kinematic continuity at the interface between adjacent subsystems, and amplified by the
"artificial added mass’-effect in the case of fluid structure interaction with incompressible
flows. Iterations over the subsystems, i.e. iterative staggered schemes, have proven to be the
most advisable stabilization technique. These techniques are traced back to classical domain
decomposition methods (iterative substructuring methods). By this means it has become pos-
sible to derive convergence statements, and to develop efficient, robust and user-friendly con-
vergence acceleration schemes. In particular, the application of the gradient method and Ait-
ken’s method are proposed. Finally, a series of nhumerical examples demonstrates the specific
applicability and effectiveness of the analyzed partitioned solution approaches.
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1  Einleitung

1.1 Motivation und Einfihrung

Mit zunehmender Leistungsfahigkeit moderner Computer und Berechnungsmethoden wird die
numerische Simulation von immer grofderen und immer komplexeren Systemen maglich. Wur-
den fruher in der Regel nur kleinere Teilbereiche modelliert und jewells separat berechnet,
oder aber grofe Systeme solange vereinfacht (Linearisierung, Weglassen von Details, quasista-
tische Berechnungen dynamischer Vorgange, usw.), bis sie mit einer einfachen Berechnungs-
methode bei begrenzten Ressourcen analysiert werden konnten, so geht mittlerweile der Trend
zur moglichst vollstéandigen Simulation komplexer Gesamtsysteme mit al ihren Nah- und Fern-
wirkungen. Diese Entwicklung stellt ganz neue Herausforderungen an Hard- und Software,
Algorithmen und Analysemethoden.

Eine dieser Herausforderungen betrifft die Frage, auf welche Art und Weise Systeme, die aus
einzelnen, aneinandergekoppelten Komponenten oder Teilfeldern mit u.U. stark unterschiedli-
chen Eigenschaften bestehen, sinnvoll und effizient modelliert und berechnet werden kénnen.
Zienkiewicz & Taylor (2000a) geben inihrem Standardwerk zur Methode der Finiten Elemente
fUr solche gekoppelten Probleme die folgende, recht algemeingultige Definition an:

Coupled systems and formulations are those applicable to multiple domains and dependent

variables which usually (but not always) describe different physical phenomena and in which

(@) neither domain can be solved while separated from the other;

(b) neither set of dependent variables can be explicitly eliminated at the differential equation
level.

Unter diesen Oberbegriff lassen sich auch die im Rahmen der vorliegenden Arbeit behandelten
oberflachengekoppelten Problemstellungen aus den Bereichen der Strukturdynamik und der
Fluid-Struktur-Interaktion (FSI) einordnen. So interagieren in physikalischen Mehrfeldsyste-
men, wie der hier betrachteten transienten Wechselwirkung von strémenden Fluiden mit flexi-
blen Strukturen, Teilfelder mit unterschiedlichen physikalischen und dynamischen Eigenschaf-
ten, die vollig unterschiedliche Anforderungen an die numerischen Berechnungsmethoden
stellen. Fragestellungen dieser Art sind in vielen technischen Disziplinen von Relevanz. Bau-
ingenieurspezifische Beispiele sind die Belastung diinnwandiger Tankbehalter durch schwap-
pende Flissigkeiten unter dynamischer Erregung etwa aufgrund von Erdbeben, winderregte
Schwingungen von Bricken oder Kuhlturmschaen, Offshore-Bauwerke; aber auch die Aero-
elastizitat, d.h. die Wechselwirkung von Luftstrémungen und Flugzeugen, oder biomechani-
sche Aufgabenstellungen wie Blutstromungen in flexiblen Gefél3en sind klassische FSI-Pro-
bleme. Andererseits konnen auch in physikalischen Einfeldproblemen wie der reinen
Strukturdynamik einzelne Teilbereiche aufgrund von Geometrie oder Material unterschiedliche
dynamische Charakteristika aufwei sen — man denke hier bei spiel sweise an das Eintreiben eines
Nagels aus hochfestem Stahl in ein Aluminiumblech —, so dal3 die Unterteilung des Systems



in sogenannte algorithmische Teilfelder (,computational fields*) sinnvoll sein kann, in denen
dann jeweils optimal angepaldte Modellierungs- und Diskretisierungsmethoden eingesetzt wer-
den kénnen.

Zur Modellierung und Losung solcher gekoppelter Problemstellungen gibt es nun prinzipiell
drei mogliche Ansétze (Felippa et al. (1998)):

1

Die simultane Ldsung, bei der das gekoppelte Gesamtsystem mit sémtlichen physikalischen
und algorithmischen Feldern a's rechnerische Einheit in einem monolithischen Modellie-
rungsansatz formuliert und gelost wird. In diesem Ansatz werden samtliche Interaktions-
effekte zwischen den abhangigen Gleichungen direkt beriicksichtigt.

Die partitionierte Losung, bei der die einzelnen Tellfelder getrennt voneinander jedes fiir
sich modelliert und numerisch gelést werden, wéhrend die Interaktionseffekte in Form
von statischen und/oder kinematischen Grof3en, die al's Kopplungsrandbedingungen am ge-
meinsamen | nterface zwischen den einzelnen Komponenten fungieren, berticksichtigt wer-
den. Fur die notwendige Kommunikation zwischen den Teilfeldern werden Préadiktor-, Sub-
stituierungs- und Synchronisationstechniken eingesetzt.

Die Feldelimination, bei der auf Differentialgleichungsebene bereits die Feldgrofien eines
Feldes eliminiert und in die Gleichungen des anderen Feldes eingesetzt werden, welches
dann numerisch geldst wird. Dieser Ansatz ist jedoch auf relativ einfache, lineare Problem-
stellungen beschrankt, die in obiger Definition nach Zienkiewicz & Taylor bereits ausge-
schlossen sind. In einer frihen Arbeit Uber die Losung komplexer, gekoppelter Probleme
haben Park & Felippa (1983) die Feldelimination sogar a's,,a poor strategy that eventually
leads to a computational horror show for more general problems® beurteilt. Aus diesen
Grinden wird die Feldelimination hier nicht weiter in Betracht gezogen.

Die grundsétzlichen, grof3en Vorteile partitionierter Losungsansétze gegeniiber der simultanen,
monolithischen Ldsung des gekoppelten Gesamtsystems sind leicht einzusehen. Die meisten
Vorteile fallen umso stérker ins Gewicht, je komplexer die Problemstellungen sind.

Unabhéngige Modellierung, Diskretisierung und Lésung: Partitionierte Ldsungsverfahren
ermaoglichen den unabhangigen Einsatz von M odellierungsansatzen, Diskretisierungstechni-
ken in Raum und Zeit, sowie Ldsungsverfahren, die auf die jeweiligen Anforderungen und
speziellen Charakteristikader Teilfelder optimal angepaldt sind. Die Teilgebiete konnen sogar
von unterschiedlichen Arbeitsgruppen und mit denjeweilsgewohnten und ausgetesteten Ver-
fahren (,, Customizing”) modelliert werden.

Software-Modularitat: Mit partitionierten Losungsansétzen kdnnen die grof3en programm-
technischen Schwierigkeiten umgangen werden, die eine Vereinigung von Simul ationswerk-
zeugen verschiedener physikalischer Disziplinen innerhalb eines geschl ossenen, monolithi-
schen Programmsystems mit sich bringt. Durch den inhdrent modularen Aufbau einer
partitionierten Programmstruktur kénnen Software-Bausteine, diefur diejeweiligen Teilfel-
der optimal geeignet sind und die mdglicherwei se von getrennten Expertenteams hergestel It
werden, je nach Bedarf modular integriert werden. Daaul3er der normal erwei se routinemaldig
maoglichen Vorgabe von Kraft- und Verschiebungswerten am Kopplungsrand prinzipiell



keine weiteren Modifikationen der Einzelfeld-Software erforderlich sind, ist sogar der Ein-
satz von (kommerziellen) Programmpaketen mdglich, die nur einen limitierten oder gar kei-
nen Eingriff in den Programmcode erlauben. Auch der Austausch einzelner Programmkom-
ponenten bei Versions-Updates oder zum Einbau neuer Funktionalitéten fur die Einzelfelder
ist ohne grofRen Aufwand mdglich.

e Problemgrofie: Das Aufsplitten in Partitionen reduziert die Grofe der zu [6senden Glei-
chungssysteme und birgt somit ein Potential fur die Reduktion von numerischem Lésungs-
und Speicheraufwand. Dieser Gedankeliegt auch den mittlerweileweit verbreiteten Gebiets-
zerlegungsmethoden zugrunde.

e Kondition der Koeffizientenmatrizen: Die Koeffizienten der Systemgleichungen der einzel-
nen Felder kénnen um Grolenordnungen unterschiedlich sein, was bel einer simultanen L6-
sungsstrategie zu extrem schlecht konditionierten Gesamtgleichungssystemen fihren kann.
Bei partitionierten Strategien tritt diese Problematik nicht auf, wovon insbesondere iterative
Gleichungsl6ser sehr stark profitieren.

e Parallelisierung: Die partitionierte Systemformulierung ist prinzipiell direkt geeignet zur
parallelen Berechnung, da jede der Partitionen nach Austausch der entsprechenden Kopp-
lungsrandbedingungen auf einem elgenen Prozessor gel 6st werden kann (,, inter-field paral-
lelism*, Piperno et al. (1995)). Zudem kann jede einzel ne Partition fur sich wiederum parall el
gelost werden (,,intra-field paralelism®), z.B. mit Gebietszerlegungsmethoden. Auch dies
wird durch die modulare, partitionierte Fomulierung erleichtert, daftr die einzelnen Teilfel-
der bestehende, parallele Software direkt eingesetzt werden kann.

Diesen positiven Eigenschaften partitionierter Losungsansédtze stehen jedoch auch Nachteile
gegenlber. Das gravierendste Problem ist, dal3 diese Verfahren, abhangig von der jeweiligen
Implementierung und Problemstellung, haufig Stabilitétsprobleme und Genauigkeitsreduktio-
nen von teilweise katastrophalen Ausmal3en zeigen. Eine Vererbung der Stabilitéts- und Ge-
nauigkeitseigenschaften der in den einzelnen Teilfeldern verwendeten Diskretisierungsverfah-
ren auf die partitionierte Losung des gekoppelten Gesamtsystems ist nicht ohne weliteres
gewdhrleistet. So sind bestimmte partitionierte L sungsverfahren nur bedingt stabil oder sogar
unbedingt schwach instabil und nur von erster Ordnung genau, obwohl die Zeitintegrationsver-
fahren in den Teilfeldern unbedingt stabil und von zweiter oder noch héherer Ordnung genau
sind.

Daraus ist erkennbar, dal3 der Einsatz von partitionierten Methoden eine sorgféltige und pro-
blemkl assenabhéangige Formulierung und Implementierung erfordert. Erreicht man jedoch aus-
reichende Stabilitdts- und Genauigkeitseigenschaften, so stellen partitionierte Ldsungsansatze
ein aulerst flexibles und leistungsféhiges Werkzeug zur Simulation gekoppelter Problemstel-
lungen dar. Die Untersuchung und Verbesserung solcher Ansétze im Hinblick auf ihre numeri-
schen Eigenschaften und ihre Einsetzbarkeit ist daher ein Kernpunkt dieser Forschungsarbeit.



1.2 Zielsetzungen der Arbeit

Die vorliegende Dissertation stellt nach derjenigen von Wolfgang A. Wall (1999) die zweite
Arbeit am Institut fr Baustatik zur Losung gekoppelter Problemstellungen dar. In jener Vor-
gangerarbeit lag der Schwerpunkt auf der Entwicklung einer stabilisierten Finite-Elemente-
Formulierung zur Simulation von instationéren, inkompressiblen Stromungen auf bewegten
Gebieten, sowie ihrer Einbettung in ein partitioniertes L 6sungskonzept fur die Fluid-Struktur-
Interaktion. Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt hingegen auf der Untersuchung von ver-
schiedenen, aus der Literatur bekannten partitionierten Ldsungsansétzen und der Entwicklung
moglichst robuster, effizienter und zuverlassiger Kopplungsalgorithmen fir die partitionierte
Analyse der einleitend beschriebenen dynamischen Problemstellungen.

Es ist hierzu von besonderem Interesse, die in unterschiedlichsten Disziplinen entwickelten
Formulierungen in einem terminologisch moglichst einheitlichen Rahmen zusammenzustellen,
im Sinne einer klassifizierenden Ubersicht zu gliedern, und Aussagen zu ihren numerischen
Eigenschaften und ihrer Einsetzbarkeit flr spezifische Problemklassen zu treffen. Dazu werden
die Verfahren insbesondere hinsichtlich der Kriterien Stabilitdt, Genauigkeit, Robustheit und
Aufwand untersucht werden, wobel teils analytische, teils numerische Untersuchungen zur
Anwendung kommen. In diesem Zusammenhang wird der Frage der Eignung fur die Zielan-
wendungen dieser Arbeit, namlich der geometrisch nichtlinearen Strukturdynamik und der
Interaktion von flexiblen Strukturen mit instationéren, inkompressiblen Stromungen bel grof3en
Strukturdeformationen, grof3es Gewicht beigemessen.

Basierend auf den dabel gewonnenen Erkenntnissen wird weiterhin ein robustes und effizientes
iteratives Substrukturverfahren zur partitionierten Losung solcher Problemstellungen vorge-
stellt und analysiert, das im Rahmen dieser Forschungsarbeit aus der Synthese von ingenieur-
wissenschaftlich gepragten, iterativ gestaffelten Partitionierungsansdtzen mit klassischen Ge-
bietszerlegungsmethoden und iterativen Lésungsverfahren entwickelt wurde.

Zur numerischen Untersuchung der verschiedenen partitionierten L 6sungsansédtze und zur Veri-
fikation der getroffenen Aussagen Uber deren Eigenschaften und Einsetzbarkeit anhand von
numerischen Beispielen wurden ausgewahlte Verfahren in das Finite-Elemente-Programmsy-
stem CARAT (Computer Aided Research and Analysis Tool) des Instituts fur Baustatik imple-
mentiert. Dazu muldte die von W. A. Wall geschaffene Mehrfeldumgebung zur Analyse von
Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen konsequent erweitert, sowie die entsprechende Pro-
grammlogik auf die partitionierte Losung rein strukturdynamischer Systeme Ubertragen wer-
den. Insbesondere war die (Weiter-)Entwicklung von Routinen zur algorithmischen Steuerung
der einfach gestaffelten und iterativen Verfahren, zur Organisation des Datenaustauschs zwi-
schen den Teilfeldern sowie zur zeitlichen Synchronisation der Teilfeldlésungen erforderlich.

1.3 Ubersicht

Im folgenden wird eine kapitelweise Ubersicht tiber den Aufbau dieser Dissertationsschrift
gegeben.



In Kapitel 2 wird auf die Modelle und Diskretisierungsverfahren sowie deren kontinuums-
mechanische Grundlagen eingegangen, die zur numerischen Simulation der hier behandelten
Problemstellungen verwendet werden.

Kapitel 3 erlautert und klassifiziert grundsétzliche Konzepte und Strategien fur die partitio-
nierte Losung gekoppelter Systeme und schildert deren historische Entwicklung. Desweiteren
wird auf spezifische Anforderungen an partitionierte L 6sungsverfahren eingegangen, mit deren
Hilfe im weiteren Verlauf der Arbeit die verschiedenen Verfahren beurteilt werden.

Das folgende Kapitel 4 gibt einen Uberblick tber Gebietszerlegungsmethoden in einer zur
ubrigen Arbeit konformen Nomenklatur, wobel insbesondere auf die Formulierung der in dieser
Arbeit eingesetzten iterativen Substrukturverfahren sowie auf deren Anwendung auf die L6-
sung nichtlinearer, zeitabhangiger Problemstellungen eingegangen wird. Diese Ausfuhrungen
sollten vor dem Hintergrund verstanden werden, dal3 am Institut fir Baustatik bis dato noch
keine Erfahrungen zu Theorie und Numerik von Gebietszerlegungsverfahren existierten; sie
sind daher von eher einfihrendem und Uberblicksartigem Charakter.

In den Kapiteln 5 und 6 werden dann ausgewahlte partitionierte Lésungsverfahren, die fir
die Losung von strukturdynamischen und FSI-Problemen prinzipiell geeignet erscheinen, im
Detail vorgestellt und theoretisch sowie anhand einfacher Modellbeispiele analysiert. Dabel
handelt es sich sowohl um Verfahren, die aus der Literatur bereits bekannt sind, als auch um
die im Rahmen dieser Arbeit weiterentwickelten Ansétze. Es werden algorithmische und die
Implementierung betreffende Aspekte sowie numerische Eigenschaften diskutiert.

Die numerische Anwendung der erlauterten Verfahren auf komplexere Strukturdynamik- und
Fluid-Struktur-Interaktionsbeispiele erfolgt anschlief3end in Kapitel 7. Damit sollen die Eigen-
schaften der vorgestellten partitionierten Verfahren demonstriert und die zuvor getroffenen
Aussagen hinsichtlich Stabilitéat, Genauigkeit, Robustheit, Aufwand und Einsetzbarkeit nume-
risch verifiziert werden.

Die Arbeit schliefdt dann in Kapitel 8 mit einigen zusammenfassenden Schluf3folgerungen und
grundsétzlichen Bewertungen, sowie einem Ausblick auf zukiinftige Forschungsmaoglichkeiten
auf dem behandelten Gebiet. Im Anhang finden sich letztendlich noch einige Ausfihrungen
zu programmtechnischen und algorithmischen Aspekten, sowie zu lterationsverfahren und ih-
ren numerischen Eigenschaften, deren Kenntnis zum vertieften Verstandnis der Arbeit notwen-
dig sind.



2  Modédlbildung und Diskretisierungsverfahren

Fur die numerische Simulation physikalischer Problemstellungen miissen diese mit geeigneten
mechani sch-mathematischen M odellen abgebildet werden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
sind dies insbesondere die nichtlineare Strukturdynamik und die Dynamik inkompressibler,
viskoser Stromungen. In diesem Kapitel sollen die eingesetzten Modelle anhand ihrer grundle-
genden kontinuumsmechanischen Gleichungen sowie deren numerischer Behandlung erlautert
werden. Dadie Stabilitéts- und K onvergenzeigenschaften der partitionierten Ldsungsverfahren,
wie im Verlauf dieser Arbeit gezeigt werden wird, von den mathematisch-physikalischen Ei-
genschaften der modellierten (Tell-)Systeme und der zu ihrer Modellierung verwendeten Glei-
chungen nicht zu trennen sind, ist eine Kenntnis dieser Eigenschaften zur weiteren Beurteilung
der Verfahren unverzichtbar. Dasselbe gilt auch fur die verwendeten Diskretisierungsverfahren
in der Zeit. Die Diskretisierung im Raum hat dagegen nur hinsichtlich der programmtechni-
schen Methodik, welche Kopplungsinformationen auf welche Art und Weise vom einen zum
anderen Teilgebiet Ubertragen werden, einen Einflu® auf die Kopplungsalgorithmen.

Im folgenden werden in knapper Form nur die zum weiteren Verstandnis erforderlichen Grund-
lagen in einer mit den folgenden K apiteln konformen Nomenklatur bereitgestellt. Fur ein tiefer-
greifendes Studium der kontinuumsmechani schen Hintergrtinde und Diskretisierungsmethoden
wird einerseits auf die hier am Institut fir Baustatik entstandenen Vorgangerarbeiten verwiesen,
insbesondere auf die Dissertationen von Kuhl (1996) zur Strukturdynamik sowie von Wall
(1999) zur Fluid-Struktur-Interaktion, andererseits auch auf die einschldgigen Fachblcher. Zu
empfehlen sind u.a. zur Kontinuumsmechanik: Altenbach & Altenbach (1994), Holzapfel
(2000), Marsden & Hughes (1983), Stein & Barthold (1996); zur Fluiddynamik und der nume-
rischen Behandlung von Stromungen: Cuvelier et a. (1986), Ferziger & Peric (1997), Fletcher
(1991), Gresho & Sani (1998), Gunzburger (1989), Warsi (1993); schliefdlich grundsétzlich
zur Methode der Finiten Elemente und zu den Zeitintegrationsverfahren: Argyris & Mlegnek
(19883, b, c), Hughes (1987), Zienkiewicz & Taylor (20004, b, ¢). Die folgenden Ausfihrungen
basieren auf diesen Werken.

2.1  Strukturdynamik

2.1.1 Modellwahl

In den hier behandelten Problemstellungen mul3 das Strukturmodell prinzipiell in der Lage
sein, grol3e Deformationen abzubilden. Dabel wird von der Annahme ausgegangen, dal3 nur
kleine, elastische Verzerrungen auftreten, da hauptséchlich dinnwandige Strukturen betrachtet
werden. Weiterhin soll die Beschrankung auf ein homogenes, isotropes Kontinuum mit linear
elastischem Saint Venant-Kirchhoff Materialmodell gelten. Somit wird als adéquates Struktur-
modell die geometrisch nichtlineare, materiell lineare Elastodynamik gewahlt.

Zur Beschreibung der Bewegung der Struktur im Raum wird im Rahmen dieser Arbeit eine
Lagrange-Formulierung (bezeichnet nach Joseph Louis Lagrange (1736-1813)), auch materi-



elle oder referenzbezogene Betrachtungsweise genannt, verwendet. Der Beobachter bewegt
sich dabel mit dem Materiepunkt mit und mif3t zu jedem Zeitpunkt die L age des Materiepunktes
im Raum und dessen momentane Eigenschaften, d.h. die sogenannte M omentankonfiguration.
Die deformierte Momentankonfiguration wird durch Bezug auf eine Referenzkonfiguration
beschrieben. In der hier verwendeten totalen Lagrange-Formulierung wird als Referenzkonfi-
guration die undeformierte Ausgangslage zur Zeit t = t; gewahlt. Diese Betrachtungsweise
hat sich in der Festkdrpermechanik allgemein durchgesetzt, u.a. wegen Vorteillen gegentber
der Eulerschen (raumlichen) Darstellungsweise bei der Beschreibung von Gebietsréndern.

2.1.2 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen der Elastodynamik

Differentialgeometrie und Kinematik

Mit dem Begriff der Kinematik werden die Beziehungen zwischen den geometrischen Grofien
bezeichnet, mit denen ein Kontinuum beschrieben wird. In der Differentialgeometrie werden
geometrische Eigenschaften von Punktmengen mit Hilfe der Differential- und Integralrechnung
untersucht. Ein kontinuierlicher Korper & im dreidimensionalen Euklidschen Vektorraum wird
dazu al's geschlossene Menge von materiellen Korperpunkten aufgefaldt. Diese Materiepunkte
werden zu jeder Zeit t € R mit Hilfe einer Abbildung x:

xi: B x R — i3 (2.1)

auf Raumpunkte im R abgebildet. Fir seinen Ortsvektor x im raumfesten, von den orthonor-
mierten Vektoren e aufgespannten, kartesischen Koordinatensystem gilt

x=x g i=1 2 3 (2.2)
mit den Lagrange-Koordinaten x. Im folgenden werden alle GroRen, die sich auf die durch
At (t € RJ ) gegebene Momentankonfiguration beziehen, mit einem Querbalken (-) gekenn-
zeichnet, im Gegensatz zu Grofien in der durch y;  (t = t,) gegebenen Referenzkonfiguration.

Die Differenz zwischen den Ortsvektoren der Momentan- und Referenzkonfiguration wird
as Verschiebungsfeld d = x — x bezeichnet (Bild 2.1).

Der materielle Deformationsgradient F ist als lineare Abbildung eines vektoriellen Linienele-
mentes der Referenzkonfiguration dx auf das entsprechende Linienelement der Momentankon-
figuration dx definiert.

Momentan-
konfiguration
(A Raumgebiet)

Referenz-
konfiguration
(A Materialgebiet)

Bild 2.1: Konfigurationen und kontinuumsmechanische Gebiete fir die Strukturmechanik
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| bezeichnet den zweistufigen Einheitstensor. Als Verzerrungsmall ist der auf den gesamten
Bewegungsvorgang bezogene Deformationsgradient allerdings wegen seiner Unsymmetrie,
Richtungsabhéngigkeit und Starrkorperanteile ungeeignet. Daher wird hier der Green-La-
grange-Verzerrungstensor E a's Verzerrungsmal gewahlt, der ein symmetrischer, richtungs-
unabhangiger und von Starrkorperanteilen befreiter Tensor 2. Stufe ist. Er definiert sich Gber
die Differenz der Quadrate der Linienelemente dsund dsder Momentan- und Referenzkonfigu-
ration:

ds? —ds? = dx-dx —dx -dx =dx - FT-F-dx — dx - dx =

2.4
=dx-(FT-F—1)-dx=:dx-2E - dx 24)
Daraus folgt also fur den Green-Lagrange-Verzerrungstensor
1
E=3(FT-F—1] (2.5)

Unter Verwendung der Definition des Deformationsgradienten (2.3) 1813t er sich auch als nicht-
lineare Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung schreiben.

E = %(Vd + (vd)" + (va)" - Vd) (2.6)

Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor liefert eine vollsténdige Beschreibung des Deforma-
tionsvorganges und ist somit auch fir grof3e Verzerrungen geeignet. Mit ihm ist die kinemati-
sche Feldgleichung der Elastodynamik gegeben.

Impulsbilanz und Spannungsmalie

Die lokale Impulshilanz ist die dynamische Feldgleichung der Elastodynamik, mit der die
inneren, die &uleren und die Tragheitskréfte eines sich bewegenden Systems miteinander ins
Gleichgewicht gebracht werden. Weitere Bilanzgleichungen, z.B. fur Drall, Masse oder Ener-
gie, werden in dieser Arbeit fur die Strukturdynamik nicht weiter herangezogen, ihre Herlei-
tung wird daher hier nicht erlautert.

Mit dem verallgemeinerten 2. Newtonschen Grundgesetz wird zunéchst die globale Impuls-
bilanz aufgestellt. Diese besagt, dai die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses bei der Defor-
mation eines Korpers gleich der Summe aller auf den Korper und dessen Oberflache einwirken-
den Kréfte ist.

%Jpsdd.@s=jtdfs+ fpsbdQS 2.7)
Qs Is Qs

Hierin bezeichnen Q5 und I's = 924 das Volumen und die Oberflache des undeformierten
Korpers, p° die Dichte im undeformierten Ausgangszustand, t den auf das Oberfléchenele-
ment dI’g bezogenen Kraft- bzw. Spannungsvektor und b den eingepragten Volumenkraftvek-
tor pro Masseneinheit, jeweils bezogen auf die Referenzkonfiguration. Mit der Notation Df /Dt



bzw. f wird die materielle Zeitableitung, d.h. die Differenziation einer (skalaren, physikali-
schen) Eigenschaft f eines Materieteilchens nach der Zeit bezeichnet. In der Lagrangeschen
(=materiellen) Betrachtungsweise entspricht dies der partiellen Ableitung of/at. Der Index
Swird hier und in der Folge verwendet, um strukturspezifische Groféen zu bezeichnen, und
somit Verwechslungen mit den spater eingefuhrten fluidspezifischen Grof3en zu vermeiden.

Entsprechend dem Cauchy-Theorem t = ¢ - mkann der Spannungsvektor t in die Spannungs-
komponenten in die Normalenrichtungen (mit Einheitsnormalenvektor n) aufgespalten wer-
den. Der hierin auftretende symmetrische Cauchy-Spannungstensor o ist vollstandig (Kraft
und Flachenelement) auf die Momentankonfiguration bezogen und stellt daher die physikali-
schen, ,wahren® Spannungen dar. Er héngt nach der Beziehung

P:=detFo-FT (2.8)

mit dem 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P (PK1) zusammen, der die momentane Kraft
auf ein Flachenelement der Referenzkonfiguration bezieht. Dessen Unsymmetrie fuhrt jedoch
zu Nachteilen bei der Aufstellung von Material gesetzen, daher wird er meist, so auch in dieser
Arbeit, durch den symmetrischen 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S (PK2) ersetzt. Dieser
bezieht nun Kraft und Flache auf die Referenzkonfiguration, ist das zum Green-Lagrange-Ver-
zerrungstensor energetisch konjugierte Spannungsmal3 und wird daher letztendlich fur die For-
mulierung von Finiten Elementen verwendet.

S:=Fl-P=dstFF1-¢g-F°T (2.9)
Somit kénnen PK2 und Cauchy-Spannungstensor Uber eine Ruckwartstransformation (,, pull
back®, Gl. (2.9)) bzw. Vorwértstransformation (,, push forward“, Gl. (2.10)) ineinander Cber-
fuhrt werden.

_ 1 gl T
0=Gg F-SF (2.10)

Der Integrand des Oberflachenintegralsin (2.7) wird nun mit (2.10) und dem Cauchy-Theorem,
weiterhin mit der Nanson-Formel m dl's = detF F “T.n dI'g sowie unter Berticksichtigung
der Forderung, dal3 die resultierende Kraft auf ein Fl&chenelement unabhangig von der Bezugs-
konfiguration sein soll (df =t dI'g = t dI'g9 umformuliert.

_detF £ g T E-T. —F.S.
= EF S F-F T ndig=F S ndy

Durch Anwendung des Gauf3schen Integral satzes (Divergenztheorem, Gl. (A.1)) auf Gleichung
(2.7) wird das Oberflachenintegral dann in ein Volumenintegral umgewandelt.

(2.11)

D%Jpsddgs= [(V-(F'S)+psb)d.(25 (2.12)
&5 @s

Da(2.12) fur beliebige Gebiete £2 5 gelten mul3, fol gt daraus schliefdlich dielokale Impulshilanz,
auch 1. Cauchysche Bewegungsgleichung genannt.



pSd=V-(F-S)+p°b inQgx (0,7 (2.13)

Konstitutive Beziehungen

Die konstitutiven Gleichungen setzen die geometrischen und die statischen bzw. dynamischen
Feldgleichungen Uber das Materialgesetz miteinander in Beziehung. Im Rahmen dieser Arbeit
sind dies der Green-Lagrange-Verzerrungstensor und der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor,
die mit dem Saint Venant-Kirchhoff-Materialgesetz verknipft werden.

Fir die somit zu betrachtende Greensche El astizitét wird die Existenz einer spezifischen Verzer-
rungs- oder Formanderungsarbeit W, ,(E) postuliert, die bezliglich des PK2 eine Potential funk-
tion darstellt. Durch den Vergleich ihrer Zeitableitung

a\Ni nt. g
—g 1 E (2.14)

mit der inneren Spannungsleistung Wint = S: E erhdlt man die konstitutive Beziehung

Wint =

_ aWint
S= oE

(2.15)

in der algemeinen Form. Die Linearisierung dieser Spannungs-Dehnungs-Beziehung und die
Beschrankung auf homogene, isotrope, linear elastische Materialien fuhrt weiter auf

S=AStrE | + 2u5E + 0| E|) (2.16)

mit den Lamé-Konstanten A5 und xS Unter Vernachlassigung der Terme hdherer Ordnung
folgt dann die konstitutive Gleichung des Saint Venant-Kirchhoff-Materials

S=C:E=AStUEIl +2u°5E (2.17)

mit dem vierstufigen Material- bzw. Elastizittstensor C. Anstelle der Lamé-Konstanten sind
in der Ingenieurliteratur die ElastizitdtsmaRe Elastizitdtsmodul ES und Poisson- bzw. Quer-
dehnzahl v gebrauchlicher. Lamé-Konstanten und Elastizitétsmalie kénnen durch

15— ES »S s___ES 2.18
1405 (1= 29 Y (218)

ineinander Uberfihrt werden. Das Saint Venant-Kirchhoff-Materialgesetz ist aufgrund der voll-
sténdigen, nichtlinearen Dehnungsbeschreibung mittels des Green-Lagrange-Verzerrungsten-
sorsfur grof3e Verschiebungen geeignet, aber wegen der obigen Linearisierung und Vernéachlas-
sigung von Termen hoherer Ordnung nur fur kleine Verzerrungen.

Anfangs-Randwer tproblem der nichtlinearen Elastodynamik

Basierend auf den bisher hergel eiteten Beziehungen kann nun dasin Bild 2.2 zusammenfassend
dargestellte Anfangs-Randwertproblem der nichtlinearen Elastodynamik in der lokalen, d.h.
starken Form aufgestel It werden. Eswird gebildet durch die Kopplung der dynamischen (2.13),
der kinematischen (2.5) bzw. (2.6) und der konstitutiven Feldgleichungen (2.17), und stellt
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e Dynamik — 1. Cauchysche Bewegungsgleichung

pSd=V:-(F-S)+p°b inQgx(0,7T) (2.19)
e Kinematik — Green-Lagrange-Verzerrungen
_ et . 121 T L
E=Z(FT-F-1)= 2(Vd + (V)" + (Vd) Vd) (2.20)
e Material — Konstitutive Gleichung (Saint Venant-Kirchhoff-Material)
S=C:E=AStEI +2uSE (2.21)

e Anfangsbedingungen

d=dy; d=d, in Qg furt=0 (2.22)
e Dirichlet-Randbedingungen

d=d auf I'y x (0,T) (2.23)
e Neumann-Randbedingungen

t=1t auf I'y x (0,T) (2.24)

Bild 2.2: Anfangs-Randwertproblem der nichtlinearen Elastodynamik — starke Form

ein nichtlineares System partieller, hyperbolischer Differentialgleichungen dar, das durch An-
fangs- und Randbedingungen erganzt wird.

Anfangsbedingungen sind das Verschiebungsfeld d, sowie das Geschwindigkeitsfeld do auf
dem gesamten Strukturgebiet €5 zum Anfangszeitpunkt t = 0.

Die Berandung des Gebietes I'g = 042 g setzt sich zusammen aus den Dirichlet-Randbereichen
I'y mit vorgeschriebenen Verschiebungen d und aus den Neumann-Randbereichen I'; mit vor-
geschriebenen Spannungen t.

Is=T4UT, [4NTy=0 (2.25)

Die auf dem Dirichlet-Rand vorgeschriebenen Randbedingungen werden as geometrische,
wesentliche oder auch Dirichlet-Randbedingungen bezeichnet, digjenigen auf dem Neumann-
Rand dagegen als statische, nattrliche oder auch Neumann-Randbedingungen.

Schwache Form

Die L 6sung dieses Anfangs-Randwertproblems mit Finiten Elementen erfordert dessen Formu-
lierung in der schwachen Form. Dies bedeutet die Darstellung der Gleichungen in einer Inte-
gralform, wodurch bestimmte Gleichungen nicht mehr punktweise, sondern nur noch im Inte-
gral, also schwach erfullt werden. Ein zweiter Grund fur die Bezeichnung al's schwache Form
liegt in den in dieser Darstellung schwéacheren Differenzierbarkeitsanforderungen an die L6-
sungsfunktionen. Die Herleitung der schwachen Form kann auf verschiedene Arten geschehen.
Im folgenden wird sie in aller Kiirze durch das mechanisch motivierte Prinzip der virtuellen
Arbeit dargestellt. Zu dessen Hintergrund, sowie zu alternativen Methoden wie Energie- oder
Variationsprinzipien wird auf die Literatur verwiesen (z.B. Argyris & Mlegnek (1988, b, c),
Hughes (1987), Zienkiewicz & Taylor (20003, b, c)).
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Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt, dal? die Summe der bei einer virtuellen Verschiebung
eines Systems von den &uf¥eren und den inneren Kraften geleisteten Arbeit verschwindet. Die
virtuellen Verschiebungen entsprechen den Variationen des Verschiebungsvektors 6d und sind
infinitesimal klein, kinematisch zul&ssig, aber ansonsten beliebig. Mit der aus ihnen abgeleite-
ten Variation des Green-Lagrange-Verzerrungstensors oE folgt die schwache Form des An-
fangs-Randwertproblems der geometrisch nichtlinearen Elastodynamik aus der Integral darstel-
lung der Bewegungsgleichung und der Neumann-Randbedingungen.

jpsd-éddQS+ [(SE:SdQS= ff-éddl"s+ Ipsb-éddQs (2.26)

Qs Qs I's Qs
Die Ubrigen Gleichungen des Anfangs-Randwertproblems — Kinematik- und Materialglei-
chung, sowie Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen (s. Bild 2.2) — bleiben weiterhin in
der starken Form bestehen.

Bemerkung 2.1: Eine alternative Art der Herleitung einer schwachen Form ist die eher mathe-
matisch orientierte M ethode der gewichteten Residuen, die bei der in Abschnitt 2.2.3 darge-
stellten Diskretisierung der stromungsdynamischen Gle chungen eingesetzt wird. Die oben
im Prinzip der virtuellen Arbeit a's virtuelle Ver schiebungen bezeichneten Grofien od ent-
sprechen in diesem Zusammenhang den Testfunktionen, mit denen die Residuen der Bilanz-
gleichungen gewichtet werden.

2.1.3 Raumdiskretisierung

Die numerische L dsung des Anfangs-Randwertproblems der nichtlinearen Elastodynamik wird
im Rahmen der vorliegenden Arbeit in einem sequentiellen Diskretisierungskonzept mittels
der Methode der Finiten Elemente (FEM) im Raum und mit den im néachsten Abschnitt bespro-
chenen Diskretisierungsverfahren in der Zeit vorgenommen. Dabei konnte beziglich der
Raum- (und Zeit-)diskretisierung auf eine Reihe von Vorarbeiten und auf ein bereits weit ent-
wickeltes FEM-Programmpaket (CARAT) mit verschiedensten, modular einsetzbaren Ele-
mentformulierungen und Zeitintegrationsalgorithmen zurtickgegriffen werden. Dieses mulite
lediglich noch hinsichtlich der partitionierten Behandlung strukturdynamischer Probleme in
einigen Punkten modifiziert und erganzt werden. In diesem Abschnitt werden daher lediglich
die Grundzige der verwendeten Finiten Elemente skizziert und spezifische Literaturhinweise
gegeben, ansonsten wird auf die einschlagigen Lehrblcher zur FEM verwiesen.

Die raumliche Diskretisierung der schwachen Form in Gleichung (2.26) mit der FEM ist durch
die Approximation (O der kontinuierlichen Funktionen fir die Verschiebungen d und fir
die virtuellen Verschiebungen od durch die diskreten Knotenverschiebungswerte d; und auf
Elementebene formulierte Ansatzfunktionen N, (jeweils fur den Knoten i) gegeben.

d = dh = Nidi ; 6d = (3dh = Niédi ; d = dh = Nidi ; Usw. (227)
Bemerkung 2.2: Zur Vereinfachung der Notation werden die Bezeichnungen d, d und d fir

die kontinuierlichen Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen im fol-
genden auch fir die entsprechenden diskreten Knotenwerte verwendet.
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Um den in vielen Féllen auftretenden spezifischen Problemen solcher reiner Verschiebungsfor-
mulierungen zu begegnen, dies sind insbesondere kiinstliche Versteifungseffekte (,, Locking*),
wurde im Laufe der Jahre eine Reihe von Konzepten entwickelt, wie etwa die reduzierte Inte-
gration, die hybride Spannungsmethode, die Methode der erweiterten Verzerrungen (,, Enhan-
ced Assumed Strain“ — EAS) oder die Methode der angenommenen Verzerrungen (,, Assumed
Natural Srain® — ANS). Die meisten dieser Verfahren gehen dabei nicht von der schwachen
Form (2.26) aus, sondern basieren auf gemischten Funktionalen oder Mehrfeldfunktionalen.
Diewichtigsten Vertreter solcher Funktionale sind das Prinzip von Hu-Washizu und das Prinzip
von Hellinger-Reissner. Eine zusammenfassende Behandlung dieser Thematik fir Scheiben-,
Platten- und Schalenelemente findet sich in Hauf3er (1996); fir den speziellen Fall von Schalen-
formulierungen wird auf Braun (1995) und Bischoff (1999) verwiesen.

In der vorliegenden Arbeit werden fir die numerischen Beispiele sowohl Scheiben- als auch
Schalenelemente eingesetzt. Es werden die folgenden Elemente empfohlen und verwendet:
voll integrierte neunknotige Verschiebungselemente, reduziert integrierte achtknotige Verschie-
bungsel emente und entsprechende gemischte bzw. hybrid-gemischte Elemente, wie EAS- oder
ANS-Elemente. Als Schalenelemente kommen zwei unterschiedliche Formulierungen zum
Einsatz: Ein degeneriertes Schalenmodell mit 5 Parametern nach Ramm (1976) und eine drei-
dimensionale Schalenformulierung mit 7 Parametern nach Bichter & Ramm (1992) bzw. Bi-
schoff (1999).

Unabhangig von der Wahl einer der oben angesprochenen speziellen Diskretisierungsvarianten
fuhrt die Diskretisierung des Anfangs-Randwertproblems im Raum auf ein semidiskretes Sy-
stem nichtlinearer, agebraischer Gleichungen fur die gesamte Struktur, das sich in der folgen-
den Matrixdarstellung schreiben 1&(3t.

M3 + fi(d) = feq (2.28)

In dieser semidiskreten Bewegungsgleichung bezeichnet MS die Massenmatrix, f;(d) den
verschiebungsabhangigen Vektor der inneren Krafte und fo4 den externen Lastvektor. Haufig
wird sie durch einen viskosen Dampfungsterm DSd auf der linken Gleichungsseite erganzt,
um eine Systemdampfung zu beschreiben. Bel den numerischen Untersuchungen in dieser
Arbeit wurde jedoch (bis auf einen ausnahmsweisen Testfall) stets ohne viskose Strukturdamp-
fung gerechnet, um zu verhindern, dal3 eventuell auftretende algorithmische Stabilitétspro-
bleme aus der Losung herausgedampft und somit mdglicherweise gar nicht erkannt werden
konnten. Daher wird der Dampfungsterm in den folgenden Darstellungen in der Regel wegge-
lassen. Fir lineare Systeme kann man (2.28) auch schreiben als

M3 + K = feq (2.29)
mit der Steifigkeitsmatrix KS: = of, /0d. Somit liegt ein System gewdhnlicher Differential-

gleichungen zweiter Ordnung mit Anfangs- und Randbedingungen entsprechend den in
Bild 2.2 angegebenen Gleichungen vor.
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2.1.4 Zetdiskretisierung

Die numerische Integration der semidiskreten Bewegungsgleichung erfordert zunéchst die Dis-
kretisierung in der Zeit. Dazu wird die Integrationszeit [ty, T] in ny = (T — t9) /At &quiva-
lente Zeitintervalle [t", t"*1] bzw. Zeitschritte At = t"*1 — t" zerlegt, mit t" = t, + nAt
und n € [0, ny]. Desweiteren werden sogenannte Zeitintegrationsansétze formuliert, die dazu
dienen, Zusammenhange zwischen den kinematischen Grofen herzustellen und so den Varia-
blensatz aus Verschiebungen d, Geschwindigkeiten d und Beschleunigungen d auf nur eine
dieser drei Grof3en zu reduzieren. Die wohl populérsten Zeitintegrationsanséatze stammen von
Newmark (1959), sie lauten fur die Verschiebungen und Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt
t"*1 as Funktion der Beschleunigungen zur Zeit t"+1

= d 4 At dn + AE (- 28)d + 2+

2
. . ) . (2.30)
d*l = d" + At ((1—-y)d" + yd"+?)

bzw. so umgeformt, dai? sich die Verschiebungen d"*! as primére Unbekannte ergeben:

g+l = L(dn+1 _ dn) _ V_ﬁdn _ V_ZﬂAt gn

o ﬁlfﬂzﬂ o
dn+l:ﬂA_1t2<dn+l_dn)_ﬁi.ltdn_ 2'3 gn

Uber die als Newmark-Parameter bezeichneten Konstanten 5 und y aus R ist eine ganze
Familie von Zeitintegrationsverfahren definiert, deren numerische Eigenschaften mit diesen
Parametern gezielt gesteuert werden konnen.

Bevor im folgenden die in dieser Arbeit verwendeten Verfahren erlautert werden, wird zur
Begriffsklarung ein kurzer Einschub tber numerische Eigenschaften von Zeitintegrationsver-
fahren vorangestellt. Eine ausfuhrliche Diskussion zu dieser Thematik findet sich in Kuhl
(1996), desweiteren werden zum vertieften Studium die Bucher von Argyris & Mlgnek
(1988c), Hughes (1987) sowie Deuflhard & Bornemann (1994) empfohlen.

Numerische Eigenschaften von Zeitintegrationsverfahren
e Sabilitatsbegriffe

Ein Zeitintegrationsverfahren wird als stabil bezeichnet, wenn die ermittelte L 6sung der Bewe-
gungsgleichung eines frei schwingenden, dynamischen Systems nicht mit fortschreitender Be-
rechnungsdauer Uber alle Grenzen anwéchst, oder mit anderen Worten: wenn eine endlich
kleine Storung in der Losung fur alle Zeit endlich klein (beschrénkt) bleibt. Gilt diese Be-
schranktheit der Losung nur fur einen Zeitschritt, der kleiner als ein kritischer Zeitschritt Atq
ist, so ist das Verfahren bedingt stabil, bel nicht limitierter Zeitschrittgrof3e ist es unbedingt
stabil. Als mathematisches Kriterium zur Beurteilung der Stabilitdt wird fur lineare Systeme
meist die spektrale Sabilitét verwendet. Diese basiert auf dem Spektralradius p«(®) der Ver-
grofRerungsmatrix @ (,amplification matrix‘), welcher as deren betragsmaldig grofdter Eigen-
wert /lj(di) definiert ist.
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ol ®) ;= 'max{ | 4(@) \} (2.32)
j=1.n

Fur @ gilt dabei: d"*1 = @ d". Der Spektralradius darf fur Stabilitét nicht groRer as eins
sein. Damit ergeben sich folgende Stabilitatsaussagen:

o®)<1 V 4Aate Rt — unbedingt spektral stabil (2.33)
p(®@) =1 V At<Ate € RY —  bedingt spektral stabil (2.34)
(@) <1 —  asymptotisch stabil (A—stabil)  (2.35)

Fr nichtlineare Systeme muf auf eln anderes Kriterium tibergegangen werden, da die spektrale
Stabilitét auf einer modalen Analyse des dynamischen Systems und auf dem Superpositions-
prinzip beruht, wasim Nichtlinearen nicht mehr gultig ist. Ferner wird in zahlreichen Veroffent-
lichungen gezeigt, dal3 viele Zeitintegrationsalgorithmen, die in der linearen Dynamik unbe-
dingt (spektral) stabil sind, diese unbedingte Stabilitdt im nichtlinearen Fall verlieren. Ein
fur die nichtlineare Dynamik geeignetes Stabilitatskriterium basiert auf einer Energiebilanz.
Es besagt, dal3 ein Verfahren dann energetisch stabil ist, wenn die totale Energie innerhab
eines Zeitschritts um nicht mehr als die von externen Lasten und gegebenenfalls Dampfungs-
kréften geleistete Arbeit zunimmt (Belytschko & Schoeberle (1975)):

Efil < AWee + ER; V At€ RT —  energetisch stabil (2.36)

mit Eqt = Ey,, + Ejy und

tn+1

AWoy = f d(r) - (fee(r) = D - d)) cr (237)
i

Energetische Stabilitét im nichtlinearen Fall wird haufig durch numerische Dissipation parasi-
tarer (unphysikalischer) hochfrequenter Schwingungsmoden erreicht. Da diese jedoch insbe-
sondere bei langzeitdynamischen Simulationen das Ergebnis verfalschen kann, wurde in den
letzten Jahren intensiv an der Entwicklung energieerhatender, dissipativer Algorithmen gear-
beitet. Einen Uberblick zu dieser Entwicklung geben Kuhl & Ramm (1999). Energieerhaltende
Verfahren werden in dieser Arbeit alerdings nicht eingesetzt.

Weiterhin wird zwischen strikter Stabilitéat bzw. Instabilitéat und schwacher Instabilitét unter-
schieden (vgl. Deuflhard & Bornemann (1994)). Diese Unterscheidung ist fur die vorliegende
Arbeit von essentieller Bedeutung. Ein strikt stabiles Zeitintegrationsverfahren erzeugt fur
ale Zeit eine stabile Losung, wahrend ein strikt instabiles Verfahren sofort, also bereits ab
dem ersten Zeitschritt instabil ist. Ein schwach instabiles Zeitintegrationsverfahren hingegen
zeigt innerhalb eines bestimmten anfanglichen Zeitbereiches eine stabile Ldsung, spater wird
diese jedoch almahlich instabil. Der Zeitpunkt des Beginns dieser Instabilitét héngt von der
Zeitschrittgrof3e und von der Differentialgleichung ab. Insbesondere wird der Instabilitétsbe-
ginn durch Verkleinerung des Zeitschrittes zeitlich nach hinten verschoben; eine vollstéandige
Vermeidung der Instabilitét ist so aber, im Gegensatz zu bedingt stabilen Verfahren, nicht mog-
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lich. Mathematisch gesehen ist schwache Instabilitét (im Linearen) dadurch gekennzeichnet,
daf3 die Vergroflerungsmatrix @ mehr als einen Eigenwert ;(@) vom Betrag gleich eins auf-
weist. Die Instabilitét in der numerischen L 6sung auf3ert sich typischerweisein einem exponen-
tiellen Anwachsen der Schwingungsamplituden.

Die verschiedenen (In-)Stabilitatseffekte sollen hier mit einem einfachen skalaren Beispiel
verdeutlicht werden. Die Modellgleichung dd/dt = —ad mit d; = 1,0 und a > 0 wird in
Bild 2.3 durch das bedingt stabile Vorwarts-Euler Zeitintegrationsverfahren fir verschiedene
Parameterkonfigurationen gelost (i(d““—d“) = —ad"). Fir 4t < Aty ist das Verfahren
strikt stabil, ansonsten ist es strikt instabil. In Bild 2.4 hingegen wird die Modellgleichung
mit der expliziten Mittelpunktsregel  gelost (55 (d"*1-d""1) = —ad" mit
dl = dy—A4t ad ), die das typische schwache Instabilitatsverhalten aufweist.

o
o> 2 I
5 4 | a= 100,0 —+ Aty = 2/a= 0,02
g @
= 3 | { 2
33 0 AZ\ J\
n e 0
LA
!
—1—V\ vi\ W/W/ Vvvw (D At=0,0250 — strikt instabil
2] \,' () At=0,0205— strikt instabil
3 @) At= 00197 — strikt stabil
'f ‘“' (4 At=0,0050 — strikt stabil
"0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15

Zeit t
Bild 2.3: Vorwarts-Euler-Verfahren: Bedingte Sabilitat: Strikt instabil fur At > Aty und
strikt stabil fir At < At
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Bild 2.4. Explizite Mittelpunktsregel: Schwache Instabilitat
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e Genauigkeitsordnung

Die Genauigkeitsordnung eines Zeitintegrationsverfahrens ist, z.B. nach Hoff & Pahl (1988),
mit dem Vektor der lokalen Abbruchfehler
_ 1 1 -1 -2
e = E(d” — 20,d" + A" — Bd"2) (2.38)

gegeben, wobel die Konstanten @; die Invarianten der VergroRerungsmatrix @ = [@ij] sind:

P, = trd = P, @, = %((trq))z - tro?) @y = det o (2.39)

Ein Verfahren ist von k-ter Genauigkeitsordnung, wenn mit dem Grenzibergang t — o flr
den lokalen Abbruchfehler e = O[4t¥) gilt.

e Numerische Dissipation

Die numerische Dissipation eines Zeitintegrationsverfahrens beschreibt den durch das Integra-
tionsverfahren verursachten Amplitudenfehler. Ziel ist es, durch kontrollierten Einsatz von nu-
merischer Dissipation hochfrequente Schwingungsanteile, die meist nichtphysikalischer und
somit parasitarer Natur sind, aus der L6sung der Differentialgleichung herauszudampfen. Aus-
fuhrliche Erléuterungen hierzu findet man z.B. in Hilber et a. (1977), Hulbert (1992) und
Hughes (1987).

Im hochfrequenten L dsungsbereich (kleine Periodenlangen Tp) wird sie durch den Spektralra-
dius der VergroRerungsmatrix im Grenziibergang At/Tp — o beurteilt:

Po(®@) := |lim pyP) O<sp(®)=<1 (2.40)
At/Ty—> o0

Dabei bedeutet p .. = 1 keine numerische Dissipation, wahrend mit kleiner werdendem p
die numerische Dissipation zunimmt.

Zeitintegrationsalgorithmen

Im folgenden wird in aller Kiirze auf die in dieser Arbeit fur die Strukturdynamik verwendeten
Zeitintegrationsalgorithmen eingegangen. Es kommen hier ausschliefdlich direkte Einschritt-
verfahren zum Einsatz. Fur detailliertere Ausfuhrungen und weitere, gebréuchliche Formulie-
rungen wird auf die o.g. Literatur verwiesen.

* Generalized-a-Verfahren, implizt

Implizite Zeitintegrationsverfahren sind dadurch charakterisiert, dal3 aufgrund der verwendeten
Zeitintegrationsansatze der durch die Bewegungsgleichung definierte Bewegungszustand am
Ende t" ™! eines Zeitintervalles [t", t"* 1] implizit von sich selbst abhangt, und daher zu seiner
Berechnung in jedem Zeitschritt ein algebrai sches Gleichungssystem gel 6st werden muf3, wel-
ches sich aus der diskretisierten Bewegungsgleichung ergibt.

Das Generalized-a-Verfahren von Chung & Hulbert (1993) vereinigt einige der wichtigsten
impliziten Zeitintegrationsverfahren in einer verallgemeinerten Form. Es basiert auf den New-
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mark-Ansatzen (2.30) bzw. (2.31) und der mit Hilfe zweier Shift-Parameter ay und a; modifi-
zierten semidiskreten Bewegungsgleichung

MSd?( + DSU%) + i (d%) = f&q (2.41)
Darin bedeuten
(2.42)
¢ = A—a)d™ 4 apd; fh = feg(tMFITH) = (1—a )Rt + afl,

Die Bestimmung der inneren Kréafte kann entweder im Sinne einer generalisierten Mittel punkts-
regel direkt mit den generalisierten Mittelpunktsverschiebungen d* durchgefihrt werden,

f,(d?) = fim((l—af)d”” + afd”) (2.43)

oder sie kann alternativ — entsprechend den Ansétzen fir die kinematischen Grof3en —im Sinne
der generalisierten Trapezregel approximiert werden (im linearen Fall sind die Formulierungen
aquivalent).

fi(d9) = (L= ag)find" 1) + afi(d") (2.44)

Dies hat sowohl Auswirkungen auf die algorithmische Umsetzung (Unterschiede bei der Linea-
risierung, vgl. Kuhl & Crisfield (1999)) als auch auf die numerischen Eigenschaften (unter-
schiedliche Fehlerkoeffizienten, vgl. Bonelli et al. (1999)). Allerdings zeigen die letztgenann-
ten Autoren, dal? die gewuinschten numerischen Eigenschaften, die weiter unten beschrieben
und vom linearen Fall her bekannt sind, prinzipiell mit beiden Varianten auch im nichtlinearen
Fall erhalten bleiben. In der vorliegenden Arbeit wird, soweit nicht ausdriicklich anderweitig
gesagt, die Formulierung im Sinne der generalisierten Trapezregel (2.44) verwendet.

Einsetzen der Zeitintegrations- und Shift-Ansétze in die Gleichung (2.41) fihrt letztendlich
auf die diskrete Bewegungsgleichung (hier wieder ohne viskose Strukturddmpfung dargestellt)

l-am

i MSA" L 4 (L—ag)fiy(d"t?) =

= (1—ag)f3ft + afde + MSh(d", d" d") — o (dT)  (2.45)

wobei die Notation h(d“, dn, d”) fur die Geschichtsterme wie folgt vereinbart werden soll.

n l-a l-a l-a -
n An An) . m 4n m 4n m _ n
h(d", d", d") : = ﬁAtzd Tt d ( o 1)d (2.46)
Dieses nichtlineare, algebraische Gleichungssystem muf3, wie bereits gesagt, in jedem Zeitin-
tervall zur Bestimmung des neuen Bewegungszustandes zur Zeit t" 1 iterativ gelést werden.
In der hier verwendeten Software CARAT wurde dies mit Hilfe einer Pradiktor-Multikorrektor-
Formulierung in Verbindung mit Newton-Raphson-Gleichgewichtsiterationen realisiert.

Bemerkung 2.3: Fir eine Beschreibung der algorithmischen Implementierung mit und ohne
Dirichlet-Randbedingungen in einem nichtlinearen strukturdynamischen Programmcode
wird auf den Anhang (Abschnitt A2.1) verwiesen.
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Mit den nach folgenden Formeln zu bestimmenden Shift-Parametern

_%0x—1 _ _P=
T pe+l Ry (247)

Om

kann die erwiinschte Stérke der numerischen Dissipation des Verfahrens Gber den vom Benutzer
spezifizierten Spektralradius p » (Gleichung (2.40)) direkt angesteuert werden. Um eine maxi-
male Dissipation hochfrequenter Moden bei gleichzeitiger minimaler Dissipation niederfre-
quenter Moden und Genauigkeit von zweiter Ordnung zu erreichen, missen die Shift- und
Newmark-Parameter Uberdies den Bedingungen

1 2

1. ) 1
OSamSafsz, ﬁ=Z(1—am+af) X y=§—am+af (2.48)

gehorchen. Die Kombination dieser in der nichtlinearen Strukturdynamik erforderlichen Eigen-
schaften ist mit dem Newmarkschen Basisverfahren allein nicht mdglich. Im linearen Fall
ist das Generalized-a-Verfahren mit Parametern gemal’ (2.48) unbedingt spektral stabil.

Als Spezialfélle ergeben sich aus dem Generalized-a-Verfahren die folgenden bekannten Ver-
fahren (vgl. Kuhl (1996)).

Hilber-a (Hilber et al. (1977)): am=0; as = on + 1 (2.49)
Bossak-o, (Wood et al. (1981)): am = p°° ; 1 . a;=0 (2.50)
Newmark-Familie: am = 0; a; =0 (2.51)
; . 1. 1
Mittelpunktsregel: g = %, ;Y = % und am = 5 ar =3 (2.52)

Ein nennenswerter Vertreter der Newmark-Familie ist die Trapezregel, die mit 3 = 1/4 und
y = 1/2 definiert ist. Sie ist im linearen Fall identisch mit der impliziten Mittel punktsregel,
im nichtlinearen Fall ergeben sich leichte Unterschiede aufgrund der unterschiedlichen Bestim-
mung der inneren Kréfte (Gleichungen (2.43) und (2.44)). Trapez- und Mittel punktsregel sind
im Linearen unbedingt spektral stabil, zweiter Ordnung genau und nicht dissipativ.

e Zentrales Differenzenverfahren, explizt

Explizite Verfahren sind dadurch charakterisiert, dal3 sie, von einem bekannten Bewegungszu-
stand am Beginn t" eines Zeitintervalles [t", t"*1] ausgehend, den Bewegungszustand an des-
sen Ende t" 1 extrapolieren. Dazuist keine Lésung des sich aus der diskretisierten Bewegungs-
gleichung ergebenden algebraischen Gleichungssystems erforderlich, was den Hauptvorteil
expliziter Verfahren ausmacht. Somit entfallen auch etwaige Newton-Raphson-Iterationen zur
Losung im nichtlinearen Fall und die damit zusammenhangenden System-Linearisierungen.
Allerdings sind alle expliziten Verfahren nur bedingt stabil, und die kritische Zeitschrittgrofie
kann bei strukturdynamischen Systemen sehr klein sein, wodurch der Rechenaufwand insge-
samt trotz nicht erforderlicher Gleichungsldsung doch erheblich werden kann. Dies gilt insbe-
sondere bei Systemen mit hoher Steifigkeit (vgl. Gl. (2.55) und (2.56)), sowie bei starker
Nichtlinearitét.
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Einer der wichtigsten Vertreter ist das klassische zentrale Differenzenverfahren. Es ergibt sich
as Spezidfal aus den Newmark-Ansétzen (2.30) mit § = O und y = 1/2. Unter Hinzu-
nahme der zur Zeit t" ™ formulierten semidiskreten Bewegungsgleichung (2.28) ergibt sich
der folgende Satz von Bestimmungsgleichungen zur expliziten Ermittlung des Bewegungszu-
stands am Ende eines Zeitschrittes t" 1,

d+1 = "+ Atd" + A g
2
dn+l = 4n + %(dn + dn+1) (2.53)
. -1
gn+tl = mS (fg(-{-l _ fim(dn+1))

Eine alternative Formulierung, bei der die Verschiebungen d"* 1 aus der Bewegungsgleichung
zur Zeit t" gewonnen werden, verwendet die klassischen zentralen Differenzenquotienten zur
Approximation der ersten und zweiten Ableitung, woraus der Name des Verfahrens herrihrt:

A+l = AMS ([, — f(dM) + 2d" — g

dn = ﬁ(dn+l _ dn—l) (2.54)
gn = ﬁ(dnﬂ — o + dn—l)

Allerdings erfordert diese Formulierung als Zweischritt-Verfahren die Verflgbarkeit der kine-
matischen GroRen zur Zeit t"~ 1, was zusétzlichen Speicheraufwand bedeutet. Ein weiterer
Nachteil ist, dal? auf diese Weise zwar die Verschiebungen zur Zeit t" ™1, die Geschwindigkei-
ten und Beschleunigungen jedoch nur zur Zeit t" ermittelt werden. Daher wird meist die Form
(2.53) bevorzugt, so auch in dieser Arbeit.

Das zentrale Differenzenverfahren ist zweiter Ordnung genau, nicht numerisch dissipativ und
bedingt stabil. Die kritische Zeitschrittgrof3e ist fur lineare Systeme (ohne viskose Dampfung)

Aty = %ax (2.55)

Fur nichtlineare Systeme kann sie noch deutlich kleiner sein. Darin bezeichnet wmax die grofite
Eigenkreisfrequenz des Systems, welche durch das allgemeine Eigenwertproblem

(KS=AiM%) ¢; =0 Amex i= max{ 4] i omex = VAmex (2.56)
|
definiert ist. wmax kann mit der grofdten Eigenkreisfrequenz der verwendeten Finiten Elemente
o rax Abgeschétzt werden: wiax = ©max (, €lement eigenvalue inequality theorem® nach Irons
(1970), s. auch Flanagan & Belytschko (1981)).

Bemerkung 2.4: Das zentrale Differenzenverfahren ist streng genommen nur dann explizit
im Sinne der Bedingung, dal? kein algebraisches Gleichungssystem gel6st werden mul3,
wenn diagonale Massenmatrizen (und Dampfungsmatrizen) verwendet werden.
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e PCE-Hilber-a-Verfahrenl, explizit

Dieses von Miranda et al. (1989) vorgestellte explizite Zeitintegrationsverfahren mit numeri-
scher Dissipation wurde mit Hilfe einer Pradiktor-K orrektor-Formulierung aus dem o.g. impli-
ziten Hilber-a-Verfahren (Hilber et a. (1977)) entwickelt. Die Bestimmungsgleichungen? sind

a1 = dn + 4t d +AE - 2p)dn
4+l = 40 + At (L—y)d" Pradiktor-Phase (2.57)
A" = MST(fa, — fi(d?))

mit d* = (1—a;)d"*! + a;d" und &, gemaR Gleichung (2.42), sowie

gntl = c]n+1 +At2,3dn+1
_ . ) Korrektor-Phase (2.58)
dntl = g+l £ At j/dn+1

Als Bedingungen zur Wahl der Shift- und Newmark-Parameter werden von Miranda et al.
empfohlen:

2
0<ar=3; p=7(1+af) ; y=3+a (2.59)

Damit ergibt sich fir a; > 0 eine Genauigkeit von zweiter Ordnung. Die numerische Dissipa-
tion wird mit wachsendem a; stérker und fir a; = 1/3 maximal. Fir a; = O resultiert das
nicht-dissipative, erster Ordnung genaue, explizite Prédiktor-Korrektor Newmark-Verfahren
nach Hughes & Liu (1978a). Wie dle expliziten Verfahren ist das PCE-Hilber-a-Verfahren
bedingt stabil, der kritische Zeitschritt (ohne viskose Dampfung) berechnet sich zu

J2lr = 2aily - )

Q .
Aty = —2 mit Qo = 2.60
cr W max cr ‘}/ _ 2af(y _ ﬂ) ( )
. . ) R 1, 8665
und erreicht, bei Wahl der Parameter gemal3 (2.59), ein Minimum von At ., = Fp—-

fur a; = 1/3, also nur geringfiigig kleiner als derjenige des zentralen Differenzenverfahrens.

1. PCE =, predictor corrector explicit time integration algorithm®, Bezeichnung nach Hulbert &
Chung (1996)

2. Aus formalen Grinden ist in der hier angegebenen Form das Vorzeichen des Shift-Parameters
af im Gegensatz zu Miranda et al. (1989) umgedreht, die Bestimmungsgleichungen sind entspre-
chend angepalit.
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2.2  Fluid- / Strémungsdynamik

2.2.1 Moddlwahl

In dieser Arbeit wird auf dasin Wall (1999), Wall & Ramm (1998) sowie Wall et a. (2000a)
ausfuhrlich dokumentierte Fluidmodell zurtickgegriffen. Es wurde im Rahmen der erstgenann-
ten Arbeit am Institut fir Baustatik entwickelt und in dem institutseigenen FEM-Programmpa-
ket CARAT numerisch umgesetzt und verifiziert. Damit stand ein umfassendes Modell zur
Simulation komplexer, laminarer, zwei- und dreidimensionaler, instationdrer Strémungsvor-
gange zur Verfligung. Es betrachtet als mdglichst allgemeingultigen Fall Newtonsche, inkom-
pressible Fluide, deren Verhalten vollstandig durch die inkompressiblen, instationaren Navier-
Sokes-Gleichungen beschrieben wird (nach Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836)
und George Gabriel Stokes (1819-1903)). Das Fluidmodell sowie die verwendeten Diskretisie-
rungsverfahren werden im folgenden Uberblicksartig beschrieben; fir Details sei auf die oben
sowie zu Beginn des Kapitels 2 genannten Literaturstellen verwiesen.

Stromungen werden klassischerweise in einer Eulerschen oder raumlichen Formulierung be-
trachtet (benannt nach Leonhard Euler (1707—-1783)). Dabei sitzt der Beobachter fest an einem
Raumpunkt innerhalb eines fixen Kontrollvolumens, und mif3 die Eigenschaften der materi-
ellen Punkte, die beim Durchstromen des Kontrollvolumens im Laufe der Zeit diesen Punkt
einnehmen. Im Kontext der Methode der Finiten Elemente bedeutet dies, dal? ein raumfestes
Netz verwendet wird, durch das das Fluid , hindurch-“stromt. Dagegen bewegt sich das Netz
bei der fur die Strukturdynamik verwendeten L agrangeschen (materiellen) Formulierung voll-
standig mit der sich deformierenden Struktur mit. Bel der Kopplung zwischen Fluid und Struk-
tur im Rahmen der Simulation von Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen ergibt sich somit
am Kopplungsrand eine Inkompatibilitat der zwel FE-Netze. Aus diesem Grund wird in dieser
wieauch in o.g. Arbeiten fir das Fluid — zumindest im Nahbereich der Struktur —eine Arbitrary
Lagrangean Eulerian (ALE) Formulierung (Donea (1983), Hughes et al. (1981)) verwendet,
in der die Stromungsgleichungen in einem beliebig bewegten Referenzgebiet formuliert wer-
den. Diesesin Bild 2.5 mit zugehorigem Ortsvektor x© schematisch dargestellte Referenzgebiet
wird spater mit einem sich im Laufe der Zeit deformierenden FE-Netz identifiziert werden,
das auf der einen Seite an das materielle Strukturnetz und gegebenenfalls auf der anderen
Seite an ein raumfestes Eulersches Fluidnetz gekoppelt wird.

2.2.2 Kontinuumsmechanische Grundgleichungen der Fluiddynamik

Kinematik und konstitutive Beziehungen

Fluide sind definiert als Substanzen, die in Ruhelage Scherkraften nicht widerstehen kdnnen.
Das bedeutet, dal’ in Ruhelage ein rein hydrostatischer Spannungszustand o = — pg |
herrscht, mit dem hydrostatischen Druck p,. Sich deformierende, d.h. in Bewegung befindli-
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Materialgebiet Raumgebiet

Q

Referenzgebiet
QG

Bild 2.5: Kontinuumsmechanische Gebiete fur die ALE-Formulierung

che, viskose Fluide erhalten einen weiteren viskosen Spannungsanteil 7(e), der, aufbauend
auf den Arbeiten von Stokes, als Funktion des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit &

g(u) = %(ﬁu + (VU)T) (2.61)

angenommen wird, wobei u das Geschwindigkeitsfeld und V := a/9x den raumlichen Gra-
dientenoperator bezeichnet. Damit folgt, unter Verwendung des thermodynamischen (,, wah-
ren*) Drucks p, fUr den allgemeinen Spannungszustand ¢ = —p 1 + 7(¢) . Ist die tensorwer-
tige Funktion 7(e) linear, so wird das Fluid als Newtonsches Fluid bezeichnet. Unter
Verwendung der Hypothese von Stokes (viskoser Kompressionskoeffizient gleich Null, d.h.
keine Energiedissipation bei reiner Volumenausdehnung) 18Rt sich dann mit 7 = 2 u™ &(u)
die konstitutive Gleichung fir Newtonsche, inkompressible Fluide angeben:

o= 2ue(u) — pl (2.62)

Die Konstante " ist die dynamische Viskositét, wobei der Index F fluidspezifische K onstanten
kennzeichnet, im Gegensatz zu den mit dem Index S gekennzeichneten strukturspezifischen
Konstanten. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden auch haufig die auf die Dichte pF bezoge-
nen GroRen der kinematischen Viskositat »© und des kinematischen Drucks p verwendet.

F —
JF — fo‘_F p= p_pF (2.63)

Massen- und I mpulsbilanzgleichungen

Zur Formulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen werden neben den Konsti-
tutivgleichungen noch die lokale Massen- und die lokale | mpul sbilanzgleichung benétigt. Auf
ihre ausfuhrliche Herleitung wird an dieser Stelle verzichtet, sie verlauft prinzipiell analog
zu den bel der Strukturdynamik fir die Impulsbilanz angegebenen Ausfihrungen (Abschnitt
2.1.2) und ist u.a. in Wall (1999) detailliert nachzulesen.

Die lokale Massenbilanz in rGumlicher Darstellung ist gegeben als

Dof  ro O
Tt+'0 V-u=0 in Qg x (0,T) (2.64)
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mit der materiellen Zeitableitung der Dichte DpF /Dt = pF. Fiir den hier betrachteten Sonder-
fall einer Uber die Zeit und im gesamten Stromungsfeld konstanten Dichte oder eines hohen
Kompressionsmoduls bzw. einer hohen Schallgeschwindigkeit fol gt daraus die bekannte Bedin-
gung der Quellenfreiheit fur inkompressible Stromungen, auch Inkompressibilitatsbedingung
oder Kontinuitatsgleichung genannt.

V-u=0 in@:x (0T (2.65)

Die lokale Impulshilanz inkompressibler Stromungen in réaumlicher Darstellung lautet

pF%—l{IX+pFu-VU=V-0+pr in 2¢ x (0,T) (2.66)

wobei die Notation %—ﬂx die partielle Ableitung der Partikelgeschwindigkeit nach der Zeit an
einer festen Raumkoordinate X bezeichnet und V = 9/dx wieder fir den réumlichen Gradien-
tenoperator steht. Gleichung (2.66) unterscheidet sich von der materiellen Formulierung der
lokalen Impulsbilanz (vgl. Gl. (2.13)) vor alem durch den konvektiven Term u - Vu, der
aus der raumlichen Form der materiellen Zeitableitung der Geschwindigkeit resultiert:

p = DU _du _au you 9x) _ U () .y = QU v
u_Dt atix 5tx+67 dtlx atx+(vu> u atx_"u Vu (2.67)

Fir die ALE-Formulierung missen diese Gleichungen nun prinzipiell im Referenzgebiet QE
formuliert werden. Aufgrund von Vorteilen hinsichtlich der numerischen Umsetzung wird je-
doch hier auf eine aternative Darstellungswei se Ubergegangen, in der alerdumlichen Ableitun-
gen auch im raumlichen Gebiet Q¢ durchgefuhrt werden, und nur die materielle Zeitableitung
der Geschwindigkeit als einzige Grolse in das Referenzsystem transformiert wird. Letztere
lautet dann

Du _ du i
Bt =% tcVu (2.68)

mit der als Differenz zwischen materieller Partikelgeschwindigkeit u und Referenzgebiets-
bzw. Netzgeschwindigkeit u® definierten (ALE-)konvektiven Geschwindigkeit ¢
c=u-uC® (2.69)

Somit kdnnen sowohl die konstitutiven Gleichungen als auch die lokale Massenbilanz fir die
ALE-Formulierung unverandert in der raumlichen Darstellung angewendet werden, lediglich
die Impulsbilanz wird zur lokalen ALE Impulsbilanz umformuliert:

pF%—lEIXG+ch-Vu =V-0+pFb in Q¢ x (0,T) (2.70)

Einsetzen der konstitutiven Gleichung (2.62) und Division durch die Dichte p" liefert dann
die Impulsbilanzgleichung in der Form, wie sie in den Navier-Stokes-Gleichungen Ublicher-
weise dargestellt wird (s. Bild 2.6).

Geometrische Bilanzgleichungen (GCL)

Wegen ihrer Bedeutung fur die algorithmische Umsetzung von Kopplungsbedingungen in
Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen soll hier noch ein fir Stromungen auf zeitveranderlichen
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Gebieten essentielles Detail angesprochen werden. Die geometrischen Bilanzgleichungen
(GCL —,, geometric conservation laws* (Farhat et al. (1995), Wall (1999)), auch ,, space conser -
vation laws* genannt (Demirdzic & Peric (1988)) sind Bedingungen an das Zusammenspiel
aus Integration des Stromungsfeldes und Bestimmung der relevanten geometrischen Grofen
des zeitveranderlichen Strémungsgebietes, wie Netzposition r (siehe Abschnitt 2.3) und Netz-
geschwindigkeit u®. Diese miissen eingehalten werden, um die folgende Mindestanforderung
zu erfillen: Das numerische Losungsverfahren mul3 einen gleichformigen Strémungszustand
auch auf zeitveradnderlichen Gebieten, d.h. auf bewegten Netzen, erhalten. Eine Verletzung
der GCL kann bei der Simulation inkompressibler Strémungen zu einer kinstlichen Massen-
produktion und somit zu einem deutlichen Fehler der gesamten Simulation fuhren. Durch ihre
Einhaltung wird andererseits die Zeitgenauigkeit des Verfahrens verbessert. Eine formelméfdige
Darstellung der GCL fir die Massenbilanzgleichung lautet:

V-uS:= J%%te mit Funktionaldeterminante J®:= det[(g(—X_G] (2.71)

Bemerkung 2.5: Im Kontext einer Finite-Volumen-Formulierung lassen sich die GCL sehr
einfach als exakte Integration der im Laufe der Netzbewegung Uberstrichenen Flache (bzw.
des Volumens) einer Zelle beschreiben, d.h. die Flachen-(bzw. Volumen-)Anderung inner-
halb eines Zeitschrittes mul gleich der in diesem Zeitraum Uberstrichenen Flache (bzw.
Volumen) der Zellrander sein.

Eine Verletzung der GCL fihrt zu parasitdren Oszillationen in der numerischen Losung, wie
u.a. in Lesoinne & Farhat (1996) gezeigt. Daher sind in der hier verwendeten AL E-Implemen-
tierung die geometrischen Bilanzgleichungen stets befriedigt. Um dies zu erreichen, ohne die
GCL als zusétzliche Erhaltungsgleichung |6sen zu missen, wird hier eine von Lesoinne &
Farhat (1996) untersuchte Methodik fir semidiskrete Formulierungen verwendet. Darin wird
die Netzgeschwindigkeit u®, konsistent mit der Diskretisierung der anderen Erhaltungsglei-
chungen, so aus der Netzposition r bestimmt, dal3 die GCL exakt erflllt werden:
rn+1 — ¢n

e

d.h. uCist im Zeitschritt t" — t"*1 konstant und wird tber die Mittelpunktsregel berechnet.

uGn—=n+l — (2.72)

Anfangs-Randwer tproblem flr inkompressible viskose Strdmungen auf zeitverander -
lichen Gebieten

Das Anfangs-Randwertproblem fir inkompressible viskose Stromungen wird hier nur in der
Formulierung auf zeitverénderlichen Gebieten angegeben, da esin dieser Form in den gekop-
pelten Fluid-Struktur-1nteraktionsproblemen verwendet wird. Esist in Bild 2.6 zusammenge-
stellt und wird beschrieben durch die instationaren, inkompressiblen Navier-Sokes-Glei chun-
gen in ALE-Formulierung, die durch die lokale ALE-Impulsbilanz (2.70) bzw. (2.73) und
die Kontinuitatsgleichung (2.65) bzw. (2.75) gegeben sind, erganzt durch Anfangs- und Rand-
bedingungen. Es stellt ein nichtlineares, gemischt hyperbolisch-parabolisches, gekoppeltes Sy-
stem partieller Differentialgleichungen dar. Die Eulersche Betrachtungsweise auf raumfesten
Gebieten ergibt sich daraus as der Speziafall mit Netzgeschwindigkeit u® = 0.
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e Instationdrer, inkompressibler Navier-Stokes — lokale AL E Impulshilanzgleichung

%—?Xe+c-7u—2vFV-e(u)+Vp=b in Qr x (0,T) (2.73)
mit ALE—konvektiver Geschwindigkeit ¢ = u — u® (2.74)

e |ngtat., inkompr. Navier-Stokes — Kontinuitétsgleichung (Inkompressibilitatsbed.)

V-u=0 in Q¢ x (0,7 (2.75)
e Kinematik — Deformationsgeschwindigkeit

e(u) = %(Vu + (Vu)T) (2.76)
e Konstitutive Gleichung — Newtonsche, inkompressible Fluide

o=1—pl=2ue(u) —plI (2.77)
e Anfangsbedingungen

u=u, mt V-u;=0 inQfurt=0 (2.78)

e Dirichlet-Randbedingungen

u=g auf I'y x (0, T) (2.79)
¢ Neumann-Randbedingungen

n-o=nh auf Iy, x (0, T) (2.80)

Bild 2.6: Anfangs-Randwertproblem fUr inkompressible, viskose Sréomungen auf zeit-
ver anderlichen Gebieten — starke Form

Als Anfangsbedingung wird die Geschwindigkeit auf dem gesamten Strémungsgebiet zur Zeit
t, = 0 vorgeschrieben, wobei auch hier die Inkompressibilitétsbedingung erfdllt sein mul.
Fur die Definition der klassischen Randbedingungen fur die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen wird der Rand I'r = 92 des Fluidgebietes wieder in die zwei komplementéren
Untermengen Dirichlet-Rand I'y und Neumann-Rand I}, aufgeteilt,

auf denen die Geschwindigkeiten g bzw. die Randlasten h vorgeschrieben sind. Bezuglich
der Erlauterung weiterer Randbedingungen, wie Haft- (,,no-dlip*) und Gleit- (,slip*) Randbe-
dingungen, Ausflu®-, Symmetrie- und Druckrandbedingungen sowie Randbedingungen an
freien Oberflachen wird wiederum auf Wall (1999) verwiesen. Die schwache Form des An-
fangs-Randwertproblems wird der Einfachheit halber im folgenden Abschnitt 2.2.3 im Rahmen
der FE-Formulierung dargestellt, und zwar in der bereits diskretisierten Form.

2.2.3 Raumdiskretisierung

Zur Diskretisierung der erlauterten Stromungsgleichungen in ALE-Formulierung wird im vor-
liegenden Fluidmodell eine voll stabilisierte Finite Elemente Methode eingesetzt, deren Grund-
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ziige im folgenden umrissen werden. Detaillierte Angaben hierzu findet man, wie einleitend
bereits gesagt, in Wall (1999), Wall & Ramm (1998) sowie Wall et al. (2000a).

Das Anfangs-Randwertproblem wird zunéchst in eine schwache, integrale Form tberfihrt.
Dies geschieht hier fur die klassischerweise eher mathematisch orientierte Stromungsdynamik
mit Hilfe der Methode der gewichteten Residuen, im Gegensatz zur Verwendung des mecha-
nisch motivierten Prinzips der virtuellen Arbeit bei der Strukturdynamik. Es wird also gefor-
dert, dal? das mit Geschwindigkeitstestfunktionen v fir die Impulsbilanz und Drucktestfunktio-
nen ¢ fur die Massenbilanz gewichtete Residuum der Gleichungen im Integral verschwinden
muR. Dazu wird hier die Notation (L)) firr das L%innere Produkt tiber das zeitveranderliche,
raumliche Gebiet Q(t) vereinbart, also z.B.

(b.v) = (bv)g = Jb v dQ¢ (2.82)
2
Entsprechend der standardmal3igen Galerkin-Finite-Element-Approximation werden sodann
die kontinuierlichen Funktionenraume "y, " und @ fur Lésungs- und Testfunktionen u und
v sowie p und g durch endlich-dimensionale (finite) Unterrsume ¢, ™ und 9" ersetzt.
Dadie Standard-Galerkin-FEM bei bestimmten Interpol ationsordnungen und einem nicht voll-
stéandigen Auflésen aller Skalen bekanntermal3en numerische Probleme aufweist, wie Druck-
und/oder Geschwindigkeitoszillationen, wird hier eine Galerkin-L east-Square-artige Stabilisie-
rung (GLS) verwendet, welche zu weiteren Gleichungsanteilen fuhrt (GLS-Konvektions-,

GL S-Druck- und GL S-Divergenzterme; in den Gleichungen (2.84) und (2.85) sind diesjeweils
die Anteile mit den Stabilisierungsparametern 7, und 7 im L?-inneren Produkt).

Somit lautet die schwache Formdes vollstandig stabilisierten AL E-Finite-Elemente-Verfahrens
als diskrete Variationsformulierung wie folgt:

Finde u" € 75 und p" € " fur die gilt
B(uh, p™ VN, qh) = F(vh, qh) \' (vh, qh) € ¢ x ph (2.83)
mit

B(uh, ph; Vh, qh) —

(aalth . + Chﬁuh’ Vh) + <2VFg(uh) , {:'(Vh)) — (ph’ VNh) _ (th’ qh) +
"2 [(GB_T o+ I = 2P VR + V")
h
Tm (ChWVh - ZVFVE(V'”) — th)] +
K
+ (Vah, 7o Va'), .

und
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h ~h) — h h
F(v, q)—(b, v)+(h, V)fh+
+ > [b o (M — 20F ViE(v) - Vi) .

Z[ Ty (MY — 20F Tig(v) q)K (2.85)

Kee,
wobei K € C,, alle Elementgebiete K einer Triangulierung C,, bezeichnet. Fur Angaben zur
Wahl der Stabilisierungsparameter 7\, flr die Impulsbilanz- und 7 flr die Kontinuitétsglei-
chung wird wieder auf die oben zitierte Literatur von Wall (et a.) verwiesen. Die Anfangs-
und Randbedingungen sind bereitsin Bild 2.6 zusammengestel It worden. Die Funktionenraume
fur die diskreten Test- und Ansatzfunktionen lauten

T = V" e HE@IN | Vi € RN, K € € (2.86)
T = V" € HY@PN |V € R(K)N, K € €, V" = g auf Tyl (2.87)
PN = {p" € CO@p) NLE@E) | Pk € R(K), K € €y (2.88)

Darin bezeichnet H1(§F) den Sobolev-Raum von Funktionen mit quadratintegrierbaren Wer-
ten und ersten Ableitungen auf 2 , und H %(ﬁ,:) bezeichnet den Unterraum an H -Funktionen,
die zusétzlich noch einen kompakten Trager aufweisen, d.h. deren Werte am Rand Null sind.
CY(Qp) steht fur den Raum von O-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf Qr, L2(Q)
bezeichnet den Raum von quadratintegrierbaren Funktionen auf Q¢ und L3(@2r) beinhaltet
L 2-Funktionen mit einem Null-Mittelwert. N steht fiir die Anzahl der Raumdimensionen, hier
also 2 oder 3. R(K) bezeichnet den Satz von Ansatzpolynomen des Grades k = 1 auf dem
Elementgebiet K, und fal3t somit der Einfachheit halber die tblichen Bezeichnungen P, (K)
fur Dreiecke bzw. Tetraeder und Q,(K) fur Vierecke bzw. Hexaeder zusammen.

Matrixform

Zum Ubergang auf eine Matrixdarstellung, die im weiteren Verlauf der Arbeit hauptsichlich
benutzt werden wird, werden die diskreten Losungs- und Testfunktionen u”, p" v und g"
durch Finite-Element-Ansatzfunktionen N; des Knotens i und ihre jeweiligen Knotenwerte

ausgedriickt, d.h. mit den Vektoren der Knotenfreiheitsgrade u;, p;, v; und g; gilt
u"(®) = Ni(x) u; p"(X) = Ni(%) p, (2.89)
V(%) = Ni(%) v, q"(%) = Ni(%) g

Dabel sind die FE-Ansatzfunktionen als Funktionen mit einem lokalen Trager (einem Element)
aus den Raumen 7785, 9 und PN gemaR GI. (2.86) bis (2.88) zu wéhlen.

Bemerkung 2.6: Eine Verwechslung der kontinuierlichen Funktionen mit den wiederum zur
Vereinfachung der Notation gleichbezeichneten Vektoren der diskreten Knotenfreiheits-
grade wird durch entsprechende Einbettung in den jeweiligen Kontext vermieden.

In der hier verwendeten Formulierung werden weiterhin, ohne auf die Details einzugehen,
alle Terme der Gleichung (2.84), die eine zeitliche Ableitung beinhalten (Galerkin- und Stabili-
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sierungsanteile), zur Massenmatrix M (u) zusammengefafit. Allerestlichen, nicht druckabhén-
gigen Termeder linken Gleichungsseite werden aufgeteilt in konvektive und diffusive (viskose)
Anteile und fiihren zur Konvektionsmatrix NF(u) und Diffusionsmatrix K. Die Druckterme,
einschliefdlich des mit Drucktestfunktionen gewichteten Kontinuitétsterms, ergeben die Gra-
dientenmatrix G"(u). Die zusammengefalten Terme der rechten Gleichungsseite (2.85) fiihren
auf den Lastvektor feq(u), mit ,echten” Lastanteilen und wiederum Stabilisierungsanteilen.

Damit ergibt sich nun die folgende Matrixdarstellung der stabilisierten ALE-Finite-Element-
Formulierung inkompressibler, viskoser Strémungen

MF(u)u + (NF(u) + KF) u + GF(u)p = feq(u) (2.90)

Bemerkung 2.7: Wéhrend die Matrix NF(u) bereits aufgrund des enthaltenen konvektiven
Terms ¢ - Vu nichtlinear (geschwindigkeitsabhéngig) ist, entspringt die Nichtlinearitét
von MF(u), GF(u) und feq(u) ausschlieRlich aus den Stabilisierungstermen. Werden die
aus den Stabilisierungstermen resultierenden Matrixanteile (DF separiert und zudem Im-
puls- und Massenbilanzgleichung getrennt aufgeschrieben, so erhdt man die folgende,
alternative Darstellungsweise.

MFu + (NF(u) + KF) u+ GFp = feq
T (2.91)
M¥(u)u + (N’(u) + GF ) u + G'(u)p = f(u)

In dieser Darstellungsweise wird erkennbar, dal3 die zugrundeliegenden Standard-Galer-
kin-Anteile ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung (erste Glei-
chungszeile) mit einer agebraischen Zwangsbedingung (dem Kontinuitétsterm
(GF)T u = 0) darstellen, also ein differential-al gebraisches System (DAE). Diesesiist sehr
steif (vgl. Wall (1999), Rannacher (1993)), eine Eigenschaft, die natUrlich auch fir das
Gesamtsystem mit den Stabilisierungsanteilen gilt, und die insbesondere die Stabilitét von
Zeitintegrationsverfahren nachteilig beeinflufdt (s.u.).

224 Zeitdiskretiserung und L 6sung

Fir die Zeitdiskretisierung des semidiskreten Stromungsproblems (2.90) kommen wegen der
Steifigkeit des zugrundeliegenden differential-algebraischen Systems nur unbedingt strikt sta-
bile Zeitintegrationsverfahren in Frage, und somit ist man in der Regel auf implizite Algorith-
men beschrankt (Quarteroni et al. (2000)). Diese Beschrénkung |&a3t sich auch physikalisch
begrinden: Die Zeitschrittbeschrankung expliziter und somit bedingt stabiler Zeitintegrations-
verfahren im Sinne der bekannten CFL-Bedingung (nach Courant, Friedrichsund Lewy (1928))
besagt, dal3 ein Signal wahrend eines Zeitschritts innerhalb eines Elementes bleiben muf3, um
Stabilitét zu gewdahrleisten. Bel inkompressiblen Stromungen ist jedoch die Schallausbreitungs-
geschwindigkeit unendlich grof3, was unendlich kleine Zeitschritte erfordern wurde.

In dieser Arbeit werden vor allem implizite Zeitintegrationsverfahren aus der Familie der Ein-
schritt-6-Verfahren eingesetzt, insbesondere in der Parametrisierung des Euler-Rickwarts- (BE
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—Backward Euler) und des Crank-Nicholson-Verfahrens (CN), letztereswird auch als Trapezre-
gel bezeichnet. Exemplarisch angewandt auf das einfache Modellproblem u = f(u,t) &t
sich das Einschritt-0-Verfahren wie folgt darstellen.

un+1 — un

—
Von manchen Autoren wird das Einschritt-6-Verfahren auch Generalized Trapezoidal Method
genannt (z.B. Hughes (1987)). Fur 6 = 0 ergibt sich daraus ein explizites Verfahren, das Euler-
Vorwarts-Verfahren, fir & > 0 sind die resultierenden Verfahren implizit. Die beiden genann-
ten Speziafélle ergeben sich fir 6 = 1 (BE) und 6 = 1/2 (CN). Desweiteren ist das Ein-
schritt-0-Verfahren im linearen Fall fir 6 = 1/2 unbedingt stabil, ansonsten nur bedingt stabil.

Sowohl BE- alsauch CN-Verfahren sind also unbedingt und auch strikt stabil. Das BE-Verfah-
ren ist zudem numerisch dissipativ, alerdings nur von erster Genauigkeitsordnung. Wegen
seiner guten Dampfungsei genschaften und seiner daraus resultierenden Robustheit sowie seiner
einfachen Formulierung und Implementierung wird es in der numerischen Stromungsdynamik
trotzdem haufig verwendet. Das CN-Verfahren ist dagegen nicht dissipativ, daflr aber als einzi-
ger Vertreter der Einschritt-0-Verfahren zweiter Ordnung genau. Allerdings zeigt es bei zu
grol3 gewahlten Zeitschritten (oder bei schlecht gestellten Problemen durch falsche Anfangsbe-
dingungen) Oszillationen in der L6sung, wodurch die Robustheit des Verfahrens etwas beein-
trachtigt wird. Heywood & Rannacher (1990) schlagen zur Vermeidung von Oszillationen bei
immer noch relativ hoher Genauigkeit und unbedingter Stabilitét gegebenenfalls eine leichte
Erhéhung von 6 vor.

=0 f(uMt L) 4 (1-0) f(utY) 5 0=6<1 (2.92)

Die Anwendung des Einschritt-6-Verfahrens auf das vorliegende semidiskrete Stromungspro-
blem (2.90) fuhrt dann in jedem Zeitintervall auf das folgende, nichtlineare, algebraische Glei-
chungssystem.

At

- (L%MF — (1-6)(NF(u" + KF)) u" — (L-60)GFp" + of 5+t + (1-0)f 5, (2.93)
Hierin sind die durch Stabilisierungsterme verursachten Abhangigkeiten der Matrizen MF,
NF, GFund feq von den Geschwindigkeiten zur Vereinfachung nicht dargestellt. Entsprechend
den Ausfihrungen in Wall (1999) werden sie im Rahmen der iterativen Losung auch nicht
mitlinearisiert, vielmehr werden zu ihrer Ermittlung einfach grundsétzlich die im algorithmi-
schen Ablauf jeweils neuesten, verfligbaren Geschwindigkeiten herangezogen und so die jewei-
ligen Matrixeintrége bestimmt. Fir die iterative Losung dieses nichtlinearen, algebraischen
Gleichungssystemsinnerhalb jedes Zeitschrittes kommt in der hier verwendeten Fluidformulie-
rung weiterhin ein Newton-Verfahren mit unvollstandiger Linearisierung zum Einsatz. Darin
werden nur Teile der konsistent linearisierten nichtlinearen Terme (die konvektiven Anteile)
auf der linken Gleichungsseite berticksichtigt, wéhrend die anderen nichtlinearen Terme (die
reaktionaren Anteile) Uber die rechte Seite eingehen. Diese Art des Iterationsverfahrens wurde
von Cuvelier et al. (1986) als fixpunktartiges Verfahren bezeichnet; eine Bezeichnung, die
in Wall (1999) und daher auch in der vorliegenden Arbeit Gbernommen wurde.

(iMF n 9<NF(un+1) n KF)) U+l 4+ gGFptt =

30



Ein solches Vorgehen hat sich fir die beschriebene Problemstellung als numerisch ginstig
erwiesen, im Gegensatz etwa zu echten Newton-Raphson-Iterationsverfahren. Letztere zeigen
erstens insbesondere bei hohen Reynolds-Zahlen haufig Konvergenzprobleme, und zweitens
erfordern sie eine vollstandige, konsistente Linearisierung, welche fir das gegebene Problem
nur sehr aufwendig zu realisieren ist (Linearisierung der Stabilisierungsterme, s.0.). Die im
Gegensatz zum Newton-Raphson-Verfahren nur lineare Konvergenzordnung der fixpunktar-
tigen Verfahren ist in der numerischen Stromungsdynamik (im Gegensatz zur Strukturdynamik)
im Hinblick auf Konvergenzgeschwindigkeit und Genauigkeit vor allem im instationéren Fall
nur von untergeordneter Bedeutung. Aufgrund der zur Auflésung der stromungsdynamischen
Phanomene haufig erforderlichen sehr kleinen Zeitschritte reicht esin praktischen Berechnun-
gen namlich meist aus, eine feste Anzahl von nur zwel bis drei Iterationsschritten je Zeitschritt
zu verwenden, so dal3 das nichtlineare System gar nicht in jedem Zeitschritt voll ausiteriert
wird. Die erst im Endstadium einer Iteration einsetzende quadratische Fehlerreduktion des
Newton-Raphson-Verfahrens kdme daher ohnehin in der Regel gar nicht zum Tragen.

Desweiteren wird zur L 6sung des Gleichungssystems (2.93) eine voll gekoppelte Formulierung
verwendet, d.h. die Gleichungen werden fir die Primérvariablen u und p gleichzeitig gelst.
Diese Formulierung hat gegentiber den populéreren, entkoppelten Verfahren (Projektionsme-
thoden) zwar verschiedene Nachteile (grofRere und weniger gutartige Gleichungssysteme), ist
aber fUr die Zielanwendung dieser Arbeit — die Fluid-Struktur-Interaktion — trotzdem besser
geeignet. Grund hierfir ist, dal3 die entkoppelten Verfahren im Gegensatz zu den voll gekoppel-
ten Verfahren essentielle Probleme bel der Randbeschreibung und -16sung aufweisen: Es kon-
nen kinstliche Randgrenzschichten entstehen und es ist unklar, welche Randbedingungen in
den einzelnen Zwischenschritten aufgebracht werden missen; letztere sind zudem oftmal s phy-
sikalisch schwer begriindbar und schwer konsistent ableitbar. Gerade bei Fluid-Struktur-Inter-
aktionsproblemen kommt dem Rand des Fluidgebietes und den zugehorigen Randbedingungen
jedoch eine besondere Bedeutung zu, da hier die Kopplung an die Struktur und der Informa-
tionsaustausch zwischen den einzel nen physikalischen Feldern stattfindet. Fur eine ausfihrliche
Darstellung und Diskussion der verwendeten L 6sungsverfahren wird nochmals auf Wall (1999)
verwiesen.

2.3 Fluid-Netz

Die ALE-Formulierung der Stromung erfordert nun noch eine Festlegung der Bewegung des
Referenzgebietes, das im vorliegenden Finite-Element-Modell dem bewegten Fluid-Netz ent-
spricht. Dieses wird bel der Modellierung von Fluid-Struktur-1nteraktionsproblemen auf der
einen Seite an das materielle Strukturnetz und gegebenenfalls auf der anderen Seite an ein
raumfestes Eulersches Fluidnetz gekoppelt. Eine ausfiihrliche Ubersicht iber Methoden zur
Netzbewegung sowie eine ausfihrliche Beschreibung und Analyse desin dieser Arbeit verwen-
deten Modells wird wiederum in Wall (1999) gegeben.

Der hier verwendete Ansatz betrachtet das Finite-Elemente-Netz als eine kontinuierliche Pseu-
do-Struktur mit der Pseudo-Steifigkeitsmatrix KM. Die Steifigkeit des Netzes kann dabei lokal
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veradnderlich sein, um jewells problemspezifisch die Netzqualitét zu verbessern. Um numeri-
sche Schwierigkeiten, die aufgrund von kinstlich oszillierenden Netzen entstehen kénnten,
zu vermeiden, wird lediglich ein elastostatisches System betrachtet, das der Einfachheit halber
linear formuliert wird. Somit erfordert die Bestimmung der Netzbewegung in jedem Zeitschritt
die Losung eines zusétzlichen Randwertproblems der Form

KM+l = fntl in @ (2.94)
mit den Dirichlet—Randbedingungen

N+l = gn+l auf I' = 0Qy,NaQlqg (2.95)
und

M+l =0 auf Ty \I' mit Iy, = 02y (2.96)

Dabei resultiert der Lastvektor f "1 lediglich aus der angegebenen Dirichlet-Randbedingung,
d.h. aus der Vorgabe der Netzposition r"*1 am Kopplungs- bzw. Interfacerand I" durch die
Position des benetzten Strukturrandes d"*1. Da dieses elastostatische System in jedem Zeit-
schritt einmal gel0st wird, wird der beschriebene Ansatz auch als quasi-el astostatisch bezeich-
net. Aufgrund der linearen Formulierung ist die Pseudo-Steifigkeitsmatrix im Verlauf der ge-
samten Berechnung unverénderlich, so da? KM nur ein einziges Mal faktorisiert werden mu,
und anschlief3end jede L 6sung durch einfaches Riickwartseinsetzen des jeweils neuen Lastvek-
tors bestimmbar ist. Der Losungsaufwand je Zeitschritt ist somit minimal.

Die zur Bestimmung der AL E-konvektiven Geschwindigkeit des Fluides nétige Netzgeschwin-
digkeit u® wird dann aufgrund der Forderungen der geometrischen Bilanzgleichungen (GCL)
in jedem Zeitschritt t" — t"*1 als Differenzenquotient u® = (r””—r”) /At der Netzposi-
tionen zu Beginn und Ende des Zeitschrittes berechnet (Gleichung (2.72)) und as wéhrend
des Zeitschrittes konstant angenommen.

Dieser Pseudo-Struktur-Ansatz ist bei moderaten Netzverformungen sehr flexibel und effizient
und somit fur die in dieser Arbeit berechneten Beispiele gut geeignet. Im allgemeinen Fall
mit grof3en Fluid-Netzverformungen ist es jedoch nicht immer mdglich, die erforderlichen
Netzbewegungen mit einem einzigen quasi-el astostati schen Netzsystem zu beschreiben. In dem
Fall missen in Abhangigkeit der Netzqualitét von Zeit zu Zeit Neuvernetzungen vorgenommen
werden.
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3  Grundkonzepte und Bezeichnungen fir partitionierte
L dsungsver fahren

Nachdem nun die numerischen Modelle fur die Strémungs- und die Strukturdynamik vorge-
stellt wurden, befaldt sich dieses Kapitel allgemein mit Ansdtzen zur partitionierten Losung
gekoppelter Probleme. Um dabei die Ubersicht tiber die Vielzahl anin der Literatur existieren-
den Ansdtzen nicht zu verlieren, wird zunéchst in Bild 3.1 eine Zusammenstellung der wichtig-
sten Verfahrensklassen in der hier verwendeten Terminologie vorangestellt.

i

nichttberlappend Uberlappend
elementweise knotenweise
implizit—implizt: explizt—implizt: explizit—explizt:
[ (mixed time integration) E-E
E-
mit Subcyling: mit Subcyling: mit Subcyling:
(multi-timestep) (multi-timestep) (multi-timestep)
™ E™ E™E
einfach gestaffelt iterativ gestaffelt
schwach koppelnd stark koppelnd
explizit implizt
v v
keine Iteration Uber die Iteration Uber die Teilgebiete
Teilgebiete (Gebi etszerlegungsmethoden)
v v
Kopplungshedingungen Kopplungshedingungen
nur ndherungsweise erfillt »exakt* erfullt

Bild 3.1: Ubersicht iiber Ansitze zur partitionierten Lésung gekoppelter Probleme

Wie einleitend bereits geschrieben liegt den partitionierten Losungsverfahren die Idee zu-
grunde, dal3 ein komplexes System erstens in kleinere, numerisch einfacher berechenbare Teil-
systeme zerlegt wird, welche separat gelost werden, und zweitens die gewlinschte Lésung
des Gesamtsystems dann durch Kopplung und Synchronisation der Teilsystemldsungen mit
Hilfe einer bestimmten Kopplungsstrategie ermittelt wird. Im folgenden werden die prinzipiel -
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len Unterschiede der verschiedenen Konzepte und Strategien erlautert, und im Hinblick auf
ihre Eignung fur die hier untersuchten oberflachengekoppel ten Problemkl assen — Strukturdyna-
mik und Fluid-Struktur-Interaktion — diskutiert. Anschlie3end wird ein zusammenfassender
Uberblick Uber die historische Entwicklung partitionierter Losungsverfahren gegeben. Den
Abschluf3 dieses Kapitels bildet ein Abschnitt Uber spezifische Anforderungen und numerische
Werkzeuge zur Beurteilung der einzelnen L dsungsverfahren. Damit sollen die Voraussetzungen
fur die in den folgenden Kapiteln 5 bis 7 durchgefihrte detaillierte Beschreibung und Analyse
ausgewahlter Verfahren geschaffen werden.

Bel der Untersuchung partitionierter Losungsansatze beschrankt sich diese Arbeit auf zwei
réumliche Teilgebiete. Im Falle der Fluid-Struktur-Interaktion wird die natirliche Unterteilung
inein Tellgebiet Fluid und ein Teilgebiet Struktur vorgenommen. Im Falle der Strukturdynamik
geht es hier hauptsachlich um die Unterteilung des Gesamtgebietes in Bereiche mit stark unter-
schiedlichen dynamischen Eigenschaften und/oder Diskretisierungen, woflr in technischen
Anwendungen haufig zwei Teilgebiete ebenfalls ausreichen. Eine weitere Zerlegung der einzel-
nen Teilgebiete im Sinne der Gebietszerlegungsmethoden mit dem Zweck der effizienteren
Gleichungsl6sung auf Parallelrechnern ist davon natiirlich unberdihrt und kann zusétzlich erfol -
gen.

3.1 Partitionierungskonzepte

In diesem Abschnitt wird nun auf mégliche Arten der Systemzerlegung eingegangen und damit
eine erste Basis fur die Klassifikation der verschiedenen partitionierten L ésungsverfahren ge-
legt. Entsprechend der von Felippaet al. (1998) gegebenen Definition bezeichnet eine Partitio-
nierung eine Zerlegung des raumlichen Rechengebietes 2, also der rdumlichen Diskretisierung,
in einzelne, miteinander interagierende Teilgebiete oder Partitionen £2;. Die Partitionen werden
numerisch vollstandig getrennt behandelt, sozusagen als isolierte Recheneinheiten, wéahrend
die Interaktionseffekte in der Regel in Form einer sogenannten Lastvektorkopplung (L tibbing
(1997)) bertcksichtigt werden, also mit Hilfe von wechselseitig Ubergebenen Lastgrofien.

Abhangig von der Frage, wie und wo nun die Trennung zwischen den einzelnen Teilgebieten
durchgefuhrt wird, und wie die Teilgebiete jeweils numerisch gelost werden, ergeben sich
prinzipiell unterschiedliche Partitionierungskonzepte. Fur diese existieren in der Literatur eine
Vielzahl verschiedener Terminologien und Definitionen, von denen die wichtigsten hier ange-
fuhrt und im folgenden erlautert werden sollen:

e NichtUberlappende und tGberlappende Partitionierungen

e Elementweise und knotenwei se Partitionierungen

e Mixed time integration und Multi-timestep- bzw. Subcycling-Verfahren
e Algebraische und differentielle Partitionierungen

Wahrend die erstgenannten beiden Félle ausschliefdlich die raumliche Zerlegung betreffen,
differenziert der dritte Fall nach der Art der in den Teilgebieten verwendeten Zeitintegrations-
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verfahren, und der vierte Fall unterscheidet nach der Reihenfolge von raumlicher Zerlegung
und Zeitdiskretisierung.

3.1.1 Klassfikation nach der Art der raumlichen Zerlegung

Im Bereich der in Kapitel 4 ndher beleuchteten Gebietszerlegungsverfahren erfolgt die erstge-
nannte Unterscheidung: Liegen zwischen zwei benachbarten Teilgebieten €2, und £2, Uberlap-
pende, zu beiden Teilgebieten gehtrende Bereiche ©,,, = 2,N 2, = 0, so spricht man von
einer Uberlappenden Zerlegung. Sind dagegen die Teilgebiete scharf gegeneinander abge-
grenzt, wird also der Uberlappungsbereich auf einen gemeinsamen Rand I' = 92, N 32, = 0
reduziert (£2,,, = 0), so liegt eine nichtlberlappende Zerlegung vor.

Die Begriffe elementwei se Partitionierung (,, element-by-element” bzw. ,,element partitioning”,
Hughes & Liu (19783, b)) und knotenwei se Partitionierung (, node-by-node” bzw. ,nodal parti-
tioning*, Belytschko & Mullen (1978a, b, ¢)) wurden Ende der siebziger Jahre von ingenieur-
wissenschaftlicher Seite ausim Rahmen von partitionierten Berechnungen strukturdynamischer
Problemstellungen mit der Methode der Finiten Elemente gepragt. Beim elementweisen Parti-
tionierungskonzept werden die Finiten Elemente zur Partitionierung verwendet und jewells
eindeutig einem Teilgebiet zugeordnet. Dadurch entsteht ein Satz von Interface- oder Kopp-
lungsknoten auf dem sogenannten Interface oder Kopplungsrand I, die zu beiden Teilgebieten
gehdren. An diesen Knoten werden die Kopplungsgrof3en Ubergeben. Beim knotenwel sen Parti-
tionierungskonzept werden dagegen die Knoten eines Finite-Elemente-Netzes zur Partitionie-
rung herangezogen und jeweils eindeutig einem Teilgebiet zugeordnet. Dadurch entsteht nun
zwischen zwei aneinandergrenzenden Teilgebieten eine Schicht von Elementen, die zu beiden
Teilgebieten gehdren, sie werden als Interfaceelemente bezeichnet.

Die Definitionen fur nichttiberlappende bzw. Uberlappende und elementweise bzw. knoten-
wei se Partitionierungskonzepte kdnnen im Prinzip alternativ verwendet werden. Elementweise
und nichtiberlappende Partitionierung sind vollig aquivalent, wahrend die knotenweise Parti-
tionierung der Uiberlappenden Gebietszerlegung mit einer Uberlappungsbreite von einem Ele-
ment (2-D: 1 Elementreihe, 3-D: 1 Elementschicht) entspricht. In dieser Arbeit werden daher
beide Bezeichnungen verwendet, je nachdem, ob die gerade behandelte Thematik im Zusam-
menhang mit Gebietszerlegungs- oder mit sonstigen partitionierten Losungsverfahren steht.

Elementwei ses/ni chtiiberlappendes und knotenwei ses/liberlappendes Partitioni erungskonzept
sind in Bild 3.2 an einem einfachen strukturmechanischen Modellproblem verdeutlicht. Darge-
stelltist ein mit Finiten Elementen diskretisierter eindimensionaler Stab, der in zwel Partitionen
zerlegt wird. Die bei der Partitionierung jeweils entstehenden K opplungsrandbedingungen sind
durch die graue Farbe markiert.

Links ist die elementweise/nichtiiberlappende Partitionierung in einer Dirichlet-Neumann-
Kopplungsvariante gezeigt. In dieser Formulierung wird fir das Teilgebiet 2, die freie Ver-
schiebung des Interfaceknotens in €2, als Dirichlet-Randbedingung d;- vorgeschrieben, wah-
rend die zum Aufbringen dieser vorgeschriebenen Verschiebung erforderliche Kopplungskraft
f - als Neumann-Randbedingung auf den Interfaceknoten in Teilgebiet €2, aufgebracht wird.
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Bild 3.2: Raumliche Partitionierungskonzepte

Exemplarisch wird das nichttiberlappende Partitionierungskonzept nun auf ein verallgemeiner-
tes algebraisches Gleichungssystem

Ad=fo (3.1)

angewendet, wie es etwa nach der Raum- und Zeitdiskretisierung der strukturdynamischen
oder auch Fluid-Struktur-Interaktions-Gleichungen fur das Gesamtgebiet 2 entsteht und in
jedem Zeitschritt geldst werden mul3. Darin bezeichnet A die veralgemeinerte K oeffizienten-
matrix, d den Vektor der Unbekannten und fo den Vektor der externen Lasten.

Bemerkung 3.1: Zur Vereinfachung der Darstellung wird hier ein lineares Gleichungssystem
verwendet. Die Ausfihrungen sind jedoch keineswegs auf lineare Systeme beschrénkt,
die Koeffizientenmatrix kann nichtlinear von den Unbekannten abhéngen: A(d).

Die Aufteilung der Unbekannten in solche, die im Innern (Index 1) der jeweiligen Partition
(dlgi) und in solche, die auf dem gemeinsamen Kopplungsrand (Index I') liegen (d), fuhrt
dann, fUr den dargestellten Fall der Zerlegung in zwei Teilgebiete, auf das folgende partitio-
nierte algebraische Gleichungssystem in Block-Matrix-Darstellung.

\
A‘Ql A‘Ql Q Q 0
L B e I U B N
Art A AL AR 90t = e J L0, (3.2
————— Q Q «
0 A Azl |4 fi2, :

Darin ist die klare Trennung der Teilgebiete erkennbar: Die zum gemeinsamen Interface I’
gehdrigen Matrixanteile sind strikt aufgeteilt in solche, die von Elementen in £, stammen,
und solche, die von Elementen in £, stammen. Die EinfluRbereiche der Teilgebiete sind mit
den unterschiedlich gestrichelten Linien entsprechend markiert. Diese strikte Trennung wird
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natlrlich bel der partitionierten Berechnung beibehalten, die im Abschnitt 4.1 und in den Kapi-
teln 5 und 6 ausfihrlich beschrieben wird.

Bel der in Bild 3.2 rechts dargestellten knotenwei sen/Uberlappenden Partitionierung treten da-
gegen as Interface-Randbedingungen an beiden Kopplungsréndern Dirichlet-Randbedingun-
gen d I auf, in Form von durch das jeweils benachbarte Teilgebiet vorgeschriebenen Verschie-
bungen. Das Interfaceedlement wird in beiden Partitionen verwendet. Wird die
Uberlappungsbreite groRer gewahlt, so kommen im Uberlappungsbereich selbst auch noch
innere Knoten zu liegen, die in beiden Partitionen verwendet werden. Die Anwendung dieses
Partitionierungskonzepts auf das verallgemeinerte algebraische Gleichungssystem (3.1) fuhrt
auf das partitionierte System

A91 A1 0 0

\
EE | (%) (2] )
AQlAAQmo}o o _f_l_ex_t_ -
r,r, | dr, ryext }Q !
Q Q Q ‘
0 AI 122 A 1n2 A I{ZZ} 0 %dlgmz (= f-|Qe1;t2 ¢ | 1 ; (33)
: | A% d f 82
000 Any AnngAr| | ey )
0 0 0 A% A% |47 o |
‘ o, b J )

wobel dQ w2 nun die Unbekannten im Innern des Uberlappungsbereichs und dF die auf einem
der i mneren Rander I'; liegenden Unbekannten bezeichnet. Die in beiden Te|Igeb| eten gemein-
sam verwendeten Koeff|2| enten aus dem Uberlappungsbereich sind klar zu erkennen. In dem
in Bild 3.2 dargestellten Spezialfall der knotenweisen Partitionierung fallen die Knoten im
Inneren des Uberlappungsbereichs und damit dIQ 12 weg, und das partitionierte Gleichungssy-
stem reduziert sich auf

Q, AQ |
A A, 0 0 e (121 ] )
PO AR I I et
L = S . .
O Arr, Ar, rllA?ﬁ dr, r, e J QZ
_______ E— O dQZ f.Qz l
0 0 AIFZ1 AR ) [ e ,

Hierbei ist insbesondere zu bemerken, daf3 sowohl die Teilsystemmatrizen (Ap. . bzw. Ay 1)
alsauch die Kopplungsanteile ( AF2 r, bzw. Arl Fz) wiederum K oeffizienten, also Systeminfor-
mation, aus dem I nterfaceel ement und somit aus dem jeweils benachbarten Teilgebiet enthalten.
Auf die Losung dieses Gleichungssystems mit partitionierten L osungsverfahren (Gebietszerle-
gungsverfahren) wird im Abschnitt 4.2 eingegangen.

Eignung von nichtuberlappenden bzw. Giberlappenden Partitionierungen fir die unter-
suchten Problemstellungen

Eine allgemeine Bewertung der Qualitat der unterschiedlichen Partitionierungskonzepte ist
schwierig, wenn nicht gar unmaoglich. Die Gite eines Verfahrens muf3 vielmehr stetsim Zusam-
menhang mit der Frage nach der Eignung fir eine spezifische Problemstellung beurteilt werden.
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Der Hauptvorteil nichtiiberlappender Partitionierungen ist die Vermeidung von Interfaceele-
menten und die strikte raumliche Trennung der Teilgebiete. Diese Eigenschaft ermdglicht erst
den vollsténdig modularen Einsatz separater Softwarebausteine fur die einzelnen Teile des
gekoppelten Systems. Dies ist ein bedeutender Vorteil, wenn kommerzielle Programme einge-
setzt werden, diein der Regel nur wenig programmiertechni sche Eingriffsmoglichkeiten bieten,
so dal3 die Verwaltung Uberlappender Systembereiche grofie Probleme bereiten kann (Element-
verdopplungen, usw.), wéhrend die Vorgabe von reinen Dirichlet- und Neumann-Randbedin-
gungen auf einem Kopplungsrand (erfordert lediglich den Austausch von Vektoren mit aktuel-
len Bewegungs- und Lastgrofien) eigentlich immer moglich ist. Auch bel der Kopplung von
Feldern mit unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften ermdglichen nichtiberlappende
Partitionierungen den vollstandig unabhéngigen Einsatz optimaler Diskretisierungs- und L6-
sungsverfahren fir die dem jeweiligen Feld zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichun-
gen, wahrend auch hier die Behandlung eines Uberlappungsbereichs schwierig sein kann.

Dagegen ist der Hauptvorteil Uberlappender Partitionierungen die grofRere Menge an Kopp-
lungsinformation. Je groRer die Uberlappungsbreite, desto groRer ist die Menge an Systemin-
formation, die jedem Teilgebiet Uber sein Nachbarteilgebiet vorliegt, und desto kleiner ist somit
der durch die Partitionierung erzeugte Fehler. Dies ist leicht ersichtlich, wenn man einmal
den Extremfall betrachtet, in dem der Uberlappungsbereich das gesamte Nachbarteilgebiet
umfaldt. Dann entspricht die Lésung des Tellgebiets der Losung des Gesamtgebiets, d.h. die
partitionierte L 6sung entspricht der simultanen Losung. Im anderen Extremfall des Verschwin-
dens der Uberlappung (nichtiiberlappende Partitionierung) ist die Menge an Kopplungsinfor-
mation minimal, den Teilgebieten liegen keinerlel Informationen mehr Gber die Systemeigen-
schaften des jeweiligen Nachbarteilgebietes vor, sondern nur noch die Verschiebungs- bzw.
L astgréf3en an den Interfaceknoten. Daraus resultieren elne maximale Abweichung der partitio-
nierten Losung von der simultanen Lésung des Gesamtgebietes. Insofern ist insbesondere bei
nichttiberlappender Partitionierung die Kontrolle des erzeugten Fehlers eine der Hauptaufgaben
der Kopplungsalgorithmen.

Diese Uberlegungen legen somit die SchluRfolgerung nahe, daid fiir die partitionierte L osung
physikalischer Einfeldprobleme Uberlappende Partitionierungen theoretisch besser sind. In dy-
namischen Analysen kommt hier verstérkend hinzu, daf3 auch der zeitliche Austausch von
Kopplungsinformationen aufeinander abgestimmt werden muf3, was mit Uberlappenden Parti-
tionierungen ebenfalls einfacher zu bewerkstelligen ist. Allerdings setzen tberlappende Parti-
tionierungen die Moglichkeit voraus, die Uberlappungsbereiche programmtechnisch zu hand-
haben, was ene gravierende Einschrankung bedeutet. Desweiteren sind auch for
Anwendungen, in denen mehrere physikalisch gleichartige Korper aufeinandertreffen (Stof3-
bzw. K ontaktprobleme), so dal? die Teilgebiete von vornherein topol ogisch getrennt sind, nicht-
Uberlappende Partitionierungen geeigneter und softwaretechnisch viel einfacher umzusetzen.

Fur die partitionierte Losung von Mehrfeldproblemen sind nichtiiberlappende Partitionierun-
gen eindeutig vorzuziehen. So sind etwa in der Zielanwendung dieser Arbeit — der Fluid-
Struktur-Interaktion — die Anforderungen der Teilgebiete an diein Kapitel 2 jeweils erl&uterten
Diskretisierungs- und Ldsungsverfahren vollstandig unterschiedlich, so dal3 das Miteinbezie-

38



hen von Interface-Elementen aus dem einen physikalischen Gebiet in die Losungsverfahren
des anderen Gebietes praktisch unmdglich oder zumindest sehr problematisch und der Erfolg
eines solchen Ansatzes fragwirdig ist. Aus diesem Grund wird es eher der Regelfall sein,
dal3 man zwel jeweils spezidlisierte, separate Softwarepakete fur Fluid und Struktur zusammen-
koppeln wird, weshalb die angesprochene Software-Modularitét der nichtiberlappenden Ver-
fahren fUr eine partitionierte Losungsmethodik unverzichtbar ist. Und nicht zuletzt entspricht
die nichtuberlappende Variante auch der , natirlichen* Trennung zwischen Fluid und Struktur
am physikalischen Interface, ndmlich der benetzten Strukturoberflache.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden ausschliefdlich Verfahren mit nichtiiberl appenden Parti-
tionierungen behandelt werden (mit Ausnahme einiger historischer und vergleichender Ausfih-
rungen zu Uberlappenden Methoden in den Abschnitten 3.3 und 4.2).

Bemerkung 3.2: Es soll an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, dal3 in dieser Arbeit
auch ausschliefdich konforme Diskretisierungen betrachtet werden, d.h. dal3 die am Kopp-
lungsrand zusammenstof3enden Teilgebiete hinsichtlich Diskretisierungsverfahren (hier nur
FEM), Elementansatzordnung und Netzfeinheit zueinander passen. Fur den Fall nichtkon-
former Diskretisierungen soll an dieser Stelle lediglich auf in der Literatur beschriebene
Ansdtze verwiesen werden, wie etwa die Methode des Last- und Bewegungstransfers tiber
konsistente Interpolation, konservative Ansdtze, oder auch die in Abschnitt 4.1.3 kurz er-
lauterten Mortar-Methoden. Arbeiten hierzu stammen u.a. von Bernardi et al. (1994), Ce-
bral (1996) bzw. Cebral & Lohner (1997), Farhat et al. (1998b) sowie Rixen et a. (1998).
Ein Uberblick zur Thematik des L ast- und Bewegungstransfersfiir konforme und nichtkon-
forme Diskretisierungen in der Fluid-Struktur-Interaktion mit weiteren Angaben zu der
im vorliegenden Modell verwendeten Methodik findet sich in Wall (1999).

3.1.2 Klassifikation nach der Art der Zeitintegrationsverfahren

Neben diesen rein die raumliche Zerlegung betreffenden Unterscheidungen gibt es fir dynami-
sche Problemstellungen aul3erdem die Eintellung der partitionierten Verfahren nach der Art
der in den Tellgebieten verwendeten Zeitintegrationsverfahren. Insbesondere geht es hierbei
um die Unterscheidung nach impliziten und expliziten Zeitintegrationsverfahren, was auf sog.
implizit—implizite (1-1), implizit—explizite (I-E) bzw. explizit-implizite (E-1) und explizit—expli-
zite (E—E) Partitionierungskonzepte fuhrt (z.B. Belytschko & Mullen (1978b, c), Belytschko
et a. (1979), Hughes & Liu (1978a, b), Piperno et a. (1995)). Dabei wird fur Verfahren,
in denen in den einzelnen Partitionen unterschiedliche Zeitintegrationsalgorithmen eingesetzt
werden, auch die englische Bezeichnung ,,mixed time integration method” verwendet.

Zusétzlich dazu benutzen die unter dem Oberbegriff Subcycling- bzw. auch Multi-timestep-Ver -
fahren3 zusammengefaldten M ethoden unterschiedlich groRe Zeitschritte in den einzelnen Parti-
tionen. In diesem Zusammenhang sprechen Belytschko et al. (1979) auch von m—explizit—expli-

3. Mangels passender deutscher Ubersetzungen fiir diese Bezeichnungen werden ausnahmsweise die
englischen Fachbegriffe weiterverwendet.
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ziten (E™-E) bzw. m—explizit-impliziten (E™) Partitionierungen, d.h. in der ersten Partition
wird der Subcycling-Zeitschritt At/mund in der zweiten Partition der m-fach groRere globale
Zeitschritt At fir die Zeitintegration verwendet.

Da die Frage nach der Art der bel einer partitionierten Analysetechnik in den Teilgebieten
jeweils verwendeten Zeitintegrationsverfahren vollig unabhéngig von der Art der réumlichen
Zerlegung ist, mussen die in diesem Abschnitt eingefihrten Bezeichnungen prinzipiell as Zu-
satz zu der Angabe Uber die Art der raumlichen Partitionierung verstanden werden. Die Ent-
scheidung fur die Wahl eines expliziten oder impliziten Zeitintegrationsverfahrens hangt einer-
seits ab von den Anforderungen der in den Teilgebieten simulierten, physikalischen
Problemstellungen an diejewellige Zeitdiskretisierungsmethode, und andererseits von den An-
forderungen der eingesetzten Kopplungsstrategie, wie spater noch ausfuhrlich erlautert werden
wird. Auch die Verflgbarkeit von entsprechenden Software-Modulen fir die einzelnen Felder
sowie Aufwandsiiberlegungen kénnen Entscheidungskriterien sein.

3.1.3 Klassifikation nach algebraischer und differentieller Partitionierung

Dieses Klassifikationsmerkmal, das ebenfalls nur fir dynamische Problemstellungen gilt,
wurde in Park (1980) und Park & Felippa (1980) erstmals vorgestellt und spéter in den Uber-
sichtsartikeln Felippa& Park (1980) und Park & Felippa (1983) aufgearbeitet. ES unterscheidet
nach algebraischer und differentieller Partitionierung in Abhéngigkeit von der Reihenfolge
von raumlicher bzw. Koeffizientenmatrix-Zerlegung und Zeitdiskretisierung: Eine algebra-
ische Partitionierung liegt demnach vor, wenn zuerst das gesamte Gebiet in Raum und Zeit
diskretisiert wird, und erst danach die so entstandenen effektiven Koeffizientenmatrizen des
Gesamtsystems nach algebraischen Gesichtspunkten unterteilt werden. Dagegen werden bei
der differentiellen Partitionierung zuerst die Gebietsgleichungen réaumlich aufgeteilt und die
Teilgebiete raumlich diskretisiert, oder auch das Gesamtsystem réumlich diskretisiert und die
K oeffizientenmatrizen partitioniert. Erst danach wird dann fir jedes Teilgebiet eine separate
Zeitdiskretisierung durchgefihrt.

Prinzipiell kann jede durch differentielle Partitionierung erzeugte Aufteilung der Koeffizien-
tenmatrizen ebenfalls Gber den Weg der algebraischen Partitionierung erzeugt werden, aber
nicht immer umgekehrt. So werden in 0.g. Literaturstellen die im vorigen Abschnitt angeftihr-
ten Verfahren von Belytschko et al. und Hughes & Liu, die urspriinglich auf dem differentiellen
Partitionierungskonzept basieren, in eine entsprechende algebraische Partitionierung tberge-
fuhrt. Dagegen ist die in Park (1980) beschriebene ,, DOF-by-DOF* (freiheitsgradweise) |-E—
Partitionierung nur mit dem algebraischen Konzept erzeugbar. Die Zerlegung wird dort so
durchgefihrt, dal3 einzelne Freiheitsgrade entweder der mit einem impliziten oder der mit ei-
nem expliziten Zeitintegrationsverfahren integrierten Partition zugeordnet werden. Dies sei
nach Meinung der Autoren beispielsweise bei der dynamischen Analyse von Balken oder Scha-
len mit Rotations- und Verschiebungsfreiheitsgraden vorteilhaft. Dadie Rotationsfreiheitsgrade
hoherfrequente Antwortspektren aufwei sen als die Verschiebungsfreiheitsgrade, sei esvon Vor-
teil, die ersteren implizit in der Zeit zu integrieren und die letzteren explizit. Es ist jedoch
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anzumerken, dal3 eine solche getrennte Behandlung einzelner Freiheitsgrade eines Knotens
dem modularen L 6sungsprinzip, wie etwa der Kopplung von einem Fluid-Modul an ein Struk-
turdynamik-Modul, jeweils mit beliebiger Wahl von Raum- und Zeitdiskretisierungsverfahren,
zuwiderlduft. Aul3erdem erfordert dies genaue Kenntnis und Informationen Uber die Art und
die dynamischen Eigenschaften einzelner Freiheitsgrade, was den generellen Einsatz erschwert
und zudem auch programmtechnisch nur mit erhdhtem Aufwand zu realisieren ist. Daher wird
dieser Ansatz in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt.

Weitere Anwendungen des algebraischen Partitionierungskonzepts auf gekoppelte struktur-
dynamische Problemstellungen finden sich in den Arbeiten Park & Felippa (1984) und Felippa
& Geers (1988); in jungster Zeit wurde zudem von Park et al. (1997) und Justino et al. (1997)
eine entsprechende, algebraisch partitionierte Modifikation der urspringlich differentiell parti-
tionierten FETI-Methode verdffentlicht.

Die Unterscheidung nach algebraischer und differentieller Partitionierung hat sich alerdings
aulRerhalb der Arbeitsgruppe um Felippa und Park bisher nicht durchgesetzt. Mit Ausnahme
des oben beschriebenen ,, DOF-by-DOF* |-E—Partitionierungsverfahrens basieren allein dieser
Arbeit beschriebenen Verfahren auf dem differentiellen Partitionierungskonzept. Daher wird
im folgenden auch auf die weitere Verwendung dieser Bezeichnungen verzichtet.

3.2 Kopplungsbedingungen und Kopplungsstrategien

Eine welitere klassifizierende Unterscheidung partitionierter Losungsansatze nach der Art der
eingesetzten Kopplungsstrategie ist verknupft mit dem Aspekt der algorithmischen Erfillung
der Kopplungsbedingungen am Interface zwischen den einzelnen Partitionen.

3.2.1 Kopplungsbedingungen

Unabhangig von der Art des Partitionierungskonzepts soll die Berechnung eines Systems mit
einem partitionierten Losungsverfahren nattrlich letztendlich zur selben Losung fuhren, wie
die simultane Berechnung des monolithischen, unpartitionierten Gesamtsystems. Um dies zu
gewdhrleisten, mussen die grundlegenden kinetischen Erhaltungsgleichungen fir Masse, Im-
puls und Energie auch am Kopplungsrand bzw. Uber diesen hinweg erflllt sein. Wie in Ab-
schnitt 3.4.2 noch hergeleitet werden wird, fuhrt diese Forderung auf zwei grundsétzliche
Kopplungsbedingungen (im Englischen als ,,transmission conditions®, ,, coupling conditions*
oder auch ,interface continuity conditions* bezeichnet). Dies sind die Forderungen nach kine-
matischer und dynamischer Kontinuitéat zwischen den Teilgebieten.

Die kinematische Kontinuitatsbedingung fordert, daf3 die kinematischen Gréfien — Verschiebun-
gen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen — beider Partitionen am Interface zu jeder Zeit
gleich grof3 sein mussen.

d?l(t) = dl“?Z(t) und d?l(t) = d%(t) und dﬁl(t) = d?Z(t) (3.5)
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Die dynamische Kontinuitatsbedingung fordert die Erhaltung des dynamischen Gleichgewichts
aller Kréfte am Interface (externe Lasten, innere bzw. Druck- und viskose Kréfte, Tragheits-
krafte). Die zu betrachtenden GrofRen sind somit die Spannungen am Interface, die aus der
Erfullung des Anfangsrandwertproblems desjeweiligen Teilgebietes resultieren. Diese resultie-
renden Spannungen der Teilgebiete missen am Kopplungsrand entgegengesetzt gleich sein
(Prinzip von actio = reactio). Im Kontext der Methode der Finiten Elemente mit konformen
Netzen geht diese Forderung auf die konsistenten Knotenkréfte am Interface f‘?i uber, die aus
der Aufintegration der inneren Spannungen Uber den Kopplungsrand resultieren.

() = — F2(t) (3.6)

Bemerkung 3.3: Fur weitergehende Angaben zur réaumlich konsistenten Ermittlung der Inter-
facekrafte und zur Formulierung des Last- und Bewegungstransfers im Rahmen der hier
verwendeten Fluid-Struktur-Interaktions-Software wird auf Wall (1999) verwiesen. Ein
nennenwertes Detail ist noch das folgende: Die Interfacekréfte, die an der benetzten Struk-
turoberflache I vom Fluid auf die Struktur wirken, resultieren aus dem Cauchyschen Span-
nungstensor fir Newtonsche Fluide, der sich nach Gleichung (2.62) aus einem viskosen
und einem Druckanteil zusammensetzt: 0 = 2 u"e(u) — pl . Da die viskosen Spannun-
gen im Vergleich zu den Driicken am Interface jedoch normalerweise sehr klein sind, ist
esalgemein Ublich, diese bei der Ermittlung der Interfacelasten zu vernachléssigen. Daher
resultieren also die Interfacelasten auch in der hier verwendeten Formulierung nur aus
den Fluiddriicken auf I

3.2.2 Kopplungsstrategien

Ziel und Aufgabe eines partitionierten Losungsalgorithmus ist also die Erflllung der oben
beschriebenen Kopplungsbedingungen. Die dazu eingesetzte Kopplungsstrategie fuhrt zu der
Einteilung der Verfahren in zwei welitere, grundlegende Verfahrensklassen

* einfach gestaffelte, schwach koppelnde, explizite Verfahren
e iterativ gestaffelte, stark koppelnde, implizite Vierfahren

basierend auf der Frage, ob die Ldsung zwischen den Teilgebieten in jedem Zeitschritt ausite-
riert wird oder nicht. Bild 3.3 zeigt schematisch die prinzipiellen Berechnungsabléufe der ent-
sprechenden Grundverfahren in der von Felippa et a. (1998) eingefiihrten Darstellungsweise.
Dargestellt ist der |nformationsfluf3 zwischen den Teilgebieten £, und £, und die Reihenfolge

der algorithmischen Schritte bei der partitionierten Zeitintegration innerhalb eines Zeitschrittes
tn - tl’l+ 1.

Einfach gestaffelte Verfahren — schwach koppelnd, explizit

Kopplungsalgorithmen ohne Iteration Uber die Teilgebiete heil3en einfach gestaffelte Verfahren
(im Englischen ,, staggered schemes* bzw. nach L tibbing (1997) auch ,, one-way staggered sche-
mes*). Sie sind dadurch charakterisiert, dal3 in jedem Zeitschritt die Bewegungsgleichung der
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einfach gestaffeltes Vierfahren, sequentiell iterativ gestaffeltes Verfahren, parallel

(schwach koppelnd, explizit) (stark koppelnd, implizit)
@ @
----- Q) —»—— 00t > > Q) ——— o0t >
® ®Y vV oA @
- Q) ——— 0t >--1 Q) —»— 0t >
tn tn+1 tn tn+1

Bild 3.3: Kopplungsstrategien — Grundverfahren (synchron)

Teilgebiete nur genau einmal geldst wird, ebenso werden auch die Kopplungsinformationen
zwischen den Tellgebieten je Zeitschritt nur genau einmal ausgetauscht. Die Losung der Tellge-
biete im Zeitschritt kann sequentiell nacheinander (sequentielle, einfach gestaffelte Verfahren
bzw. kurz sequentiell gestaffelte Vierfahren; im Englischen als ,, sequential staggered schemes®
oder auch , serial staggered schemes* bezeichnet) oder parallel zueinander erfolgen (parallele,
einfach gestaffelte Vierfahren bzw. kurz parallel gestaffelte Vlerfahren; im Englischen: ,parallel
staggered schemes®).

Wird dabel in beiden Teilgebieten das identische Zeitintervall fir die Zeitintegration verwendet
(beide beginnend am Zeitpunkt t"), wie in Bild 3.3 schematisch dargestellt, wird das Vorgehen
als synchrones Verfahren bezeichnet. Ist die Zeitintegration dagegen versetzt, wie etwa bei
der in Abschnitt 5.4 ndher erlauterten Methode von Lesoinne & Farhat (1998), bei der in
der Struktur das Zeitintervall [t”, t”+1] und im Fluid das um At/2 zeitversetzte Intervall
[t“‘l/ 2 tn+y 2] verwendet wird, spricht man von einem asynchronen Verfahren.

Bei synchronen, einfach gestaffelten Verfahren steht in mindestens einem Teilgebiet nur die
entsprechende Kopplungsinformation zu Beginn des Zeitschritts fir die Zeitintegration von
t" nach t" ™1 zur Verfiigung. Somit haben diese K opplungsverfahren einen inhérent expliziten
Charakter. Da die jeweils firr die Zeit t"*1 zu berechnende Lésung der Teilfelder jedoch stets
von der Lésung des benachbarten Teilfeldes zur selben Zeit t"+1 implizit abhangt# (Gleichun-
gen (3.5) und (3.6)), ist mit dieser Kopplungsstrategie eine exakte Erfullung der Kontinuitéts-
bedingungen prinzipiell nicht mdglich, so dal’ nur eine schwache algorithmische Kopplung
zwischen den Teilgebieten erreicht werden kann. Aus diesen Griinden finden sich fir einfach
gestaffelte Kopplungsverfahren auch die Bezei chnungen schwach koppel nde oder explizite Ver-
fahren (,,loose coupling schemes* oder ,, explicit coupling schemes*). Manche Autoren sprechen
auch von einer expliziten Behandlung der Kopplungsterme.

4. Im Bereich der Mehrkorpersystem-Dynamik wird diese implizite Abhangigkeit der gekoppelten
Teilsysteme voneinander mit dem Begriff der algebraischen Schleifen verbunden. Nach Rumold
(1999) bzw. Klbler & Schiehlen (1998) kdnnen solche algebraischen Schleifen zur Instabilitét
einfach gestaffelter, partitionierter Lésungsverfahren flhren.
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Iterativ gestaffelte Verfahren — stark koppelnd, implizit

Im Gegensatz dazu werden Kopplungsalgorithmen mit Iterationen Uber die Teilgebiete als ite-
rativ gestaffelte Vierfahren (,,iterative staggered schemes*) bezeichnet. Sie konnen, wie spéter
noch im Detail gezeigt werden wird, auch als Gebi etszerlegungsmethoden interpretiert werden,
und zwar im Falle von Uberlappenden Partitionen als Schwarzsche Methoden, und im Falle
von nichtuberlappenden Partitionen als iterative Substruktur- oder Schurkomplementverfahren
(Bezeichnungsschema nach Smith et al. (1996)). Sofern die iterative Losung konvergiert, so
konvergiert sie gegen die smultane Losung (z.B. Le Tallec (1994) S. 205), so dal? die Kopp-
lungsbedingungen zu jedem diskreten Zeitpunkt t"* 1 voll erfiillt werden, und somit eine starke
algorithmische Kopplung zwischen den Teilfeldern erreicht wird. Daher werden Kopplungsver-
fahren dieser Art auch stark koppelnde oder implizite Verfahren genannt (,,strong coupling
schemes® oder ,,implicit coupling schemes*), bzw. man spricht von einer impliziten Behandlung
der Kopplungsterme.

Wie bei den schwach koppelnden Verfahren kann die Lsung der Teilgebiete sequentiell nach-
einander oder parallel zueinander erfolgen, wiederum mit der jeweils neuesten Kopplungsinfor-
mation. Bild 3.3 rechts zeigt schematisch den Informationsflu® und die Reihenfolge der algo-
rithmischen Schritte fUr ein solches paralleles, iterativ gestaffeltes Verfahren.

Bemerkung 3.4: Die erlauterten Bezeichnungen werden nicht generell auf die hier beschriebene
Art und Weise definiert. Der Begriff schwache Kopplung etwawird in der mathematischen
Literatur haufig fur Verfahren wie die in Abschnitt 4.1.3 beschriebenen Mortar-Methoden
verwendet, bei denen die Kopplung nicht lokal sondern mit Hilfe von Lagrange-Multiplika-
toren im integralen und somit schwachen Sinne bewerkstelligt wird. Auf wieder eine an-
dere Art werden die Begriffe starke und schwache Kopplung in Cebral (1996) interpretiert.
Und zwar werden dort nur solche Methoden als ,,strong coupling approach” eingestuft,
die das Gesamtsystem simultan, also nicht in Teilgebiete partitioniert, |[6sen. Alle anderen,
also ale hier als partitionierte Verfahren klassifizierten Ansétze, fallen dort unter den Be-
griff ,loose coupling approach”, wobei fur diese dann weiter die auch hier verwendete
Unterscheidung nach expliziten und impliziten Kopplungsverfahren getroffen wird.

Generelle Aussagen zu numerischen Eigenschaften

Einfach gestaffelte, partitionierte Losungsverfahren fihren in der Regel aufgrund der nicht
exakt erfullten Kontinuitétsbedingungen zu einer Reduktion der Genauigkeit und zu einer Ver-
schlechterung der Stabilitétseigenschaften des Gesamtverfahrens im Vergleich mit den in den
Teilfeldern eingesetzten Zeitintegrationsverfahren. D.h. auch wenn die Teilgebiete mit unbe-
dingt strikt stabilen, zweiter Ordnung genauen Zeitintegrationsverfahren arbeiten, sind
schwach koppelnde L 6sungsverfahren fir das gekoppelte Gesamtsystem in der Regel schwach
instabil, und die Genauigkeit der gekoppelten Losung ist meist reduziert, z.T. sogar nur noch
von erster Ordnung. Beim Einsatz iterativer Kopplungsverfahren hingegen vererben sich die
Stabilitéts- und Genauigkeitseigenschaften einer entsprechenden simultanen Berechnung auf
den partitionierten Losungsalgorithmus. Dafir erhoht sich natirlich durch die Iteration Uber



die Teilgebiete der numerische Aufwand, und es miissen robuste Mal3nahmen zur Sicherung
und effizienten Beschleunigung der Konvergenz dieser Iteration getroffen werden.

3.3 Historische Entwicklung

Nachdem nun die grundlegenden K onzepte und Strategien partitionierter Ldsungsansatze erlau-
tert wurden, soll in diesem Abschnitt deren historische Entwicklung beschrieben und die wich-
tigsten Publikationen zusammengestellt werden. Aufgrund der grof3en Vielzahl an Arbeiten
zu dieser Thematik sind diese Ausfuhrungen notwendigerweise unvollstandig und auf die Ent-
wicklung der maf3geblichen Ideen beschrankt.

Gebietszerlegungsverfahren

Die als erstes entstandene Klasse von partitionierten Lésungsansdtzen sind die Gebietszerle-
gungsverfahren (DD-Verfahren (Domain Decomposition)). Ihre Entwicklung kann bis auf den
Mathematiker Hermann A. Schwarz zurtickverfolgt werden, der bereits 1870 ein erstes Gebiets-
zerlegungsverfahren vorstellte. Obwohl diese Methode urspriinglich gar nicht als numerisches
Losungsverfahren gedacht war, bauen im Grunde alle bis heute entwickelten DD-Methoden
mit Uberlappenden Teilgebieten auf jenem Basisverfahren auf. Sie tragen daher allgemein den
Namen Schwar zsche Methoden; auf siewird in Kapitel 4.2 noch ndher eingegangen. Unabhan-
gig davon wurde im Jahre 1963 von Janusz S. Przemieniecki die sogenannte Substrukturtechnik
eingefuhrt, um trotz der Speicher- und Rechenkapazitétsbeschrankungen damaliger Computer
und Programme auch grof3e Tragstrukturen (damals v.a. im Bereich des Flugzeugbaus) einer
numerischen Berechnung mit Matrixmethoden zugénglich zu machen. Diese Technik beruht
auf der Systemzerlegung in nichtiberlappende Partitionen (Substrukturen) und fand insbeson-
dere im Bereich der Strukturmechanik und im Zusammenhang mit der Finite Elemente Me-
thode weitverbreitete Anwendung. In Verbindung mit iterativen L 6sungsmethoden wurde dann
aus dieser Idee im Laufe der letzten 20 Jahre eine zweite Klasse von Gebietszerlegungsverfah-
ren entwickelt: diein Kapitel 4.1 beschriebenen iterativen Schurkomplement- oder Substruktur-
methoden, mit ihren gemischten (z.B. Mortarmethoden, Bernardi et al. (1994)) und dualen
Varianten (z.B. FETI-Methode, Farhat & Roux (1991)).

Wahrend bis etwa 1980 nur einzelne wenige Arbeiten Uber DD-Methoden entstanden, erfuhren
diese danach im Zuge der Entwicklung moderner Parallelrechner und immer effizienterer itera-
tiver Losungsverfahren einen stirmischen Aufschwung. Dies schlug sich in einer Vielzahl
von Veroffentlichungen sowie in elner seit 1987 jahrlich veranstalteten Reihe von internationa-
len DD-Konferenzen® nieder. Die meisten Arbeiten beschranken sich auf die Lésung linearer
Gleichungssysteme. Erst in jingster Zeit finden sich auch Publikationen, die die Anwendung
von Gebietszerlegungsverfahren auf nichtlineare Problemstellungen betrachten, siehe Kapi-
tel 4.3. Eine von Cai et al. (1994) vorgeschlagene Vorgehensweise kombiniert inexakte New-
ton-Verfahren mit DD-Methoden zur jeweiligen iterativen Losung der linearisierten Systeme.

5. ,Offizielle® Internet-Homepage: http://www.ddm.org
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Prevost (1997) wendet ein solches Newton-Krylov-Verfahren (von ihm als , iterative partitio-
ned conjugate gradient procedure” bezeichnet) am Beispiel einesrelativ einfachen, nichtlinea
ren Konsolidationsproblems auf volumengekoppelte Probleme an. Eine alternative Vorgehens-
weise verwendet iterative Substrukturmethoden mit nichtlinearen Teilgebieten (Dryja &
Hackbusch (1997), Quarteroni & Valli (1999)). Von Le Tallec & Mouro (1998, 2001) ist ein
solcher Ansatz erstmalig auf Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme in der hier behandelten Art
und Komplexitét angewandt worden (s. Abschnitt 6.2).

Da die Iterationsschemata der DD-Methoden im Grunde Block-Versionen von iterativen Glei-
chungslsungsverfahren sind, waren die Entwicklungen von DD- und iterativen Losungsver-
fahren stets sehr eng verzahnt. Dies fuhrte u.a. dazu, dal? der weitaus Uberwiegende Teil der
Forschungstétigkeit auf dem Gebiet der DD-Methoden im Bereich der numerischen Mathema-
tik angesiedelt ist, und dal3 die oben im Zusammenhang mit iterativen Kopplungsstrategien
angesprochene Problematik der Konvergenzsicherung und -beschleunigung im Rahmen der
Gebietszerlegungsmethoden al gorithmisch ausgereift und auch von theoretischer Seite her fun-
diert analysiert und dokumentiert ist.

Einfach gestaffelte L dsungsver fahren

Parallel zu dieser Schiene, aber hauptsachlich von ingenieurwissenschaftlicher und stéarker an-
wendungsorientierter Seite aus, wurden seit Mitte der 1970er Jahre die hier als einfach gestaf-
felt bezeichneten partitionierten Methoden zur L6ésung dynamischer Problemstellungen ent-
wickelt, und zwar urspriinglich ausgehend von drei Arbeitsgruppen, die zumindest anfanglich
unabhéngig voneinander arbeiteten (vgl. Felippa et al. (1998)): Carlos A. Felippa und K. C.
Park (Lockheed Palo Alto Research Laboratories (LPARL), spater University of Colorado
at Boulder zusammen mit Charbel Farhat), Ted Belytschko (Northwestern University, 11linois)
sowie Thomas J. R. Hughes (California Institute of Technology (Caltech), spéter Stanford
University, California).

Der Begriff gestaffelte Vierfahren bzw. staggered schemes geht zurlick auf die origindre Arbeit
von Felippa, Park & DeRuntz (1977) zur numerischen L sung des el asto-akustisch gekoppelten
Problems eines durch Unterwasser-Schockwellen belasteten U-Bootes unter modularer Ver-
wendung zweier separater Programme fr Fluid und Struktur. Der Ansatz wurde dann in Fe-
lippa & Park (1980) von der reinen FSI-Anwendung auf generelle gekoppelte Problemstellun-
gen erweitert. Spéter folgten von diesen Autoren eine Reihe von Ubersichtsartikeln zu
partitionierten Methoden allgemein (u.a. Park (1980), Park & Felippa (1980, 1983, 1984),
Felippa& Geers (1988), sowie Felippa, Park & Farhat (1998)). Nach 1987 wurden die weiteren
Entwicklungen aus dieser Arbeitsgruppe mal3geblich durch die Forschungen in der Arbeits-
gruppe um C. Farhat auf dem Gebiet der Aeroelastik geprégt. In Farhat et al. (1995) und
Piperno et al. (1995) stellten sie eine Reihe von synchronen, sequentiell gestaffelten I-1— und
I-E—Verfahren vor und untersuchten diese hinsichtlich Stabilitdt, Genauigkeit und Parallelisier-
barkeit. Ein weiter verbesserter L6sungsansatz mit anndhernd exakter Massen-, Energie- und
Impulserhaltung (vgl. Abschnitte 3.4.2 und 5.3) durch Einsatz eines Strukturpréadiktors wurde
spater von Piperno (1997) vorgeschlagen. Basierend auf Untersuchungen zur geometrischen
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Konservativitat bei gestaffelten Losungsverfahren fir aeroelastische Systeme (Farhat et al.
(1995) und Lesoinne & Farhat (1996)) propagierten diese Autoren desweiteren in Lesoinne
& Farhat (1996, 19983, b) und Farhat & L esoinne (2000) einen asynchronen, sequentiell gestaf-
felten Algorithmus, mit dem sowohl Geschwindigkeiten als auch Verschiebungen auf dem
Interface kontinuierlich bleiben und gleichzeitig die geometrischen Bilanzgleichungen (GCL)
erfullt werden (vgl. Abschnitte 3.4.1 und 5.4). Neueste Arbeiten von Piperno & Farhat (1997,
2000) befassen sich mit der Entwicklung eines Energiekriteriums zur Beurteilung gestaffelter
L 6sungsansétze fur aeroelastische Probleme, das auf der Schéatzung der Energie beruht, die
vom Kopplungsalgorithmus am Interface kinstlich erzeugt wird (s. auch Abschnitt 3.4.2).
Die Thematik der Energieerhaltung am Interface bei partitionierten Lésungsverfahren wird
auch in Blom (1998) bzw. Blom & Leyland (1998) anhand eines einfachen FSI-Modellpro-
blems diskutiert, wobei das gestaffelte Verfahren mit Strukturprédiktor von Piperno mit iterativ
gestaffelten sowie simultanen L ésungen verglichen wird. Ein interessanter Ansatz zur Stabili-
sierung des parallelen, einfach gestaffelten Verfahrens mit Hilfe von Filtertechniken, die im
Bereich der dynamischen Mehrkdrpersysteme entwickelt wurden, wird von Rumold (1999)
bei der Simulation von Starrkorper-Fluid-Systemen eingesetzt. Allerdings ist die Wahl eines
passenden Filters sehr problemabhangig, und zudem wird die Dynamik des Originalsystems
durch einen Filter mehr oder weniger stark verandert (Kubler & Schiehlen (1998)), weshab
dieser Ansatz nicht allgemein anwendbar zu sein scheint.

Bemerkung 3.5: Der gestaffelte Ansatz von Felippa & Park (1980) wurde spater auch auf
volumengekoppel te Problemstellungen Gbertragen und entsprechend angepal3t bzw. stabili-
siert. Hier sind insbesondere die Arbeiten von O. C. Zienkiewicz zur numerischen L 6sung
von Konsolidationsproblemen zu nennen (Zienkiewicz (1984), Zienkiewicz et al. (1988),
Huang & Zienkiewicz (1998)). Darauf aufbauend wurden von Turska & Schrefler (1993)
bzw. Turska et al. (1994) iterativ gestaffelte Losungsverfahren entwickelt und analysiert,
und zwar zunédchst ebenfalls fir Konsolidationsprobleme, spéter auch fir nichtlineare,
thermo-hydromechanisch gekoppelte Probleme (Schrefler et al. (1997)). Weitere wichtige
Arbeiten im Zusammenhang mit der sequentiell gestaffelten Ldsung volumengekoppel ter
Probleme sind: Armero & Simo (1992) zur Thermomechanik, Simo & Miehe (1992) zur
Thermoplastizitdt, sowie Lubbing (1997) algemein zur Stabilitdt gestaffelter Finite-Ele-
mente-Berechnungen volumengekoppelter Probleme.

Eine zweite Gruppe partitionierter Ansétze fur die Strukturdynamik wurde im wesentlichen
von den Arbeitsgruppen um T. Belytschko (und in der Folge spéter P. Smolinski) sowieT. J. R.
Hughes vorangetrieben. Sie gingen insbesondere die Problematik an, dal3 bei Verwendung
expliziter Zeitintegrationsverfahren gegebenenfalls vorhandene lokale Bereiche mit sehr feinen
Netzdiskretisierungen oder extrem hohen Steifigkeiten aufgrund der bedingten Stabilitét ex-
trem kleine Zeitschrittgrof3en erfordern, welche in einem simultanen Losungsverfahren dann
unsinnigerweise der Berechnung des gesamten Systems aufgezwungen wirden. Um diesem
Zwang zu entgehen wurden von Belytschko & Mullen (1978a) die expliziten Multi-timestep-
Verfahren (E™-E) vorgeschlagen. Spater wurden diese ersten Ansétze dann seitens der Arbeits-
gruppe um T. Belytschko in einer Vielzahl von teilweise sehr dhnlichen Veroffentlichungen
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immer wieder modifiziert und hinsichtlich Funktionalitét, Genauigkeit und v.a. Stabilitét ver-
bessert bzw. analysiert. Die Hauptproblematik dieser auf einer knotenweisen Partitionierung
basierenden Verfahren besteht in der wahrend der Subcycling-Zeitschritte At/mjeweils vorzu-
gebenden Dirichlet-Kopplungsrandbedingung fur die mit dem kleineren Zeitschritt integrierte
Partition £2,. Da diese Zwischenwerte in der mit dem globalen At integrierten Partition £,
nicht berechnet werden, muBd hier flr die 2, an 2, Ubergebene Bewegungsvariable auf dem
Kopplungsrand I'; eine Annahme getroffen werden (die tbrigen zwei Bewegungsvariablen
werden daraus mit Hilfe der Zeitintegrationsansétze bestimmt). Je nach Wahl dieser Annahme
ergeben sich unterschiedliche algorithmische Varianten mit unterschiedlichen numerischen Ei-
genschaften. Die wichtigsten Arbeiten aus der Arbeitsgruppe Belytschko/Smolinski werden
im folgenden stichwortartig angefuhrt. Belytschko & Mullen (1978a): Annahme einer Uber
alle Subcyclingschritte konstanten Geschwindigkeit d?l und m & N. Neal & Belytschko
(1989): Erweiterung auf beliebige ZeitschrittgroRenverhdtnisse (m & R™). Smolinski
(19924) und Smolinski & Sleith (1992): Annahme einer betragsmaldig konstanten Beschleuni-
gung mit von Schritt zu Schritt wechselnden Vorzeichen =+ d?l (fuhrt auf ndherungsweise
konstante Geschwindigkeit d}l). Smolinski (1992b): Spektrale Stabilitdtsanalyse dieses Ver-
fahrens (lineare Systeme), und Smolinski et al. (1996): Energetische Stabilitétsanalyse (nichtli-
neare Strukturdynamik). Belytschko & Lu (1992, 1993): Annahme einer konstanten Beschleu-
nigung dl'll (hohere Genauigkeit als konstante Geschwindigkeit) und me R*. Wu &
Smolinski (2000): Vermeidung der kiinstlich oszillierenden Beschleunigungen im Algorithmus
von Smolinski (1992a) durch Verwendung eines alternativen Zeitintegrationsverfahrens.

Allerdings wird in eilner bemerkenswerten Arbeit von Gupta & Ramirez (1996) gezeigt, dal3
in Langzeitberechnungen keine der bis dahin von Belytschko et al. vorgestellten expliziten
Multi-timestep-Methoden auf Dauer stabil ist, sondern der Fehler in der numerischen Losung
generell ab einem bestimmten Zeitpunkt — je nach Algorithmus friiher oder spéter, und mehr
oder weniger schlagartig — exponentiell anwéchst, auch wenn die in den einzelnen Partitionen
verwendete Zeitschrittgrof3e kleiner als der kritische Zeitschritt des eingesetzten expliziten
Zeitintegrationsverfahrens ist. Diese schwache Instabilitdt wurde in den numerischen Beispiel-
rechnungen der urspriinglichen Arbeiten nur aufgrund von zu kurzen Berechnungsintervallen
in den numerischen Beispielen nicht sichtbar. Daher schlugen Gupta & Ramirez eine Stabilisie-
rung durch den Einsatz von expliziten Zeitintegrationsverfahren mit numerischer Dissipation
vor, wodurch sie tatséchlich strikte Stabilitét des resultierenden E™-E—Verfahrens erreichen
konnten.

Aussagen Uber Stabilitétsprobleme der genannten expliziten Multi-timestep-Methoden — mit
Ausnahme des Verfahrens nach Smolinski (1992a) bzw. Smolinski & Sleith (1992), welches
in der Arbeit von Gupta & Ramirez nicht untersucht wurde — finden sich desweiteren auch
in Arbeiten von Daniel (u.a. unter Hinweis auf ,, private communications® mit T. Belytschko
in Daniel (1997a)). Dieser fuhrte Stabilitdtsanalysen durch unter Verwendung eines schwéche-
ren Stabilitatsbegriffs, der statistischen Stabilitat, und zwar in Daniel (19974) fur Algorithmen
mit konstanter Beschleunigung (Ansatz nach Belytschko & Lu (1992, 1993), sowie fir eine
Modifikation, in der zur weiteren Genauigkeitssteigerung eine zwischen Anfangs- und End-
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punkt des globalen Zeitschritts gemittelte Beschleunigung %(d}:“1+ d}l* 1y eingesetzt wird),
und in Daniel (1998a) fur Verfahren mit konstanter Geschwindigkeit (Ansétze nach Belytschko
et a. und Smolinski et a. (s.0.) sowie eine Modifikation ohne kiinstlich oszillierende Beschleu-
nigungen). In den letzten Jahren entstanden weiterhin auch implizite Multi-timestep-Methoden
(1™1): Daniel (1997b, 1998b) und Smolinski & Wu (1998), jeweils mit knotenwei ser Partitio-
nierung. In alen drei genannten Verdffentlichungen werden jedoch wiederum Probleme mit
der Genauigkeit und/oder der Stabilitdt der gestaffelten Verfahren eingeraumt.

Eine alternative Strategie zur Losung der 0.g. Problematik, dal3 in einem simultanen Ldsungs-
verfahren mit expliziter Zeitintegration lokale, extrem steife bzw. fein diskretisierte Bereiche
der Berechnung eines gesamten Systems unsinnig kleine Zeitschritte aufzwingen, sind die soge-
nannten ,, mixed time integration methods®, d.h. die Verwendung unterschiedlicher Zeitintegra-
tionsverfahren in den einzelnen Partitionen (I-E). Sie wurden zeitgleich von Hughes & Liu
(19783, b) basierend auf einer elementweisen Partitionierung, sowie von Belytschko & Mullen
(1978b, c) basierend auf einer knotenweisen Partitionierung vorgeschlagen. Zielanwendungen
waren neben der Strukturdynamik auch FSI-Probleme. Der elementweise partitionierte Algo-
rithmus von Hughes & Liu wurde dann im Laufe der folgenden 10 Jahre mehrfach erweitert.
In Hughes, Pister & Taylor (1979) erfolgte eine Erweiterung fur die nichtlineare Dynamik
(Stabilitatsanalyse hierzu in Hughes & Stephenson (1981)), in Liu & Belytschko (1982) wurde
Subcycling integriert (1-E™), und Miranda, Ferencz & Hughes (1989) stellten eine I-E-Va-
riante mit verbesserten Stabilitétseigenschaften vor, basierend auf dem numerisch dissipativen
Hilber-a Zeitintegrationsverfahren. Diese friihen Methoden erlaubten allerdings keine vol | stan-
dig unabhangige, modulare Behandlung der Teilfelder, was weitere Forschungen in dieser Rich-
tung im Rahmen der vorliegenden Arbeit motivierte: Ein echt modulares, implizit-explizites,
sequentiell gestaffeltes Subcycling-Verfahren mit elementweiser Partitionierung fur rein struk-
turdynamische Probleme wird in Abschnitt 5.2 vorgestellt. Schliefdlich wurde erst kirzlich
von Gravouil & Combescure (2001) eine explizit-implizite Multi-timestep-Methode mit ele-
mentweiser Partitionierung vorgestellt, die entgegen allen bisher bekannten einfach gestaffelten
Verfahren eine duale Formulierung mit Lagrange-Multiplikatoren (vgl. Abschnitt 4.1.3, aber
ohne Iterationen) verwendet, welche die kinematische Kontinuitét in den Geschwindigkeiten
am Interface ermoglicht und aufgrund dessen in allen dokumentierten, linearen und nichtlinea-
ren Berechnungen energetisch stabil ist. Aufgrund der Neuheit dieses Ansatzes konnten die
Stabilitétseigenschaften allerdings im Rahmen der vorliegenden Arbeit noch nicht nachvollzo-
gen und verifiziert werden.

Iterativ gestaffelte L dsungsverfahren

Wie bereits angesprochen, kann die Hauptproblematik einfach gestaffelter Losungsverfahren,
namlich die z.T. gravierende Verschlechterung der Stabilitdts- und Genauigkeitseigenschaften,
prinzipiell durch Iterationen Uber die Teilfelder geldst werden. In der Arbeitsgruppe um Fe-
lippa, Park und Farhat wird ein solches Vorgehen allerdings im Vergleich zu einer Zeitschritt-
verkleinerung oder anderen stabilisierenden Techniken generell as numerisch zu aufwendig
eingestuft (Felippa & Park (1983), Felippa et a. (1998), Piperno & Farhat (2000)), da die
von ihnen betrachteten, einfachen iterativ gestaffelten Verfahren im allgemeinen sehr schlechte
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Konvergenzraten und zudem haufig Konvergenzprobleme aufweisen. Andere Autoren hinge-
gen nehmen den héheren Aufwand in Kauf, um ohne aufwendige oder die Physik des Systems
veradndernde Stabilisierungsmethoden stabile und somit zuverl&ssige Berechnungsergebnisse
zu erhalten. So wird von Kalro & Tezduyar (2000) bzw. Benney, Stein & Tezduyar (2000)
jetzt zur Simulation umstromter Fallschirme auf Supercomputern ein einfaches iterativ gestaf-
feltes Verfahren (vgl. Kapitel 6.2, Grundverfahren mit w = 1) eingesetzt, da der friher ver-
wendete sequentiell gestaffelte Ansatz nur durch kinstliche, starke, viskose Dampfung oder
durch kinstliches zu Nullsetzen der Geschwindigkeit der Kopplungsknoten — beides eindeutig
systemveréndernde Mal3nahmen — stabilisiert werden konnte (Stein et al. (1998, 2000)). Auch
eine Arbeitsgruppe um G. P. Guruswamy verwendete urspriinglich zur Berechnung umstromter
elastischer Tragflugel (Guruswamy & Yang (1981)) das sequentiell gestaffelte Grundverfahren,
und propagiert mittlerweile aufgrund der hoheren Genauigkeit denselben einfachen iterativ
gestaffelten Ansatz (Bhardwa] et al. (1997); ebenso Strganac & Mook (1990)). Schulte (1998,
S. 123f) nennt desweiteren noch eine Reihe von entsprechenden Literaturstellen aus den Jahren
1972 bis 1995 im Bereich gekoppelter, maschinenbautechnischer Anwendungen (Elektroma:
gnetik und -statik, elastohydromechanische Schmiertheorie, FSI, usw.), wobel hdufig von Kon-
vergenzproblemen und mangelnder Robustheit berichtet wird. Diese Schwierigkeiten sind auf
die eingesetzten, fur diese Art von Problemstellungen zu simplen lterationsverfahren zurtick-
fUhrbar (iterativ gestaffeltes Grundverfahren basierend auf der Richardson-Iteration mit intuitiv
oder experimentell bestimmten Relaxationsparametern, vgl. Kapitel 6.2 und Anhang A3.2).
Riemslagh et al. (2000), die fur Blutstromungen in Arterien die transiente Interaktion von
inkompressiblen Stromungen mit flexiblen Strukturen ebenfalls mit dem unrelaxierten, iterativ
gestaffelten Grundverfahren simulieren, begegnen den Konvergenzproblemen auf eine alterna-
tive Art und Weise, ndmlich indem sie die inkompressible Kontinuitétsgleichung in der Fluid-
formulierung um einen kinstlichen Kompressibilitatsterm erweitern. Allerdings verandert
diese Idee wiederum die Physik des modellierten Systems, so dal3 die numerischen Ergebnisse
nur mit Vorsicht zu interpretieren sind.

Stabilitét, Zuverlassigkeit und Genauigkeit des partitionierten Berechnungsansatzes sind insbe-
sondere auch in kommerziellen Programmen die Motivation fir den Einsatz iterativ gestaffelter
L 6sungsverfahren. Ein Beispiel hierflr ist das FEM-Programmpaket ADINA, welchesfir FSI-
Simulationen einen einfachen iterativ gestaffelten Ansatz verwendet (Bathe et al. (1995, 1997,
1999)), obwohl dieser hohe Iterationszahlen erfordern und somit mit grof3em numerischem
Aufwand verbunden sein kannS.

6. Aufgrund der schlechten K onvergenzeigenschaften desin ADINA verwendeten, einfachen iterativ
gestaffelten Ansatzes wird in der erst letztlich erschienenen Publikation von Rugonyi & Bathe
(2000) ein simultaner L ésungsansatz des gekoppelten FSI-Systems propagiert, trotz der einleitend
angefihrten Nachteile eines solchen Vorgehens. Dieser wurde mittlerweile ebenfalls in ADINA
implementiert und kann alternativ zur iterativ gestaffelten Losung verwendet werden (Rugonyi
(2001)). Dies unterstreicht nicht zuletzt die grof3e Bedeutung der Entwicklung und Verbreitung
von effizienteren iterativ gestaffelten Verfahren, wie sie etwain der vorliegenden Forschungsarbeit
vorgestellt werden.
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Im Laufe der letzten Jahre wurden jedoch schliefdlich auch deutlich effizientere und robustere
iterativ gestaffelte L dsungsansétze entwickelt. Die notwendige Voraussetzung hierfir war, dal3
die Grundidee der iterativ gestaffelten Methoden, in jedem Zeitschritt die Kontinuitdt in den
KopplungsgrofRen durch Subiterationen Uber die Tellfelder sicherzustellen, zundchst im Hin-
blick auf die zugrundeliegenden iterativen Lésungsverfahren analysiert wurden, und so auch
die Analogie zu Gebietszerlegungsmethoden, insbesondere zu iterativen Substrukturmethoden,
erkannt wurde. Dadurch konnten dann die v.a. aus der mathematischen Forschung stammenden
Kenntnisse Uber Konvergenzeigenschaften und deren Verbesserung ausgenutzt und die bis da-
hin bereits hochentwickelten iterativen Losungsalgorithmen und Gebietszerlegungsverfahren
(s.0.) konsequent auf die iterativ gestaffelte L ésung gekoppelter Probleme tbertragen werden.

So werden in der Arbeit von Cervera et a. (1994) die partitionierte Ldsung von FSI- sowie
thermomechanisch gekoppelten Strémungen auf (noch relativ einfache) Block-Jacobi- und
Block-Gaui3-Seidel-Iterationsverfahren zurtickgefihrt und deren Konvergenzeigenschaften
diskutiert und numerisch verifiziert. Dabei stief3en die Autoren jedoch, nach Angaben von
Codina (2000), immer dann auf Konvergenzprobleme in der Iteration tUber die Teilfelder, wenn
auf dasselbe System angewandte einfach gestaffelte L dsungsverfahren zu Stabilitétsproblemen
fUhrten, d.h. dasiterative Verfahren war noch nicht ausreichend robust. Etwas spéater entwickelt
und diskutiert Schulte (1998) iterative Multilevel-Substrukturverfahren mit hierarchischen Ba-
sen fur die Simulation von allgemeinen gekoppelten Systemen, wobei die gezeigten numeri-
schen Beispiele jedoch eher Modellcharakter haben. Die Arbeit geht dabei ausfihrlich auf
theoretische, numerische und algorithmische Aspekte sowie auf spezifische Eigenarten ver-
schiedener Anwendungsgebiete ein. Fir komplexere Mikro-Elektromechanische Systeme
(Bungartz & Schulte (1995)) und Fluid-Struktur-1nteraktionsprobleme (Bungartz et al. (1998))
werden von derselben Arbeitsgruppe ebenfalls Block-Jacobi- und Block-Gauf3-Seidel- sowie
Block-SOR-Iterationsverfahren mit experimentell bestimmten Relaxationsparametern einge-
setzt. Von Rifal et al. (1999) wird fur die Losung von FSI-Problemen ferner eine gemischte
iterative Substrukturformulierung (,, Augmented Lagrangian Approach®, vgl. Abschnitt 4.1.3)
mit einem Uzawa-lterationsverfahren vorgeschlagen.

Eine weitere Gruppe von iterativ gestaffelten Ansédtzen verwendet fur die Iteration Uber die
Teilgebiete Newton-artige Iterationsverfahren, wie etwa Morton et al. (1998) fur die Aeroela-
stik, basierend auf einer Methode von Rizzetta & Visbal (1993). Ein hnliches Block-Newton-
Verfahren mit néherungsweiser Berechnung der Ableitungen mit Hilfe von Finiten Differenzen
(Methodik nach Artlich & Mackens (1995)) wird von Matthies & Steindorf (2000) ebenfalls
auf aeroelastische Problemstellungen angewandt. Weitere solche Lésungsansétze finden sich
auch im Maschinenbau, z.B. in Kibler & Schiehlen (1998): Verwendung von Quasi-Newton-
Verfahren fur die iterativ gestaffelte Simulation von gekoppelten dynamischen Mehrkorpersy-
stemen, oder in Aluru & White (1997): Multilevel-Newton-Methoden fur Mikro-Elektrome-
chanische Systeme (MEMS). In dem oben bereits angesprochenen Artikel von Bhardwa et
al. (1997) werden auf dem Newton-Verfahren basierende iterative gestaffelte Ansdtze aller-
dings as numerisch zu aufwendig eingestuft.

51



In den schon mehrfach zitierten Arbeiten von Le Tallec & Mouro (1998, 2001, s. Abschnitt 6.2)
wird schliefdlich das von Quarteroni (1990) vorgeschlagene iterative Dirichlet-Neumann-Sub-
strukturverfahren zur LAsung von Problemen, in denen unterschiedliche partielle Differential -
gleichungen Uber ein Interface gekoppelt sind, auf Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme in der
hier behandelten Art und Komplexitét angewandt und hinsichtlich Konvergenz, Stabilitét, Ge-
nauigkeit und Energieerhatung untersucht. Es beruht auf einer stationdren Richardson-Itera-
tion, wobel die flr einen Zeitschritt jeweils konstant gehaltenen Rel axationsparameter auf eine
nicht néher spezifizierte Art und Weise aus dem Iterationsverhalten im vorausgegangenen Zeit-
schritt extrapoliert werden. Weiterhin wird von Le Tallec & Mouro die Verwendung des Gra-
dientenverfahrens zur Bestimmung optimaler, iterationsabhéngiger Relaxationsparameter an-
geregt, ohne dal3 dies jedoch weiter ausgefthrt wird. Hiervon inspiriert wurde dieser Ansatz
letztendlich zur Basis fur die in Kapitel 6 dieser Arbeit vorgestellten, eigenen Weiterentwick-
lungen auf dem Gebiet der iterativ gestaffelten Losungsverfahren.

3.4 Anforderungen an partitionierte L 6sungsverfahren und
Beurtellungsansatze

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden letztendlich noch spezifische Anforderungen an
partitionierte Losungsverfahren diskutiert, mit deren Hilfe im weiteren Verlauf der Arbeit die
verschiedenen Ansdtze beurteilt werden. Es gibt eine Reihe von qualitativen Kriterien, die
partitionierte Losungsverfahren maoglichst erfiillen sollten. Dazu gehéren insbesondere:

e Sabilitat der numerischen Losung alswichtigste Anforderung, und zwar fur beliebige—auch
nichtlineare — Problemstel lungen,

e Genauigkeit der numerischen Lsung,

e maglichst geringer Aufwand,

* Robustheit im Sinne von anwenderunabhangigen Stabilitéts- und K onvergenzei genschaften,
e Modularitét,

e gegebenenfals Parallelisierbarkeit.

Wahrend die letzteren Aspekte keiner weiteren Klarung bedirfen, sondern direkt im Kontext
mit der Diskussion der einzelnen Verfahren in den folgenden Kapiteln erdrtert werden kénnen,
sollen hier im Vorfeld einige Faktoren detailliert erlautert werden, die — neben den Zeitintegra-
tionsverfahren der Teilsysteme — die Stabilitét und die Genauigkeit der numerischen Lésung
mal3geblich beeinflussen. Sie betreffen im Kern die Erfullung der im vorigen Abschnitt bereits
angesprochenen Koppl ungsbedingungen, namlich die kinematische und die dynamische Konti-
nuitét zwischen den Teilgebieten.

Diese Kontinuitétsforderungen an partitionierte Losungsverfahren werden in der Literatur
meist postulierend aufgestellt und gefordert. Es lassen sich jedoch nur in ganz wenigen Féllen
erklarende Aussagen finden, woher diese Forderungen tatsachlich stammen, d.h. mit welchen
mechanischen Grundprinzipien sie zusammenhangen, und welche der Kopplungsgleichungen
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unter welchen Voraussetzungen letztendlich erfillt werden kénnen. Auch die Interpretation
der entstehenden numerischen Fehler ist haufig sehr vage.

Vor diesem Hintergrund werden die Kopplungsbedingungen im folgenden eingehend unter-
sucht und auf die grundlegenden kinetischen Erhaltungsgleichungen fur Masse, Impuls und
Energie zurlickgefihrt, da letztendlich eine Verletzung dieser Erhaltungsgleichungen fur die
in numerischen Berechnungen beobachtbaren Stabilitdts- und Genauigkeitsprobleme vieler
partitionierter Losungsverfahren urséchlich ist.

3.4.1 Kontinuitat der kinematischen und dynamischen Grof3en

Die Kontinuitét der kinematischen und der dynamischen Grof3en Uber den Kopplungsrand hin-
weg (Gleichungen (3.5) und (3.6)) wird bei der partitionierten Loésung im wesentlichen von
drei Faktoren beeinflufdt. Den mal3geblichsten Einflul? hat der Kopplungsalgorithmus selbst.
Zwe weitere Aspekte betreffen die in den Teilfeldern eingesetzten Zeitintegrationsansétze,
sowie die geometrischen Bilanzgleichungen im Fall von Fluid-Struktur-1nteraktionen.

Einflu’ des Kopplungsalgorithmus

Der Kopplungsalgorithmus eines partitionierten Losungsverfahrens organisiert die Abfolge
von der Ubergabe der K opplungsrandbedingungen zwischen den Teilfeldern und der Zeitinte-
gration in den Teilfeldern. Diese Thematik wird in den Kapiteln 5 und 6 im Rahmen der dort
beschriebenen Kopplungsverfahren noch im Einzelnen diskutiert. Generell soll hier bereits
festgestellt werden, dal? einfach gestaffelte Verfahren, wie in Abschnitt 3.2.2 bereits angespro-
chen, stets (mindestens) eine der Kopplungsrandbedingungen am Beginn eines Zeitschritts
t" von einem Teilfeld £, an das benachbarte 2, Ubertragen. In dem anschlieffend von t"
nach t"* L integrierten Teilfeld 2, muR die Zeitintegration also ohne Kenntnis der entsprechen-
den Kopplungsgrofde am Ende des Zeitschritts erfolgen, von der die Lésung in £, z.Zt. tn+1
jedoch eigentlich implizit abhangt. Also wird diese Kopplungsgrofie dazu auf eine verfahrens-
spezifische Art und Weise extrapoliert oder geschétzt, und folglich kann sie niemals exakt
dem Wert entsprechen, der danach dannim Teilfeld €2, durch Lésung der dortigen Bewegungs-
gleichung tatsachlich berechnet wird. D.h. einfach gestaffelte Verfahren verletzen prinzipiell
mindestens eine der Kopplungsbedingungen. Wie grof3 der dadurch erzeugte Fehler ist, und
wie stark die Stabilitétseigenschaften des partitionierten Verfahrens dadurch beeintrachtigt wer-
den, ist schlief3lich abhangig von der jeweils spezifischen Formulierung des Kopplungsalgorith-
musses. Die iterativ gestaffelten, impliziten Kopplungsalgorithmen hingegen erreichen die Er-
fullung der Kontinuitatsbedingungen auf iterativem Wege durch sukzessives Wiedereinsetzen
der neu berechneten Kopplungsrandbedingung und Wiederholen der Zeitintegration in den
Teilfeldern fur den selben Zeitschritt bis zur Konvergenz.

In diesem Zusammenhang ist auch die von Blom (1998) im Rahmen seiner Untersuchungen
zur Fluid-Struktur-Interaktion as,, Interaction Consistency Law* (ICL) bezeichnete Forderung
an partitionierte L 6sungsverfahren zu nennen, also die Forderung nach Konsistenz in den Zeit-
abhangigkeiten zwischen den Kopplungsrandbedingungen und den diskreten Zeitintegrations-
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verfahren in den beiden Teilfeldern’. Insofern muR die Frage, ob ein Kopplungsalgorithmus
die Kontinuitatsbedingungen erfiillt, und wie grof3 der resultierende Fehler ist, stetsin Verbin-
dung mit den in den Teilgebieten eingesetzten Zeitintegrationsverfahren analysiert werden.
So stehen also bel synchronen, einfach gestaffelten Kopplungsverfahren in mindestens einem
Teilgebiet nur die Kopplungsinformation zu Beginn des Zeitschritts t" zur Verfligung, bei asyn-
chronen, einfach gestaffelten Verfahren zu einem bestimmten Zeitpunkt innerhalb des Zeit-
schrittes, und nur bei impliziten Kopplungsverfahren auch am Ende des Zeitschrittes t"* 1,
Andererseits benttigen diskrete Zeitintegrationsverfahren diese Randbedingungen auch zu je
nach Verfahren unterschiedlichen Zeitpunkten. Diesist bel expliziten Zeitintegrationsalgorith-
men der Zeitschrittbeginn t" und bei impliziten Verfahren in der Regel das Zeitschrittende
t"*+1 oder auch ein geshifteter Zeitpunkt t"+¢. Passen diese Zeitpunkte nicht zueinander, wird
das ICL und damit stets auch die entsprechende kinematische oder dynamische K ontinuitétsbe-
dingung verletzt. Der Umkehrschluf3ist jedoch nicht unbedingt guiltig, esist durchaus moglich,
dald das ICL erflllt ist, die Kontinuitét hingegen nicht; ein Beispiel hierfir ist die in Abschnitt
5.2 beschriebene explizit—implizite Formulierung des sequentiell gestaffelten Grundverfahrens.
Insofern sind die Kontinuitétsforderungen die stérkeren und damit die eigentlich wesentlichen
Bedingungen.

Einflu3 der Zeitintegrationsansatze

Wie bereits erklart, bedeutet die kinematische Kontinuitatsbedingung die Forderung, dal3 zu
jeder Zeit die kinematischen Groéfen — Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen — beider Partitionen am Interface gleich grol3 sind (Gleichungen (3.5)).

In einer partitionierten, numerischen Losung ist esjedoch prinzipiell nur in dem Ausnahmefall
identischer Zeitintegrationsverfahren und Zeitschrittgréf3en in beiden Partitionen moglich, dal3
ale drei kinematischen Groflen gleichzeitig kontinuierlich sein kdnnen. Der Grund hierfir
ist, daid bei einem Ldsungsansatz mit sequentieller Diskretisierung in Raum und Zeit nur eine
der kinematischen Variablen als Primérvariable — in der Strukturdynamik meist die Verschie-
bungen, in der Stromungsdynamik die Geschwindigkeiten — direkt berechnet wird, wahrend
die anderen mit Hilfe der Zeitintegrationsansitze daraus abgeleitet werden. Daher wird in
der Regel nur die Kontinuitét von einer kinematischen Variablen angestrebt; welche man daf Or
wahlt ist aufgrund ihrer eindeutigen Abhangigkeit voneinander nicht weiter relevant.

Durch die partitionierte Simulation entsteht also notwendigerweise ein Fehler. Da es sich bel
diesem Fehler jedoch im Prinzip um einen Diskretisierungsfehler handelt, dessen Grof3enord-
nung mit demjenigen der eingesetzten Zeitintegrationsverfahren vergleichbar ist, ist sein Ein-
fluR auf die Stabilitdts- und Genauigkeitseigenschaften partitionierter Lésungsverfahren ver-
nachlassigbar. Dies zeigen auch die in den Kapiteln 6 und 7 dokumentierten numerischen
Untersuchungen, in denen die Kontinuitét fir wenigstens eine der Variablen mit Hilfe iterativ

7. ,, The time dependence of the boundary conditions for fluid and structure solvers has to be consi-
stent with the discrete time integration of the structure and fluid solvers, respectively* (aus Blom
(1998)).



gestaffelter, stark koppelnder Lésungsverfahren erzwungen wird, und in denen im Vergleich
mit simultanen ReferenzlGsungen kein Genauigkeits- oder Stabilitatsverlust beobachtbar ist.

Desweiteren kann mit entsprechend formulierten, partitionierten Verfahren bei unterschiedli-
chen Zeitintegrationsansétzen oder Zeitschrittgrofden in den Teilgebieten auch nur die Kontinui-
tét an den diskreten Zeitintervallgrenzen t", t"*1, ... gewahrleistet werden, z.B.

dfl,n+1 _ d]{zz,n+1 (3.7

aber innerhalb der Zeitintervalle gilt dies dann nicht exakt. Dieselbe Argumentation gilt auch
beziiglich der dynamischen Kontinuitét. Auch hier kann agorithmisch nur die Kontinuitét
an den diskreten Zeitintervallgrenzen t", t"*1, ... gewéhrleistet werden, z.B.

f?l,n-i-l - _ f!r22,n+l (38)

aber im Falle unterschiedlicher Zeitintegrationsansatze oder Zeitschrittgrofden nicht innerhalb
der Zeitintervalle.

Einflul? der geometrischen Bilanzgleichungen (GCL)

Im Fall von Mehrfeldproblemen, hier insbesondere Fluid-Struktur-I nteraktionsprobleme, ergibt
sich eine zusétzliche Problematik im Zusammenhang mit der Erflllung der diskreten geometri-
schen Bilanzgleichungen (Abschnitt 2.2.2). Im hier betrachteten Fall impliziter Zeitintegra-
tionsverfahren in beiden Feldern fuhrt die Forderung nach (diskreter) Kontinuitét in den Ver-
schiebungen zunachst zwangsweise zu einer Kopplung der Fluidnetz- und der Struktur-
verschiebung am Ende des Zeitschritts.

i+t = dntt (39

Die Kontinuitét der restlichen beiden kinematischen Groéfen Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung mufdte dagegen eigentlich zu einer direkten Kopplung zwischen Struktur und Fluid fuh-
ren. Im Fall von viskosen Stromungen gilt die Annahme des Haftens der Fluid-Partikel an
der Struktur. Damit ergében sich as Kopplungsbedingungen zu jedem Zeitpunk:

untl = dntl o und ot = dntl (3.10)

(Im Fall von inviskosen Stromungen geht man dabei auf ein Gleiten der Fluid-Partikel an
der Struktur Uber, weshalb dann nur noch die Normalkomponenten dieser Grof3en

untl. pntl = gntl. pntloyng gt pntl = gkl pntl (3.11)

zu koppeln sind, mit dem zum Fluid hin gerichteten Normalenvektor auf dem Strukturrand
n"*1:= n2* im folgenden wird nur noch der viskose Fall dargestellt). Allerdings muf fiir
viskose Strémungen in ALE-Formulierung auf bewegten Netzen gleichzeitig als Randbedin-
gung auf dem Interface gelten:

u;l — u?+l — uI(E,n—>n+1 und u?—>n+1 — U?’ n—n+l _ o (3.12)

mit der im Zeitschritt konstanten ALE-Netzgeschwindigkeit u®. Diese muR nun zur Erfiillung
der diskreten GCL gemal3 Gl. (2.72) aus den Netzpositionen bestimmt und als im Zeitschritt
t" — t"*1 konstant betrachtet werden. Das fiihrt auf die folgende Kopplungsrandbedingung:
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rm+1 _ n dn+l — gn
yn—n+l — Gnen+l _ L r_ _r r
r r At At

( i.d R = d;+% ! ) (3.13)

Hinsichtlich der Kontinuitétsbedingungen ist daraus nun erkennbar, dal3 bei Erfullung der GCL
zwar die Kontinuitét der Verschiebungen am Interface erreicht werden kann, die gleichzeitige
Kontinuitdt der Geschwindigkeiten aber nur in einem ganz bestimmten Fall gewahrleistet wer-
den kann: Und zwar wenn in der Struktur die Mittel punktsregel zur Zeitintegration verwendet
wird. Durch Kombination des Zeitintegrationsansatzes Gl. (2.31) mit der Shift-Gleichung
(2.42), jeweils mit den fur die Mittelpunktsregel geltenden Parameterwerten § = 1/4,
y = 1/2 und a; = 1/2 ergibt sich dann nédmlich

d

+

Nl

2= (i ody) (= gty (314)

in Ubereinstimmung mit Gleichung (3.13).

In Verbindung mit sequentiell gestaffelten L osungsansdtzenist diese Ideein Farhat et al. (1995)
in einer synchronen, explizit—impliziten Formulierung, und spéter in Lesoinne & Farhat (1996,
19984, b) sowie Farhat & Lesoinne (2000) wiederholt in einer asynchronen, implizit—impliziten
Formulierung untersucht worden. Die Folge einer Verletzung der Geschwindigkeitskontinuitét
durch Verwendung anderer Zeitintegrationsverfahren ist nach Aussage dieser Autoren eine
Storung des Energieaustauschs zwischen Fluid und Struktur, ohne dal3 dies jedoch genauer
hergeleitet, erlautert oder numerisch verifiziert wird. Es finden sich auch keine Aussagen Uber
Auswirkungen auf die Stabilitétseigenschaften des gestaffelten Verfahrens. Desweiteren ist
die Kontinuitét in den Beschleunigungen bei Erflllung der GCL ohnehin generell nicht mog-
lich. Im Fluid sind diese aufgrund der im Zeitschritt jeweils konstanten Geschwindigkeit am
Interface wahrend des Zeitschritts gleich Null (Gl. (3.12)), und an den diskreten Zeitschritt-
grenzen gar nicht definiert. In der Struktur dagegen ist die Beschleunigung auch am Interface
im allgemeinen ungleich Null, also gilt: u{t) = d,(t) . Diese Fragestellung wird in den genann-
ten Arbeiten Uberhaupt nicht angesprochen.

Es kann jedoch festgestel It werden, dal3 die geschilderte Problematik mit der aus unterschiedli-
chen Zeitintegrationsansatzen resultierenden Problematik vergleichbar ist: In beiden Félen
ist bei Verwendung unangepaldter Zeitintegrationsverfahren die gleichzeitige Kontinuitét von
allen drei kinematischen Grofzen unmaoglich. Der resultierende Fehler ist dabel im Prinzip ein
Diskretisierungsfehler, dessen Grofienordnung demjenigen der eingesetzten Zeitintegrations-
verfahren entspricht. Somit gilt auch hier, dal3 der Einflul? einer Verletzung der Geschwindig-
keits- und/oder Beschleunigungskontinuitét auf die Stabilitdts- und Genauigkeitsei genschaften
partitionierter Losungsverfahren gemald obiger Argumentation vernachléssigbar ist. Dies ist
ebenfalls verifizierbar anhand der numerischen Beispiele, in denen mit Hilfe iterativ gestaffel-
ter, stark koppelnder Losungsverfahren die Kontinuitét nur fir die Kopplungsverschiebungen
erzwungen wird, und in denen trotzdem kein Genauigkeits- oder Stabilitétsverlust im Vergleich
zur simultanen Ldsung beobachtbar ist.
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3.4.2 Massen-, Impuls- und Energieerhaltung

Als néchstes werden nun die Zusammenhéange zwischen den kinematischen und dynamischen
Kontinuitdtsbedingungen und den grundlegenden kinetischen Erhaltungsgleichungen fir
Masse, Impuls und Energie diskutiert. Dabel soll betont werden, dal3 die Voraussetzung fir
die Stabilitét der numerischen Lsung letztendlich die Erfillung dieser Erhaltungsgleichungen
ist. Daraus resultieren dann die oben beschriebenen Kopplungsbedingungen, al so die Forderun-
gen nach kinematischer und dynamischer Kontinuitdt, wie im folgenden gezeigt wird.

Das prinzipielle Vorgehen ist dabei, zu untersuchen, welchen kinstlichen Effekt die partitio-
nierte Losung auf die Bilanz der jeweiligen Grofde im gekoppelten Gesamtsystem hat, und
dann zu fordern, dal? dieser Effekt gleich Null ist. Der Begriff der Erhaltung ist somit in diesem
Zusammenhang so zu verstehen, dal? die Groél3e im unpartitionierten System gleich grof3 sein
muf3, wie die Uber die Teilgebiete aufsummierte Grof3e im partitionierten System unter Beriick-
sichtigung der Effekte am freigeschnittenen Kopplungsrand.

M assener haltung

Fur nichttiberlappende Partitionierungen bedeutet die Massenerhaltung am Interface ganz ein-
fach und anschaulich, dal3 keine Durchdringung bzw. kein Auseinanderdriften der Teilgebiete
auftreten darf. Aus dieser Bedingung folgt unmittelbar die Forderung nach Kontinuitét der
Verschiebungen tber den Kopplungsrand hinweg gemdl? Gleichung (3.7) bzw. (3.9).

Impulserhaltung

Im Zusammenhang mit partitionierten Ldsungsverfahren bedeutet die Forderung nach Impuls-
erhaltung, dal? das gekoppelte Gesamtsystem durch die partitionierte Ldsung in der Summe
keinen zusétzlichen, kinstlichen Impuls erhélt. Der Impulszuwachs Am des Teilsystems &
im Zeitintervall [t", t"*1] berechnet sich als

tn+1
Am@ . n—=n+l j (f?i(t) + fggt(t)) dt (3.15)
tn

Darin stammt der aus der partitionierten Losung resultierende Antell ausschliefdlich von den
Interfacekréften fffj(t) :

th+1

Am?l””_’”ﬂ = j ffj(t) dt (3.16)

tn
Fur die Impulserhaltung mufd somit hier gefordert werden
tn+1
AmEHE = Am@e L 4 gmZe nmned < (fﬁl(t) + f?z(t)) d=0 (317

tn
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woraus die Forderung nach dynamischer Kontinuitét, d.h. nach der Kontinuitédt der Interface-
krafte entsprechend Gleichung (3.6) (ffl(t) = —f?Z(t)) folgt. Vorgreifend soll hier bereits
angemerkt werden, dal? diese diskrete dynamische Kontinuitét und damit die Impulserhaltung
bel alen im Rahmen dieser Arbeit ndher untersuchten, auf einer Dirichlet-Neumann-Partitio-
nierung basierenden L dsungsverfahren gegeben ist, wie in den Kapiteln 5 und 6 noch im Detail
gezeigt werden wird.

Energieerhaltung

Eine analoge Argumentation bietet sich auch fir die Energieerhaltung an. Es wird also gefor-
dert, dai? das gekoppelte Gesamtsystem durch die partitionierte Losung in der Summe keinen
kinstlichen Energiezuwachs erhdt, d.h. dald die Arbeit der Interfacekréfte der beiden Teilsy-
steme am Kopplungsrand je Zeitschritt

tn+1

AW J FA) dRi) ot (3.18)
tn

in der Summe gleich Null ist.
AE?_erl =A\N§fl’n_>n+l+A\NI{f2’n_>n+1 —

e (3.19)
- J (ffgl(t) d2(t) + F2:(t) d?z(t)) dt = 0
i
Sind sowohl die kinematische (Gleichung (3.5) fur die Geschwindigkeit: d?l(t) = d?Z(t)) as
auch die dynamische Kontinuitatsbedingung (Gleichung (3.6): f?l(t) = — ffZ(t)) erfillt, so
ergibt sich auch die Erhaltung der Energie: Einsetzen von (3.6) in (3.19) fuhrt zunéchst auf

tn+l

AEMN+1 = I f?l(t) (d?l(t) - d?z(t)) dt (3.20)
tn
und durch weiteres Einsetzen der Geschwindigkeitskontinuitétsgleichung (3.5) wird der kiinst-
liche Energiezuwachs am Interface je Zeitschritt zu Null: AE}""*1 = 0,

Da die Energieerhatung also sowohl die kinematische als auch die dynamische Kontinuitét
voraussetzt, wodurch bei Erhaltung der Energie auch die Massen- und die Impulserhaltung
gewdhrleistet sind, ist hiermit auch ein geeignetes Werkzeug zur Beurteilung partitionierter
L 6sungsverfahren gegeben: Zum einen lassen sich damit gemaf’ den obigen Herleitungen ana-
lytische Aussagen zur energetischen Genauigkeit treffen; ein solches Vorgehen wird u.a. in
Piperno (1997) bzw. Piperno & Farhat (1997, 2000), Le Tallec & Mouro (1998, 2001), Blom
(1998) bzw. Blom & Leyland (1998) sowie Gravouil & Combescure (2001) verfolgt, und
als Designkriterium fir partitionierte Losungsverfahren verwendet.

Und aul3erdem [&f3t sich damit auch ein numerisch beobachtbares Kriterium definieren, das
zur Beurteilung der Genauigkeit und der numerischen Stabilitét eines partitionierten Lésungs-
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verfahrens herangezogen werden kann (Piperno & Farhat (2000)). In der hier verwendeten
Fluid-Struktur-Interaktions-Formulierung mit den oben genannten Zeitintegrationsverfahren
werden dazu in jedem Zeitschritt die folgenden diskreten Energiemal3e ermittelt. Die Energie,
die das Strukturfeld aufgrund der Belastung durch das Fluid am Interface innerhab eines Zeit-
schritts erhdlt, betragt

ABS™HL = ((1—ay) 1L + ap )t — o) (3.21)

wobei die Kopplungslast f, aus dem Fluiddruck p, und den viskosen Spannungen 7, am
Interface resultiert: fi*1 = f ,-(p?* Lot 1). Von der Fluidseite aus gesehen wird im selben
Zeitintervall hingegen die folgende Energie Ubertragen:

AER =L — (g £ 4 (1-0) FrRTE — 1) (3.22)

Somit ergibt sich in der Summe ein kunstlicher Energiezuwachs aufgrund der partitionierten
Losung (nachfolgend als Interface-Energie bezeichnet) von

AE?—>n+l =AEISJn_>n+l +AEIE,n—>n+1 —
= ((@—ap) 1 L+a 1)dRr L =) — (0 1L+ (1-6) )R+ 1-rD) (3:29)

woraus im vereinfachten Sonderfall des Bossak-a-Verfahrens bzw. der Trapezregel im Struk-
turfeld (a; = 0) und des Ruckwarts-Euler-Verfahrens im Fluid (6 = 1) folgt:

AE?_)”‘” _ (d?"'l—d?) f?+1 _ (r?+1_r?) f?+1 _

= ((dpr—rpet) — (dn—rp)) o2 (3.24)

Aus Gleichung (3.24) kann man unmittelbar ablesen, dal’ die Energie nur erhalten wird, wenn
auch die kinematische Kontinuitét in den Verschiebungen rft+1 = d"* 1 gilt. Wird diese hinge-
gen verletzt, wie etwa bei dem in Abschnitt 5.2 beschriebenen, sequentiell gestaffelten Grund-
verfahren, bei dem r?“ = d} gesetzt wird, so entsteht am Interface durch die partitionierte
Ldsung in jedem Zeitschritt eine bestimmte Menge an Energie.

Durch Beobachten dieses Energiemal3es sowie von dessen Summe Uber alle Zeitschritte (nach-
folgend als aufsummierte Interface-Energie bezeichnet)

n
Eptl = A+ (3.25)
i=0

konnen folglich Riuckschltisse auf die Genauigkeit des partitionierten L osungsverfahrens gezo-
gen werden. Piperno & Farhat (2000) berechnen die Interface-Energie auch analytisch, for
ein Modellbeispiel und fir eine Reihe von unterschiedlichen gestaffelten Ldsungsansétzen,
und erhalten dadurch ein Mai3 fir deren jeweilige Genauigkeit, fir das sie den Begriff der
»energy-accuracy” pragen. Je weniger Energie so produziert wird, desto genauer ist das Verfah-
ren. Aul3erdem steht mit der Interface-Energie ein Kriterium zur Verfiigung, das beim Auftreten
einer instabilen numerischen Lésung bei der Berechnung eines gekoppelten Systems die Beur-
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teilung ermdglicht, ob die Instabilitét nun aus der partitionierten Lésungsstrategie resultiert
—dann mif3te auch die Interface-Energie sprunghaft ansteigen —, oder ob sie etwa physikalisch
bedingt ist (Flattern) bzw. durch die Verwendung eines nicht stabilen Zeitintegrationsverfahrens
an sich entsteht — in dem Fall mufite die Interface-Energie klein bleiben, trotz einer Uber alle
Grenzen wachsenden numerischen Ldsung. Und schliefdlich ist noch der Fall méglich, daid
die Interface-Energie negativ ist. Dies entspricht dann numerischer Dampfung am Interface,
welche einen stabilisierenden Einfluld auf die partitionierte Lésung hat.

Die Anwendung dieses Energiekriteriums wird in den Kapiteln 5 und 7 an ausgewahlten Fluid-
Struktur-Interaktionsbeispielen demonstriert.

3.4.3 ,Artificial Added Mass'-Effekt

In diesem Abschnitt wird schliefdlich noch auf den sogenannten ,, Artificial Added Mass"* -Effekt
eingegangen, der auch in Le Tallec & Mouro (2001) und Wall (1999) diskutiert wird. Diese
Problematik fuhrt dazu, dal3 speziell bei der partitionierten Ldsung von Fluid-Struktur-Interak-
tionsproblemen mit inkompressiblen Fluiden bereits geringfligige Verletzungen der Kontinui-
tétsbedingungen in einer signifikanten Verschlechterung der Stabilitatseigenschaften der parti-
tionierten Ldsungsverfahren resultieren. Dies aufert sich in einem verhdtnismaiig friihen
Auftreten der schwachen Instabilitét in der mit einfach gestaffelten Verfahren ermittelten nume-
rischen Losung. Fatalerweise wird der destabilisierende ,, Artificial Added Mass*-Effekt zudem
immer stérker je kleiner der Zeitschritt gewahlt wird, so dal3 es bei FSI-Problemen im Gegen-
satz zu strukturdynamischen Problemen in der Regel nicht moglich ist, das Auftreten der
schwachen Instabilitdt durch Verkleinerung des Zeitschrittes zeitlich nach hinten zu schieben,
und so zumindest flr eine begrenzte Zeit mit einfach gestaffelten Kopplungsal gorithmen stabile
Losungen zu erzielen.

Zur Erlauterung wird zunachst die Interaktion einer flexiblen Struktur mit einer inkompressi-
blen Strémung betrachtet. Unter der vereinfachenden Annahme eines inviskosen, gewichtslo-
sen Fluides und vernachl&ssigbarer konvektiver Anteile folgt aus der lokalen Impulshilanzglei-
chung (Gl. (2.73))

d — -
a—‘tixe +Vp=0 inQcx (0T (3.26)

bzw. nach sequentieller Diskretisierung in Raum (Galerkin-FEM) und Zeit (BE)

1 R n+l Fon+l — L pFn . ol — _ oF Y ruftl —un
AtMu + Gp AtMu p G (M i ) (3.27)

Daraus wird ersichtlich, dal? der Fluiddruck p im Wesentlichen (im hier dargestellten verein-
fachten Fall sogar ausschliefdlich) ausder Tragheit des Fluidesresultiert, welches der Bewegung
der Struktur am Interface folgen muf3. Die aus dem Fluiddruck ermittelten Kopplungslasten
f(p) belasten dann wiederum die Struktur

MSAT L+ f(dnFL) = £ {pn Y (3.28)
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wo sie wie eine zusétzliche Fluidmasse (,,added mass*) auf das Beschleunigungsfeld der Struk-
tur wirken. Aufgrund der Inkompressibilitét resultiert nun jeder Fehler in der Beschreibung
der Interfacebewegung, etwa aufgrund nicht erfllter kinematischer Kontinuitét, sofort in einer
Druckreaktion, die — ohne Zeitver zogerung und/oder Abschwachung durch Kompression des
Fluides — auf die Struktur zurtickschlagt. Dieser fehlerhafte, durch das partitionierte Ldsungs-
verfahren kinstlich erzeugte Anteil an der ,added mass* wird in dieser Arbeit folglich as
»artificial added mass* bezeichnet. Bel Verwendung eines einfach gestaffelten, d.h. expliziten,
schwach koppelnden Losungsverfahrens fuihrt dies dann zu einem raschen Aufschaukeln und
in der Folge zur Instabilitét der numerischen Losung. Dies ist einer der wichtigsten Grinde
— wenn nicht sogar der einzige Grund — dafUr, dal3 sequentiell gestaffelte L osungsverfahren,
die bei der Kopplung kompressibler Stromungen mit flexiblen Strukturen stabile Ergebnisse
liefern, in der hier behandelten Problemstellung der Interaktion inkompressibler Strémungen
mit dinnwandigen Tragwerken ausnahmslos schwach instabil sind (Kapitel 5 und 7).

In Abschnitt 5.3 wird der geschilderte Sachverhalt anhand einer Analyse der zeitlichen Fort-
pflanzung des kinematischen Fehlers, der aus der Verletzung der kinematischen Kontinuitét
aufgrund des expliziten Prédiktors resultiert, am Beispiel eines einfach sequentiell gestaffelten
L 6sungsverfahrens ausfihrlich dokumentiert. Die einzige Losung fur dieses Problem ist die
Gewaéhrleistung der kinematischen Kontinuitat, etwa durch die Verwendung impliziter, iterativ
gestaffelter Losungsverfahren, so dal3 gar nicht erst fehlerhafte Druckreaktionen auftreten.
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4  Gebietszerlegungsmethoden

Um eine Einordnung der iterativ gestaffelten Kopplungsverfahren in die Ubergeordnete Klasse
der Gebietszerlegungsmethoden zu ermdglichen, wird in diesem Kapitel — ohne Anspruch auf
Vollstandigkeit —ein Uberblick tiber die verschiedenen Typen von Gebietszerl egungsmethoden
gegeben. Einzelne Punkte, diefur diein den weiteren Kapiteln behandelteiterative Substruktur-
technik von Bedeutung sind, werden detaillierter herausgearbeitet. Dabei wird ein Hauptaugen-
merk auf die Darstellung der al gorithmischen Umsetzung der einzelnen Verfahren, sowie auf die
Herleitung der jeweils zugrundeliegenden Iterationsverfahren gelegt werden, mit Hilfe derer
K onvergenzaussagen getroffen und konvergenzbeschl eunigende M ethoden vorgeschlagen wer-
den konnen. Alsweiterfiihrende Literatur empfehlen sich die Fachbiicher von Smith et al. (1996)
und Quarteroni & Valli (1999), der Ubersichtsartikel von Le Tallec (1994) sowie die Arbeiten
von Langer (1992, 1997), auf denen die Ausfihrungenin diesem Kapitel unter anderem basieren.

In Anlehnung an die von Smith et al. verwendete Einteilung wird im folgenden wiederum
zwischen zwel Verfahrenstypen unterschieden, basierend auf der in Abschnitt 3.1 (Prinzipskiz-
zen in Bild 3.2) beschriebenen Art der raumlichen Partitionierung: Die Verfahren mit nicht-
Uberlappenden Gebietszerlegungen werden darin a's Substruktur- oder Schurkomplement-Me-
thoden bezeichnet, digenigen mit Uberlappenden Gebietszerlegungen als Schwarzsche
Methoden. Wie im letzten Kapitel bereits vermerkt, beschrankt sich die folgende Darstellung
hauptséchlich auf zwei Teilgebiete, obwohl die geschilderten Ideen prinzipiell auf mehrere
Teilgebiete erweiterbar sind.

Bemerkung 4.1: Auch hier sollte angemerkt werden, dal3 die Bezeichnungskonzepte in der
Literatur nicht einheitlich sind. So wird insbesondere fur die Verfahren mit nichttberlap-
penden Gebietszerlegungen auch die Bezeichnung nichtiiber lappende Schwar zsche Metho-
den verwendet (z.B. Le Tallec (1994) und Langer (1992, 1997)).

4.1 Nichtuberlappende Verfahren — Schur komplement- oder
Substrukturmethoden

Die nichttiberl appenden Gebietszerlegungsverfahren wurden im Bereich der Strukturmechanik
bereits in den 60er-Jahren unter der Bezeichnung Substrukturmethode entwickelt (Przemie-
niecki (1968)), um trotz der Speicher- und Rechenkapazitatsbeschréankungen damaliger Com-
puter und Programme grof3e Tragstrukturen (v.a. im Bereich des Flugzeugbaus) mit Matrixme-
thoden berechnen zu kénnen. Die Grundidee dieses Verfahrens wird im folgenden anhand
des verallgemeinerten, linearen, agebraischen Gleichungssystems dargestellt, welches in der
partitionierten Block-Matrix-Form in Gleichung (3.2) definiert wurde (hier wiederholt):

Q Q|
Al AL 0 d|91 flgéd W} Q,
Art AR T A AR _dglgl = ig_ext J C Q,
Y ,

0 ‘ A]Qf« Aﬁz d Ly ;
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Bel der Substrukturmethode werden zunachst die im Inneren der Teilgebiete liegenden Frei-
heitsgrade explizit statisch kondensiert, so dal3 nur noch ein wesentlich kleineres, aus den Frei-
heitsgraden auf den Interfaceréndern bestehendes sogenanntes Interface-System Ubrig bleibt:

(8% + 8%) d = fmed (4.1)

Dieses setzt sich aus den Schurkomplementmatrizen S% (auf die Interface—Freiheitsgrade redu-
zierte Steifigkeitsmatrizen) der Teilgebiete

O _ A2 A2 Q7L 0 .
STU=AL AR AT AT =12 (4.2)

und den zusammengefaldten externen Lasttermen
2, o oo
free = frec ~ Z Ap AT Tle (4.3
j=1

zusammen. Es kann dann mit direkten Gleichungsldsungsverfahren (Gaul3sche Elimination)
gel 6st werden. Im dritten Schritt werden die so berechneten Werte der Interface-Freiheitsgrade
d, wiederum als Dirichlet-Randbedingung fur die Teilgebiete verwendet, mit denen sich die
endgultige Ldsung der Unbekannten in deren Inneren dIQi riickrechnen |af3t.
-1
d% = A% (ffg&t - A% dr) j=12 (4.9)
Bemerkung 4.2: Der Schurkomplement-Operator wird in der Mathematik auch als Steklov-
Poincaré-Operator bezeichnet. Er setzt die Reaktionskréfte eines Systems, die aus einer
auf einen Dirichlet-Rand I" aufgebrachten Verschiebung resultieren, mit dieser Verschie-
bung in Zusammenhang, wie die Gleichungen (4.5) und (4.6) zeigen. Die Schurkomple-
mentmatrix S (= diskretisierter Steklov-Poincaré-Operator) entsteht aus der K oeffizienten-
bzw. Steifigkeitsmatrix des Systems durch statische Kondensation der inneren Freiheits-
grade bezuglich der Freiheitsgrade auf 1.

Motiviert durch diesen Ansatz ergab sich im Laufe der letzten 20 Jahre sowohl im Ingenieurwe-
sen wie auch im Bereich der Mathematik eine rege Forschungstétigkeit mit dem Ziel, effiziente
und robuste iterative L osungsalternativen zu entwickeln. Die daraus resultierenden Methoden
werden in Smith et al. (1996) s iterative Substruktur- oder auch Schurkomplementmethoden
bezeichnet, wahrend die Bezeichnung des urspriinglichen Ansatzes zur Abgrenzung davon
um den Zusatz direkt erweitert wird (direkte Substrukturmethode). Die Schurkomplementme-
thoden |6sen das Interface-System (4.1) iterativ, wobei in der Regel vorkonditionierte Krylov-
Unterraum-Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung eingesetzt werden, fir die mit Hilfe des
entsprechenden Gebietszerlegungsansatzes der jeweilige Vorkonditionierer konstruiert wird.

Einer der wichtigsten Griinde fur den Einsatz iterativer Verfahren liegt in der glinstigeren nume-
rischen Behandlung der Schurkomplemente. Erstens ist deren explizite Berechnung, die bei
direkten Verfahren erforderlich ist, aufwendig. Und zweitens sind die Schurkomplementmatri-
zenviel dichter besetzt als die urspriinglichen, bandstrukturierten Steifigkeits- bzw. K oeffizien-

63



tenmatrizen, was insbesondere bel langen Kopplungsrandern trotz der im Vergleich zum Ge-
samtsystem geringeren Dimension doch zu einem stark erhdhten Speicheraufwand fihren kann.
Aufgrund der Dichtbesetztheit ist weiterhin auch die direkte Ldsung des Interface-Systems
(4.1) verhdtnismaliig teuer. Die modernen iterativen Substrukturverfahren vermeiden diese
Problematiken, indem sie die Schurkomplemente gar nicht erst explizit aufstellen, aufsummie-
ren und invertieren, sondern stets nur die Anwendung eines Schurkomplement-Operators auf
einen Vektor berechnen — das Ergebnis ist wiederum ein Vektor. Dies [a3t sich durch einfache
L 6sung eines Teilgebiet-Problems mit entsprechenden Randbedingungen bewerkstelligen. So
ergibt sich die Anwendung des Schurkomplementes eines Teil systems auf einen auf dem Rand
I" definierten Vektor (S - ar) , indem man dieses Teilsystem mit ar als vorgeschriebener Di-
richlet-Randbedingung nach den inneren Freiheitsgraden auflost (erste Gleichungszeile),

A Al (9 0 _1 n
Ary Arr| Y[ T )fr = 4= -AArd (4.5)

und damit die am Rand I" auftretenden Kréfte f, berechnet (zweite Gleichungszeile).

Entsprechend ergibt sich die Anwendung des invertierten Schurkomplementes (entspricht einer
auf die Randfreiheitsgrade reduzierten Flexibilitdtsmatrix) eines Teilsystems auf einen Vektor
(s~ 1. f 1), indem man dieses Teilsystem mit f r as vorgeschriebener Neumann-Randbedin-
gung (A Knoten-L astvektor)

A A [d| |0
Ary Arr| 9r  |fr 47
nach den Freiheitsgraden d, auf dem Rand I" auflost.

dr = (Arr— Ap AA )_1f“ — d.=S"1f (4.8)
T ' r Il Il |\ I r A r '

Somit kénnen die bandstrukturierten Steifigkeitsmatrizen der Teilgebiete unverandert verwen-
det werden, und die Kosten fir die Berechnung der Schurkomplement-Vektor-Produkte héngen
hauptséchlich von der Effizienz der in den Tellsystemen eingesetzten Gleichungsloser ab.

4.1.1 Iterative Dirichlet-Neumann Substrukturmethode

Die auf Bjerstad & Widlund (1984, 1986) zurlickgehenden Dirichlet-Neumann-Methoden
(D-N) verwenden die nichtliberlappende Partitionierung, die in Bild 3.2 links mit den spezifi-
schen Kopplungsrandbedingungen dargestellt ist. In jeder Iteration [Gsen sie, ihrem Namen
entsprechend, zuerst ein Dirichlet-Problem in £, gefolgt von einem Neumann-Problem in
Q,. Der grundlegende L osungsablauf ist als Algorithmus 4.1 dargestellt.

Der im vorigen Abschnitt erlauterten Grundidee der Substrukturmethoden folgend, ist bel den
nichttiberlappenden Verfahren das Iterationsschema auf die Interface-Freiheitsgrade reduziert,
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0. Initialisierung: Setze i = 0. Sartlésung dj. , sei gegeben.

Iterationsschleife

1. Lose Dirichlet-Problemin £;:

Li+1 | ext

Afrd® = — Afd mit d; aus Q, (4.9)

2. Berechne Kopplungskréftein £ :

_ AQ, AR Q
fF,i+1 - AFIl dl,il+1 + Arlr dﬂi

(4.10)

3. Lose Neumann-Problemin £,:
Q Q
Arr A

2,

Algf Aﬁz dl,i+1 I ext

dr,i+1 fre« = frisa )
= £2, mit f;,, aus 2, (4.11)

4. Relaxation der Interface-Lésung:

driz1 = o d]“,i+1+(1_wi)d1",i , o, ERT

(4.12)

5. Konvergenztest

f- <=1+ 1 bis zur Konvergenz

Algorithmus 4.1: Iterative Dirichlet-Neumann-Substruktur methode — Basisalgorithmus

und es wird das in Gleichung (4.1) angegebene Interface-System in der durch Algorithmus 4.1
beschriebenen, schurkomplementfreien Formulierung gel0st. Letzteres 1813t sich zeigen, indem
die zugrundeliegende Iterationsvorschrift hergeleitet wird. Dazu wird zundchst Gleichung (4.9)

in (4.10) eingesetzt,

_ a2 a2 Lo Q. A2, a2 1r0 _
ff,i+1_ Arll A||l f|elxt+('A‘rlr Arll Alll Alll“) dﬂi o

(4.2) -1
= AL AL fR 4+ S dy

(4.13)

sowie Gleichung (4.11) nach der iterativ verbesserten Interface-L dsung dm +1 aufgelost:

(42 , -1 -1
= s% (frea —fris1— A?f Aﬁz ff)é(t)

Einsetzen von Gleichung (4.13) in (4.14) liefert dann
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| ext
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2
- -1 Q A0 Lo
j=1
4.3 1
I se, (f2d —s%dp, ) (4.15)
und durch weiteres Einsetzen dieser Beziehung in die Relaxationsgleichung (4.12) und Umstel -
len der Terme folgt schliefflich die Iterationsvorschrift:

drir1 = dri + o % ( fred = (SQl + ng) dr i ) (4.16)

Somit stellt dieser Basisalgorithmus eine nichtstationdre Richardson-Iteration in den Interface-
Freiheitsgraden dar (vgl. Anhang A3, Gl. (A.42)), mit der Operatormatrix A := S% + S%,
der fur Dirichlet-Neumann-Methoden charakteristischen Links-Vorkonditionierungsmatrix
M := S, und mit Relaxationsparametern w; > 0. Die Suchrichtung ist mit dem Residuum
g; des vorkonditionierten Operators gegeben:

g = 892_1 ( fltrgg _ (S“Ql + SQz) dF,i ) (4.17)

Durch Kombination dieser Gleichung mit (4.15) wird auRerdem ersichtlich, dal3 der aktuelle
Residuenvektor g; gerade gleich der iterativen Verbesserung des Interface-Vektors ist,

9 = dr,i+1 —dp; (4.18)
womit er algorithmisch sehr einfach berechenbar ist. Um welter zu zeigen, dal3 das Iterations-
verfahren tatséchlich das in Gleichung (4.1) angegebene Interface-System 10st, betrachtet man
nun den auskonvergierten Fall, d.h. man setzt dieBeziehung d- ;. ; = dj; = dpindielterati-
onsvorschrift (4.16) ein

dy = d + o, 8% (fmd — (5% + 5%) dp ) (4.19)

woraus sofort folgt, dal3 der Klammerausdruck gleich Null ist,

ol — (s%+8%)d. =0 — (Sh+S%)d = (4.20)

und somit die konvergierte Losung gerade die Gleichung (4.1) erfillt, was zu zeigen war.

K onver genzeigenschaften

Die Konvergenzeigenschaften des iterativen D-N-Substrukturverfahrens hangen mal3geblich
von der Wahl geeigneter Relaxationsparameter ab, sowie von der Eignung der Matrix S%:
als Vorkonditionierer. Letzteres ist abhangig von der Art der zu |6senden, partiellen Differen-
tialgleichung (PDE) und in geringem Mal3 auch von der Groéf3e der Teilgebiete, aber unabhéngig
von der Diskretisierungsfeinheit. Grundsétzlich gesehen ist die Schurkomplement-Vorkonditio-
nierung aber verhdltnismaidig gut bis optimal (Smith et al. (1996)). Dies gilt erfahrungsgemal’
auch im Fall unterschiedlicher PDEs in den Teilgebieten, etwa bei der Fluid-Struktur-1nterak-
tion, wie die insgesamt relativ kleinen Iterationszahlen bel denin dieser Arbeit durchgefihrten
Berechnungen zeigen.
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Bezlglich der Wahl von Relaxationsparametern, die hinsichtlich Sicherstellung und Beschleu-
nigung der Konvergenz geeignet sind, kommen prinzipiell ale der im Anhang A3.2 beschriebe-
nen Methoden in Betracht (Richardson-Iteration, Gradientenverfahren, konjugiertes Gradien-
tenverfahren, Konvergenzbeschleuniger wie die Tschebyscheff- oder Aitken-Methode, s. auch
Kap. 6). In der Gebietszerlegungs-Literatur gangig sind allerdings vor allem die Methode der
konjugierten Gradienten (wie u.a. urspringlich von Bjerstad & Widlund (1984, 1986) vorge-
schlagen), sowie die Richardson-Iteration mit méglichst guten Relaxationsparametern.

Ein auf der Richardson-Iteration basierendes D-N-Substrukturverfahren, dasim Laufe der Ite-
ration eine Sequenz von Relaxationsparametern {wi} generiert, die gegen den optimalen Wert
wopt (A.41) konvergiert, wurde von Funaro et al. (1988) entwickelt, und Marini & Quarteroni
(1989) flhrten die Konvergenzanalysis durch. Die iterative Bestimmung von wqp basiert auf
einer Richardson-Extrapolationsformel und kommt ohne Kenntnis der extremalen Eigenwerte
aus, wodurch der Hauptnachteil der Richardson-Iteration umgangen wird. Allerdings beruht
das Verfahren auf der Superposition mehrerer TeillGsungen und ist somit, wie die konjugierten
Gradienten auch, nur fur lineare bzw. linearisierte Systeme einsetzbar.

In technischen Anwendungen werden letztlich fur die Relaxationsparameter auch haufig empi-
risch/experimentell ermittelte Werte bzw. Erfahrungswerte eingesetzt (s. Abschnitt 6.2). Dies
ist jedoch generell ein eher unbefriedigender, da sehr problemabhangiger und somit nicht robu-
ster Ansatz.

Bemerkung 4.3: Bezliglich der Konvergenzei genschaften ist aul3erdem zu sagen, dal3 die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der bisher beschriebenen sogenannten Einlevel-Substrukturver-
fahren bei Zunahme der Anzahl der Teilgebiete rapide abnimmt, da sich dann Schwierig-
keiten bei der Reduktion von glatten Fehlerverlaufen Uber die Teilgebiete hinweg
einstellen. Dies ist fur die hier behandelten Problemstellungen zwar nicht relevant, da
ausschliefdlich die Zerlegung in zwei Teilgebiete betrachtet wird, trotzdem soll angemerkt
werden, dal3 fur die geschilderte Problematik eine Reihe von Ldsungsansatzen existieren.
Dazu z8hlen insbesondere die Zwei- und Multilevel-Methoden, die die Einlevel-Gebietszer-
legungsverfahren mit Mehrgitterideen kombinieren. Das jewellige Substrukturverfahren
wird dann als Gléatter fur die hochfrequenten Fehleranteile eingesetzt und mit Grobgitter-
Korrekturen fur die glatten Fehleranteile verknlpft. Ein Beispiel fur eine Zweilevel-
methode ist der Balancing Neumann-Neumann-Algorithmus von Mandel (1993) bzw.
Mandel & Brezina (1996). Multilevel-Ansatze mit hierarchischen Basen wurden etwa zeit-
gleich von Haase et al. (1990) und Smith & Widlund (1990) entwickelt, weitere Arbeiten
auf diesem Gebiet stammen u.a. von Langer (1992), Haase et al. (1994), Bungartz et al.
(1997) und Schulte (1998).

Bemerkung 4.4: Genau genommen haben Bjerstad & Widlund (1984, 1986) eine Neumann-Di-
richlet-Methode vorgestellt. Diese verwendet jedoch dasselbe algorithmische Prinzip wie
die Dirichlet-Neumann-Methode. Der Unterschied ist, dald zuerst ein Neumann-Problem
in 1 und danach ein Dirichlet-Problem in £, gelést wird (gerade umgekehrt wie bel
der hier dargestellten korrespondierenden Dirichlet-Neumann-Methode). Dies fuhrt auf
die iterative Ldsung des von rechts mit (S“Ql)‘l vorkonditionierten Interface-Systems.
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Fur die Iteration setzt das von Bjerstad & Widlund vorgeschlagene Verfahren die Methode
der konjugierten Gradienten ein.

4.1.2 Iterative Neumann-Neumann Substrukturmethode

Die Neumann-Neumann-Methoden (N-N) wurden von Agoshkov (1988) und Bourgat et al.
(1989) eingefihrt und spéter u.a. von Le Tallec et a. (1991) ausfuhrlich analysiert und modifi-
ziert. Sie basieren im Gegensatz zur D-N-Methode auf der Verwendung der Schurkomplemente
beider Tellsysteme als Vorkonditionierer fir die iterative Lésung des Interface-Systems (4.1).
Dazu werden in jedem Iterationsschritt fir beide Teilgebiete nacheinander je ein Dirichlet-
und dann ein Neumann-Problem gel6st, jeweils mit Kopplungsrandbedingungen aus der be-
nachbarten Partition; der prinzipielle Losungsablauf ist als Algorithmus 4.2 dargestellt.

0. Initialisierung: Setze i = 0. Sartlésung dj , sei gegeben.

Iterationsschleife

1. Losejeein Dirichlet-Problemin £, und £, :

Q 49 _ 9 _ A% L
Ao = — AT . =12 (421

2. Berechne jeweils die Kopplungskréftein £, und 2, :

2 AR Q. ) .
fF,Ji+1 o Arl| d|,1i+1 + A]*J]“ dF,i , ] =12 (422

3. Losejeein Neumann-Problemin £, und 2, :

2 A2 ( 52 2
Arr A dr,'i+1 SgN ((freq — Zf?ji+1) . j=12 (42
A% a2 ] d% =1 . |
Wa I l,i+1 0

mit sign="-" furj=1 und sign="+" fur j=2

4. Interpolation der neuen Interface-Losung:

driv1 =dri — o (dﬁliﬂ - a%iﬂ) . w; ERT (429

5. Konvergenztest

f- i<—i+ 1 biszur Konvergenz

Algorithmus 4.2: Iterative Neumann-Neumann-Substr uktur methode — Basi sal gorithmus
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Die Iterationsvorschrift folgt in zur D-N-Methode analoger Weise aus den in Algorithmus 4.2
gegebenen Gleichungen durch Auflésen nach dj;, ;:

-1 -1
dripq = dpi + o (591 + S ) ( fmod — (591 + sf?z) dm) (4.25)

Auch der Basisalgorithmus der N-N-Methode ist somit eine nichtstationére Richardson-Itera-
tion in den Interface-Freiheitsgraden, diesmal mit der Links-Vorkonditionierungsmatrix M mit
ML= % 4 827 undes gelten dieselben Aussagen zu K onvergenz und K onvergenzbe-
schleunigung wie fir die Dirichlet-Neumann-Methode.

Eignung fur die untersuchten Problemstellungen

Fur die in dieser Arbeit untersuchten Problemstellungen sind die Neumann-Neumann-M etho-
den weniger geeignet a's die Dirichlet-Neumann-Methoden. Ein erster Grund hierfir liegt im
hoheren Aufwand: Wahrend der D-N-Algorithmus je Iterationsschritt nur ein Dirichlet-Pro-
blem in £, und ein Neumann-Problem in £, I6sen muB3, erfordert das N-N-Verfahren die
L&sung von jeweils einem Dirichlet- und einem Neumann-Problem in 2, und in 2,. Da die
Konvergenzgeschwindigkeit beider Methoden im allgemeinen in etwa gleich hoch ist, ist die
D-N-Methode somit insgesamt nur etwa halb so aufwendig. Die Vorteile der N-N-Verfahren
liegen insbesondere in der besseren Implementierbarkeit im Falle vieler Tellgebiete und der
einfacheren Behandlung von Ecken und Kanten, die zu mehr als zwel Teilgebieten gehdren
(Le Talec (1994) S. 208-209). Dain dieser Arbeit aber nur Problemstellungen mit zwei Parti-
tionen behandelt werden, féllt dieser Vorteil nicht ins Gewicht. Auf3erdem sind die bei der
D-N-Methode verwendeten K opplungsrandbedingungen nattrlich anwendbar auf Fluid-Struk-
tur-Interaktionsprobleme: Die Dirichlet-Randbedingung fur das Fluid ist als Geometriednde-
rung des Fluid-Gebietes entsprechend der Verformung der benetzten Strukturoberflache in der
ALE-Formulierung problemlos realisierbar. Ebenso problemlos kdnnen aus dem Druck und
den viskosen Spannungen im Fluid am Interface Kopplungskréfte abgeleitet werden, die als
Neumann-Randbedingungen auf die Struktur aufgebracht werden. Dagegen wére die Ablei-
tung einer Verschiebungsvorgabe fur die Struktur durch das Fluid, die bei der N-N-Methode
bendtigt wirde, nicht ohne weiteres bestimmbar.

Aus den vorgenannten Uberlegungen heraus wurde die Neumann-Neumann-Substruktur-
variante im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt.

4.1.3 Duale und gemischte Methoden — FETI und Mortar

Die bisher beschriebenen Gebietszerlegungsmethoden verwenden die Verschiebungen d als
primére Variablen. Dabei werden bei den nichtliberlappenden Verfahren die Verschiebungen
des Kopplungsrandes d,- so berechnet, dal? der Sprung in den Kréften am Interface von
nach €, minimiert wird. Die dualen Methoden gehen den gegenteiligen Weg: Sie berechnen
Kopplungskréfte in Form von Lagrange-Multiplikatoren A so, daf3 der Sprung in den Verschie-
bungen am Interface minimiert wird. Das zu l6sende System wird dazu vollstandig in den
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dualen Variablen A formuliert. Gemischte M ethoden verwenden letztlich sowohl Interface-Ver-
schiebungen als auch Kopplungskréfte. Details zu dieser Einteilung und zur variationellen
Herleitung dieser Verfahren findet man u.a in Le Talec (1994) S. 189 ff.

Grundsétzlich wird dazu bei dualen und gemischten Methoden die kinematische Kontinuitats-
bedingung (3.5) (d}?l = dffZ) mit virtuellen Kréften 04 gewichtet, und als zusétzliche Glei-
chung in die Variationsformulierung des globalen Systems eingebracht,

f By (dfz - dﬁl) dr = 0 (4.26)
r

und die schwache Form der Impulsbilanz (Strukturdynamik: Gleichung (2.26)) durch den Term

féd Adr (4.27)
r

auf der linken Gleichungsseite erganzt. Die kinematische Kontinuitétsbedingung wird also
nur noch schwach erfullt. Nach Diskretisierung und statischer Kondensation der Freiheitsgrade
im Inneren der Teilgebiete ergibt sich dann anstelle des urspriinglichen Interface-Systems (4.1)
ein um die daraus resultierenden Gleichungsanteile erweitertes Interface-System

s& o —cT] (4] (R
Q, T 2,8 — ) £0, mod
_% SC g drz fri»a (4.28)
s 0

mit dem Feld von Lagrange-Multiplikatoren 4 as zusétzlichen Knoten-Freiheitsgraden, ent-
sprechenden Koeffizientenmatrizen C fir die zusétzlichen Anteile (s.u.), und den jeweils zu-
sammengefaldten externen Lasttermen

Qmod ._ (2 A2 AQ7! 0 Lo
pAmd 2 —AB AR =12 (4.29)

Dieses erweiterte Interface-Problem muf3 nun iterativ gel6st werden. Es stellt ein Sattel punkt-
Problem dar und erfordert somit entsprechende iterative L dsungsverfahren. Basierend auf die-
ser Grundidee wurden in den letzten etwa zehn Jahren eine Reihe von Verfahrensvarianten
entwickelt, die sich insbesondere in zwei Punkten unterscheiden: Erstens in der Art der algo-
rithmischen Ldsung des erweiterten Interface-Systems, und zweitens in der Art der Definition
der Lagrange-Multiplikatoren, diskret oder als kontinuierliche Grof3en, die dann im Sinne der
Finite-Element—-Methode mit bestimmten Ansatzfunktionsrdumen diskretisiert werden. Ent-
sprechend ergeben sich unterschiedliche Koeffizientenmatrizen C. Einige dieser Verfahren
werden im folgenden beschrieben.

Bemerkung 4.5: Es soll hier noch auf die variationelle Verwandtschaft dieser Methoden mit
nicht konformen Finiten Elementen bzw. der M ethode der inkompatiblen Moden hingewie-
sen werden, bei denen die Verschiebungskontinuitét (Kompatibilitét) ebenfalls nur schwach
erfallt wird.
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Gemischte M ethoden

Die gemischten Methoden |6sen Gl. (4.28) in der dargestellten Form mit beiden Variablen,
priméren und dualen. Einer der wichtigsten Vertreter dieser Verfahren ist die auf Bernardi
et al. (1994) zurickgehende , Mortar-Methode® (s. auch Farhat et a. (1998b), Wohimuth
(1999)). Diese definiert die Lagrange-Multiplikatoren als langs des K opplungsrandes kontinu-
ierliche Grofe, und diskretisiert sie mit einem separaten Satz von Ansatzfunktionen. Mit die-
sem Vorgehen kénnen auch Problemstellungen behandelt werden, bel denen die am Interface
aneinandergrenzenden Diskretisierungen nicht konformsind (verschobene Netze, unterschiedli-
che Netzfeinheiten oder auch unterschiedliche Diskretisierungsverfahren in den Teilgebieten).
Solche Problemstellungen sind daher auch das Haupteinsatzgebiet der Mortar-Methode.

Als Raum der Ansatzfunktionen fir 4 kommt bel der Mortar-Methode im Rahmen der FEM
die Spur auf dem Interface der Ansatzfunktionenraume fir d in den angrenzenden Finiten
Elementen zum Einsatz, wobel am jewells ersten und | etzten Element des I nterfaces die Ansatz-
polynomordnung um 1 verringert wird. Das Teilgebiet an dem die Lagrange-Multiplikatoren
so definiert werden, wird als ,Master” bezeichnet, das auf der anderen Seite des Interface
liegende als ,, Save". Eine solche Wahl ist mathematisch optimal, d.h. der durch die Lagrange-
Multiplikatoren verursachte lokale Diskretisierungsfehler am Interface ist (asymptotisch gese-
hen) nicht grofer als die lokalen Diskretisierungsfehler der beiden angrenzenden Tellgebiete
(s. 0.g. Literatur). Abweichend hiervon werden in der Arbeit von Rixen et a. (1998) auch
andere Ansatzpolynome untersucht, mit dem eher praktisch begrindeten Zweck, die Anzahl
der Lagrange-Multiplikatoren und somit den Rechenaufwand zu reduzieren und von der an-
grenzenden Finite-Elemente-Diskretisierung unabhangig zu machen. Dabel wird von den Auto-
ren jedoch eingerdumt, dal3 eine solche relativ freie Wahl der Ansatzpolynome nicht einfach
zu bewerkstelligen sei, und deren Gute stark von der Glattheit der Losung und somit vom
jeweiligen Problem abhange. Aufgrund der Unabhangigkeit von den angrenzenden Diskretisie-
rungen kénnen diese Methoden auch nicht als Mortar-Methoden im engeren Sinne bezeichnet
werden.

Als Losungsalgorithmus fur Gleichung (4.28) kann prinzipiell jedes beliebige iterative Sub-
strukturverfahren eingesetzt werden, wobei das zugrunde liegende Iterationsverfahren fur die
L 6sung von Sattel punkt-Problemen geeignet sein mul3; entsprechend existiert hierzu eine Viel-
zahl von Arbeiten. So beschreiben Quarteroni & Valli (1999) (S. 60 ff.) eine Implementierung
der Mortar-Methode in Verbindung mit einer iterativen Neumann-Dirichlet Substrukturme-
thode, wogegen Le Tallec & Sassi (1995) ein iteratives Neumann-Neumann Substrukturverfah-
ren einsetzen. Eine Reihe weiterer iterativer Substrukturverfahren fir die Mortar-Methode wird
in Achdou et a. (1999) diskutiert. Braess & Dahmen (1998) und Braess et al. (1999) entwickel -
ten und analysierten einen Mehrgitter-L 6sungsalgorithmus fur die Mortar-Methode unter be-
sonderer Beachtung von Parallelisierungsaspekten. Ein Multilevel-Substrukturverfahren mit
hierarchischen Basen des Ansatzraums der Lagrange-Multiplikatoren wird letztendlich in La-
cour (1998) vorgestellt.

Neben der Mortar-Methode ist mit dem ,, Augmented Lagrangean Verfahren® von Glowinski
& Le Tallec (1989, 1990) ein aternativer gemischter Ansatz vorgeschlagen worden. Dieses
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flgt dem oben beschriebenen gemischten Funktional noch einen auf die kinematische K ontinui-
tétsbedingung bezogenen Strafterm im Sinne einer Penalty-Methode hinzu. Fur detaillierte
Angaben zu diesem Verfahren wird auf die angegebene Literatur verwiesen (eine tbersichtliche
Darstellung hierzu ist beispielsweise in Le Tallec (1994) S. 196 ff. zu finden).

Duale Methoden

Die dualen Methoden unterscheiden sich von den gemischten Methoden, wie bereits angespro-
chen, dadurch, dal3 sie die Verschiebungsfreiheitsgrade d,-in dem erweiterten Interface-System
(4.28) eliminieren (statische Kondensation), und das somit auf die dualen Variablen —die La-
grange-Multiplikatoren A — reduzierte duale Interface-System iterativ 16sen:

(C s2'cT 4+ ¢ SQz_lCT) ) = C SR f2mod _ ¢ g2y mod (4.30)
Iext Iext

Die mittlerweile wohl bekannteste duale Methode ist die ,, FETI*-Methode (,, Finite Element
Tearing and Interconnecting®), die von Farhat & Roux (1991) eingefihrt, in Farhat et al.
(19944) fur den strukturdynamischen Fall erweitert und in den folgenden Jahren noch vielfach
modifiziert, verbessert und kommentiert wurde (Justino et al. (1997), Park et a. (1997), Papa-
drakakis (1997), Farhat et al. (1994b, 19984a), Farhat & Mandel (1998), u.a.). Sie verwendet
diskrete Lagrange-Multiplikatoren, und ist somit auf den Fall konformer Vernetzungen in den
bei den Teilgebieten beschréankt. Die diskreten Lagrange-Multiplikatoren fiihren weiterhin dazu,
dal3 C zur Einheitsmatrix | reduziert wird, so dafd sich fur die FETI-Methode das noch weiter
reduzierte duale Interface-System

-1 -1 -1 -1
(591 + S% ) A = % ffamod — g T mod (4.31)

ergibt. Eine mechanische Interpretation dieser Gleichung besagt, dal3 der Klammerausdruck
auf der linken Seite die Summe der auf den Kopplungsrand bezogenen Flexibilitaten der Teilge-
biete darstellt, wahrend die rechte Seite der Differenz (d.h. dem Sprung) zwischen den Inter-
face-Verschiebungen, die sich im ungekoppelten Zustand ergeben wurden, entspricht. Ver-
gleicht man dies mit dem Interface-System (4.1) der standardméfdigen iterativen
Substrukturverfahren, so wird die in Farhat & Roux (1991) gemachte, interessante Aussage
verstandlich, dal3 der prinzipielle Unterschied der Methoden darin liegt, dal3 die Standard-Sub-
strukturmethoden Steifi gkeitsmethoden sind, wahrend die dualen Verfahren Flexibilitatsmetho-
den darstellen.

Der iterative Losungsalgorithmus fir das reduzierte, duae Interface-System (4.31) folgt
schliefdlich im Prinzip der im vorigen Abschnitt beschriebenen Neumann-Neumann-Kopp-
lungsvariante, hier nun in den dualen Variablen, wobel zur Konvergenzbeschleunigung die
Methode der projizierten konjugierten Gradienten eingesetzt wird (s. z.B. Papadrakakis (1997)
S. 116 ff.).

Bemerkung 4.6: In der Literatur zur FETI-Methode wird das Interface-System i. allg. nicht
in der obigen Form mit den Schurkomplementmatrizen S% dargestellt, sondern unter Ver-
wendung der unpartitionierten Steifigkeitsmatrizen K; der Teilsysteme j, die mit einer

72



Booleschen , Connectivity“-Matrix B; verknupft wird. Deren Eintrage sind gleich + 1,
falls die entsprechenden Freiheitsgrade auf dem Kopplungsrand liegen, und ansonsten
gleichO, so dal3 fur den Fal von zwei Teilgebieten gilt (Farhat & Roux (1991)):
B, = [0 C| mit C = I, sowie S% = B; KB

Eignung fur die unter suchten Problemstellungen

Abschlief3end wird wiederum auf die Eignung der gemischten und der dualen Methoden fir
die in dieser Arbeit untersuchten Problemstellungen eingegangen. Da die hier berechneten
Beispiele ale von konformen Diskretisierungen ausgehen, bestand bisher noch kein Bedarf
dafur, die implementierten Verfahren um Mortar-Ansétze zu erweitern. Dies ist jedoch prinzi-
piell mdglich und fir komplexere Probleme auch unumganglich, daher werden in der Zukunft
mit Sicherheit gemischte Verfahren in irgendeiner Form in die geschaffene Software-Umge-
bung integriert werden. Die dualen M ethoden hingegen sind aufgrund der bereits beschriebenen
Schwierigkeiten der Anwendung von Neumann-Neumann-Methoden auf Fluid-Struktur-Inter-
aktionsprobleme fir die Behandlung der Kopplungsproblematik ungeeignet. Dies schlieft je-
doch eine Anwendung der FETI-Methode auf die Lésung von rein strukturdynamischen Pro-
blemen ebenso wenig aus, wie ihren Einsatz als Losungsverfahren fur die Struktur-Partition
bei gekoppelten Systemen. Insbesondereim Hinblick auf die sehr guten Parallelisierungseigen-
schaften der FETI-Methode ist eine solche Verwendung in zukiinftigen Weiterentwicklungen
ebenfalls denkbar.

4.2 Uberlappende Verfahren — Schwar zsche M ethoden

Obwohl im Rahmen dieser Arbeit ausschliefdlich Verfahren mit nichtiiberl appenden Gebietszer-
legungen softwaretechnisch umgesetzt und numerisch untersucht wurden, soll zur Vervollstan-
digung des hier gegebenen Uberblicks in der Folge auch ein kurzer Abril3 zu iberlappenden
Verfahren gegeben werden.

Die Schwarzschen Methoden gehen zurtick auf den Mathematiker Hermann A. Schwarz
(Schwarz (1870)), der schon vor tber 100 Jahren mit der alter nierenden Schwar zschen Methode
ein erstes Gebietszerlegungsverfahren vorstellte. Dazu verwendete er eine Gebietszerlegung
in Uberlappende Teilgebiete mit nicht-konformen Diskretisierungen. Zur lllustration seines
Verfahrens verwendete Schwarz die in Bild 4.1 dargestellte Skizze. Obwohl diese Methode
urspriinglich interessanterweise gar nicht al's numerisches L 6sungsverfahren gedacht war®, |43t
sie sich zur iterativen Losung elliptischer Randwertprobleme einsetzen: Ein Randwertproblem
auf einem beliebigen Gebiet 2 wird dazu durch alternierende Losung der entsprechenden
Randwertprobleme in den Teilgebieten £, und 2, gelost, wobei die Randbedingungen auf
den inneren Randern I"; und I, jeweils von der vorhergehenden Iterierenden abgenommen
werden.

8. Schwarz benutzte seine alternierende Methode zum konstruktiven Beweis der Existenz harmoni-
scher Funktionen in kompliziert berandeten Gebieten £, die sich als Vereinigung zweier einfache-
rer, sich Uberlappender Gebiete 21 und 2, fur die die Existenz bekannt ist, darstellen lassen.
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Q" =02,NQ, =0

Bild 4.1: Skizze zur Schwarzschen Methode nach H. A. Schwarz (1870)

Die aus diesem Basisansatz im Zuge der Entwicklung numerischer Verfahren in den letzten
zwei Jahrzehnten hervorgegangenen moderneren Schwarzschen Methoden wurden dann insbe-
sondere in der Mathematik sehr populér, und es entstanden zahlreiche Arbeiten und Weiterent-
wicklungen, von denen hier nur einige der wichtigsten genannt werden sollen.

Umfangreiche Untersuchungen der alternierenden Schwarzschen Methode findet man z.B. in
den Arbeiten von Lions (1988, 1989, 1990). Bei Beschrankung auf konforme Diskretisierungen
im Uberlappungsbereich ergibt sich aus ihr die Familie der multiplikativen Schwarzschen Me-
thoden (MSM). Der Operator des diesen Methoden zugrundeliegenden Iterationsschemas ent-
halt additive und multiplikative Anteile der Orthoprojektoren der Teilgebiete, welche den L6-
sungsraum des Gesamtsystems auf den des jeweiligen Teilgebietes abbilden. Mit Hilfe dieser
Orthoprojektoren kann man das I terationsschema so umformen, dal3 sich der Iterationsoperator
als Produkt der zugehoérigen Co-Projektoren darstellen [8/3t; dies war der Grund fur die Einfuh-
rung der heute gebrauchlichen Bezeichnung multiplikative Schwarzsche Methoden. Eine von
Dryja & Widlund (1987) vorgeschlagene Verfahrensvariante ignoriert die multiplikativen,
schlecht parallelisierbaren Anteile im Operator, so dal3 dieser nur noch die Summe der Ortho-
projektoren der Teilgebiete enthalt. Entsprechend wurden die so entstandenen Verfahren addi-
tive Schwarzsche Methoden (ASM) genannt. Fir weitere Details zu obigen Ausfihrungen wird
auf den Artikel von Langer (1992) verwiesen.

Der prinzipielle Ldsungsablauf von MSM und ASM ist in Algorithmus 4.3 fur dasin Gleichung
(3.4) angegebene partitionierte algebraische Gleichungssystem dargestellt. Zur Vereinfachung
der Schreibweise sind die jeweils freien Unbekannten eines Teilgebiets sowie die dazugehdri-
gen Matrizen wie folgt zusammengefalit.

d‘Ql _Q d‘?l Q drl
d:= : d~1:= : d~2:= 4.32
o2 dr. o (4:32)

Il I,
Q
A AQn: AL Alel Arzrz‘ AI“ZI“ 0 (433)
= | A0, G =1 'n A A A Q, .
A.Qzl : AQ22 0O A r,r, : I, F12|

Die Schwarzschen Methoden kénnen al's Block-Iterationsverfahren interpretiert werden (ltera-
tionsverfahren siehe Anhang A3.2). So entspricht die MSM dem Block-Gaul3-Seidel -Verfahren
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0. Initialisierung: Setze i = 0. Sartlésung dgz sei gegeben.

Iterationsschleife

1. Lose Dirichlet-Problemin £4:

Afu di‘il L= for — Az df% (4.34)
2. Lose Dirichlet-Problemin £,:
Q0 AR Q Q0 9 i dﬁll — MM
Az d2 = oz — Az d mit d°: = 4@ - ASM (4.35)
|

3. Konvergenztest

i- <=1+ 1 biszur Konvergenz

Algorithmus 4.3. Schwar zsche Methoden — Basisalgorithmus

(Gl. (A.34)), dessen Iterationsvorschrift — mit der typischen aus der Block-Diagonal- und der
strikt unteren Block-Dreiecksmatrix zusammengesetzten Vorkonditionierungsmatrix — sich di-
rekt aus den in Algorithmus 4.3 angegebenen Gleichungen nach einigen agebraischen Umfor-
mungen ergibt:

A% 0

d. =d +
I+l I — AQ 22_1AQ 21 AQ 11_1 AQ 2

1| (fee — A d) (4.36)
Die ASM, dieflr beide Teilgebiete stets die Kopplungsinformation vom Beginn des Iterations-
schrittes verwendet (im Gegensatz zur MSM, die fir das Teilgebiet 2., bereits die korrigierten
Grolen Ubernimmt, s. Algorithmus 4.3) entspricht dagegen einer Block-Jacobi-Iteration (vgl.
(A.32)). Die Iterationsvorschrift — mit der aus der Block-Diagonalmatrix von A gebildeten
Vorkonditionierungsmatrix — folgt ebenfalls aus den in Algorithmus 4.3 angegebenen Gleich-
nungen:

A%

dig=d + [ 0 Afzzz‘l] (fee — A d) (4.37)

Bemerkung 4.7: Man beachte, dal3 bei den Uberlappenden Gebietszerlegungsverfahren im Ge-
gensatz zu den nichtiiberlappenden Verfahren das Iterationsschema nicht auf die Interface-
Freiheitsgrade reduziert ist.

BezUglich der wichtigsten numerischen Eigenschaften ist zunéachst zu sagen, dal3 alle Schwarz-
schen Methoden die grundsétzliche Eigenschaft haben, dal3 die Konvergenzrate bel sehr kleiner
Uberlappungsbreite relativ schlecht ist, diese mit zunehmender Uberlappungsbreite jedoch sehr
schnell besser wird. Des weiteren gelten die von der (Block-)Gaul3-Seidel- und der (Block-)Ja-
cobi-Iteration her bekannten Konvergenzaussagen (vgl. Anhang A3.2). So ist die Konvergenz
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der ASM nicht generell gesichert, weshalb die ASM — wie auch die MSM — in praktischen
Anwendungen stets mit Krylov-Iterationsverfahren zur Konvergenzbeschleunigung kombiniert
wird. Dabel Ubernimmt die jeweilige Gebietszerlegungsmethode die Funktion des Vorkonditio-
nierers. Ein weiterer Nachteil der ASM ist, dal3 die Konvergenzgeschwindigkeit im Vergleich
zur MSM aufgrund der Vernachlassigung der multiplikativen Anteile im Iterationsoperator
nur etwa halb so grof3ist. Dem steht gegentiber, dal3 diese Produkte von aus mehreren Teilgebie-
ten stammenden Operatoranteilen die Parallelisierbarkeit der MSM stark einschranken, was
allgemein als Hauptvortell der ASM gewertet wird.

Die bisher genannten Verfahren sind fir Zerlegungen in nur wenige Teilgebiete sehr effektiv,
bei vielen Tellgebieten hingegen konnen sich Schwierigkeiten bei der Reduktion von glatten
Fehlerverldufen ergeben, die zu einer erheblichen Verlangsamung der Konvergenz fihren. Wie
bei den Substrukturverfahren gibt es auch bei den Uberlappenden Gebietszerlegungsverfahren
zur Losung dieser Problematik Zwei- und Multilevel Schwarz-Methoden (u.a. Bramble et al.
(1990, 1991), Dryja & Widlund (1991)), die durch Addition von Grobgitter-Korrekturen auch
bei vielen Teilgebieten eine schnelle Reduktion von sowohl hochfrequenten a's auch glatten
Fehleranteilen und somit entsprechend gute Konvergenzeigenschaften erreichen.

4.3 Anwendung auf die L 6sung nichtlinearer, zeitabhangiger
Probleme

Die bisherige Darstellung der Gebietszerlegungsverfahren bezog sich auf aus der Diskretisie-
rung linearer, elliptischer Randwertprobleme resultierende, lineare algebrai sche Gleichungssy-
steme. Dieser Abschnitt behandelt nun die Anwendung von Gebietszerlegungsmethoden auf
nichtlineare, zeitabhangige Probleme, d.h. auf nichtlineare Anfangs-Randwertprobleme wie
die geometrisch nichtlineare Strukturdynamik bzw. die Fluiddynamik in der in Kapitel 2 jeweils
eingefuhrten Form, oder auch die Fluid-Struktur-Interaktion in der hier betrachteten Komplexi-
tét.

Jedes nichtlineare Anfangs-Randwertproblem |&3t sich zunéchst durch implizite Zeitdiskreti-
sierung zu einer Folge von ny nichtlinearen Randwertproblemen umformen, die einmal in
jedem Zeitschritt t" — t"*1 gel6st werden miissen. Diese kénnen in der zu (3.1) dquivaenten,
algebraischen Form wie folgt geschrieben werden:

A(dn+l) dn+1 — fg(t-l_l (438)

Zu deren Losung mit (nichttiberlappenden) Gebietszerlegungsmethoden existieren prinzipiell
die zwei in Bild 4.2 dargestellten Strategien (vgl. Quarteroni & Valli (1999) S. 272 ff.):

* |nexakte Newton-Verfahren in Kombination mit Gebietszerlegungsmethoden
e [terative Substrukturverfahren mit nichtlinearen Teil systemen
Strategie 1

Die inexakten Newton-Verfahren (vgl. auch Anhang A3.2) l6sen in jedem Zeitschritt das ge-
samte System 2 mit Hilfe eines Newton-Raphson-Verfahrens as dul3ere Iteration. Die dabei
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Nichtlineares Anfangs—Randwertproblemin 2 x [to, T]:  A(d(t)) d(t) = feq(t)

Implizite Zeitdiskretisierung

Folge von nr nichtlinearen Randwertproblemenin @:  A(d"*1) dn*1 = fo¢1

Strategie 1 Strategie 2
I nexakte Newton-Verfahren [ terative Substrukturverfahren
kombiniert mit DD-Methoden mit nichtlinearen Teilsystemen
Losung nichtlineares Gesamtsystem £: Partitionierung 2 — 2, U £,

Newton-Raphson-Iteration

; Iteratives Substrukturverfahren
Linearisierung 2 — Q"

Lésung nichtlineares Teilsystem £2:

FEPA lin _, olin lin
Partitionierung 2 QU Fixpunktiteration (z.B. N.-R.)

Iteratives Substrukturverfahren f_

Losung 24" . .
9% Lésung nichtlineares Teilsystem £2,:
Losung Q1N Fixpunktiteration (z.B. N.-R.)

Lt t
Lt

Bild 4.2: Strategien zur Losung von nichtlinearen, zeitabhéngigen Systemen mit Gebi etszer -
legungsmethoden (DD) (dargestellt fur 2 Teilgebiete)

in jedem Newton-Iterationsschritt entstehenden linearisierten Probleme werden dann mit einem
beliebigen iterativen Verfahren gelost. Kommen fur diese innere Iteration Krylov-Verfahren
zum Einsatz, so bezeichnet man den Gesamtal gorithmus als Newton-Krylov-Verfahren. Werden
weiterhin die Abbruchkriterien der beiden ineinander geschachtelten Iterationen aufeinander
abgestimmt, um die Gesamtanzahl der Ldsungen und somit den numerischen Aufwand zu
reduzieren, spricht man von einem hybriden Verfahren. Der Grundgedanke dieser Methoden
taucht in der mathematischen Literatur erstmals in Dembo et a. (1982, 1983) auf und wird
u.a. von Brown & Saad (1990, 1994) algorithmisch erweitert und durch Konvergenzanalysen
erganzt. Im ingenieurwissenschaftlichen Bereich wurden diese Ideen z.B. von Nour-Omid et
al. (1983), Papadrakakis & Gantes (1988) oder Bulenda (1993) aufgegriffen und auf die nichtli-
neare Finite-Element-Ldsung statischer Problemstellungen angewendet. Die Moglichkeit der
Kombination von Newton-Krylov-Verfahren mit Gebietszerlegungsmethoden wird u.a. in Cal
et a. (19944, b), Tidriri (1998) und Quarteroni & Valli (1999) angesprochen. Dazu werden
die im Rahmen der Newton-Raphson-Iteration linearisierten Probleme fir die weitere L 6sung
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in Teilgebiete ; partitioniert, und dann mit einem iterativen Substrukturverfahren basierend
auf einer (Krylov-)lteration auf den Interface-Variablen gelost, wie in den vorangegangenen
Abschnitten beschrieben und in Bild 4.2 links dargestellt.

Bemerkung 4.8: Die inexakten Newton-Verfahren sind nicht zu verwechseln mit den Gebiets-
zerlegungsmethoden mit inexakten Teilgebietsl6sungen (Haase et a. (19914, b, ¢), Bramble
et al. (1998)). Letztere bedienen sich zwar ebenfalls der Idee, dal3 zwel Iterationen ineinan-
der verschachtelt werden, und die Abbruchkriterien zum Zweck der Reduktion des numeri-
schen Aufwandes aufeinander abgestimmt werden, aber es handelt sich um zwel andere
Iterationen, namlich die iterative Gebietszerlegungsmethode und die LGsung der einzelnen
Teilgebiete ; mit iterativen Gleichungsiosern. Insofern befinden sich diese Methoden
noch eine Stufe weiter innen. Sie kdnnen prinzipiell zusétzlich zu den inexakten Newton-
Verfahren eingesetzt werden, so dald dann drel Iterationen ineinander verschachtelt werden.
Einen solchen Ansatz verfol gt beispiel sweise Heise (1995) zur Simulation elektromagneti-
scher Felder. Er setzt eine Newton-Raphson-Iteration as aul3erste Iteration ein, darin fr
die linearisierten Probleme die bereits angesprochene, nichtiiberlappende, iterative Ge-
bietszerlegungsmethode nach Haase et al. (1991b, c) mit wiederum iterativer Losung der
linearen Teilgebiete mittels Mehrgitter-Verfahren.

Strategie 2

Die zwelte Strategie zur L6sung nichtlinearer Randwertprobleme mit nichttiberlappenden Ge-
bietszerlegungsverfahren sind iterative Substrukturverfahren mit nichtlinearen Teilgebieten,
wie in Bild 4.2 rechts dargestellt. Diese Strategie partitioniert von vornherein das Gesamtsy-
stem £ in Teilgebiete €2; und verwendet als au3ere Iteration ein iteratives Substrukturverfah-
ren, mit dem das nichtlineare System 2 in jedem Zeitschritt einmal gel0st wird. Dieim Rahmen
des Substrukturverfahrens benétigten Losungen der nichtlinearen Teilgebiete €2; werden fir
jedes ©; separat ermittelt, wiederum mit Hilfe von Newton-Raphson- oder anderen Fixpunkt-
bzw. fixpunktartigen Iterationsverfahren. Ein solcher Ansatz wird in dem in der vorliegenden
Arbeit eingesetzten und weiterentwickelten Konzept nach Le Tallec & Mouro (1998, 2001)
zur Losung von Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen verwendet. Dieses Konzept basiert auf
einer iterativen Dirichlet-Neumann-Substrukturtechnik mit den nichtlinearen Teilgebieten
Fluid (inkompressibler Navier-Stokes) und Struktur (geometrisch nichtlineare Strukturdyna-
mik). Esist in Kapitel 6 detailliert beschrieben und analysiert. Alternative Vorgehensweisen
werden beispielsweise von Dryja & Hackbusch (1997) vorgeschlagen, deren Gebietszerle-
gungsmethode auf einem nichtlinearen Mehrgitterverfahren (d.h. mit nichtlinearen Teilgebiets-
problemen) basiert.

Vergleich und Eignung fur die untersuchten Problemstellungen

Der grof3e Vorteil der zweiten Strategie ist die uneingeschrankte Software-Modularitét, was
im Vergleich zu den mit Gebietszerlegungsmethoden kombinierten inexakten Newton-Verfah-
ren zu einer geringeren Programm-Komplexitét und groRerer Flexibitét fihrt. So kénnen fir
jedes Teilgebiet vollig unabhangig voneinander separate Programmbausteine weitestgehend
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unmodifiziert eingesetzt werden, mit beliebigen fur das jeweilige Teilsystem optimierten L6-
sungsverfahren. Fur die Zielanwendung dieser Arbeit — die Fluid-Struktur-Interaktion — ist
diese Eigenschaft sogar essentiell, da der verwendete voll gekoppelte Fluid-Loser gar nicht
auf einem Newton-Verfahren basiert, sondern auf fixpunktartigen Verfahren, die nur Teile der
Navier-Stokes-Gleichungen linearisieren, wahrend fur die Strukturdynamik ein Newton-Raph-
son-Ldsungsverfahren in einer Pradiktor-Multikorrektor-Formulierung Standard ist (s. Kapi-
tel 2).

Ein haufig kritisierter Nachteil der zweiten Strategie gegeniiber den inexakten Newton-Verfah-
ren ist dagegen, dal3 man bei der Wahl der dem Substrukturverfahren zugrundeliegenden I terati-
onsverfahren durch dieNichtlinearitét der I terationsmatrix eingeschrankt ist. Dieansonsten stan-
dardméiig verwendeten orthogonalen Krylov-Iterationsverfahren, wie etwa die Methode der
konjugierten Gradienten, sind nicht einsetzbar, dadurch denim Verlauf der Iteration verénderli-
chen Operator die Bedingung der Orthogonalitét der aktuellen Suchrichtung auf allen vorherigen
nicht erfullt werden kann. Diesist wohl auch der Grund, warum in der Literatur zu den iterativen
Substrukturverfahren mit nichtlinearen Teilgebieten bisher nur wenige Arbeiten zu finden sind
(s.0.). Allerdings zeigen diein den Kapiteln 6 und 7 dokumentierten Untersuchungen, daf3 sich
trotzdem lokal optimale Iterationsverfahren finden lassen, die — zumindest bei den hier unter-
suchten Problemstellungen — akzeptabl e bis sogar sehr gute K onvergenzgeschwindigkeiten auf-
weisen.

Basierend auf diesen Uberlegungen wurde in der vorliegenden Arbeit der zweiten Strategie
der Vorzug gegeben: Alle in Kapitel 6 untersuchten iterativ gestaffelten, partitionierten Lo-
sungsverfahren sind als iterative Substrukturverfahren mit nichtlinearen Teilgebieten formu-
liert.
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5  Einfach gestaffelte L 6sungsverfahren

Nachdem nun die Grundlagen fir die Losung gekoppelter Probleme ausfihrlich dargel egt wur-
den, geht dieses Kapitel im Detail auf eine Auswahl von einfach gestaffelten, partitionierten
L 6sungsverfahren ein, diefur die Simulation von oberfl&chengekoppel ten strukturdynamischen
und FSI-Problemen prinzipiell geeignet erscheinen, und die daher im Rahmen dieser For-
schungsarbeit auch in das Finite-Element-Programmsystem CARAT implementiert wurden.
Dabei handelt es sich sowohl um Verfahren, die aus der Literatur bereits bekannt sind, as
auch um eigene (Weiter-)Entwicklungen. Algorithmisch-implementatorische Aspekte und nu-
merische Eigenschaften werden diskutiert.

51 Allgemeines

Wie schonin Kapitel 3 angesprochen sind einfach gestaffelte Verfahren dadurch charakterisiert,
dai3in jedem Zeitschritt die Bewegungsgleichung der Teilgebiete nur genau einmal gel 6st wird,
und ebenso auch die Kopplungsinformationen zwischen den Teilgebieten je Zeitschritt nur
genau einmal ausgetauscht werden. Danach wird unmittelbar zum néchsten Zeitschritt Gberge-
gangen. Die L6sung der Teilgebiete im Zeitschritt kann sequentiell nacheinander oder paralel
zueinander erfolgen. Wird dabei in beiden Teilgebieten das identische Zeitintervall fur die
Zeitintegration verwendet (beide beginnend am Zeitpunkt t"), wird das Vorgehen als synchro-
nes Verfahren bezeichnet. Ist die Zeitintegration dagegen versetzt, so spricht man von einem
asynchronen Verfahren. Alle hier untersuchten Methoden basieren auf dem in Abschnitt 3.1.1
eingefuhrten und in Bild 5.1 nochmals dargestellten elementweisen bzw. nichtiberlappenden
Dirichlet-Neumann-Partitionierungskonzept. Da in dieser Formulierung flr das Teilgebiet €2

|.-

e o -
—>
Q
fext (t)
> X & 2
Dirichlet-Partition £4 ' = ‘ Neumann-Partition 2-
fet(t) = = s fr —Ir s N
> | > >
2 2
fext (t f —f
ex(®) g Ly
= dr > dr
Q Q
At AT 0 diol fIgéct } Q2
Q Q Q Q
Arl Ak Arr A d{g = fl;;N }QZ
0 AZz AP | (D7 Ly

Bild 5.1: Elementwel se/nichtiberlappende Dirichlet-Neumann-Partitionierung
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die freien Verschiebungen der Interfaceknoten in €2, als Dirichlet-Randbedingung d;- vorge-
schrieben werden, wird £, hier als Dirichlet-Partition bezeichnet. Entsprechend wird fir €2,
der Begriff Neumann-Partition verwendet, da die zum Aufbringen der vorgeschriebenen Ver-
schiebungen d;- nétigen Kopplungskréfte f, wiederum auf €2, als Neumann-Randbedingung
wirken. Desweiteren ist in Bild 5.1 das zugehdrige partitionierte, algebraische Gleichungssy-
stem (3.2) in der bereits eingeftihrten, verallgemeinerten Darstellungsweise zur Wiederholung
nochmals angegeben. Die zur Losung von £, bendtigten Koeffizientenanteile sind hellgrau,
die Anteile fur die Berechnung der Kopplungskréfte hellgrau schraffiert und digjenigen fir
die Lésung von £, dunkelgrau hinterlegt.

5.2 Sequentiell gestaffeltes Grundverfahren

Die simpelste Form eines synchronen, sequentiell gestaffelten Losungsverfahrens reiht einfach
die Berechnung der beiden Teilgebiete sequentiell hintereinander, und tauscht die jeweils ak-
tuell direkt verfigbare Kopplungsinformation aus. In Bild 5.2 ist der Informationsfluf zwi-

© @
-1 27 > QN+l - > 1 Q) oo Q0T >
At ; At/m ‘
@ ® A © ® A
1 1
df for : d fo :
@ | @
= -| Q3 > ot - =-| Q3 > oty ---
At At

Bild 5.2:  Synchrones, sequentiell gestaffeltes Grundverfahren: Ablaufdiagramme ohne Sub-
cycling (links) und mit Subcycling (rechts)

schen den Tellgebieten und die Reihenfolge der algorithmischen Schritte bei der partitionierten
Lésung innerhalb eines Zeitschrittes t" — t"+1 schematisch abgebildet. Unter Verwendung
der verallgemeinerten Darstellungswei se des partitionierten, algebraischen Gleichungssystems
(3.2) ergibt sich der Algorithmus5.1.

Dieses Grundverfahrenist von vielen Autoren in hinsichtlich der Implementierung unterschied-
lichen Varianten (Zeitintegrationsverfahren, Anwendungsgebiete, Subcycling) eingesetzt wor-
den, erstmalig jedoch von Felippa, Park & DeRuntz (1977) fur Fluid-Struktur-Interaktion bzw.
Park & Felippa (1980) fur allgemeine gekoppelte Probleme. Im folgenden werden zunéchst
drei mogliche Anwendungsvarianten im Detail beschrieben, so wie siein das FEM-Programm-
system CARAT implementiert und fur die numerischen Untersuchungen verwendet wurden.
Anschlief3end folgt eine Diskussion Uber spezifische Eigenschaften dieses Ansatzes.

E™-—Formulierung fir die nichtlineare Strukturdynamik

In Mok et a. (1999c) wurde die hier als Algorithmus 5.2 dargestellte explizit—implizite Formu-
lierung des sequentiell gestaffelten Grundverfahrens mit Subcycling der expliziten Partition
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0. Initialisierung: Setze n = 0. Sartlésungen di-© seien gegeben.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

1. Ubergebe Variablen auf dem Kopplungsrand d}. von 2 an 24

2. Integriere Dirichlet-Partition €1 von t" nach t™1 mit Dirichlet-R.B. d}

Q, 42, N+l _ 2, n+1 _ AQ
A| I1 d| 1.N+1 flé(tn+ _ A|[{ d;l (51)
3. Berechne Kopplungskrafte f' "1 in 21 und tibergebe siean 25

1 AQ q2,.n+1 | AQ
frr = AL n+ + AL dr (5.2)

4. Integriere Neumann-Partition 2, von t" nach t™1 mit Neumann-RB. f*1

Q Q 1 1
A A2 [ dptt fris — 0" (53
A.Q2 A‘QZ d.QZ,FH-l = f.QZ,I’l+1

Ir I I

| ext

i Nn<n+1 bisn+1=ng

Algorithmus 5.1:  Synchrones, sequentiell gestaffeltes Grundverfahren

fur die nichtlineare Strukturdynamik vorgeschlagen. In der expliziten Dirichlet-Partition €,
wird das zentrale Differenzenverfahren (CD) und in der impliziten Neumann-Partition €,
das Generalized-a-Verfahren eingesetzt. Der subcycling-freie Fall (E-1) ergibt sich aus der
dargestellten E™-I-Formulierung durch Setzen von m = 1. Eine Variante, in der die Dirichlet-
Partition €2, mit dem expliziten PCE-Hilber-a-Verfahren nach Miranda et al. (1989) integriert
wird, ermoglicht den Einsatz von kontrollierter numerischer Dissipation in beiden Teilgebieten.

Die Schltisselidee des hier vorgeschlagenen explizit—impliziten Verfahrens mit Subcycling ist,
daf? die Kopplungsverschiebung d7* k+1)/m (k+1 = 0,...,m), die as Dirichlet-Kopplungs-
randbedingung fur die Zeitintegration in der zuerst integrierten Dirichlet-Partition £, am Ende
jedes (Subcycling-)Zeitschritts bendtigt wird, mit dem selben Zeitintegrationsansatz aus der
nur am Beginn des (Subcycling-)Zeitschritts verfligbaren Kopplungsbeschleunigung d;* k/m
ermittelt wird, der auch fur die Zeitintegration in £, verwendet wird, also mit dem zentralen
Differenzenverfahren (CD) bzw. dem PCE-Hilber-a-Verfahren. Dadurch ist die kinematische
Kopplungsrandbedingung konsistent mit dem verwendeten Zeitintegrationsverfahren. Die
Kopplungsbeschleunigung wird zur Zeit t" von 2, an 2, Ubergeben und danach Uber ale
Subcyclingschritte hinweg konstant gehalten (Gl. (5.4)), woraus durch Kombination mit den
CD-Ansétzen (2.53) die Interfaceverschiebung (5.5) und -geschwindigkeit (5.6) folgen. Das
Konstanthalten der Kopplungsbeschleunigung ist dabei notwendig, um ein Abfallen der Genau-
igkeit durch das Subcycling zu verhindern; die Grinde hierfur werden weiter unten (siehe,,Be-
sonderheiten beim Subcycling-Verfahren®) im Detail erértert.
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0. Initialisierung: Setzen = 0. Startlésungen d- 0, d?-0 d“ 0 seien gegeben.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

1. Ubergebe Interface-Beschleunigung d;l von Q25 an 21

hleife Uber alle m Subcycling-Schritte (Sart: k= 0)

2a. Extrapoliere Interface-Verschiebung und -Geschwindigkeit in £21 (CD)

Lo k+1 .
Setze: d1" M = dff = konst. V k = 0,...,m-1 (5.4)
k+1 k kK 2,
drem = g Ahgnem %(%) dn (5.5)
oo k+1 . Kk .
d?f% = dh'm 4 %d? (5.6)

k+1
2b. Integriere Partition 241 (CD) mit Dirichlet-R.B. d;+% von Schritt 2a

k+1 k . k 2, k
Q. n+ _ a4@Qn+5 At 1 n+n o (ALY 590 0+
g = ¢ nt g g, m+2(m)dll m (5.7)
. k+1 -1 k+1 k+1
dlle,n+—m = M (flgé(’t”*_m - fﬁ%ﬂ<d91'”+T)) (5.8)
g = gnehy At (a{?w% ¥ d;fw—k%l) (5.9)

f- k—k+1 bisk+1=m

3. Berechne Kopplungskrfte f P+ Yin 217 und Ubergebe siean 2,

fRrl = £ (d2n+l) 4 M2 dpt it d}tt = d} (gemdB (5.4) (5.10)

| int

4. Integriere Partition 2, mit Neumann-RB. 1
(Préadiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anhang A2.1, Algorithmus A.1)

1—amMgdeZ,n+1 + (l—af) f.i(ii(sz,n+l) = -0y fﬁf(dQZ,n) +

pAt?
o flac —fF71 fle
n M.th(d.gzyn’ d2z.n dgz.n) + (1-a5) (2,041 + apy42,.n¢ (5.10)
| ext | ext

lint

M.Q2 MQZ d f
_ rr Vri r rint
mit h nach (2.46); M2 = MIQI% MIQIZ ;d% = {dIQZ}; fﬁf - {fgz}

t Nn<n+1 bisn+1=ng

Algorithmus 5.2:  Synchrones, sequent. gestaffeltes EM-I—-Grundverf. fir die Srukturdynamik

83



|-l—-Formulierung fur die nichtlineare Strukturdynamik

Wird in beiden Partitionen, £, und ,, das implizite Generalized-a-Verfahren eingesetzt,
so ergibt sich die in Algorithmus 5.3 fur die nichtlineare Strukturdynamik beschriebene |-1—
Formulierung. Da die implizite Zeitintegration mittels des Generalized-a-Verfahren keiner
ZeitschrittgrofRenbeschrankung unterliegt, ist die Verwendung unterschiedlich grof3er Zeit-
schritte in den beiden Teilbereichen im algemeinen nicht erforderlich.

|-l —-Formulierung fir die Fluid-Struktur-Interaktion

Die entsprechende I-I—Formulierung angewendet auf Fluid-Struktur-1nteraktionsprobleme ist
letztlich in Algorithmus 5.4 dargestellt. Hier entspricht die Dirichlet-Partition £, dem Fluid
zusammen mit dem bewegten Fluid-Netz, wahrend die Neumann-Partition €2, der Struktur
zugeordnet ist (Bild 5.3). Die Zeitintegration des Fluides erfolgt in dieser Formulierung mit
dem Einschritt-6-Verfahren, das fur 6 > 0 implizit ist (Abschnitt 2.2.4). Fur das Fluid-Netz
wird der in Abschnitt 2.3 beschriebene Pseudo-Struktur-Ansatz verwendet, und die Struktur
wird wiederum mit dem impliziten Generalized-a-Verfahren zeitintegriert.

Dirichlet-Partition 24 Neumann-Partition 2,
_ = fr —fr = _
4 > ¥ N
Netz Qv fr i Struktur 2g
Fluid ¢ A < > > % RN
= e —_—
dr dr

Bild 5.3: Dirichlet-Neumann-Partitionierung fur die Fluid-Sruktur-Interaktion

Diskussion der numerischen Eigenschaften

Im Fall der hier untersuchten nichtiiberlappenden Partitionen verletzt dieses einfache partitio-
nierte Losungsverfahren generell die kinematische Kontinuitdtsbedingung. Die dynamische
Kontinuitat ist hingegen gewahrleistet. Somit erhalt das sequentiell gestaffelte Grundverfahren
weder Masse noch Energie am Interface, ist aber impulserhaltend (vgl. Abschnitt 3.4.2). Im
Detail ist dies wie folgt begrindet.

¢ Kinematische Kontinuitat

Die diskrete kinematische Kontinuitét erfordert, dald zu jedem diskreten Zeitpunkt die kinemati-
schen Grof3en in beiden Partitionen identisch sind, wobei die Forderung im Falle unterschiedli-
cher Zeitintegrationsverfahren in den Teilgebieten auf eine der drei kinematischen Variablen
beschrankt wird (vgl. die Ausfihrungen in Abschnitt 3.4.1 zur Kontinuitét). In diesem Grund-
verfahren steht fur die zuerst integrierte Dirichlet-Partition £, (Schritt 1 der dargestellten Al-
gorithmen) mit d bzw. d? nur die Kopplungsrandbedingung am Beginn des Zeitschrittes zur
Verflgung. Wird €, nun implizit zeitintegriert, so bedeutet dies, dald die Interface-Verschie-
bung am Zeitschritt-Ende t"* durch diesen veralteten Wert d}} approximiert wird (Gleichun-
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0. Initialisierung: Setzen = 0. Startlésungen d“i- 0, d?:0 d“: 0 seien gegeben.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

1. Ubergebe Interface-Verschiebung dft von £, an 1

2. Integriere Partition 21 mit Dirichlet-R.B. d*
(Pradiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anhang A2.1, Algorithmus A.2)

l-an
pAt2

M E 4 (L) g (a7 = —aq 5 (o) +

dQ_ler'l d.Ql,n
mit h nach (2.46); ¢@:.n+1 = J it L. 4o,.n_ { ! }
dal. [’ d?
Ii I

+ M@h(dn df ", 080 + (a2 4 1200 (519

3. Berechne Kopplungskrafte f* Yin 217 und Ubergebe sie an 2-

1

fprt= 1—af(_af fr+ (1-ay) frint(dgl’nﬂ) + a¢ frint(dgl’n) -
IRV Q,,n_ 42, n+1 42, n 2, _

[Mﬂl Mr}] h(d% " — g0+, G2, n)) (5.13)

mit h, d“:-"*1 ynd d%::" wie in Schritt 2.

4. Integriere Partition 2, mit Neumann-RB. /1
(Pradiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anhang A2.1, Algorithmus A.1)

1—amMgdeZ,n+1 + (1-a4) fi[rif(dgz'nﬂ) = f_Qz(sz,n) +

ﬂAtz Int
o fled —f1" e
+ M.Qz h(d.Qz,n, d-szn, dgzvn) + (1—af) f‘l(")é('thrl + ¢ f.IQé(,tn (514)

M7z M dF fFint
mith nach (2.46); M% = | o o'l d% =1 o.t; f2 =10,
er IV||| I

i n<n+1 bhisn+1=n;

Algorithmus 5.3:  Synchrones, sequentiell gestaffeltes |-I-Grundverfahren fir die Struktur-

dynamik
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0. Initialisierung: Startlosungen fur Fluid QF , Fluid-Netz 2y und Struktur 2s; n= 0.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

1. Ubergebe Interface-Verschiebung d} von Qs an Qy

2a. Lose Fluid-Netz @y mit Dirichlet-RB. rp+t = dft

KM i+t = =KV rptt (5.15)

2b. Berechne neue Netzgeschwindigkeit unter Einhaltung der GCL

Gnen+1 _ rntl_ygn G U'G 4
,n—=n+1 _ i _ . —
u = mit u” = u? ;r = r (5.16)

2c. Ubergebe Netzdeformation r" 1 und -geschwindigkeit u® "~"*1von Qy an QF

2d. Integriere Fluid QF auf neuem Netzz r"*1, y&n—=n+l

(L%MF+0<NF(Cn+1)+KF) ) untl49 GFpntl —

- (4% MF—(l—e)(NF(c“)+KF)) u"—(1-0) GF p"+ 0 f i +(1-0) f (5.17)

mit Cn+1 — un+1_uG, n—n+1 . Cn — un_uG, n—n+1

3. Ubergebe Interface-Druck pt* L(und viskose Spannungen T Y von Q¢ an Qg

4a. Berechne daraus konsistenten Knotenlastvektor f;* 1(p?+ Lot 1) in Qs

4b. Integriere Sruktur Qs mit Neumann-RB. f+1
(Préadiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anhang A2.1, Algorithmus A.1)

1-am
pAt2

MSI L+ (1arg) fi ML) = g Fip(d) +

o flai —frH! fred
+ MSh(d", d", d") + (1-ay) et [Fan o (5.18)

MS . MS d fr
' a6); MS=| O d =g T =
mit h nach (2.46) ; lMISF M|S| d, int flint

t Nn<n+1 bisn+1=ng

Algorithmus 5.4: Synchrones, sequentiell gestaffeltes 1-I-Grundverfahren fir die Fluid-
Sruktur-Interaktion
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gen (5.1), (5.12) bzw. (5.15)), wahrend nach anschlief3ender Integration der Partition €2, dort
am Ende des Zeitschrittes die neu berechnete Interface-Verschiebung d?*l existiert. Somit
ist die kinematische Kontinuitét nicht gegeben ( dfl’ ntlodh = d?z' n*1—dn*1), sondern
die Losung in £, ,hinkt* um einen Zeitschritt hinterher. Man begeht folglich einen Fehler
der GroRenordnung O(At). Aulderdem wird in einer I-lI-Formulierung auch das ICL verletzt,
da implizite Zeitintegrationsverfahren die Kopplungsrandbedingung am Ende oder innerhalb
des Zeitschrittes t"*¢ (0 < a < 1) bendtigen.

Wird hingegen ein explizites Zeitintegrationsverfahren in £, verwendet, so kann aus den gege-
benen Bewegungs- und KopplungsgréRen zur Zeit t" der Verschiebungszustand zur Zeit t" 1
fur die Freiheitsgrade im Innern und auch auf dem Interface konsistent ermittelt werden (Glei-
chungen (5.5) und (5.7) mit k = 0, m = 1). Somit ist das ICL hinsichtlich der kinematischen
Kopplungsgrofe erflllt. Allerdings ergibt sich nach anschlief3ender, impliziter Integration der
Partition £, dort am Ende des Zeitschrittes trotzdem wieder eine andere Interface-Verschie-
bung alsdiein £, extrapolierte, weshalb die kinematische Kontinuitét gleichwohl nicht exakt
erfUllt ist. Der Fehler ist jedoch sehr viel kleiner alsin der I-lI-Formulierung, da die Extrapola-
tion mittels des Zentralen Differenzenverfahrens bzw. des PCE-Hilber-a-Verfahrens von zwei-
ter Ordnung genau ist.

Ein zweites Problem stellt die Berechnung der Kopplungslasten f 1'3“ in £, dar. Da dieser
Partition nur die veraltete kinematische Kopplungsrandbedingung zur Verfigung steht, ist die
Berechnung von f}‘“ injedem Fall, also sowohl bel expliziter alsauch bel impliziter Zeitinte-
gration, inkonsistent (fur Konsistenz mufte Gleichung (5.2) eigentlich lauten:
fprt = Aﬁll dlgl’””+Aff}_ d*1; analoges gilt fiir die Gleichungen (5.10) bzw. (5.13), so-
wie fur Schritt 3 in Algorithmus 5.4, wo die Fluidlasten auf das Interface mit der veralteten
Interfaceposition berechnet werden). Hier wird also wiederum ein Fehler der GrolRe O(At)
begangen.

e Dynamische Kontinuitét

Trotzdem ist die diskrete dynamische Kontinuitét am Interface (f?z’”“ = — f?l' n+1) ge-
wahrleistet, da die zur Zeit t"*1 auf das Interface in Q, wirkende Kraft — also die Kraft,
die zur Zeit t"** das dynamische Gleichgewicht in €, in der durch die kinematische Kopp-
lungsrandbedingung vorgegebenen Konfiguration erflllt — als Kopplungslast auf €2, aufge-
bracht wird, wo anschlieffend ein dazu passender Bewegungszustand zur Zeit t" 1 so ermittelt
wird, dal3 dieses Teilsystem wiederum im Gleichgewicht ist. Also ist auch das dynamische
Gleichgewicht zwischen den Teilgebieten zur Zeit t" 1 erfiillt und somit gemé&R Gleichung
(3.17) die Impulserhaltung am I nterface gewéhrleistet. Diese Argumentation trifft auf alle parti-
tionierten Losungsalgorithmen zu, bei denen in einer sequentiellen Abfolge nach der Zeitinte-
gration des ersten Teilfeldes die Kopplungslasten an einem bestimmten Zeitpunkt t"*¢ inner-
halb des Zeitschrittes ermittelt werden, an dem diese danach bei der Zeitintegration des anderen
Teilfeldes auch as zu erfullende Neumann-Randbedingung berticksichtigt werden. Insbeson-
dere gilt dies, wiein Abschnitt 3.4.2 bereits angemerkt, fur alein dieser Arbeit beschriebenen,
auf der Dirichlet-Neumann-Partitionierung basierenden Verfahren.
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e Genauigkeit

Zusammenfassend kann folglich bezliglich der Genauigkeit des sequentiell gestaffelten Grund-
verfahrens festgestel It werden: Aufgrund des Fehlers der GroRenordnung O(At) in der Ermitt-
lung der Kopplungslasten List das sequentiell gestaffelte Grundverfahren nur von erster
Ordnung genau, auch wenn die Zeitintegrationsverfahren in den Tellfeldern von zweiter Ord-
nung genau sind. Bei impliziter Zeitintegration der Dirichlet-Partition €2, mit der Dirichlet-
Randbedingung d} kommt ein weiterer Fehler derselben GréRenordnung O(At) hinzu, be
expliziter Zeitintegration hingegen ergibt sich nur ein wesentlich kleinerer zusétzlicher Fehler
(GréRenordnung O(4t?)). Das bedeutet, da? das |1-I-Verfahren nur etwa halb so genau wie
das E-1-Verfahren ist.

o  Sabilitat

Eineweitere Folge der Verletzung der kinematischen Kontinuitéatsbedingung ist die Verschlech-
terung der Stabilitatseigenschaften. Dies @ul3ert sich in einer schwachen Instabilitét des partitio-
nierten Gesamtlosungsverfahrens, welche je nach ZeitschrittgrofRe und Formulierung des
Kopplungsalgorithmus friher oder spéter auftritt, wiein den numerischen Beispielen dokumen-
tiert. Dabei mul3 betont werden, dal3 die Beeintrachtigung der numerischen Stabilitét das eigent-
liche Problem aller einfach gestaffelten Verfahren ist, denn die genaueste Formulierung eines
Kopplungsalgorithmus ist nutzlos, wenn die numerische L6sung instabil ist.

Desweiteren sollte angemerkt werden, dal3 in vielen Verdffentlichungen diese schwache Insta-
bilitét fal schlicherweise mit bedingter Stabilitét verwechselt wird. Wiein Abschnitt 2.1.4 erl&u-
tert wurde, besteht hier aber ein wesentlicher Unterschied: Wahrend bei bedingter Stabilitét
durch Verkleinerung des Zeitschrittes auf einen Wert unterhalb einer kritischen Grenze strikte
Stabilitdt (zumindest im Linearen) erreicht werden kann, und somit al'so numerische Losungen
berechenbar sind, die fir einen beliebig langen Berechnungszeitraum stabil bleiben, so ist
diesim Fall schwacher Instabilitét nicht moglich. In diesem Fall kann durch eine Verkleinerung
des Zeitschritts lediglich das Eintreten der Instabilitét zeitlich nach hinten geschoben werden
—wobei der absolute Zeitpunkt stark vom jeweiligen Problem und vom jeweiligen Kopplungs-
verfahren abhangt; tatséchlich verhindert werden kann die Instabilitdt durch diese MalZnahme
jedoch nicht. Andererseits bringt die schwache Instabilitét im Vergleich zur bedingten Stabilitét
auch einen Vortell mit sich: Wahrend bei bedingt stabilen Verfahren die numerische Lésung
flr zu grofe Zeitschritte von Anfang an strikt instabil und somit Uberhaupt nicht verwendbar
ist, so ist im Fall schwach instabiler Verfahren wenigstens der jeweilige Anfangsbereich stabil.
Bel vorwiegendem Interesse an einer Kurzzeit-Dynamik kénnen deshalb sequentiell gestaffelte
Verfahren durchaus sinnvolle Ldsungsansatze sein. Allerdingsist es unbedingt empfehlenswert,
die Entwicklung der Instabilitét bei der Berechnung im Auge zu behalten, etwa durch Beobach-
tung des in Abschnitt 3.4.2 beschriebenen Energiekriteriums (s. auch das Modellbeispiel B2
in Abschnitt 5.3).

Bemerkung 5.1: Die Signifikanz der Beeintréachtigung der numerischen Stabilitét durch das
sequentiell gestaffelte Verfahren insbesondere bei komplexen, nichtlinearen Systemen wird
von vielen Autoren bestétigt (z.B. Felippa et a. (1998), Niho et al. (1999), u. v. a.), und
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als noch nicht endguiltig gel6stes Problem identifiziert. Vorgeschlagene Stabilisierungsan-
sétze sind bei spiel sweise das Einbringen von kinstlicher viskoser Dampfung oder kiinstli-
ches zu Null setzen der Geschwindigkeit der Kopplungsknoten (Stein et al. (1998, 2000)
in der Aeroelastik), aus dem Bereich der dynamischen Mehrkorpersysteme stammende
Filtertechniken (KuUbler & Schiehlen (1998) fir Mehrkorpersystem-Dynamik, Rumold
(1999) fur die Simulation von Starrkérper-Fluid-Systemen). Alle diese Ansétze haben je-
doch den Nachteil, dal3 sie die Physik des modellierten Systems verandern und zudem
meist stark problemabhangig sind, weshalb sie nicht allgemein anwendbar und die numeri-
schen Ergebnisse nur mit Vorsicht zu interpretieren sind. Fur die partitionierte Integration
von Langzeitdynamiken scheint der in dieser Arbeit propagierte implizite Ansatz mit ltera-
tionen Uber die Teilfelder (Kapitel 6) der einzig sinnvolle, wenn auch aufwendige Weg
Zu sein.

» Besonderheiten beim Subcycling-\erfahren (E™-)

Bei der Verwendung von unterschiedlich grof3en Zeitschritten in den beiden Teilbereichen (d.h.
m > 1) ist es unbedingt winschenswert, dafl3 dadurch im Vergleich zum Grundverfahren ohne
Subcycling (m = 1) kein zusétzlicher Fehler und somit destabilisierender Einflul3in die nume-
rische Losung gelangt. In der Vielzahl von Arbeiten zu Multi-timestep-Verfahren (meist mit
Uberlappenden Partitionen) ist diesdie zentrale Zielvorstellung, die jedoch meist nicht vollstan-
dig erreicht wird (vgl. die Ausfiihrungen zur historischen Entwicklung der einfach gestaffelten
L dsungsverfahren in Abschnitt 3.3). Die hier als Algorithmus 5.2 vorgestellte Methode hinge-
gen erflllt diese Forderung exakt. Die Voraussetzung hierfir ist, daf3 der Uber die Folge der
Subcycling-Schritte ermittelte Bewegungszustand der Dirichlet-Partition £2, am Ende des Zeit-
schritts identisch sein mufd mit demjenigen, der von dem subcycling-freien Verfahren ermittelt
wird, so dal3 die schliefdlich an €2, Gbergebene Kopplungskraft, die aus diesem Bewegungszu-
stand gemdl3 Gl. (5.10) errechnet wird, gleich ist. Dies bedingt folglich weiter, dal3 die in
(5.10) verwendete I nterface-Verschiebung d** und -Beschleunigung df:* * bei der Ermittlung
mit und ohne Subcycling jeweils identisch sein missen. Dal’ diese beiden Bedingungen mit
dem vorgestellten Verfahren eingehalten werden, wird im folgenden gezeigt.

Zunéachst wird dazu eine Berechnung ohne Subcycling betrachtet. Diese ermittelt die Dirichlet-
K opplungsrandbedingung d** zur Zeit t"*  mittel s des Zeitintegrationsansatzes des zentralen
Differenzenverfahrens (Gl. (5.5) mit k+1 = m) aus der Kopplungsbeschleunigung d", die
zur Zeit t" von 2, an £, Ubergeben wird, und den vom vorherigen Zeitschritt ibernommenen
dit und d} :

. 2 .
dptt = dp + 4t df + Adp (5.19)

Eine Berechnung mit Subcycling berechnet zunachst geméald den Gleichungen (5.5) und (5.6)
die Subcycling-Zwischenschritte, hier ohne Beschrankung der Allgemeinheit fir den Fall
m = 2 dargestellt:
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n+3 At A2
dF 2 = d?« + 7d?« + ?d? (520)
il ..
d2 = dp + 4ty (5.21)

Im letzten (d.h. hier zweiten) Subcycling-Schritt wird dann die Interface-Verschiebung

042

1 1 1
5 = g"t2 L Atgnts | A2 s
di'2=d "2+ 4ld"2 + 45d] (5.22)

ermittelt. Einsetzen von Gl. (5.20) und (5.21) fuhrt weiter auf

n+3 n L 3420 L A2 s
dI_, 2=d?+Atd?+Td?+?df 2
. 2. 2 , an+d
- dp+Atd;+4‘7td;+4%(—dp+ d;+2) (5.23)

und einfaches Vergleichen mit der ohne Subcycling ermittelten Gleichung (5.19) &3t daraus
folgern, da’ der Klammerausdruck gleich Null sein mul3. D.h. die Interfacebeschleunigung
muf Gber alle Subcycling-Schritte hinweg konstant gehalten werden (d7* 2 = dn), um die
Gleichheit der beiden Ausdriicke zu gewahrleisten. Dies ist gerade die bei der Beschreibung
des Algorithmus 5.2 a's notwendig bezeichnete Bedingungsgleichung (5.4). Bei der Berech-
nung der Kopplungskraft wird schliefdlich als I nterfacebeschleunigung mit und ohne Subcyling
jeweils der alte Wert verwendet: d?*1 = df! (s. Schritt 3 in Algorithmus 5.2), d.h. die Kopp-
lungsbeschleunigung ist auch hierfir als Gber den Zeitschritt konstant anzusetzen.

Damit ist gezeigt, dal3 das hier vorgeschlagene E™-—Verfahren tatsachlich in der explizit inte-
grierten Partition €2, kleinere Zeitschritte als in der implizit integrierten Partition £, verwen-
den kann, ohne dadurch von der Losung des Grundverfahrens ohne Subcycling abzuweichen.
Die numerischen Ergebnisse des im folgenden dokumentierten Modellbeispiels B1 bestétigen
diese Aussage, die jeweiligen Losungen mit und ohne Subcycling sind praktisch identisch.

e Einfluld der numerischen Dissipation

Die numerischen Untersuchungen mit diesem partitionierten Losungsansatz haben schliefdlich
noch einen auf den ersten Blick Uberraschenden Effekt aufgezeigt, den die Verwendung von
numerisch dissipativen Zeitintegrationsverfahren auf die Stabilitét gestaffelter Berechnungen
von strukturdynamischen Systemen hat. In der nichtlinearen Dynamik sollen solche Algorith-
men die numerische Ldsung stabilisieren, indem parasitare, hochfrequente Schwingungsanteile
herausgedampft werden. Wird hingegen in einer partitionierten Losung in nur einer Partition
ein numerisch dissipatives Zeitintegrationsverfahren eingesetzt (z.B. implizite Partition mit
Generalized-a und p .. < 1, explizite Partition mit zentralen Differenzen) so erreicht man
gerade die gegenteilige Wirkung: Die partitionierte Gesamtldsung zeigt bereits sehr viel friher
und schneller anwachsende hochfrequente, destabilisierende Schwingungsanteile als ganz ohne
numerische Dissipation. Derselbe Effekt 183t sich auch beobachten, wenn in beiden Partitionen
numerisch dissipative Zeitintegrationsverfahren mit jeweils unterschiedlichen D&mpfungsei-
genschaften (z.B. implizite Partition mit Generalized-a und p . < 1, explizite Partition mit
PCE-Hilber-a und a; > 0) verwendet werden. Haben indessen die Zeitintegrationsverfahren
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in den beiden Partitionen identische Dampfungseigenschaften, so tritt keine zusétzliche Desta
bilisierung ein (eine Stabilisierung der schwach instabilen, gestaffelten Ldsung an sich konnte
in den hier untersuchten Beispielen jedoch auf diese Weise auch nicht erreicht werden, im
Gegensatz zu den Beobachtungen anderer Autoren, wie z.B. Gupta & Ramirez (1997), welche
jedoch Uberlappend partitionierte Formulierungen untersuchen).

Die Ursache dieses Effektes ist nach eigener Einschétzung die folgende: Durch numerische
Dissipation werden in einer Partition bestimmte hochfrequente Schwingungsanteile aus der
L 6sung herausgedampft. Daim benachbarten Teilfeld dieselben hochfrequenten Schwingungs-
anteile jedoch nicht bzw. nicht gleich stark gedampft werden, bedeutet dies beim Aneinander-
koppeln eine Inkompatibilitét des Schwingungsverhaltens am Interface in diesen hohen Moden,
und damit ergibt sich von dort ausgehend eine zusétzliche hochfrequente, destabilisierende
Storung der gekoppelten Gesamtlésung. In dem numerischen Anwendungsbeispiel in Abschnitt
7.1 wird dieser nachteilige Einflul3 der numerischen Dissipation an einem komplexeren System
dokumentiert.

Modellbeispiel B1: 1-D Stabproblem, linear

Die obigen Aussagen zu Stabilitét und Genauigkeit werden nun an einem einfachen numeri-
schen Modellbeispiel dokumentiert, welches in der Literatur vielfach fur die Untersuchung
von Multi-timestep-Verfahren verwendet wurde (z.B. Smolinski (1992)). Es handelt sich um
denin Bild 5.4 abgebildeten, eindimensional und geometrisch linear modellierten, linear elasti-
schen Stab. Eine ab t, = 0 aufgebrachte Stufenlast erzeugt darin eine periodisch vor- und
zuriicklaufende Kompressionswelle. Die Materialeigenschaften sind mit ES = 1,0 N/n?,
pS = 1,0 kg/m® und vS = 0 derart gewdhlt, daR sich eine Wellengeschwindigkeit von
c = JES/pS = 1,0 m/sergibt. Der Stab ist mit bilinearen Scheibenelementen unterschiedli-
cher Lange h diskretisiert: Fur x < 10 mist h = 1,0 mund fir 10 m < x < 11 mist
h=0,1m(A = 0,3m? ale Knoten in y-Richtung gelagert). Es wurde eine konzentrierte
(diagonale) Massenmatrix verwendet.

F Foc(l) o r .
Xt ext
ey =TT T T T T T MY ~Fom
| E— ’ 22 S t=1,0m
9,0m 1,0,1,0
71

Bild5.4: 1-D Stabproblem (B1): Systemskizze

In Bild 5.5 (Diagramme a— €) sind fur unterschiedliche Berechnungsverfahren und Zeitschritt-
grofRen exemplarisch die Schwingungsverlaufe des Knotens A dargestellt. Die Referenzl ésung
(@) wurde durch eine simultane Berechnung des unpartitionierten Gesamtsystems bel Zeitinte-
gration mit der impliziten, zweiter Ordnung genauen Trapezregel ermittelt. Die mit dem se-
quentiell gestaffelten Grundverfahren berechneten Verlaufe (b — e) verwendeten im Fall der
I-I—Verfahren in beiden Partitionen ebenfalls die Trapezregel, im Fall der E-|-Verfahren wurde
die Partition £, mit dem expliziten, zweiter Ordnung genauen zentralen Differenzenverfahren
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Bild 5.5: 1-D-Sabproblem (B1): Schwingungsverl&ufe Knoten A (Verschiebung — Zeit) und
aufsummierter Fehler in der Vlerschiebung am Knoten A
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zeitintegriert (EM™-—Verfahren mit m-fachem Subcycling in £2,). Das unterste Diagramm zeigt
die zeitliche Entwicklung des aufsummierten Fehlers (, cumulative error*) in der Verschiebung
des Knotens A, der aufgrund der partitionierten Losung auftritt. Dieser ist, wie von Gupta &
Ramirez (1997) vorgeschlagen, als L2~Norm des iiber alle Zeitschritte aufsummierten Absol ut-
werts des momentanen Fehlers dR—drAe*' N (Abweichung der partitionierten Losung von der
simultan berechneten Referenzldsung zur Zeit t") definiert:

: N¥:
errfh = [Z(de—d;ff'j ) ] (5.24)
j=1

Der aufsummierte Verschiebungsfehler am diskreten Zeitpunkt t = 75,0 sfir Berechnungen
mit den drel untersuchten Formulierungen ist zudem in Tabelle 5.1 zahlenméaldig angegeben,
und zwar fur Berechnungen mit unterschiedlichen Zeitschrittgréf3en. Neben den Zahlenwerten
ist jeweils der entsprechende Vergrofderungsfaktor von Zeile zu Zeile eingetragen (also z.B.
0,0375 x 2,00 = 0,0750 oder 0,001984 x 1,99 = 0,003944). Ein Strich (-) in der Tabelle bedeu-
tet, dal? die entsprechende Losung mit dieser Zeitschrittgrofde nicht stabil berechnet werden
konnte.

At E- E>- [
0,0375 0,001984 0,001984 0,003914
0,0750 | x2,00 |0,003944| x1,99 |0,003940 | x1,99 |0,007884 | x2,01
0,3750 | x5,00 — - 0,019317 | x4,90 |0,041995| x5,33

Tabelle5.1  1-D-Stabproblem (B1): Aufsummierter Veerschiebungsfehler erra (Knoten A) z.Zt.
t = 75 s fur verschiedene Zeitschrittgrof3en und partitionierte Berechnungsver -
fahren

Folgende Beobachtungen hinsichtlich Stabilitdt und Genauigkeit sind aus den dargestellten
Ergebnissen ablesbar und bestétigen die oben theoretisch abgeleiteten Aussagen:

1. Allesequentiell gestaffelt berechneten Losungen zeigen die typische schwache Instabilitét,
welche je nach Verfahren und Zeitschrittgrofe friher oder spéter auftritt. Bei Integration
mit einem Zeitschritt, der kleiner ist alsder kritische Zeitschritt At des zentralen Differen-
zenverfahrens (hier nach der bekannten CFL-Bedingung (Courant-Friedrichs-Lewy (1928))
Atg = hy,/C = 0,15) bleibt vor alem das E-1-Verfahren sehr lange stabil, weist aber
dann ab ca. t = 1500 s ebenfalls deutliche Instabilitatseffekte auf (hier nicht mehr darge-
stellt). Diese sind gekennzeichnet durch parasitare, hochfrequente Schwingungsanteile, de-
ren Amplituden im Laufe der Zeit Uberlinear anwachsen, die stabile Ldsung Uberlagern
und so zur Instabilitét fuhren. Auch am Verlauf des aufsummierten Fehlers kann dies ent-
sprechend abgel esen werden: Im stabilen Anfangsbereich ist die Fehlerzunahme annghernd
linear, spater nimmt der Fehler dann aber Uberlinear zu, wenn der Anteil an hochfrequenten
Stérungen dominant wird. Gupta & Ramirez (1997) haben diesbeziiglich analoge Beobach-
tungen gemacht.
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2. Aufgrund von Subcycling der Dirichlet-Partition ergibt sich in dieser Formulierung kein
zusitzlicher Fehler: die E-I— und E>—I-Losungen sind praktisch identisch (die zwei Gra-
phen in Diagramm b sind vollsténdig deckungsgleich), ebenso wie der aufsummierte Ver-
schiebungsfehler (s. Tabelle 5.1).

3. DasE-l-Verfahrenist bei gleicher Zeitschrittgrofde doppelt so genau wie das I-1-Verfahren
(Vergleich der Fehlerkurven von b) mit ¢) und von d) mit €) im stabilen Anfangsbereich,
sowie der entsprechenden Zahlenwerte in Tabelle 5.1).

4. E-—, EM™—und I-H-Verfahren sind erster Ordnung genau (Verkleinerung des Zeitschritts
um den Faktor 2 bzw. 5 bewirkt Reduktion des Fehlers der partitionierten Losung im Ver-
gleich zur simultanen Losung (im stabilen Bereich) um denselben Faktor, s. Tabelle 5.1).

5. Der aufsummierte Verschiebungsfehler einer auskonvergierten, iterativ gestaffelten L ésung
ist Uber die gesamte Berechnungsdauer hinweg gleich Null (bzw. < 1012, also im Bereich
der Maschinenprazision). Dies zeigt, dai die iterativ gestaffelte Losung tatséchlich gegen
die simultane ReferenzlGsung konvergiert.

5.3 Sequentiell gestaffeltes Verfahren mit Pradiktor

Die Hauptproblematik des synchronen, sequentiell gestaffelten Grundverfahrens ist also die
veraltete Kopplungsinformation d7. in der Dirichlet-Partition £, wegen der die kinematische
Kontinuitét verletzt wird, was zu der beschriebenen Genauigkeits- und Stabilitétsverschlechte-
rung fuhrt. Ein zundchst unmittelbar einleuchtender L dsungsansatz hierfir ist die Verwendung
eines von hoherer Ordnung genauen, linearen Pradiktors d?fpl, mit dem diese Dirichlet-Kopp-
lungsrandbedingung an das Zeitschrittende extrapoliert wird (Bild 5.6), mit dem Ziel, die zeitli-
che Konsistenz der Kopplungsrandbedingungen zu erhalten, ohne den numerischen Aufwand
wesentlich zu erhdhen. Da die algorithmische Beschreibung des resultierenden Verfahrens
(Algorithmus 5.5) folglich aus dem im vorigen Abschnitt ausfihrlich dargestellten sequentiell
gestaffelten Grundverfahren lediglich durch Modifikation des 1. Schrittes hervorgeht, muf3
hier nicht mehr auf die detaillierten Gleichungen fur die Strukturdynamik und die Fluid-Struk-
tur-1nteraktion eingegangen werden, sondern es gentigt eine Verwendung der verallgemeinerten

Darstellungsweise des partitionierten, algebraischen Gleichungssystems (3.2).

Die unterschiedlich genauen Prédiktoren gemai3 den Gleichungen (5.25) bis (5.27) resultieren
dabel aus der Annahme eines quadratischen, eines linearen bzw. eines konstanten Verschie-

_____ Qn @.): Qn+1___<__
1 1
. ‘ At
@ ®
d?fpl fPH,/V
‘n @ n+1’
= -- Q] > [l R
At

Bild 5.6: Synchrones, sequentiell gestaffeltes Vlerfahren mit Préadiktor (Piperno (1997)):
Ablaufdiagramm
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0. Initialisierung: Setze n = 0. Startlésungen d“i© seien gegeben.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

la. Berechne Pradiktor der Variablen auf dem Kopplungsrand in £2»

df + At (3 dp — 2dp-2) — O(4t)-genau (5.25)
difs = 4§ dh + 4td? — O(AtD)-genau (5.26)
d (2 Grundverfahren) — O(At9-genau (5.27)

1b. Ubergebe d st von 2, an Q4

2. Integriere Dirichlet-Partition £21 von t" nach t"*1 mit Dirichlet-R.B. d}l*F,l

Al dPe Tl = et — A ditl (5.28)

n+1
fF

3. Berechne Kopplungskréafte in 27 und Ubergebe sie an 2,

(40 = A 2N+l g AL gnid (5.29)

4. Integriere Neumann-Partition 22 von t" nach t™1 mit Neumann-RB. f/*+1

Afe AZ| [ dpt? fRad —p+t
Agz Agz d92:n+1 = f.Qz,n+1 (530)
| I 11 |

| ext

i n<n+1 bhisn+1=n;

Algorithmus 5.5:  Synchrones, sequent. gestaffeltes Vierfahren mit Prédiktor (Piperno (1997))

bungsverlaufs innerhalb des Zeitschritts. Das sequentiell gestaffelte Grundverfahren geht aus
diesem L 6sungsansatz als der Sonderfall mit nullter Ordnung genauem Pré&diktor gemal3 Glei-
chung (5.27) wieder hervor.

Dieser Ansatz wurde von Piperno (1997) fur die Interaktion von kompressiblen, viskosen Stro-
mungen und elastischen Strukturen mit impliziten Zeitintegrationsverfahren in beiden Teilge-
bieten vorgeschlagen, &3t sich aber algorithmisch ohne weiteres auf die hier untersuchte Art
der Fluid-Struktur-Interaktion mit inkompressiblen Stromungen sowie auf die partitionierte
Losung von rein strukturdynamischen Problemen Ubertragen.

Diskussion der numerischen Eigenschaften

e Kontinuitat und Genauigkeit

Unter der hypothetischen Annahme eines perfekten Prédiktors—d.h. dal3 der in £, verwendete
Prédiktor djlfpl genau gleich der danach in £, berechneten neuen Interfaceverschiebung d}* 1
ist —wiurde dieses Verfahren entsprechend der beim Grundverfahren geschilderten Zusammen-
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hange sowohl die diskrete kinematische und dynamische Kontinuitétsbedingung als auch das
ICL exakt erflillen und somit keinen numerischen Fehler in der partitionierten Losung erzeu-
gen. Daein Prédiktor jedoch notwendigerweise fehlerbehaftet ist, wird die kinematische Konti-
nuitdt am Interface tatséchlich nur ndherungsweise erfillt. Damit ist das sequentiell gestaffelte
Verfahren mit Pradiktor auch nur ndherungsweise masse- und energieerhaltend (Gleichung
(3.20)). Allerdings kann der durch die sequentiell gestaffelte Losung erzeugte Fehler mit ent-
sprechend genauen Prédiktoren im Vergleich zum Grundverfahren deutlich verringert werden.
Bereits mit der erster Ordnung genauen Extrapolationsformel (5.26) erreicht das Kopplungs-
verfahren eine Genauigkeit zweiter Ordnung, und mit dem zweiter Ordnung genauen Prédiktor
(5.25) erhoht diese sich um einen weiteren Faktor. Folglich kann auch die Grof3e des Fehlers
im Masse- und Energieaustausch am Interface durch die Genauigkeit des Pradiktors gesteuert
werden (vgl. Piperno (1997)). Desweiteren ist die dynamische Kontinuitét genau wie beim
sequentiell gestaffelten Grundverfahren gewdahrleistet, d.h. die Impul serhatung bei diesem Ver-
fahren ist wiederum gemal3 Gleichung (3.17) exakt gegeben.

o Sabilitat

Leider stellt man jedoch bei Anwendung dieses Kopplungsverfahrens auf die hier behandelten
Problemstellungen der Fluid-Struktur-Interaktion mit inkompressiblen Strémungen sowie der
Strukturdynamik fest, dal3 sich die Stabilitatseigenschaften der Genauigkeit des Verfahrens
gegenlber tendentiell gegenlaufig verhaten. So haben die numerischen Untersuchungen im
Rahmen dieser Arbeit gezeigt, dal3 die L 6sung mit steigender Genauigkeit des Prédiktorsimmer
fraher instabil wird —ganz im Gegenteil zu den Ergebnissen von Piperno (1997), der allerdings
die Interaktion von kompressiblen Stromungen und elastischen Strukturen untersucht hat. Die
Verschlechterung des Stabilitatsverhaltens bei Erhéhung der Prédiktorgenauigkeit und damit
der Genauigkeit des Kopplungsverfahren scheint insofern ein spezifisches Problem der Anwen-
dung einfach gestaffelter Verfahren auf die Interaktion flexibler Strukturen mit inkompressiblen
Stromungen sowie auf rein strukturdynamische Probleme zu sein. Eine sichere, analytische
Erklarung fur dieses hier nur beobachtete Verhalten herzuleiten, ist im Rahmen dieser Arbeit
leider noch nicht gelungen. Hier ist ein Ansatzpunkt fir weitere Forschungstéti gkeiten gegeben.

Bemerkung 5.2: In diesem Zusammenhang sei noch darauf hingewiesen, dal3 in der Arbeit
von Gupta & Ramirez (1996) ein genau vergleichbares Phénomen bei dem Vergleich von
zwei einfach gestaffelten, expliziten Multi-timestep-Verfahren mit Gberlappenden Partitio-
nen beobachtet wurde. Sie zeigten, dal3 die untersuchten Verfahren ebenfalls beide schwach
instabil sind, wobel der Zeitpunkt des Auftretens der Instabilitét bel dem Kopplungsalgo-
rithmus mit der wesentlich htheren Genauigkeit (,, constant accel eration method”, Genau-
igkeit zweiter Ordnung) deutlich friher ist, alsbei dem nur erster Ordnung genauen Verfah-
ren (,,constant velocity method*). Auch Gupta & Ramirez konnten jedoch keine rigorose,
analytische Erklarung fur diesen Sachverhalt finden.

e ,Artificial Added Mass*-Effekt

Wie dasfolgende numerische Beispiel zeigen wird, kann das A uftreten der schwachen Instabili-
tét auch durch Verkleinerung des Zeitschrittes nicht verhindert werden. Ganz im Gegentell
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tauchen die instabilen, hochfrequenten Oszillationen sogar mit kleiner werdendem Zeitschritt
immer friher auf. Ursache hierflr ist der in Abschnitt 3.4.3 angesprochene ,, Artificial Added
Mass' -Effekt, der insbesondere bei den hier behandelten FSI-Problemen mit inkompressiblen
Stromungen und dinnwandigen Strukturen mal3gebend ist. Nachfolgend wird dies anhand einer
Analyse der zeitlichen Fortpflanzung des kinematischen Fehlers, der aus der Verletzung der
kinematischen Kontinuitét aufgrund des expliziten Pradiktors resultiert, detailliert erléutert.

Die Fehleranalyse untersucht die Fortpflanzung der in den einzelnen algorithmischen Schritten
auftretenden lokalen Abbruchfehler von Zeitschritt zu Zeitschritt, wobei das Fluid wie in Ab-
schnitt 3.4.3 vereinfachend als inviskos und gewichtslos, und die konvektiven Stromungsan-
teile als vernachlassigbar klein betrachtet werden. Man beginnt mit der Annahme, dal3 exakte
Startwerte d7*, d?., d.~* und u bekannt sind. In Schritt 1 des sequentiell gestaffelten Verfah-
renswird daraus ein expliziter Pradiktor der neuen Strukturverschiebung am Interface ermittelt,

dit = df+ at(3dp - 3dpt) + o) (5.31)
der hier von zweiter Ordnung genau ist, d.h. sein lokaler Abbruchfehler ist
e(d;fpl) = OUt) (5.32)

Unter Berticksichtigung der Zwangsbedingung der geometrischen Bilanzgleichungen (GCL,
Gl. (2.72)) folgt daraus die Fluid-Geschwindigkeit auf I" zu

it = gyl ap) = Sdp - 34 + o) 639

und bei Zeitdiskretisierung mit dem BE-Verfahren gemal? Gleichung (3.27) der Fluiddruck

un+1 — un
n+l _ _F IgF T r_
pr-=-G M Tt
= - 6" 'MFL(Zdp - Lant - up) + otO) (5.34)

Der lokale Abbruchfehler-Term des Pradiktors ist hierin durch die zweimalige Division durch
At nunmehr in der GréRenordnung O(At%). Hinzu kommt ein lokaler Abbruchfehler aufgrund
des verwendeten Zeitintegrationsverfahrens, der aber um mindestens eine Ordnung kleiner
(BE-Verfahren: O(4tY)) und somit nicht mal3geblich ist. AnschlieRend erfolgt in Schritt 3 die
raumliche Integration Uber den benetzten Strukturrand, bei der die Fehlerordnung unverandert
bleibt,

et _ Jp?ﬂ A J(GF_lMFL%@d;[_ a1 ) + O(Ato)) ndr=

r r

= —f1+1 4 Ot (5.35)

und schliefdlich in Schritt 4 die Zeitintegration der Struktur zur Ermittlung der neuen Verschie-
bungsgrofien (Gl. (5.18), hier al's Newmark-Verfahren dargestellt, d.h. mit a; = am = 0, und
mit it = 0):
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-1
n+1 _ 1 S S _fn+1 nAn AN\ —
dn —(WM +K) (=L + MSh(d", d", dv)) =
-1
_[_1 s S (“n+1 )
= | =5M5+ K 1+l + OUt®) + M%h 5.36
(ﬁ e ) prt+ o) (5.36)

Zur weiteren Analyse ist nun eine Fallunterscheidung in Abhangigkeit von dem Verhdltnis
zwischen Strukturmasse und -steifigkeit erforderlich.

Der erste Grenzfall ist typisch fur die im Rahmen dieser Arbeit hauptsachlich behandelten
diinnwandigen Strukturen. Hier ist die Strukturmasse extrem klein: MS/ KS < 1, sodal’ der

Term ﬁMS in obiger Gleichung (5.36) vernachléssigt werden kann, woraus unmittel bar
folgt

dptt = kST(fpr1 4+ M) + o) (5.37)

d.h. der lokale Abbruchfehler in der neu berechneten Strukturverschiebung am Interface am
Ende des ersten Zeitschrittes ist dann

e(d11) = owt?) (5.38)

Fur den néchsten Zeitschritt werden daraus Uber den Zeitintegrationsansatz des in der Struktur
verwendeten Zeitschrittverfahrens die Geschwindigkeiten d?“ mit einer Genauigkeit von
zweiter Ordnung abgeleitet, und damit dann der nachste Pradiktor:

dp = it 4 At(Fdpt = 3dp) + o) = ddpP) = 0Ut) (539
%,_J

! !

oty  outd)

Dain d?*l aber der aus dem vorausgegangenen Pradiktor resultierende lokale Abbruchfehler
der GroRenordnung O(At% wieder eingeht, ist dieser Pradiktor insgesamt — unabhangig von
der Genauigkeit des verwendeten Zeitintegrationsverfahrens — nun nur noch nullter Ordnung
genau, und nach einem weiteren Durchlauf obiger Schritte folgt dann ein Fehler in den folgen-
den Strukturverschiebungen am Interface von

odi2) = out?) , ¢dhtd) = ot , usw.. (5.40)

Bel ZeitschrittgrofRen von At < 1 ergibt sich also fur den Fall dinnwandiger Strukturen und
inkompressibler Stromungen ein Aufschaukeln des durch den expliziten Pradiktor erzeugten
Fehlers und in der Folge zur Instabilitét der numerischen Losung. Je kleiner dabel der Zeit-
schritt ist, umso schneller ist gemald Gl. (5.40) das Anwachsen des Fehlers.

Im 2weiten zu betrachtenden Grenzfall mit MS/ KS > 1 ist dies hingegen nicht so. Dann kann
in Gl. (5.36) der Term KSvernachl&ssigt werden, sodaR fiir die errechnete Strukturverschiebung
am Interface am Ende des ersten Zeitschrittes gilt
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dprt = paeMS((frt + Mh) + 0wt =
- ﬁAtZMS_l(fAl’l“ + M5h> + o) (5.41)
d.h. der zugehdrige lokale Abbruchfehler ist von zweiter Ordnung:
e(d1l) = owut?) (5.42)

Damit ist auch der folgende (und somit jeder folgende) Pradiktor wiederum von zweiter Ge-
nauigkeitsordnung

a2 = di 4 At (Fdpt - Jd) 40Uty = dit?) = 0U?) (549
%_/

! !

ouUt?)  otd)

sodald es im Gegensatz zu obigem Grenzfall hier — im Fall massiger Strukturen — nicht zu
einem instabilen Aufschaukeln des Fehlers kommt,

odi*2) = 0t?) , ¢dpt3) = Ot?) , usw.. (5.44)

sondern dieser in der GrofRenordnung des Zeitintegrationsverfahrens bleibt und bei Verkleine-
rung des Zeitschrittes auch insgesamt verringert wird.

Modellbeispiel B2: Oszillierend tber strémter Hohlraum mit flexiblem Boden

Da die Berechnung des o0.g. strukturdynamischen Modellbeispiels mit von héherer Ordnung
genauen Prédiktoren zu schnell instabil wird, werden die Genauigkeits- und Stabilitétsaussagen
hier anhand eines verhaltnismaldig einfachen FSI-Model lbei spiels verifiziert und dokumentiert.
Diesesvon Wall (1999) vorgestellte Beispiel ist eine Modifikation des klassischen Uberstromten
Hohlraums (,driven cavity"), bei dem der Boden als flexible Struktur ausgebildet ist, und
die Uberstromung nicht konstant sondern harmonisch oszillierend erfolgt. Dieses Modellpro-
blem ist sehr gut zum Studium von Stabilitét und Genauigkeit der partitionierten Ldsungsan-
sétze geeignet, da sich nach einer kurzen Einschwingphase durch die harmonische Anregung
eine gleichmaliige Oszillation bzw. Schwingung der Ldsung aushildet. In Bild 5.7 sind die
Problemstellung und Momentaufnahmen des berechneten Stromungsfeldesin Form der Strom-
linien und des Druckes zu diskreten Zeitpunkten dargestellt.

Das Stromungsgebiet ist mit 32 x 32 Q1Q1-Elementen und der Strukturteil mit 16 neunknoti-
gen, vollintegrierten Verschiebungs-Scheibenelementen diskretisiert. Aufgrund der grof3en
Strukturdeformationen wurde dabei geometrische Nichtlinearitét berticksichtigt. Als Zeitinte-
grationsverfahren wurden hier fur das Fluid das Euler-Ruckwarts-Verfahren und fir die Struk-
tur die Trapezregel mit konsistenter Massenmatrix eingesetzt. Die Materialparameter sind fir
das Fluid: Dichte pF = 1,0kg/m® und kinematische Viskositét v© = 0,01 m?/s; und fir
die Struktur: Dichte pS = 500,0kg/m?, Elastizitdtsmodul ES = 250,0N/m? und Poisson-
zahl vS = 0,0.
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Bild 5.7: Oszllierend Giberstromter Hohlraummit flexiblemBoden (B2): Problemstellung und
Momentaufnahmen des Sromungsfeldes (Stromlinien auf Druck)

Wie fur FSI-Simulationen typisch, treten die Instabilitétseffekte in diesem Beispiel zuerst im
Fluiddruck und den Strukturbeschleunigungen auf, und in der Folge, aber erst etwas spéter,
auch in den Geschwindigkeiten und Strukturverschiebungen. Daher sind in Bild 5.8 (Dia-
gramme a — d) fur unterschiedliche Berechnungsverfahren bzw. Pradiktorformulierungen die
Zeitverlaufe der aus dem Fluiddruck am Interface aufintegrierten Kopplungslasten am Knoten
A (Vertikalkomponente) dargestellt. Daim Fall von FSI-Problemen mit der vorhandenen, mo-
dularen Software keine simultane, monolithische L dsung des unpartitionierten Gesamtsystems
berechnet werden kann, wurde die Referenzl6sung (a) hier mit einer auskonvergierten, iterativ
gestaffelten Berechnung ermittelt, die Uber den gesamten Berechnungszeitraum hinweg keiner-
lei Stabilitatsprobleme zeigt. Sie ist, wie im vorigen Beispiel (Abschnitt 5.2, Modellbeispiel
B1) numerisch gezeigt wurde und in Kapitel 6 noch theoretisch untermauert werden wird,
mit einer ssmultan berechneten L 6sung praktisch identisch und kann daher as Referenzlsung
bei der Ermittlung des Fehlers der sequentiell gestaffelten Verfahren verwendet werden. Die
Ergebnisse zeigen folgendes:

1. Bei gleicher ZeitschrittgrofRe wird die numerische Losung der sequentiell gestaffelten Ver-
fahren mit steigender Genauigkeit des Pradiktors immer friher instabil.

2. Das Auftreten der schwachen Instabilitét innerhalb des Berechnungszeitraums
t € [0s; 100s] kann auch durch mehrfache Verkleinerung des Zeitschrittes nicht verhindert
werden. Ganz im Gegentell tauchen die instabilen, hochfrequenten Oszillationen sogar mit
kleiner werdendem Zeitschritt immer friher auf: FUr die Rechnungen mit dem zweiter
Ordnung genauen Pradiktor und At = 0, 1s etwa ab Zeitschritt Nr. 36, bel At = 0,01s
bereits ab Zeitschritt Nr. 20 und bel At = 0,001s sogar sofort im ersten Zeitschritt. Die
Ursache dieses Phanomensist der oben und in Abschnitt 3.4.3 erlauterte ,, Artificial Added
Mass'* -Effekt.

3. Der im funften Diagramm von Bild 5.8 vergrof3ert dargestellte, stabile Anfangsbereich so-
wie die ganz unten abgebildeten Kurven des aufsummierten Fehlersin der Vertikalverschie-
bung des Knotens A (Gl. (5.24)) zeigen, dal3 das relativ lang stabile Verfahren mit nullter
Ordnung genauem Préadiktor wesentlich ungenauer ist (Abweichung von der Referenzl6-
sung in GrofRenordnung des verwendeten Zeitschrittes, d.h. , Hinterherhinken® der Losung
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Bild 5.8: Oszllierend Uberstréomter Hohlraum (B2): Kopplungskraft—Zeitverlaufe am Knoten
A und aufsummierter Fehler in der Vertikalverschiebung am Knoten A
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um einen Zeitschritt), als die Verfahren mit erster und zweiter Ordnung genauem Pradiktor:
Im stabilen Anfangsbereich sind die Verschiebungskurven ¢) und d) nahezu deckungsgleich
mit der Referenzltsung a), und der aufsummierte Verschiebungsfehler liegt unter einem
Tausendstel, wahrend derjenige des Grundverfahrens b) im Prozentbereich liegt. Dieswird
mit den in Tabelle 5.2 zusammengestellten Zahlenwerten quantifiziert: Der durch die se-
quentiell gestaffelten Losung im Vergleich zur iterativ gestaffelten (bzw. ssmultanen) Refe-
renzldsung erzeugte Fehler ist bei dem Verfahren mit nullter Ordnung genauem Préadiktor,
also dem sequentiell gestaffelte Grundverfahren, auch in diesem Beispiel von erster Ord-
nung (Halbierung des Zeitschritts fuhrt etwa zur Halbierung des Fehlers). Dagegen bewirkt
bereits der erster Ordnung genaue Pradiktor eine Verbesserung der Genauigkeit um eine
Ordnung (Halbierung des Zeitschritts fuhrt zur Reduktion des Fehlers auf ein Viertel, d.h.
O(At?)-genau), und der Pradiktor zweiter Ordnung fiihrt erwartungsgeméi zu einer wei-
teren, deutlichen Genauigkeitssteigerung (Fehlerreduktion auf ein Achtel bel Halbierung
des Zeitschritts). Dadurch sind auch die Absolutwerte der aufsummierten Fehler zwischen
den einzelnen Ansétzen um jeweils eine Zehnerpotenz unterschiedlich.

At O(AtY)-Pradiktor O(At1)-Pradiktor O(At?)-Pradiktor
0,05 0,19E-3 0,12E-4 0,12E-5
0,10 x2,00 | 044E-3 | x232 | 050E4 | x417 | 096E-5 | x8,00
0,20 x200 | 1,12E-3 | x255 | 22564 | x450 | 7,66E-5 | x7,98

Tabelle5.2  Oszllierend Uberstromter Hohlraum (B2): Aufsummierter Ver schiebungsfehler
erray imKnoten Az.Zt. t= 2,0 sfur verschiedene ZeitschrittgroRen u. Pradiktoren

4. Nach dem Auftreten der instabilen Oszillationen nimmt der aufsummierte Verschiebungs-
fehler ebenso wie die numerische LAsung (betragsméfdig) schlagartig und tberlinear zu.

5. Schliefdlich wird an diesem Beispiel noch die Anwendung desin Abschnitt 3.4.2 beschriebe-
nen Energiekriteriums demonstriert. In Bild 5.9 ist fUr die iterativ gestaffelte Referenzl 6-
sung @) und fur die sequentiell gestaffelten Losungen b) bis d) die aufsummierte Interface-
Energie aufgetragen, also die aufgrund der partitionierten Losung kinstlich am Interface
produzierte Energie. Esist klar erkennbar, dal3 gleichzeitig mit dem Einsetzen der Instabili-
tét in der jeweiligen numerischen Ldsung auch die entsprechende | nterface-Energiesumme
plotzlich exponentiell und Uber ale Grenzen anwéchst. Im stabilen Anfangsbereich hinge-
gen zeigt sich ein zwar u.U. oszillierender, aber im Mittel trotzdem nur linear und schwach
ansteigender Verlauf, und die durch das partitionierte Lésungsverfahren kinstlich produ-
zierte Energieist hier fUr die L6sungen mit erster und zweiter Ordnung genauen Pradiktoren
(Kurven ¢) und d)) weitaus geringer, alsfir die des sequentiell gestaffelten Grundverfahrens
(Prédiktor nullter Ordnung, Kurve b)). Die Verfahren mit Pradiktor haben also eine héhere
»energetische Genauigkeit” (Piperno & Farhat (2000)). Das iterativ gestaffelte Verfahren
schliefdlich erzeugt eine Interface-Energie, deren Summe Uber den gesamten Berechnungs-
zeitraum kleiner als 10~ 7, also vernachl&ssigbar klein bleibt (in der GréRenordnung der
fur die Iteration Uber die Felder verwendeten Toleranz von ¢ = 10~9).
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0,006+ E Aufsummierte

Interface-Energie

0,004-
al g (Gl. (3.25))

0,002
b)

0 a) Zeit t
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.0004, Zoom in Anfangsbereich
0,0003—
0,0002-
0,0001+
0,0000

00001} — Zeit t
O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Bild5.9: Oszllierend Uberstromter Hohlraum (B2): Aufsummierte Interface-Energie

54 Asynchrones, sequentiell gestaffeltes Verfahren

Das einzige sequentiell gestaffelte Verfahren fur die partitionierte Ldsung von Fluid-Struktur-
Interaktionsproblemen mit impliziten Zeitintegrationsverfahren in beiden Partitionen, welches
bei Beachtung der geometrischen Bilanzgleichungen (GCL) die kinematische Kontinuitét so-
wohl in den Verschiebungen als auch in den Geschwindigkeiten erfillt, ist das asynchrone
Verfahren von Lesoinne & Farhat (1996, 19984, b). Esist in Bild 5.10 schematisch abgebildet
(in einer von der Originalarbeit abweichenden Darstellungsart, die die zeitliche Abhangigkeit
der Kopplungsinformationen klarer zeigt) und als Algorithmus 5.6 im Detail beschrieben.

Die Grundidee basiert darauf, dal’ fir die Zeitintegration des Strukturfeldes die implizite Mit-
telpunktsregel verwendet wird, und die diskreten Integrationszeitpunkte zwischen den Teilge-
bieten um einen halben Zeitschritt versetzt werden.

l

o2

+;
A

@ 1

- on o+l

@
-
At

Bild 5.10: Asynchrones, sequentiell gestaffeltes |-l —Verfahren nach Lesoinne & Farhat (1996,
19984, b): Ablaufdiagramm
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0. Initialisierung: n=0. Sartlésung Struktur Qs z.Zt. tOund Fluid Q¢ z.Zt. t~Y2 gegeben;

Startissung Fluid-Netz @y auf It 172 = d2 - %dg (5.45)

Schleife Gber alle ny Zeitschritte

1. Ubergebe I nterface-Geschwindigkeit d,rl von Qg an Qv

1 .h4+1 .
2a. Setze neue Fluid-Netzgeschwindigkeit auf Interface u?n 272 = di (5.46)
.. . . .. n+i n-1 G,n—l—>n+l
2b. Lose Fluid-Netz 2y mit Dirichlet-RB. T, 2 = r 2+Atulr 2 2 (5.47)
n+3 n+3
KM 2= —KYr,. 2 (5.48)

2c. Berechne neue Netzgeschw. im Innern von £y unter Berticksichtigung der GCL

1 1
n+= n—-=

Gn-1-n+l r‘| 2= r| 2
UIG’ el = UI 2 2 = At (549)

2d. Ubergebe Netzdeformation F1+3 und -geschwindigkeit u® " von Qy an Q¢

1
2d. Integriere Fluid Q¢ auf neuem Netz r"*2, u® "™ mit beliebigem Zeitint.verf.

1 1
(thMF+0(NF(c”+]§)+KF) ) UN3+0 GFpts = Of o 2+(1-0)f 0 2+

+ (AitMF - (M)(NF(C“—%) + KF)> uN-3—(1-6) GFp"~3  (5.50)

Nl

mit Cn+% — un+%_uG,neu - ch- un—%_uG,neu

1 1
3. Ubergebe Interface-Druck p;+ 2 (und viskose Spannungen r;+ 2) von QF an Qg

1

n+=
4a. Berechne daraus konsistenten Knotenlastvektor f. 2(p .

I’H—l n

1
2, 1""2) inog

1
4b. Integriere Sruktur 25 mit Neumann-R.B. f ; 2 mit Mittel punktsregel

4 Mg+t 4 Lg

At2 2 |nt(dn+l) = %fint(dn) +

. ) f n+1 + f n n+%
+ MSh(d", d", d") + %{frﬁl N frne’“} = {fr (5.51)
| ext | ext 0

mith nach (246) und f = 7, ¥ = am = a; = 3; MS, d, fi, wieinGl. (5.18).

Geschwindigkeitsupdate:  d"*1 = A%(d““ —d") - (5.52)

i n<n+1 bisn+1=ng

Algorithmus 5.6: Asynchrones, sequent. gestaff. Vierfahrenfur FS (Lesoinne& Farhat (1998))
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Diskussion der numerischen Eigenschaften

e Dynamische und kinematische Kontinuitat
Dadie Mittel punktsregel die Bewegungsgleichung des Strukturfeldesin Zeitschrittmitte erfillt,

1

n+3 n+s
MSd"t2 (+ DSd"*3 ) + f,nt(d n+2 ) =g 2 — 1, 2 (5.53)

und die implizit z.Zt. £"*3 berechneten Fluidlasten fn+% durch den Zeitversatz um At/2 auch
gerade dort zur Verfligung sxehen wird mit diesem Verfahren das dynamische Gleichgewicht
am Interface am Zeitpunkt t“*z erfiillt, und die Ubergabe der dynamischen KopplungsgroRe
ist konsistent zum eingesetzten diskreten Zeitintegrationsverfahren.

Die kinematische Kontinuitét in den Geschwindigkeiten wird direkt tber das agorithmische
Gleichsetzen der Netzgeschwindigkeit am Interface (und damit auch der Fluidgeschwindigkeit
aufgrund der Dirichlet-R.B. fur das Fluid auf 1" gemal3 Gl. (3.12)) mit der Strukturgeschwindig-
keit zur Zeit t" sichergestellt: Schritt 2a, Gleichung (5.46). Es 183 sich weiterhin zeigen, da
auch die kinematische Kontinuitét in den Verschiebungen zwischen Fluidgebiet, d.h. Fluid-
Netz, und Struktur zur Zeit t" gilt®:

Allerdings bedingt der zeitliche Versatz der Fluid- und Strukturlsungen ein gravierendes Pro-
blem: Die kinematische und die dynamische Kontinuitdt sind nie zur selben Zeit erflillt. Die
dynamische Kontinuitét gilt gemal? obiger Herleitung stets nur in der Mitte des Struktur-Zeit-
schrittes, d.h. zum Zeitpunkt t"*+72. Die Erfullung der kinematischen Kontinuitatsbedingungen
in den Verschiebungen und Geschwindigkeiten am Interface wurde hingegen oben bzw. in
den Arbeiten von Lesoinne & Farhat nur fir die diskreten Grenzen des Struktur-Zeitintervalles,
d.h. fir die Zeiten t", t"*1, ... Esist nun elnfach zu beweisen, dal3 die kinematische K ontinuitét
fur die Mitte des Struktur- Zatschnttes t”+ 2 nicht gelten kann: Erstens gilt fur die Fluid-Netz-
Verschiebung zur Zeit t*3 gemal’ den Gleichungen (5.45) und (5.47)

Nl

+5 At 0
r,. = d? 2d (5.55)

wahrend fur die Strukturverschiebung
+1 1
d 2= z(d? + di) (5.56)

gilt (Gl. (2.42) mit a; = 1/2). Wéren diese beiden Ausdriicke gleich, wirde daraus direkt
folgen, dal3 die Strukturverschiebung am Ende des Struktur-Zeitschrittes explizit mittels

di. = d2 + Atd% (5.57)

aus den Bewegungsgrofen an dessen Beginn extrapoliert werden konnte. Tatséchlich wird
sie aber durch implizite Losung der Bewegungsgleichung des Strukturfeldes (5.53) errechnet,

9. Der von Lesoinne & Farhat in den zitierten Arbeiten erbrachte Beweis dieser Beziehung ist der
Vollsténdigkeit halber im Anhang A2.2 in der hier verwendeten Notation wiedergegeben.
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was im allgemeinen natlrlich nicht identisch sein kann. Die kinematische Kontinuitét in den

Verschiebungen am Interface gilt allso zur Zeit t+% nicht (r;f% #= d;f%), folglich gilt sie auch

nicht zu allen folgenden Zeiten t"*2, da r?*é sukzessiv vom vorangegangenen Wert aus extra-
poliert wird. Zweitens springt dieli nnerhalb des Fluid-Zeitschrittes konstante Fluid-(Netz-)Ge-
schwindigkeit am Zeitpunkt t"*2 von

G,n—l—>n+l

nach

G,n+l—>n+§

GntgT - gne (5.59)

wahrend die Strukturgeschwindigkeit an diesem Zeitpunkt eindeutig den Mittelwert dieser
zwei Grof3en hat:

n+

d

Nl

2= S(dn+ dpt (5.60)

Somit gilt auch die Geschwindigkeitskontinuitdt eben nur zur Zeit t", aber nicht fur t"* %
e Genauigkeit

Die Kontinuitét in den kinematischen und dynamischen Groéf3en resultiert —trotz des zeitlichen
Versatzes—in einer sehr hohen Genauigkeit dieses asynchronen Verfahrens (Genauigkeit zwei-
ter Ordnung), bei gleich niedrigem numerischem Aufwand wie derjenige des synchronen, se-
quentiell gestaffelten Grundverfahrens.

e Sabilitat

Auf das Stabilitétsverhalten des Kopplungsalgorithmus hat die nicht gleichzeitige Erflllung
der beiden Kontinuitdtsbedingungen jedoch einen fatalen Einflu®. Bei Anwendung auf die
hier untersuchte Simulation von Fluid-Struktur-1nteraktionsproblemen mit inkompressiblen
Strémungen tritt die schwache Instabilitét in der numerischen Losung extrem frih auf, in alen
berechneten Beispielen sogar noch friher as bei dem synchronen Verfahren mit zweiter Ord-
nung genauem Pradiktor. Dieses frihe Auftreten der Instabilitét scheint wieder ein spezifisches
Problem der Fluid-Struktur-Interaktion mit inkompressiblen Stromungen zu sein, da Lesoinne
& Farhat bei ihren aeroelastischen Simulationen mit kompressiblen Stromungen mit diesem
Kopplungsverfahren eine grol3e Verbesserung im Stabilitétsverhalten gegentiber dem synchro-
nen, sequentiell gestaffelten Grundverfahren beobachtet haben.

Ein weiterer klarer Nachteil des asynchronen Verfahrens ist, dal3 man bei diesem Kopplungs-
algorithmus in der Wahl der Zeitintegrationsverfahren nicht frei, sondern im strukturdynami-
schen Teil auf die Mittelpunktsregel festgelegt ist. Diese hat bekanntlich im Nichtlinearen
selbst wieder numerische Stabilitatsprobleme, unabhéngig von einer partitionierten Losungs-
strategie. Die FSI-Untersuchungen von Lesoinne & Farhat sind entsprechend auf geometrisch
und materiell lineare Strukturen beschréankt.
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Modellbeispiel B2: Oszillierend Uber stréomter Hohlraum mit flexiblem Boden

Mit dem im vorigen Abschnitt dokumentierten FSI-Modellbeispiel B2 wird nun noch das nu-
merische Verhalten des asynchronen, sequentiell gestaffelten Verfahren gezeigt, und damit die
obigen Aussagen zu dessen Eigenschaften verdeutlicht bzw. verifiziert. Bild5.11 und
Tabelle 5.3 stellen die ermittelten Ergebnisse im Vergleich zur Referenzl Gsung und zur synchro-
nen, sequentiell gestaffelten Losung mit zweiter Ordnung genauem Prédiktor dar. Es zeigt
sich folgendes Verhalten:

1. Das asynchrone Verfahren wird sogar noch schneller instabil als das synchrone Verfahren
mit O(At2)-Pradiktor.

2. Die Genauigkeit ist im stabilen Anfangsbereich von zweiter Ordnung (Tabelle 5.3) und
sogar noch hoher as die des synchronen Verfahrens mit O(At2)-Pradiktor.

0,0024 fr A Kopplungskraft—
Y e) d) Zeitverlauf
0,001- /\ | (4t=019)
0,000 i A ﬂ =
oo I | i
0,00008+ rr A, Aufsummierter
Ver schiebungsfehler
0,00006-
) d) (Gl. (5.24))
0,00004-
0,00002-
O T T T T T Zdt t
0,006 Ef Aufsummierte
o Interface-Energie
0,0044
910 2 § | (©.62)
0,002—} ;
0,000
0,002 . . . . _Zaitt
0 1 2 3 4 5 6
a)----- ReferenzZlosung: Iterativ gestaffelt, At = 0,1 s
d) — Synchron, sequentiell gestaffelt, O(At9)-Pradiktor (Gl. (5.25)), At=0,1s
€) Asynchron, sequentiell gestaffelt, At= 0,1 s
1) Asynchron, sequentiell gestaffelt, 4t = 0,01 s
g) ——— Asynchron, sequentiell gestaffelt, At = 0,001 s
Bild 5.11: Oszllierend Uberstrémter Hohlraum (B2): Kopplungskraft—Zeitverlaufe am Knoten

A, aufsummierter Fehler in der Vertikalverschiebung am Knoten A, und aufsum-
mierte Interface-Energie
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At Asynchron Synchron, O(At?)-Pr&d.
0,05 0,17E-5 0,12E-5
0,10 x 2,00 0,69E-5 x 4,13 0,96E-5 x 8,00
0,20 x 2,00 3,24E-5 X 4,72 7,66E-5 X 7,98
Tabelle5.3  Oszllierend tberstromter Hohlraum (B2): Aufsummierter Verschiebungsfehler

erray imKnoten A zZt. t = 2,0 sfr asynchrones und synchrones Verfahren

3. Nach dem Auftreten der instabilen Oszillationen nimmt der Fehler wiederum schlagartig
und weit Uberlinear zu.

4. Auch bel dem asynchronen, sequentiell gestaffelten Verfahren fir FSI-Probleme kann das
Auftreten der schwachen Instabilitét innerhalb des Berechnungszeitraums t € [0; 100]
aufgrund des , Artificial Added Mass*-Effektes nicht durch Verkleinerung des Zeitschrittes
verhindert werden, sondern die instabilen, hochfrequenten Oszillationen beginnen — einher-
gehend mit dem in Bild 5.11 unten gezeigten, explosiven Anwachsen der Interface-Ener-
gie— mit kleiner werdendem Zeitschritt immer friher: Bel At = 0, 1 etwa ab Zeitschritt
Nr. 28 (t = 2,80), bel At = 0,01 ab Zeitschritt Nr. 26 (t = 0, 26), bei At = 0, 001 bereits
ab Zeitschritt Nr. 17 (t = 0,017).

5.5 Parallel gestaffelte Verfahren

Zu den bisher beschriebenen sequentiell gestaffelten L osungsverfahren wurden auch parallele
Varianten entwickelt. Da im Rahmen dieser Forschungsarbeit der Aspekt der Parallelisierung
noch ausgespart wurde, soll in den folgenden Ausfiihrungen lediglich der Vollstandigkeit halber
eine kurze Vorstellung von zwei aus der Literatur bekannten Ansdtzen erfolgen, ohne daf3
diese weiter theoretisch oder numerisch analysiert werden.

Das in Bild 5.12 dargestellte parallel gestaffelte Grundverfahren wurde erstmals von Farhat
et a. (1995) und Piperno et a. (1995) vorgestellt und analysiert. Der Grundgedanke ist der,
dai3 beide Partitionen parallel zueinander jeweils auf einem separaten Prozessor berechnet wer-
den, und am Beginn jedes Zeitschritteseinmalig die jeweiligen Kopplungsinformationen ausge-
tauscht werden. Wie in den zitierten Arbeiten gezeigt wird, ist dieses Verfahren erster Ordnung
genau, und der durch die partitionierte Losung erzeugte Fehler ist doppelt so grol3 wie beim
sequentiell gestaffelten Grundverfahren.

n @ n+1
1 Q7 > Q-
At o
e I A Y
@ ' '
- 0 > oot >
At

Bild 5.12: Parallel gestaffeltes Grundverfahren (Piperno et al. (1995), Farhat et al. (1995)):
Ablaufdiagramm
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Eine in den gleichen Arbeiten vorgeschlagene, verbesserte Verfahrensvariante ist in Bild 5.13
abgebildet. Die ersten zwei Schritte dieses Ansatzes sind mit dem Grundverfahren identisch,
nur daid die Fluid-Partition £, nur bis zur Zeit t“*% integriert wird. Dann werden die jeweils
aktuellen Kopplungsverschiebungen und -lasten ausgetauscht, und anschlief3end folgt in £,
die Integration der zweiten Zeitschrittha fte, wahrend gleichzeitig die Integration der Struktur-
Partition €2, wiederholt wird, jeweils mit den neuen Kopplungsinformationen. Die erste Struk-
turintegration (Schritt 2) kann somit als Pradiktorschritt interpretiert werden.

©) A @

_____ ... ..
Q? > Q - QE"'

N[

n
At T At
1
dn AQY 1 @+ 2 dr A
©
-

\A’t'/ QS+P1
©

Bild 5.13: Verbessertes parallel gestaffeltes Verfahren (Piperno et al. (1995), Farhat et al.
(1995)): Ablaufdiagramm

_____ n n+1| _____
92 Qz

Das verbesserte Verfahren ist zwar pro Zeitschritt doppelt so aufwendig wie das Grundverfah-
ren, aber dafUr konnten mit diesem Ansatz in den dort gerechneten numerischen Beispielen
weit Uber doppelt so grof3e Zeitschritte verwendet werden, so dal3 sich insgesamt eine Einspa-
rung an Rechenzeit ergab. Zudem wird die Genauigkeit der verbesserten Methode gegentiber
dem Grundverfahren wieder um den Faktor 2 erhoht; sie bleibt jedoch erster Ordnung genau.

109



6 Iterativ gestaffelte L osungsverfahren

Die Untersuchungen zu einfach gestaffelten, schwach koppelnden L dsungsansdtzen im voran-
gegangenen Kapitel haben gezeigt, dal3 diese Verfahren insbesondere bel Verwendung fir die
Zielanwendungen dieser Arbeit — die geometrisch nichtlineare Strukturdynamik und die Inter-
aktion von flexiblen Strukturen mit instationaren, inkompressiblen Stromungen bel grofien
Strukturdeformationen — Probleme hinsichtlich der numerischen Stabilitét aufweisen. Ein si-
cherer Weg, diese Probleme zu umgehen, ist der Einsatz von iterativ gestaffelten, stark koppeln-
den, impliziten Losungsverfahren.

6.1 Allgemeines

Der Grundgedanke iterativ gestaffelter Verfahren zur partitionierten Berechnung der Losung
eines gekoppelten Systems ist der Folgende (Bild 6.1): In jedem Zeitschritt t" — t"*1 wird
zunéchst mit einem beliebigen, einfach gestaffelten Verfahren eine erste, ndherungsweise L 6-
sung der Teilgebiete an dessen Ende t"*1 ermittelt. Mit den dann verfiigbaren, neuen Kopp-
lungsrandbedingungen wird anschlief?end die Lésung der Teilgebiete im selben Zeitschritt er-
neut berechnet. Dieser Vorgang wird mit jeweils neuen, iterativ verbesserten
Kopplungsinformationen bis zur Konvergenz dieser sogenannten dufieren Iteration (hier auch
als Iteration tber die Teilfelder bezeichnet) wiederholt, d.h. solange, bis die iterative Anderung
der Verschiebung des K opplungsrandes, der respektiven Kopplungskréfte und/oder der zugeho-
rigen Residuen unterhalb einer bestimmten Toleranzgrenze liegt. Erst dann wird zum néchsten
Zeitschritt Ubergegangen.

- - - ‘QT Qn-l-l >
D> Qg —— 0>

Bild 6.1: Iterativ gestaffelte Losungsverfahren: Prinzipielles Ablaufdiagramm

Die Kopplungsbedingungen, aso die kinematische und die dynamische Kontinuitdt am Inter-
face, werden dadurch zu jedem diskreten Zeitpunkt t" ™1 exakt erfllt (im Rahmen der iterativ
erreichten Genauigkeit), d.h. es wird eine starke algorithmische Kopplung erreicht. Die itera-
tive Losung konvergiert somit — sofern Konvergenz sichergestellt werden kann — gegen die
simultane Lésung des unpartitionierten, gekoppelten Gesamtsystems, und die Bilanzgréf3en
Impuls, Masse sowie Energie am Interface bleiben erhalten. Zudem kann mit iterativ gestaffel-
ten Verfahren auch das Interaction Consistency Law (ICL) erftillt werden, danach der Konver-
genz der Iteration Uber die Teilfelder in beiden Partitionen alle Bewegungsgrofien sowohl am
Anfang als auch am Ende eines Zeitschrittes bekannt sind, und folglich die Kopplungsrandbe-
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dingungen stets zeitlich konsistent mit den jeweils eingesetzten diskreten Zeitintegrationsver-
fahren in den beiden Teilfeldern Ubergeben werden kénnen. Dies gilt sowohl fur die hier ver-
wendeten, impliziten Zeitintegrationsansétze als auch fir den Fall mit expliziten
Zeitintegrationsverfahren.

Da insofern bel hinreichend stringenten Konvergenzkriterien durch den partitionierten Lo6-
sungsansatz (nahezu) kein zusétzlicher Fehler in die numerische Losung des gekoppelten Pro-
blems kommt, werden im Prinzip auch die Genauigkeits- und Stabilitdtseigenschaften von
den in den Teilfeldern verwendeten Diskretisierungsverfahren geerbt. Dies gilt jedoch streng
genommen nur dann mit Sicherheit, wenn in beiden Tellfeldern dieselben Diskretisierungsver-
fahren verwendet werden. Ist dies nicht der Fall, so kann lediglich die Vererbung der Genauig-
keits- und Stabilitatsei genschaften einer entsprechenden simultanen Losung garantiert werden.
Wie diese Eigenschaften jedoch bel unterschiedlichen Zeit- oder sogar Zeit- und Raumdiskreti-
sierungsverfahren in einzelnen Teilbereichen aussehen, ist im allgemeinen nicht bekannt. Sie
wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit auch nicht untersucht. Allerdings kann festgestel It
werden, dal’ zumindest in keinem der mit ausreichend auskonvergierten, iterativ gestaffelten
Losungsverfahren berechneten numerischen Beispiele Instabilitdten irgendwelcher Art oder
nicht plausible L 6sungen, die auf mangelnde Genauigkeit des numerischen Verfahrens schlie-
3en lassen konnten, beobachtet wurden.

Der Preisfur diese vorteilhaften numerischen Eigenschaften ist ein u.U. stark erhdhter numeri-
scher Aufwand. Vor allem einfache Algorithmen fhren haufig zu sehr hohen Iterationszahlen,
zu problemabhéngigen Konvergenzeigenschaften oder sogar zur Divergenz der Iteration Gber
die Teilfelder. Esist daher Ziel dieses Kapitels, ein in der ingenieurwissenschaftlichen Literatur
weitverbreitetes, mal3gebliches Grundverfahren auf seine Vorteile und Defizite hin zu diskutie-
ren, und es dann durch Rickfthrung auf klassische Gebietszerlegungsmethoden und iterative
Losungsverfahren in Richtung Robustheit und Effizienz weiterzuentwickeln. Die diskutierten
M ethoden basieren alle auf dem el ementwei sen, nichttiberlappenden Dirichlet-Neumann-Parti-
tionierungskonzept (Abschnitt 3.1.1 und Bild 5.1). Sie wurden im Rahmen dieser Forschungs-
arbeit in das Finite-Element-Programmsystem CARAT implementiert, und ihr numerisches
Verhalten wurde an einer Reihe von oberfl&chengekoppelten strukturdynamischen und Fluid-
Struktur-Interaktionsbeispielen getestet, von denen hier und im Folgekapitel eine Auswahl
dokumentiert ist.

6.2 Iterativ gestaffeltes Grundverfahren

Der in dieser Arbeit als Grundverfahren bezeichnete Ansatz wurde von Le Tallec & Mouro
(1998, 2001) fur Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme mit inkompressiblen Stromungen und
grof3en Strukturdeformationen in der hier betrachteten Komplexitét formuliert. Er beginnt mit
dem synchronen, sequentiell gestaffelten Verfahren mit O(At2)-Pradiktor (Piperno (1997), s.
Abschnitt 5.3) und fuhrt anschlief3end die Iteration Uber die Teilgebiete mit einer relaxierten
Interface-Verschiebung durch. Die Relaxation dient dabei zur Sicherstellung und Beschleuni-
gung der Konvergenz der Iteration Uber die Felder (s.u.). Der agorithmische Ablauf ist als
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Algorithmus 6.1 unter Verwendung der verallgemeinerten Darstellungsweise des partitionier-
ten, algebrai schen Gleichungssystems gemél? Gleichung (3.2) beschrieben. Seine Implementie-
rung fur die Strukturdynamik bzw. fir die Fluid-Struktur-Interaktion verlauft dann analog zu
Algorithmus 6.3 bzw. Algorithmus 6.4, die im néchsten Abschnitt beschrieben sind.

0. Initialisierung: Setze n = 0. Startlésungen d*- © seien gegeben.

Schleife tGber alle ny Zeitschritte

1a. Berechne Pradiktor der Variablen auf dem Kopplungsrand in €2,

At = dit = d + At( 3 dp - $dpt) (6.1)

Iterationsschleife der Iteration Uber die Teilfelder (Sart: i = 0)

1b. Ubergebe d* * von 2, an Q4

2. Integriere Dirichlet-Partition 21 von t" — t™1 mit Dirichlet-RB. df\**

Q, A2,,n+1 _ £2,,n+1 _ AQ, An+1
AI i dl,i1+1 - f|el><t A|f dF,i (6.2

3. Berechne Kopplungskréfte f r” T+11 in 21 und Ubergebe sie an 2,

+1 _ AQ, 4Q,,n+1 Q +1
fI'J’iJrl = AFll d|,il+nl + Ar} d}’i (6.3)

4. Integriere Neumann-Partition 2, von t" — t™1 mit Neumann-RB. f/'T1

Arp Ari| [ iR -

AIQFZ A% dI!,)iZJ'rnl+1 = { 2.+l } (6.4)
5. Wahle geeigneten Relaxationsparameter o € R bzw. w; € R™
6. Relaxation der Interface-Verschiebung

diii, = o d?",—'i_}-l + (1-w;) dit? (6.5)

7. Konvergenztest

f- i<—i+ 1 biszur Konvergenz

i Nn<n+1 bhisn+1=ny

Algorithmus 6.1: lterativ gestaffeltes Grundverfahren (Le Tallec & Mouro (1998, 2001))
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Vergleicht man nun die Iterationsschleife der Iteration Uber die Teilfelder dieses Verfahrens
mit der als Algorithmus 4.1 in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen iterativen Dirichlet-Neumann-
Substrukturmethode, so stellt man eine exakte Analogie fest. Damit ist gezeigt, dal? die hier
untersuchten iterativ gestaffelten Ldsungsverfahren tatschlich auf Gebietszerlegungsmetho-
den zurtckfuhrbar sind. Entsprechend der in Abschnitt 4.3 (Bild 4.2) als Strategie 2 bezeichne-
ten Vorgehensweise ermitteln sie die Lésung von nichtlinearen, gekoppelten, dynamischen
Systemen, indem sie die entsprechenden nichtlinearen Anfangs-Randwertprobleme durch im-
plizite Zeitdiskretisierung in eine Folge von ny nichtlinearen Randwertproblemen umformen,
und diese dann in jedem der n; Zeitschritte durch iterative Dirichlet-Neumann-Substrukturver-
fahren mit nichtlinearen Teilsystemen |Gsen.

K onver genzeigenschaften der Iteration Uber die Teilfelder

Die Hauptproblematik iterativ gestaffelter L 6sungsverfahren besteht in der Sicherstellung bzw.
der effektiven und robusten Beschleunigung der Konvergenz der &uf3eren Iteration. Daher ist
eine Untersuchung der Konvergenzeigenschaften des iterativ gestaffelten Grundverfahrens er-
forderlich, wobel die Analogie zur iterativen Dirichlet-Neumann-Substrukturmethode ausge-
nutzt wird, fur die ausfihrliche Konvergenzanalysen in der Literatur zu finden sind.

Wiein Abschnitt 4.1.1 im Detail erlautert, liegt der iterativen Dirichlet-Neumann-Substr uktur-
methode das Richardson-Iterationsverfahren (Anhang A3.2, Gl. (A.42)) zugrunde, und ihre
auf die Interface-Freiheitsgrade reduzierte Iterationsvorschrift kann aus Algorithmus 6.1 durch
Einsetzen der Gleichungen (6.2) bis (6.4) in die Relaxationsgleichung (6.5) hergel eitet werden:

-1
ity = diit+ o S%

i mod,n+1 __ (S“Ql + SQZ) d?—i;l) (66)

fred
-1

mit dem Schurkomplement S? = A?JF — Afil AIQIJ' AIQIF der Partition ;. Die Konvergenz-
eigenschaften dieser Iteration hangen mal3geblich von zwei Faktoren ab: Erstens von den Re-
|axationsparametern w; € R, und zweitens von den spektralen Eigenschaften der vorkondi-
tionierten Operatormatrix A : = 52 (Sgl + SQZ), wel che wiederum insbesondere durch die
Vorkonditionierungsmatrix M : = S%2 gesteuert werden. Zu letzterem Punkt kann grundsétz-
lich gesagt werden, dal3 die Schurkomplement-Vorkonditionierung verhdltnismaldig gut bis
optimal ist (Smith et al. (1996)). Dies gilt zunachst fur den rein strukturdynamischen Fall,
in dem beide Teilgebiete ahnlich sind, aber erfahrungsgemald auch fur den bei der Fluid-Struk-
tur-Interaktion auftretenden Fall mit unterschiedlichen partiellen Differentialgleichungen in
den Teilgebieten, wie die insgesamt relativ kleinen Iterationszahlen bei den in dieser Arbeit
durchgefuhrten Berechnungen zeigen.

Die zentrale und vieldiskutierte Frage der Methodik zur Wahl geeigneter Rel axationsparameter
w; (Schritt 5 in Algorithmus 6.1) fuhrt auf die Formulierung von unterschiedlichen Varianten
der Richardson-lteration. Effiziente Ansétze hierfir werden in den folgenden Abschnitten 6.3
bis 6.5 vorgestellt. Der fur das Grundverfahren betrachtete einfachste Fall verwendet einen
wahrend der gesamten Iteration innerhalb eines Zeitschrittes (und in der Regel auch fir alle
Zeitschritte) unveranderlich gehaltenen Relaxationsparameter: w; = w = konstant. Dies ent-
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spricht dem stationaren Richardson-Iterationsverfahren, fir das die folgenden Aussagen zu
den numerischen Eigenschaften gelten (vgl. Anhang A3.2):

Im linearen Fall (A linear und symmetrisch positiv definit) ist fiir

O<w<—2 — (6.7)
hex(A)
lineare Konvergenz gegen den Fixpunkt der Iteration gewahrleistet, welcher aufgrund der Kon-
sistenzeigenschaft der Richardson-Iteration gleich der Lésung des nichtpartitioniert (simultan)
berechneten Gesamtsystemsist. Amax(A) bezeichnet hier den grofdten Eigenwert der vorkondi-
tionierten Operatormatrix A.

Bemerkung 6.1: Da das Basisiterationsverfahren ohne Relaxation dem Sonderfall mit w = 1,0
entspricht, konvergiert dieses folglich nur unter der Voraussetzung, dal3 der grofdte Eigen-
wert der vorkonditionierten Operatormatrix /lmaX(A) < 2 ist. Die Konvergenzanayse in
Le Tallec & Mouro (2001) im Rahmen von FSI-Problemen mit inkompressiblen Stromun-
gen zeigt, dal’ diese Bedingung verletzt wird, wenn entweder die Struktursteifigkeit sehr
gering ist, oder die Zeitschrittgrof3e sehr klein ist, oder die vom Fluid auf die Struktur
wirkende zusétzliche Masse (im Sinne des in Abschnitt 3.4.3 besprochenen , Artificial
Added Mass*-Effektes) grof3ist im Vergleich zur Strukturmasse. Die Folgeist dann Diver-
genz des unrelaxierten Iterationsverfahrens.

Der optimale Relaxationsparameter der stationaren Richardson-Iteration ist des weiteren durch

_ 2
Wopt = ﬂ.max(A) +}.min(A) (6.8)

gegeben und fuhrt auf eine maximale asymptotische Konvergenzrate von

K(A)—1

W (6.9)

Popt =

mit der spektralen Konditionszahl K(A) = /lmax(A) /lmin(A). Nun ist zur direkten Berechnung
des optimalen Rel axationsparameters die Kenntnis der extremal en Eigenwerte des gekoppelten
Gesamtproblems A erforderlich. Diese sind jedoch in der Regel nicht bekannt, und eine exakte
oder auch ndherungsweise Eigenwertanalyse fur das gekoppelte System ist zum einen nume-
risch sehr teuer und zum anderen in einer partitionierten, modularen Programmstruktur nur
schwierig realisierbar (zur ndherungsweisen Eigenwertanalyse s. Abschnitt 6.5). Weiter er-
schwerend kommt hier noch hinzu, dal3 im nichtlinearen Fall die Spektren der im Zeitschritt
bzw. Inkrement jewells linearisierten Systeme sich im Laufe der Berechnung verandern, so
dal3 wiederholte Eigenwertanalysen zur standigen Anpassung des Relaxationsparameters an
das nichtlineare Systemverhalten erforderlich wéaren. Ein solches Vorgehen muf3 daher a's zu
aufwendig und somit weder zweckmafdig noch praktisch durchfihrbar beurteilt werden.

In technischen Anwendungen werden flr die Relaxationsparameter haufig experimentell oder
mittels empirisch aufgestellten Berechnungsformeln ermittelte Werte oder einfach intuitive
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Erfahrungswerte eingesetzt, oder es wird sogar ganz auf die Relaxation der Interface-Verschie-
bung verzichtet (entspricht @ = 1). Dies fuhrt jedoch je nach Problem auf einen mehr oder
weniger deutlichen Mehraufwand im Sinne einer steigenden Zahl an Iterationen, oder sogar
auf Konvergenzprobleme, wenn die o.g. hinreichende Bedingung fur Konvergenz (6.7) nicht
erfllt ist. Zudem kann die Anzahl der erforderlichen Iterationen bel manchen Systemen extrem
sensibel bereitsauf kleine Abweichungen vom optimal en Rel axationsparameter reagieren, wes-
halb die Wahl eines Parameters durch einfaches Ausprobieren (,trial-and-error-Methode™)
mit grofer Sorgfalt durchgefihrt werden muf3 und sehr zeitaufwendig ist. Des weiteren veran-
dert sich im Nichtlinearen, wie oben beschrieben, das Spektrum des jewells linearisierten Sy-
stems, so dal3 auch ein anfangs optimaler Parameter im Laufe des Berechnungszeitraums seine
Optimalitét verlieren kann, was dann in eéinem Anstieg der Iterationszahlen und somit einem
erhdhten Berechnungsaufwand resultiert. Daher ist auch diese Methodik — obgleich vielfach
eingesetzt — generell ein eher unbefriedigender Ansatz. Er erfordert vom Programmanwender
eine sorgfaltige, problemabhéngige Parameterwahl, ist somit aso nicht robust, und kann bei
ausgepragter System-Nichtlinearitét im Laufe der Berechnung zu verstéarkten Konvergenz-
schwierigkeiten fuhren. Mit dem weiter unten folgenden numerischen Modellbeispiel werden
diese Problempunkte eindeutig demonstriert.

Bemerkung 6.2: Die obigen K onvergenzaussagen setzen voraus, dal3 die vorkonditionierte Ope-
ratormatrix A symmetrisch posmv definit ist. Die Symmetriebedingung ist im vorliegen-
den Fall, indem gilt A:= S% (SQl + SQZ) so zunéchst nicht erfllt. Allerdings kann
das Iterationsverfahren formal derart umformuliert werden, daBesschllethh mlt der &qui-
valenten, symmetrischen Operatormatrix A= %2 (891 + 592) (SQ2 )T arbeitet,
indem die Iterierten dj-; durch d,-| = S% 12 dp; ersetzt werden (Details hierzu vgl.
Kelley (1995) S. 23). Damit sind die Konvergenzaussagen wieder anwendbar.

Bemerkung 6.3: Im Fall der Fluid-Struktur-Interaktion ergibt sich die weitere Problematik,
daR das Schurkomplement des diskretisierten Strémungsproblems S%F aufgrund des kon-
vektiven Terms in den Navier-Stokes-Gleichungen nicht symmetrisch ist, und damit ist
auch A nicht symmetrisch — unabhangig von der Art der Vorkonditionierung. Daher ist
die Anwendung der obigen Konvergenzaussagen wiederum in Frage gestellt. Die im Rah-
men dieser Arbeit numerisch untersuchten FSI-Probleme beschranken sich jedoch auf la
minare Stromungen mit relativ geringer Reynolds-Zahl und somit auch relativ geringer
Konvektion, um zu vermeiden, dal3 aus einem Uberméldig komplexen, turbulenten Stro-
mungsphanomen zusétzliche Instabilitétseffekte entstehen kdnnten, die die Untersuchung
der Stabilitdtseigenschaften der partitionierten Losungsverfahren weiter erschweren wiir-
den. Somit ist das Strémungsproblem hier mal3geblich von den symmetrischen, elliptischen
Anteilen gepragt, und die Unsymmetrie in S®F ist also nur sehr schwach.

Bei einer Anwendung der beschriebenen iterativ gestaffelten Verfahren auf Probleme mit
stérkerer Konvektion sollten aber hinsichtlich der Konvergenz weitere, detailliertere Unter-
suchungen durchgefihrt werden.
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Literatur Ubersicht

Nachstehend werden, erganzend zu den historischen Ausfihrungen in Abschnitt 3.3, einige
Arbeiten aufgelistet, in denen das iterativ gestaffelte Grundverfahren mit einem solchen einfa-
chen Ansatz verwendet wird. Dabel wird insbesondere die Art der Wahl der Relaxationspara-
meter und eventuelle Aussagen zum Konvergenzverhalten hervorgehoben. Le Tallec & Mouro
(1998, 2001) wenden das Verfahren, wie eingangs bereits besprochen, auf FSI-Probleme in
der hier behandelten Art und Komplexitét an, wobei die innerhalb eines Zeitschrittes jeweils
konstant gehaltenen Relaxationsparameter auf eine nicht ndher spezifizierte Art und Weise
aus dem Iterationsverhalten im vorausgegangenen Zeitschritt extrapoliert werden. Ein dhnli-
ches Vorgehen wird von Itoh et al. (1993) zur Simulation der Fluid-Struktur-Wechselwirkung
zwischen Tonband und Lesekopf verwendet (Elastohydrodynamik). Sie geben eine empirische
und an dieses spezielle Problem angepalite Formel zur Bestimmung der Relaxationsparameter
an, welche auf der Auswertung der Ergebnisse zweier aufeinanderfolgender Iterationsschritte
beruht.

Ebenfalls im Bereich der Elastohydromechanik wird von Taylor & O’ Callaghan (1972) oder
auch von Kohno et al. (1994) dasiterativ gestaffelte Grundverfahren mit tber die Berechnungs-
dauer unveranderlich gehaltenen Werten fir o verwendet, wobei beide Uber Konvergenzpro-
bleme berichten, die eine ... sehr sorgfaltige ...“ Wahl der Relaxationsparameter erfordern.
Von Bungartz & Schulte (1995) bzw. Bungartz et al. (1998) werden hingegen bei der Simula-
tion von komplexen Mikro-Elektromechanischen Systemen bzw. FSI-Problemen experimentell
bestimmte Relaxationsparameter eingesetzt, und auch der bei der Simulation der Fluid-Struk-
tur-Kopplung in kollabierenden Kanadlen (Kanal stromung mit flexiblem, sich sehr stark defor-
mierendem Wandstick) in Miller & Jacob (1994) verwendete Relaxationsparameter von
o = 0,25 ist vermutlich experimentell bestimmt. Preis et al. (1994) untersuchen Kopplungs-
probleme zwischen Elektromagnetik und Wéarmeleitung mit dem iterativ gestaffelten Grund-
verfahren und einem Relaxationsparameter, der ,,... bei solch extremen Nichtlinearitaten erfah-
rungsgemald bei etwa 0,05und 0,2 ...“ liegt, dadie Iteration ohne Relaxation ,,... Ublicherweise
“ nicht konvergiert.

Ganz auf die Relaxation verzichtet wird hingegen in den Arbeiten von Lowe & Pedley (1994)
und Luo & Pedley (1995), wieder Uber die Fluid-Struktur-Kopplung in kollabierenden Kané&-
len; nicht verwunderlicherweise berichten diese Autoren dabei von auftretenden Konvergenz-
problemen. Auch Kalro & Tezduyar (2000) bzw. Benney, Stein & Tezduyar (2000) (Simulation
umstromter Fallschirme auf Supercomputern) sowie Bhardwg et a. (1997) und Strganac &
Mook (1990) (Berechnung umstromter elastischer Tragflligel) verwenden dieses einfachste
Verfahren, ohne aber auf das Iterationsverhalten einzugehen.

In einer Arbeit auf dem Gebiet der Mehrkorpersystem-Dynamik von Kibler & Schiehlen
(1998) wird das auf der Richardson-Iteration basierende iterativ gestaffelte Verfahren schlief3-
lich wegen der bis dato unbeantworteten Frage nach effizienten Algorithmen zur automatischen
Bestimmung geeigneter Relaxationsparameter o als ganzlich wertlos eingestuft: ,,... there is
no general algorithm for selection of w, what makes the method worthless for ssmulator coup-
ling ...". Mit den in den folgenden Abschnitten 6.3 bis 6.5 beschriebenen Methoden werden
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hingegen gerade solche robusten und allgemein einsetzbaren Algorithmen zur Bestimmung
geeigneter Relaxationsparameter vorgeschlagen, womit dieses Argument entkraftet wird.

Modellbeispiel B3: 1-D Stabproblem, geometrisch nichtlinear

Die oben angesprochenen numerischen Eigenschaften desiterativ gestaffelten Grundverfahrens
mit wahrend der gesamten Berechnung unveranderlich gehaltenem Rel axationsparameter wer-
den nun wiederum an einem einfachen numerischen Modellbeispiel dokumentiert. Es handelt
sich um eine Modifikation des Modellbeispiels B1 aus Abschnitt 5.2, in der wieder ein linear
elastischer Stab durch eine ab t; = 0 aufgebrachte Stufenlast belastet wird, die darin eine
periodisch vor- und zurticklaufende Kompressionswelle erzeugt. Allerdings werden hier geo-
metrische Nichtlinearitaten berticksichtigt, und die zur Diskretisierung des Stabes verwendeten
bilinearen Scheibenelemente haben in der linken Partition £, die Lange h = 1,0 mund in
der rechten Partition 2, die Lange h = 0,5 m (A = 0,3m?, in y-Richtung gelagert), wie
in Bild 6.2 abgebildet. Die Materialeigenschaften sind wieder so gewéhlt, dal? die Wellenge-
schwindigkeit ¢ = /ES/pS= 1,0 m/s betragt (ES= 1,0 N/m?, pS= 1,0 kg/m°,
vS = 0). In beiden Partitionen wird die Zeitintegration mit der impliziten Trapezregel und
einem Zeitschritt von At = 0,375 s durchgefihrt. Zudem wird hier nur in £, eine konzen-
trierte, in £, hingegen eine konsistente Massenmatrix verwendet, um auch hochfrequente
Schwingungsmoden anzuregen. Die resultierenden hochfrequenten Fehleranteile fuhren zu ei-
ner erschwerten Konvergenz der iterativ gestaffelten Verfahren, so dal3 dieses Modellproblem
sich besonders gut als Testbeispiel fir die Untersuchung konvergenzbeschleunigender Metho-
den eignet.

r
F Fo.(t) A B I C .
FS,OO?)N i(LQ I . \\H’\\Hl§ﬁ‘§0,3m
L > X Ql QZ t= 1,0m
10,0m 5,0m

Bild 6.2: 1-D Stabproblem (B3): Systemskizze

Als erstes soll mit diesem Beispiel demonstriert werden, wie sensibel das Iterationsverhalten
auf Veranderung des Relaxationsparameters reagieren kann. Tabelle 6.1 listet die Anzahl imax
an Iterationsschritten auf, dieinnerhalb eines Zeitschrittes (hier der erste Zeitschritt, Nullvektor
als Startl6sung der Iteration) bei einer Toleranz von ¢ = 1076 zur Konvergenz benétigt wurden,
in Abhangigkeit vom verwendeten Relaxationsparameter. Es wird deutlich, dal? bereits kleine
Abweichungen vom optimalen Wert wqne = 0,3070524... zu einem extrem starken Anstieg
der Iterationszahlen fuhren. Das unrelaxierte Verfahren (o = 1) divergiert in diesem Beispiel.

) 000 | 0,10 | 0,25 | 0,30 |[0,3070524 | 0,31 | 0,35 | 0,50 |=>0,52
Iterationen div. 37 10 5 2 4 9 31 div.

Tabelle6.1 1-D Sabproblem (B3): Iterationszahlen ingy im ersten Zeitschritt fur verschie-
dene Relaxationsparameter o (Toleranzgrenze: ¢ = 1079)
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124 Anzahl der Iterationen
10 imex j€ Zeitschritt in
8 aul3erer lteration;
Z Abbruchkriterium:
| g )
21 w=0,3070524=konst. o lail <e=10"°
0 Zeitschritt Nr.| || 9o |l
O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0,31 .
d[m A B Verschiebungen d
0,2- der Punkte A, B, I', C
r
0,11
0,0 C
01 | Ze||tt[s]

0 75 150 225 300 37,5 450 52,5 60,0 67,5 75,0
Bild 6.3: 1-D Stabproblem (B3): Konvergenzstudie und Verschiebungs—Zeitverlaufe

Weiterhin  verdeutlicht Bild 6.3, dald der anfangs optimale Relaxationsparameter
wopt = 0,3070524... im Laufe des Berechnungszeitraums seine guinstigen Eigenschaften auf-
grund der Systemnichtlinearitét verliert —obwohl diese hier sogar verhdltnismaldig gering ist —,
was in einem drastischen Anstieg der Anzahl an je Zeitschritt zur Konvergenz der Iteration
Uber die Teilfelder erforderlichen Iterationsschritten im Laufe der Zeit resultiert (oberes Dia
gramm). Zur Information Uber das Systemverhalten im selben Zeitraum (erste Schwingungspe-
riode) sind im unteren Diagramm die Verschiebungs—Zeitverlaufe von vier tber die Stablange
verteilten Knotenpunkten aufgetragen. Es sollte hierzu angemerkt werden, dal3 ein so drasti-
scher Anstieg der Iterationszahlen nicht bel allen im Rahmen dieser Arbeit mit einem festen
Relaxationsparameter berechneten Beispielen beobachtet wurde.

Das Beispiel verdeutlicht also die grof3en, prinzipiellen Schwierigkeiten, die bei der Wahl ge-
eigneter Relaxationsparameter auftreten. Es zeigt so die Notwendigkeit auf, Methoden zu fin-
den, mit denen im Laufe der Berechnung zumindest in jedem Zeitschritt, besser sogar in jedem
Iterationsschritt optimal an das aktuelle System angepalte Rel axationsparameter bestimmt wer-
den konnen. Dies sollte zudem automatisch, d.h. algorithmisch und ohne Eingriff des Pro-
grammanwenders moglich sein.

Abbruchkriterium fur dielteration Uber die Felder

Im folgenden sollen noch einige Anmerkungen zu Abbruchkriterien fur die Iteration Uber die
Felder gemacht werden, die u.a. auf entsprechenden Ausfiihrungen von Kelley (1995) basieren.
In obigem Modellbeispiel wurde als Abbruchkriterium eine Bedingung verwendet, die zur
Beurtellung des Iterationsverlaufs gut geeignet erscheint: Das Verhdtnis der Euklidischen
Norm des aktuellen Residuenvektors g; und derjenigen des Residuenvektors der Startnaherung
0o mul3 kleiner als eine bestimmte Toleranzgrenze ¢ sein.
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[
< e (6.10)
19|
Dabei kann der Residuenvektor gemal? Gleichung (4.18) (g; = dr,i +1—dp ;) einfach asitera-
tive Verbesserung der Interface-Verschiebungen bestimmt werden. Dieses Kriterium kann tber
die Konditionszahl «(A) mit dem Fehler ¢ := d;.; —df (welcher nicht direkt berechenbar
ist, da die exakte Lésung dj- i. alg. nicht bekannt ist) in Bezug gesetzt werden,

- g _
le | <x(A) |lel laill c|g| mit c= konst. (6.11)

| %ol
d.h. die Norm des Residuenvektors st eine obere Schranke fir die Fehlernorm, zu dieser direkt
proportional und somit ein geeignetes, numerisch beobachtbares Mal3 fur den iterativen Fehler.

Bemerkung 6.4: || g; || ist gemaf3 Gleichung (A.27) auch eine geeignete Naherung fur die Ener-
gienorm || [|; des Verschiebungsfehlers.

Das Abbruchkriterium (6.10) hangt allerdings von der Startnéherung d- , a und kann daher
zu unnatig vielen Iterationen flhren, wenn die Startndherung gut ist, sowie zu einem schlechten
Ergebnis, wenn die Startndherung weit von der Losung entfernt ist. Im Laufe dieser Arbeit
wird daher vor allem bei den Anwendungsbeispielen ein anderes Kriterium verwendet. Dieses
prift einfach die mit der Anzahl der System-Freiheitsgrade neq (zur Elimination des System-
grofen-Einflusses) gewichtete Euklidische Norm des aktuellen Residuenvektors ab:

lol _, (6.12)

Neg

6.3 Konvergenzbeschleunigung mit dem Gradientenverfahren

Basierend auf der oben dargestellten Analogie des iterativ gestaffelten Grundverfahrens mit
dem nichtstationéren Richardson-Iterationsverfahren auf den I nterface-Variablen kann zur opti-
malen K onvergenzbeschleunigung das ebenfallsim Anhang A 3.2 beschriebene Gradientenver-
fahren (auch als Methode des steilsten Abstiegs bekannt, im Englischen ,, steepest descent me-
thod*) eingesetzt werden, das einen Sonderfall der nichtstationéaren Richardson-Iteration
darstellt. Es liefert eine Methodik zur Bestimmung von Relaxationsparametern o, in jedem
Iterationsschritt. Eine im Rahmen der vorliegenden Forschungsarbeit entwickelte Formulie-
rung fur die hier verwendete, partitionierte Losungsumgebung wurde in Wall et al. (1999,
2000b) vorgestellt, und wird im folgenden dokumentiert.

Die durch den aktuellen Residuenvektor g; gegebene negative Gradientenrichtung ist die hin-
sichtlich der Iterierten d. ; optimale Suchrichtung (lokale Optimalitét). Das Gradientenverfah-
ren ermittelt nun in jedem Iterationsschritt durch Minimierung der quadratischen Form (=Ener-
gie- bzw. Potentialfunktion) des zu |6senden Systems die zu dieser Suchrichtung wiederum
optimale Schrittlange bzw. den optimalen Relaxationsparameter w; gemald Gleichung (A.47).
Diese Berechnungsvorschrift wird hier noch einmal wiederholt und ftir den vorkonditionierten
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) ) ]
|terationsoperator des gekoppelten Systems A = S% (SQl + 892) = S% S% 4 | ausge-
schrieben:

_ 99 9’ 9 _ 9’ gi
9 Ag g’ (892_1891 + I) g 9 (S‘QZ_lSQl g + gi)

(6.13)

W

Die agorithmische Bestimmung dieses Ausdrucks in einer partitionierten, modularen Soft-
wareumgebung wird als nachstes beschrieben. Hierbel ist eswichtig, dal3 die explizite Aufstel-
lung, Invertierung und Speicherung der Schurkomplemente S% vermieden wird, da dies mit
einem sehr hohen numerischen Rechen- sowie Speicheraufwand verbunden wére (vgl. Ab-
schnitt 4.1). Im Prinzip wird dazu dieselbe Logik verwendet, die auch von den iterativen Sub-
strukturverfahren bei der iterativen Losung des Interface-Systems verfolgt wird.

Wiein Abschnitt 4.1.1 hergeleitet, entspricht zunéchst der Residuenvektor g; gerade der iterati-
ven Verbesserung der I nterface-Verschiebungen und kann somit einfach a's Differenz zwischen
alter und neuer (noch unrelaxierter) Interface-Verschiebung berechnet werden (Gleichung
(4.18), hier wiederholt).

g = dpiyq— dp; (6.14)

Die schurkomplementfreie Ermittlung des Terms S% g g; erfordert dann eine erneute L&-
sung der beiden Teilgebiete, wobel der Residuenvektor alseinzige ,, systembel astende” Randbe-
dingung fungiert: In Abschnitt 4.1, Gleichungen (4.5) — (4.6) wurde dargestellt, dal3 die Anwen-
dung des Schurkomplements eines Teilsystems auf einen Vektor gleich den , Lagerkréften”
ist, die sich bei Losung des Teilsystems mit diesem Vektor als Dirichlet-Randbedingung erge-
ben; entsprechend wurde dort gezeigt (Gleichungen (4.7) — (4.8)), dal3 die Anwendung des
invertierten Schurkomplements eines Teilsystems auf einen Vektor gleich den ,, Verschiebun-
gen” igt, die sich bei Losung des Teilsystems mit diesem Vektor als Neumann-Randbedingung
ergeben. Folglich wird zur schurkomplementfreien Berechnung von S5 g; zunéchst das
Teilsystem €2, in seiner jeweils aktuellen Konfiguration ohne externe Lasten, aber mit g; als
Dirichlet-Randbedingung nach den inneren Freiheitsgraden gel6st.

Al AP e 0
TN o ol o

_ = a7t A% g 6.15
Afll A?lr {gi} [fr} | TR (6.15)

Bemerkung 6.5: Bel dynamischen Problemstellungen ist darauf zu achten, dal? auch die aus
der Zeitdiskretisierung resultierenden Lastvektor-Anteile (also die Geschichtsterme
MSh(d",d"d") und afi(d") in Gleichung (245), bzw. (1-6)GTp" und
(EMF—(1-6)(NF(u™ + KF))u"in Gleichung (2.93)) bei dieser Losung nicht mitgefiihrt
werden durfen, dakein transienter Verlauf verfolgt wird, sondern lediglich die Auswirkung
des Residuenvektors g; auf das aktuelle System berechnet werden soll. Man geht sozusagen
vom ungestorten, unbewegten Anfangszustand aus, wobei ale nichtlinearen Terme mit
den aktuellen Systemverschiebungen bzw. -geschwindigkeiten bestimmt werden.
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Anschlief3end werden die entsprechenden ,, Kopplungskrafte® f - berechnet.

A A (6.15) -1
=g eate (lag oAz At ag)a=ste) e

Diese werden als Neumann-Randbedingung (d.h. as Last auf dem Kopplungsrand), an das
Teilsystem £, in seiner jeweils aktuellen Konfiguration und ohne sonstige externe Lasten
(und im dynamischen Fall wiederum ohne aus der Zeitdiskretisierung resultierende L astvektor-
Antelle, s.0.) Ubertragen,

Q2 A2 (A
Arr Art| | dr —f,
ir N

und dieses Teilsystem £, wird sodann nach ar und algz gel6st. Die auf diese Art und Weise
ermittelten ,, Verschiebungen* der Interfaceknoten entsprechen dann dem gesuchten Term:

=]
n =] A 1 -1
dy = (Af;’;— A% A2 AIQ;) (—fr) = —s% .= —s% s g (6.18)

Schliefdich kann nun der Relaxationsparameter durch einfache Vektoraddition und Skalarpro-
dukte von Vektoren berechnet werden: Einsetzen von Gl. (6.18) in (6.13) fuhrt auf
0 = g;I' i (6 19)
i = A .
af (_ dr + gi)

Die hier erlauterten algorithmischen Schritte zur Berechnung des Relaxationsparameters w;
(Gleichungen (6.14) bis (6.19)) mussen in jedem Iterationsschritt einmal durchgeftihrt werden,
bevor die eigentliche Relaxation der Interface-Verschiebungen vorgenommen werden kann.
Der resultierende Gesamtablauf ist als Algorithmus 6.2 in der verallgemeinerten Darstellung
zusammengestellt (aufbauend auf dem iterativ gestaffelten Grundverfahren gemaid
Algorithmus 6.1). Die Ermittlung der w; erfolgt darin in den Schritten 5a bis 5e.

Angewendet auf die iterativ gestaffelte Losung rein strukturdynamischer Problemstellungen
ergibt sich daraus dann der Algorithmus 6.3, und fur die Gleichungen der Fluid-Struktur-Inter-
aktion ist der methodische Ablauf als Algorithmus 6.4 beschrieben.

121



0. Initialisierung wie in Algorithmus 6.1

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

la.wiein Algorithmus 6.1

Iterationsschleife der Iteration Uber die Teilfelder (Sart: i = 0)

1b.—4. wiein Algorithmus 6.1

5a. Berechne Residuum und Ubergebe es von 22, an £

g = dpity - dit (6.20)

5b. Loése Dirichlet-Partition €21 mit Dirichlet-R.B. g; (ohne externe Lasten)

Al 42 = — A g (6.21)

5c. Berechne damit Kopplungskr afte fp in 21 und Ubergebe sie an 2>

N

fr=A%d% + A% g (6.22)

5d. Lése Neumann-Partition 22 mit Neumann-R.B. f r (ohne externe Lasten)

‘QZ QZ I A
Arr AFI dr _ {— fr} (6.23
I\Q — i
Az AR |97 0
5e. Berechne Relaxationsparameter
o; = (9] - a)/ (ng ’ (_dr + 0 )) (6.24)

6.—7. wie in Algorithmus 6.1

f- I <—i+ 1 bis zur Konvergenz (Iterationsschleife)

f- nNn<n+1 bisn+ 1= n; (Zeitschleife)

Algorithmus 6.2: Iterativ gestaffeltes Vierfahren mit Konvergenzbeschleunigung mittels Gra-
dientenverfahren
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0. Initialisierung: Setze n = 0. Sartlésungen di- 0, d?0 d“:© seien gegeben.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

la. Berechne Pradiktor der Interfaceverschiebung in £2-

At = dpt =+ At (3 dp - dpt) (6.25)

Iterationsschleife der Iteration Uber die Teilfelder (Start: i = 0)

1b. Ubergebe d ' von 2, an 2,

2. Integriere Partition 24 mit Dirichlet-RB. d}%*
(Préadiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anh. A2.1, Algorithmus A.2)

1-amy, 0, 42, n+1 Q1 (A2, ., n+1) _ Q, (42;:,n
BA2 IV|||1d|,il+1 + (1) fli;t(d ' ) - U flilnt(d ' ) +

+ M@h(d@ e dfn, dfn) + (1-ag)f% M+ aq 1200 (6.26)

d'Q.l’n+1 d.Ql,n
mit h nach (2.46); g@:..n+1 = ) L+l L. 40,0 _ J7I
dri | dy

3. Berechne Kopplungskrifte f r” T+11 in Q1 und Ubergebe sie an 2>

i = ﬁ%‘<_af fr + (-a) ffint(dgl'nﬂ) + ay frint(dgl'n)_

[ M2 M ] s g, goin dgl,n)) (6.27)

mit h, d?::"*1 ynd d¥?::" wie in Schritt 2.

4. Integriere Partition £, mit Neumann-R.B. fﬁfjl

(Préadiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anh. A2.1, Algorithmus A.1)

1_am 'QZ ,Qz, +1 .Qz .Qz, +1) Qz Qz.
™ d9 ML 4 (1-qq) F2(d9% L) = g 12(d% ) +

. . flr“lgql_flr“]ﬁl frnext
+MQZh(dQZ,n,dgz,n,dgz,n)+(1—af) f92,n+’1 +ag2,,n((6.28)

| ext | ext

Q Q An+1
. Q Mr? MF|2 0. n+l dF,i+1 o fFint
2 = - 2 = N 2 =
mit M d d'QZfrH'l X fint f-Qz

Ir ol Li+1 lint

sowie h und dz:" analog zu Schritt 2.
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5a. Berechne Residuum und Ubergebe es von 225 an £24

g = dpity — diit (6.29)

5b. Lose Partition 21 mit Dirichlet-R.B. g; (ohne externe Lasten und
Geschichtsterme)

K, dfs = —K& g, (6.30)
mit K2 = 2402 4 (1-q) K2(d% ") aus Schritt 2

2
pAt (letzte N.-R--Iteration)

5c. Berechne damit Kopplungskr afte f r in21 und Ubergebe sie an 27

£ = ‘Ql A‘Ql ‘Ql .
fp=K& dh+ K% g (6.31)

5d. Lose Partition €22 mit Neumann-R.B. f r (ohne externe Lasten und
Geschichtsterme)

Q Q A
KI Izeﬁ Klfeﬁ dr [—fr]
Q Q 0

Kr|2eff Krzrerf dl ’ 0

(6.32)

lam

mit K22 =
eff  BAt2

M2 + (1—ay) KfZ(dQZ’”Jrl aus chritt 4
(letzte N.-R.-Iteration)

5e. Berechne Relaxationsparameter
op = (9 - 9)/ (giT- (—dr+ gi)) (6.33)

6. Relaxation der Interface-Verschiebung

dzrlj-lrl = Wj d?“j}rl + (1-w) dzrl,+i1 (6.34)

7. Konvergenztest

f- I <—i+ 1 bis zur Konvergenz (Iterationsschleife)

f- n<n+1 bisn+ 1= n; (Zeitschleife)

Algorithmus 6.3: Iterativ gestaffeltes\erfahrenfur dienichtlineare Strukturdynamik mit Kon-
vergenzbeschleunigung mittels Gradientenverfahren
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0. Initialisierung: Startlosungen fur Fluid QF , Fluid-Netz 2y und Struktur 2s; n= 0.

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

la. Berechne Préadiktor der Interfaceverschiebung in Qg

At = dpt =+ At (3 dp - dpt) (6.35)

Iterationsschleife der Iteration Uber die Teilfelder (Start: i = 0)

1b. Ubergebe d}* von Qs an Qy

2a. Lose Fluid-Netz Qy mit Dirichlet-RB. 171, = dptl

KM i = =KV iy (6.36)

2b. Berechne neue Netzgeschwindigkeit unter Einhaltung der GCL

G, n—n+1 rin++ll_rn i G ulG "
ui-l'-l = T mt u- = U? , = r (637)

2c. Ubergebe Netzdeformation r"** und -geschw. u® ">"*1von Qy an Q¢

2d. Integriere Fluid QF auf neuem Netz: 1, Uieﬂ_’“l

(L%MF+0(NF(C{1:11)+KF)) Ul GRprfl = 00 +

+(1-6) 2, +( 1 MF—(l—G)(NF(c”)+KF)) un— (1-6) GF p" (6.38)

At
. n+1 _ n+1_ ,,Gn—=n+1. ~n _ n_,,Gn—=n+1
mit Ci+1 = ui+1 u o, Ch=1u u

3. Ubergebe Interface-Druck p}%1, (u.visk. Spgen. 741 ,) von QF an Qs

4a. Berechne daraus konsist. Knotenlastvektor f/° Tfl(pﬁi v L 1) inQs

4b. Integriere Struktur Qs mit Neumann-RB. /11,

(Préadiktor-Multikorrektor-Generalized-a, s. Anh. A2.1, Algorithmus A.1)

Tamysyn+1 4 (14,) f 07FY) = —a; fip(d?) +

pAt?
o flei — Tl frea
+ MSh(d",d" d") + (1) T+ g (6.39)

n
f|nej(_t1 fl ext

S S n+1
mit MS= M7 M7, gl d?"j+1 = d% r o frint
M2 MF [ dth [ di (7 ) fi

sowie h nach (2.46) .
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5a. Berechne Residuum und Ubergebe es von Qg an 2y

g = dpfy, —dptt (6.40)

5b. Lose Fluid-Netz Qy mit Dirichlet-RB. T, = g;

N

KN f = =KV fr (6.41)

5¢. Berechne Netzgeschwindigkeit unter Einhaltung der GCL

(G = th(f 1) (6.42)

5d. Ubergebe Netzdeformation f und -geschw. G€ von 2y an Q

5e. Lose Fluid Q¢ mit , (€ (ohne externe Lasten u. Geschichtsterme)

(AitMFJre(NF(éHKF)) 0+6GFp=0 mt ¢=ul1-0C (643

5f. Ubergebe Interface-Druck Py (u. visk. Spgen. 7,) von QF an Qs

5g. Berechne daraus konsist. Knotenlastvektor f{p-, 7,) inQs

5h. Lose Struktur 25 mit Neumann-R.B. f r (ohne externe Lasten und
Geschichtsterme)

s s A A
Kier Kiret||dy ) -1 (6.44)
S S N - -

Krvet Krret| | d, 0
mit K = 1;?MS+ (1—ag) K§(d'/ ) aus Schritt 4b
pAt (letzte N.-R.-Iteration)

5i. Berechne Relaxationsparameter
o = (9 - g)/ (giT' (—dr+ gi)) (6.45)

6. Relaxation der Interface-Verschiebung

dn+1 = o, d

s Ml (L-op) dptt (6.46)

Ii+1

7. Konvergenztest

f- <=1+ 1 bis zur Konvergenz (Iterationsschleife)

f- nNn<n+1 bisn+ 1= ng (Zeitschleife)

Algorithmus 6.4: Iterativ gestaffeltes Veerfahren fur die Fluid-Sruktur-Interaktion mit Kon-
vergenzbeschleunigung mittels Gradientenverfahren
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Konver genzeigenschaften der Iteration Uber die Teilfelder

Wie im Anhang A3.2 dargestellt, zeigt das Gradientenverfahren im linearen Fall eine minde-
stens so schnelle Konvergenz wie das stationére Richardson-Verfahren mit optimalem Rel axati-
onsparameter, ohne jedoch die Kenntnis der extremalen Eigenwerte des vorkonditionierten
Operators 4, / mm(A) vorauszusetzen. Die asymptotische Konvergenzrate p('}’l';,%h des optimal
relaxierten, stationdren Richardson-Verfahrens ist eine obere Schranke fur digenige des Gra-
dientenverfahrens p a9,

K(A) -1 _ irmx(A) —
x(A) +1 /lmax(A) +

mejS

XMAA)_ Rich
k] " o

da es nicht nur die extremalen Eigenwerte, sondern das gesamte Spektrum des gekoppelten
Systems bei der Ermittlung der optimalen Relaxationsparameter mittels der oben bereits ange-
sprochenen und im Anhang A3.2 genauer erlauterten Minimierungsstrategie beriicksichtigt.

Bemerkung 6.6: Die in Bemerkung 6.2 und Bemerkung 6.3 gegebenen Hinweise zur Frage
der Symmetrie des vorkonditionierten Operators A gelten genauso fir die Anwendung
des Gradientenverfahrens.

Im Vergleich zu den im Linearen meist standardmal3ig verwendeten orthogonalen Krylov-ltera-
tionsverfahren, insbesondere der Methode der konjugierten Gradienten, ist die Konvergenzge-
schwindigkeit des reinen Gradientenverfahrens nattirlich deutlich langsamer (lineare Konver-
genz beim reinen im Gegensatz zu superlinearer Konvergenz beim konjugierten
Gradientenverfahren, vgl. Gleichung (A.55)). Jedoch sind die orthogonalen Krylov-Verfahren
fur die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten nichtlinearen Anwendungen nicht einsetzbar, da
durch denim Verlauf der Iteration veranderlichen Operator die bei der Ermittlung der Schrittwel -
ten/Rel axationsparameter mal3gebliche Bedingung der Orthogonalitét der aktuellen Suchrich-
tung auf allen vorherigen nicht erfillt werden kann. Insofern ist mit dem Gradientenverfahren,
das wenigstens beziglich der aktuellen Suchrichtung optimale Relaxationsparameter ermittelt
(lokale Optimalitatsei genschaft), die bestmogliche Konvergenzbeschleunigung gegeben.

Die Idee zur Anwendung des Gradientenverfahrens auf die partitionierte Losung gekoppelter
Probleme wurde ursprtinglich von Le Tallec & Mouro (1998, 2001) in den oben bereits zitierten
Arbeiten zur Fluid-Struktur-Interaktion angeregt. Dabel sprechen diese Autoren allerdings le-
diglich im Rahmen ihrer Konvergenzanalyse des iterativ gestaffelten Grundverfahrens die
Maglichkeit an, optimale Relaxationsparameter mithilfe des Gradientenverfahrens zu ermit-
teln, ohne jedoch dessen algorithmische Anwendung und Implementierung tatsachlich zu zei-
gen oder diese Methode in ihren Beispielen zu verwenden. Ihre Argumentation fur die Optima-
litdt der Konvergenzbeschleunigung des iterativ gestaffelten Verfahrens durch das
Gradientenverfahren basiert darauf, da sie die Beschrénktheit der Konditionszahl «(A) des
Iterationsoperators des gekoppelten Problems zeigen (Zitat): ... the condition number of the
preconditioned operator (...) is uniformly bounded, which guarantees the optimal efficiency
of the steepest descent algorithm applied to the solution of our coupled problem.”
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Anmerkungen zum Berechnungsaufwand

1. Hinsichtlich des numerischen Aufwandes ist es wichtig zu sehen, dal3 in den zur Bestim-
mung von w; erforderlichen Lésungen der Teilgebiete keine teuren, nichtlinearen Gleichge-
wichtsiterationen anfallen, weil das Residuum g;, fur welches der entsprechende optimale
Relaxationsparameter bestimmt wird, sich auf die aktuelle Systemkonfiguration bezieht,
d.h. ale nichtlinearen Terme sind mit den aktuellen Verschiebungen/Geschwindigkeiten
auszuwerten. Somitist lediglich eine einmalige L 6sung jedes Teil systems erforderlich. Wird
desweiteren im [bzw. in den] Struktur-Teilfeld[ern] ein direktes Gle chungslésungsverfah-
ren verwendet, [&3t sich der zusétzliche numerische Aufwand noch weiter reduzieren, da
dann die effektiven K oeffizientenmatrizen, dieim letzten Newton-Raphson-Iterationsschritt
im Schritt 4 [und 2] der gezeigten Algorithmen bereits ermittelt und faktorisiert wurden,
wiederverwendet werden kénnen. Dadurch entféllt erstens das nochmalige Aufstellen der
Systemmatrizen, und vor allem féllt dann anstelle der vollsténdigen Gleichungsldsung nur
mehr ein Vor- und Rickwartseinsetzen mit neuer rechter Seite an. In Bezug auf iterative
Gleichungsl6ser wurden in jingster Zeit einige Ansétze publiziert, die bei mehreren rechten
Seiten zu @hnlichen Aufwandsreduktionen fuhren sollen (z.B. Farhat et al. (1994b) oder
Simoncini & Gallopoulos (1995)). Bel Verfligbarkeit geeigneter Loser erscheint dies vor
allem fur die Fluid-Partition zweckmaldig, die — insbesondere in 3-D — zu extrem grof3en
Gleichungssystemen fihrt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden solche Ansédtze
aber noch nicht getestet.

2. Aul¥erdem konnte bei den berechneten Beispielen festgestellt werden, dal3 sich die Sequen-
zen von Relaxationsparametern, die innerhalb eines Zeitschritts nacheinander bestimmt
werden, von Zeitschritt zu Zeitschritt nicht sehr stark veréndern. Daher kann man einmal
berechnete Sequenzen {w;} abspeichern und fiir mehrere nachfol gende Zeitschritte wieder-
verwenden, wodurch ebenfalls Rechenzeit eingespart werden kann.

3. Eineweitere Mdglichkeit zur Reduktion des Berechnungsaufwandesist es, die Abbruchkri-
terien der beiden ineinander geschachtelten Iterationsvorgange, also der duleren Iteration
Uber die Teilfelder und der nichtlinearen (Newton-Raphson-)Gleichgewichtsiteration in den
einzelnen Teilfeldern (=innere Iterationen), aufeinander abzustimmen, analog zu den hybri-
den Newton-Krylov-Verfahren, diein Abschnitt 4.3 im Zusammenhang mit der Anwendung
von Gebietszerlegungsmethoden auf nichtlineare Probleme angesprochen wurden (Litera-
turhinweise s. dort). Das heildt also, dald sich die fur die inneren Iterationen verwendete
Toleranzschranke an der in der &uf3eren Iteration momentan erreichten Genauigkeit orien-
tiert, oder auch, dal3 stets nur einige wenige oder sogar gar keine inneren Gleichgewichts-
iterationen durchgeftihrt werden und die Nichtlinearitéten vollsténdig Uber die auliere Itera-
tion berlcksichtigt werden. Die numerischen Untersuchungen fur diese Arbeit haben
gezeigt, dal? durch solche Malinahmen die Anzahl der @uferen Iterationen nicht signifikant
ansteigt, solange die Nichtlinearitdt des Systems nicht zu stark ist.
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Modellbeispiel B3: 1-D Stabproblem, geometrisch nichtlinear

Mit diesem numerischen Beispiel wurde im vorigen Abschnitt 6.2 (Bild 6.2) gezeigt, dal3 die
Wahl fester, d.h. Gber den gesamten Berechnungszeitraum hinweg unveranderlicher Relaxa-
tionsparameter w aufgrund der z.T. sehr starken Sensibilitét des Iterationsverhaltens auf Abwei-
chungen vom optimalen Wert wqp sehr problematisch und zeitintensiv sein kann, und daf3
des weiteren auch ein anfangs optimaler Relaxationsparameter im Laufe des Berechnungszeit-
raums seine ginstigen Eigenschaften aufgrund der Systemnichtlinearitdten verlieren kann. Mit
dem Gradientenverfahren a's Konvergenzbeschleuniger steht nun eine Methode zur Verfiigung,
die algorithmisch — also automatisch, ohne Eingriff des Programmanwenders — in jedem Zeit-
und Iterationsschritt optimal an das aktuelle System angepalite Rel axationsparameter bestimmit.
Es ist also ein robustes und auch fir nichtlineare Systeme geeignetes Verfahren.

In Bild 6.4 (analog zu Bild 6.3) sind fur dieses Modellbeispiel die Anzahl imax der Iterationen
je Zeitschritt in der Iteration Uber die Felder fur das iterativ gestaffelte Grundverfahren mit
dem anfangs optimalen, festen Relaxationsparameter wqp = 0, 3070524... und flr die mittels
Gradientenverfahren beschleunigte Methode aufgetragen. Als Abbruchkriterium wurde wie-
derum Gleichung (6.10) mit einer Toleranz von ¢ = 10° verwendet. Das mittels Gradienten-
verfahren beschleunigte Verfahren zeigt Uber den gesamten Berechnungszeitraum hinweg eine
gleichbleibend schnelle Konvergenz, im Gegensatz zum Grundverfahren mit festem Relaxa-
tionsparameter.

13 Imex w=0,3070524 Anzahl der Iterationen
10. imax j€ Zeitschritt
g in &ulRerer Iteration;
6- Abbruchkriterium:
4 w; mittels Gradientenverfahren lgil < 10-6
21 Sitarrine, 1900
0 eiltschrlltt Nr.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Bild 6.4: 1-D Stabproblem (B3): Konvergenzstudie — Verfahrensvergleich

Weitere numerische Untersuchungen zur Konvergenzbeschleunigung mittels des Gradienten-
verfahrens sind in Abschnitt 6.6 sowie im folgenden Kapitel 7 zu finden.

6.4 Konvergenzbeschleunigung mit der Aitken-Methode

Eine zweite konvergenzbeschleunigende Methode fir iterativ gestaffelte Losungsverfahren,
die sich als ebenfalls sehr effizient und robust erwiesen hat, und die dabei vom numerischen
Aufwand her sogar extrem guinstig ist, ist die Aitken-Methode fur vektorielle Gleichungen (vgl.
auch Anhang A3.3). Dieses Extrapolationsverfahren ist im Kontext mit der Methode der Finiten
Elemente als Beschleunigungsmethode bei der L 6sung nichtlinearer Gleichungen mit der lang-
sam konvergierenden modifizierten Newton-Raphson-Iteration bekannt und mit den Quasi-
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Newton-Verfahren (Sekantenverfahren) verwandt (Bathe & Cimento (1980), Bathe (1986)).
Das meist as Aitken's A2-Methode bezeichnete Grundverfahren wurde von Aitken (1937)
fur dieiterative Eigenwertbestimmung vorgeschlagen, mit dem Zweck, eine beliebige, konver-
gente, skalare Folge {x;} in eine schneller konvergierende Folge {x;| zu konvertieren. Dieses
Grundverfahren wurde spéter von einer Reihe von Autoren verbessert und fir die iterative
L 6sung nichtlinearer und vektorieller Gleichungen erweitert. In einer vergleichenden Uber-
sichtsarbeit von MacLeod (1986) wird dabei die Variante nach Anderson (1965) bzw. Irons
& Tuck (1969) als die effizienteste Methode identifiziert. Sieist fur vektorielle Gleichungen,
d.h. zur iterativen Losung von Gle chungssystemen geeignet, und konvergiert auch wenn das
Basisiterationsverfahren selbst nicht konvergent ist. In der vorliegenden Arbeit wurde die direkt
implementierbare Formulierung von Irons & Tuck umgesetzt. Im Rahmen des hier betrachteten
iterativ gestaffelten Losungsansatzes fur gekoppelte Probleme (Algorithmus 6.1) 183t sich diese
Variante folgendermal3en beschreiben.

Ausgehend von den jeweils vorangegangenen Iterierten d;_, und d;, und den jeweils
neuen, noch nicht relaxierten Interface-Lésungen d- ; und d;. ;. , wird (fiir i = 1) ein Aitken-
Faktor u*1 extrapoliert:

i
1_ 1 . 1
(ddpti—adpit ) - Adpet

ul = 4 (1) 5 (6.48)
1_ 1
(adpy—aapst
mit
1._ 1 qn+1
Ad?j = d;lj_l—d[;fi (6.49)

Der nullte Faktor /18* Linjedem Zeitschritt wird zweckmaRigerweise gleich dem letzten Faktor
des vorherigen Zeitschrittes gewahlt

uott =l (6.50)

bzw. im ersten Zeitschritt zu u(l) = 0 (eine solche Wahl wurde von Irons & Tuck fur nichtli-
neare, inkrementelle Berechnungen empfohlen und hat sich auch in den hier durchgefthrten,
dynamischen Berechnungen als geeignet herausgestellt). Daraus wird schlief3dlich der aktuelle
Relaxationsparameter w; als

wj=1—puMtt (6.51)

bestimmt und zur Relaxation der Interface-Verschiebung eingesetzt. Somit ergibt sich der als
Algorithmus 6.5 in der verallgemeinerten Darstellungswel se angegebene Gesamtablauf des ite-
rativ gestaffelten Losungsverfahrens mit Konvergenzbeschleunigung mittels der Aitken-Me-
thode. Die Anwendung auf Strukturdynamik- oder Fluid-Struktur-1nteraktionsprobleme ver-
lauft dann vollig analog zu den im vorigen Abschnitt dargestellten Algorithmen, nur daf3
anstelle der dort angegebenen Schritte 5a bis 5x der in Algorithmus 6.5 beschriebene Schritt 5
eingesetzt wird. Man sieht sofort, dal3 der im Vergleich zum iterativ gestaffelten Grundverfah-
ren zusétzliche Berechnungsaufwand marginal ist, da je Iterationsschritt lediglich die Glei-
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0. Initialisierung wie in Algorithmus 6.1

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

la.wiein Algorithmus 6.1

Iterationsschleife der Iteration Uber die Tellfelder (Sart: i = 0)

1b.—4. wiein Algorithmus 6.1

5. Berechne Aitken-Faktor (fir i = 1 und mit uf*t= uil baw. ug=0)

)
1__ 1 . 1
(ddps2—adpi ) - Adptt

uftt = w4 (1) 5 (6.52)
(adp2-acss,)

mit Ad)tt:= dpft —dptt (6.53)

und damit den Relaxationsparameter : w; = 1 — /,ti”” (6.54)

6.—7. wiein Algorithmus 6.1

f- i<—i+ 1 biszur Konvergenz

= Nn<n+1 bisn+1=ng

Algorithmus 6.5: Iterativ gestaffeltes Verfahren mit Konvergenzbeschleunigung mittels
Aitken-Methode flr vektorielle Gleichungen nach Irons & Tuck (1969)

chung (6.52) ausgewertet werden muf3, in der nur Differenzen und Skalarprodukte von Vekto-
ren vorkommen. Auch der zusétzliche Speicheraufwand (ein Vektor, ndmlich die Differenz

Adjlj 1 Gl. (6.53) bzw. (6.49)) ist vernachléssigbar klein.

Bemerkung 6.7: Eine weitere Familie von insbesondere im ingenieurwissenschaftlichen Be-
reich recht populéren Extrapolationsmethoden zur effizienten Konvergenzbeschleunigung
iterativer Losungsverfahren sind die sogenannten Line-Search-Techniken, die beispiels-
weise vielfach zur Beschleunigung von Quasi-Newton bzw. modifizierten Newton-Verfah-
ren (Crisfield (1983), Zienkiewicz & Taylor (2000b)) oder auch in der Optimierung einge-
setzt werden (Bletzinger (1990), Reitinger (1994)). Zienkiewicz & Taylor vertreten sogar
die Ansicht, dal3 die Line-Search-Techniken noch effizienter seien alsdie Aitken-Beschleu-
nigung. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden diese Methoden jedoch u.a. aus fol-
genden Uberlegungen nicht eingesetzt: Die Line-Search-Techniken basieren darauf, daf
durch lineare Interpolation bzw. Extrapolation zwischen zwei verschiedenen Residuenvek-
toren ein beztglich der aktuellen Suchrichtung moglichst guter Relaxationsparameter er-
mittelt wird. Dazu missen dieinneren Kréafte aus zwel unterschiedlich relaxierten Losungs-
vektoren ermittelt werden. Da in der hier betrachteten, substrukturierten und
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schurkomplementfreien Formulierung der in der Iteration Uber die Teilfelder verwendete
L 6sungsvektor aber, wie beschrieben, auf die Interface-Freiheitsgrade beschrankt ist, erfor-
dert diesfur jeden dieser zwel Losungsvektoren eine sukzessive Losung beider Teilgebiete
mit diesen Vektoren als jeweilige Dirichlet-Randbedingung fur das erste Teilfeld. Der Vor-
gang ist vergleichbar zum Vorgehen bei der Bestimmung des Relaxationsparameters mit
dem Gradientenverfahren, mufl3 hier jedoch zweimal durchgefiihrt werden, d.h. der numeri-
sche Aufwand ist im Vergleich zum Gradientenverfahren doppelt so grof3, und im Vergleich
zu der Aitken-Beschleunigung sogar um ein Vielfaches hoher. Es ist aul3erdem zu vermu-
ten, dal3 so ermittelte Relaxationsparameter auch nicht so gut sein kénnen wie die mittels
des Gradientenverfahrens bestimmten Werte, da dessen Relaxationsparameter jeweils be-
zlglich der aktuellen Suchrichtungsvektoren (=Residuenvektoren) optimal sind.

Konver genzeigenschaften der Iteration Uber die Teilfelder

Der einzige Nachteil der Konvergenzbeschleunigung mittels der Aitken-Methode fir vekto-
rielle Gleichungen ist, dai fur die hier verwendete modifizierte Form keine gesicherten Kon-
vergenzaussagen oder -analysen existieren. Wie im Anhang A3.3 dargestellt, gibt es solche
Aussagen nur fiir die urspriingliche Aitken’sche A?-Methode, d.h. nur fir den skalaren Fall.
Die im Rahmen dieser Arbeit angestellten numerischen Untersuchungen zeigen jedoch, dal3
die Konvergenz desiterativ gestaffelten Grundverfahrens durch die hier beschriebene M ethodik
zumindest stark beschleunigt wird (Erhéhung der Konvergenzrate), und eine Verbesserung
der Konvergenzordnung von linear auf superlinear wenigstens nicht vollig auszuschlief3en ist.
Die Anzahl der pro Zeitschritt erforderlichen Iterationen ist in etwa gleich klein wie bei der
Beschleunigung mittels des Gradientenverfahrens. Aulerdem stellt eine Beschleunigung mit-
tels der modifizierten Aitken-Methode — wie das Gradientenverfahren — die Konvergenz des
resultierenden Verfahrens sicher, auch wenn das Basisiterationsverfahren selbst (hier das itera-
tiv gestaffelten Grundverfahren mit w = 1, also die unrelaxierte, stationdre Richardson-tera-
tion) fur das zu I6sende System nicht konvergent ist.

Im Ubrigen ist esin diesem Zusammenhang noch bemerkenswert, dal3 die beschriebene Aitken-
Methode nur dann eine Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit bringt, wenn das Basis-
iterationsverfahren nicht optimal ist, wie die numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit
gezeigt haben. Dieim Anhang A 3.3 aufgezeigte M 6glichkeit der Kombination mit dem optimal
relaxierten, stationdren Richardsonverfahren im linearen Fall, bzw. im allgemeinen mit dem
Gradientenverfahren ist daher nicht sinnvoll (bel manchen Beispielen verschlechterten sich
dadurch sogar die Konvergenzei genschaften geringfligig). Dies erscheint insofern verstandlich,
als dann gemal3 Gleichung (A.70) die Gesamtiteration mit dem Produkt aus dem optimalen
(@opt bzw. ="2¥¥™) und dem mittels der Aitken-Methode (GI. (6.51)) ermittelten Relaxa-
tionsparameter beschleunigt wird, wodurch die Optimalitét des Basisverfahrens wieder verlo-
ren gehen mufR. Uberdies wird durch eine Kombination mit dem Gradientenverfahren auch
der grof3e Vorteil der Aitken-Beschleunigung — die numerisch extrem billige Ermittlung der
w; — wieder zunichte gemacht.
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Modellbeispiel B3: 1-D Stabproblem, geometrisch nichtlinear

Fur das in Abschnitt 6.2 (Bild 6.2) dargestellte Modellbeispiel B3 sind in Bild 6.5 wieder die
Anzahlen inay der Iterationsschritte je Zeitschritt in der Iteration Uber die Felder aufgetragen,
hier flr dasiterativ gestaffelte Grundverfahren mit dem anfangs optimalen, festen Relaxations-
parameter wqpe = 0, 3070524... und fur das mittels der Aitken-Methode beschleunigte Verfah-
ren. Als Abbruchkriterium wurde wiederum Gleichung (6.10) mit einer Toleranzvone = 107°
verwendet. Das Basis-Iterationsverfahren (unrelaxierte Richardson-lteration, s. Tabelle 6.1)
konvergiert bei diesem Beispiel nicht. Das mittelsder Aitken-Methode beschleunigte Verfahren
hingegen konvergiert zuverléassig, und zeigt tber den gesamten Berechnungszeitraum hinweg
eine Konvergenzgeschwindigkeit, die deutlich hoher ist al's digjenige des Grundverfahrens mit
festem w. Im Vergleich zum Gradientenverfahren als K onvergenzbeschleuniger (Bild 6.4) erge-
ben sich in diesem Beispiel zwar geringfiigig hohere Iterationszahlen, dafr ist der Aufwand
zur Berechnung der Relaxationsparameter, wie oben beschrieben, wesentlich geringer.

1‘2" Imax w=0,3070524 Anzahl der Iterationen
10l imax j© Zeitschritt
8: in aulerer Iteration;
6. Abbruchkriterium:
4 laill _ jo-s
21 o; mittds Aitken-Methode  geerieny.| | 901
0 | ttNr.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Bild 6.5: 1-D Sabproblem (B3): Konvergenzstudie — Verfahrensvergleich

Auch hier wird fur weitere numerische Untersuchungen auf Abschnitt 6.6 sowie Kapitel 7
verwiesen.

6.5 Konvergenzbeschleunigung mit der Tschebyscheff-M ethode

Im Laufe der Untersuchungen zu konvergenzbeschl eunigenden M ethoden wurde auf Anregung
von und in Zusammenarbeit mit Dr. Michael Jungl© auch die Tschebyscheff-Methode als Kon-
vergenzbeschleuniger fur die auf3ere Iteration tber die Felder desiterativ gestaffelten Losungs-
verfahrens formuliert, in das FEM-Programmsystem CARAT implementiert und getestet. Die
Methode und ihre numerischen Eigenschaften sind im Anhang A3.3 beschrieben. Sie verwen-
det ebenso wie die Aitken-Methode das Richardson-Verfahren als lineares Basisiterationsver-
fahren, und hat die vorteilhafte Eigenschaft, dal3 sie bei Anwendung auf lineare Systeme eine
im Vergleich zum Gradientenverfahren deutlich hdhere Konvergenzgeschwindigkeit aufweist
(die Abschétzung des Iterationsfehlers gemal? Gl. (A.64) und (A.65) ist gleich der des konju-
gierten Gradientenverfahrens). Zudem existieren im Gegensatz zu der Aitken-Methode auch

10.Wa&hrend der Kooperation: TU Chemnitz, Fakultét fir Mathematik; z.Zt.: TU Dresden, Fakultét
fur Mathematik und Naturwissenschaften, Institut fir Wissenschaftliches Rechnen.
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fUr den vektoriellen Fall eindeutige Konvergenzaussagen in der mathematischen Fachliteratur
(z.B. Samarskii & Nikolaev (1989)).

Allerdings hat sich herausgestellt, daf? die Tschebyscheff-Methode leider einige Eigenschaften
besitzt, die ihre Eignung flr die hier verwendete iterative Substrukturformulierung mit nichtli-
nearen Teilgebieten fir geometrisch nichtlineare, strukturdynamische bzw. nichtlineare, insta-
tiondre Fluid-Struktur-1nteraktionssysteme dennoch stark einschrankt.

1. Die Ermittlung der Relaxationsparameter gemal3 Gl. (A.61) erfordert die Kenntnis der ex-
tremalen Eigenwerte 4 /min(A) der Iterationsmatrix des linearisierten, gekoppelten Sy-
stems. Dies war aber gerade der Grund, weshalb in Abschnitt 6.2 auch bereits die Verwen-
dung der stationdren Richardson-lteration mit festen Parametern o as problematisch
eingestuft wurde, und der zur Heranziehung des Gradientenverfahrens und der Aitken-Me-
thode gefuihrt hat, die ohne diese Eigenwerte auskommen.

2. Auch wenn die extremalen Eigenwerte zu Beginn jedes Zeitschrittes mithilfe eines Nahe-
rungsverfahrens bestimmt werden konnen (s.u., Bemerkung 6.8), so @ndern sich doch die
spektralen Eigenschaften der jeweiligen linearisierten Iterationsmatrix im Laufe der Itera
tion Uber die Tellfelder aufgrund der Nichtlinearitdt des Systems. Dies fuhrt dazu, dal3
die mit den obendrein noch gendherten 4. /min(A) berechneten Relaxationsparameter
w; (i=1, .., m) nicht ganz optimal an das veranderliche System angepald sind, so daf3
die Iteration v.a. bei starker Nichtlinearitét in der Regel mehr als die vom Tschebyscheff-
Verfahren gemal3 Gl. (A.63) vorhergesagten m Iterationsschritte ben6tigt, um mit der gefor-
derten Genauigkeit zu konvergieren. Es stehen jedoch prinzipiell nur diese m Relaxations-
parameter zur Verfligung, eine Fortsetzung der Folge {wi} ist mit dieser Methode nicht
maoglich. Die einzig verbleibende Moglichkeit fir die Iterationsschritte i > m ist dann
der Ubergang auf beispielsweise das Gradientenverfahren oder die Aitken-Methode, wo-
durch alerdings die glinstigen Konvergenzei genschaften der Tschebyscheff-Methode nattir-
lich wieder verloren gehen. Ein solcher Weg wird bei dem im n&chsten Abschnitt untersuch-
ten Modellbeispiel verfolgt, es ist jedoch en inkonsistentes und somit eher
unbefriedigendes Vorgehen, das zudem aufgrund der néherungsweisen Eigenwertbestim-
mung in jedem Zeitschritt auch noch numerisch mindestens so aufwendig ist wie das Gra-
dientenverfahren, und deutlich aufwendiger als die Aitken-Methode.

3. Schliefdlich setzen sowohl die Fehlerabschdtzungen a's auch die Ermittlung der erforderli-
chen Iterationszahl m und der darauf aufbauenden Folge von m Relaxationsparametern
o] die Verwendung des Abbruchkriteriums || em | < ¢ | & | ; mit & := dr; — dr (vgl.
Anhang A3.1) voraus. Da die exakte Lésung dj- jedoch i. allg. unbekannt ist, miissen bei-
spielsweise residuenbasierte Kriterien, wie die in Abschnitt 6.2 genannten (Gl. (6.10) oder
(6.12)), eingesetzt werden, die die obige Beziehung aber nur anndhern, und mit denen
daher die besagten Fehlerabschéatzungen nicht mehr garantiert werden konnen.

In den numerischen Untersuchungen konnte entsprechend beobachtet werden, dal3v.a. bei star-
ker Nichtlinearitét die Konvergenzgeschwindigkeit bei Beschleunigung desiterativ gestaffelten
Verfahrens mittels der Tschebyscheff-Methode kaum schneller, in manchen Fallen sogar etwas
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langsamer war as bei Beschleunigung mittels des Gradientenverfahrens oder der Aitken-Me-
thode. Aus diesen Griinden wird die Tschebyscheff-Beschleunigung im Rahmen dieser Arbeit
nun nicht mehr weiter verfolgt werden. Lediglich in dem FSI-Modellbeispiel in Abschnitt
6.6 werden die aus seiner Anwendung resultierenden Iterationszahlen einmal exemplarisch
dokumentiert.

Bemerkung 6.8: Die hier verwendete ndherungsweise Bestimmung der extremalen Eigenwerte
Amaximin(A) der Iterationsmatrix im Rahmen der substrukturierten Formulierung basiert
auf einer in Samarskii & Nikolaev (1989) (S. 153-156) beschriebenen Vorgehensweise,
deren algorithmische Umsetzung an dieser Stelle nur skizziert werden soll. Sie verwendet
die Eigenschaft des Gradientenverfahrens, dal3 dessen Konvergenzfaktoren G (vgl. Gl.
(A.22)) gegen die asymptotische Konvergenzrate o (Gl. (6.47)) streben. Diese C; und
damit ndherungsweise auch p " |assen sich durch iterative L 8sung des homogenen Inter-
face-Systems fiir das aktuelle System A mit dem Gradientenverfahren bestimmen (homo-
genesInterface-System, dh. foe = 0 = dr =0 = Cj =|ldp /[ dp;[;mit
Berechnung der Energienorm | d-; | ; analog zu den Ausfiihrungen in Abschnitt 6.3, Gl.
(6.13)—(6.19)). Anschlierend kénnen die gendherten Eigenwerte Amawmin(A) als Lésungen
A1j2 des quadratischen Polynoms (1—w; _ A)(1—w;  14) = (pGrad)Z berechnet werden,
welches durch Entwicklung der Iterierten dj.; nach den Eigenfunktionen herleitbar ist.

6.6 Numerischer Vergleich an FSI-M odéellbeispid

Modellbeispiel B2: Oszillierend tber stréomter Hohlraum mit flexiblem Boden

Das in Abschnitt 5.3 als Modellbeispiel B2 bereits vorgestellte Problem ist eine Modifikation
des klassischen Uberstromten Hohlraums (,driven cavity”), bei dem der Boden als flexible
Struktur ausgebildet ist, und die Uberstrémung nicht konstant sondern harmonisch oszillierend
erfolgt. Die Problemstellung ist in Bild 6.6 nochmals angegeben, zusammen mit einem Ver-
schiebungs—Zeitverlauf der resultierenden Schwingungsbewegung des flexiblen Bodens im
Berechnungszeitraum t € [0,0s; 70,05]. Das Stromungsgebiet ist mit 32 x 32 Q1Q1-Elemen-
ten und der Strukturteil mit 16 neunknotigen Verschiebungselementen diskretisiert (geome-
trisch nichtlinear). Als Zeitintegrationsverfahren wurden hier fur das Fluid das Euler-

ya u(t) = 1-cos(=4)
! - 03
== [——— 197
-1,0 d
m . 02 A
vare, |& 0al WW/WWM
flexibl d T 00
bler B :
exi erA o¢en } 01 | | | | _ Zeitt[d]
o — 0 10 20 30 40 50 60 70
Poy ! 0,002m

Bild 6.6: Oszllierend Gberstromter Hohlraummit flexiblem Boden (B2): Problemstellung und
Vertikalver schiebungs—Zeitverlauf am Punkt A
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Rickwarts-Verfahren und fur die Struktur die Trapezregel mit konsistenter Massenmatrix
eingesetzt, bel einer ZeitschrittgroRe von At = 0, 1s in beiden Teilfeldern.

Diein Bild 6.7 dargestellten Iterationszahlen je Zeitschritt flr denselben Berechnungszeitraum
zeigen wiederum die deutliche, und in etwa gleich grof3e Beschleunigung der Iteration Uber
die Felder mittels des Gradientenverfahrens und der Aitken-Methode im Vergleich zum unrela-
xierten Basisverfahren (w = 1, 0), welchesbei diesem speziellen, verhétnisméaldig gutmditigen
Beispiel konvergiert (relativ geringe ,added mass* aufgrund der im Verhaltnis zur Struktur-
dichte o> sehr kleinen Fluiddichte oF, vgl. Bemerkung 6.1 in Abschnitt 6.2). Ein durch mithsa-
mes, sorgféaltiges Probieren gefundener, , bester Wert w = 0, 825 eines festen Relaxations-
parameters bewirkt ebenfalls zwar eine deutliche Konvergenzbeschleunigung, die

214 i w=10 Anzahl der Iterationen

18- imex j€ Zeitschritt
12 in &ulRerer lteration;

9 Abbruchkriterium:
,W
6. » = 0,825 laill _ 19-6

3/ o 9ol
Zeitschritt Nr.

Imax
15 wi mittels Gradientenverfahren
6,U WY S S A M Y

Zeitschritt Nr.

Imax
13 wi mittels Aitken-Methode
q WMMMWMMMMMWMMMWMM

Zeitschritt Nr.

imax

12 w; mittels Tschebyscheff-Methode

LV UWTU VUi W [1[) W T v vrovr oy owy

Zeitschritt Nr.
0 100 200 300 400 500 600 700
Bild 6.7: Oszllierend Uberstréomter Hohlraum (B2): Konvergenzstudie — \Verfahrensvergleich
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Iterationsanzahlen liegen aber trotzdem im Schnitt um 1-2 Iterationsschritte Uber den anderen
beiden Beschleunigungsmethoden, welche zudem ohne jegliches Zutun durch den Programm-
anwender arbeiten. Die im untersten Diagramm aufgetragenen Ergebnisse bei Ermittlung der
Relaxationsparameter mittels der Tschebyscheff-Methode zeigen, dal3 die so erreichte Konver-
genzbeschleunigung fur dieses nichtlineare Problem nicht schlechter, aber auch nicht besser,
als mit dem Gradientenverfahren oder der Aitken-Methode ist. Dabel muf3 festgehalten werden,
dal3in diesem Beispiel stetsdieletzten 2—3 Rel axationsparameter tber das Gradientenverfahren
bestimmt wurden, da das Tschebyscheff-Verfahren, wie in Abschnitt 6.5 erléutert, auf Basis
der ndherungsweise und nur einmal zu Beginn jedes Zeitschrittes berechneten extremalen Ei-
genwerte des linearisierten, gekoppelten Systems eine zu geringe Anzahl an erforderlichen
Iterationsschritten vorhersagt, und folglich zu wenig Relaxationsparameter ermittelt.

Ferner verdeutlicht Tabelle 6.2, dal3 auch fur dieses FSI-Beispiel die Anzahl der erforderlichen
Iterationsschritte bel Variierung des (festen) Rel axationsparameters eine mit dem strukturdyna-
mischen Modellbeispiel B3 vergleichbare Charakteristik aufweisen: Es existiert ein optimaler
Wert wqpt , der zu einer maximalen Konvergenzgeschwindigkeit fuhrt. Beim Abweichen von
diesem optimalen Wert nach oben oder nach unten steigen die Iterationszahlen an (wenn auch
in diesem Beispiel nicht so drastisch wie bei dem Stabproblem), und ab einem bestimmten
Wert stellt sich Divergenz der Iteration Uber die Felder ein.

17 000 | 025 | 050 | 0,70 | 0,825 | 090 | 1,00 | 1,20 | >1,42
|terationen div. 45 19 11 8 11 15 34 div.

Tabelle6.2  Oszllierend Uberstromter Hohlraum (B2): Iterationszahlen imax im ersten Zeit-
schritt fir verschiedene Relaxationsparameter  (Toleranzgrenze: ¢ = 1079

Desweiteren zeigt eine Untersuchung der Entwicklung des fur das A bbruchkriterium abgeprif-
ten FehlermaBes | g; || / || 9o || im Laufe der Iteration Uber die Teilfelder innerhalb eines Zeit-
schrittes, wie zumindest fur das Grundverfahren und das mittels Gradientenverfahren beschleu-
nigte Verfahren erwartet, eine lineare Konvergenzordnung fir alle untersuchten Methoden,
bei entsprechend unterschiedlich grofRen Konvergenzraten. Dies 183t sich aus Bild 6.8 ablesen,
in dem jewells das Fehlermal3 im semi-logarithmischen Mal3stab Uber der Iterationsschrittnum-
mer aufgetragen ist, exemplarisch hier fir den Zeitschritt Nr. 100. Wie im Anhang A3.1 (Gl.
(A.25) und (A.26)) erlautert, entspricht dann eine Gerade als Fehlerkurve einer linearen Kon-
vergenzordnung, und die Steigung m ist ein ndherungsweises Mal3 fur die Konvergenzrate
(p = 10M). Bel genauerem Hinsehen kann man aulRerdem erkennen, daf? die Fehlerreduktion
durch die Aitken-Methode (d.h. ihre Konvergenzfaktoren C;) einen verhaltnismaldig unregel-
maligen Verlauf hat, und moglicherweise gegen Schlul? tberlinear zunimmt. Dieses Verhalten
ist typisch fur die Aitken-Beschleunigung (vgl. Musterbeispiel im Anhang A3.4 und Kapitel 7).

Ein weiterer, interessanter Aspekt ist die Beobachtung der Entwicklung des Relaxationspara-
metersim Laufe der Iteration innerhalb eines Zeitschrittes, siehe Bild 6.9 (wiederum exempla-
risch fr den Zeitschritt Nr. 100). Die mittels des Gradientenverfahrens und der Aitken-Me-
thode berechneten w; bewegen sich im Laufe der Iteration so in einem bestimmten Bereich
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+1 )
10 || ) || / || % || |terationsfehler

100 in AuRerer Iteration
1071 - (in Zeitschritt Nr. 100)
102 A

103 1

104 1

1051 %™ 0= 1,0
106 { X ©= 0,825
107 - o—o o mit Gradientenverf.
P T mit Aitken-Methode  |terationsschritt Nr.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Bild 6.8: Oszllierend Uberstromter Hohlraum (B2): Entwicklung des Fehlers der Iteration

Uber die Tellfelder innerhalb eines Zeitschritts

L Rel axationsparameter
1,0- (in Zeitschritt Nr. 100)

0,9-

0,8

0,7-

061« w=0825

0,51 e«—e o mit Gradientenverf.

04l +—+ mit Aitken-Methode  |terationsschritt Nr.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bild 6.9: Oszllierend Uberstrémter Hohlraum (B2): Entwicklung des Rel axationsparameters
innerhalb eines Zeitschritts

um den , besten” festen Wert w = 0, 825, dal3 ihr jeweiliger Mittelwert in etwa gleich diesem
Wert ist. Dieses Verhaten hat sich im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls als typisch erwiesen.

Wiein Abschnitt 6.2 erléautert, ist das hier verwendete Abbruchkriterium (6.10) zwar zur Unter-
suchung des Iterationsverhaltens geeignet, fuihrt aber aufgrund der Abhangigkeit von der Start-
naherung u.U. zu unndtig vielen Iterationen. Bel Abprifung der gewichteten Norm des Resi-
duums gemald Gleichung (6.12) lassen sich in diesem Beispiel mit den beschleunigten
Verfahren bereits nach 2—4 Iterationen auskonvergierte Ergebnisse erzielen (Bild 6.10). Wie
bereits angemerkt, ist dieses Beispiel verhaltnismaldig gutmutig, so dal3 die Beschleunigung
im Vergleich zum unrelaxierten Basisverfahren (w = 1, 0) nicht besonders grof ist. Dessen
Konvergenzgeschwindigkeit ist jedoch Uber den Berechnungszeitraum hinweg wesentlich un-
gleichméaldiger (Schwankungen zwischen 2 und 6 Iterationen) als bei den beschleunigten Ver-
fahren.
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Imax w=10 Anzahl dgr Itergtionen
6. imax j€ Zeitschritt
in aulferer Iteration;
4 Abbruchkriterium:
I gl 6
2. —— < 10
o /neg
0 Zeitschritt Nr.
81
Imax
& o = 0,825
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Bild 6.10: Oszllierend Uberstromter Hohlraum (B2): Konvergenzstudie mit Abbruchkriterium
nach Gl. (6.12)
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7 Numerische Untersuchung an Anwendungsbeispielen

In diesem Kapitel werden die bislang beschriebenen sequentiell und iterativ gestaffelten L6-
sungsverfahren abschlieffend auf eine Reihe von komplexeren Beispielen aus dem Bereich der
geometrisch nichtlinearen Strukturdynamik und der Fluid-Struktur-Interaktion angewandt, in
denen insbesondere physikalisch sinnvolle, anwendungsorientierte Material- und Geometrieda-
ten verwendet werden. Anhand der Simul ationsergebni sse werden die numerischen Eigenschaf -
ten der jeweils eingesetzten partitionierten Losungsansatze diskutiert.

7.1 Rahmenschwingung nach Sinudastimpuls

AlserstesBeispiel wird ein rein strukturdynamisches 2-D Problem betrachtet, an dem insbeson-
dere die Anwendung der sequentiell gestaffelten L ésungsansétze aus Kapitel 5 auf nichtlineare
strukturdynamische Probleme untersucht werden soll. Der in Bild 7.1 dargestellte Rahmen
wird durch einen kurzen, sinusférmigen Lastimpuls zum Schwingen gebracht. Der schlanke,

Fext (1) Fext
A Tl % \r g 108N [ Q1 explizit oder implizt
' ' % = Q, implizt
l l <7 t
- 0,001s
4| 28 888 28 |45
1,004 da, B, [M]
Y. 075 A
0,50
§
© 0,25 B
yt 0 Zeit t [
777 X 7 N 0 001 002 003 004 005 006 0,07

t=0,01875s

Bild 7.1: Rahmenschwingung nach Snuslastimpuls: Problemstellung, Verschiebungs—Zeit-
verlaufe und verformte Geometrien (Merschiebungen 1-fach Gberhoht)
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untere Teil 2, wurde mit einem Elastizititsmodul E; =2,9-101°N/m2 und einer Dichte
01 = 2500 kg/m3 modelliert (entspricht in etwa Aluminium), wogegen furr den wesentlich stei-
feren, oberen Tell £, die Materialeigenschaften von Stahl verwendet wurden:
E,>=2,1-1011 N/m2, 0, = 8000 kg/m3 (in beiden Teilen ist v = 0 gesetzt). In den Berechnungen
wurde geometrische Nichtlinearitét beriicksichtigt und eine konzentrierte (diagonale) Massen-
matrix-Formulierung verwendet. FUr die Raumdiskretisierung kamen 9-knotige, vollintegrierte
Verschiebungselemente zum Einsatz. Der untere Teil €2, wurde dabei relativ grob diskretisiert
(ElementgrdfRe 0,4 m x 0,4 m), woraus bel expliziter Zeitdiskretisierung mit dem zentralen
Differenzenverfahren im linearen Fall gemdald Gl. (2.55) ein kritischer Zeitschritt von
Ater = 3,01-10° sresultiert. Der obere Teil 2, hingegen verwendete ein viel feineres FE-Netz
(ElementgrofRe 0,1 m X 0,1m), fur das der kritische Zeitschritt gema Gl. (2.55) mit
At = 7,53-106 s abgeschétzt wird. Aufgrund der Nichtlinearitét sind die kritischen Zeit-
schritte allerdings noch einmal kleiner. Fur die Zeitdiskretisierung kamen je nach partitionierter
L 6sungsmethode unterschiedliche Verfahren zum Einsatz. Der obere, steifere Teil 2, verwen-
dete das implizite Generalized-a-Verfahren in verschiedenen Parametrisierungen, wahrend der
untere, weichere Teil €, entweder mit dem expliziten zentralen Differenzenverfahren oder
ebenfalls mit dem Generalized-a-Verfahren zeitintegriert wurde. Als globaler Zeitschritt wurde
in allen Berechnungen At = 5,0-10~° s verwendet, und im Fall expliziter Zeitintegration in 2,
wurde das Verfahren mit 15-fachem Subcycling (also At/15=3,3333.10%s < Aty in Q,)
eingesetzt.

Bild 7.2 zeigt, exemplarisch fur den Eckknoten A, die resultierenden Geschwindigkeits—Zeit-
verlaufe fur verschiedene Berechnungsansétze, und in Bild 7.3 sind die zugehdrigen Kurven
des aus der partitionierten Ldsung resultierenden, aufsummierten Fehlersin der Horizontal ver-
schiebung des Knotens A gemal3 Gl. (5.24) dargestellt. In Diagramm a) ist die simultan berech-
nete Referenzlésung sowie zwel iterativ gestaffelte Losungen aufgetragen. Die drei Kurven
sind praktisch deckungsgleich, sowohl die mit der Aitken-Methode al's auch die mit dem Gra-
dientenverfahren beschleunigte, iterativ gestaffelte Berechnung konvergierte mit nur 3-4 aul3e-
ren Iterationen je Zeitschritt gegen die simultane Loésung (Abbruchkriterium:
19|l / /neq = 1076, aufsummierter Fehler am Berechnungsende t*°%° = 0,075 s in beiden
Fallen err}ioo < 2,0000~8), und zeigte keinerlei Stabilitatsprobleme.

Dagegen weisen ale sequentiell gestaffelt berechneten Ldsungen dastypische, schwache Insta-
bilitatsphanomen auf, welches je nach Verfahren friiher oder spéter beginnt. Das E1°—|—Verfah-
ren (Algorithmus 5.2, Kurve b) ohne numerische Dissipation ermittelt dabei noch fir einen
relativ langen Zeitbereich eine stabile, mit der Referenzlésung sehr gut Ubereinstimmende L6-
sung. Ist insofern nur ein kurzer Zeitbereich von Interesse, so ist diese numerisch billige Me-
thode durchaus gut geeignet. Die Kurve c) verdeutlicht den in Abschnitt 5.2 erlauterten, desta-
bilisierenden Einflul3 der Verwendung von numerisch dissipativen Zeitintegrationsverfahren
auf die Stabilitdt gestaffelter Berechnungen von strukturdynamischen Systemen. Der einzige
Unterschied zu dem Vorgehen in b) ist, dai3 hier in der implizit integrierten Partition €2, eine
mit 10% sogar noch relativ schwache, hochfrequente Dampfung eingesetzt wurde (o . = 0, 9).
Diese fihrt zwar in €, zur erwunschten Dissipation hochfrequenter Moden, bewirkt aber,
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Bild 7.2: Rahmenschwingung nach Snuslastimpuls. Geschwindigkeits—ZeitverlaufeKnoten A
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21 u. 2: Trapezregel
At=50.10"°s

Elo:
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©,: Trapezregel
Q5 Trapezregel
Kleinerer Zeitschritt:
At=1,010"°s

da dieselben hochfrequenten Schwingungsanteile in £, nicht gedémpft werden, fr das gekop-
pelte Gesamtsystem eine vom Interface ausgehende hochfrequente Stérung. Diese erzeugt die
deutlich erkennbaren, parasitéren, hochfrequenten Schwingungsanteile in der Kurve c¢) ab ca.
t =0,03 s, deren Amplituden exponentiell anwachsen, die stabile Ldsung Uberlagern und so

zur Instabilitét fihren.

Das I-1-Verfahren (sequentiell gestaffeltes Grundverfahren (Algorithmus 5.3), bzw. sequentiell
gestaffeltes Verfahren mit nullter Ordnung genauem Pradiktor (Algorithmus 5.5 mit Gl. (5.27))
ist schliefdlich nur fir eine sehr kurze Zeitdauer stabil (Kurve d), und somit fir die Berechnung

142



0.251 oy X 10~3m] Aufsummierter
0,20 Ver schiebungsfehler:
0,15 9 9 ) ’ %

i n

' o = Z(di _dref,i)2
0,10 A “ A A
i=
0,051 iterativ gestaffelt -~ . gt ¢ B
0 A

0 00l 002 003 004 005 006 007

004 o A, [X 107°m] Zoom in Anfangsbereich
0,03+
0,02-
0,01+
iterativ gestaffelt -~ Zeit t[g]
O T T T I\ =
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

Bild 7.3: Rahmenschwingung nach Snuslastimpuls: Aufsummierter Fehler inder Horizontal -
ver schiebung am Punkt A

eines solchen strukturdynamischen Systems unbrauchbar. Wie fur schwach instabile Verfahren
typisch ist es zwar moglich, durch Zeitschrittverkleinerung den Beginn der Instabilitét zeitlich
nach hinten zu schieben (Kurve d2, At um Faktor 5 verkleinert), jedoch erhoht sich dadurch
naturlich entsprechend der numerische Aufwand enorm. Zudem ist die Zeitschrittgrofe, die
erforderlich ist, um Uber eine bestimmte Berechnungszeitdauer hinweg eine stabile Lésung
zu erhalten, nicht einmal a-priori bestimmbar; in diesem Beispiel ist offensichtlich die Zeit-
schrittverkleinerung um den Faktor 5 noch nicht ausreichend. Und im Gegensatz zu strikt
instabilen Verfahren ist das Auftreten der Instabilitdt, wie bereits erlautert, nicht bereits in
den ersten Zeitschritten erkennbar, was fatalerweise dazu fihren kann, dal3 Berechnungen erst
Uber viele Stunden laufen, bevor der Anwender feststellen kann, dal3 eine vollstandige Neube-
rechnung mit einem kleineren Zeitschritt erforderlich ist. Exemplarisch sei fr die Berechnung
d2) vont= 0,0 shisT = 0,055 s (=5500 Zeitschritte) die Rechenzeit auf einer HP J7000 High-
End-Workstation (PA8500-RISC-Prozessor, 440 MHz) genannt: ca. 5,5 Stunden fur dieses
noch verhaltnismaliig kleine Problem (1138 Freiheitsgrade in £, und 3004 in £,).

Die |-—Verfahren mit erster sowie zweiter Ordnung genauen Struktur-Pradiktoren erzeugten
schlieflich in diesem Beispiel mit At = 5,0-10~° s beide sofort instabile L sungen. Die obigen
Ausfuhrungen zur Zeitschrittverkleinerung gelten hierfur nattrlich analog.

Die Kurven des aufsummierten Verschiebungsfehlers in Bild 7.3 zeigen des weiteren, dal3 das
E1S|—Verfahren, wie in Abschnitt 5.2 theoretisch hergeleitet, doppelt so genau ist wie das
[-|—-Grundverfahren. Die Verwendung von numerischer Dissipation (p . = 0,9) hingegen
veradndert die Losung im stabilen Bereich nur sehr geringfiigig, die Fehlerkurve c) liegt nur
unwesentlich hdher alsdie Kurve b). Zudem wird klar ersichtlich, da’ essich bei der beobachte-
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ten Zunahme der Schwingungsamplituden nicht etwa um ein blof3es Anwachsen des numeri-
schen Fehlers handelt, also nicht um ein Genauigkeitsproblem, sondern tatschlich um ein
Stabilitétsproblem. Dies zeigt der zundchst im stabilen Losungsbereich linear zunehmende
aufsummierte Fehler, der dann bei Eintreten der Instabilitdt mehr oder weniger schlagartig
in eine exponentielle Zunahme Ubergeht, so wie esin der nichtlinearen Dynamik fir numerisch
instabile Zeitintegrationsverfahren typisch ist.

7.2 Quadratplatte unter transversalem Lastimpuls

Mit einem zweiten strukturdynamischen Beispiel sollen die Anwendungsmaoglichkeiten parti-
tionierter Losungsverfahren auf mit Finiten Schalenelementen diskretisierte Flachentragwerke
untersucht werden. Dasin Bild 7.4 in seiner Ausgangslage und in einer Abfolge von verformten
Konfigurationen abgebildete Beispiel stellt eine ringsum naviergelagerte, quadratische Platte
aus Stahl dar, die zu Beginn der Rechnung mit einem sinusformigen, transversalen Lastimpuls
in Plattenmitte belastet wird (Feq(t) = %Fmax(l— sin(lOOnt+%)) mit Fpna = 500N fur
0 <t =< 0,02sund Feu(t) = Oftr t > 0,02s). Aus Symmetriegrtinden wurde nur ein Viertel
der Platte modelliert, dieses wurde zur Berechnung wie abgebildet in zwel Partitionen £,
(Eckbereich) und 2, (Mittelbereich) unterteilt. Die verwendeten Materialdaten sind: Elastizi-
tatsmodul ES = 2,110 N/m?, Dichte p> = 8000, 0 kg/m® und Poissonzahl v> = 0. Zur
Diskretisierung im Raum wurden 9-knotige, hybrid-gemischte 7-Parameter-Schalenelemente

Plattendicke:
h = 0,005 m

04

t=0,25s

Bild 7.4: Quadratplatte unter transversalem Lastimpuls: Problemstellung, Vertikalverschie-
bungs—Zeitverlaufe und verformte Geometrien (MVerschiebungen 20-fach tiberhoht)



(Reissner/Mindlin-Kinematik) mit EAS-Erweiterung in Dickenrichtung und ANS zur Vermei-
dung des Querschublockings verwendet. Fir die Zeitintegration wurde in beiden Partitionen
das Generalized-o-Verfahren mit jeweils identischer numerischer Dissipation (£, und £,:
P = 0,6) zur Stabilisierung des Zeitschrittverfahrens im Nichtlinearen eingesetzt. Als Zeit-
schrittgrof3e wurde fur die simultane Referenzl6sung und fir die iterativ gestaffelten Verfahren
At = 0,001 sverwendet, dieser Wert wurde so gewahlt, um die relativ hochfrequente Dyna-
mik dieser Plattenschwingung (s. Verschiebungs-Zeitverlauf in Bild 7.4) ausreichend aufzul 6-
sen.

BezUglich den mit den einfach gestaffelten Verfahren erzielten Ergebni ssen kann zusammenfas-
send festgestellt werden, dald keines der Verfahren mit sinnvollen Zeitschrittgrof3en stabile
Berechnungsergebnisse lieferte. Aufgrund der sehr hohen Konditionszahl der verwendeten
Schalenelemente ergeben sich bel expliziter Zeitintegration extrem kleine kritische Zeitschritte,
weshalb dasim vorigen Beispiel recht gut einsetzbare explizit—implizite, sequentiell gestaffelte
Berechnungsverfahren fir diese Problemklasse von vornherein nicht anwendbar ist. Die impli-
zit-impliziten, sequentiell gestaffelten Verfahren zeigten mit At = 0,001 s alle schon inner-
halb der ersten 5-15 Zeitschritte den Beginn der schwachen Instabilitédt, die in diesem Fall
auch zu einem extrem schnellen Anwachsen der Amplituden der parasitaren Schwingungsan-
teilefuhrte. Durch Verkleinerung der Zeitschrittweite konnte zwar das Auftreten der Instabilitat
verschoben werden, und zwar im Fal des gutmitigsten Verfahrens (iterativ gestaffeltes
[-{—Grundverfahren) mit At = 0,0001s auf nach dem 40. Zeitschritt, und mit
At = 0,00001 s sogar auf nach dem 800. Zeitschritt, allerdings entspricht letzteres bei einem
derart kleinen Zeitschritt gerade noch einem stabilen Berechnungszeitraum von 0,008 s.

Insofern bleibt im weiteren nur noch das Verhalten der iterativ gestaffelten L osungsverfahren
zu untersuchen. Die Ergebnisse einer Studie, in der das iterativ gestaffelte Grundverfahren
mit unterschiedlichen festen Relaxationsparametern getestet wurde, sind in Tabelle 7.1 zusam-
mengestellt. Man erkennt wieder das typische Verhalten. Der optimale Relaxationsparameter
liegt fur dieses Beispiel etwa bei w = 0,225, beim Abweichen von diesem Wert nach unten
oder oben steigen die erforderlichen Iterationszahlen sehr schnell an, und das unrelaxierte Ver-
fahren (w = 1) divergiert hier wieder.

] 0,10 015 | 0175 | 0,20 | 0,225 | 025 | 0,275 | 0,30
Iterationen 16 11 9 8 7 8 19 59

Tabelle7.1  Quadratplatte: Iterationszahlen iyay im Zeitschritt Nr. 25 fur verschiedene
Relaxationsparameter o (Abbruchkriterium: | g; || / /neg = 1079)

Bild 7.5 vergleicht dann die jeweilige Anzahl der erforderlichen Iterationsschritte in der Itera-
tion Uber die Teilfelder fur eine Konvergenzbeschleunigung mit dem Gradientenverfahren,
mit der Aitken-Methode fir vektorielle Gleichungen, sowie mit dem bestmdglichen, festen
Relaxationsparameter w = 0, 225. Die Robustheit und Effizienz der beiden erstgenannten Be-
schleunigungsmethoden, diejewells ohnejeglichen ,, User—Input” zu einer noch etwas schnelle-
ren Konvergenz als w = 0,225 fuhren, ist eindeutig zu sehen.
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Bild 7.5: Quadratplatte: Konvergenzstudie — Verfahrensvergleich

Weiterhin zeigt Bild 7.6, in dem die Entwicklung des Fehlers der Iteration Uber die Teilfelder
innerhalb des exemplarisch ausgewdahlten Zeitschritts Nr. 100 aufgetragen ist, fir den Fall
der stationaren Richardson-Iteration sowie des Gradientenverfahrens eine lineare Konvergenz-
ordnung, bei entsprechend leicht htherer Konvergenzrate des Gradientenverfahrens. Das Kon-
vergenzverhalten der Aitken-Beschleunigung hingegen ist wiederum verhatnismaliig unregel -

103 | gi |l / /neq Iterationsfenler
] in aul3erer Iteration
| (in Zeitschritt Nr. 100)
1072+
10_6§
1 x—x w=0225
|1 *+—* o mit Gradientenverf.
107 +—+ wj mit Aitken-Methode  Iterationsschritt Nr.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bild 7.6: Quadratplatte: Entwicklung des Fehlers der Iteration Uber die Teilfelder innerhalb
eines Zeitschritts
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mafdig, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit gegen Schiufd Uberlinear zuzunehmen scheint.
Die Ergebnisse bei diesem rein strukturdynamischen Beispiel stimmen hierin mit den Beobach-
tungen Uberein, die schon bel dem FSI-Modellbeispiel B2 in Abschnitt 6.6 gemacht wurden.

Schliefdlich wird in Bild 7.7 noch die Entwicklung der Relaxationsparameter o; im selben
Zeitschritt Nr. 100 dargestellt. Die w; des Gradientenverfahrens zeigen wiederum den schon
beobachteten oszillierenden Verlauf, der sich in etwa um denselben Mittelwert herum bewegt,
wie die Relaxationsparameter der Aitken-Beschleunigung. Dieser Mittelwert liegt im gezeigten
Zeitschritt mit @; = 0, 27 etwas hoher als der fur die stationdre Richardson-Iteration al's bester
Wert identifizierte w = 0, 225, obwohl bei dem FSI-Modellbeispiel B2 in Abschnitt 6.6 be-
obachtet wurde, dal3 die w; des Gradientenverfahrens und der Aitken-Methode sich eigentlich
um den optimalen, festen Relaxationsparameter bewegen. Diese Abweichung erklért sich da-

057 o, Rel axationsparameter
(in Zeitschritt Nr. 100)

041

0,34

0,2+

01l X*—x 0= 0,225

| «— @ mit Gradientenverf.

+—+ w; mit Aitken-Methode Iterationsschritt Nr.
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bild 7.7: Quadratplatte: Entwicklung des Relaxationsparametersinnerhalb eines Zeitschritts

0

raus, dal3 w = 0,225 nur in der Anfangsphase ,,optimal“ ist, spater hingegen seine Optimalitét
aufgrund der Systemnichtlinearitét offensichtlich verliert. Erkennbar wird dies auch daran,
dai’ ab dem Zeitschritt Nr. 40 das Gradientenverfahren deutlich schneller konvergiert als das
mit o = 0,225 beschleunigte Verfahren, was, wie die Verformungsbilder in Bild 7.4 zeigen,
in etwamit der Zeit zusammenfdllt, an dem sich die durch den Lastimpuls erregte Verformungs-
welle von £, aus kommend Uber den Kopplungsrand hinweg vollstandig in das angekoppelte
Teilgebiet 2, ausgebreitet hat.

7.3 Flexible Klappein Kanalstromung mit Einschnirung

Es folgt ein Beispiel aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Interaktion. Das in Bild 7.8 darge-
stellte, zweidimensional simulierte, gekoppelte System besteht aus einem Kanal, in den eine
flexible Klappe eingebaut ist, welche den durchstréomten Querschnitt auf die Halfte reduziert.
Hinter der Klappe schniirt sich der Kanal ein, wodurch der im Nachlauf entstehende Priméarwir-
bel in seiner Léangsausdehnung begrenzt wird. Aus Symmetriegriinden wird nur die abgebildete
Héalfte des Kanals modelliert. Das Material der Klappe ist ein Hartgummi mit den Kennwerten
Elastizitdtsmodul ES= 2,3M10°N/m?, Dichte pS= 1500, Okg/m? und Poissonzahl v°= 0,45.
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Bild 7.8: FlexibleKlappein Kanalstromung mit Einschnirung: Problemstellung, Druck—, Be-
schleunigungs—, Geschwindigkeits— und Verschiebungs—Zeitverlaufe, Momentauf-
nahmen des Sromungsfel des (Stromlinien auf Horizontal geschwindigkeit)
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Das Fluid ist ein Silikondl mit einer Dichte p™ = 956, Okg/m? und einer dynamischen Viskosi-
tat von uF = 0,145kg/(mS). Die parabolische Einstrémung hat den in der Abbildung links
oben dargestellten, anfangs kosinusformigen und ab t = 10s konstanten Verlauf in der Zeit,
wodurch sich nach vollstandiger Ausbildung der Strémung eine relativ niedrige Reynoldszahl
von etwa Re = 100 ergibt. Es handelt sich also um eine rein laminare Stromung. Wie die abge-
bildeten, iterativ gestaffelt berechneten Momentaufnahmen des Stromungsfeldes sowie die zu-
gehorigen Zeitverlaufe des Stromungsdruckes am Interface und der Bewegungsgrof3en ausge-
wahlter Strukturpunkte erkennen lassen, ist das gekoppelte System wahrend des ,, Anfahrens®
der Strémung und fur weitere ca. 5 Sekunden stark instationér (Anschwellen und wieder Ab-
nehmen des Stromungsdruckes auf die Struktur, transientes Verbiegen der Struktur, Ausbildung
eines grof3en Primér- und spéter eines kleineren, gegenléufigen Sekundarwirbels im Nachlauf
der Klappe), danach stellt sich allméhlich ein stationarer Stromungszustand ein.

Fir die raumliche Diskretisierung des Stromungsgebiets wurden 1944 Q1Q1-Elemente (5845
Freiheitsgrade) verwendet, in der Zeit kam das Backward-Euler-Verfahren zum Einsatz. Die
Struktur wurde mit 6 neunknotigen, vollintegrierten Scheibenelementen modelliert, und in
der Zeit durch das Generalized-a-Verfahren mit numerischer Dampfung (p » = 0, 6) zur Sta-
bilisierung der geometrisch nichtlinearen Berechnung integriert (mit Ausnahme des asynchro-
nen, sequentiell gestaffelten Kopplungsverfahrens, bel dem man auf dieimplizite Mittel punkts-
regel festgelegt ist). Als ZeitschrittgrofRe wurde in der Regel At = 0, 1s fur beide Partitionen
gewdhlt, womit die transienten Vorgange ausreichend genau aufldsbar sind.

Zunéachst sollen nun die mit den einfach gestaffelten, explizten Losungsverfahren erzielten
Ergebnisse diskutiert werden. Im Gegensatz zu dem in Kapitel 6 dokumentierten, verhaltnismé-
Big gutmitigen FSI-Modellbeispiel B2 konnte hier mit keinem der sequentiell gestaffelten
Verfahren eine stabile Lésung ermittelt werden. Selbst das implizit—implizite Grundverfahren
wird mit der gewéhlten Zeitschrittgrol3e At = 0,1s bereits nach dem 4. Zeitschritt (2
t = 0,4s) instabil. Und auch hier konnte aufgrund des ,Artificial Added Mass’-Effektes
durch Verkleinerung des Zeitschrittes der Beginn der schwachen Instabilitéat nicht nach hinten
geschoben werden: Sie setzte mit At = 0,01s nacht = 0,06 s ein, mit At = 0,001 s nach
t = 0,009s und mit At = 0,0001 s bereits nach t = 0,0071s. Eine derartige oder sogar
noch weitergehende Zeitschrittverkleinerung ist ohnehin nicht mehr sinnvoll.

Ferner wurde an diesem Beispiel exemplarisch der in der Literatur u.a. von Stein et al. (1998,
2000) eingesetzte Stabilisierungsansatz mithilfe von kiinstlicher, massenproportionaler Damp-
fung der Struktur untersucht, um zu demonstrieren, wie sehr die transiente, numerische Ldsung
durch eine solche Mal3nahme verfélscht wird. In Bild 7.9 sind fur die vier implizitimpliziten,
sequentiell gestaffelten Losungsverfahren jeweils der Stromungsdruck—Zeitverlauf auf das In-
terface am Knoten A (linke obere Ecke der Klappe) sowie der Horizontal verschiebungs—Zeit-
verlauf der Struktur am selben Knoten aufgetragen. Dabel wurde der gleiche Mal3stab verwen-
det wie in der iterativ gestaffelt ermittelten Referenzlosung (Bild 7.8). Zum einfacheren,
direkten Vergleich ist diese Referenzl 6sung auch in den Verschiebungsdiagrammen in Bild 7.9
gestrichelt eingetragen. Es sind jeweils Kurven fir verschiedene Werte des Dampfungsparame-
ters a;, mit dem die massenproportionale Rayleigh-Dampfung gemald der Gleichung
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M3 + D + fP(d) = f5, mit DS = a,M° bestimmt wird, abgebildet. Es wird deutlich,
wie extrem hoch die kinstliche Dampfung zur ausreichenden Stabilisierung sein muf3 (zum
Vergleich: in praktischen, strukturdynamischen Berechnungen kommen Dampfungsparameter
in der Grofenordnung von a; = 0, 1 vor). Interessanterweise gilt auch hier wieder, dal die
zur Stabilisierung erforderliche Dampfung immer groler ist, je hoher die Genauigkeit des
partitionierten Losungsverfahrens ist. Die starke Dampfung fuhrt jedoch dazu, daf3 die Ver-

schiebungen der Klappe viel zu klein berechnet werden. Es folgt also, dal3 die Verwendung

Synchrones, sequentiell gestaffeltes Synchrones, sequentiell gestaffeltes
|- —Verfahren mit O(At9)-Pradiktor: |- —Verfahren mit O(At1)-Pradiktor:
Pra [N/mP] (upstream) Pra [N/m? (upstream)
25 251
154 15+ \
i i =2
10 ay=250 10 a;=2000
54 — 54 —
O T T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T
0,100 g i 0,100 g il
m m
0,075 rxA/ﬂ\\ 0,075 FxA/ﬂ\\
0,050+ / ay=250 0,050+ /
0,025+ 0,025+ ;
’ ’ Zeitt[9
1/ Zeitt[9 oL/ a=200 ZetS
0O 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Synchrones, sequentiell gestaffeltes Asynchrones, sequentiell gestaffeltes
|-|—-Verfahren mit O(4t9)-Préadiktor: |-—Verfahren:
pra [N/m?] (upstream) Pra [N/m?] (upstream)
25 251
_ a1 =15000
20, || 372000 20 C T a=50000
154 \ 15+
10 aq= 4500 10+
5 _ 54 _
0 T T T T T T T T T O T T T T T T T T
0,100 q i 0,100 g ™
m m
0,075 FxA/ - 0,075 FxA/ -~
0050, o 0050, o
0,025 . 0,025+ .
. / ay=4500 Zeitt[s] . / 2,=50000 Zeitt[9
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Bild 7.9: Flexible Klappe in Kanalstrdmung: Druck—und Ver schiebungs—Zeitver|aufe fur se-
quentiell gestaffelte Vlerfahren mit viskoser Dampfung (gestrichelte Kurven: iterativ
gestaffelte Referenzl 6sung ohne viskose Dampfung)
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von kunstlicher, viskoser Dampfung ein vollig ungeeigneter Stabilisierungsansatz ist, da er
die Physik des modellierten Systems verandert.

Die iterativ gestaffelten L 6sungsverfahren hingegen zeigten hinsichtlich der numerischen Sta-
bilitét ausnahmslos keinerlei Probleme. Bezlglich ihres Ldsungsverhaltens konnen die Aussa
gen und SchluRfolgerungen, die bei dem Beispiel der Plattenschwingung im vorigen Abschnitt
sowie bei dem FSI-Modellbeispiel B2 in Kapitel 6 getroffen wurden, direkt ibernommen und
bestétigt werden. Die in Tabelle 7.2 zusammengestellten Iterationszahlen im ersten Zeitschritt
bei Verwendung fester Relaxationsparameter zeigen wieder ein Optimum, in diesem Fall bei
o = 0,125, wahrend beim Abweichen von diesem Wert die Iterationszahlen drastisch anstei-
gen, und die Iteration Uber die Felder hier bereits bei etwa w = 0, 20 divergiert.

I7) 0,050 | 0,075 | 0,100 | 0,220 | 0,225 | 0,230 | 0,150 | 0,175 | 0,200
|terationen 22 17 14 13 12 13 22 >100 div.

Tabelle 7.2  Flexible Klappe in Kanalstromung: Iterationszahlen imay im Zeitschritt Nr. 1 fur
ver schiedene Rel axationsparameter o (Abbruchkrit.: || g; || / /neg =< 107°)
Wie Bild 7.10 weiter veranschaulicht, fhrt dann sowohl die automatische Bestimmung der
Relaxationsparameter mittels des Gradientenverfahrens als auch mittels der Aitken-Methode
im Laufe des gesamten Berechnungszeitraums zu nochmals deutlich weniger Iterationszahlen
pro Zeitschritt as die Konvergenzbeschleunigung mit dem ,besten” konstanten Wert
o = 0,125, wobei die Aitken-Beschleunigung wiederum eine noch etwas schnellere Konver-

30+
25-
20+
154
10+
51
0 :
30+ :
25| M
20- w; mittels Gradientenverfahren
15+
10+
5,
0 : :
304
25, max
20 w; mittels Aitken-Methode
15+

10-
54
0 T T T T T T T T T
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Bild 7.10: Flexible Klappe in Kanalstromung: Konvergenzstudie — Verfahrensvergleich

Anzahl der Iterationen
imax ] € Zeitschritt

in &ulRerer Iteration;
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I gl _
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T T na:]
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genz aufweist als das teurere Gradientenverfahren. Trotz der sehr hohen geforderten Genauig-
keit von e = 10~ 9 reichen im Schnitt etwa 5-7 Iterationen pro Zeitschritt bereits zur Konver-
genz der Iteration Uber die Teilfelder aus.

Und schliefdlich kann mit Bild 7.11 und Bild 7.12, in denen fir die verschiedenen Konvergenz-
beschleunigungen der Iterationsfehler in der Iteration Gber die Felder in dem willkirlich her-
ausgegriffenen Zeitschritt Nr. 100 sowie die Entwicklung des Relaxationsparametersim Laufe
derselben Iteration dargestellt ist, wieder dasin den oben genannten Beispielen bereits beschrie-
bene Iterationsverhalten analog gezeigt werden.

5 4 .
107 2 g/ neg % o= 0125 terationserler

% ] o o mit Gradientenverf, | M auisereriteration
107 1 +—+ o mit Aitken-Methoge | (N Zeitschritt Nr. 100)
107 -
108 |
1079 .
10_10: Iterationsschritt Nr.

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
Bild 7.11: Flexible Klappe in Kanalstromung: Entwicklung des Fehlers der Iteration Uber die
Teilfelder innerhalb eines Zeitschritts

0,51 W x— % »=0125 Rel axationsparameter
04 o o mit Gradientenverf. (in Zeitschritt Nr. 100)
’ +—+ o; mit Aitken-Methode
0,31
0,21
0,11
0 Iterationsschritt Nr.

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
Bild 7.12: Flexible Klappe in Kanalstrémung: Entwicklung des Relaxationsparametersinner-
halb eines Zeitschritts
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7.4 3-D Simulation des oszillierend Uber stromten Hohlraums
mit flexibler Bodenplatte

Abschlief3end wird noch die Anwendung der diskutierten partitionierten Losungsverfahren auf
ein dreidimensional es Flui d—Struktur—I nteraktionsbeispiel dokumentiert. Dabei handelt es sich
um die in Bild 7.13 dargestellte 3-D-Erweiterung des oszillierend Uberstromten Hohlraums
mit flexibler Bodenplatte, der in den Abschnitten 5.3 und 6.6 bereits als zweidimensionales
Modellbeispiel untersucht worden ist.

)
2mt
u(t) = 1—003(—) 0,16
5 day
e /
. I 0,12
|
| £
S
: Fl' 0,08
|
| y \ \
e __ —» 0,04 dey dey
/// oB oA 1%
- 19
Za— —1,0m- 0 Zeitt[s]
flexible Bodenplatte ~ Pe = 0,0N/m? 0O 5 10 15 20 25 30

Bild 7.13: Oszllierend Uberstromter Hohlraum mit flexibler Bodenplatte, 3-D:
Problemstellung und Ver schiebungs—Zeitverlaufe

Die Materialparameter fir die Struktur sind hier: Dichte pS = 500, 0kg/m?, Elastizitdtsmodul
ES = 250,0N/m? und Poissonzahl vS = 0,0. Es kamen 24x24 vierknotige, hybrid-ge-
mischte 7-Parameter-Schal enel emente (Reissner/Mindlin-Kinematik) mit EAS-Erweiterung in
Dickenrichtung und ANS zur Vermeidung des Querschublockings zum Einsatz, mit voller Ein-
spannung an den Kanten. Als Zeitintegrationsverfahren wurde das Bossak-a-Verfahren mit
leichter numerischer Dampfung (p - = 0,9), einem Zeitschritt von At = 0,1 s und einer
konsistenten Massenmatrix verwendet. Die Materialparameter fur das Fluid sind: Dichte
pF = 1,0kg/m® und kinematische Viskositét v© = 0,01 m?/s. Fir die Diskretisierung im
Raum wurden 24x24x24 Q1Q1-Elemente (52702 Freiheitsgrade) verwendet, und in der Zeit
das Backward-Euler-Verfahren, ebenfals mit At = 0,1 s. Auf das gesamte System wirkt ein
externer Druck von Pe = 0,0N/m?.

Bild 7.14 zeigt einige ausgewahlte Stromungszustande und verformte Konfigurationen der fle-
xiblen Bodenplatte zu verschiedenen Zeitpunkten. Die ausgepragte Dreidimensionalitét der
Strémung, die grof3en Deformationen der Struktur und auch die konfigurationsbedingte Sym-
metrie der Losung zur Mittelebene (z= 0,5m) sind klar erkennbar, ebenso wie die prinzipielle
Ahnlichkeit des Stromungszustandes in der Mittel ebene mit dem der zweidimensionalen Simu-
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Sromungsgeschwindigkeit uy in Mittelebene: Sromungsdruck p in Mittelebene:
(z.2t. t=3,59) (z.2t. t=10,5s)

m @ om
0,0 = u [m/s] —1,15
0,022 <—p[N/m] —» 0,005
@ 4w

| soflache Stromungsgeschwindigkeit: | soflache Stréomungsdr uck:
u, = 0,01 Vs (zZt. t=3,5s) p = —0,0195 N/m? (z.Zt. t=10,55)

1
7

00 t[sl 140
Zeit
mE A =
00=—d,[m — 0,125
\ertikal ver schiebung

Bild 7.14: Oszllierend Uberstromter Hohlraum mit flexibler Bodenplatte, 3-D: Stromungs-
geschwindigkeit und —druck, sowie verformte Konfigurationen der Bodenplatte
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Bild 7.15: Oszllierend Uberstromter Hohlraum mit flexibler Bodenplatte, 3-D:
Fluiddrucklast—Zeitverlaufe Knoten A (Mitte der Bodenplatte)

lation. Erwartungsgemal3 sind dabei die Querverschiebungen d, des Bodens aufgrund der Plat-
tentragwirkung geringer as bei der 2-D-Variante (vgl. Bild 6.6).

Die in Bild 7.15, Bild 7.16 und Bild 7.17 aufgetragenen Ergebnisse (Fluiddrucklast-Zeitver-
laufe, aufsummierter Verschiebungsfehler und aufsummierte Interface-Energie) von zwei itera-
tiv gestaffelten (Kurven a) deckungsgleich) und zwei sequentiell gestaffelten Rechnungen zei-
gen weiterhin ein mit den 2-D-Simulationen vergleichbares Verhalten der verschiedenen
partitionierten Losungsverfahren: Wahrend das synchrone, sequentiell gestaffelte Verfahren
mit zweiter Ordnung genauem Pradiktor (Kurven c) bereits nach relativ kurzer Zeit instabil
wird, ist der stabile Bereich des entsprechenden Verfahrens mit nullter Ordnung genauem Pré&-

00151 & Fay (M Aufsummierter
0,010 ) b) \erschiebungsfehler: %
n
0,005* err'r& [Z( dref I) ]
0,000 -
Zeitt [
0,005 : ‘ , .
0 5 10 15 20 25 30

Bild 7.16: Oszllierend Uberstromter Hohlraum mit flexibler Bodenplatte, 3-D:
Aufsummierter Fehler in der Vertikalverschiebung am Punkt A
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0,0002

E, Aufsummierte
C) Interface-Energie
0,0001- b) (Gl. (3.25))
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~0,0001 . . 1 . Zaittls
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Bild 7.17: Oszllierend Uberstromter Hohlraum mit flexibler Bodenplatte, 3-D:
Aufsummierte Interface-Energie

diktor (Kurven b) deutlich lénger — hier sogar langer als der Berechnungszeitraum (aufgrund
der extrem hohen Rechenzeiten wurde bei diesem Beispiel darauf verzichtet, bis zum Auftreten
der schwachen Instabilitét weiter zu rechnen). Dabel ist sowohl der Verschiebungsfehler als
auch die am Interface kinstlich produzierte Energiemenge des Verfahrens mit dem genaueren
Prédiktor im stabilen Anfangsbereich um Grof3enordnungen geringer, bevor beide Mal3e dann
mit dem Einsetzen der instabilen Oszillationen exponentiell ansteigen.

Dieiterativ gestaffelten Verfahren zeigen wiederum keinerlel Stabilitatsprobleme; die aufsum-
mierte Interface—Energie bleibt tUber den gesamten Berechnungszeitraum hinweg kleiner als
1071°. Die mittels des Gradientenverfahrens und mittels der Aitken-Methode beschleunigten
Rechnungen bendtigten beide je Zeitschritt lediglich 3 bis 4 Iterationen Uber die Teilfelder,
was die Effizienz und Robustheit dieser Ansédtze auch bei der Anwendung auf dieses 3-D
FSI-Problem klar zeigt (Bild 7.18). Dabei war die—im Rahmen der aktuellen Implementierung
und fur dieses Beispiel — gemessene Rechenzeit bei Verwendung des Gradientenverfahrens
trotz der im Schnitt etwa gleichen Iterationszahlen um etwa 20% hoher, was den doch deutlich
geringeren numerischen Aufwand des mittels der Aitken-Methode beschleunigten Verfahrens
illustriert.

8 i Anzahl der Iterationen
max

6- w;j mittels Gradientenverfahren imax j€ Zeitschritt
in aullerer Iteration:;

Y Hj\_wm [V UL JUL | Abbruchkriterium:
2 loill _ 1o-9

0 " /neg
81

max
6 w; mittels Aitken-Methode

4

) WWMWWWMWMW
Zeitschritt Nr.

0 50 100 150 200 250 300

Bild 7.18: Oszllierend Uberstromter Hohlraum mit flexibler Bodenplatte, 3-D:
Konvergenzstudie iterativ gestaffelte Vierfahren
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8  Schluf3folgerungen und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Ansétze zur partitionierten LAsung gekoppelter, dynami-
scher Systeme untersucht, und zwar insbesondere im Hinblick auf die Eignung fur die geome-
trisch nichtlineare Strukturdynamik und fir die transiente I nteraktion von instationaren, inkom-
pressiblen Stromungen mit flexiblen Strukturen bei grofRen Strukturdeformationen.
Partitionierte Losungsverfahren wurden aber im Laufe der letzten zwel bis drei Jahrzehnte
aufgrund ihrer generellen, grof3en Vorteile gegentiber simultanen, monolithischen Berech-
nungsansdtzen (unabhangige Modellierung, Diskretisierung und Losung der einzelnen Teilfel-
der, Software-Modularitét, Reduktion der Problemgrofie, Parallelisierungsmdglichkeiten) nicht
nur in diesen Anwendungsgebieten entwickelt, sondern auch in vielen anderen ingenieurwis-
senschaftlich-technischen, sowie mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereichen. In einem
ersten Schritt war es daher nétig, die in unterschiedlichen Disziplinen entwickelten Formulie-
rungen in einem terminologisch moéglichst einheitlichen Rahmen zusammenzustellen, und im
Sinne einer klassifizierenden Ubersicht zu gliedern. Wie sich dabei gezeigt hat, ist insbesondere
die Unterscheidung nach der Art der réumlichen Partitionierung — nichtiberlappend bzw. ele-
mentweise oder Uberlappend bzw. knotenwei se — sowie nach der eingesetzten K opplungsstrate-
gie — einfach gestaffelt oder iterativ gestaffelt — von fundamentaler Bedeutung fir die spezifi-
sche Formulierung und die numerischen Eigenschaften der verschiedenen partitionierten
L dsungsmethoden.

Vor dem Hintergrund der erforderlichen Eignung fir die angestrebte Zielanwendung Fluid-
Struktur-Interaktion beschrankten sich die weiteren Untersuchungen in dieser Arbeit dann auf
nichttiberlappende Dirichlet-Neumann-Partitionierungen. Zunachst wurden die hierfir in der
Literatur existierenden, einfach sequentiell gestaffelten Kopplungsverfahren umgesetzt, und
sowohl numerisch als auch theoretisch analysiert. Dabel stellte sich heraus, dal3 diese Verfahren
aufgrund ihres inhé@rent expliziten Charakters nur die dynamische, nicht jedoch die kinemati-
sche Kontinuitdtsbedingung am Interface zwischen den Partitionen erfillen, und somit zwar
impulserhaltend, aber nicht massen- und energieerhaltend sind. Die Folge dieser sogenannten
schwachen algorithmischen Kopplung ist einerseits ein Genauigkeitsverlust des Gesamtverfah-
rensim Vergleich zu den in den einzelnen Teilgebieten eingesetzten Diskretisierungsverfahren,
und — wesentlich schwerwiegender — eine unbedingte, schwache Instabilitét der partitionierten
Losung. Diese aul3ert sich (im Gegensatz zur bedingten Stabilitét, als das das auftretende Insta-
bilitétsphénomen in der Literatur haufig fehlinterpretiert wird) so, dal3 die numerische Losung
in einem anfanglichen Zeitbereich perfekt stabil ist, jedoch grundsétzlich ab einem bestimmten
Zeitpunkt exponentiell anwachsende Storungen eintreten, welche die stabile Ldsung Uberlagern
und vollsténdig unbrauchbar machen. Der Zeitpunkt des Auftretens dieser Instabilitét ist abhan-
gig von der Formulierung des Kopplungsverfahrens, von der Zeitschrittgréf3e und von der
Problemstellung selbst. Es konnte gezeigt werden, dal3 bei strukturdynamischen Problemen
der Instabilitétsbeginn durch Zeitschrittverkleinerung zeitlich nach hinten verschoben werden
kann — dies ist eine typische Eigenschaft schwach instabiler Algorithmen —, dal3 dies aber
bei Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen mit inkompressiblen Stromungen aufgrund des
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LArtificial Added Mass*-Effektes nicht moglich ist. Zudem ist auch eine Vorhersage des Zeit-
punkts des Instabilitétsbeginns grundsétzlich unmdglich. Ferner wurde im Laufe der Untersu-
chungen deutlich, dal3 eine Stabilisierung einfach gestaffelter Ldsungsverfahren mit Hilfe von
kUnstlicher viskoser Dampfung, wiesiein der Literatur gelegentlich zu finden ist, nicht sinnvoll
ist, da einerseits die erforderliche Stérke der Dampfung a-priori unbekannt ist, und zweitens
die Physik des modellierten Systems durch eine solche Mal3nahme verandert wird. Dies hatte
bei der sehr hohen kiinstlichen Dampfung, diein den dokumentierten Beispielen zur Stabilisie-
rung notig war, zu extrem stark von der Referenzldsung abweichenden Ergebnissen gefiihrt.

Basierend auf diesen Erkenntnissen konnte fUr die geometrisch nichtlineare Strukturdynamik
ein explizit-implizites Kopplungsverfahren mit der Mdglichkeit des Subcycling der expliziten
Partition entwickelt und vorgestellt werden, dessen stabiler Anfangsbereich zumindest in den
berechneten Beispielen bel noch sinnvollen Zeitschrittgrof3en meist lang genug ist, um wenig-
stens kurzzeitdynamische Simulationen zu ermdglichen. Dabei besitzt dieses EM——Verfahren
im stabilen Anfangsbereich auch eine verhdtnismaliig hohe Genauigkeit, und ist natrlich
vom numerischen Berechnungsaufwand her wesentlich guinstiger als die iterativ gestaffelten
Formulierungen. Die numerische Beobachtung von Kriterien wie etwa der in der Arbeit be-
schriebenen Interface-Energie, mit deren Hilfe der Beginn des Auftretens einer auf das partitio-
nierte Losungsverfahren zurlickzufihrenden schwachen Instabilitdt und somit der Endpunkt
der physikalisch sinnvollen Losung feststellbar ist, wird dabel unbedingt empfohlen. Im Gegen-
satz hierzu wurde festgestellt, dal? mit den untersuchten implizit—impliziten Formulierungen,
welche alle ursprunglich fur die FSI mit kompressiblen Stromungen entwickelt wurden, weder
far strukturdynamische noch fur Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme mit inkompressiblen
Strémungen brauchbare L dsungen berechnet werden konnen, da die schwache Instabilitét stets
sehr bald auftritt. Bei sehr gutmitigen Systemen konnten lediglich mit dem sequentiell gestaf-
felten 1-1-Grundverfahren ausnahmswei se stabile kurzzeitdynamische Simulationen durchge-
fahrt werden.

Fur die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen wurde daher schliefdlich als
einziger wirklich zuverlassiger Weg, mit partitionierten L ésungsansatzen auch tiber einen belie-
big langen Berechnungszeitraum hinweg garantiert stabile und genaue numerische Ldsungen
zu ermitteln, der Einsatz von iterativ gestaffelten Losungsverfahren identifiziert. Diese stellen
auf iterativem Wege implizit die Kontinuitét in den dynamischen und kinematischen Variablen
am Interface, sowie die zeitliche Konsistenz der Kopplungsgrofien mit den in den Teilfeldern
eingesetzten (beliebig wahlbaren) Zeitintegrationsalgorithmen her. Durch eine solche starke
algorithmische Kopplung stellen sie den Erhalt der BilanzgrdfRen Masse, Impuls und Energie
sicher. Somit konvergieren sie gegen die ssimultane L6sung des unpartitionierten, monolithi-
schen Gesamtsystems und erben gleichzeitig deren Stabilitéts- und Genauigkeitsei genschaften.

Weiterhin wurde die Kernidee der iterativ gestaffelten Methoden, in jedem Zeitschritt die Kon-
tinuitét in den KopplungsgrofRen mittels Subiterationen Uber die Teilfelder sicherzustellen, auf
die in der mathematischen Literatur wohldokumentierten und ausfuhrlich anaysierten iterati-
ven Substrukturverfahren und die damit unmittelbar verbundenen iterativen Ldsungsalgorith-
men zuriickgefuhrt. Dadurch gelang es, iterativ gestaffelte Methoden zu entwickeln und soft-
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wareseitig umzusetzen, die zum einen die Konvergenz der lteration Uber die Teilfelder
sicherstellen, und mit denen zudem auch der numerische M ehraufwand mittels effizienter Kon-
vergenzbeschleunigung in akzeptablen Grenzen gehalten werden kann. Auch die Ableitung
von analytischen Aussagen zu den Konvergenzeigenschaften wurde dadurch méglich. Und
schliefdlich hat sich die Konvergenzbeschleunigung mit Hilfe des Gradientenverfahrens sowie
mit der fur vektorielle Gleichungen modifizierten Aitken-Methode auch im Nichtlinearen als
geeignet und sehr effizient erwiesen. Damit stehen nun Werkzeuge zur Verfiigung, die algorith-
misch — d.h. automatisch, ohne jegliches Zutun des Programmanwenders — und in jedem Zeit-
und Iterationsschritt optimal an das jeweilige System angepaldte Relaxationsparameter ermit-
teln. In diesem Sinne sind die vorgestellten beschleunigten, iterativ gestaffelten L dsungsverfah-
ren robuste Ansétze, im Gegensatz zu der Verwendung von durch miihsames und zeitaufwendi-
ges Probieren oder experimentell vom Anwender ermittelten, extrem problemabhangigen,
festen Relaxationsparametern, welche, wie die numerischen Beispiele verdeutlicht haben, in
der Regel auch noch suboptimal sind.

Im Rahmen der vorliegenden Forschungsarbeit wurden, wie bereits gesagt, aus Griinden der
erforderlichen Eignung der partitionierten L 6sungsansétze fur die Zielanwendung Fluid-Struk-
tur-Interaktion im wesentlichen nichtlberlappende Partitionierungen betrachtet. Insofern er-
scheint eine weitergehende Forschungstétigkeit zur sequentiell oder parallel gestaffelten L6-
sung insbesondere von strukturdynamischen Problemstellungen mit  (berlappenden,
knotenweisen Partitionierungen wichtig und auch durchaus vielversprechend. Zu dieser The-
matik wurde von diversen Autoren eine Viel zahl von einfach gestaffelten Verfahren vorgeschla-
gen, von denen die wichtigsten in Abschnitt 3.3 dieser Arbeit zusammengestel It wurden. Ferner
ist auch eine vertiefte Untersuchung der erst kiirzlich publizierten Idee von Gravouil & Combe-
scure (2001) sicher lohnenswert, in der erstmalig eine duale Formulierung fur sequentiell ge-
staffelte Verfahren eingesetzt wurde, mit der offensichtlich auch ohne Iterationen Uber die
Teilfelder sowohl die dynamische a's auch die kinematische K ontinuitatsbedingung erfillt wer-
den kann.

Desweiteren sollten im Hinblick auf die insbesondere mit dem Ubergang auf 3-D enorm gestie-
genen Systemgrof3en auch verstarkte Anstrengungen in Richtung der Kombination der bisher
softwareseitig umgesetzten Ansétze mit parallelen Losungstechniken erfolgen. Zudem kénnte
die Erweiterung der implementierten Verfahren um die in Abschnitt 4.1.3 skizzierten Mortar-
Ansdtze zweckmaliig sein, um nicht-konforme Diskretisierungen am Interface zwischen Fluid
und Struktur zu ermdglichen, was bei der Modellierung und Berechnung komplexer FSI-Pro-
bleme hilfreich und wichtig wére. Im Gegensatz zur Fluid-Struktur-Interaktion sind fur physi-
kalische Einfeldprobleme wie der nichtlinearen Strukturdynamik vermutlich auch weiterge-
hende, vergleichende Studien zwischen den hier untersuchten iterativen Substrukturverfahren
mit nichtlinearen Teil gebieten und den mit Gebietszerlegungsverfahren kombinierten hybriden
Krylov-Newton-Verfahren oder auch den dualen Ansédtzen wie der FETI-Methode aussichts-
reich. Diese erscheinen fir solche Problemstellungen mittlerweile weitgehend ausgereift (meh-
rere Tellgebiete, Parallelisierung, dynamische Lastverteilung, usw.) und sehr effizient zu sein.
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Weitere Forschungsaktivitaten sollten schliefdlich auch hinsichtlich der in dieser Arbeit noch
offen gebliebenen Frage getétigt werden, aus welchen Griinden die einfach gestaffelten Verfah-
ren mit steigender Genauigkeit des Kopplungsalgorithmus immer friher instabil werden. Eine
Klarung dieser Thematik kdnnte moglicherweise die Tlr zu besseren Stabilisierungstechniken,
und damit zu allgemein einsetzbaren, numerisch gunstigen, einfach gestaffelten Verfahren fir
die Simulation gekoppelter Probleme 6ffnen.
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A  Anhang

An dieser Stelle werden abschliefRend eine Reihe von mathematischen Sétzen, Verfahren und
Beweisen sowie einige programmtechnische Details zusammengestellt, die Uberwiegend nicht
im Rahmen dieser Dissertation selbst entwickelt, sondern der entsprechenden Literatur entnom-
men wurden. Ihre Présenz hier in einer zum Haupttell dieser Arbeit konformen Notation mag
jedoch das Versténdnis der geschilderten Zusammenhange erleichtern und weiteres Literatur-
studium vermeiden helfen. Die Ausfihrungen in diesem Anhang beschrénken sich auf zum
besseren Versténdnis der Arbeit erforderliche Angaben und erheben folglich keinen Anspruch
auf Vollstandigkeit. Fir detailliertere Herleitungen und Beschreibungen wird auf die in der
Regel jeweils angegebene Fachliteratur verwiesen.

Al Integralsitze

e Gaul3scher Integralsatz oder Divergenztheorem

Mit dem Gauf3schen Integralsatz ist die Umwandlung von Volumen- in Fléchenintegrale mog-
lich. Fur einen Tensor S und den Einheitsnormal envektor n auf der Oberflache I eines Gebietes
Q gilt damit

[V~SdQ=IS-ndF (A1)
Q r

* Partielle Integration oder Greensches Theorem (1. Greensche Formel)

Mit dem Greenschen Theorem kdnnen in einem Integralausdruck Richtungsableitungen von
einer (tensorwertigen) Funktion P auf eine andere (tensorwertige) Funktion S Ubergewal zt
werden.

. 0P _ . p. _ | 9S.
[s aXdQ—[SPnXdF [ax P dQ (A.2)

Q r Q

A2 Programmtechnische und algorithmische Aspekte

A2.1 Generalized-a-Zeitintegrationsverfahren fir die nichtlineare
Strukturdynamik

Dieser Abschnitt erlautert die algorithmische Umsetzung und Implementierungsweise des Ge-
neralized-a-Zeitintegrationsverfahrens von Chung & Hulbert (1993) fur die nichtlineare Struk-
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turdynamik, in der Form wie sie von Kuhl (1996) (mit spateren Erweiterungen durch den
Autor dieser Arbeit hinsichtlich vorgeschriebener Dirichlet-Randbedingungen) in das hier ver-
wendete FEM-Programmsystem CARAT des Instituts fir Baustatik implementiert wurde.

Die Bestimmungsgleichungen und Eigenschaften des Verfahrens wurden in Abschnitt 2.1.4
zusammengefaldt. Aus der diskreten Bewegungsgleichung (2.45) folgt durch Umstellen direkt
die auch als effektive Strukturgleichung bezeichnete Gleichung fur das Residuum g(d””):
l1-a
g(d"*t) = —ﬂAtzmMSd”” + (L—ag)fiy(d"*?) -
— f&e — MSh(d", d", d") + o fi(d”) = 0 (A.3)
mit den geshifteten externen Lasten gemal Gl. (2.42) (fgq = (1—ay) fart 4+ a; fog) aus

Neumann-Randbedingungen und eingepragten Volumenkraften, und mit den Geschichtsvaria-
blen gemal Gl. (2.46):

noan . l—am g, 1—am l—am _ N
h(an, d", d") : = e 0t g +( o 1)d

Linearisierung und inkrementelle For mulierung

Zur Ldsung dieses nichtlinearen Gleichungssystems mit Hilfe des Newton-Raphson-Verfahrens
bedarf es zunéchst einer Linearisierung. Dazu wird das Residuum in eine nach dem linearen
Glied abgebrochene Taylorreihe entwickelt.

Ady,; =0 mit Ad,:=difi—ditt (A4)

ofdpd) = ofap+) + L

ad

Die Ableitung der inneren Kréfte of;,(d)/ad ergibt sich vollig analog zum statischen Fall,
wird als tangentielle Steifigkeitsmatrix K?(d) bezei chnet und setzt sich aus elastischer Steifig-
keitsmatrix, Anfangsverschiebungsmatrix und geometrischer Steifigkeitsmatrix zusammen (fir
detaillierte Angaben hierzu siehe beispielsweise Zienkiewicz & Taylor (1991)). Die inkremen-
telle Form des zu I6senden Systems lautet folglich

29(d)
ad

Ady,, = — g(dit?) (A.5)

n+1
dk

bzw. ausgeschrieben

1-a
(ﬁA—thMS + (1—af)K$(dQ+1)) Ady,, =

l1-anm
pAt2

= 4, — MSR*L — (L—ag) fidR ™) + MSh(d", d", d") — ¢ fin(dD  (A6)
Dabel wird der Klammerausdruck auf der linken Gleichungsseite zusammengefalt als effektive
Seifigkeitsmatrix Kgﬁ und die gesamte rechte Gleichungsseite als effektiver Lastvektor f
bezeichnet. Der vollstandige Losungsablauf mit Hilfe einer Pradiktor-Multikorrektor-Formu-
lierung und Newton-Raphson-Gleichgewichtsiterationen ist als Algorithmus A.1 dargestellt.
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Bemerkung A.1: Bei Fluid-Struktur-Interaktionsproblemen treten an der benetzten Struktur-
oberflache (£ dem Interface I') deformationsabhangige Lasten f(d) auf. Auf deren Li-
nearisierung wird jedoch hier verzichtet, dadie Linearisierung und die damit verbundenen
Steifigkeitsanteile (sog. Laststeifigkeitsmatrizen, s. Mok (1997) und Mok et al. (19993,
b)) eine zusdtzliche Kopplung zwischen den Feldern bewirkt. Diese ist numerisch nur
sehr aufwendig umzusetzen und lauft dem hier verfolgten partitionierten Losungsansatz
Zzuwider.

Initialisierung:  Setze n = 0 und Anfangsbedingungen d° = dy; d® = d,; = d°

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

Préadiktorschritt (k = 0)

BAt2
fer = fSe + M5h(0,d",d") — f;(d")

KS = (1_0‘r“|\/|S + (1—af)K$(d"))

> _ s—1
Ady = K~ fg

— >
di*l = d" + Ad3

Newton-Raphson-Korrektoriteration

KS = (%“M% (1—af)K$(dQ+1))
far = f&q + MSh(—40Z, d" d") — (1= ap)fin Al Y) — a¢fiy(d)
Adyq = K fog

Adz, | = AdZ + Ad, 4

n+1 _ AN >
dk+1 =d +Adk+1

f- k<—k+ 1 biszur Konvergenz

Update BewegungsgroRen (Newmark-Ansatze) mit d"*1 = dit1

gn+l = L(dnﬂ - dn) - dd” - ﬂAtd”

pAat B Zﬂm
n+1 _ 1 n+1 _ An _L'n_l_ in
d 1—W(d 1 d) ﬂAtd 5 Atd

f- N<—n+1 bisn+1l=n

Algorithmus A.1: Generalized-a: Pradiktor-Multikorrektor-Formulierung
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Algorithmus mit Dirichlet-Randbedingungen

Im folgenden wird des weiteren die Implementierung des Generalized-a-Verfahrens mit einer
vorgeschriebenen Dirichlet-Randbedingung d -auf dem Rand I” (Verschiebungsvorgabe) erlau-
tert. Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wird wieder das Newton-Raphson-Ver-
fahren in einer Pradiktor-Multikorrektor-Formulierung verwendet. Diese Implementierungs-
form kommt bei der partitionierten Berechnung rein strukturdynamischer Problemstellungen
mit nichttberlappenden Dirichlet-Neumann-Verfahren zum Einsatz.

Ausgangspunkt ist die diskrete Bewegungsgleichung in der inkrementellen Form (A.6) mit
einer nichtlberlappenden Partitionierung gemal3 Gl. (3.2) in Freiheitsgrade im Innern (0}, und
auf dem Rand ([)J, diese wird hier exemplarisch flr Steifigkeitsmatrix, Verschiebungs- und
Verschiebungsinkrementvektor sowie externen Lastvektor angegeben:

K3 (d) K3, {d) d, Ad, | o
S, _ ! ! . _ . _ . _
) = [K%n(d) K3 )| d= {dr} Ad = [Adr} ' Tea = [ fr } (A1)

Damit ergibt sich dann der auf der néchsten Seite als Algorithmus A.2 dargestellte Ldsungs-
ablauf.
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Initialisierung:  Setzen = 0 und Anfangsbedingungen d° = dy; d® = d,; = d°

Schleife Uber alle ny Zeitschritte

Pradiktorschritt (k = 0) mit Dirichlet-RB. d}*1 = di*1 = 4dZ = dn*1-d}

Klslerr = (%nmlsl + (1_af)K$,| |(dn))

flegr = o + M Dy(0,dN dlY) — f(d) +
+ MP h{—4dF,dl, dD) — (1—ag)KS ;. (d") Ad*
-1
KP gt i et

Ads =
=
Ad

dgtt = d" + 4d3

Newton-Raphson-Korrektoriteration

1—a
KD & = (ﬂA—tzmMFl + (1_0‘f)K%||(drk]+l))

frar = floq + M7 Dy —Ad, dl df) — (L—aq)fin(dp ™) — ayfi(d”) +
+ M3 h (- 4d, d7, )

S
Kllefffleff

AdE AdE, | = Adg + 4d, 4
T

n+1 _ AN >
dk+1 =d +Adk+1

'- k<—k+ 1 biszur Konvergenz

Update BewegungsgroRen (Newmark-Ansétze) mit d"*1 = dit1

gn+l = L(dnﬂ - dn) - dd” - ﬂAtd”

pAat B Zﬂzﬂ
in+ n+ n in 1- in
d 1=ﬁA—1t2(d 1—d)—ﬁ71td —de

Berechnung Auflagerkrafte (— Kopplungskrafte) auf I”

1= (- 1 5, W] i)
f
+ (1_af)frint(dn+l) + afffint(dn))

'- N<—n+1 bisn+1l=n

Algorithmus A.2: Generalized-a: Préadiktor-Multikorrektor-Formulierung mit Dirichlet-R.B.
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A2.2 Beweisder Verschiebungskontinuitat des asynchronen, sequentiell
gestaffelten Verfahrens nach Lesoinne & Farhat (1998)

Hier wird — in einer zur Ubrigen Arbeit konformen Notation — der in Lesoinne & Farhat
(19983, b) durchgefiihrte Beweis dokumentiert, dal3 fir dasin Abschnitt 5.4 beschriebene asyn-
chrone, sequentiell gestaffelte L dsungsverfahren die kinematische Kontinuitét in den Verschie-
bungen auf I zwischen Fluidgebiet, d.h. Fluid-Netz, und Struktur zur Zeit t" gilt (Gleichung
(5.54): r}. = d}l). Der Beweis ist zweiteilig. Zuerst wird durch vollstéandige Induktion bewie-
sen, dal? die folgende Beziehung gilt:

n
r
Aufgrund der Initialiserung mit Gl. (5.45) gilt Gl. (A.8) fir n = 0. Mit der Annahme, dal3
(A.8) auch fur beliebige n € N gilt, folgt durch Einsetzen von Gl. (5.46) und (A.8) in (5.47)

-1 .
2=d - %d? (A.8)

1

1 1 | | |
2= 2 = dp - ALy + atd) = dp +4ldp (A9)

1 1
-5 G n—-35—=n+
r. 2+A4tu 2

rF r r

Dadas Strukturfeld mit der Mittel punktsregel geldst wird, folgt aus dem Zeitintegrationsansatz
(Gl. (2.31) mit den entsprechenden Parameterwerten 8 = 1/4 und y = 1/2)

dptt — dp = GL(dn + dp) (A.10)
Kombination von (A.9) und (A.10) liefert schliefflich

1
n+s= _ 1 At : 1
rr 2 = d?~+ - 7d?«+ (All)

womit die Beziehung (A.8) induktiv bewiesen ist.

Der zweite Teil des Beweises der Verschiebungskontinuitét bedient sich der Eigenschaft, dal3
aufgrund der Uber den Zeitschritt hinweg as konstant angenommenen Geschwindigkeit des
Fluid-Netzes u%"‘l/z*”“/z die Netzverschiebung im Zeitschritt linear interpoliert sein
muf3, und daher die Beziehung

1 1
i = l(rn 2 + rn+2) (A.12)

definiert werden kann. Einsetzen von Gl. (5.47) in (A.12) ergibt dann

1
o= "2 4 Alpn

n=rp 2+ 2l (A.13)

und weiteres Einsetzen von Gl. (5.46) und der im ersten Tell bewiesenen Beziehung (A.8)
in Gl. (A.13) fuhrt letztendlich auf

M= d (A.14)

womit die kinematische Kontinuitdt in den Verschiebungen auf dem Interface I" zwischen
Fluid-Netz und Struktur zur Zeit t" bewiesen ist.
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A3 lterationsverfahren

In diesem letzten Anhangskapitel werden zundchst einige Begriffe und Gbergeordnete Verfah-
rensklassen erl&utert, anschlief3end werden fur die in der vorliegenden Arbeit angesprochenen
Iterationsverfahren jeweils Grundidee, Iterationsvorschrift sowie grundsétzliche Eigenschaften
und Konvergenzaussagen angefuhrt. Die Ausfihrungen sind, soweit nicht anders angegeben,
aus der folgenden Literatur zusammengetragen und in vereinheitlichter Notation wiedergege-
ben: Barrett et al. (1994), Deuflhard & Hohmann (1991), Jung (1999), Hackbusch (1993,
1994), Kelley (1995), Meister (1997) und Quarteroni et al. (2000).

A3.1 Begriffe, Definitionen

Betrachtet wird ein lineares Gleichungssystem
Ax=Db (A.15)

mit gegebener regulérer, symmetrischer Operatormatrix A € R"*", gesuchtem L dsungsvek-
tor x € R" und gegebenem Vektor der rechten Seite b € R". Dieses soll mit Iterationsverfah-
ren @ gelost werden, deren Iterationsvorschrift im allgemeinen Fall durch

Xii1 = GPx) xi + M~ bzw. X, =X +ox)p i=0212.. (A.l6)

gegeben ist. Die Matrix G?(x;) = | — wj(x;]) M~IA &€ R"*" heif}t Iterationsmatrix von @,
und der Skalar w;(x;) € I ist ein Relaxationsparameter oder auch eine Schrittlange. G? und
o kobnnen je nach Iterationsverfahren im Laufe der Iteration entweder konstant oder (in Abhén-
gigkeit von der aktuellen Iterierten) veranderlich sein. Der Vektor p; € R" ist der Korrektur-
vektor, der auch as Suchrichtung interpretiert wird. Die regulére, symmetrische Matrix
M € R"*"ist eine Vorkonditionierungsmatrix, mit dem das System (A.15) von links durch-
multipliziert wird, um so das iterativ leichter |0sbare System

Ax=M"1 mit A:=M7IA (A.17)

zu erhalten. Die Lésung x” von (A.17) und diejenige von (A.15) sind identisch. M sollte mdg-
lichst einfach zu invertieren sein und die Operatormatrix A moglichst gut approximieren, sodal3
A = |, mit der Einheitsmatrix |.

Bemerkung A.2: Neben der beschriebenen Links-Vorkonditionierung ist auch eine Rechts-Vor-
konditionierung méglich, die durch AM ~Yy = bund x = M~y definiert ist, sowie eine
gemischte Form: M;"*AM; !y = M;"'b und x = M/ ly. Bei den in dieser Arbeit be-
schriebenen Gebietszerlegungsmethoden kommt jedoch fast ausschliefdlich die Links-Vor-
konditionierung zur Anwendung.

Bemerkung A.3: Die Bezeichnung Relaxationsparameter erklart sich aus der folgenden Be-
trachtung: Ohne Relaxation ergibt sich, ausgehend von einer gegebenen Iterierten x; , zu-
nachst ein korrigierter Wert X, ; = X; + p; . Die Relaxation besagt nun, daf? as neue
Iterierte anstelle von X;, ; ein relaxierter Wert
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Xipp = 0 Xj4q + (1-0) X (A.18)

im Sinne einer linearen Interpolation zwischen X;, ; und x; verwendet wird. Einsetzen
und Ausmultiplizieren fuhrt dann wieder auf die in Gl. (A.16) dargestellte Form
Xj+1 = X + @ p; . Ob in einer Berechnung nun die Ermittlung der x;, , direkt nach
Gl. (A.16) oder gemal} der hier geschilderten alternativen Formulierung mit Gl. (A.18)
zweckmal¥iger ist, hangt von der spezifischen Implementierung ab.

e Stationares/ nichtstationéres | terationsverfahren

Ein lterationsverfahren @ heifldt stationdr, wenn die Iterationsmatrix vom lterationsschritt i
unabhangig ist: G? = G? = G? ; ansonsten heif’t @ nichtstationar: GP = G .

e Lineares/ nichtlineares Iterationsverfahren

Ein Iterationsverfahren @ heil3t linear, wenn die Iterationsmatrix von der Iterierten x; unabhan-
gig ist: G? = f(x;); ansonsten heift @ nichtlinear: G* = G?(x;).

Stationare Verfahren sind somit linear, nichtlineare Verfahren sind instationér (der jewellige
Umkehrschluf3 ist nicht automatisch gultig).

e Fixpunktiteration

Ein Iterationsverfahren @ heifdt Fixpunktiteration oder auch Picarditeration wenn die Folge
seiner Iterierten durch die Iterationsvorschrift

Xi 1 = P(X;) (A.19)

dargestellt werden kann. Der Vektor X fur den X = @(X) gilt, heift Fixpunkt der Abbildung
@ : R" x R" — R". Somit sind alle hier betrachteten Iterationsverfahren Fixpunktiterations-
verfahren.

e Konsistenz

Ein Iterationsverfahren @ heil3t konsistent zum Gleichungssystem (A.15), wenn dessen L 6sung
X" = A~ b ein Fixpunkt von @ ist. Alle hier betrachteten Iterationsverfahren sind konsistent.

e Konvergenz und Konver genzgeschwindigkeit

Ein Iterationsverfahren @ heif3t global konvergent, wenn fir alle Startwerte x, € R" ein vom
Startwert unabhangiger Grenzwert
X = limx; = lim ®(x;_,) (A.20)
|— o0 |— o0
existiert. |st die Existenz dieses Grenzwertes vom Startwert X, abhangig (d.h. mul3 x,innerhalb
einer bestimmten Umgebung von X —dem Konvergenzradius—liegen) so heil3t ¢ lokal konver-
gent. Die notwendige und hinreichende Bedingung fur Konvergenz ist durch

p6?) <1 mit p(G?):= ,-Tf.).(n{ | 44(6?)] ] (A.21)
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gegeben. Der gemal’ (A.21) als betragsmaldig grofiter Eigenwert der Iterationsmatrix definierte
Spektralradius p(G¢) heifl3 asymptotische Konvergenzrate des Iterationsverfahrens @.

Bemerkung A.4: Hier ist die Nomenklatur nicht einheitlich, bei einigen Autoren steht der Be-
griff der asymptotischen Konvergenzrate fur die GroRe Iog(p(G‘p)‘l) = — Iog,o(G‘P).

Die Konvergenzgeschwindigkeit eineskonvergenten Iterationsverfahrens, a so die Schnelligkeit
der iterativen Reduktion des Fehlers g, : = x; — X", |&t sich in der Regel nicht exakt angeben.
Man kann sie aber folgendermallen abschéatzen:

_ 0<C <1 fur p=1
lels = Cile—d?  mit 0<C <o fur p>1 (A.22)

mit der Energienorm des Fehlervektors | ||, :=|| AY% ||, = (efAg)Y/2 Der Exponent
p € N heil3t Konvergenzordnung und der Faktor C; € R heif% Konvergenzfaktor des Iterati-
onsverfahrens @. Im Falle p = 1 wird anstelle von (A.22) auch haufig eine Fehlerabschétzung
in der folgenden Form angegeben (mit der Euklidischen Norm || O bzw. || O|,):

i

lell = (Ci) llel (A.23)
Im Limit streben die Konvergenzfaktoren C; gegen die asymptotische Konvergenzrate p(G‘p):
lim C; = p(G?) (A.24)
|— o0
Fir p = 1und Iim C; # 0 spricht man von linearer Konvergenz, fir p = 2 von quadrati-
scher Konverger'lz OOSJperIineare Konvergenz ist gekennzeichnet durch p = 1 und eine nicht
negative Nullfolge der {Ci} mit lim C; = Ound C; = 0, d.h. die Konvergenzgeschwindigkeit
nimmt im Laufe der Iteration zu.

Eine moglichst schnelle Konvergenz ist also durch einen moglichst kleinen Konvergenzfaktor
(Konvergenzrate) und/oder eine hohe Konvergenzordnung erreichbar. Hohere als lineare Kon-
vergenzordnungen sind nur mit nichtlinearen Iterationsverfahren oder durch geeignete konver-
genzbeschleunigende Methoden erreichbar. Desweiteren gilt generell: Je kleiner die spektrale
K onditionszahl K(A) = /lmax(A) / /lmin(A) der (vorkonditionierten) Operatormatrix A, desto
hoher die Konvergenzgeschwindigkeit.

Tragt man den normierten Fehler im semi-logarithmischen Mal3stab Uber der Iterationsschritt-

nummer auf, lassen sich aus den Fehlergraphen Aussagen zu Konvergenzrate und -ordnung
des Verfahrens ablesen. Sind die (ausgemittelten) Kurven Geraden mit der Steigung

_dloglely g llely _ el
Aloglels _ _

— - @
T = logC, |ogp(e ) (A.25)

leoll5 lei—qllx

(m < 0) so ist @ linear konvergent und die Konvergenzrate 183 sich entsprechend durch
p(G?) = 10" (A.26)

schétzen. Superlineare Konvergenz fuhrt zu Kurven mit betragsmaldig grofl3er werdender Stei-

gung (m < 0). Im Falle quadratischer Konvergenz ergeben sich quadratische Parabeln.
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Bemerkung A.5: Der exakte Fehler g := x; — x" ist im algemeinen nicht berechenbar, da
er auf der unbekannten Lésung X~ beruht. Eine in der Regel akzeptable Nahrung fur die
Energienorm des Fehlers || g ||; ist jedoch wegen

l&ll; = (eMAe ) = [ & lzs= (eTATAG Y2 = (g7 g )" = g, (A2D)

die Euklidische Norm des Residuenvektors | g; ||, (unter Verwendung der Beziehung
Aei = A[@XI - X*) = AXi - b = _gl)
e Optimalitat

Der Begriff der Optimalitat einesIterationsvektors x; besagt allgemein, dafd die Konvergenzrate
des Iterationsverfahrens @ in einem bestimmten Sinne minimal ist, d.h. da3 mit diesem x;
die Energienorm des Fehlers | g | ; in einem bestimmten Sinne minimiert wird.

Eine lokale Optimalitétsaussage ist die Optimalitat eines Iterationsvektors x; bezliglich einer
Richtung p; _, bzw. beziiglich eines durch einen oder mehrere Richtungsvektoren aufgespann-
ten Unterraums U C 1". Damit wird ausgesagt, da3 das Fehlermall || ; || ; fur eine gegebene
Suchrichtung p; _; durch x; minimiert wird, bzw. daf3 | & | ; unter Beriicksichtigung aller
Richtungen in U durch x; minimiert wird. Diesfuhrt im Falle von Projektions- und Krylov-Un-
terraum-Verfahren auf die Orthogonalitatsbedingung flr den aktuellen Residuenvektor g;

g=M1ib—-Ax) L p_, bzw. g L U (A.28)
Die Orthogonalitétsbedingung ist hierbei durch das euklidische Skalarprodukt (LIDLdefiniert.
XLy <  (xy),=xy=0 (A.29)

Globale Optimalitat fuhrt bel beliebigem Startvektor mit einem einzigen Iterationsschritt zur
L 6sung.

e Projektionsmethoden und Krylov-Unterraum-Verfahren

Ein Iterationsverfahren @ ist eine Projektionsmethode, wenn die Iterierten durch
X; € Xg + K; mit x, € R" beliebig (A.30)

bestimmt sind (d.h. x; ist gleich der Startlésung X, plus eine Linearkombination der Vektoren,
die den Raum K; aufspannen), und die Residuen g; = M ~Y{b — Ax; ) die Orthogonalitétsbe-
dingung g; L L, erfullen. Dabei sind K; und L; zwei i-dimensionale Unterrdume des R".
Fir K; = L; wird das Verfahren orthogonal e Projektionsmethode genannt, fur K; = L; schiefe
Projektionsmethode.

Ein Krylov-Unterraum-Iterationsverfahren (kurz: Krylov-Verfahren oder Krylov-Iteration) ist
eine Projektionsmethode, bei der K; den Krylov-Unterraum

Ki = Ki(A,go) = span{do, Adg,- AlTlg]  mit gy =M~ —Ax,  (A31)

darstellt (mit A := M ~1A gemaR (A.17)).
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A3.2 Beschreibung einiger Iterationsverfahren

e Jacobi-lteration

Die Jacobi-Iteration ist ein stationares, lineares Fixpunktiterationsverfahren und wird auch
als Gesamtschrittverfahren bezeichnet. Sie verwendet al's Vorkonditionierungsmatrix den Dia-
gonalteil D von A.

— Iterationsvorschrift:
Xjy1 =% +D7Yb—Ax)  bzw. x4, = (I — D‘lA) xi+ D b (A32)
~—
=: G’
— Hinreichende Bedingungen fir Konvergenz: Aund [2 D — A] positiv definit, d.h. A strikt
diagonal dominant.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschatzung gemald (A.22) oder
(A.23) mit

lim C; = p(GY) = max{ 1= Anin(D71A)

i—)OO

1 - Ama{D1A)| } (A.33)

Die Jacobi-Iteration wird auch haufig als Block-Iterationsverfahren verwendet (mit D als
Block-Diagonalmatrix von A). Die genannten K onvergenzaussagen bleiben auch fuir die Block-
version gultig, die Konvergenzgeschwindigkeit kann u.U. sogar etwas héher sein (Hackbusch
(1993, 1994).

e GaulR-Seidel-Iteration

Die Gaul3-Seidel-Iteration ist ein stationares, lineares Fixpunktiterationsverfahren und wird
auch as Einzelschrittverfahren bezeichnet. Sie verwendet den additiven Matrixsplit
A =D+ L + U, wobei D den Diagonalteil, L die strikte untere und U die strikte obere
Dreiecksmatrix von A darstellt. Das lineare Gleichungssystem wird mit D + L vorkonditio-
niert.

— lterationsvorschrift:

Xi41 = X + (D + L) (b — Ax)) =: G®S (A.34)

bzw. X1 = (1= (@ +L)A) x + (D +L)7b

— Hinreichende Bedingung fur Konvergenz: A positiv definit.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschétzung gemal (A.22) oder
(A.23) mit

i = p(6%) = ma 1 — A5

j— o0
mit AGS:= (D + L) 'A. Die GauR-Seidel-Iteration konvergiert doppelt so schnell (d.h.
benttigt halb so viele Iterationsschritte zum Erreichen einer bestimmten Genauigkeit) wie
die Jacobi-Iteration:

1 — Arex A% } (A.35)
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p(G%) =p(c) - mSS~2m (A.36)

(Darin wird " =" zu "=", wenn A konsistent geordnet ist, d.h. wenn die Eigenwerte von
C(a) = — aD™ L — a =D U unabhangig von a € R\{0} sind (z.B. A tridiagonal))

Die Gauss-Seidel-Iteration wird ebenfalls haufig als Block-Iterationsverfahren verwendet (mit
D als Block-Diagonal- und L bzw. U als strikter unterer bzw. strikter oberer Block-Dreiecks-
matrix von A). Die genannten Konvergenzaussagen bleiben auch fir die Blockversion guiltig
(Hackbusch (1993, 1994).

e Richardson-lteration

Die Richardson-Iteration ist ein lineares Fixpunktiterationsverfahren, mit Relaxationsparame-
ter o € R und Vorkonditionierungsmatrix M € R"*". Je nachdem, ob der Relaxationspara-
meter im Iterationsverlauf verénderlich ist oder nicht, unterscheidet man zwischen einer statio-
naren und einer nichtstationdaren Verfahrensvariante.

— lterationsvorschrift der stationdren Richardson-Iteration (mit A := M ~1A):
Xiy1 = X + wM_l(b — AX) bzw. Xj;q = (I - wA) Xi + oMb (A.37)
~—
=:GR

— Hinreichende Bedingung fiir Konvergenz: A symmetrisch positiv definit und

O<w<—2_ (A.38)
Amex(A|

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschétzung gemald (A.22) oder
(A.23) mit

lim C; = p(GR) = max{ 1 — whninA)

i—>OO

1 — whme( A } (A.39)

Der optimale Relaxationsparameter w qp |83t sich durch Minimierung der Bedingung (A.39)
bestimmen zu

2
Ao A) + il A) (A.40)

und fahrt auf eine ausschliefflich von den extremalen Eigenwerten der (vorkonditionierten)
Operatormatrix abhangende, optimale asymptotische Konvergenzrate popt(GR) von

Wopt =

Popt<GR) = /lmaX(A) _ /Imin(A) = K(A) ! mit K(A) = 7

Amad A) + Amin(A)  x(A) + 1 (A.41)

mit der spektralen Konditionszahl K(A) der (vorkonditionierten) Operatormatrix. Die Be-
stimmung des optimalen Relaxationsparameters w o, Setzt die Kenntnis von 4, /min(A)
voraus, was den entscheidenden Nachteil des stationdren Richardson-Verfahrens darstellt.
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Bemerkung A.6: Die asymptotische K onvergenzrate popt(GR) der optimal relaxierten, stationa
ren Richardson-Iteration ohne Vorkonditionierung (M = 1) oder mit dem Diagonalteil
D von A als Vorkonditionierungsmatrix (M = D) ist gleich der asymptotischen Konver-
genzrate der Jacobi-Iteration p(G”).

— lterationsvorschrift der nichtstationaren Richardson-lteration:

Xjy1 = X + oiM b — Ax;) =: G (A.42)
bzw. Xi+1= (I _(UIA) Xi +(UiM_lb

— Konvergenzeigenschaften: siehe z.B. Gradientenverfahren.

Die meisten Fixpunktiterationsverfahren kdnnen als Sonderfélle der Richardson-Iteration inter-
pretiert werden. So ergeben sich die Jacobi- bzw. die Gaul3-Seidel-Iteration aus der stationdren
Richardson-Iterationmitw = 1und M = Dbzw. M = D + L. Dieim folgenden beschriebe-
nen Gradientenverfahren sind Sonderfélle der nichtstationéren Richardson-Iteration mit spe-
ziellen Formeln zur Berechnung der Relaxationsparameter w; .

Die Richardson-Iteration ist aul3erdem im allgemeinen ein schiefes Krylov-1terationsverfahren:
Die Folge der Iterierten (A.42) kann umgeformt werden zu

i
Xi41 = Xo + ij g; (A.43)
j=0

wobei die Residuenvektoren g; mit dem Ausgangsresiduum g, = M ‘1(b - Axo) gemal3

-1
g=[[(1-oA) 9 >0 (A.44)
k=0
verknupft werden konnen, sodal3 gilt: x;.; € Xg + K;;; mit dem Krylov-Unterraum
Ki+1(A, 0o) gemaR (A.31), aber g,y 4 K, ;.

e Gradientenverfahren oder Methode des steilsten Abstiegs

Das (vorkonditionierte) Gradientenverfahren ist ein nichtlineares, nichtstationéres Fixpunktite-
rationsverfahren, mit veranderlichem Relaxationsparameter w; € R und Vorkonditionierungs-
matrix M € R"*". Es minimiert die quadratische Form (Energie- bzw. Potentialfunktion)
F des vorkonditionierten Systems (A.17),

F(x) = %XTAX ~x™"  mit A:=M"!A (A.45)

deren Minimum x" gleich der Lésung von (A.17) und somit auch von (A.15) ist. Die lokal
optimale Suchrichtung p; liegt mit dem negativen Gradienten von F(x;) vor, der gleich dem
Residuenvektor g;ist (pj:= —VF(x;) = M~1b — Ax; = M~ 1(b — Ax;) = g;). Diebeziig-
lich dieser Suchrichtung optimale Schrittlange w;(x;) gemal (A.47) ergibt sich durch Einsetzen
der Iterationsvorschrift in die Gleichung fiir F(x;,,) und Minimieren dieser Gleichung

(0F(X; 41)/00; = 0).
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— lterationsvorschrift:

Xiv1 =X + o) M~ Hb — Ax| =: G8

mit Schrittlange:

T q
w;(x;) = % 9 (A.47)
g’ A g

— Hinreichende Bedingung fur Konvergenz: A symmetrisch positiv definit.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz, Fehlerabschatzung gemald (A.22) oder
(A.23) mit

A A) = Apin A) B K(A) - 1

Ame(A) + AninA) - (A) + 1

lim C; = p(GS(x)) = popGY (A.48)
Das Gradientenverfahren zeigt somit eine mindestens so schnelle Konvergenz wie das statio-
nére Richardson-Verfahren mit optimalem Relaxationsparameter, ohne jedoch die Kenntnis
der extremalen Eigenwerte des vorkonditionierten Operators 4, / min(A) vorauszusetzen.
Die optimale Konvergenzrate der stationdren Richardson-Iteration ist wegen der oben be-
schriebenen Minimierungsei genschaft eine obere Grenze fir die asymptotische Konvergenz-
rate des Gradientenverfahrens.

Das Gradientenverfahren kann als nichtstationédres Richardson-Verfahren interpretiert werden.
Es ist somit ebenfalls ein schiefes Krylov-Iterationsverfahren. Weiterhin sind die Iterierten
X;_, 1 wegen der 0.g. Minimierung von F jeweils optimal beztiglich dem vorherigen Residuen-
vektor g; (d.h. g, ;L g;), aber nicht notwendigerweise beztiglich friiheren g; _, (k = 1,2,..),
sodald das Gradientenverfahren auch eine orthogonale Projektionsmethode mit
Kit1 = Liz1 = span{g;| darstellt.

e Konjugiertes Gradientenverfahren (CG)

Das auf Stiefel (1952) bzw. Hestenes & Stiefel (1952) zurtickgehende (vorkonditionierte) kon-
jugierte Gradientenverfahren ist ein nichtstationares, nichtlineares Fixpunktiterationsverfah-
ren. Es modifiziert das Gradientenverfahren so, dal3 die Iterierten x; | , bezlglich aller vorheri-
ger Suchrichtungen p,_, (k = 0,1,2,...,i), d.h. bezlglich des von diesen Suchrichtungen
aufgespannten Krylov-Unterraums K, ; € R"

Ki+1(A, go) = span(py, Py, Pif = span{go, Agy, -, Aigo} (A.49)

optimal sind (mit A := M ~A). Dazu miissen die Suchrichtungen zueinander paarweise kon-
jugiert, d.h. A-orthogonal sein:

(PP )gi= (Apop), =0V kl€([0L..i}; k=I (A.50)
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Daraus folgt, dal3 das konjugierte Gradientenverfahren ein orthogonal es Krylov-Iterationsver -
fahren ist.

— lterationsvorschrift:

Xi41 = Xj T i p; (A.51)
mit Schrittlange:

T n.
w; = J P (A.52)
pl A p;
Berechnungsvorschrift fir das Residuum:
i =0_1—o_1Ap_y Mt gy=Mb— Ax (A.53)
Berechnungsvorschrift fur die Suchrichtung:
P, A g |
Pi =0 — T'lfl Pi_1 mit Po = Yo (A.54)
Pi_1A Pz

Hinreichende Bedingung fir Konvergenz: A symmetrisch positiv definit.

Konvergenzgeschwindigkeit: Superlineare Konvergenz; Fehlerabschatzung gemaid (A.23):

< 20 mi = M A55
lell = 2% lel  mit ¢ A (A55)
Wahrend die asymptotische K onvergenzrate des Gradientenverfahrens (A .48) ausschliefdlich
von den extremalen Eigenwerten der (vorkonditionierten) Operatormatrix abhangt, wird
die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens vom gesamten Spektrum beeinflufit.
Daher ist die in (A.55) angegebene Fehlerabschdtzung nur eine obere Schranke fir die
Konvergenzgeschwindigkeit. Tats&chlich konvergiert das CG-Verfahren bel nicht gleichmé-
Rig Uber [4 i, Amax] Verteilten Eigenwerten schneller (vgl. auch Winther (1980) oder van
der Sluis& van der Vorst (1986) zur superlinearen K onvergenzgeschwindigkeit des CG-Ver-
fahrens). Weiter gilt, dal3 nach spatestens n Schritten die exakte Lésung erreicht wird, wes-
halb das CG-Verfahren auch als direktes Losungsverfahren betrachtet werden kann.

Newton-Raphson-Iter ationsver fahren

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Iterationsverfahren ist das Newton-Raphson-Verfah-
ren eine Methode zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme

AX) x=Db = g(x) := b — A(x) x (A.56)

Es stellt ein nichtstationares, nichtlineares Fixpunktiterationsverfahren dar.

— lterationsvorschrift:

Xiy1 =X — (9,xX ))_lg(xi) mit  gx(Xj):= a%(;)

(A.57)

Xi
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wobei die Matrix Kq(x;):= g x(X;) € R"*"im Kontext der Finite-Elemente-Verfahren
die tangentielle Steifigkeits- bzw. Koeffizientenmatrix darstellt.

— Konvergenzeigenschaften: Lokal konvergent mit quadratischer Konvergenzordnung.

Bemerkung A.7: Bei Anwendung auf lineare Gle chungssysteme der Form (A.15) ist die New-
ton-Raphson-Iteration global optimal, d.h. bei beliebigem Startvektor x, € R" liefert be-
reits die erste Iteration die exakte Losung x; = X'

Fur die Beschreibung der bekannten Varianten des Newton-Raphson-Verfahrens (modifiziertes
N.-R.-Verfahren, Quasi-Newton-Verfahren) wird auf die Literatur verwiesen. Es soll hier ledig-
lich noch darauf hingewiesen werden, dal? das reine Newton-Raphson-Verfahren von der direk-
ten Losung des in (A.57) vorkommenden linearen Gleichungssystems

Ax = Kq(x; )_1g(xi) (A.58)

ausgeht. Wird dieses iterativ gel6st, sodal3 die Losung Ax nur mit der in der Iteration geforder-
ten Genauigkeit approximiert wird, so spricht man von einem inexakten Newton-Verfahren
oder auch einem hybriden Verfahren. Wird weiterhin fir dieseiterative Losung ein Krylov-Ver-
fahren verwendet, so wird das resultierende Verfahren als Krylov-Newton-, Newton-Krylov-
oder auch einfach hybrides oder nichtlineares Krylov-Unterraum-Verfahren bezeichnet. Hy-
bride Verfahren werden u.a. in Brown & Saad (1990, 1994) und Bulenda (1993) beschrieben.

A3.3 Konvergenzbeschleunigende M ethoden

K onvergenzbeschl eunigende Methoden verwenden grundsétzlich beliebige Iterationsverfahren
als Basisverfahren und beschleunigen deren Konvergenz mit Hilfe geeigneter Mittel. Eines
der am haufigsten eingesetzten Mittel ist die Relaxation der Iterierten entsprechend (A.37)
oder (A.42). So existieren beispiel sweise relaxierte Varianten der Jacobi- und der Gaul3-Seidel-
Iteration, letztereist fir w = 1 unter der Bezeichnung SOR-Iteration (Successive Over-Rela-
xation) bekannt. Prinzipiell konnten folglich auch die speziellen Relaxationsansétze der oben
beschriebenen Richardson-Iteration, des Gradienten- und des Konjugierten Gradientenverfah-
rensalsrelaxierte, also beschleunigte Varianten eines Basisiterationsverfahrens bezei chnet wer-
den. Sie haben sich jedoch in der Literatur als eigensténdig betrachtete Iterationsverfahren
durchgesetzt.

e Tschebyscheff-Methode

Die Tschebyscheff-Methode verwendet meist die nichtstationare Richardson-1teration alslinea-
res Basisverfahren. Mithilfe der Tschebyscheff-Polynome m-ter Ordnung Tm(x*)

*

* .e
cos(m arccosx ) fir x| <1

Tl = cosh(m cosh~1x")  fur x| = 1 (A-59)

und der extremalen Eigenwerte des (vorkonditionierten) Operators ..., AA) (mit
A := M ~1A) wird in Abhéngigkeit von einer vorgegebenen Genauigkeitsschranke ¢ a-priori
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eine erforderliche Iterationsschrittzahl m bestimmt und eine Sequenz optimaler Rel axationspa-
rameter {w;} (i = 1,2,...,m) konstruiert, die zu einer garantierten Fehlerreduktion um den
Faktor ¢ in m Schritten fuhrt.

— lterationsvorschrift:
Xi 1 = X + oMb — Ax) e (A.60)
bZW. Xi+1 = (I — (,()IA) Xi + (Ui M _lb

Sequenz von Relaxationsparametern {w;}:

w; = oA+ TR T ( " —/lmin(A)) (i=12..m (A.61)

mit den Losungen u; des Tschebyscheff-Polynoms m-ter Ordnung Tm(x*)

u = —co %n) (i=12..m (A.62)

und der erforderlichen Anzahl an lterationsschritten m € N

In(.s_1 + Je=2 — 1)

o{ (58 3)/ (9 - 2)

mit der spektralen Konditionszahl x nach (A.41) und vorgegebener Genauigkeitsschranke
¢. Diese Abschatzung setzt die Verwendung des Abbruchkriteriums || em || ; < € || &, | ; vor-
aus. Zur Stabilisierung desim Hinblick auf Rundungsfehler sehr sensiblen Verfahrens emp-
fiehlt sich eine anschlieffende optimierte Sortierung der Sequenz von Relaxationsparametern
{w;} gemé&R der in Samarskii & Nikolaev (1989) (S. 82 ff) angegebenen Prozedur.

=

(A.63)

— Hinreichende Bedingung fur Konvergenz: A symmetrisch positiv definit.

— Konvergenzgeschwindigkeit: Lineare Konvergenz;, Fehlerabschéatzung gemald (A.23):
lall = 7255 el mit  c=Y——s— (A.64)
K(A) +1

(Abschétzung identisch zum CG-Verfahren, Voraussetzung: Verwendung des Abbruchkrite-
riums | em| ;< ¢ | & ;). Die asymptotische Konvergenzrate ist

N 1/i
p(GL) = limC; = |im(12+002i) = _Iimc( 20.) =c (A.65)

j— o0 j— o0

Dabei ist bel der Tschebyscheff-Methode — im Gegensatz zum CG-Verfahren — diese Ab-
schétzung der iterativen Fehlerabnahme scharf, da die Konvergenzgeschwindigkeit hier nur
von den extremal en Eigenwerten abhangt und nicht vom gesamten Spektrum des (vorkondi-
tionierten) Operators. Somit konvergiert die Tschebyscheff-Methode in der Regel langsamer
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asdas CG-Verfahren, sieist jedoch bei bekannten 4 / min(A) weniger aufwendig. Gegen-
Uber der Basisiteration wird aber eine deutliche Beschleunigung erreicht. Die erforderliche
Kenntnis der extremalen Eigenwerte ist natirlich wiederum ein Hauptnachteil der Tscheby-
scheff-Methode.

Ausfiuhrliche Angaben zu diesem Iterationsverfahren findet man in Deuflhard & Hohmann
(1991) sowie v.a. in Samarskii & Nikolaev (1989). Die Bestimmung optimaler Rel axationspa-
rameter mit Hilfe der Tschebyscheff-Polynome wurde bereits 1892 von dem russischen Mathe-
matiker V.A. Markov entwickelt. Da die Relaxationsparameter w; und somit auch die Iterierten
X; Uber das Tschebyscheff-Polynom alle gegenseitig voneinander abhangen, wird das auf diese
Weise beschleunigte Richardson-Verfahren auch den semi-iterativen Verfahren zugeordnet
(Hackbusch (1993, 1994)) und haufig als eigensténdiges Iterationsverfahren (Tschebyscheff-
Iteration) betrachtet.

e Aitken-Methode fur vektorielle Gleichungen

Das meist unter dem Namen Aitken’s A 2-Methode bekannte Grundverfahren wurde von Aitken
(1937) fur die iterative Eigenwertbestimmung vorgeschlagen, mit dem Zweck, eine beliebige,
konvergente, skalare Folge {x;} in eine schneller konvergierende Folge {x;} zu konvertieren
(vgl. auch Isaacson & Keller (1966) und Quarteroni et al. (2000) fur die mathematische Analy-
sis). Dieses Grundverfahren wurde spéter von einer Reihe von Autoren verbessert und fur
die iterative Losung vektorieller Gleichungen (A.17) erweitert. In einer vergleichenden Uber-
sichtsarbeit von MacLeod (1986) wird dabel die Variante nach Anderson (1965) bzw. Irons
& Tuck (1969) as die effizienteste Methode identifiziert. Diese auch fur nichtlineare Glei-
chungssysteme einsetzbare Aitken-Methode flr vektorielle Gleichungen ist nachfolgend in der
direkt implementierbaren Formulierung von Irons & Tuck beschrieben. Sie wurde fir die nu-
merischen Beispiele in der vorliegenden Arbeit verwendet.

Ausgehend von bekannten Iterierten x; _, (k = 0,1,... < i) erzeuge ein beliebiges Iterations-
verfahren eine neue Iterierte X; ;. Damit wird fir i = 1 ein Aitken-Faktor u; extrapoliert,

.
(Axi - Axi+1) " AXi g

Wi =pi_q+ (ui_1—1) 5 (A.66)
(Ax; — 4% 44)

mit uy = 0 und

AXi = Xi—l - XI (A67)
Anschlieend wird ein daraus bestimmter Relaxationsparameter /At

oAt = 1 — (A.68)
zur relaxierten Ermittlung der verbesserten Iterierten x;, ; herangezogen.

Xip1 = oMU K + (1-0f) X, (A.69)

Wegen 1y = 0und damit a)é” = 1wird die erste Iterierte X, nicht beschleunigt. Ist allerdings
ein guter Startwert u, verfligbar, so kann dieser anstelle von 0 verwendet werden. So empfeh-
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len Irons & Tuck, bel nichtlinearen, inkrementellen Berechnungen jewelils den letzten Wert
Mgy INNErhalb eines Inkrements als ersten Wert u, fur das nachste Inkrement zu verwenden.
Analog kann man bel direkten dynamischen Simulationen vorgehen: ﬂ8+1 = /,ti”max .

— Angewendet beispielsweise auf die nichtstationdre Richardson-Iteration zur jeweiligen Be-
stimmung der X, ; = X; + ;M "Y{b — Ax;) &% sich die folgende Iterationsvorschrift
fur das beschleunigte Gesamtverfahren ableiten:

Xi4+1 = X + oN'o; M~ Yb - Ax;) (A.70)
mit a)iA“ nach (A.68) und w; z.B. nach (A.47) oder auch w; = @ = konstant.

— Konvergenzeigenschaften: Fir ein Basisverfahren mit linearer Konvergenzordnung (p = 1)
ergibt sich eine Beschleunigung auf p = 2, und das beschleunigte Verfahren konvergiert,
auch wenn das Basisverfahren nicht konvergent ist. Fir ein Basisverfahren mit Konvergenz-
ordnung p = 2 ergibt sich eine Beschleunigung auf 2p— 1.

Bemerkung A.8: Konvergenzaussagen dieser Art existieren nur fur die skalare Originalversion
der Aitken’s 42-Methode. Die Ubertragbarkeit auf den vektoriellen Fall in der hier darge-
stellten, modifizierten Form ist leider nicht gesichert. Das folgende numerische Beispiel
zeigt jedoch fur einen vektoriellen Fall, dal3 die Konvergenz des Basi sverfahrens zumindest
stark beschleunigt wird, und eine Verbesserung der Konvergenzordnung auf superlineare
oder gar quadratische Konvergenz wenigstens nicht vollig auszuschlief3en ist.

A3.4 Numerisches Beispiel

In Bild A.1 wird das Konvergenzverhalten der beschriebenen Iterationsverfahren an einem nu-
merischen Beispiel dokumentiert. Das aus Meister (1997) entnommene Modellproblem ist die
mit zentralen Differenzen und n = 7 diskretisierte eindimensionale Poisson-Gleichung. Dies
fuhrt auf die tridiagonale, strikt diagonal dominante, positiv definite Operatormatrix

A = tridiag{ 64 128 64}
und den Vektor der rechten Seite

b= {128 448 704 832 512 128 320}T

Als Startvektor wurde x, = 0 und as Abbruchkriterium | em | ;< ¢ | & ; mit e = 1079
verwendet. Mit Ausnahme der Gauss-Seidel-Iteration wurde bel alen Verfahren die Jacobi-
Vorkonditionierung eingesetzt (A = D ~A). Die extremalen Eigenwerte der so vorkonditio-
nierten Operatormatrix betragen Amin(A) = 0.07612 und AM(A) = 1.9239, daraus folgt
K(A) = 25.2743.

Das konjugierte Gradientenverfahren ermittelt erwartungsgemad nach imax = n = 7 Schritten
die exakte Losung. Die Aitkenbeschleunigung angewandt auf das stationare Richardson-Ver-
fahren zeigt eine deutliche Konvergenzbeschleunigung gegentiber dem Basisverfahren (260
— 77 Schritte) und anfangs lineare, in der Endphase superlineare Konvergenz. Alle anderen
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CG = Konjugierte Gradienten
Tscheby = Tschebyscheff

Ait = Richardson mit wgp: und

GS
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Grad
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ild A.1: Beispiel Poissongleichung — Konvergenzstudie

Verfahren weisen wie erwartet lineare Konvergenz auf. In Tabelle A.1 ist ein Vergleich zwis-
chen den analytischen Konvergenzraten und den experimentell Uber die Steigung der Fehlergra-
phen gemal? (A.25) und (A.26) ermittelbaren Schatzwerten aufgelistet. Es ergeben sich durch-

weg Ubereinstimmende Ergebnisse.

Verfahren experimentell analytisch
Jacobi 0.9230 0.9239 (A33)
Gauss-Seidel 0.8515 0.8536 (A.36)
Richardson mit wgpt 0.9230 0.9239 (A41)
Gradientenverfahren 0.9090 <0.9239 (A.48)
Tschebyscheff 0.6761 0.6682 (A.65)

TabelleA.1 Beispiel Poissongleichung — Vergleich analytisch und experimentell ermittelter

Konvergenzraten
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Rotationen.

Th.J. Hofmann:

Beitrag zur verfeinerten Balkentheorie.

D. Roehl:

Zur Berechnung von grofien elastoplastischen Deformationen bei
Flachentragwerken und Kontinua.

R. Reitinger:

Stabilitét und Optimierung imperfektionsempfindlicher Tragwerke.

R. Suanno:

Ein dreidimensionales Simulationsmodell fur Stahlbeton mit Plastizitdt und
Schédigung.

M. Braun:

Nichtlineare Analysen von geschichteten, elastischen Flachentragwerken.

N. Rehle:

Adaptive Finite Element Verfahren bei der Anayse von Flachentragwerken.

C. Haul3er:
Effiziente Dreieckselemente fur Flachentragwerke.

D. Kuhl:

Stabile Zeitintegrationsalgorithmen in der nichtlinearen Elastodynamik
dinnwandiger Tragwerke.

H. Schmidts:

Zur effizienten Modellierung und Analyse von Hochhaustragwerken.

H. Wang:

Interaktion des lokalen und globalen Stabilitatsverhaltens diinnwandiger Stébe.

K. Maute:

Topologie- und Formoptimierung von dinnwandigen Fléchentragwerken.

B. Maurer:

Karl Culmann und die graphische Statik.

F. Cirak:

Adaptive Finite-Element-Methoden bei der nichtlinearen Analyse von
Flachentragwerken.

M. Trautz:

Zur Entwicklung von Form und Struktur historischer Gewolbe aus der Sicht
der Statik.



29 (1999)

30 (1999)

31 (1999)

32 (2000)

33 (2001)

34 (2001)

35 (2001)

H. Menrath:
Numerische Simulation des nichtlinearen Tragverhaltens von
Stahlverbundtragern.

M. Bischoff:

Theorie und Numerik einer dreidimensionalen Schalenformulierung.
W.A. Wall:

Fluid-Struktur-Interaktion mit stabilisierten Finiten Elementen.

E. Kuhl:

Numerische Modelle fur kohasive Reibungsmaterialien.

A. Maute:

Adaptive Finite Elemente Methoden in der Strukturdynamik.

S. Schwarz:

Sensitivitdtsanalyse und Optimierung bel nichtlinearem Strukturverhalten.
A. Haufe:

Dreidimensionale Simulation bewehrter Flachentragwerke aus Beton mit der
Plastizitétstheorie.



