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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Optimierung von Tragwerken unter Berlick-
sichtigung der Stabilitatsgefahrdung und der Imperfektionsempfindiichkeit. Dies wird
wichtig bei Tragwerken und Bauteilen, die mit geringem Materialvolumen hohe Bela-
stungen aufnehmen. Solche Strukturen haben meist dinnwandige und schlanke For-
men und tragen die Lasten hauptsachlich (iber Membranwirkung ab.

Um diese Effekte erfassen zu kénnen, werden geometrisch nichtlineare Tragwerksbe-
rechnungen durchgeflhrt. Die Beschreibung der dazu benétigten Methoden und Tech-
niken beginnt mit der Pfadverfolgung. Daran schlieft sich die direkte Berechnung von
Durchschlags— und Verzweigungspunkten, basierend auf der Formulierung erweiter-
ter Systeme, an. Die Pfadwechselprozeduren und die asymptotischen Naherungen Koi-
ters erlauben die Erfassung des Nachbeulbereichs. Die Behandlung der Imperfektions-
empfindlichkeit bildet den AbschluB des ersten Teils der Arbeit.

Eine Einfihrung in die Strukturoptimierung steht am Anfang des zweiten Teils der Arbeit,
Erste Stabilitatsprobleme finden dann Beriicksichtigung Uber Eigenwertberechnun-
gen. SchlieBlich wird eine Optimierungsmethode vorgestellt, die geometrisch nichtli-
neares Verhalten vollstandig enthalt und die Imperfektionsempiindlichkeit berticksich-
tigt. Die Methode basiert auf den im ersten Teil der Arbeit gemachten Ausflhrungen
Uber die Lésungsverfahren bei geometrischer Nichtlinearitat. Die Sensitivititsanalyse
nimmt eine wichtige Stellung ein und die Gemeinsamkeiten mit den Ausfihrungen be-
ziglich des imperfektionsverhaltens werden aufgezeigt.

Die Arbeit schlieBt mit Beispielen der Dimensionierung und Formfindung von Tragwer-
ken zur Steigerung der aufnehmbaren Belastung bei vorgegebenem Materialvolumen.
Die Beispiele demonstrieren die Einsatzméglichkeiten und die Leistungsfahigkeit der
vorgesteliten Optimierungsmethode.



Abstract

The subject of this thesis is the optimization of buckling and imperfection sensitive struc-
tures. This becomes important if structures are designed to obtain a maximum load car-
rying capacity for a minimum of material. Such structures are thin and slender and the
loads are carried mainly by membrane stresses rather than by bending action.

Inorder to be able to consider the buckling failure phenomena and the imperfection sen-
sitivity geometrically nonlinear structural analyses have to be carried out. The presenta-
tion ofthe required methods and techniques starts with path—following schemes. Then,
extended systems of equations are discussed to directly compute bifurcation and limit
points. Branch switching techniques or the asymptotic approach by Koiter are used for
the post—buckling range. The influence of imperfections is treated at the end of the first
part of the thesis.

The second part starts with the introduction into structural optimization. Firstly, stability
phenomena are approximated by eigenvalue analyses. Then, an optimization method
is presented which contains fully geometrically nonlinear behavior and also considers
the imperfection sensitivity. The method is based on the techniques for geometrically
nonlinear analyses, discussed in the first part of the thesis. The sensitivity analysis is of
great importance and its relation to the imperfection sensitivity is pointed out.

Finally, examples are demonstrating the sizing and shape optimization of structures to
maximize the buckling load for a given volume of material. The examples show the capa-
bilities of the proposed optimization method.
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1  Einleitung

1.1 Motivation

1) "Ein Ding wird weder gréBer noch kleiner, weder in seiner Masse noch seiner
Zahl nach, solange es sich selbst gleich ist.”

i) "Wozu nichts hingelegt und wovon nichts weggenommen wird, das kann we-
der wachsen noch abnehmen, sondern es bleibt immer sich selbst gleich.”

1) “Was friher nicht war, das kann auch spéter unméglich — ohne Entstehen und
Werden — sein.”

Diese Satze Platons, aus Szab6 (1960), entstammen der Dialektik und klingen wie ma-
thematische Axiome. Sie beschreiben aber auch auf ganz treffende Art die vorliegende
Arbeit.

1.) Die zum Versténdnis notwendigen Grundlagen stehen am Anfang, ohne daB sich da-
bei "an seiner Masse noch seiner Zahl nach” etwas andert.

IL.) Aus der Vielzahl der zur L&sung der auftretenden Problematiken existierenden Ver-
fahren werden die vermeintlich wichtigsten beschrieben und analysiert. Einige werden
noch verbessert, verfeinert oder verandert, andere nur erwihnt und nicht weiter beriick-
sichtigt. Es werden also einige Dinge "hingelegt” und andere "weggenommen”.

) "Was friiher nicht war”, aber wahrend der Arbeit "entsteht”, ist eine Optimierungs-
methode, die erlaubt, das Tragverhalten stabilitatsgefidhrdeter Tragwerke unter Ber(ick-
sichtigung ihrer Imperfektionsempfindlichkeit zu verbessern. In Verbindung mit Metho-
den der mathematischen Optimierung, der grafischen Formbeschreibung, der
Strukturanalyse mit finiten Elementen und einer effizienten und genauen Sensitivitts-
analyse entsteht im Vergleich zu bereits existierenden Verfahren ein robustes, effizien-
tes und vielseitig einsetzbares Optimierungsverfahren.

Der Wunsch ein gutes, vielleicht sogar ein optimales, auf jeden Fall aber ein besseres
Tragwerk als bisher existierende oder bliche zu entwerfen, steckt wohl in jedem Inge-
nieur, der sich mit Formfindung und Konstruieren von Tragwerken beschéttigt. Eine
sehr typische Entwurfs— oder Optimierungsaufgabe diskutiert z.B. J.B. Keller (1960} in
"The Shape of the Strongest Column”. "The problem of determining that shape of co-
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lumn which has the largest critical buckling load, assuming that the length and volume
are given” (das Problem der Formfindung fir einen Druckstab mit einer maximalen kriti-
schen Beullast bei gegebener Lange und Volumen) wurde von C. Truesdell an ihn und
auch an H.F. Weinberger herangetragen. Den ermittelten und von Weinberger ebenfalls
erhaltenen Querschnittsverlauf entlang der Langsachse zeigt Bild 1.1.

p ——»M A — Querschnittsflache
— 2 V — Volurmen

|,__> X L — Lange

Bild 1.1: Querschnittsverteilung entlang der Langsachse

Zu dieser Zeit war dies aber keineswegs ein neues Problem. Keller (1960) gibt an, daB
bereits Clausen im Jahr 1851 zu diesem Resultat gelangte. Sogar schon im Jahr 1773
hat sich auch Lagrange mit diesem Problem auseinandergesetzt. Er gelangte durch
"computational errors” aber zu einem falschen Ergebnis.

Die Grundlage zur Behandlung solcher Probleme wurde von Euler 1744 in seinem Werk
"methodus inventendi” (Variationsrechnung) gelegt. Er behandelte dort die Variations-
prinzipien der Mechanik und I6ste Eigenwertprobleme, um die Knicklast:von Staben
oder auch Eigenfrequenzen transversal schwingender Stabe zu erhalten. Fasziniert von
Glocken und der Idee mit theoretischen Betrachtungen diese zu analysieren und zu ver-
bessern, versuchte er, die Kenntnisse an Staben auf Fldchentragwerke zu Gbertragen,
und gelangte mit seiner Differentialgleichung zum ersten Versuch einer Schalentheorie
{nachzulesen in Szab6 (1979)). Die Beispiele der Formfindung einer optimalen Glocke
und des sogenannten Euler—Druckstabes finden auch in der vorliegenden Arbeit Be-
achtung.

Die optimalen Tragwerke von Maxwell und Michell aus den Jahren 1869 und 1904 (siehe
Wiedemann (1989)) missen als Spezialtragwerke fir einen ganz bestimmten Lastfall
und zugehorige Randbedingungen verstanden werden. Fiir andere Lasten oder Rand-
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bedingungen kénnen diese Tragwerke jedoch génzlich unbrauchbar sein. Womit nun
die zweite wichtige Eigenschaft optimaler Tragwerke, namilich die Empfindlichkeit ge-
gentiber leichten Parameterabweichungen, Herstellungsfehlern, geénderten Lastsitua-
tionen oder sonstigen Imperfektionen, anzusprechen ist. Zu diesem Thema veréffent-
lichte Thompson (1972) seinen Beitrag "Optimization as a generator of structural
instabifity”. Thompson bemerkt: A mildly optimum structure with not too dramatic fai-
lure characteristics and modest imperfection— sensitivity might be quite safe and ac-
ceptable; a sharply optimum design with explosive failure and severe imperfection—
sensitvily might be dangerous and unacceptable”. ("Ein nicht ganz optimales Tragwerk
mit einer maBigen Imperfektionsempfindlichkeit kann brauchbar und akzeptabel sein.
Ein Tragwerk, das zwar die Optimalititsanforderungen exakt erfiillt, kann einen abrup-
ten Abfall im Gberkritischen Bereich und eine hohe Imperfektionsempfindlichkeit auf-
weisen und wére somit geféhrlich und nicht akzeptabel”).

Die einzige richtige Antwort auf diese Kritik an der Optimierung von Tragwerken kann
nur sein, die Optimalititseigenschaften so zu formulieren, daB die Imperfektions-
empfindlichkeit im OptimierungsprozeB enthalten ist.

Einige weitere Beispiele der Tragwerksfindung fiir méglichst hohe kritische Beullasten
sind gegeben in Wu (1968), Budiansky, Frauenthal und Hutchinson (1969) und
Amazigo (1978).

Auch Schweizer Ingenieur H. Isler, der sich mit der experimentellen Formfindung von
Schalentragwerken befaBt, diskutiert in Isler (1 982) die Tragfahigkeit hinsichtlich Insta-
bilitdtsproblemen und entwickelt diesbeziiglich heuristische Konstruktionsregeln.

1.2 Ziele der Arbeit

Das Hauptziel der Arbeit 148t sich beschreiben als Optimierung von Tragwerken mit
dem Ziel der Maximierung der kritischen Traglast bei gleichzeitigem minimalen bzw.
vorgegebenen Materialvolumen oder vergleichbaren Rahmenbedingungen. Die Ver-
besserung der Tragwerke hinsichtlich ihres Instabilitatsverhaltens soll aber auch die
Empfindlichkeit gegenliber Imperfektionen bericksichtigen. Um die Stabilitatspro-
bleme erfassen zu kdnnen, ist die Berlicksichtigung geometrisch nichtlinearen Tragver-
haltens innerhalb der Optimierung erforderlich. Neben der nichtlinearen Optimierungs-
aufgabe ist also auch gleichzeitig das nichtlineare Strukturanalyseproblem zu I&sen.
Daraus lassen sich dann viele Unterziele ableiten. Im Bereich der Strukturanalyse ist es
absolut notwendig, stabile, weitgehendst automatisierte und leicht anwendbare Werk-
zeuge zur Hand zu haben. Da das Strukturverhalten sich wahrend des Optimierungs-
fortschrittes stark andern kann, sind Verfahren, die manche Strukturanalyseprobleme
zwar duBerst effektiv bearbeiten, dafir aber auch manchmal versagen, duBerst unge-
eignet.
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Von den in riesiger Anzahl veréffentlichten Methoden der Pfadverfolgung, die immer
wieder nur leicht verdndert oder mit neuen Erklarungen versehen neu publiziert werden,
werden die vermeintlich wichtigsten vorgestellt und diskutiert. Fur diese Verfahren wird
eine automatische Schrittweitenanpassung vorgestellt, die sich verantwortlich zeigt flr
die Zuverlassigkeit und Effizienz bei der Pfadverfolgung, auch gerade dann, wenn sich
wéhrend der Optimierung immer wieder die Steifigkeitsverhaltnisse, die GréBe der auf-
nehmbaren Last, die Verformungscharakteristik usw. andern.

Die Berechnung kritischer Punkte, an denen die Instabilitdtsprobleme auftauchen, er-
fordert im Rahmen von Optimierungsverfahren hohe Genauigkeit. Dies wird durch den
Einsatz direkter Methoden, also der L&sung von sogenannten "erweiterten Systemen”
erreicht. Die dabei auftretenden Probleme, hervorgerufen durch das Singularwerden
der Systemmatrix, werden ausfihriich diskutiert.

Um das Strukturverhalten volisténdig, also auch im Nachbeulbereich, analysieren zu
kdnnen, sind dann noch Pfadwechselprozeduren und Methoden zur Analyse des Im-
perfektionseinflusses zu erlautern.

Die zu prasentierende Optimierungsprozedur ist in das bestehende Optimierungskon-
zept, verwirklicht am Programmsystem CARAT (Computer Aided Research and Analy-
sis Tool), zu integrieren. Die Strukturanalyse basiert auf der Methode der finiten Ele-
mente. Zur Lésung der Optimierungsaufgabe kommen die Methoden der
mathematischen Programmierung in Verbindung mit der Methode des Computer Ai-
ded Geometric Design (CAGD) und den Methoden der Sensitivitidtsanalyse zum Ein-
satz. Die Sensitivitatsanalyse soll geometrisch nichtlineares Verhalten exakt enthalten
und trotzdem effizient sein.

Als Ubergang zur Berlicksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte sollen die Ver-
wendung der Ergebnisse aus Eigenwertberechnungen als Zwischenstufe dienen. Die
Eigenwertberechnung mit elastischer und geometrischer Steifigkeitsmatrix, auch klas-
sische Beulanalyse genannt, schétzt die kritischen Lasten ab. Sie kann aber haufig
deutlich daneben liegen und das Nachbeulverhalten Uberhaupt nicht abbilden. Unter
Verwendung der Massenmatrix werden dann der Vollstandigkeit halber auch Eigenfre-
guenzprobleme eingeflihrt. Damit lassen sich solch interessante Probleme wie Maxi-
mierung der niedrigsten Eigenfrequenz, was der Maximierung der Steifigkeiten ent-
spricht, oder auch das hier diskutierte Problem der Frequenzabstimmung einer
wohlklingenden Glocke behandeiln.

Oberstes Ziel bei der Entwicklung der notwendigen Verfahren soll groBe Flexibilitat, Ein-
satzbreite und Stabilitat, verbunden mit anwendungsfreundlichem Gebrauch, sein. Um
verschiedenstartige Strukturprobleme I6sen zu kénnen, soll die Mdglichkeit bestehen,
verschiedene finite Elementformulierungen, z.B. fir Platten, Scheiben, Schalen usw., zu
verwenden. Dies hat zur Folge, daB manche Ableitungen auf numerischem Weg durch
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Bildung von Differenzenquotienten erfolgen. Die Beschrénkungen auflinear elastisches
Material fUr kleine Verzerrungen und auf deformationsunabhéngige Belastung bei kon-
servativen Systemen liegen der Arbeit zu Grunde.

1.3  Stand der Forschung und Literaturiibersicht

Die Literaturiibersicht gliedert sich in die zwei Bereiche Stabilitdtsberechnungen und
Optimierung. Im Vordergrund sollen hier bedeutende Werke stehen, die die Entwick-
lung von den Urspriingen an beschreiben. Neuere im unmittelbaren Bezug zu der vor-
liegenden Arbeit stehende Publikationen sind dann an der entsprechenden Stelle inner-
halb der Arbeit zu finden. So beschrénkt sich die Ubersicht Gber die Optimierung auch
auf die Entstehung solcher Programmsysteme wie z.B. CARAT (Computer Aided Re-
search and Analysis Tool). Die Optimierungsprozeduren, die auch geometrische Nicht-
linearitéten beinhalten, werden dann im Kapite! 10 gesondert erwahnt.

1.3.1 Stabilititsberechnungen

Die folgende Ubersicht entstand unter Zuhilfenahme der Arbeiten von Brendel (1979),
Thompson (1982) und Wagner (1991).

Der Schweizer Mathematiker Leonard Euler untersuchte 1744 in seinem Werk (iber die
Variationsrechnung das Ausknicken von druckbelasteten Staben. Aufgrund dieser er-
sten Stabilitdtsuntersuchungen finden heute die Begriffe "Euler—Stabknicken” und die
Einteilung in die vier "Euler—Falle” in der Ingenieurliteratur breite Anwendung. Der Fran-
zose Joseph—Louis Lagrange, ein Freund Eulers, ist Begriinder der Energieprinzipien
in der Mechanik. Sein grundlegendes Energietheorem weist das Minimum der poten-
tiellen Energie als hinreichend fiir die Stabilitat aus. Als Vater der Verzweigungstheorie
gilt der franzésische Mathematiker Henri Poincaré, der 1885 eine allgemeine Verzwei-
gungstheorie entwickelte. Die Bibliographien der drei oben genannten sind in Thomp-
son (1982) gegeben. Eine prazise Definition der Stabilitat stammt von Liapunov aus
dem Jahre 1892.

Die "klassischen Stabilitatstheorien” entstanden zu Beginn des 20. Jahrhunderts. Die
Verzweigungslasten von Zoelly (1915) fir die Kugelschale, von Lorenz (1908), Timos-
henko (1910) und Pflliger (1937) fur die Zylinderschale und die Né&herung von Piliiger
(1937) fr die Kegelschale deckten sich jedoch nicht mit den experimentell bestimmten
Lasten. Zur Klarung dieser Diskrepanzen wurde dann auch der Nachbeulbereich, z.B.
von K&rmén, Tsien (1939,1941) untersucht, um bessere maBgebliche Versagenslasten
zu erzielen,

Die grundlegende Arbeit von Koiter (1945) behandelt die asymptotische Naherung des
Nachbeulverhaltens und des Einflusses von Imperfektionen bei kontinuierlichen elasti-
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schen Strukturen. Die auf einem energetischen Konzept basierenden Formulierungen
lassen sich jedoch auch leicht diskretisieren, was dazu fiihrte, daB der Name Koiter ’
auch in zahlreichen neueren Veréffentlichungen im Zusammenhang mit der Methode
der finiten Elemente auftaucht. Die asymptotischen Néherungen bzw. Reihenentwick-
lungen beschreiben Steigung, Krimmung usw. des Sekundérpfades, wodurch sich die
Verzweigungspunkte in verschiedene Kategorien einteilen lassen. Koiters Arbeit wurde
dann 1967 ins Englische Gbersetzt. Zu dieser Zeit beschaftigten sich in den USA u.a.
Budiansky und Hutchinson (1972) ebenfalls mit der Anfangsnachbeultheorie kontinu-
ferlicher Systeme und in England u.a. Sewell (1965) und Thompson (1969) auch schon
mit diskreten Problemen. Zwei noch nennenswerte Veréfentlichungen aus dieser Zeit
stammen von Thompson und Hunt (1973) und Budiansky (1974).

Mit dem Aufkommen von Computern gewinnt in den sechziger Jahren der Einsatz nu-
merischer Methoden an Bedeutung. Als erster behandelt Thurston (1969) im numeri-
schen Bereich Verzweigungen und diskutiert eine numerische Pfadwechselprozedur.
Parallel zur Entwicklung der Methode der finiten Elemente entstehen dann auch die Me-
thoden zur Kurvenverfolgung bei nichtlinearen Problemen. Die grundlegenden Arbeiten
im Ingenieurbereich stammen u.a. von Wempner (1971), Riks (1972,1979), Crisfield
{1981), Ramm (1981), Schweizerhof, Wriggers (1986) und aus der Mathematik von Kel-
ler (1977), Menzel, Schwetlick (1978), Rheinboldt (1981) und Fried (1984).

Das Problem der Lokalisierung von Stabilitatspunkten findet bei den indirekten Metho-
den Berticksichtigung Gber begleitende MaBnahmen, z.B. Beobachtung der Determi-
nante der Steifigkeitsmatrix oder begleitende Eigenwertberechnungen, sishe z.B. Bren-
del (1979) oder Brendel und Ramm (1982). Zur genaueren Lokalisierung von
Stabilitétspunkten stehen dann Bisektionsverfahren zur Verfigung.

Zur direkten Berechnung von Stabilititspunkten wurden in der mathematischen Litera-
tur erweiterte Systeme formuliert, bestehend aus den nichtlinearen Gleichgewichtsbe-
ziehungen und Bedingungen, die die kritischen Punkte charakterisieren. Zur Ldsung
werden iterative Newton—Verfahren herangezogen. Zu erwihnen sind u.a. die Arbeiten
von Keener, Keller (1973), Abbott (1978), Seydel (1979), Moore, Spence (1980),
Spence, Werner (1982), Spence, Jepson (1984) oder Deuflhard, Fiedler, Kunkel (1984).

Die Ubertragung dieser Verfahren in den Ingenieurbereich gelang dann durch Wrig-
gers, Wagner, Miehe (1988) und Wriggers, Simo (1990). Die Rahmenbedingungen im
Ingenieurbereich unterscheiden sich im wesentlichen von denen in der Mathematik
durch die Verwendung von sehr vielen Freiheitsgraden. Es werden aridere Lésungs-
techniken notwendig, die am besten auch die numerischen Techniken, die sich bei der
finiten Elementemethode etabliert haben, verwenden. Dies sind z.B. Gleichungsltser
fir symmetrische, schwach besetzte Systemmatrizen oder Verwendung besonderer
Speichertechniken. Auch liegen die zu I6senden nichtlinearen Gleichungen nicht expli-
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zitvor, so dafB die nachsten Ableitungen der Steifigkeitsmatrix sehr aufwendig sind und
daher approximiert werden. Die erweiterten Systeme finden in der Ingenieurliteratur
zwar immer mehr Beachtung, jedoch fehlt es an jeglichen Weiterentwicklungen. In Rei-
tinger, Ramm (1993) wird eine neue Penalty—Formulierung vorgestellt. In der vorliegen-
den Arbeit wird eine weitere dazu kommen. Die Problematik der singularen Systemma-
trix wird noch weiter untersucht und diese Methoden der erweiterten Systeme werden
der Anwendung mehr zugénglich gemacht.

1.3.2 Optimierung

Die hier entstehende Optimierungsprozedur baut auf den von Bletzinger (1990) und
Kimmich (1990) erarbeiteten Optimierungstechniken auf, und deshalb foigt die Litera-
turGibersicht auch den dortigen Ausfithrungen und kann dort noch vertieft werden.

Erste Optimierungsprobleme wurden schon geldst von Galileiim Jahre 1638, Lagrange
1744, Maxwell 1896 und Michell 1904. Lineare Programmierung in Verbindung mit dem
Simplexverfahren prasentiert Dantzig 1940. Die Kuhn—Tucker—Bedingungen zur Be-
schreibung der Optimalstellen bei nichtlinearen Optimierungsproblemen stammen aus
dem Jahre 1951.

Ein Héhepunkt der Optimierung konnte aber erst in den sechziger Jahren durch den
Einsatz von Computern und den entsprechenden numerischen Methoden erreicht wer-
den. Nach der Einflihrung der finiten Elemente u.a. durch Clough im Jahre 1956 und
der Lésung von Optimierungsproblemen mit Methoden der mathematischen Program-
mierung durch Schmit 1960 gelang es Gellatly 1964, die beiden Ansétze zu vereinen
und die automatische Optimierung von Strukturen zu verwirkiichen, Die Sensitivititsa-
nalyse flr die diskretisierte Struktur wird von Fox 1965 zur Steigerung der Effizienz ein-
gefihrt.

Die Weiterentwicklungen stagnierten in den siebziger Jahren aus Mangel an leistungs-
starken Rechnern zur Umsetzung der entwickelten Methoden. Vielmehr entstanden in
dieser Zeit die Optimalitatskriterienmethoden nach ihrer Einfihrung durch Prager, Tay-
lor 1968. Durch Verwendung von Rekursionsformeln, entwickelt aus den Optimalitits-
bedingungen nach Kuhn-—Tucker, konnten einige spezielle Optimierungsprobleme
sehr effizient geldst werden.

Erste Erfolge fUr die Formoptimierung mit Hilfe der mathematischen Programmierung
konnten von Zienkiewicz und Campbell (1973) verzeichnet werden. Derim Rahmen der
vorliegenden Arbeit bevorzugt verwendete Optimierungsalgorithmus der sequentiellen
quadratischen Programmierung (SQP) von Schittkowski (1981) stammt aus der Zeitum
1981. Das Konzept der Designelemente zur Formbeschreibung und somit zur Reduk-
tion der Anzahl der Variablen bei der Formoptimierung wird durch Imam (1982) in die
Strukturoptimierung eingefihrt und von Botkin, Bennett (1982) auf flachige Strukturen

17



ausgedehnt. Die verwendeten Methoden des Computer Aided Geometric Design
(CAGD) beschreiben u.a. Faux und Pratt (1979) und B&hm et al. (1984).

Die Integration der Methoden der mathematischen Programmierung, der Strukturana-
lyse mitfiniten Elementen, der Sensitivititsanalyse und der Methoden des CAGD wurde
verwirklichtim Programmsystem CARAT (Computer Aided Research and Analysis Tool)
und wird beschrieben in Bletzinger (1990), Kimmich (1990}, Bletzinger, Kimmich, Ramm
(1991) und Kimmich, Reitinger, Ramm (1992),

1.4 Begriffe und einfilhrende Beispiele

Im folgenden werden einige Begriffe, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit von Be-
deutung sind und folglich auch oft Verwendung finden, in anschaulicher Weise einge-
fahrt.

Der Ubergang von der vereinfachten linearen zur nichtlinearen Berechnung ist abso-
lut notwendig, um Strukturversagen nicht nur durch Spannungs— oder Verformungs-
restriktionen, sondern vielmehr durch Stabilitatsversagen, erfassen zu kénnen.

Pradiktor  Korrektoriteration
linear
A A A s
D
[
.3 nichtlinear
o Startpunkt
[0 Durchschlags— fiir heration
@ punkt / Instabilitat ur fteratio
e Gleichgewichtspunkt
Verformung u Verformung u Verformung u

Bild 1.2: linear/nichtlinear — Instabilitit — Pfadverfolgung

Die Methoden der Pfadverfolgung, zu denen die inkrementell iterative Verfahren
oder auch die tangentielle Fortsetzungsverfahren zéhlen, berechnen einige diskrete
Gleichgewichtspunkte auf dem Gleichgewichispfad durch iterative Lésung der
nichtlinearen Gleichgewichtsgleichungen (Bild 1.2).

Die Liapunov--Definition der kinetischen Stabilitat lautet nach Thompson und Hunt (1984):
Wenn eine hinreichend kleine beliebige Stérbewegung aus einer Gleichgewichtslage
fir alle Zeiten klein bleibt, gilt die Gleichgewichtslage als stabil.

Fiihrt die beliebige Stérbewegung aus einer Gleichgewichtslage zuriick zur urspriingli-
chen Gleichgewichtslage, so gilt die Gleichgewichtslage als asymptotisch stabil.
Bleibt eine beliebige Stérbewegung aus einer Gleichgewichtslage nicht fiir alle Zeiten
klein, gilt die Gleichgewichislage als instabil,
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Euler formulierte flir die statische Stabilitat:

Die Stabilitdtsgrenze ist erreicht, wenn neben der urspriinglichen Gleichgewichtslage
mindestens eine infinitesimal benachbarte Gleichgewichtslage bei gleicher Belastung

existiert.

Liapunov:
¢ ST /W instabil

s
A

Euler:

asymptotisch }

\stabil - Stabilitdtsgrenze

instabil

Bild 1.3: Stabilitat — Liapunov / Euler

Das Uberschreiten der Stabilititsgrenze macht sich z.B. beim Druckstab durch Aus-
knicken oder beim dinnwandigen Zylinder durch Auftreten des typischen rautenférmi-

gen Beulmusters bemerkbar (Bild 1.4 oder auch Bild 10.1).

a

L

Bild 1.4: Eulerstabknicken — Zylinderbeulen (aus: Saal (1980) und Geier {1965))
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Ein kritische Punkt wird charakterisiert durch das Verschwinden der zweiten Variation
des Potentials. Dies entspricht dem Singulérwerden oder dem Verlust der positiven
Definitheit der Tangentensteifigkeitsmatrix am diskretisierten System. Die kritischen
Punkte lassen sich unterteilen in Durchschlagspunkte und Verzweigungspunkte,
dargestellt am Beispiel des Zweibocks in Bild 1.5.

P=X-0.1N EA = 500N

~ El = 0.08 Nm2
Durchschlagen =10 m

Ausknicken \‘_'/'*l ¢=0.1m

der Einzelstibe l ¢ I
2 u §
Durchschlagen ﬁl

u Ausknicken l

: der Einzelstibe &~ ===

0;20

2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
-0.5
10y Durchschlagspurikt®
1.5 o Verzweigungspunkt

Lo . b
0 0.05 0.10 0.15

Bild 1.5: Durchschlags— und Verzweigungspunkt beim Zweibock

Die Verzweigungspunkte lassen sich nach Bild 1.6 weiter unterteilen in symmetrisch
stabile, symmetrisch instabile und asymmetrische Verzweigungspunkte.

A A ' A

U u u

Bild 1.6: Verzweigungen: symmetrisch stabil / instabil — asymmetrisch

Die Auswirkungen von Imperfektionen auf die Lastverschiebungskurven und das Ver-
héltnis von aufnehmbarer Belastung des imperfekten bezogen auf die des perfekten
Tragwerks sind in Bild 1.7 skizziert.

Mit der Kenntnis des kritischen Punktes, also der Stelle des Stabilitatsversagen, 148t
sich nun die Optimierungsaufgabe formulieren. Die zu maximierende Zielfunktion
besteht aus der aufnehmbaren Last am niedrigsten kritischen Punkt. Um eine sinnvolle
Optimierungsaufgabe zu erhalten, wird die Nebenbedingung, die das Materiaivolu-
men konstant hélt, verwendet. Die Beriicksichtigung des Imperfektionsverhaltens er-

20



fordert die Kenntnis des niedrigstén kritischen Punktes der imperfekten Struktur. Die zu-
gehdrige aufnehmbare Last wird dann als Zielfunktion verwendet.

by Durchschlagspunkt 'y
c* A — Lastfaktor
e<0 E— u — Verformung
B A — kritischer Lastfaktor
€>0 e — Imperfektionsamplitude
u €
symmetrische asymmetrische
Verzweigung Ao A Verzweigung  *c
e<0 e <0 q
e >0 730
u € u €

Bild 1.7: EinfluB von Imperfektionen mit Amplitude e auf kritische Last A¢

Von den nun folgenden einfihrenden Beispielen beschreibt das erste die Problematik
der Verzweigungen und Durchschlagspunkte. Dieses Beispiel mit wenigen Unbekann-
ten hat zwar keine mechanische Bedeutung, jedoch lassen sich fir das Verstandnis hilf-
reiche Beispielrechnungen sehr einfach durchfihren. Die Herleitung der verwendeten
Formeln wird spéter entwickeit.

Das zweite Beispiel skizziert die Optimierung eines versteiften Paneels hinsichtlich sei-
nes geometrisch nichtlinearen Verhaltens im Sinne der im Laufe der Arbeit entstehen-
den Optimierungsprozedur.

1.4.1 Einfihrendes Beispiel: Verzweigungs— und Durchschlagspunki
Den Ausgangspunkt bildet das Potential Tt in diskretisierter Form

n= - %u? = Uy, + %ug + 2u,Ug + %ug + '1%“3 - {Uy + 2u, — %Us) (1.1
In Analogie zur Strukturmechanik beschreiben die ersten Terme die innere Arbeit und
die mit dem Lastparameter ) skalierten Terme die duBere Arbeit. Die Stationarititsbe-
dingung bezglich den Verschiebungen u4,us und ug fihrt auf die Gleichgewichts-

gleichungen:
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o _ R

au1-—0 U7~ Up 1

g—%=o —uptupr2ugl-a| 2| = o (1.2)
2

AT _ Y, 5 _1

au, = O 2+ 5+ 13 2

BT _ P -

=0 G AP =0

Die Vektoren G und P stellen das Analogon zu den inneren Kriften bzw. zum Lastvek-
tor dar. Durch weitere Differentiation nach den Verschiebungen |43t sich die Jacobi—
Matrix oder Steifigkeltsmatrix Ky erzeugen

-u -1 0
Ki=] -t 1 2 (1.3)
0 2 u, '

und das Newton—Iterations—Schema angeben:

KrAu= -G ;o Ut =ul + Au (1.4)
An einem reguléren Gleichgewichtspunkt beschreibt (Au', A)) nach

K; Au' = AL - P (1.5)

die Tangente an den Gleichgewichtspfad. Die nichsten Ableitungen lassen sich ange-
ben wie foigt:

-1 0 O [ 0 0 O 0 0 O

oK Ky oKy
aw=| 00 ofigi=| 0 0 o0 a=| 0 0 0f (9
0 0 0 | 0 0 o0 0 0 1

oder als Richtungsableitung in Richtung des Singulérvektors ¢ , der gleich nochmal
aufgegriffen wird (siehe Gleichung (1.11)):

-3 0 0]
Kiu ¢ = 6 0 0 (1.7)
0 0 2] '

Bild 1.8 zeigt die Lastverschiebungskurve oder den Gleichgewichtspfad fiir den
Lastparameter A in Abhangigkeit von der Verschiebung ua, beschrieben durch Glei-
chungen (1.2).

Die kritischen bzw. singuléren Punkte kennzeichnen sich durch das Singularwerden
der Steifigkeitsmatrix, was auch durch die Bedingung det K; =0 beschrieben wer-
den kann:

!
detKy = ~ uyuz +4u; - ug = 0 (1.8)
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r 10

0,9
0,8
0’7 ,/’,—.-um\~
0,6
0,5 Sekundarpfad
o4 Primarpfad
03| ,
0.2 // oD

K urchschlagspunkt
0.1 o Verzweigungspunkt

0
0 05 10 15 20 25 30 wu,
Bild 1.8: Gleichgewichtspfade

Diese Bedingung wird gemeinsam mit den Gleichgewichtsbedingungen erflilt an den
Punkten

a) 0.3333 b) 1.4495
Ae = 0.5370; u, = | — 0.5926 Ao = 0.7447 ; u, =] — 1.7959 (1.9)
1.0 2.3670

Die Losung a) beschreibt, wie aus Bild 1.8 ersichtlich, einen Verzweigungspunkt oder
auch Bifurkation genannt. Dort kann ein Pfadwechsel vom Primérpfad auf den Se-
kundéarpfad erfolgen. Die zweite Losung b) zeigt einen Durchschlagspunkt auf dem
Sekundérpfad. Die Ermittlung des Gleichgewichtspfades und der kritischen Punkte er-
folgt mit den spéter angegebenen Verfahren zur Loésung der nichtlinearen Strukturglei-
chungen oder mit anderen einfacheren numerischen Techniken.

1.4.1.1 Verzweigungspunkt

Am Verzweigungspunkt hat die Steifigkeitsmatrix die Form

-3 -1 0
Kr=f-1 1 2 . (1.10)
0o 2 1
Der Singularvektor ¢ , der die Bedingung
Ki ¢ =0 bzw. (Ki-wl)é =0 A w0=0 (1.11)
erfiillt, lautet
3
o =| -1 (1.12)
2
Mit dem Skalarprodukt
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37 [ 1
¢TP=[—1J.[ g] = 0 (1.13)
2 "2

kann der kritische Punkt als Verzweigungspunkt identifiziert werden. Diese Orthogonali-
tatsbedingung zwischen ¢ und P, die auch bedeutet, daB Pim Bild von Ky liegen bezie-
hungsweise orthogonal zum Nullraum von Ky, aufgespannt vom Singulérvektor, sein
muB, ist die Voraussetzung flir die Existenz einer Losung der Gleichung (1.5) mit
A\ = 1 bzw. von '

Ki Au=P (1.14)
Da alle Vektoren, zusammengesetzt aus einer speziellen Losung Au und einem Vielfa-
chen von ¢

Au = AU + a ¢ (1.15)

Lésungen von Gleichung (1.14) darstellen, wird eine weitere Bedingung, z.B. die Ortho-
gonalitdtsbedingung

1) ¢T Au=0 (1.16)
eingefilhrt, um eine eindeutige Lésung zu erhalten. Die spezielle Lésung erfilllt ebenfalls
Gleichung (1.14) und eine beliebige weitere Bedingung. Die Berechnung erfolgt nach
der Methode von Nelson (1976), der eine Verschiebungskomponente AGi = 0 flr die
spezielle Ldsung vorgibt, wobei die entsprechende Komponente ¢; des Singulérvek-
tors nicht Null sein darf. Dafiir werden nun die entsprechende Spalte und Zeile der Stei-
figkeitsmatrix zu Null, das Hauptdiagonalglied auf 1 und die entsprechende Kompo-
nente des Lastvektors zu Null gesetzt.

100 0 0
lot12]an=| 2 - Au=| -1 (1.17)
021 -1 1.5

Die von ¢ bereinigte Lésung oder bezlglich ¢ orthogonalisierte Lésung’ Au | erhalt
man aus der speziellen Ldsung Au iiber den Ansatz (1.15) wie folgt

~ | TAU
T Au, = ¢T(Al+ad) L0 > a=—%?—¢-=_%_
— 0.8571
e

Eine Alternative zu Bedingung (1.16) bietet sich noch an, da die Tangente an den Pri-
mérpfad Au' sich auszeichnet durch die Bedingung (Herleitung siehe Gleichungen
(6.3) bis (6.8) und (6.37) bis (6.39))

2) ¢ Kpy Au' Au' =0 ‘ (1.19)
Anstelle des Ansatzes (1.15) kann auch der Ansatz
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AW =Au, +ad (1.20)

mit Au, als Partikuldrldsung eingesetzt werden. Er liefert
O Krud & -0?+2: ¢"KpydAu, -a+ ¢"KpyAu,Au, =0 (1.21)

Unter Verwendung der AbkUrzungen

a= ¢TKT-u ¢

b= ¢"Kpu dAu, (1.22)

c= ¢'KpyAu Au,
lautet die quadratische Gleichung

a-a?+2b-a+c=0 (1.23)
bzw. bei Verwendung von Ky, ¢ nach Gleichung (1.7)

19 - a? + 22,86 - a — 0.4793 = 0 (1.24)

Die betragsméBig kleinere Lésung oy = 0.02135bewirkt, daB ¢ nursehrwenig zur Ge-
samtlésung beitrégt, und flhrt auf die Tangente an den Primarpfad

‘ - 0.8571 3 - 0.7931
Au'=| - 07143 | +0.02135-| -1 [=| — 0.7356 (1.25)
0.9286 2 0.9713
Die zweite Lésung o, = 1.1816 flhrt auf die Tangente an den Sekundarpfad
2.6878
Aul = | —1.8959 | | (1.26)
3.2919

die nachfolgend aber noch ausfihrlich diskutiert wird. Die beiden Tangenten, sowie die
zu ¢ orthogonale Ldsung Au, sind in Bild 1.9im (u,A)— und (u4, u;) — Raum darge-
stelit. Das zugehdrige Lastinkrement betragt AA = 1, das schon auf Gleichung (1.14)
filhrte. Zur Uberpriifung der Tangente an den Priméarpfad oder auch zur véreinfachten
Bestimmung beziehungsweise Naherung der Tangente wird die Gleichung

K; Aul, = (1.27)
an der Stelle
0.3389 )
A=053; u=|—-05874] | (1.28)
0.9932 |
also in der Nahe des singuléren Punktes, geldst (K foigt aus Gleichung (1.3))
- 03389 -1 0 1) — 0.7919
-1 1 2 | AUl = 2 — AulL = —0.7316 (1.29)
0 2 09932 -7 0.9699

und dabei gute Ubereinstimmung erzielt.
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Bild 1.9: Tangenten im(us,A) — und (u, uz) — Raum

Nach Koiter lautet der Ansatz flir den Sekundérpfad am Verzweigungspunkt
A=Rg+ A E+ .. (1.30)
u=uM+ ¢ E+..=uc+Au A E+ ¢ B+ (1.31)

unter Verwendung der Tangente an den Primarpfad Au'. Der Pfadparameter & fiir den

Sekundérpfad beschreibt mit £ = 0 den Verzweigungspunkt. Die Steigung flr den
Lastparameter ergibt sich aus (s. Gleichung (6.22))

¢TKT:u ¢ - 19

Ay = — = -
1 2¢TKpy ¢ Aul 22,046

= 0.8618 (1.32)

Es handelt sich hierbei um einen asymmetrischen Verzweigungspunkt, wihrend bei
Ay = 0 von einem symmetrischen Verzweigungspunkt die Rede sein wiirde. Einen
Zuwachs des Lastparameters um A\ = 1.0 stellt sich ein flr

Ah=2%-EL1 o §=)—j—=1.1603 . (1.33)
1

und die Tangente an den Sekundarpfad lautet:

Aull__.)H.E.AuIﬂ}.f_; ¢ , (1.34)
~ 0.7931 3 12,6879

=1-] —0735 [+1.1603-| —~1 |=| — 1.8959 (1.35)
0.9713 2 3.2920

Diese Lésung liefert auch schon Gleichung (1.26). Bild 1.10 verdeutlicht die Losung
nach Koiter.
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Bild 1.10: Tangente an Sekundarpfad nach Koiter

Bei Parametrisierung des Gleichgewichtspfades beziiglich eines Pfadparameters s und
Verwendung des Ansatzes

U=AAU+ad (1.36)
am singuldren Punkt unter Verwendung der speziellen Losung Al lautet die Verzwei-
gungsgieichung mit den in Gleichung (1.22) eingeflhrten skalaren GréBen a,b und ¢
(siehe Wagner(1991) oder Anhang 13.2)

ac?+2bai+cii=0 (1.37)

( 7 ) kennzeichnet die Ableitung nach dem Pfadparameter s. Die Verwendung von
Au ; als spezielle Lésung fihrt auf

a= —19.0 (1.38)

b= 114283 (1.39)

c = — 04793 (1.40)
und die Lésung der quadratischen Verzweigungsgleichung auf '

Ay = — 46841 - q (1.41)

Ay = —0.8463 - a (1.42)
Aus der Vorgabe fiir den Lastzuwachs Ak, = Ak, = 1.0 ergibt sich

a4 = 0.02135 (1.43)

a, = 1,18163 (1.44)

Diese Werte sind schon bekannt aus Gleichung (1.24) und fiihren auf die bereits gezeig-
ten Tangenten an Priméarpfad und Sekundérpfad.
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Die Verwendung der Tangente an den Primérpfad Au'von vornherein anstatt Au 1 fahrt
auf c=0 und damit flir die Lésung der Verzweigungsgleichung (1.37) mit

L= - 2. 1.

A 25 ¢ (1.45)
auf dieselben Ergebnisse wie bei Koiter nach Gleichung (1 .30) bis (1.35).
1.4.1.2 Durchschlagspunkt

Am Durchschlagspunkt bei

1.4495
Ao = 0.7447 ue = | — 1.7959 (1.46)
2.3670
lauten Steifigkeitsmatrix und Singuldrvektor
- 1.4495 — 1 0 1
K; = -1 A 2 ;¢ =| - 1.4495 (1.47)
0 2 23670 1.2248
Das Skalarprodukt ¢T P, das noch normiert werden kann,
$TP
== — 05110 > 0 (1.48)
Fol- 1P

ist verschieden von Null und weist auf einen Durchschlagspunkt hin. Die Lésung mit der
im Rahmen der Rechengenauigkeit nahezu "singularen” Steifigkeitsmatrix

122418 )

AU = KT—1 P=| —177446 (1.49)
149933 j

wird so skaliert, daB die erste Komponente gleich eins wird
~ 1 ]
=_AU_ _ 1 _ 144 ~ :

AU = To0478 = | T 1445 ¢ (1.50)

1.2248 |

Es ergibt sich als Tangente der Singularvektor ¢ beim Lastzuwachs AL = 0. Jedoch
ist diese Art der Tangentenbestimmung nicht praktikabel, da die erzielte Lésung sich
nur infolge numerischer Ungenauigkeiten erzeugen 1a8t. Auch die Nelson—Regel ist
hier nicht anwendbar, da die rechte Seite nicht senkrecht auf dem Kern von Ky steht.

1.4.2 Einfiihrendes Beispiel: Optimierung eines versteiften Paneels

Das folgende Beispiel wird in Kapite! 11 noch ausfiihrlich beschrieben und dient hier nur
der Darlegung einer flir die Arbeit typischen Optimierungsaufgabe. Dasin Bild 1.11 dar-
gestelite versteifte Paneel unter Axialdruckbelastung besitzt unterschiedliche Dicken fiir
das Paneel selbst und filr die Steife. Diese beiden Dicken dienen dann auch als Optimie-
rungsvariablen.
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Bild 1.11: Beschreibung des versteiften Paneels

Die Lastverschiebungskurve in Bild 1.12 fiir die Mittendurchbiegung up, an der Steife
weist einen Verzweigungspunkt fir das Lastniveau pper=256.6 N/mm? auf. Unter Ver-
wendung der in Bild 1.12 dargestellten Imperfektionsform und einer Imperfektionsam-
plitude von a=10 mm ergibt sich die Lastverschiebungskurve des imperfekten Paneels
mit einem Durchschlagspunkt bei pimp=194.7 N/mm2,

Verschiebungs-
komponente uy,

Axialdruck [N/mm?]

300
Verzweigungspunkt

I 256.6
200+ 194.7

L Durchschlags-

punkt

100 imperfekt

" perfekt

O 1
-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung uy, [mm]

Bild 1.12: Lastverschiebungskurven fir Ausgangsform
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Die Maximierung der Traglast des perfekten Paneels unter der Nebenbedingung des
konstanten Volumens ergibt am Optimum fiir die Wanddicken des Paneels bzw. der
Steife t,=14.94 mm bzw. t;=53.06 mm. Die Lastverschiebungskurven in Bild 1.13 zei-
gen jetzt einen Verzweigungspunkt bei Ppert=282.2 N/mm2, jedoch bei einem starken
Abfall infolge Imperfektionen auf Pimp=207.9 N/mm2,

Axialdruck [N/mm?2]
300
Verzweigungspunkt
" 282.2
200l 207.
3000 mm
L Durchschlags-
punkt
100t .
imperfekt 4.94 mm
L perfekt 132 mm
e
o ¥ . v . 1000 mm
-20 0O 20 40 60 80 100
Verschiebung uy, [mm}

Bild 1.13: Keine Berlicksichtigung von Imperfektionen wihrend Optimierung

Die Bericksichtigung von Imperfektionen im OptimierungsprozeB, also Maximierung
der kritischen Last der imperfekten Struktur, fiihrt am Optimum auf tp=12.96 bzw.
t;=68.02. Die Lastverschiebungskurven ergeben eine weitere Erhéhung der kritischen
Last der imperfekten Struktur auf Pimp=226.5 N/mm2 bei gleichzeitiger Abnahme der
kritischen Last am perfekten System auf ebenfalls Ppert=226.5 N/mm?2. DaB die beiden
Traglasten gerade auf gleicher Hohe liegen, ist kein Zufall und wird in Kapitel 11.1 noch
ausflhrlich diskutiert,

Axialdruck [N/mm?2]
300

Verzweigungspunkt
02265 226. /
200}

3000 mm
L Durchschlags-
punkt

imperfekt

perfekt

ol S 1000 mm
-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung up, [mm]

100+

Bild 1.14: Optimierungsergebnis bei Berlcksichtigung von Imperfektionen
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Die fir das Versagen maBgebende kritische Belastung des imperfekten Paneels kann
bei gleichbleibendem Materialaufwand durch das Variieren des Verhaltnisses von Pa-
neeldicke zu Steifendicke von pjme=194.7 N/mm?2 auf Pimp=226.5 N/mm?2um 16% ge-
steigert werden. Bei Verwendung von mehr Optimierungsvariablen, wie dann in Kapitel
11 flir drei Variablen gezeigt, wird der Gewinn noch deutlicher,

1.5 Gliederung der Arbeit

Wie sich schon in den vorangegangenen Ausfiihrungen ankiindigt, 148t sich die Arbeit
in zwei wesentliche Bereiche aufteilen. Diese klare Trennung erfolgt, da der erste Teil,
der sich mit Stabilititsberechnungen beschéftigt, auch das Interesse wecken soll bei
jemandem, der sich nicht mit Optimierung beschittigt. In den Kapiteln zwei bis sieben
wird ein vollstandiges Werkzeug vorgestellt, das erméglicht, auf méglichst komforta-
blem Wege, Gleichgewichtspfade zu durchlaufen, kritische Punkte zu lokalisieren, an
Verzweigungen die Pfade zu wechseln und weiter zu verfolgen, Imperfektionen aufzu-
bringen und deren Einfllisse zu erfassen.

Nach der Einleitung zeigt Kapitel 2 die Grundlagen der Kontinuumsmechanik auf. Die
Begriffe geometrisch nichtlinear und linear elastisches Material werden mit Gleichun-
gen erfaBt. Die anschlieBende Diskretisierung des Energiefunktionals erméglicht eine
einfache und klare Darstellungsweise, ohne daB dadurch irgendwelche Einschrankun-
gen entstehen.

Nach einer Ubersicht tiber Verdffentlichungen zum Thema Pfadverfolgung von Gleich-
gewichtspfaden diskutiert Kapitel 3 einige der wichtigsten Verfahren. Die nichtlinearen
Gleichgewichtsbedingungen werden iterativ mit Newton —Verfahren gelést. Das Haupt-
augenmerk gilt den Bogenléngenverfahren, zum einen in der Form der konsistenten Li-
nearisierung oder der exakten Erflillung der Bogenldngengleichung nach Crisfield und
zum anderen als lteration auf dem Weg des Minimums der residualen Anderungen, in
der mathematischen Literatur auch als GauB ~Newton—Verfahren bekannt. Die vielen
veréffentlichten Varianten und Modifikationen im Zusammenhang mit den Bogenlan-
genverfahren tragen wohl eher zur Verwirrung bei und verlieren bei einem geeigneten
Vertahren zur automatischen Schrittweitenanpassung sofort ihre Bedeutung. Deshalb
wird hier eine sehr praktikable Schrittweitenstrategie entwickelt, die dann auch bei den
meisten Beispielrechnungen zum Einsatz kommt.

Die direkten Methoden zur Berechnung von kritischen Punkten basierend auf der Formu-
lierung von erweiterten Systemen sind Gegenstand der Ausfilhrungen des Kapitels 4.
Die von Wriggers et al. (1988,1990) vorgeschlagenen erweiterten Systeme, die bei der
iterativen Lésung auf die Partitionierungsmethode zuriickgrsifen, kénnen effizient ge-
16st werden, gerade auch bei groBen Problemen mit vielen Freiheitsgraden. Die Sym-
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metrie der Systemmatrix und besondere Speichertechniken zur Steigerung der Effi-
zienz bei der Gleichungslésung finden Eingang. Viele in der mathematischen Literatur
erschienene Verfahren I6sen die erweiterten Systeme ohne besondere Techniken oder
aufWegen, die die Effizienz der hier favorisierten Verfahren nicht erreichen. Die Singula-
ritdt der Steifigkeitsmatrix findet in diesem Kapitel besondere Beachtung. Aufgrund die-
ser Singularitat wird ein Penalty~Verfahren von Wriggers erldutert und mit zwei anderen
im Rahmen dieser Arbeit entstandenen verglichen. Die Penalty—Formulierung, die zur
Verteilung des Strafterms den Eigenvektor verwendet, erweist sich als besonders stabil
und leicht einsetzbar, so daB sie bevorzugt Verwendung findet. Auf die Singularitat wird
dann im Rahmen verschiedener Hilfstechniken fiir die Gleichungsldsung noch naher
eingegangen.

Die Pfadwechselprozeduren von Kapitel 5 nutzen die Méglichkeit, daf mit den im vor-
hergehenden Kapitel geschilderten Methoden ein Verzweigungspunkt genau berech-
net werden kann. Ganz simple Abzweigungstechniken werden verglichen mit der Be-
rechnung der Tangenten nach Koiter oder durch Losen der Verzweigungsgleichung.
Diese Methoden machen die verschiedensten zum Teil komplizierten und undurchsich-
tigen anderen Techniken eigentlich Uberflssig.

Die Behandlung des Nachbeulverhaltens erfolgtin Kapitel 6. Die Nachbeulanalyse von
Koiter wird so aufbereitet, daB sie Einganginfinite Elementeprogramme findet und beim
Vergleich mit der Parametrisierung der Gleichgewichtsbeziehungen und Lésen der Ver-
zeigungsgleichung weitgehendste L"Jbereinstimmung aufzeigt.

In Kapitel 7 wird die Koitersche Imperfektionsempfindlichkeit dargelegt und in die Me-
thodik, ausgehend von den Gleichgewichtsbedingungen und der Singularititsbedin-
gung, eingeordnet und diskutiert. Dies erweist sich im Hinblick auf die spater diskutierte
Sensitivitatsanalyse als sehr wichtig.

Die Kapitel acht bis elf beschaftigen sich nun mit der Optimierung und der Integration
der bisher gezeigten Methoden in eine Optimierungsprozedur. "

Kapitel 8 beschéftigt sich mit der vorhandenen Optimierungsstruktur und —modelibil-
dung. Das Optimierungsmodell mit der Definition von Optimierungsfunktionen, Ziel-
funktion, Nebenbedingungen oder Restriktionen, das Geometriemodell mit Formfunk-
tionen und wenigen Formparametern basierend auf den Methoden des Computer
Aided Geometric Design, die Strukturanalyse basierend auf der Methode derfiniten Ele-
mente, die Optimierungsverfahren, allen voran die Sequentielle Quadratische Program-
mierung, und die Methoden der Sensitivitatsanalyse bilden die Grundlage.

In Kapitel 9 finden Eigenwertberechnungen zur Abschétzung der kritischen Last oder
zur Ermittlung von Eigenfrequenzen Eingang in die Optimierung. Dieskann als Vorstufe
zur Berlcksichtigung der geometrischen Nichtlinearitét verstanden werden, da einige
Problemldsungen dann von hier Ubertragen werden kénnen. Das Problem der Formfin-
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dung fir einen beidseitig eingespannten Druckstab und das Beispiel der Formfindung
einer Glocke unter Verwendung ihrer Eigenfrequenzen dienen als anschauliche Bei-
spiele.

In Kapitel 10 minden dann die bisherigen Ausfihrungen. Es wird eine Optimierungs-
methode vorgestelit, die das Instabilitdtsverhalten und die Imperfektionsempfindlich-
keit berlicksichtigt. Im Vergleich zu anderen bereits existierenden Verfahren wird hier
ganz klar die Maximierung der kritischen, gerade aufnehmbaren Last gefordert. Die Im-
perfektionsempfindlichkeit wird auf klare, leicht zu handhabende und leicht erweiter-
bare Weise eingebracht. Das Verfahren erlaubt die Optimierung von verschiedensten
Tragwerken, z.B. Fachwerke, Scheiben, Platten, Schalen usw., so lange fir die Struktur-
analyse die entsprechende geometrisch nichtlineare finite Elementeformulierung vor-
liegt. Die Prozedur behandelt Probleme mit vielen Freiheitsgraden, bis zu mehreren
Tausend, und Optimierungsvariablen, im Bereich von mehr als 15. Die fir den Aufwand
maBgebenden Techniken sind die direkte Berechnung von kritischen Punkten mit der
Methode der erweiterten Systeme und die Sensitivitatsanalyse.

Die Beispiele aus Kapitel 11 beziehen sich auf die Optimierungsprozedur aus dem vor-
hergehenden Kapitel und demonstrieren deren Einsatzméglichkeiten und Funktions-
tlchtigkeit.
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2  Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel werden kurz die Grundlagen der Kontinuumsmechanik aufgezeigt.
Dabei werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Voraussetzungen, geometri-
sche Nichtlinearitat, d.h. nichtlineare Beziehungen zwischen Verschiebungen und Ver-
zerrungen, und Annahme-eines linearen Zusammenhangs zwischen Spannungen und
Dehnungen beikleinen Verzerrungen, ausgeleuchtet. Als Spannungs— und Dehnungs-
maB werden dieim Ingenieurbereich tiblichen Piola—Kirchhoff— Spannungen 2. Artund
die Green—Lagrange—Verzerrungen verwendet. Die zwischen diesen GroéBen formu-
lierten hyperelastischen Materialgleichungen erméglichen die Aufstellung eines Poten-
tials, das im Hinblick auf die n4chsten Kapitel mit der Methode der finiten Elemente dis-
kretisiert wird. Bei den Beispielrechnungen wird zwar meist das von Blichter (1992)
formulierte degenerierte isoparametrische Schalenelement fiir groBe Rotationen ver-
wendet, jedoch schrianken die Herleitungen weder die Wah! der finiten Elemente noch
des Diskretisierungsverfahren ein.

Die ausgefilhrten Herleitungen sind eine Zusammenstellung aus den Werken von

Becker und Blrger (1975), Bufler (1991), Leipholz (1968) und Ogden (1984) und kén-
nen dort weiter vertieft werden.

2.1 Kinematik

Ein Punkt P des Korpers B in der Referenzkonfiguration wird beschrieben durch den
Ortsvektor X = X; |, in einem beliebigen Koordinatensystem mit den Lagrange—Koor-
dinaten X;.
Die Bewegungen des Kérpers B werden beschrieben durch die zeitliche Anderung des
Ortsvektors von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration zum Zeit-
punkt t mit der Abbildungsvorschrift

X =X(X1 (21)
Bei der hier gewéhiten Lagrange—Formulierung ergibt sich der Verschiebungsvektor
uzu

u = XXt -X (2.2)
Durch Differentiation des Ortsvektors x
= X =
dx = X dX F dX (2.3)
erhélt man den Deformationsgradienten F
F = 2=Gradx = xy=1+uy (2.4)

mit dem zweistufigen Identitatstensor 1.
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Referenzkonfiguration
zur Zeit tg

Momentankonfiguration
zur Zeit t

XZ, X2

X1,X1

Bild 2.1: Kinematik des Kontinuums

Der Deformationsgradient transformiert nach Gleichung (2.3) das Linienelement dX in
die Momentankonfiguration. Mit F kénnen auch das Flachenelement mit den Einheits-
normalen n, N durch

da = detF F~T dA ;da=n-da ; dA=N-dA (2.5)
oder das Volumenelement durch
dv = detF : dVv (2.6)

transformiert werden. Dabei kommt die Determinante des Deformationsgradienten
det F zur Verwendung . Der Green—Lagrange—Verzerrungstensor E 1Bt sich nun defi-
nieren zu

E=%(FTF——I) @7

Dieser objektive, d.h. von Starrkdrperbewegungen unabhéngige, Verzerrungstensor ist
nichtlinear in den Verschiebungen u.

2.2 Spannungen

Der Spannungsvektor tauf der Momentankonfiguration 148t sich unter Verwendung des
Cauchy—Theorems schreiben als

t=o0n (2.8)
mit dem Cauchy—Spannungstensor ¢ und dem Einheitsnormalenvektor n. Beim
Ubergang auf die Referenzkonfiguration muB die resultierende Krait aufeinem Flachen-
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sttick unabhéngig von der Bezugskonfiguration sein, und es entsteht der unsymmetri-
sche 1. Piola—Kirchhoffsche Spannungstensor P

P = detFoF~ 7 (2.9)
Die Vormulitiplikation mit dem inversen Deformationsgradienten fiihrt zum symmetri-
schen 2. Piola—Kirchhoffschen Spannungstensor $

S = F'P = detFF-'gF-T (2.10)
Weitere SpannungsmaBe kdénnen der Literatur entnommen werden. Hier sei noch be-

merkt, daB der 2. Piola—Kirchhoffsche Spannungstensor das zum Green—Lagrange~
VerzerrungsmaB energetisch konjugierte SpannungsmaB darstellt.

2.3 Bilanzgleichungen

Aus der Forderung nach der Massenerhaltung wahrend des Deformationsprozesses
folgt fiir die Dichte p der Momentankonfiguration bei gegebener Dichte pr des Refe-
renzzustandes

= PR
P = detF @1

Der Impulssatz fiihrt unter Verwendung des GauBschen Integralsatzes und des Cau-
chy—Theorems zum lokalen Kréftegleichgewicht

pX = divo +p b 2.12)
oder mit den GroBen der Referenzkonfiguration zu

prX = DvP +p, b (2.13)
mit den Gber das Volumen verteilten Kréften P b bzw. PR b. Die Tragheitskrafte p % bzw.
PR X bleiben bei der Behandlung statischer Probleme unbericksichtigt.
Der Drallsatz bzw. das lokales Momentengleichgewicht fordert fiir den 1. Biola~Kirch-
hoffschen Spannungstensor

" PFT = FPT (2.14)

Dies ist erfullt flir den symmetrischen Cauchy—Spannungstensor und zeigt auch die
Symmetrie des 2. Piola—Kirchhoffschen Spannungstensors auf.

2.4 Materialgleichungen

Die Materialgleichungen beschreiben den Zusammenhang zwischen den Spannungen
und Verzerrungen und sollen beispielhaft als Beziehung zwischen dem 2. Piola—Kirch-
hoffschen Spannungstensor § und den Green—Lagrange—Verzerrungen E aufgestelit
werden. Da hier im wesentlichen Probleme mit groBen Verschiebungen, aber kleinen
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Verzerrungen behandelt werden, soll ein lineares, hyperelastisches, homogenes, iso-
tropes Material verwendet werden.

Bei hyperelastischem (oder auch Green—elastischem) Material ist die von den Span-
nungen geleistete Arbeit wegunabhéngig und die Spannungen ergeben sich aus der
Ableitung der spezifischen inneren Energie ¥
= ¥
S = E , (2.15)
mit drei verbleibenden Materialkonstanten.

Die Verwendung des St. Venant—Kirchhoff—Materials formuliert einen linearen Zusam-
menhang zwischen S und E und die spezifische innere Energie W 4Bt sich als Funktion
der Invarianten I,(E) und I,(E) formulieren.

¥ = o l,(E) + B 1,(E) (2.16)
I,(E) = tE 2.17)
IL(E) = %((trE)Z - r(E)?) @2.18)

mit den beiden verbleibenden ElastizitdtsgroBen o und B. Dieses linear hyperelastische
homogene Materialgesetz erfiillt auch die Forderung nach der materiellen Objektivitat,
d.h. der Invarianz gegen Stairkdrperbewegungen und Drehungen des Koordinatensy-
stems.

Farden 2. Piola—Kirchhéffschen Spannungstensor S folgt dann mit (2.16) und den Ab-
leitungen fiir die Invarianten

—-—.a';f) =1 ——a'gl(f) = I,E)I - E (2.19)
S = (20 + B)I|l - PE (2.20)

Nochmaliges Ableiten der spezifischen inrneren Energie bzw. des 2. Piola—Kirchhoff-
schen Spannungstensors nach den Verzerrungen E fiihrt auf den vierstufigen Werk-
stofftensor C

C=Q2u+pIRI-BI (2.21)
und aus (2.20) ergibt sich
S =C-E (2.22)

Far St. Venant—Kirchhoff~Material kann Gleichung (2.20) auch in Abhangigkeit der
Lamé-Konstanten A und u geschrieben werden als

S = 2uE + AMr(E) (2.23)
Hier 148t sich auch der Zusammenhang zwischen den Konstanten «, $und denLamé—
Konstanten X, p erkennen,

= - E
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__B__E
SR Rl T e (2.25)

Die Konstanten kénnen auch, wie angegeben, in Abhangigkeit von Elastizitdtsmodul E
und Querkontraktionszahl v formuliert werden.

2.5 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

AuBler den bisherigen Gleichungen miissen zur Losung eines Problems der Konti-
nuumsmechanik auch Verschiebungs— und Spannungsrandbedingungen erflilit wer-
den. Auf der Referenzkonfiguration ist dann folgendes System von Gleichungen zu I5-
sen

E=J(FF -1 Kinematik (2.26)
Div(FS) + pgb = 0 Statik (2.27)

= %‘EE Werkstoff (2.28)
u= u . auf Ay VerSchiebungsrandbedingungen
FSN=t aufA Spannungsrandbedingungen

Durch die Einflihrung einer zulassigen virtuellen Verschiebung bzw. Testfunktion du, die
die Verschiebungsrandbedingungen erfiillt, erhalt man nach einigen Umformungen die
schwache Form des Gleichgewichts, auch Prinzip der virtuellen Verschiebungen ge-
nannt

f du” ( Div(FS) + pgb ) dV
v (2.29)
= fs-aE dV—[équRBdV—j duT tdA = 0
v v A,
Die schwache Formulierung des Impulssatzes oder des Gleichgewichts bezieht sich
hier auf die Referenz—Konfiguration. Sie kann entsprechend auch bezogen auf die Mo-
mentankonfiguration aufgestellt werden.

2.6 Energiefunktional und Diskretisierung

Das hier verwendete hyperelastische Material erméglicht, daB sich die Spannungen
durch Ableitungen eines Potentials berechnen lassen und das Funktional 7T formulieren
1aBt
n(u)=f(lp(E)—pRBu)dv-fiudA (2.30)
v A,
Die Stationaritatsbedingung dieses Funktionals, d.h. die Variation des Funktionals soll
verschwinden, flhrt dann wieder zum Prinzip der virtuellen Verschiebungen (2.29).
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Durch die Einflihrung des skalaren Lastparameters A, mit dem die Last bei geometrisch
nichtlinearen Strukturanalysen skaliert wird, verandert sich das Funktional zu

an=fm®dv—xopﬂﬁuw+jiudA) 2.31)
v v A,

Der mit Strich markierte Lastparameter X soll bei der Variation des Potentials zur Gewin-
nung der Gleichgewichtsbedingungen nicht variiert werden. Im Rahmen dieser Arbeit
werden nur Probleme, bei denen die Belastung unabhéngig von den Verschiebungen

ist, behandelt.

An dieser Stelle soll jetzt der Ubergang zur Methode der finiten Elemente gezeigt wer-
den. Die in dem Funktional auftauchenden Funktionen werden durch diskrete Knoten-
werte und bereichsweise Elementansétze approximiert. Das Potential 148t sich dann
schreiben als

T, = () - WP . P, ueRn (2.32)
Obwohl fiir die Verschiebungen der Einfachheit halber weiterhin die gleiche Notation
verwendet wird, ergibt sich aus dem Verschiebungsteld jetzt ein Vektor mit n diskreten
Werten. Der Integralausdruck mit den Volumens— und Randkréften wird ersetzt durch
den konsistenten Lastvektor P ebenfalls mit der Dimension n. Der Term JT beschreibt
die von den Verschiebungen abhangige innere Energie.

Weitere Informationen zur Methode der finiten Elemente kénnen den Lehrbilchern zu
diesem Thema, z.B. Zienkiewicz und Taylor (1989,1991) oder Bathe (1986), entnommen
werden.
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3  Gleichgewicht und Pfadverfolgung

fm Gegensatz zur linearen Berechnung erfordert die geometrisch nichtlineare Analyse
mehr als nur die Berechnung eines zu einem vorgegebenen Lastniveau gehérenden
Verschiebungszustandes und eventuell der entsprechenden Spannungen. Dies wird
insbesondere deutlich, wenn die direkte Berechnung eines Gleichgewichtszustandes
auf einem gewlinschten Lastniveau infolge zu groBer Nichtlinearititen nicht ohne weite-
res méglich ist. Dasselbe gilt, wenn weitere Informationen, wie z.B. Lastverformungs-
verlauf bis zu einem vorgegebenen Lastniveau oder dariiberhinaus bis zum Erreichen
von kritischen Punkten oder sogar bis weit hinein in den Nachbeulbereich, gewiinscht
werden. In diesen Féllen kommt die Pfadverfolgung ins Spiel, um einzelne diskrete
Punkte, die die nichtlinearen Gleichgewichtsbeziehungen abhéngig vom sich &ndern-
den Lastparameter erflillen, zu Lastverschiebungspfaden zusammenzusetzen. Die zum
Einsatz kommenden Fortsetzungsverfahren werden auch Préadiktor—Korrektor—Ver-
fahren oder inkrementell iterative Methoden genannt. Bei Verwendung des Euler—Pra-
diktors, d.h. bei Gebrauch der Tangentensteifigkeitsbeziehung zur Bestimmung des
Prédiktorschrittes, spricht man auch von tangentieller Fortsetzung. Die L&sung in der
Korrektorphase erfolgt iterativ mit Hilfe von Newton—Verfahren, wofiir die Gleichge-
wichtsbeziehungen linearisiert werden. Im folgenden wird ein vollsténdiger, stabiler,
komfortabler und vielseitig einsetzbarer Algorithmus zur Pfadverfolgung vorgestellt.
Nach einigen Ausflihrungen zum Pradiktor werden von den in vielen Publikationen im-
mer wieder nur leicht abgeénderten Verfahren zur Korrektoriteration die vermeintlich
wichtigsten herausgefiltert und dem Benutzer nahe gebracht. Neben klassischer Last—
und Verformungskontrolie spielt die Bogenlédngengleichung dabei die zentrale Rolle.
Vorgestellt werden die konsistente Linearisierung und alternativ die exakte Erfiillung
dieser Bogenlangengleichung wahrend der Korrektorphase. Eine weitere Methode ver-
wendet den Weg der minimalen residualen i\nderungen bis zum Erreichen eines
Gleichgewichtspunktes. Dies entspricht auch den Methoden mit angepaften Norma-
lenebenen oder dem in der mathematischen Literatur sehr gebrauchlichen GauB—New-
ton—Verfahren. Einige weitere Alternativen und begleitende MaBnahmen werden mit
dem Hinweis auf die entsprechende Literaturstelle angesprochen.

Die Entwicklung einer leistungsfahigen Strategie zur automatischen Schrittweitenan-
passung nimmt einen weiteren wichtigen Platz ein. Dies scheint viel wichtiger zu sein
als das weitere ,Hochziichten” der Korrektoriterationsverfahren, meist doch nur fir
Spezialfélle ausgefiihrt. In Verbindung mit der Schrittweitenanpassung erlaubt die Ver-
wendung des reinen Newton~Raphson—Verfahrens das mit dem am wenigsten Auf-
wand verbundene Durchlaufen komplizierterer Gleichgewichtspfade bis in den Nach-
beulbereich hinein, da hierbei gréBere Inkrementierungen méglich werden.
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Einige der wichtigsten Veroffentlichungen zum Thema lauten in chronologischer Rei-
henfolge: Wempner (1971), Riks (1972,1979,1984), Wessels (1977), Keller (1977), Men-
zel, Schwetlick (1978), Batoz, Dhatt (1979), Crisfield (1981,1983), Rheinboldt (1981),
Ramm (1981), Fried (1984), Wriggers, Wagner (1985), Schweizerhof, Wriggers (1986).

3.1 Gleichgewicht

Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich aus der Stationarititsbedingung fur das
Potential (2.32). Bei gegebenem Lastparameter A gilt

87w, %) = Loy - TPou = 0 3.1)

fir eine beliebige Testfunktion du, die die Verschiebungsrandbedingungen erfllit. Dies
fihrt zu

Gu,A) = Ru) - =0 (8.2
Dabei wird nach der Variation bezlglich der Verschiebungen der Lastparameter ) jetzt
als freie Variable betrachtet. Die Ungleichgewichtskrafte G ergeben sich aus der Diffe-
renz der inneren Kréfte R und der skalierten Belastung A P. Die von den Verschiebun-
gen u abhangigen inneren Kréfte, die sich formal zu R = %ergeben, sollen in dieser
Arbeit mit der Methode der finiten Elemente bestimmt werden.

Das nichtlineare Gleichungssystem (3.2) beschreibt, bei n Gleichungen fiir die n+1 Un-
bekannten, némilich n Verschiebungen u und dem skalaren Lastparameter A, einen
Gleichgewichtspfad. Um das Tragverhalten einer Struktur zu bestimmen, mu8 der
Gleichgewichtspfad verfolgt werden. Dies geschieht, indem auf diesem Pfad einzelne
Punkte berechnet werden. Dabei kénnen Pradiktor—Korrektor—Verfahren (Bild 3.1) an-
gewandt werden, die auf den um die Nebenbedingung f erweiterten Gleichungen (3.2)
basieren:
G(u, A ;

{ f(ﬁ,x)) } =0 (3.3)

Auf mdgliche Nebenbedingungen f wird in Kapitel 3.3 naher eingegangen.

Pradiktor ~_ ——— Korrektoriteration

Startpunkt

° flir lteration

@ Gleichgewichtspunkt

Bild 3.1: Préadiktor—Korrektor—Verfahren
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Wéhrend der Korrektoriteration wird das nichtlineare Gleichungssystem durch New-
ton-Verfahren geldst. Dabei muB das durch konsistente Linearisierung aus Gleichung
(3.3) entstehende Iterationsschema mit

G,y G, | [ Au] G
= - 3.4)
fru f!}, L A\ i f

[ Ke - P} [ Au] { G}
- (3.5)
fvu frk wA}\.A f

durchlaufen werden, bis die iterative Verbesserung Au, AA eine zu definierende Tole-
ranzgrenze unterschreitet. Mit ( ),y und ( ),, werden die partiellen Ableitungen nach
den Verschiebungen u bzw. nach dem Lastparameter A bezeichnet. Die Tangentenstei-
figkeitsmatrix Ky entsteht aus der Ableitung der inneren Krafte oder der zweiten Ablei-
tung des Potentials:

oder

3 92TT =
K, = £ = &8 baw. Kp = Gy = fw (3.6)

3.2 Pradiktor

An einem bekannten Gleichgewichtspunkt (4,}) wird die Tangentensteifigkeitsmatrix
K; aufgestellt und das lineare Gleichungssystem

KrAug = AAg P, Ahy = 1 (8.7)
gelost. Die Losung (Auy, Alg) wird dann mit dem Faktor a skaliert, so daB eine der alter-
nativen Méglichkeiten in Bild 3.2 erfiilit ist. Damit kann der Startpunkt (Upy, Ap)

(Up, s Ap) = (@, M) +a (Au, , A = (@, N+ (Aup, , Ahp) (3.8)
far die Korrektoriteration gefunden werden. Diese Wahiméglichkeit besteht bei den Bo-
genltangenverfahren nur flr das erste Inkrement. Flr die weiteren Inkremente werden
konstante Bogenlangen s verwendet. In der Bogenlangengleichung in Bild 3.2 taucht
der Skalierungsparameter v flr den Lastparameter auf, derim Kapitel 3.3.2 naher erldu-
tertwird. Im Kapitel 3.5 wird ein Verfahren vorgestellt, das in jedem inkrement die Lange
des Pradiktorschrittes durch Anpassung der Bogenlédnge s variiert.

42



A .
Korrektoriteration
Ao ® Gleichgewichtspunkt
P . © Lésung fir Ahy=1
© Startpunkt fUr lteration
Ay T Ahp,
0 Sq
. Aho=1 u bzw. Au bezeichnet
Au, entwed'er.dle Norm | ... |
- Au, oder die i—te Komponente ...,
u U, Up u
Vorgabe Fakiora (Gl (3.8))
des Lastinkrements Alp, a = Akp,
; ; _ Aup
einer Verschiebungskomponente  Aup, a=
0 i
Al r
der Verschiebungsnorm || Aug, || a= | Aue |
Il Aug |
| Aug, | + p2ARz
14 s = Jl Aup 2 + y2AN2 a= e
der Bogenlange I Aup, | + p2AA2 ENETDT

Bild 3.2: Lange des Pradiktorschrittes

In der Literatur, z.B. Wagner (1991) oder Eriksson (1993), findet man auch die Anwen-
dung eines quadratischen Prédiktors. Auch wéren noch hdhere Ordnungen denkbar,
da der numerische Aufwand zur Ermittlung der hdheren Pfadableitungen sehr gering
ist, siehe Wagner (1991}, Cochelin et al. (1992) oder Kapitel 6. Diese Idee wird aber hier
nicht weiterverfolgt.

3.3 Korrektoriteration

Um nach dem Préadiktorschritt wieder auf den Gleichgewichtspfad zu gelangen, wird die
Korrektoriteration nach Gleichung (3.5) durchgefithrt. Dabei ist es ratsam, nicht das ge-
samte Gleichungssystem direkt zu I6sen, sondern die besonderen Eigenschaften der
Tangentensteifigkeitsmatrix, ndmlich Symmetrie und besondere Speichertechnik, re-
sultierend z.B. aus Bandbreitenoptimierung bei schwach besetzter Matrix, auszunut-
zen. Es wird die von Batoz, Dhatt (1979) erstmalig vorgeschlagene Partitionierungsme-
thode angewandt.

Die erste Gleichung aus (3.5) wird umgeformt zu
Au = K;‘ (PAL-G) 8.9
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Nach Einflihrung der beiden Teillésungen Aup, Aug wird daraus

Aup = Ki'P (3.10)
Aug = -K;' G
Au = Aup AL + Aug {3.11)
in die zweite Gleichung von (3.5) eingesetzt, ergibt sich
f+4T Au
AN = — u —G (3.12)

f.o Aup + 1,
Mit dem Lastinkrement AA und den beiden Teilldsungen Aup,Aug kénnen das Ver-
schiebungsinkrement nach Gleichung (3.11) aufgestellt und die Variablen mit
U = uy + Au
M= hy + AL
korrigiert werden. Die Iteration wird so lange wiederholt, bis ein Konvergenzkriterium
erfillt ist. Meist wird daflir das Verhaltnis der Verschiebungsnormen der iterativen Ver-
besserung und der des gesamten Inkrements mit einer Toleranzschranke verglichen:
_lAu]
Tw-a]
Die Toleranzschranke fiir die Verschiebungen muB aber gewahrleisten, daB die Un-
gleichgewichtskrafte mitausreichender Genauigkeitverschwinden. Dazukann auchein
Abbruchkriterium flir die Ungleichgewichtskrifte verwendet werden.

(3.13)

< TOL +~ Abbruch (3.14)

3.3.1 Last- und Verschiebungssteuerung

Die allgemein formulierte Gleichung (3. 5) beinhaltet als Sonderfall auch die klassischen
Methoden der Last— und Verschiebungssteuerung Bei Laststeuerung wird in Jedem
Inkrement ein neues Lastniveau A vorgegeben und die Nebenbedingung f = A — M far
die Korrektoriteration verwendet. Die Verschlebungssteuerung verwendet f = u;— u
mit der vorgeschriebenen Verschiebung U u; fir den i—ten Freiheitsgrad.

A A
A ~_
)\ -
Verschie-
bungs-
Lastkontrolle kontrolle
Tt T

o4
o

=
<+

i i

Bild 3.3: Last— und Verschiebungskontrolle
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Treten Durchschlagspunkte oder Umkehrpunkte in der Lastverschiebungskurve auf, so
versagen diese klassischen Methoden, weil kein Schnittpunkt zwischen Nebenbedin-
gung und Gleichgewichtspfad existiert (Bild 3.3), oder mathematisch ausgedriickt, weil
die Regularitat des erweiterten Gleichungssystems (3.5) verloren geht. Es ist deshalb
vorteithaft, die in den ndchsten Kapiteln beschriebenen Verfahren zu verwenden.

3.3.2 Bogenlangenverfahren — drei Varianten

Die Bogenlangenverfahren zeichnen sich dadurch aus, daB bei Durchschlags— bzw.
Umkehrpunkten das erweiterte Gleichungssystem (3.5) regulér bleibt. Jedoch kann
nicht verhindert werden, daB die fir die Teilldsungen (3.10) benétigte Steifigkeitsmatrix
singuldr werden kann. Dieser Fall tritt aber nur dann ein, wenn wahrend der lteration der
Durchschlagspunkt exakt getroffen wird, was aber bei praktischen Berechnungen ei-
gentlich nie der Fall ist. Die von vielen Autoren, u.a. Wempner (1971), Riks (1972, 1979),
Ramm (1981), Crisfield (1981), vorgeschlagene Bogenldngengleichung lautet

t=/Tu-DRF+y? -0 -5 =0 (3.15)
Da hier GréBen vollig unterschiedlicher Dimensionen vermischt werden, ist es notwen-
dig, einen Skalierungsfaktor v fir den Lastparameter einzufihren. Wird dieser Faktor
zu null gesetzt, spricht man von einem zylindrischen Bogenlangenverfahren (Crisfield
(1981)). Durch einen sehr groBen Faktor bewegt man sich mehr in Richtung Lastkon-
trolle (Bild 3.4). Dazwischen liegt das sphéarische Bogenlangenverfahren.

A\
)Vpr" P>
Y 0<p <o
Y0
X-_
Ui upri u;

Bild 3.4: Skalierung flir Lastparameter bei Bogenlangengleichung

Eine sehr gute Abschétzung fir einen brauchbaren Skalierungswert erhélt man, indem
man mit den Ergebnissen des ersten Pradiktors einer Strukturanalyse den Lastparame-
ter so skaliert, daB er in der GréBenordnung der anderen Variablen, namlich den Ver-
schiebungskomponenten u, liegt. Dabei bieten sich zwei Méglichkeiten an:

I up [l .
w=-—)\;r—'0.5 v Jup e = lmziaxupri| (3.16)
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oder

_lunl?

v (3.17)

v

Die erste Variante orientiert sich am betragsméBigen Maximalwert von up,, wobei der
Faktor 0.5 heuristisch gewahit wurde, die zweite am Betrag von Up,, bezogen auf die
Anzahl der Freiheitsgrade.

Die in der EinfGhrung dieses Kapitels angekindigten verschiedenen Korrektorstrate-
gien finden nun unter den Punkten a) bis ¢) Beachtung:

a) Konsistente Linearisierungvon f = Jju — G2 + 92 A -N2 — 5 = 0

Bei konsistenter Linearisierung werden die Ableitungen

fu = L -0 = 1 - 3.18
‘/||u—U||2+1p2(x—X)2(u B f+s(u u) ( )

w2 _ 1 —
fy = —MA-A = —— (A=2) (3.19)
Clu - yE - h2 f+s
in das lterationsschema eingesetzt und man gelangt Gber (3.10) bis (3.12) zur Verbes-
serung des Lastinkrements AL mit

4 )+ (-7 Aug
h= - Y20 -2 + (u - 0)T Aup (3:20)

Anstatt der oben gezeigten Nebenbedingung kann auch die quadrierte Form

f=Ju-da|?+y®(~N2 - s? = 0verwendet werden. Die Ableitungen veran-
dern sich zu
f, = 2(u — O) 3.21)
f, = 2p%(h — 1) (3.22)

und das Lastinkrement zu

~ H+ u-1)7 Aug
Y2 =N + (u-WT Aup

Die beiden Versionen sind sehr &hnlich. Auch zeigen numerische Béispiele fast keine

Unterschiede.

(3.23)

b) exakte Erfillungvon f = |u -T2 +y? A -2 - 82 = 0

In Crisfield (1981) und Ramm (1981) wird vorgeschlagen, die aus den beiden Teillésun-
gen zusammengesetzte Gleichung (3.11) direkt in die nicht linearisierte Nebenbedin-
gung einzusetzen,

f=((U=T)+AupAh+Aug) T((u=1) + AupAh+Aug) + p2(A-F)+AN2 - s2 =0 (3.24)
Mit den Abklirzungen
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[ )
@ N
[

= AuT
a; = AufAup + ?

= 2807 (U =T +Aug)+2 (L - 1) o2 (3.25)
((u——U) +AuG) ((u—U) +AuG) + (=2 y? — 82

ergibt sich die quadratische Gleichung

a; AN + a, Ak + a3 = 0 (3.26)

und die beiden Lésungen

-8, + /a2 - 4a,a, 627

A)»1/2 =

Beim Aufireten einer negativen Diskriminante kann wie in Kapitel 3.5.3 verfahren werden.

® Gleichgewichtspunkt (u,k)

A
Korrektoriterationen (Au,AA)
S I AN o Start
_ g Zuletzt erreichter
A=A Zustand (u,A)

X T ! L )

' u-a "AU = AupAl + Aug

u u

Bild 3.5: Erfullung der Bogenlangengleichung nach Gleichung (3.24)

Die Frage nach der richtigen der beiden Losungen Ak, /2 148t sich beantworten, indem
man den Winkel der bisherigen inkrementellen Verbesserung (u — W) mit den jetzt ent-
stehenden beiden Alternativen (u —~ T + Aup Ah, , + Aug) berechnet (Crisfield

(1991)).

mit:

cosf = (u—-10)7 ((u — ) + Aup A>‘1/2 + AuG> 515 ' (3.28)
a; = U-0)Tu~-0) + u-ulAug (3.29)
as = (u—WAup

0 = a, + a5 Ay (3.30)

Die Losung, fur die 8 den gréBeren Wert annimmt, entspricht dann dem gesuchten Fall.

Hier muB noch angemerkt werden, daB bei der Berechnung der Werte a, bis ag nur Ska-
larprodukte von Vektoren anfalien, die bei der Rechenzeit im Vergleich zur Aufstellung
der Tangentensteifigkeitsmatrix und Gleichungslésung kaum spiirbar sind.
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Der wesentliche Unterschied zwischen a) und b) liegt darin, daB bei b) jeder Lésungs-
punkt auf der Kugelflache liegt und bei a) erst der ausiterierte Gleichgewichtspunkt
(Bild 3.86).

A N

>
1
t
i)
~—
>
1
t

b)

1
T
u u u

ol +

Bild 3.6: Vergleich: linearisierte / exakte Bogenlangengleichung

Am Beispiel des Zweibocks, schon beschrieben in Bild 1.5, 148t sich in Bild 3.7 zeigen,
daB die Korrektoriteration nach b) unter Umsténden deutlich besser abschneiden kann.
Meist ist der Unterschied aber nicht so gravierend, auch kénnen sich die Falle umdre-
hen.

A A
3.0 3.0
25 25
2.0 2.0
1.5 15
1.0 a) 1.0 b)
0.5 0.5

0 0

0 0.05 010 g 0 0.05 010
( 8 lterationen ) ( 5 lterationen )

Bild 3.7: Zweibock — Vergleich: linearisierte / exakte Bogenlangengleichung
¢) Minimum der residualen Anderungen

Die bisherigen Verfahren wurden durch eine zu Beginn festgelegte geometrische Be-
dingung, némlich lteration auf einer Kugelflache, die wihrend der Korrektoriteration
konstant bleibt, charakterisiert. Eine alternative Mdglichkeit sucht fir jede iterative Ver-
besserung immer die mit der kleinsten Norm. Dabei wird der Vektor y durch die Ergan-
zung der Verschiebungen u mit dem durch v skalierten Lastparameter Aeingefiihrt, und
es ergibt sich fir Ay analog zu (3.11)
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Au Aup AN + Aug
Ay = = (3.31)
P Ak Y Ak

Die Nebenbedingung fwird ersetzt durch die Forderung nach minimaler residualer Ver-
anderung

diAy[? _ d ([[Aup AL + Aug [2 + y2 AN )

d Ah d Ah =0 (3.32)
Dies flihrt dann zu
Aul Au
AL = P_08 (3.33)

Al Aup + 2
und denzugehdrigen Korrekturen Ay. Das gleiche Resultat erhielten auch Ramm (1981)
und Fried (1984) bei der Verwendung der Ideen mit " lteration aufNormalenebenen”, die
wéhrend der lteration angepaBt werden. Chan (1 988) nannte diese Methode "Minimum

Residual Displacement Method” bei Vernachléssigung des Termes pAM in Gleichung
B3 mity=0.

¥ ® Gleichgewichtspunkt (u,)

4\ N T Korrektoriterationen (Au,Al)
A O Start

>
1
T
!

u-1u 'Au'= AupAM + Aug

o+

u

Bild 3.8: Minimum der residualen Anderungen

In der mathematischen Literatur, z.B. Deuflhard, Hohmann (1991), ist diese Methode
weit verbreitet und wird mit GauB—Newton—Verfahren bezeichnet. Dort wird fiir die L6-
sung eines Gleichungssystems mit eindimensionalem Nullraum eine Pseudoinverse
formuliert, die beziiglich der Euklidischen Norm die kleinste Losung liefert.

3.3.3 Alternative Losungsstrategien

Nach dem Vorschlag von Forde und Stiemer (1985) kénnen a) und ¢), so verandert wer-
den, daB wie bei b) jede der Zwischenldsungen wahrend der Korrektoriteration exakt
die Nebenbedingung (3.15) erfiillt. Da meist der Unterschied zwischen b) und den an-
deren Verfahren nicht so groB ist, wird diese Anderung sich nur geringfligig bemerkbar
machen,
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Anstatt der Bedingung minimaler iterativer Verschiebungskorrektur und der daraus re-
sultierenden Gleichung (3.33) fiir den Lastzuwachs A\ kénnen alternativ auch die nach
Bild 3.9 verwendet werden (s.a. Clarke und Hancock (1990)).

—
Bedingung AN Literatur
PTAug Powell, Simons
constant external work - _PTAu_P (1981)
- PTR _ Bergan
minimum unbalanced force norm PP (1980)
work—incremental—control Lésung von Chen, Blandford

(1993)

£ dW=((A~X) +ANPT((u-1)+Au) Lawlkz + 8Ah + ay =ﬂ
mit a1 = PT Aup

= PT(u - T) + (\ - DAuy)

a3=PT (U - 1) + Aug)(r - 2) F dwW N

Bild 3.9: Alternative Korrektorverfahren

Diese Verfahren ergeben sich im wesentlichen aus dem oben gezeigten (vgl. Gleichung
(3.33)) durch Ersetzen der Teilldsungen Au,, Aug durch die fiir die Teilldsungen ver-
wendeten Residuen und weisen wohl keine entscheidenden Vorteile auf,

Gierlinsky, Smith (1985) und Schweizerhof, Wriggers (1986) schlagen die Verwendung
einer Skalierungsmatrix S in der Bogenléngengleichung, z.B. in der Form

f=/U-U;SU-W+y2A-"2 -5 =0 (3.34)

vor. Damit kénnen Verschiebungen und Rotationen unterschiedliche Gewichtung be-
kommen, einzelne Verschiebungen selektiert werden oder alle Variablen mit Informatio-
nen aus der Steifigkeitsmatrix skaliert werden. Schweizerhof und Wriggers berichten
von bescheidenem Erfolg fiir einige spezielle Beispiele. Vielleicht kann aber die Kondi-
tionierung des Gleichungssystems beim Auttreten von Variablen sehr unterschiedlicher
GroBenordnungen etwas verbessert werden,

3.4 Anmerkungen zum Newton—Verfahren

Innerhalb dieser Arbeit wurde zur Lésung der Gieichgewichtsbeziehungen fast aus-
schlieBlich das reine Newton—Raphson—Verfahren verwendet, Das modifizierte New-
ton—Verfahren mit konstant bleibender Tangentensteifigkeitsmatrix wihrend der Kor-
rektoriteration erweist sich als nicht sehr effektiv bei der méglichst schnellen
Berechnung von ganzen Last— Verschiebungskurven mit groBen Inkrementen. Beiden
Quasi—~Newton Verfahren, siehe z.B. Papadrakakis (1993), wird meistens der Rang
2-Update (BFGS—Update) in der vektorisierten Form nach Matthies, Strang (1979)
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Ki"1 = (1+ wiv§ ) Ki“_‘1 (1+ wivit ) (3.35)

= (L+wy) (T +w_ vl ) KZL (T w vl ) (1 + wyl)
verwendet, um die Sekantengleichung zu erfiillen. Die Steifigkeitsmatrix muB also pro
inkrement nur einmal zerlegt werden. Wéhrend der Korrektoriteration mit dem ltera-
tionszahler i wird die Inverse Ki‘1 dann direkt durch die wéhrend der Iteration entste-
henden und abzuspeichernden Vektoren v;, w; verbessert. Die Quasi—Newton Ver-
fahren sind aber erst in der Kombination mit Line—Search—Techniken effizient
einsetzbar. Diese Techniken werden z.B. beschrieben in Crisfield (1983) und auch in Ka-
pitel 4.7.2 aufgegriffen. Dort finden sie Anwendung, um auftretende Schwierigkeiten bei
singular werdender Steifigkeitsmatrix zu bekampfen.

An dieser Stelle lassen sich Parallelen zum in der Optimierung verwendeten SQP-Al-
gorithmus mit BFGS—Update der Hessematrix in Verbindung mit Line-Search~Tech-
niken entdecken (siehe auch Kapitel 8). Wesentliche Unterschiede bestehen darin, daB
beim Optimierungsbeginn meist keine brauchbare Hessematrix, verglichen mit der
Steifigkeitsmatrix, vorliegt und daB beim Optimierungsproblem Gleichheits— und Un-
gleichheitsnebenbedingungen mit einflieBen.

3.5 Variable Schrittweite

Ein robuster und effizienter Algorithmus, der es ermdglicht, Last—Verschiebungskur-
ven schnell zu durchlaufen und singuldre Punkte anzuzeigen, muB in der Lage sein, die
Schrittweite oder Bogenldnge s automatisch anzupassen. Die Inkremente sollen mog-
lichst gro ausfallen und Konvergenzschwierigkeiten trotzdem vermieden oder abge-
fangen werden. Dafilr wird die Lange des Pradiktorschrittes, die sich an der Bogen-
l&nge nach Gleichung (3.8) und Bild 3.2 orientiert, mit dem Faktor o veréndert zu

s =a-s_, (3.36)
Darin markiert s,_ ¢ die verwendete Bogenlénge des vorangegangenen Schrittes.

3.5.1 Anzahl der Korrektoriterationen

Ramm (1981) und Crisfield (1981) verwenden fir den Faktor a in Gleichung (3.36) das
Verhélinis
J\P
o = (ﬁ) ; 05 sp <1 (3.37)
Die gewlnschte Anzahl der Korrektoriterationen pro Inkrement J , liegt meist zwischen
finfund acht, J; _ , beschreibt die Anzahl der lterationen des letzten Inkrements. Ramm

schlégt vor, die Quadratwurzel mit p=0,5 und Crisfield den Quotienten selbst mit p=1
zu verwenden. Tauchen Schwierigkeiten wéhrend der Korrektoriteration auf, d.h. Diver-
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genz oder zu hohe lterationszahl, kann der aktuelle Pradiktorschritt immer wieder halb-
iert werden bis zum Erreichen einer zufriedenstellenden Konvergenz.

3.5.2 "Steplength—Control” und Monotonietest

Eine Alternative bietet die von Deuflhard, Fiedler, Kunkel (1984), bzw. Gatermann, Hoh-
mann (1991) vorgeschlagene Methodik. Der Faktor zur Steuerung der Bogenlinge be-
rechnet sich nach

1
(a5}
IV = ¥Ypr -1 BolCol

(3.38)

Wie oben (vgl. Gleichung (3.31)) bezeichnety den Variablenvektor, bestehend aus den
Verschiebungen und dem skalierten Lastparameter. Die verwendete Notation ist in
Bild 3.10 erldutert und veranschaulicht:

( )k — k—te Korrektoriteration
( Jpr — Pradiktorschritt
( izs — letztes Inkrement (bei aktuellem Inkrement wird i weggelassen)
Ayio_1 — 1. Korrektorschritt des letzten Inkrements
Y ~ Ypri-1— gesamte Korrektoriteration des letzten Inkrements
A
T4
® Gleichgewichtspunkt y=(u,})
T o © Start der Korrektoriterationen
i—

=+
i
el 4+
=

Bild 3.10: "Steplength—Control” nach Deuflhard et al. (1984)
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Der Winkel ¢, zwischen den normierten Tangentenvektoren am Start— bzw. Gleichge-

wichtspunkt t (y,_,) und am Préadiktorpunkt des letzten Inkrements t (y,, ,.,) in Bild 3.11
berechnet sich zu

Cy = tT(Vi-q)' LE) (339)

Der Vektor t (y,_,) ergibt sich durch Normierung des letzten Pradiktorschrittes, wahrend

t(ys 1-4) Sich aus der Teilldsung Aup der ersten Korrektoriteration (Gleichung (3.10)) ge-
winnen last

1 Aup
te i) = e - 1 (3.40)
| Aup |2 + w2 - 1

>4
1
T

Hyi_q) ® Gleichgewichtspunkt (u,})
o Start der Korrektoriterationen

el L
g L
=

i-1

Bild 3.11: Tangenten fir "Steplength—Control”

Der Faktor 8, errechnet sich aus dem Quotienten der Normen der zweiten und ersten
Korrektoriteration des vorherigen inkrements:

Iyl | A
) A .
o T Tave, T | 1Ayl @.41)

Anstatt der von Deuflhard vorgeschlagenen Verwendung von A?‘wird diese hier ersetzt
durch Ay1 nach

Ay = Ki e+ AY) © Gy + AY) (3.42)

[Aif‘ = Kilyw G(yp,+Ay°)} (3.43)
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Derandere Fall bedeutet erhdhte Rechenzeit und Speicherplatzbedarf, da die dreiecks-
zerlegte Steifigkeitsmatrix am letzten Punkt gespeichert und fir die Ldsung nochmals
verwendet wird, so daB hier vereinfachend Ay’ Verwendung findet. Die nachste Korrek-
tur Ay wird sowieso berechnet, und deren Verwendung fiihrt zu &hnlichen Ergebnis-
sen. Bei zu kleinem 6, wird eine untere Schranke 6,,,, verwendet, die bei Beispielrech-
nungen in Deuflhard et al. bei 6,,,, = 0.01 liegt. Der zusétzliche Faktor 8 = Pp * Omax
in Gleichung (3.38) setzt sich zusammen aus einem Sicherheitsfaktor ppund dem auch
spéter noch bendtigten 8,4, Gatermann benutzt die Werte pp = 0.5uUnd Bypa = 0.5.

Fur die Bewertung der Qualitat der Korrektoriteration fiihren die oben genannten Auto-
ren den natlrlichen Monotonietest ein:

_ Ay
O avK

wobei hier wieder naherungsweise Ay*+! ~ Ay**(vgl. Gleichungen(3.42) und (3.43))
und der vorgeschlagene Wert 6,2 = 0.5 verwendet werden. Es wird also kontrolliert,
ob die Normen der aufeinanderfolgenden Korrektorschritte jeweils mindestens um den
Faktor Omax kleiner werden. Bei Verletzung dieser Bedingung wird ein Neustart der Kor-
rektoriteration mit verkirztem Pradiktorschritt vorgenommen. Der Faktor o fiir die Ver-
kirzung ergibt sich zu:

= Omax (8.44)

-0
Om ~ Ymax (3.45)

a = ek

wobei flr den Sicherheitsfaktor py = 0.5 vorgeschlagen wird.

Die oben genannten Autoren schlagen diese Prozedur vor bei Verwendung eines Qua-
si—Newton—Verfahrens mit Rang—1—Korrektur in Verbindung mit GauB—Newton—
Korrektoriteration (vgl. Kapitel 3.3.2 ¢)). lhre vorgeschlagenen Werte Omax=0.5,
Bmin=0.01, py=0.5und pp=0.5 fihren auf sehr kleine Inkremente. Bei der effekti-
ven Berechnung von Stabilitatspunkten im Rahmen dieser Arbeit muBten diese Werte
angepaft werden, um auf viel groBere Inkremente zu gelangen. Es war sogar ange-
bracht, mit Bmax > 1.0 zu arbeiten, also zuzulassen, daB die Norm der Korrektoritera-
tion zwischenzeitlich zunehmen darf. Bei den Beispielrechnungen in Kapite! 3.5.5finden
sich einige Vorschlage flir die Wahl dieser Parameter.

3.5.3 Anzahl der Korrektoriterationen und Monotonietest

Andieser Stelle wird eine Prozedur der automatischen Schrittweitenbestimmung vorge-
schlagen, die sowohl bei feiner als auch bei grober Inkrementierung verwendet werden
kannund sich durch leichte Handhabbarkeit auszeichnet. Sie entsteht aus einer Kombi-
nation der unter in Kapite! 3.5.1 und 3.5.2 vorgestellten Methoden. Fiir die Bestimmung
der neuen Bogenldnge werden die Gleichungen (3.36) und (3.37)
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s = a-8§_,

J p
a=(—d) ;05 sp <1
Jioy

mit einem relativ groBen Wert fiir J 4, z.B. J; = 8, verwendet, um eine groBe Bogen-
lange anzustreben. Hier spielt allerdings auch die erwiinschte Abbruchgenauigkeit, die
die lierationsanzahl beeinfluBt, eine Rolle.

Die Kontrolle der Korrektoriteration mit dem Monotonietest (vgl. Gleichung (3.44))
Ayk+1]

=1 < @

| Tays] =

verklrzt das Inkrement dann sofort wieder bei Konvergenzschwierigkeiten mit dem

Faktor (vgl. (3.45))

O

Pm * Bmax

o = ek

Die meisten Berechnungen (s.a. Beispiel in Kapitel 3.5.5) wurden unter Verwendung
von py = 0.5und 1 < By < 5 durchgefiihrt. Mit dem Wert 8nax > 1.0 wird also zu-
gelassen, daf3 die Norm der Variablendnderung wahrend der Korrektoriteration sogar
wieder zunehmen darf. Das liegt daran, daB groBe Inkremente zwar in Bereiche fiihren,
die weit auBerhalb von Konvergenzbetrachtungen fir das Newton—Verfahren liegen,
die Korrektorprozedur aber trotzdem noch mit einer verniinftigen Anzahl von lterationen
zu Gleichgewichtspunkten fihrt. Dieses Arbeiten mit groBen Inkrementen und Klrzen
des Pradiktorschrittes bei Konvergenzschwierigkeiten, die in der Regel gleich zu Be-
ginn der Korrektoriteration auftreten, fihrt zu einer Prozedur, die es erlaubt, Gleichge-
wichtspfade sehr effektiv und schnell zu durchlaufen. In kritischen Bereichen wird die
Schrittweite automatisch gekiirzt und bei Bedarf kdnnen Verzweigungs— oder Durch-
schiagspunkte mit den in Kapitel 4 beschriebenen Methoden genau lokalisiert werden.

Bei dem in Kapitel 3.3.2 b) beschriebenen Korrektorverfahren ergibt sich noch eine Be-
sonderheit, da bei der Lésung der quadratischen Gleichung (3.27) die Diskriminante
negativ werden kann. Innerhalb der automatischen Schrittweitenprozedur kann fir die-
sen Fall die Diskriminante auf Null gesetzt werden, da der Pradiktor sofort verklrzt wird,
wenn diese MaBnahme sich zu nachteilig auswirkt.

3.5.4 Weitere Methoden

Im Ubersichtsaufsatz von Clarke, Hancock (1990) wird die Bogenlange variiert mit Hilfe
des Steifigkeitsparameters nach Bergan et al. (1978)
_ Dy Au,T P (3.46)

K7 Ahpy Au,T P '

Damit kann der fir die Bogenlangenanderung verwendete Faktor a berechnet werden
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83,

o = AS, (3.47)

Der Wert AS, wird vom Benutzer eingegeben oder berechnet sich aus der Differenz
AS, = §, —- 8§, der ersten beiden Inkremente, und fiir das aktuelle Inkrement ergibt
sich AS, = §, - §,_,.

Chan (1988) schlégt ebenfalls bei Verwendung des Steifigkeitsparameters S fiir den
Faktor a vor:

a=1[84" ; p=1 (3.48)
In Bergan und Sereide (1973) und Bergan et al. (1 978) wird eine Methode beschrieben,
die hier nur verbal erléutert wird. Der Gleichgewichtspfad wird am aktuellen Gleichge-
wichtspunkt parabolisch mit Hilfe der beiden letzten Gleichgewichtspunkte und der au-
genblicklichen Steigung approximiert. Damit 148t sich die Abweichung T vom Pradiktor
mit alter Bogenldnge zum approximierten Gleichgewichtspfad berechnen und der Quo-
tient mit einer vorgegebenen Abweichung T verwenden, um den Pradiktorschritt zu ska-
lieren (Bild 3.12). Angaben Uber die Vorgabe der Abweichung 7 finden sich in Bergan
et al. (1978).

A
Prédiktor quadratische
) Approximation

T+
® Gleichgewichtspunkt (u,})
O Start der Korrektoriterationen
T ~ Abweichung

Mot T — vorgegebene Abweichung
. . " B

Bild 3.12: Schrittweitenstrategie nach Bergan

3.5.5 Beispiel

Das folgende, auch in Wagner (1991) beschriebene Beispiel, eignet sich hervorragend
zur Demonstration der Leistungsféhigkeit des vorgesteliten Pfadverfolgungsalgorith-
mus in Verbindung mit der automatischen Schrittweitenanpassung. Wie sich zeigt, tre-
ten in der Lastverschiebungskurve stark nichtlineare Bereiche mit extremen Krim-
mungsénderungen auf, die die standige Schrittweitenanpassung unbedingt erfordern,
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Bei dem in Bild 3.13 dargesteliten Tragwerk handelt es sich um einen einseitig einge-
spannten Kreisbogen unter einer Einzellast.

El = 10%Ncm? EA = 10%kN
r =100 cm

a = 215°

Diskretisierung:

20 vierknotige, degenerierte,
unterintegrierte
Schalenelemente fiir groRe
Rotationen

Bild 3.13: Einseitig eingespannter Bogen unter einer Einzellast

900} P [kN]
800}
Zgg: Bpin = 0.01
500t py = 0.5
400}
300l a) pp = 0.5

200r 439 Inkremente

100, 1981 iterationen

0 u [cm]
~100L : :

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Omax = 0.5

900f P [kN]
800}
;88: By = 0.01
500} py = 0.5
400}
300t b) pp = 0.5

200r 406 Inkremente
100 1794 lterationen
0 fcm]

_1 00 L I L L L L L‘l m
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Bmax = 0.5

Bild 3.14: 'Steplength—Control’ nach Deuflhard mit Literaturvorgaben
a) Crisfield —  b) Minimum der residualen Anderungen

57



Im folgenden wird die Schrittweitenstrategie von Deuflhard ('Steplength—Control’) mit
der hier vorgeschlagenen "Schrittweitenanpassung’ verglichen, angewandt auf die Kor-
rektoriteration mit exakter Erfillung der Bogenléngengleichung nach Crisfield bzw. auf
dem Weg der minimalen residualen Anderungen. Die bei Deuflhard bzw. Gatermann an-
gegebenen und in Bild 3.14 a) und b) aufgefiihrten Parameter fihren auf eine viel zu
feine Inkrementierung. Die Punkte in den Bildern Bild 3.14 a) und b) stellen die ausite-
rierten Gleichgewichtslagen dar.

Bei Erhéhung von 8max auf das Doppelte ergibt sich eine leicht verbesserte Situation
(Bild 8.15 a) und b) ), jedoch bleiben immer noch Bereiche mit sehr feiner Unterteilung.

900f P [kN]
800}
Zgg: Bpmin = 0.01
500} o =05
400t
300

200 90 Inkremente
100y, 574 lterationen
0
_100 1 1 1 1 un[cm]

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Omax = 1.0

a) v pp = 0.5

900 P [kN]
800-
700
600F
500
400+
300+

200 216 Inkremente

100}, 1146 Iterationen
0 u fem]

—-100 " :

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Omax = 1.0
O, = 0.01
py = 05

b} pp =05

Bild 3.15: 'Steplength~—Control' nach Deuflhard mit Omax=1.0
a) Crisfield  —  b) Minimum der residualen Anderungen

Beim Versuch, die Parameter so zu variieren, daB der Pfad im dargestellten Bereich mit
moglichst wenigen lterationen durchlaufen wird, sollten pp und pp den gleichen Wert
einnehmen. Dadurch reduziert sich die Anzahl der zu variierenden Parameter auf drei.
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Dies erweist sich schon als aufwendig genug. Fiir die Korrektoriteration nach Crisfield
konnte eine brauchbare Einstellung gefunden werden (Bild 3.16 a) ). Fiir die zweite Art
der Korrektoriteration in Bild 3.16 b) war dies kaum méglich, da die Parameter sich im-
mer wieder in undurchsichtiger Weise gegenseitig beeinflussen.

900} P [kN]
800}
Zgg: 8, = 0.01
500} py = 0.3
400}
300}

200r 32 Inkremente
1005, 325 lterationen

0
—100 A A W , \ u fem]

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Bmax = 3.5

a) pp = 0.3

900} P [kN]
800}
ggg: Oy = 0.01
500} py = 0.3
400}
300

OF
fO 56 Inkremente
OO[’ 586 Iterationen

0
—100 1 . w . ' u [em]

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Omax = 3.5

b) pp = 0.3

Bild 3.16: 'Steplength--Control’ nach Deuflhard .
a) Crisfield —  b) Minimum der residualen Anderungen

Bei der hier vorgestellten Schrittweitenanpassung wird der Sicherheitsfaktor py, = 0.5
festgehalten, so daB nur zwei Parameter verbleiben. Der Wert Jq solite dabei, je nach
gewlinschter Feinheit eher etwas groBer gewahlt werden (hier meist: 6<Jg<10), um
nach Schrittweitenklrzung an kritischen Stellen die Erhdhung wieder zu forcieren. Der
Wert flir 0,4« lag bei den berechneten Beispielen meist im Bereich 1 < 8, < 5, also
deutlich Gber dem bei Deufihard. Die Diagramme in Bild 3.17 zeigen flir beide Korrektor-
methoden sehr brauchbare, genligend glatte Lastverformungskurven mit groBen Inkre-
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menten in linearen Bereichen und geklirzten Schrittweiten in den eher kritischen Berei-
chen mit hoher Krimmung.

900f P [kN]
800t
700r Bmax = 3.5
600t
500k py = 0.5
400
300}

2004
100 36 Inkremente
§ 298 lterationen

P L uTm]

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

a)

900F P [kN]
800

700

600

500 py = 05
400

300 b)

200
100 36 Inkremente
319 lterationen

1 Og . . w L . u fem]

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Jg =10

Omax = 5.0

Bild 3.17: verbesserte Schrittweitenanpassung .
a) Crisfield ~  b) Minimum der residualen Anderungen

Flr gewlinschte feinere Inkrementierung werden beide Parameter etwas verkleinert,
wie in Bild 3.18 angedeutet.

Diese Art der Schrittweitenanpassung zeigt sich auch bei vielen anderen Beispielen als
&uBerst leicht anwendbar und trotzdem sehr effektiv und zuverléssig. Der groBe Vorteil
gegenuber der von Deufihard gezeigten Anpassung besteht in der Méglichkeit, die
Feinheit der Inkrementierung leicht zu veréndern. Schon nach wenigen Berechnungen
und Beobachtung von lterationszahlen bzw. der Norm der residualen Anderungen, die
ja mit den zu variierenden Parametern beeinfluBt werden, fallt die Handhabung sehr
leicht.
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900f P [kN]
800}
700 Bmax = 3.5
600; '
500 py = 0.5
400t v
300

200r 47 Ink t |
100 nkremente >

368 lterationen

O &
~100L | ) L

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Bild 3.18: 'Schrittweitenanpassung’ mit feinerer Inkrementierung (vgl. Bild 3.17 b)
- Minimum der residualen Anderungen

3.6 Vorzeichen des Lastinkrements beim Pradiktorschritt

Die Verwendung der Tangentensteifigkeitsmatrix flir den Pradiktorschritt erlaubt die Be-
rechnung einer Tangentenrichtung. Es muB aber noch entschieden werden, in welcher
Richtung der Pfad an dieser Stelle durchlaufen werden soll. Die Entscheidung, ob der
Pradiktorschritt aufwérts oder abwérts angesetzt wird, kann auf jeden Fall iber die Ein-
gabe gesteuert werden. Damit kann dann z.B. an Verzweigungspunkten in Verbindung
mit Pfadverfolgungstechniken jeder Pfad in beliebiger Richtung durchlaufen werden,
auch wenn dazu eventuell ein Neustart am entsprechenden Verschiebungszustand mit
verdndertem Parameter zur Richtungssteuerung notwendig wird.

Nachfolgend werden einige Mdglichkeiten aufgezahlt, wie diese Entscheidung wah-
rend der Pfadverfolgung automatisch getrofien werden kann:

a) Tauchen auf der Diagonalen der faktorisierten Steifigkeitsmatrix bei der Gleichungs-
I6sung negative Glieder auf, so deutet das auf ein Uberschreiten eines singuldren Punk-
tes, d.h. Verzweigungs— oder Durchschlagspunkt, hin, und es wird ein negativer Pré-
diktor angesetzt.

b) Bei negativem Steifigkeitsparameter S, (Gleichung (3.46)) wird ein negativer Pradik-
tor verwendet.

¢) In Anlehnung an Gleichung (3.39) wird der Winkel zwischen letztem und aktuellem
Pradiktor jeweils mit positivem und negativem Vorzeichen berechnet. Der kleinere Win-
kel ergibt einen gréBeren Wert flir ¢y und bedeutet dann das Durchlaufen des Pfades
in gleicher Richtung.
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Es kann kaum angegeben werden, wann welche Methode zu bevorzugenist. Das hangt
sehr von den Wiinschen des Benutzers und von der Problemstellung ab. Die hier ge-
schilderten Varianten der Richtungssteuerung in Verbindung mit der Mdglichkeit eines
Neustarts an einer beliebigen Stelle auf dem Lastverformungspfad ermdglichtaufjeden
Fall die Verfolgung aller gew(inschter Pfade.

3.7 Begleitende MaBBnahmen

Als begleitende MaBnahmen wahrend der Pfadverfolgung kénnen ohne groBen Auf-
wand die Determinante der tangentiellen Steifigkeitsmatrix K1, die Anzahl der negativen
Eigenwerte von K oder der Steifigkeitsparameter Sy nach Bergan wichtige Informatio-
nen geben. Die Determinante D berechnet sich bei der LDLT—Dreieckszerlegung von
K; einfach aus dem Produkt aller Diagonalglieder D;;

D (3.49)

—,

-

D= i
i=

Falls die Determinante, gerade bei Systemen mit sehr vielen Freiheitsgraden, sehr
groBe Werte annimmt, die vom Rechner nicht mehr dargestelit werden kénnen, miissen
Skalierungen eingefiihrt werden. Das Vorzeichen der Determinante erlaubt nicht unbe-
dingt eine Aussage, da bei einer geraden Anzahl von negativen Diagonalgliedern die
Determinante positiv wird. Die Anzahl der negativen Eigenwerte hingegen entspricht
genau der Anzahl der negativen Diagonalglieder Dj. Der Steifigkeitsparamter Sy be-

rechnet sich nach Gleichung (3.46).

Fir die begleitende Eigenwertberechnung stehen u.a. folgende Alternativen zur Verfii-
gung:

(K;=M)d =0

K-Mg)¢ =0

(

K+ Ky — 2K =0
(( ) g ) ¢ K — linearer Anteil von K;
(

K- MKy + Kg )) d =0 Ky — Anfangsspannungsmatrix
Ky — Anfangsverschiebungsmatrix
Kr - MKy ) =0 AK; — Anderung im letzten Inkrement
(K-—\M)¢ =0 M - Massenmatrix

Néheres dazu und auch die Méglichkeiten zur Interpretation dieser Techniken finden
sich u.a. in Ramm (1976), Brendel (1979) oder Wagner (1991).
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3.8 Zusammenfassung

Dieses Kapitel 3 beschreibt ein vollstidndiges und zuverlassiges Werkzeug zur effizien-
ten Pfadverfolgung. Die erlduterten Techniken sind in Bild 3.19 nochmals zusammenge-
tragen. Bei fast allen geometrisch nichtlinearen Berechnungen kam die beschriebene
Schrittweitenanpassung in der Pradiktorphase zum Einsatz. in der Korrektorphase do-
miniert die Kombination von reinem Newton—Raphson—Verfahren in Verbindung mit
den Bogenléngenverfahren in den drei angesprochenen Varianten. Die Konvergenz
wird durch den Monotonietest liberpriift und die Schrittweite bei Bedarf gekurzt. Die be-
gleitenden MaBnahmen wirken unterstitzend, wobei die begleitende Eigenwertberech-
nung ihren Aufwand nur bei speziellen Situationen rechtfertigt.

Pradiktor

Quasi=Newton
modifizierter Newton

Line=Search

s e S, e, st

[ Monotonietest/ S

Konvergenzabfrage

begleitende MaBnahmen

Determinante '

i negative Diagonalglieder bei LDLT ~Zetlegung
Steifigkeitsparameter

begieitende Eigenwertberechnung

Bild 3.19: Pfadverfolgung
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4  Stabilitatsberechnungen

Die inder Einleitung erwahnten Stabilittsdefinitionen nach Liapunov bzw. Euler werden
herangezogen, um kritische Punkte zu identifizieren. Ein Satz von Gleichungen wird for-
muliert, um Gleichgewicht an solch einem Punkt zu beschreiben. Diese erweiterten Sy-
steme von Gleichungen, bestehend also aus den Gleichgewichtébeziehungen und der
Bedingung fir einen singuldren Punkt, gelten sowohl fir Verzweigungs— als auch fur
Durchschlagspunkte, so daB ein Unterscheidungskriterium eingefiihrt wird. Die folgen-
den Ausflihrungen behandeln die direkte Berechnung der kritischen bzw. singuléren
Punkte durch konsistente Linearisierung und L&sung durch Newton—Verfahren mit
quadratischer Konvergenz in der Nahe der Lésung. Analog zu den Pfadverfolgungsal-
gorithmen sollen hier mdglichst effektive Lésungsstrategien, auch geeignet fiir gro8e
Systeme mit vielen Freiheitsgraden, im Rahmen der Methode der finiten Elemente zum
Einsatz kommen. Ein zentrales Problem bei der Lésung mit den direkten Methoden ent-
steht durch das Singularwerden der Tangentensteifigkeitsmatrix, die zur Gleichungslé-
sung invertiert werden muB. Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei neue, zuverlassige
Penalty--Methoden vorgestellt und mit der von Wriggers, Simo (1990) verglichen. Der
Vergleich zu alternativen Verfahren aus der mathematischen Literatur zeichnet die hier
vorgestellten Penalty—Methoden als wesentlich weniger aufwendig aus. In einem wei-
teren Kapitel wird die Gleichungsldsung mit singular werdender Systemmatrix ohne
Einsatz von Penalty —Verfahren diskutiert. Diese Methoden, auch angewandt an einem
Beispiel, férdern zum einen das Verstandnis und zum anderen ergeben sich auch hier
Méglichkeiten, die direkte Berechnung von kritischen Punkten zu stabilisieren. Die Me-
thoden zur direkten Berechnung von singuldren Punkten werden dann eingebunden in
den Strukturanalyseteil, bisher bestehend aus den Pfadverfolgungstechniken. In die-
sem Zusammenhang werden noch offene, meist numerische, Detailfragen analysiert.
AbschlieBend folgen einige Literaturverweise auf Alternativen zu den direkten Methoden.

4.1 Identifikation und Klassifizierung kritischer Punkte

Ein kritischer oder auch singulérer Punkt zeichnet sich dadurch aus, daB auf gleichem
Lastniveau in unmittelbarer Nahe zu einem Gleichgewichtspunkt eine Nachbarlage, die
ebenfalls die Gleichgewichtsbedingungen erflillt, existiert. Diese, u.a. bei Koiter (1945)
und Budiansky (1974) verwendete, Bedingung 1Bt sich umsetzen durch die Formulie-
rung des Gleichgewichts an einem kritischen Punkt (uc, Ao) nach Gleichung (3.2):

Gug,he) = 0 4.1)
Aut gleichem Lastniveau soll ein Nachbarpunkt (u; + Au, A¢) existieren. Durch Lineari-
sierung von Gleichung (4.1) 148t sich Gleichgewicht am Nachbarpunkt schreiben als
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Gue + Au, k) = Gug hg) + Gug rg),y AU =0 (4.2

bei Verwendung der Fréchet—Ableitung ( ),y = %(—u-) | u—u, - Der erste Term von (4.2)
verschwindet wegen (4.1) und es verbleibt

Gug, Ag),y Au =0 (4.3)
oder

Kiuahd) ¢ =10 4.9)

Die Fréchet--Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen flihrt also auf die Tangenten-
steifigkeitsmatrix K, und die Richtung fir die K singulér wird, wird als Singulérvektor
oder Beulform ¢ bezeichnet. In denfolgenden Kapiteln werden Probleme mit gleichzei-
tigem Auftreten mehrerer Eigenvektoren an einem singularen Punkt ausgeklammert.
Die Tangentensteifigkeitsmatrix Ky besitzt den Rangabfall 1 und der vom Eigenvektor
aufgespannte Nullraum die Dimension 1. Ein stabiler Bereich der Lastverformungs-
kurve zeichnet sich aus durch eine positiv definite Steifigkeitsmatrix K;, was auch
gleichbedeutend mit der Forderung nach einem lokalen Minimum fir das Potential JT
ist. Am kritischen Punkt wird Ky dann positiv semi--definit bzw. singulér. Das System
kann in Richtung ¢ ohne Zuflihrung von Energie ausweichen.

Durch die Einfiihrung eines Zeit— oder Pfadparameters s, wie er bei Budiansky (1974)
oder auch in der mathematischen Literatur, z.B. Spence, Werner (1982) und Jepson,
Spence (1985), verwendet wird, lassen sich die kritischen Punkte genauer untersuchen.
Die parametrisierten Gleichgewichtsbedingungen lauten

G(u), Ms)) = 0 (4.5)
und Linearisierung bzgl. s fiihrt zu

K, %% +G, %;: = (4.6)
wobei (), die partielle Ableitung a—g)\—)beschreibt. Durch Multiplikation mitdem Eigen-
vektor verschwindet der erste Term am singuldren Punkt wegen (4.4) und es verbleibt:

976, L=o @.7)
Das Ersetzen der partiellen Ableitung G, durch den negativen Lastvektor —P gemas
Gleichung (3.2) fihrt zu

Tpdh_
¢TPIe=0 (4.8)

Dies bedeutet, daB beim Auftreten von sinfachen singuldren Punkten folgende Klassifi-
zierung gilt:

g—;‘ =0 ; ¢ P =0 —>  Durchschlagspunkt (49)
% =0 ; ¢ P =0 -~ Verzweigungspunkt (4.10)
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Bei bekanntem Eigenvektor ¢ kann durch die Bildung des Skalarprodukts ¢'P das
Auftreten eines Durchschlags— oder Verzweigungspunktes festgestellt werden.

4.2 Direkte Berechnung kritischer Punkte mit erweiterten Systemen

Analog zur Vorgehensweise bei der Pfadverfolgung werden erweiterte Systeme, die auf
dem Gleichgewichispfad liegende kritische bzw. singulére Punkte beschreiben, formu-
liert. Konsistente Linearisierung fihrt dann zu einem lterationsverfahren mit quadrati-
schem Konvergenzverhalten in der Nahe der Losung. Diese Vorgehensweise taucht in
der mathematischen Literatur schon seit vielen Jahren auf, z.B. in Keener, Keller (1 973),
Seydel (1979), Moore, Spence (1980) oder im Ubersichtsaufsatz von Mittelmann,
Weber (1980). Auch in der Ingenieurliteratur findet die Verwendung solcher erweiterter
Systeme immer mehr Bedeutung. Die Anwendung dieser Verfahren im Rahmen der Me-
thode der finiten Elementen bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden wird in Wriggers,
Wagner, Miehe (1988), Wriggers, Simo (1990), Wagner (1991) u.a. diskutiert.

Um einen kritischen Punkt zu beschreiben, miissen die Gleichgewichtsbedingungen
erweitert werden mit Informationen, die diese Singularitatsstelle beschreiben. Bei Gil-
tigkeit der Bedingung K. ¢ =0 fiir das Singularwerden der Steifigkeitsmatrix ver-
schwindet auch die Determinante det K, = 0. Abbott (1978), Brendel (1979) u.a. ver-
wenden die Bedingung fiir die Determinante zur Formulierung erweiterter Systeme. Da
aber dabei die konsistente Linearisierung problematisch wird (Wagner (1991)), soll auf
diese Vorgehensweise an dieser Stelle nicht naher eingegangen werden. In Kapitel 4.9
wird diese Idee in Verbindung mit Bisektionsverfahren nochmals angesprochen.,

Bei Verwendung der Gleichung K; ¢ =0 selbst 148t sich das folgende erweiterte Sy-
stem angeben.

G(u,»)
KiuN¢ ¢ =0 (4.11)
(e)
Die Nebenbedingung I(¢) wird bendtigt, um die Lange des Eigenvektors ¢ ,z.B. nach
() =f ¢ |-T=0 (4.12)
oder
(¢)=eld -b=¢,-d=0 (4.13)

zu beschrénken. Damit wird die triviale Lésung ¢ = 0 ausgeschlossen. Gieichung
(4.12) gibtfur die euklidische Normvon ¢ denWert 1 vor, wahrend bei Gleichung (4.13)
durch den Einheitsvektor e;, der nur an der Stelle i einen von Null verschiedenen Wert
besitzt, eine Komponente des Eigenvektors ¢, mit der Vorgabe &verglichen wird. Die-
ses erweiterte System hat 2n+1 Unbekannte. Bei der L&sung ergibt sich zusétzlich zu

66



den Verschiebungen uc und dem Lastparameter A auch der Eigenvektor ¢ . Bei der
nun folgenden Beschreibung des Ldsungsweges soll dann der Aufwand im Vergleich
zur Pfadverfolgung abgeschétzt werden.

Die konsistente Linearisierung von (4.11) fiihrt zum lterationsschema.

K+ 0 -P Au G
Krd)u Kr Kid)y| | A0 = - | Ko (4.14)
o' Lo 0 Al [

Dabei verschwindet die partielle Ableitung nach dem Lastparameter (K; ¢ ),, bei An-
nahme von verformungsunabhéngiger Belastung. Die Richtungsableitung (K; $),uAu
wird durch Bildung eines Differenzenquotienten approximiert (Wriggers, Simo (1990))
und Moore, Spence (1980)):

Ky ) Au =~ % (Kyu+ed,)) Au — Ki(u,\) Au) (4.15)
Im Geegensatz zu Wriggers, Simo (1990), die die Matrix K(u + € ¢ , A) nur auf Elemen-

tebene aufstellen, wird hier der globale Zusammenbau der Steifigkeitsmatrix durchge-
fihrt, um unabhéngig von der verwendeten finiten Elementformulierung zu bleiben,

Bei der Losung von (4.14) wird analog zur Pfadverfolgung nicht die gesamte Matrix, die
als Untermatrix zweimal die Steifigkeitsmatrix K;enthélt, invertiert. Es wird vielmehr die
Symmetrie und die besondere Speichertechnik von K berlcksichtigt, und mit der Par-
titionierungsmethode wird aus der ersten Gleichung

Aup =  Ki'P (4.16)

Aug = -K;' G 4.17)

Au = Aup Ah + Aug (4.18)
Damit erhélt man nach einigen Umformungen aus der zweiten Gleichung

Adpp= — Ki' Ky ) Aup (4.19)

Adpg= = K" (Kr ),y Aug (4.20)

b +Ad =Adp AL+ Adg (4.21)

Unter Verwendung des ersten Vorschlags (4.12) fir die Nebenbedingung | (¢) ergibt
sich aus der dritten Gleichung

= 4TApgH] ¢ ]
T Adp

Mit dem berechneten Al kénnen dann Verschiebungen, Eigenvektor und Lastparame-

ter fiir die néchste lteration, bezeichnet mit ( )ney , angepaBt werden:

Al (4.22)

Ungy = U + Aup AN + Aug (4.23)
Gnou=Adp-AL+AD G (4.24)
Mneu = A+ Al (4.25)

67



Die Berechnungvon A ¢ pund A ¢ 4 verwendet die Approximation nach (4.15) in Ver-
bindung mit (4.16) und (4.17):

Adp=~—Ki' %(KT(u+e¢,)») Aup — P) (4.26)
Adpg= — K7 %(KT(u+e¢,k) Aug + G) (4.27)

Dies bedeutet, an der Stelle (u+€ ¢ , 1) wird eine neue Steifigkeitsmatrix aufgestelit
und sofort mit Aup bzw. Aug multipliziert. Die Differenz der entstehenden Vektoren mit
P bzw. ~G wird durch e dividiert. Die Gleichungsldsung fiir die Ldsungen A Op A g
sowie flir Aup und Aug nutzt jeweils die einmal invertierte oder faktorisierte Steifigkeits-
matrix KT‘1. Der wesentliche Mehraufwand im Vergleich zur Pfadverfolgung besteht
also im Aufstellen einer neuen Steifigkeitsmatrix, da sich die zuséatzliche Gleichungslo-
sung mit zwei neuen rechten Seiten, die Multiplikationen KyAug , KiAug , sowie die
Ausfihrung einiger Vektoroperationen, bei der Gesamtrechenzeit kaum bemerkbar
machen. Die Wahl der Startwerte flr u, ¢, ) und des Parameters ¢ werden in Kapitel
4.8 ausfuhrlich diskutiert.

Da bei der Losung des erweiterten Systems (4.11) die Steifigkeitsmatrix K; singular
wird, kann sie eigentlich nicht mehr invertiert werden. Bei der Gleichungsldsung flr
Aup, Aug, A ¢ pund A ¢ gkénnenin unmittelbarer Nahe des kritischen Punktes groBe
Fehler entstehen.

« Rechteckquerschnitt
r=10m mit:

b=01m
h=01m

E = 8.3 kNm?
v = 0.25

Bild 4.1: Flacher Bogen

Am Beispiel des flachen Bogensin Bild 4.1 (siehe auch Petersen (1992)) werden die da-
mit verbundenen Probleme veranschaulicht. Bild 4.2 zeigt die zugehdrige Lastverschie-
bungskurve mit den beiden Verzweigungspunkten fiir Torsionsversagen und asymme-
trisches Versagen in der Ebene.
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asymmetrisches Versagen
in der Ebene

-

Torsionsversagen

\

Bild 4.2 Kritische Punkte auf der Lastverformungskurve

Die Folge der iterativen Zwischenlésungen bei der Berechnung des zweiten kritischen
Punktes ab dem Gleichgewichtspunkt auf dem Lastniveau A = 28.0 filhrt in Bild 4.4
sehr schnellin die N&he des kritischen Punktes bei A, = 33.26. Erst die genauere Be-
trachtung der Zwischenlésungen in unmittetbarer Ndhe zum singuldren Punkt zeigt Os-
zillationen gerade dann, wenn nahezu quadratische Konvergenz erreicht wird. In
Bild 4.4 &uBert sich dies durch das 'Wegspringen’ der iterativen Zwischenlésungen
vom Lasungspunkt. Das Auftragen des Betrages des kleinsten Diagonalglieds und des
Skalarprodukts AuTG aus den iterativen Verbesserungen Au und den Ungleichge-
wichtskraften G (ber dem Iterationszahler Bild 4.3 verdeutlicht diesen Sachverhait. Da-
bei dient das Verschwinden des kleinsten Diagonalglieds als Indikator fir das Erreichen
des singuldren Punktes und der verschwindende Energieausdruck AuTG reflektiert das
Erreichen eines Gleichgewichiszustandes.

108

o L /\/M

T

10~4 |
108 +
10-12-

I &-® K. Diagonaigtied
10-16} ;

i %% Energie AUTG
10—20 L ] L L t 'l 1 ' L i L 1 L L L 1 il 1 L

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 lteration

Bild 4.3: EinfluB der Singularitat auf Konvergenzverhalten
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33.265- El

33.260r
33.255;
u
33.25 : ! ' . )
1.077 1.078 1.079 1.080

Bild 4.4: EinfluB der Singularitét bei iteration zum kritischen Punkt

Um diesen unerwiinschten Effekten begegnen zu kénnen, werden verschiedene Penal-
ty—Formulierungen eingefthrt. Die im Rahmen dieser Arbeit neu entstandenen Formu-
lierungen werden mit der von Wriggers, Simo (1990), beschrieben in Kapitel 4.5, vergli-
chen.

4.3 Penalty~Formulierung unter Verwendung des Einheitssvektors €

Die erste Penalty—Formulierung geht von folgendem erweiterten System aus:
G(u,A)
Ke(u,)) +ceel)o ~C(efp ~d) e » =0 (4.28)
eld ¢

Die konsistente Linearisierung filhrt zu folgendem terationsschema:
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Ky 0 -P |[Au G
Krd)u Kp Krod)ol|Ag|= ~|(K;+Ceel) o -] & — dle,| (2.20)
of el 0 |l A el -6

Die lineare Nebenbedingung e;rq: - &) istin jedem lerationsschritt exakt erflillt, so daB
in der zweiten Gleichung von (4.28) der Term (K + EeieiT) ibrig bleibt. Dieser zusam-
mengesetzte Term wird an der Ldsung singuldr, so daB die bei der Lésung von (4.29)
zu verwendende Steifigkeitsmatrix K; allein nicht singulér wird. Mit dem Einheitsvektor
e;, dernuran der Stellei eine von Nullverschiedene Komponente besitzt, wird die Penal-
ty—Steifigkeit auf die Diagonale der i~ten Gleichung der Steifigkeitsmatrix K; addiert.
Die Stelle i ergibt sich aus der Stelle der Maximalkomponente des Singuléarvektors. Na-
heres dazu findet sich in Kapitel 4.8.3.

Da die erste Gleichung von (4.28) auf jeden Fall Gleichgewicht fordert, beschreibt die-
ses erweiterte System also einen Gleichgewichtspunkt in der Néhe des singuléren
Punktes, abhangig von der GroBe des gewahiten Strafterms ¢. Die Stérung mit ¢ taucht
nur in der rechten Seite von (4.29) auf. Der Wert fir ¢ wird durch Testberechnungen so
justiert, daB das erweiterte System sicher, ohne Oszillationen, konvergiert. Bei vielen
Beispielrechnungen liegt er im Bereich 107! < ¢ < 1076,

Die Technik zur Losung des lterationsschemas (4.29) folgt der in Kapitel 4.2 beschriebe-
nen und fallt deshalb hier sehr knapp aus. Die Verwendung der Partitionierung und suk-
zessives Einsetzen der Gleichungen fihrt zu folgender Lésungsmethode:

Aup= K7'P
Aug = -K;' G
Aug = —K;' ¢
Au = Aup A\ + Aug (4.30)
Adyp ’Kf1 Ky ) Aup
Adpg= - Ki' (Krd)u Aug
¢ +A) =APp AL +AG+C S Aug (4.31)

Bei Verwendung der skalaren GréBen a4, ap und ag ergibt sich flir den Lastfaktor:
a, =e Adp
a, = e A g
a; = e Aug

¢ —a,~C¢a,

AL = a

(4.32)
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Upey = U + Aup AM + Aug

Grou=Adp AL+ A g+ T b AU

Meu = M+ AR
Im Vergleich zum erweiterten System aus Kapitel 4.2 muB hier im wesentlichen nur eine
weitere Gleichungslésung fir Aug durchgefiihrt werden. Der zusétzliche Aufwand ist
bei bereits invertiert vorliegender Steifigkeitsmatrix vernachlédssigbar. Der Term
(K; ¢ ),; entfélit bei der Annahme verformungsunabhangiger Belastung. Die skalaren
GrdBen a4, a, und a,, die sich formal aus Skalarprodukten ergeben, entsprechen der
i—ten Komponente der jeweiligen Vektoren Adp, A g und Aug.

108
104
100 »
104
10-8
10—12

1016

1 0—20 L L L 1 L 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 lteration

¢c=10"5 Ac = 33.258

L S e |

e-# ki. Diagonalglied
X ‘Energie AUTG

T T T T

Bild 4.5: Penalty—Verfahren

Den Erfolg dieser Penalty—Formulierung fir das Bogenbeispiel demonstriert Bild 4.5.
Die Oszillationen aus Bild 4.4 verschwinden, und die iterative Verbesserung gemessen
mit AuTG geht an die Grenze der mdglichen Rechengenauigkeit. Die Determinante kon-
vergiert gegen einen kleinen, jedoch von null verschiedenen Wert. Es wird ein Gleichge-
Wichtspunkt in der Nahe des kritischen Punktes erreicht. Der kritische Lastfaktor wird
aber trotzdem mit sehr hoher Genauigkeit berechnet. Diese Frage nach dem EinfluB der
Penalty— Steifigkeit auf die Genauigkeit von s wird auch in Kapitel 4.8.3 nochmal aufge-
griffen. AbschlieBend sei noch gesagt, daB hier die lteration nattrlich nach dem achten
Schritt abgebrochen werden kann.

4.4 Penalty—Formulierung unter Verwendung des Singulérvektors

Bei der in Kapitel 4.3 gezeigten Penalty—Formulierung wird die Steifigkeitsmatrix an ei-
ner Diagonalstelle manipuliert. Die Stelle wird bestimmt durch die Maximalkomponente
des Eigenvektors. Die in diesem Kapitel gezeigte Formulierung geht aus von der Uber-
legung, alle Diagonalwerte mit Hilfe des Singularvektors zu veréndern. Diese ldee resul-
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tiert aus den in Kapitel 4.7 beschriebenen Methoden, bei denen der Rang—Update mit
dem Dyadenprodukt des Singuldrvektors ¢ ¢ eine wichtige Rolle spielt. Dabei ent-
steht folgender erweiterter Satz von Gleichungen:
G(u,))
Kiud) +c¢ ¢7) ¢ =0 (4.33)
o7 ¢ 1
Aus der Linearisierung dieser Gleichungen entsteht das folgende lterationsschema,

wobei durch die Vernachldssigung zweier "unbedeutender ” Terme auf eine konsistente
Linearisierung verzichtet wird, um die Effizienz der lteartionsprozedur zu erhéhen:

K 0 - P || Au G
Krdlu Kr (Krd)yllAd|= — Ku))+Sd ¢T) ¢ (4.34)
of 26T 0 |la oT ¢ ~ 1

Die geschilderte Vereinfachung bewirkt, daB auf der Hauptdiagonalen der zweiten Glei-
chung die Steifigkeitsmatrix Ky selbst, an Stelle von Ky + 26 ¢ ¢ +¢ ¢ 1, er-
scheint. Dies hat zwar EinfluB auf die gew(inschte quadratische Konvergenz. Da die Sin-
gularitat von K; die quadratische Konvergenz aber sowieso stort, macht sich diese
Vereinfachung nicht bemerkbar. Unter Anwendung der Sherman-Morrison—Formel
kénnte das Verfahren durch Beriicksichtigung des Terms 2¢ ¢ ¢ verbessert werden;
der andere Term wirde aber die Invertierung einer zweiten Matrix der GroBe von Ky er-
fordern und wére somit sehr aufwendig. Der Lésungsweg wird mit Verweis auf Kapitel
4.3 nur sehr kurz geschildert:
Aup = K;7'P
Aug = -K7' G
Aug = -Ki' ¢
Au = Aup AL + Aug ) (4.35)

Adp= - Ki' (Krd)u Aup
Apg= — K" (Krd)u Aug
¢ +AP =APpAA+APg—-CdTd Aug (4.36)
a; = ¢ Adpp a; = ¢' Aug
a,= ¢ Apg az= ¢" ¢
AL = _?——2a2+26 a; a, +a, (437)

2a,
Upey = U + Aup AL + Aug

¢neu=A¢pA7\+A¢G‘“6¢T¢ Aug
Mneu = A + Al
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Dieses erweiterte System konvergiert, wie schon in Kapitel 4.2 beschrieben, zu einem
Gleichgewichtspunkt in der Ndhe des kritischen Punktes. Die Stabilisierungsmas-
nahme funktioniert meist schon bei recht kleinen Werten fiir ¢, die dann Anderungen
beim Lastparameter erst nach der vierten oder fiinften Stelle ergeben. Die Auswirkun-
gen entsprechen den in Bild 4.5 beschriebenen. Der Einflu der Penalty—Steifigkeit
wird in Kapitel 4.8.3 diskutiert. Der bei der Lésung entstandene Verschiebungszustand
u erzeugt auch bei nachfolgenden Berechnungen, z. B. Verzweigen, Abschatzen der
Imperfektionsempfindlichkeit oder Sensitivitdtsanalyse in der Optimierung, eine nicht
singulére Steifigkeitsmatrix K. Diese kann dann direkt zur Gleichungslésung ohne wei-
tere ZusatzmaBnahmen verwendet werden.

Diese Formulierung erwsist sich als sehr stabil und einfach anwendbar und wurde des-
halb bei den meisten Beispielrechnungen auch verwendet.

4.5 Penalty—Formulierung nach Wriggers und Simo

Motiviert durch Felippa (1987) schlagen Wriggers und Simo (1990) ein Penalty —Funk-
tional JT, vor:
To(u, A, p) = T0(u,A) + %(eiTu -w2 ,¢>0 (4.38)

Zusammen mit der neuen Nebenbedingung eiTu —u und der darin enthaltenen Varia-
blen u 148t sich dann ein erweitertes System mit jetzt 2n+2 Unbekannten formulieren.

G(u, M) + cleJu — pe,
Kr(u,}) & + (e ¢ — dle;

f=eTu- =0 (4.39)
g=el¢ -0
Konsistente Linearisierung fahrt auf:
Ky+ceel 0O -P -celfAu G + c(efu — pe,
Krd)u Ktceel (Krd)y 0fA¢ _ _|Kro + cle] ¢ - e, (@40
e/ 0 0 -1 ax efu-yp
o’ e 0 0 Au efo - o

Eine Alternative zum L&sungsvorschlag von Wriggers, Simo (1990) wird hier kurz dar-
gestellt, um diese Methode mit den oben gezeigten vergleichen zu kénnen. Diese Lo-
sungsalternative fihrt jedoch auf genau die gleichen iterativen Zwischenldsungen wie
bei Wriggers, Simo. Es wird Gebrauch davon gemacht, daB die beiden linearen Neben-
bedingungen f und g in (4.39) bei der iterativen Ldsung nach (4.40) in jedem lterations-
schritt exakt erfllllt werden und somit auf der rechten Seite verschwinden. Die Startwerte
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fur die lteration missen f und g nattirlich erfiilien, was insbesondere wichtig wird, wenn
sich e, wahrend der lteration &dndert. Orientiert sich namlich die Stelle i an der Maximal-
komponente des Eigenvektors, kann es wahrend des lterationsprozesses zu einem
Wechsel kommen. Fir die neue Stellei miissen dann ¢ und u soangepaBtwerden, daB
fund g erflllt sind. Nach Einflihrung der um den Penaltyterm modifizierte Tangentenstei-
figkeitsmatrix

Krc = K; + Ceje] (4.41)
ergibt sich aus (4.40):
" Ky 0 -P - ce|[au G
Krd)u K Krd), 0 ||a K
19l Kic 79 ) o _ _| Krd @.42)
eiT 0 0 —-1lhA 0
o’ e’ 0 0 || Au 0

1
Unter Verwendung der Partitionierungsmethode und sukzessives Einsetzen erhélt
man:

Aup = Kid P
Aug = - Kd G
Aug = ~ Kid e
Au = Aup AL + Aug+ € Aug Ap (4.43)
Adp= ~ Kid Krd),u Aup
Apg= ~ K (Krd) Aug
Adpo= - Kl (Krd)u Aug
¢ +AQ =Adp AN+ Adg+CAPAN+ el Aug (4.44)
a;=e A, a, = e/Aup el ¢ =¢ beig=0
a,=e] Ap ¢ ag = eiTAuG
az = el A ¢ ag = e/Aug

—a.a. +a,@, +ach— o
Ap = - 2% 4@, A6¢ ) (4.45)
(a1a6——a$a‘.')c—a1

b —a, - a,0h— a.6A
AN = 2% 09 20 (4.46)
1

Uney = U + AUp AL + Aug + & Aug Ap
Grou=A¢p A+ Adg+CAP AL + Celd Aug
Meu = A + Ah

Hneu = ¢ + Ap
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Dieses Verfahren ist vergleichbar mit dem in Kapitel 4.3 gezeigten. Der numerische Auf-
wand ist jedoch etwas grdBer, da eine Gleichungsldsung fir eine zuséatzliche rechte
Seite bei der Lésung flir Adauftaucht. Die Berechnung der weiteren GréBen a,, ag
und ag, die sich jeweils aus einer Komponente der Vektoren Aup, Aug und Au erge-
ben, sowie die Berechnung der Anderung der zusétzlichen Variable Ap bedeuten ei-
gentlich keinen meBbaren Mehraufwand.

Fir nachfolgende Berechnungen ist es wichtig, daB die Tangentensteifigkeitsmatrix Ky
flr den aktuellen Verschiebungszustand nahezu singulér ist und deshalb eventuell die
Manipulation nach Gleichung (4.41) notwendig wird. Das Konvergenzverhalten gleicht
dem der beiden vorigen Penalty—Formulierungen. Der EinfluB der Penalty —Steifigkeit
wird in Kapitel 4.8.3 studiert.

4.6 Erweitertes System nach Moore und weitere Alternativen

In der mathematischen Literatur, z.B. Mittelmann, Weber (1980), Deuflhard et al. (1984),
Seydel (1988) usw. wird sehr hdufig das von Moore (1979) vorgeschlagene erweiterte
System aufgefiihrt. Durch Hinzunahme der Bedingung ¢ TP = 0, die nur fiir Verzwei-
gungspunkte gilt, lautet der erweiterte Satz von Gleichungeni

Guh -ad
Ke(u,}) ¢
-0 (4.47)
¢TP
6T ¢ — 1
Die Linearisierung fuhrt auf folgendes Gleichungssystem
K; -~ al -P - ¢ ||Au GuN —ad
Krd)u K Kr ), 0 A K-(u, A
an T TP ¢=_ (K(u, b)) ¢ (4.48)
o' PT 0 0 |l AM ¢TP
0T 2¢T7 0 0 | Ac T ¢ — 1

Wahrend Seydel (1979) vorschlagt, diese Matrix direkt zu invertieren, stellen Deuflhard,
Fiedler, Kinkel (1984) eine etwas effektivere Méglichkeit vor. Dabei muB die Steifigkeits-
matrix dreieckszerlegt (QR—Zerlegung) und auBerdem noch ein lineares Gleichungs-
system der Dimension (n—1,n—1) geldst werden. Die Systemmatrix ist jedoch symme-
trisch und es kann auch die Bandspeichertechnik der Steifigkeitsmatrix genutzt werden.
Verglichen mit den oben erwéhnten (Kapitel 4.3 bis 4.5) erweiterten Systemen und den
verwendeten Lésungsprozeduren steigt hier der Aufwand trotzdem betrachtlich an.

In Mei (1990) wird die L&sung des folgenden erweiterten Systems diskutiert:

76



G+(0TK )b } ) ”
[ Ked + (0T ¢ —~1od | =° (449

Fir die Anwendung des Newton—Verfahrens mus folgendes lterationsschema geldst
werden.

Kt ¢ ¢"Kpu o 0 |[Au] G+(9TKr )
Krw ¢ Ki+ ¢ ¢"|A¢ Ko +(¢T¢ -1
Durch Umformung und Verwendung der Sherman~—Morrison—Formel ist nur die Matrix
Ky + ¢ ¢T) zuinvertieren. Durch die additive Matrix ¢ &7, die vollbesetzt ist, wird

die Bandstruktur zunichte gemacht, so daB auch diese Mdglichkeit nicht die Effektivitat
der oben gezeigten Verfahren erreichen kann.

(4.50)

In Mei (1989) und Hoy (1990) wird eine weitere Formulierung vorgeschlagen, deren L&-
sung ebenfalls auf der Inversen (Ky + ¢ ¢7) ™" basiert,

Wagner (1991) gibt noch Formulierungen an, die erlauben, nur Durchschlagspunkte
oder alternativ nur Verzweigungspunkte zu berechnen. Auf diese Méglichkeit wird nicht
néher eingegangen, daim Rahmen dieser Arbeit der niedrigste kritische Punkt, egal ob
Durchschlags~ oder Verzweigungspunkt, gefunden werden soli.

4.7 Gleichungsldsung bei fast singuldrer Matrix

Der Grund fir die Entwicklung der Penalty—Formulierungen war das Singulérwerden
der Tangentensteifigkeitsmatrix. Die Anwendung auf das Bogentragwerk, dargestellt in
Bild 4.1 dient nun auch hier zur Beurteilung des Konvergenzverhaltens verschiedener
noch vorzustellender Techniken. Das in Bild 4.6 dargestelite Konvergenzverhalten wie-
derholt nochmal das schon in Bild 4.4 gezeigte Verhalten bei Anwendung des erweiter-
ten Systems nach Kapitel 4.2. Das kieinste Diagonalglied wirkt als Indikater fiir das Er-
reichen eines kritischen Punktes und der Energieausdruck Au'G als Indikator fiir das
Erreichen eines Gleichgewichtszustandes.

Das Verfahren zeigt zu Beginn ein brauchbares Konvergenzverhalten, das aber ab dem
sechsten lterationsschritt, durch die schlechte Konditionierung der mit annéhernd qua-
dratischer Konvergenz singular werdenden Steifigkeitsmatrix, schiagartig gest6rt wird.
Nach vielen lterationen mit Oszillationen stabilisiert sich das Verfahren zwar wieder, je-
doch kann kein brauchbares Konvergenzverhalten erreicht werden. In vielen Fallen
stellt sich diese Stabilisierung nicht ein. Es bleibt dann bei Oszillationen oder fiihrt sogar
zu Divergenz. Obwoh! man meinen kénnte, daB beim sechsten lterationsschritt schon
das gewtlinschte Ziel erreicht ist, tauchen die unerwiinschten Effekte verbunden mit
dem Singul@rwerden von K; oft schon auf, wenn die Konvergenzkriterien noch nicht
ausreichend erflllt sind.
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Bild 4.6: EinfluB der Singularitat auf Konvergenzverhalten

Im folgenden werden einige Verfahren zur Behebung der erlduterten Schwierigkeiten
vorgestellt und diese dann mit den oben gezeigten Penalty—Verfahren verglichen. Die
ersten beiden Methoden bearbeiten am Ende der lteration die Variablenkorrekturen,
wiahrend die nachsten beiden bei jeder Gleichungsldésung eingreifen. Das eigentliche
Problem dabei ist nicht die singulére Matrix selbst, sondern das allm&hliche Singular-
werden. Bei singuldrer Matrix existiert eine Ldsung genau dann, wenn die rechte Seite
im Bild der Matrix liegt. Die Losung kann dann z.B. mit der Methode nach Nelson (1976)
gefunden werden. Die singulér werdende Matrix bei der iterativen Losung des erweiter-
ten Systems erfordert jedoch etwas mehr Beachtung.

4.7.1 Dampfung

Bei der Variablenkorrektur (Gleichungen (4.23) bis (4.25)) am Ende des Newton—
Schrittes wird ein Dampfungsfaktor o eingefihrt:

Au'= a (Aup A + Aug) (4.51)
b +Ap = ¢ +a(AdpA+ Adg— ¢) (4.52)
A = a AL (4.53)

Dadurch wird die Konvergenz gestort. Die Steifigkeitsmatrix wird nur allmahlich singular
und die Oszillationen schwachen sich ab. Die in Bild 4.7 dargestellten lterationsverlaufe
flr verschiedene Dampfungsfaktoren zeigen, daB diese sehr einfache Methode eine
Verbesserung bringen kann. Bei vielen Beispielen flhrt sie aber doch zu Schwierigkei-
ten, insbesondere auch bei der Wahl eines guten Dampfungsfaktors.
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Bild 4.7: Dampfung fir verschiedene Faktoren o
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4.7.2 ”Line—Search”-Techniken

Hier wird eine Methode eingesetzt, die sich in der Optimierung oder bei den Quasi—
Newton— bzw. modifizierten Newton—Verfahren der Pfadverfolgung (Crisfield (1983))
bewahrt hat. Diese Techniken sind sehr wichtig, wenn die zweiten Ableitungen der Opti-
mierungsfunktionen oder des Potentials nicht vorliegen, wahrend der Iteration konstant
gehalten oder mit Sekantenregeln (BFGS) angepaBt werden. Die approximierte
lterationsmatrix wird verwendet, um eine Suchrichtung zu erzeugen. Mit dem "Line—
Search” wird dann die Schrittweite gesucht, die ein Minimum des Potentials oder der
Optimierungsfunktionen liefert. Wenn also die schlecht konditionierte Steifigkeitsmatrix
eine brauchbare Suchrichtung liefert, kann diese Methode erfolgreich eingesetzt wer-
den, um die daraus resultierenden Oszillationen bzw. Konvergenzschwierigkeiten zu
dampfen. Unter den Punkten a) bis ¢) finden sich drei Alternativverfahren.

a) Ausgehend vom Entwicklungspunkt (T, &) wird mit dem Line—Search—Faktor a.und
der Suchrichtung Au das gesuchte Linienminimum beschrieben

u(a) = U + a Au (4.54)

Ma) = A+ a Ab (4.55)
Die Bedingung fur das Minimum des Potentials in Richtung von Au lautet

arn _

o = 0 (4.56)
und laBt sich umformen zu

% = Gu + cAu,h + o)’ Au =0 (4.57)

In Bletzinger (1990) finden sich mehrere Line—Search—Techniken. Hier wird nur kurz
das Prinzip der linearen Interpolation bzw. Extrapolation erldutert. An den beiden Stellen
ag und a4 wird jewells die Ableitung des Potentials ausgewertet

so = G(u(ag), Mog)T Au : (4.58)
s, = G(u(oy), May))T Au (4.59)
Der neue Line— Search—Faktor a, berechnet sich dann zu

sq(0q — )
R A\ 0
925 M §1 = 8

(4.60)

Die Prozedur kann dann solange wiederholt werden, bis ausreichende Genauigkeit er-
reicht wird. Dabei wird z.B. immer interpoliert zwischen erstem positiven Wert fir s, und
dem néchstliegenden negativen. Crisfield (1983) und Schweizerhof (1993) weisen dar-
auf hin, dafB3 sich innerhalb der Line—Search—Prozedur eigentlich die Suchrichtung Au
andert, da nach Gleichung (4.18) diese den Lastparameter Ak enthalt und dieser sich
ja auch mit a andent. Obwohl die Suchrichtung konstant gehalten wird, erhélt man in
Bild 4.8 ganz brauchbare Konvergenzverlaufe.

80



108
104 1
100
104
10-8
1012
10-16
1020 bk

&-¢ Kkl Diagonalglied
%X Energie Au'G

JAVERETAY

20 lteration

Bild 4.8: Line—~Search—Verfahren a)

Jedoch ist zu bedenken, daB in jedem Line—Search—Schritt eine Elementschleife durch-
laufen werden muB, um die inneren Kréfte zu berechnen. Einer Maximalzahl von drei bis
finfLine—Search—Schritten innerhalb einer lteration mit dem erweiterten System (4.11)
begrenzt den Aufwand. Diese Methode bleibt trotzdem noch sehr aufwendig.

b) Da beim Aufstellen der Ungleichgewichtskrafte der Mehraufwand fir das Erstelien
der Steifigkeitsmatrix nicht mehr so sehr ins Gewicht fallt, stellt sich die Frage, ob mit
deren Hilfe nicht eine elegantere Line—Search-Technik entwickelt werden kann. Wenn
fir den gesuchten Line—Search—Faktor a die Forderung nach dem Minimum der Norm
der Ungleichgewichtskréfte || G || verwendet wird, ergibt sich die Ableitung zu:

dlGl_ 2G| du

o = Ta do - 2 Ki(u + aAu) G(u + cAu) Au {(4.61)
108 r T T
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Bild 4.9: Line—S8earch—Verfahren b)
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Dajetzt die Ungleichgewichtskrafte und die zugehdrigen Ableitungen an den Stellen o
und a4 berechnet werden kénnen, 148t sich somit ein kubischer Line—Search verwen-
den. Mit dieser hdherwertigen Technik kann das Linienminimum effektiver gefunden
werden. Eine Konvergenzstudie liefert Bild 4.9. Die Methode ist aber immer noch sehr
aufwendig.

¢) Umden Aufwand in Grenzen zu halten, wird bei der Suche nach dem Linienminimum
des Potentials die Prozedur nach einem Schritt abgebrochen. Dabei kann dann am Ent-
wicklungspunkt die zweite Ableitung berechnet werden zu

2
sy’ = %&n? = Au K; Au (4.62)

Mit den Stltzstellen s, , s’ und s, nach Gleichungen (4.58), (4.59) und (4.62) kann
dann die Bedingung %gquadratisch approximiert werden, und die Abschétzung fur die
Nullstelle liefert:

—sy' x [ 85245, — 55— 8y ) 8
a = 7
12 2(sy — 85— 8y')

(4.63)

Fur die Skalierung der Verschiebungen und des Lastparameters nach (4.54) und (4.55)
wird der kleinere zwischen 0 und 1 liegende Wert von a verwendet. Fir die Berechnung
von s, kann die erste Gleichung der Linearisierung des erweiterten Systems (4.14) ver-
wendet werden, so daB sich (4.62) vereinfacht zu

s = AuT (-G + P A)L) (4.64)

Der Mehraufwand pro Iteration besteht dann im wesentlichen aus dem Berechnen der
Ungleichgewichtskréfte an der Stelle a, = 1.0. Das typische Verhalten dieser Technik
ist in Bild 4.10 dargestelit.
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4.7.3 Selektive Dampfung

In Eriksson (1987) wird eine Methode aufgegriffen, die Eigenvektorprojektionen be-
nutzt, um die fast singuldren Gleichungssysteme zu |6sen. Als rechte Seite werden im
folgenden exemplarisch die Ungleichgewichtskréfte G verwendet. Da bei der Lésung
von

K; Au =G (4.65)
bei singulér werdender Matrix K, die Anteile der rechten Seite G in Richtung des Eigen-
vektors sehr groBe Verschiebungszuwéchse Au produzieren, wird G bzgl. dem Eigen-
vektor orthogonalisiert

T

K; Au =G ~ cs—f;—T% ) (4.66)
mit dem selektiven Dampfungsfaktor ¢ . Da der Eigenvektor ¢ wahrend der Iteration
mit dem erweiterten System (4.11) sowieso vorliegt, bendtigt die Orthogonalisierung
nur einen sehr geringen Aufwand.

Um die Methode bewerten bzw. anwenden zu kénnen, wird die Matrix K, spektral zer-
legt
n
Kr= > o ¢;¢] (4.67)
i=1
mit den orthonormierten Eigenvektoren ¢; und den zugehérigen Eigenwerten w;. Das
zu lésende Gleichungssystem (4.65) laBt sich dann umformulieren zu:

n
YodlAug, =G (4.68)
i=1
Vor— und Nachmultiplikation mit einem Eigenvektor P; und Ausnutzung der Orthonor-
malitatseigenschaft der Eigenvektoren fihrt zu
wAuT ¢; ) = GT ) ¢ v (4.69)

Diese Gleichung enthélt die Komponente von Au bzw. G in Richtung des Basisvektors
P Unter Verwendung der Eigenvektoren als Basis (siche Anhang 13.3) 148t sich Au
auch schreiben als

n
Au = ZAUT ¢,’ ¢j (4.70)
j=1
und unter Verwendung von (4.69) umformen zu

n

1aT -1
Au= > =G' ¢, ¢ <« Au = K G (4.71)
2.56Te 0 (u-ra)

Durch Einflihrung der selektiven Dampfung in Richtung des zum kleinsten Eigenwert
gehérenden Eigenvektors ¢, gelangt man zu (vgl. Gleichung (4.66))
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n-1 T
Au = Z(*JTjGT% q;j) + a1 - o ig“;"n bn 4.72)

oder

(o]
Au - E%GT dn dn (4.73)

It
M=
T
£l
(9]
—

g

<
SN

Die Verwendung der Spektralzerlegung von Ky ( vgl. auch Gleichung (4.71) fihrt zu
= -1_5s T
Au = (K B on On) G (4.74)
Der Klammerausdruck wird mit Hilfe der Sherman—Morrison—Formel invertiert

Ky ¢n 1Ky

Ky~ __%s; bn df) 7T =K —m (4.75)
und mit Ky ¢ = o, ¢, umgeformt zu

(Kr™" = G5 &n 1) 7" = Ky + 708 ¢, 9] (4.76)
Gleichung (4.66) 148t sich dann schreiben als

(Kr £ ¢n OF) AU =G, AKp =220 ¢, 9] @.77)

Die Matrix KTWIrd also stabilisiert durch die Addition des Dyadenprodukts des maBige-
benden Eigenvektors, multipliziert mit dem Faktor . Dieser Faktor verringert sich
bei kleiner werdendem w,in der Nahe des smgularen Punktes Deshalb muBder Damp-
fungsfaktor csvariabel sein, um dies auszugleichen. In Eriksson (1987) wird im Rahmen
von Pfadverfolgungsalgorithmen fiir den variablen Dampfungsfaktor

’ !(l)nl ” Auo ”
GT
oo |
verwendet. Mit Au® wird der Pradiktorschritt (hier: der erste Korrektorschritt) und mit ¢’
eine vorgegebene Konstante, diemit ¢’ = 0.1 als effizient angegeben wird, bezeichnet.

Damit ergibt sich fir den additiven Anteil AK; zur Steifigkeitsmatrix K; in Gleichung
(4.77) die folgende Form

EENTRY
o[ Au0]

Cg=1- Cs=0 (4.78)

AK; = — |o]{d ¢T (4.79)

Bei abnehmendem |w| bestimmt dann die Projektion der rechten Seite auf den Eigen-
vektor die Stérke der Modifikation von K.

Umanalog zu den Penalty—Verfahren einen konstanten additiven Anteil AK; nach Glei-
chung (4.77) zu erhalten wird als Alternative der variable Dampfungsfaktor
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~

Cs = =2 (4.80)
Cc + wp

mit der einzugebenden Dampfungskonstanten ¢ verwendet. Dies fiihrt auf den ge-
wiinschten konstanten Anteil

AK;=¢C ¢ o7 . (4.81)
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Bild 4.11: Selektive Dampfung fiir verschiedene Konstanten ¢
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Diese Methode der selektiven Dampfung mit dem in Gleichung (4.80) vorgeschlagenen
variablen Dampfungsfaktor erweist sich als duBerst stabil und kann als echte Alternative
zu den Penalty—Verfahren eingesetzt werden. Die Konvergenzverlaufe fiir verschie-
dene Konstanten ¢ in Bild 4.11 unterstreichen dies. Es muB noch angemerkt werden,
daB die besten Ergebnisse erzielt werden, wenn bei der Gleichungslésung fir Ad,
nach Gleichung (4.19) auf die Dampfung verzichtet wird. Im AnschluB an das nachste
Kapitel findet ein Vergleich zu der dort erlduterten Deflationstechnik statt.

4.7.4 Implizite Deflationstechniken

In Chan (1984) wird eine Methode zur L&sung fast singularer Gleichungssysteme vor-
geschlagen, die auch Wagner (1991) aufgreift und die hier als Alternative zur selektiven
Dampfung (Kapitel 4.7.3) diskutiert werden soll.

Ausgangspunkt ist wieder das fast singulére Gleichungssystem (Gleichung (4.65))

K; Au = G (4.82)
Zur Vereinfachung wird die Symmetrieeigenschaft von K; genutzt. Bei einem singula-
ren, konsistenten Gleichungssystem mit einem eindimensionalen Kern der Systemma-
trix, aufgespannt vom Singulérvektor, sind auch alle zusammengesetzten Vektoren be-
stehend aus einer Partikuléridsung und einem beliebigen Vielfachen des Singutarvektors
als Losungen méglich. Nach Chan ist es vorteilhatft, die Lésung des fast singuléren Glei-
chungssystems (4.82) ebenfalls in zerlegter Form mit dem noch zu bestimmenden Fak-
tor o anzugeben:

Au =AU+ ad (4.83)

Der Vektor Au wird auch als deflatierte Lésung bezeichnet. Bei der Deflation unter Ver-
wendung des singuléren Vektors ¢ 148t sich die Projektionsmatrix P¢ formulieren.

Po =1— ¢ ¢7 (4.84)
Aus (4.82) erhélt man unter Verwendung des Projektors das folgende konsistente Sy-
stem

Krg Al = Py Ky Al = P, G (4.85)

P, Ali= Al bzw. AGL ¢ oder Al ¢ =0 (4.86)

Die Bedingung (4.86) filtert aus den mdglichen Lésungen diejenige mit der kleinsten
Norm heraus. Die Matrix Kyg = P, Ky istdie in der Frobenius Norm am nachsten gele-
gene singuldre Matrix zu K; . Die Rechtfertigung des Ansatzes von Chan

~  ¢TG ¢TK; Au
Au=Au+ —5— ¢ — o (4.87)
mit dem Eigenwert o nach
Kio =wd (4.88)
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gelingt durch Einsetzen in Gleichung (4.82)

KAl + Ky q’;G ¢ - KT—(E-T—%T—AE $ =G (4.89)

KA + ¢;Gm¢ - d’T'((DT Moo =a (4.90)

P, Kjau+ ¢'G ¢ =G (4.91)
Die Verwendung von Gleichung (4.85) fiihrt zu

P,G+ ¢'G¢ =G (4.92)

G- ¢'Gop + ¢'Gp =G VvV (4.93)

Somit kann Gleichung (4.82) durch den gewahlten Ansatz erfiilit werden. Die noch be-
nétigte deflatierte Lésung Au wird von Chan angegeben als

Al =Py K™ Py G (4.94)
Diese Ldsung eingesetzt in (4.85) flhrt zu

Py Ky Py K1 Py G=P, G (4.95)

- Py Py Py G=P, G (4.96)
und in (4.86) eingesetzt liefert sie
-1 = -1

Py PoKi7' Py G =Py K;7' Py G (4.97)
Wird bei (4.96) und (4.97) die Idempotenzeigenschaft des Projektors

Py Py Py =P, Py =P, (4.98)

verwendet, so zeigt sich, daB (4.94) die Losung von (4.85) mit der kieinsten Norm dar-
stellt. Diese Deflationslésung Au wird in den Ansatz (4.87) eingesetzt

TG ¢ KPP, K, 'P, G
Au =P, K" P, G+ ® Gy - Te T ¢ "y (4.99)

~T
Der dritte Term auf der rechten Seite verschwindet wegen Au ¢ = 0 und es verbleibt:

TG
AU = P¢ KT—-1 Py G+ ¢(x) ¢ (4.100)

Das Vorgehen bei Anwendung der impliziten Deflationstechnik unter Verwendung des,
im Rahmen der Berechnung des kritischen Punktes bekannten, Singuldrvektors IaBt
sich wie folgt zusammenfassen:

(1) Berechne modifizierte rechte Seite und l6se das Gleichungssystem

G'=P,G {4.101)
AU = K71 G {4.102)

(2) Berechne Deflationsldsung
All = Py Au” = Au” - ¢TAU" ¢ (4.103)
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(3) Berechne zusammengesetzte Losung unter Verwendung von

o= ¢"Kid (4.104)
~ T * T *
Au = Al + ‘l’wG ¢ = Au'+ (im_fj_ ¢T Au >¢ (4.105)
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Bild 4.12: Deflationstechnik

Die Konvergenzstudien in Bild 4.12 demonstrieren ein ganz brauchbares Verhalten. Je-
doch muB eine Schranke angegeben werden, ab der diese Technik aktiv wird. Da die
Verwendungvon Kqg = P¢ K; und die Orthogonalisierung der rechten Seite nurin un-
mittelbarer Nahe des kritischen Punktes zuldssig sein kann, wird dies sehr schwierig.
Der Vorteil der oben erwéhnten selektiven Dampfung liegt darin, daB dort die Orthogo-
nalisierung der rechten Seite vor der Gleichungslésung sich am kleiner werdenden
niedrigsten Eigenwert orientiert. Die Dampfung aktiviert sich dadurch von selbst. Es
muB zwar die Dampfungskonstante ¢ eingegeben werden. Jedoch I4Bt sich dafiir we-
sentlich einfacher ein brauchbarer Wert finden als fur die Schranke bei der impliziten
‘Deflationstechnik.

4.8 Anmerkungen zu erweiterten Systemen

Auf den folgenden Seiten werden bisher noch offene Fragen diskutiert. Es finden sich
dort einige ausgewéhlte Beispiele und Parameterstudien, um die Anwendung der er-
weiterten Systeme zu erleichtern und den Erfolg der Methode zu untermauern.

4.8.1 Einsatz innerhalb Pfadverfolgung und Wah! der Startwerte

Daim allgemeinen Fall ein kritischer Punkt nicht sofort ab dem unbelasteten, unverform-
ten Zustand berechnet werden kann, wird die Suche nach kritischen Punkten in die
Pfadverfolgungsprozedur eingebunden. Wahrend der Pfadverfolgung wird die Diago-
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nale der dreieckszerlegten Steifigkeitsmatrix Kyan Gleichgewichtspunkten untersucht.
Tauchen dort negative Werte auf, so deutet dies auf einen Verlust der positiven Definit-
heit bzw. auf das Uberschreiten eines kritischen Punktes hin. Die Suche nach dem kriti-
schen Punkt kann dann an diesem Punkt oder in manchen Fallen besser am davor er-
reichten Gleichgewichtspunkt gestartet werden (Bild 4.13). Auch kénnen Konvergenz—
schwierigkeiten auf die N&he eines kritischen Punktes hinweisen. Eine weitere Méglich-
keit, die Néhe zu einem kritischen Punkt festzustellen, bietet eine begleitende Eigen-
wertberechnung nach Kapitel 3.7.

Pradiktor Korrektoriteration
A I

a) b)
direkte Berechnung

des singularen

Punktes

©) d) \ begleitende Eigenwert-
\ berechnung mit
.| Kr-oh¢ =0

©

s
&

V] %

o Prédiktorpunkt e Cleichgewichtspunkt © singuldrer Punkt

Bild 4.13: Wechsel von Pfadverfolgung zu Berechnung von singuléren Punkten

a), b) Uberschreiten von Durchschlags— bzw. Verzweigungspunkt

¢) Konvergenzschwierigkeiten ~ d) Eigenwertberechnung
Nach Festlegung des Verschiebungszustandes u und des Lastniveaus A braucht die
lteration mit einem erweiierten System jetzt noch einen Startvektor fiir den Singulédrvek-
tor ¢ . Dabei bieten sich folgende Méglichkeiten an:
a) Eins—Vektor
b) skalierter Verschiebungsvektor
¢) Eigenvektor aus Eigenwertberechnung
Die Startvektoren werden alle so skaliert, daB die Langennebenbedingung zu Beginn
erflilltist. Bei der Verwendung des Eins—Vektors fihrt die Suche nach einem kritischen
Punkt, wie auch bei der inversen Vektoriteration zur Bestimmung von Eigenwerten und
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Eigenvektoren, in aller Regel zum ndchst gelegenen. Der skalierte Verschiebungsvektor
bietet sich an bei der Suche nach einem Durchschlagspunkt. Durch die Auswahl eines
Eigenvektors einer Eigenwertberechnung ohne hohe Genauigkeitsanforderungen |48t
sich der zu dieser Beulfigur geh&rende Verzweigungspunkt berechnen.

symmetrisches Durchschla-
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Bild 4.14: Kritische Punkte auf der Lastverformungskurve

In Bild 4.14 wurde, ausgehend von demselben Startpunkt, durch die Wahl des entspre-
chenden Eigenvektors als Startvektor der erste Verzweigungspunkt (Torsionsversa-
gen), der zweite Verzweigungspunkt (asymmetrisches ebenes Versagen) und der
Durchschlagspunkt berechnet (siehe auch Petersen (1992)). Da aber meist die Berech-
nung des auf dem Primarpfad niedrigst gelegenen kritischen Punktes von Interesse ist,
bietet sich die Verwendung des zum kleinsten Eigenwert gehérenden Eigenvektors an.
Am erreichten kritischen Punkt kann dann kontrolliert werden, ob auBer dem verschwin-
denden Diagonalglied, das eventuell auch leicht negativ sein kann, noch ein kleineres,
negatives Diagonalglied der dreieckszerlegten Matrix K; vorliegt. Solch ein Fall ist in
Bild 4.15 skizziert. Mit dem ersten Eigenvektor wird aus groBer Entfernung der zweite
Verzweigungspunkt berechnet. Am erreichten Punkt wird eine erneute Eigenwertbe-
rechnung durchgeflhrt. Der jetzt zum negativen Eigenwert gehdrende Vektor wird als
Startvektor verwendet. Es erweist sich in den meisten Fallen als glinstiger, am vorigen
Startpunkt mit der lteration zu beginnen, da der Start an einem kritischen Punkt mit ei-
nem nicht zu diesem Punkt gehdrenden Eigenvektor meist zu Konvergenzproblemen
oder auch zur Riickkehr zu diesem Punkt fuhrt.
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Bild 4.15: Berechnung des niedrigsten kritischen Punktes

Nach dem Erreichen kénnen dann mit den in Kapitel 5 beschriebenen Verfahren Primérpfad
oder abzweigende Pfade weiter verfolgt, Einflisse von Imperfektionen nach Kapitel 6
und 7 untersucht oder Ableitungen flr die Optimierung nach Kapitel 10 berechnet werden.,

4.8.2 Richtungsableitung

Fur die Richtungsableitungen der Steifigkeitsmatrix werden die in Kapitel 4.2 (Gieichun-
gen (4.15), (4.26) und (4.27)) beschriebenen numerischen Approximationen verwen-
det. Die oben bendtigten Terme, die die Richtungsableitung enthalten, lassen sich in fol-
gender aquivalenter Form angeben (Wriggers, Simo (1990), Wagner (1991)):

Ky &) Au = (Kpy ¢)Au = (KpyAu) ¢ (4.1086)
Sinnvollerweise wird die Ableitung in Richtung ¢ gewéhlt. Damit wird die Berechnung

nur einer neuen Steifigkeitsmatrix notwendig, um die in den vorangegangenen Kapiteln
auftauchenden Terme zu approximieren.

App ~ — K ' d (Kiu+edp,h) Au, — P) (4.107)
Ao =~ — K ' 1 (Kiu+ e, ) Aug + G) (4.108)
Ao =~ K 'L (K +e¢,)) Aug — ) (4.109)

Der Parameter e regelt das Verhaitnis zwischen den Verschiebungen und dem zu addie-
renden Anteil des Eigenvektors und wird meist in folgendem Bereich gewahlt

1078 < E”u“’”” < 103 (4.110)
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Mit dem eingegebenen Wertflire || ¢ || / | uljwird ewdhrend der lteration an die augen-
blickliche Lasung von u und ¢ angepaBt. Die Untersuchung der Vektoren

hy =

Ml mj—

h, =

(KT(u+e¢,)») Aup — P)
(Kiu+ed W) Aug + G)

@.111)
4.112)

am in Bild 4.16 beschriebenen Beispiel des Zylindersegments unter Axialdruck (siehe
auch Wagner (1991) und Petersen (1991)) fhrt zu diesen Grenzen. Es werden die zu
den beiden Verschiebungen uy und up gehdrenden Komponenten von hy bzw. hy ab-

hangig von e betrachtet.
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Bild 4.16: Zvlindersegment unter Axialdruck
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Die Untersuchung wurde zu Beginn der lteration (Bild 4.17 und Bild 4.18) und kurz vor
Erreichen des kritischen Punktes (Bild 4.19 und Biid 4.20) durchgefiihrt. Fir die Wahl
eines geeigneten Wertes flir ¢ steht ein breiter Bereich zur Verfligung. Die Wah! von €
bleibt aber problemabhéngig. Bei Beispielen mit sehr geringen Vorbeulverformungen
verschiebt er sich nach oben. Der Abhéngigkeit von Dimensionen und Diskretisierung
wird versucht, durch die Verwendung des Quotienten ol entgegenzuwirken,

2.4om
2.39- [10™9)

2,38

237}

236}

2,35l s s s s s s s s i) ¢ ¢ |

1077106 10~5 10~410-8 102 10~1 1 10! 102 103 10% Jul

Bild 4.17: Genauigkeit bei Richtungsableitung zu Beginn der iteration (uy)

8.5 R
8.4 [107%
8.3
8.2l
8.1
Bl st s i s i s s il ¢ g |

10771076105 1074103 10-2 10~1 1 10' 102 108 104 ' ful
Bild 4.18: Genauigkeit bei Richtungsableitung zu Beginn der lteration (up)

3.5y .
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]

Bild 4.19: Genauigkeit bei Richtungsableitung nahe am kritischen Punkt (uy)
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Bild 4.20: Genauigkeit bei Richtungsableitung nahe am kritischen Punkt (us)

4.8.3 Strafterm bei Penaity—Verfahren

Bei singuldr werdender Systemmatrix existiert eine Lodsung des Gleichungssystems
nur, wenn die rechte Seite bzw. das Residuum orthogonal zum Eigenvektor ist. In Kapitel
4.7.3 wurde gezeigt, daB eine Orthogonalisierung der rechten Seite gleichbedeutend
mit einer Rangkorrektur der Systemmatrix durch die Addition des Dyadenprodukts des
Eigenvektors ¢ ¢ T ist. Dies war auch die Motivation fiir die Formulierung von erweiter-
ten Systemen unter Verwendung dieses Dyadenprodukts. Gleichzeitig bedeutet dies
flr die Rangkorrektur mit eioaiT in Kapitel 4.5, daB diese am wirksamsten erfolgt, wenn
die Stelle des Strafterms mit der Stelle der Maximalkomponente des Eigenvektors iber-
einstimmt. Ahnliche Gedanken finden sich auch bei Nelson (1976) oder Felippa
(1975,2). Im Widerspruch dazu steht die von Wriggers, Simo (1990) und Wagner (1991)
beschriebene Strategie. Dort wird der Strafterm an die Stelle plaziert, an der bei der
Dreieckszerlegung der Systemmatrix das Diagonalglied verschwindet. Diese gehort
meist zur letzten Gleichungsnummer, die aber mit der Maximalstelle des Eigenvektors
nicht Ubereinstimmen muB.

Nun muB noch die Frage nach der GréBe der Penalty— Steifigkeit ¢ geklart werden. Bei
den meisten Berechnungen lag dieser Wert in der GréBenordnung

1078 < ¢ < 1072 (4.113)

Jedoch muf3 angemerkt werden, daB bei der Auswahl viele Komponenten einen Einflu
haben, z.B. Anzahl der Freiheitsgrade, Wahl der Dimensionen, mdgliche Rechenge-
nauigkeit. Eigentlich kann dieser Wert nur durch Testberechnungen festgelegt werden.
Er sollte gerade so gewahit werden, daB keine numerischen Probleme, d.h. Oszillatio-
nen bei den lterationen, mehr auftauchen. Wie schon bei der Herleitung der Penalty—
Verfahren und bei den Verfahren in Kapitel 4.7 wird das Konvergenzverhalten am Bei-
spiel des flachen Bogens (Bild4.1 bis Bild 4.3) in Abhéngigkeit von der
Penalty —~ Steifigkeit ¢ untersucht. Die Bilder 4.21 bis 4.25 enthalten die Konvergenzver-
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laufe bei Anwendung der Penalty—Formulierung unter Verwendung des Singulérvek-
tors zur Verteilung der Strafterme nach Kapitel 4.4.

Das Verfahren konvergiert zwar auch schon bei einem Wertvon & = 10 +1 ,jedoch zeigt
das relativ groBe kleinste Diagonalglied, daB die Entfernung zum kritischen Punkt doch
sehr groB ist. Dies zeigt auch der angegebene kritische Lastfaktor Ae = 30.530, der
etwa 8% unter demrrichtigen liegt. Fir die Wertevon ¢ = 10~ 'bis ¢ = 10~ stimmt der
kritische Lastfaktor sehr gut, bevor dann wieder Oszillationen auftreten.

108 | ¢ =10+ he = 30.530
104 1

100
1074 [
1078 [
10-12
10-16

®-® Kl. Diagonalglied
XX Energie AU'G

10729 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 iteration

Bild 4.21: Penalty—Verfahren

108 & =10"" Ae = 33.232
104 |
100 T ?
104 [ , _ _
10-8 [ | ®~e k. Diagonalglied
i XX Energie Au'G
10-12
10-16[ o 23

0% 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 lteration

Bild 4.22: Penalty—Verfahren
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108 r ¢c=10"3 Ao = 33.258
104 T
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Bild 4.23: Penalty—Verfahren
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Bild 4.24: Penalty—Verfahren

108 | ¢ =10-6 A = 33.258
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Bild 4.25: Penalty~—Verfahren
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Die gleiche Studie fiir die Penalty—Formulierung von Wriggers, Simo enthélt zusétzlich
zum Verlauf des kleinsten Diagonalglieds der Steifigkeitsmatrix auch den Verlauf des
kleinsten Diagonalglieds der modifizierten nicht singutaren Steifigkeitsmatrix K nach
Gleichung (4.41), die ja zur Gleichungsldsung verwendet wird.

108 1 ¢ =10+8 A = 33.258

104

100 T ’

1074 [

108 [

10-12] ‘®-w Kkl Diagonalglied von Kye
L @-® k|, Diagonalglied vori Ky

10-16 %% Eriergio AU'G S

029 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 leration

Bild 4.26: Penalty—Verfahren nach Wriggers, Simo
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Bild 4.27: Penalty—Verfahren nach Wriggers, Simo
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108 c=10"" Ao = 33.258
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Bild 4.28: Penalty—Verfahren nach Wriggers, Simo
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Bild 4.29: Penalty—Verfahren nach Wriggers, Simo
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Bild 4.30: Penalty—Verfahren nach Wriggers, Simo
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Diese Penalty—Formulierung erlaubt wie oben eine sehr breite Wabhl filr ¢. Bei Konver-
genz des Verfahrens wird auch bei sehr groBem Wert f(ir ¢ ein sehr genauer kritischer
Lastfaktor berechnet, aber der etwas héhere Wert fur Au’G zeigtan, daB das Gleichge-
wicht dabei nicht so gut erflillt wird. Bei kleiner werdendem ¢ néhert sich die lterations-
matrix Ky immer mehr der Steifigkeitsmatrix K, bis dann ab einem Wertvon ¢ < 104
wieder Oszillationen auftauchen.

4.9 Alternative Berechnung von kritischen Punkten

In diesem Abschnitt wird auf weitere Verfahren, namlich auf die indirekten Verfahren,
ohne weitere Erlauterungen hingewiesen. In Brendel (1979) und Wagner (1991) findet
sich eine Ubersicht tiber solche Methoden. Sie beruhen meist auf Extrapolation bzw.
Interpolation begleitender MaBnahmen, z.B. Eigenwertberechnung, Berechnung von
Determinante oder Steifigkeitsparameter. Keller (1977) schldgt an dieser Stelle Bisekti-
onsverfahren vor, die durch Sekantenverfahren ("Regula Falsi’) noch verbessert werden
kdnnen. Abbott (1978) verwendet ein erweitertes System mit det K+ = 0, jedoch ohne
konsistenter Linearisierung. Cohen (1968), Svalbanos, Balderes (1972), Bushnell
(1970,1972) und Almroth, Brogan (1972) erwdhnen eigenwertgesteusrte lterationsver-
fahren zur Berechnung kritischer Punkte.
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5 Pfadwechsel

Die bisherigen Ausfihrungen behandelten die Verfolgung von Gleichgewichtspfaden,
egal ob Priméar— oder Sekundérpfad, Tertidrpfad usw. und die genaue direkte Berech-
nung kritischer Punkte. Beim Erreichen eines Durchschlagspunktes kann der entspre-
chende Pfad problemlos weiterverfolgt werden. An einem einfachen Verzweigungs-
punkt dagegen muB man sich entscheiden, ob man den Primérpfad weiterverfolgen
oder auf den Sekundérpfad abzweigen méchte. Vielfach wird dafiir vorgeschlagen, die
Verzweigungsgleichung zu 16sen, um die Tangenten an Priméarpfad und/oder Sekun-
dérpfad zu erhalten (Wagner (1991), Riks (1984), Kouhia, Mikkola (1989), Choong, Han-
gai (1993) u.a.). Dabei kdnnen dann auch héhere Ableitungen verwendet werden, um
die Pfade quadratisch oder mit héherer Ordnung zu approximieren und damit bessere
Pradiktorschritte flr die Verfolgung der Pfade zu erhalten.

Im 6. Kapitel werden im Rahmen der Koiterschen Nachbeulanalyse die asymptotischen
Néherungen fir den Sekundarpfad

u®) = Euy + B2, + .. (5.1)

ME) = EMy + EZp + ... ‘ (5.2)
und die Taylorreihenentwicklung am Primérpfad diskutiert. Daraus kénnen dann Pré-
diktoren fir die Berechnung der sich kreuzenden Pfade gewonnen werden. Nachfol-
gend werden einfachere, eher den Ingenieurverfahren zuzuordnende, numerische Ver-
fahren vorgestellt, die durchaus in der Lage sind, auf den gewlnschten Pfad zu
gelangen.

5.1 Primérpfad

‘Um den Pradiktor an den Primérpfad Au' zu erhalten, muB folgendes Gleichungssy-
stem am Verzweigungspunkt geidst werden:

Ky Aul = P (5.3)

Die Systemmatrix ist dabei singulér und es gelten am Verzweigungspunkt die Orthogo-
nalititseigenschaften (vgl. Kapitel 6, Gleichungen (6.37) und (6.38))

$TP=0 (5.4)
¢7 Ky Au' AU' =0 (5.5)
Die zweite Gleichung beinhaltet die Richtungsableitung der Steifigkeitsmatrix und ihre

Verwendung entspricht eigentlich dem Lésen der Verzweigungsgleichung, wie schon
in der Einfihrung gezeigt wird. Aber auch die Orthogonalitdtshedingung

¢TAu =0 (5.6)

100



fiihrt schon zu einem guten Pradiktor als gendherte Tangente an den Primarpfad. Unter
der Annahme einer singuléren Matrix K;erhélt man unter Anwendung der Nelson—Me-
thode (vgl. Anhang 13.1) die Partikularldsung AG'

o =1 o

Al'=K, P (5.7)

und durch Orthogonalisierung bzgl. des Eigenvektors ¢ (siehe auch Abschnitt 1.4.1)
~ T AU

Au' = Al -2 (5.8)
T ¢

Werden zur Berechnung des Verzweigungspunkies die oben etlauterten Penalty—Ver-
fahren eingesetzt, bei denen die Steifigkeitsmatrix nicht singuldr wird oder bei denen
die singulére Matrix durch einen Strafterm modifiziert wird, so kann die Partikulérldsung
direkt mit der dort verwendeten Matrix berechnet werden. Dabei wird die nach Nelson
zu modifizierende und dann zu invertierende Matrix KNTin Gleichung (5.7) durch die be-
reits invertiert vorliegende Tangentensteifigksitsmatrix ersetzt.

5.2 Sekundérpfad

Ein haufig vorkommender ingenieurmaBiger Ansatz, Ramm, Stegmdiller (1982) oder
Wagner, Wriggers (1988), verwendet den Eigenvektor ¢ als Pradiktor. Der Startpunkt
flr die Korrektoriteration berechnet sich also zu

I KN '
u—uc+m¢ (59)

A=A (5.10)
Mit uc und A werden die Verschiebungen und der Lastparameter am kritischen Punkt
bazeichnet; ¢ ist ein zu wahlender Skalierungsfaktor.

® Verzweigungspunkt  © Startpunkt firr lteration @ Gleichgewiqhtspunkt

A A

| ¢

e |

€

¢

Korrektoriteration

u u

Bild 5.1: Pfadwechsel mit Eigenvektor bei symm. / asymm. Verzweigung

Da der Lastparameter konstant bleibt, eignet sich diese Methode eigentlich nicht fur
asymmetrische Abzweigungen (Bild 5.1). Bei Anwendung von Bogenléngenverfahren
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muB flir den Startpunkt die Bogenidnge s berechnet und dann wahrend der Korrektor-
iteration konstant gehalten werden.

Eine viel bessere Technik &8t sich entwickeln, wenn die Modifikation der Verschiebun-
gen nach (5.9) zur Erstellung einer neuen Steifigkeitsmatrix dient und mit dieser eine
Pradiktorrichtung entlang des Sekundérpfades ermittelt wird. Die Pradiktorrichtung be-
rechnet sich zu

Kq(ue + 6[|”u¢[|”¢ A ”! AM P (5.11)

AM =1 (5.12)

i
Aup

[

Damit ergibt sich der Startpunkt fir die Korrektoriteration aus der Addition der Anteile
aus Eigenvektor und Pradiktorschritt zu
- el ¢ |
u=uc+ [uo] ¢ +a Au (5.13)
h=1h¢+a AN} (5.14)
Dabei soliten die Anteile des Pradiktors Uberwiegen, wie aus Bild 5.2 a) ersichtlich wird.
Die Skalierung von Aul! und AA) mit « erfolgt so, daB die Bogenléangengleichung

‘/” dely adul |2 + y2a?ml 2 ~ s = 0 (5.15)

[l ue |

gemessen ab dem Verzweigungspunkt, erflllt ist. Die Gleichung vereinfacht sich, wenn
die Bogenlange erst ab der Stérung durch den Eigenvektor gemessen wird:

Jo2 [ Aub |2 + p2a?AMl® - s =0 (5.16)

6 Verzweigungspunkt  © Startpunkt fUr lteration @ Gleichgewichtspunkt

dely g el

! o+ ety @ Mot “Tug ¢
] ] / il 1l

—— (Aull, AN < (Aug, Akp)

\\/ a(Aull, AN

a(Aull, AN

a) u b) ' u

Bild 5.2: Prédiktor fir Pfadwechsel

Eine weitere Verbesserung erhélt man, mdem man wie in Bild 5.2 b) skizziert, nach dem
Aufstellen der Steifigkeitsmatrix K (u, -+ | o " ¢ \¢) die Anteile des Eigenvektors wie-
der eliminiert und folgenden Startpunkt verwendet:
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u=us+a Aul (6.17)

A=he+a AN (5.18)
Im Hinblick auf die Koitersche Nachbeulanalyse sei hier bereits darauf hingewiesen,
daB auch dort die Berechnung der Steifigkeitsmatrix an der Stelle (u + ¢ ¢ , A) eine ent-
scheidende Rolle spielt.

AufBeispiele wird an dieser Stelle verzichtet, da alle Pfadwechsel auf den Sekundarpfad
im Rahmen dieser Arbeit mit den hier beschrieben Techniken durchgefiihrt wurden.
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6 Nachbeulverhalten

Um beim Erreichen eines kritischen Punkies eine Aussage machen zu kénnen, ob das
Tragwerk (berhaupt bis nahe an die kritische Last gebrauchsféhig ist, muf3 das Nach-
beulverhalten in Betracht gezogen werden. Ein starker Abfall der Belastung im Nach-
beuibereich deutet auf eine potentielle Gefahr und eine hohe Imperfektionsempfindlich-
keit hin. Ein Anwachsen des Lastfaktors auch im nachkritischen Bereich dagegen
erlaubt unter Umsténden eine Belastung sogar bis Gber den kritischen Wert hinaus.

Neben der bereits beschriebenen Methode zur Untersuchung des Nachbeulverhaltens
mit Pfadwechsel— und Pfadverfolgungsprozeduren bis weit in den Nachbeulbereich
hinein bietet sich noch eine weitere Methode fiir die nahere Umgebung des kritischen
Punktes an. Die dabei entstehende asymptotische Naherung des Nachbeulpfades er-
laubt auf jeden Fall eine qualitative Aussage Uber das Strukturverhalten im Gberkriti-
schen Bereich. Gleichzeitig sind diese asymptotischen Ansétze auch geeignet flr die
Aufstellung von Préadiktoren an den Nachbeulpfad im Rahmen von Pfadwechselproze-
duren und dienen weiterhin als Vorbereitung fir das néchste Kapitel iiber die Imperfek-
tionsempfindlichkeit. Diese hat dann wiederum direkten Bezug zur im Kapitel 10.2.2
diskutierten Sensitivitdtsanalyse flr kritische Lasten innerhalb der Optimierung geome-
trisch nichtlinearer Strukturen.

Die asymptotische Naherung des Nachbeulverhaltens ist untrennbar verbunden mit
dem Namen Koiter und wird hier deshalb auch in Anlehnung an Koiter (1945) diskutiert.
Es wird gezeigt, daB dieser Ansatz genau die gleichen Ergebnisse liefert wie auch die
von anderen Autoren vorgeschlagene Parametrisierung des Gleichgewichtspfades be-
zliglich eines unabhéngigen Pfadparameters (siehe dazu auch Anhang 13.2). Die Uber-
tragung in den Bereich der Methode der finiten Elemente erfolgt in klar strukturierter und
flexibler Art und Weise.

6.1 Koitersche Nachbeulanalyse

Der Ursprung dieser Nachbeulanalyse liegt in der Arbeit von Koiter (1945), die 1967 vom
Hollandischen ins Englische Ubersetzt wurde. Diese Ideen wurden dann von vielen Au-
toren aufgegriffen, z.B. Thompson, Hunt (1973), Budiansky (1974}, Jlrcke (1985), Ar-
bocz (1989), Wagner (1991), Pignataro etal. (1991), Flores, Godoy (1992), Girak (1993).

Meist wurden irgendwelche Einschrankungen und Annahmen, wie z.B. linearer Vor-
beulpfad oder Verwendung bestimmter Elementtypen, bei denen die héheren Ableitun-
gen des Potential verschwinden, gemacht. Hier sollim Rahmen der Methode der finiten
Elemente eine allgemein einsetzbare Formulierung angegeben werden, die sich zwar
vereinfachend auf einfache Verzweigungspunkte beschrédnkt, jedoch leicht erweitert
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werden kann. Die Bildung der hdheren Ableitungen, formuliert als Richtungsableitun-
gen der Steifigkeitsmatrix, geschieht durch numerische Differenzenquotienten. Da-
durch eribrigen sich Eingriffe in den Strukturanalyseteil auf Elementebene der finiten
Elementeprogramme. Die folgenden Ausflhrungen basieren im wesentlichen auf den
Arbeiten von Koiter (1945) und Budiansky (1374). Dabei wird eine Parametrisierung des
Gleichgewichtspfades beziglich des Lastparameters A vorgenommen

Gup), D) = Rum) = AP =0 (6.1)
Eine Taylorreihenentwicklung bei A flir Gleichgewicht an der Stelle L+ AM hat folgende
Form

_ dGu, ) 1 d2G(u, ») 2 1 d3G(u,») , .5 _
Gup+an, A+AN = Gu,\) + O Al + 52 AN 6 e AN =0
=0 6.2)

Der erste Term entféllt wegen Gleichgewicht am Entwicklungspunkt. Fir beliebiges A
missen dann die folgenden Terme einzeln verschwinden

g -P-KkWB_p-o (6.3)
d2G d2u dudu _

e - Krge T Kugrq = 0 (6:4)
d3G d3u d2udu dududu _

oo = Krgis T Hugagy + Kowgigiar = © (6.5)

Mit G = G(u,» und K; = Gu,)),, werden Ungleichgewichtskrifte und Tangentenstei-
figkeitsmatrix am Entwicklungspunkt bezeichnet. Die Tangente, Krimmung usw. an
den priméren Gleichgewichtspfad berechnen sich zu:

du

KM-p (6.6)
d?u _ _y dudu ..
KT d;\g KT»u dn dn (67)

ddu _ d?udu dududu
Krane = ~ 3 Kougizan ~ Koy o an (6.8)

Die einmal invertierte Systemmatrix kann dabei mehrfach verwendet werden, und die
ermittelten Losungen werden sukzessive bei der Bildung von Richtungsableitungen auf
der rechten Seite eingesetzt.

In der Néhe eines Verzweigungspunktes existiert nun ein zweiter Gleichgewichtspunkt
auf gleichem Lastniveau, dargestelltin Bild 6.1, mit dem Differenzvektor Au() zwischen
beiden Pfaden

Gu+Au,)) =GN + G, 1),y Au +-;-G(u,x),uuAuAu +%G(u,x),uuuAuAuAu +.=0
=0 (6.9)
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Die beiden Pfade schneiden sich im kritischen Punkt (uc, Ac) und es gilt:
AIirr; Au(d) =0 (6.10)

Primérpfad

Sekundéarpfad
Au(h + A))

Uc u(d) u(d + AN u

Bild 6.1: Taylorreihenentwicklung fir Sekundérpfad

Die Taylorreihenentwicklung entlang dem Sekundéarpfad hat die Form

G(u+Au, A+A)) =
G, + %Ax ;df}(; Dare 4.
+ G, ),y Au + dG(C‘;)VM'“A AN+ 19—%(;—:—MAuA)»2 +..
+ 160,00 AU + 1%&“& + l-ciﬁéi'le‘)’ﬂAuAuAk"’ +
+ 1601, unAuAUAY + . + .. = 0 (6.11)

Durch die Vereinfachungen in der Schreibweise G = G(u, ), Ky = G(u,}),, und den
Ableitungen

( = W) totale Ableitung (= ~(——~)- — partielle Ableitung

dxr
mit dem ausdriicklichen Hinweis, daf3 die Ableitungen nach dem Lastparameter totale
Ableitungen darstellen, erhélt man

Gu+Aur+al) = G S PV- S 1 c BYV E

+  KAu 4+ Ky AuAb o+ K, AualZ 4
+ 1Ky uAuAu + JKy, ) AUAUAL + 2Ky, ) AUAUAN? +
+ 1KpuuAUAUAU + . + .. = O (6.12)

Die in Gleichung (6.12) unterstrichenen Terme beschreiben den Primarpfad und entfal-
len, wenn die Gleichungen (6.6), (6.7), (6.8) usw. erfiillt sind. Félschlicherweise wird '
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haufig behauptet, daB die Koiter—Formulierung den Primérpfad gar nicht enthalt. Je-
doch tauchen bei den Ableitungen nach dem Lastparameter, z.B.

Kpo, = Kpudd (6.13)

Ko = K 32 (6.14)

Ko, = KT,ugxz Kroug g‘}f du (6.15)
+ ..

Tangente, Krimmung usw. des Primarpfades auf, wenn die implizite Abhangigkeit von
A Uber die Verschiebungen u berlicksichtigt wird.

Unter Verwendung des singuldren Punktes (uc, o) als Entwicklungspunkt werden fol-
gende asymptotische Ansétze eingefiihrt

u=u®) + Au (6.16)
Au=Eu, +Eu,+ .. (6.17)
A = Ag + AL (6.18)
Ah=E A +E2 Ry + ... (6.19)

mit dem Pfadparameter &, der nach Budiansky die mechanische Bedeutung "Anteil der
Beulfigur an den Verschiebungen von Primarpfad zu Sekundérpfad” bekommt. Fur
€ = 0 befindet man sich dann am Verzweigungspunkt (U, Ao). Diese asymptotischen
Ansétze in Gleichung (6.12) eingesetzt und geordnet nach den Potenzen von & fiihrt zu

€ (Ku,) +
§2 Kyt + KppUghy + 3Kpuuguy) +
£ (Kyltg + Ky (Ushg + ughy) + 1Ky, up2

Kpuuu, + —1-KT,u,\u,u1)»1 + JéKT,uuu1u,u1 ) + .. =0 (6.20)

2
Fir beliebiges & missen die Klammerterme einzeln verschwinden. Aus dem ersten
Term

Ky =
folgt, daB3

u, = ¢ (6.21)
die Beulform darstellt. Wird der zweite Term von (6.20) mit ¢ vormultipliziert bzw. kon-
traktiert, erhalt man unter Verwendung von K; ¢ =0 und Gleichung (6.21)
¢TKru d ¢
2¢TKy, ¢
Damit kann dann aus dem zweiten Term ohne Kontraktion die Beulfigur zweiter Ord-
nung bestimmt werden:

K, = — Ky, ¢ Ay + %Kpu ¢ ) (6.23)

A = - (6.22)

107



Der gleiche Vorgang beim dritten Klammerterm von (6.20) erméglicht die Berechnung
der nachsten Glieder der asymptotischen Ansétze:

: %¢TKT»uu¢¢ ¢ + ¢ Kpud u, + GTK,, U, + 1§¢TKTxux¢¢ Wy + %¢TKT:M¢ }\‘3
¢TKy, ¢

Ap=
(6.24)
und bei Bedarf
Kiug = — ( Kpp(dhy + ughy) + %Kmx &M + Kru Uy
+ %KT'UA P+ %KT'UU boo ) (6.25)

Analog dazu kénnen aus den nichsten Termen auch die hoheren Reihenglieder noch
bestimmt werden. Die kontraktierte Form der Gleichungen erlaubt die Berechnung des
nachsten Gliedes des Ansatzes fur den Lastparameter A4, A, usw. . Daran anschlie-
Bend liefert die nicht kontraktierte Form ein Gleichungssystem fr die Beulformen héhe-
rer Ordnung Uy, Us USW. .

Fur den Sonderfall der symmetrischen Verzweigung mit A, = 0 vereinfacht sich die Be-
rechnung der Kriimmung zu

%‘bT Kpnwédd + ¢TKT:u¢ U,

Ay = — (6.26)
2 ¢T KT!A ¢
Durch Einsetzen der Ableitung (6.13) in Gleichung (6.22) erhait man mit
TK
Ay = b K & (6.27)

29TKnu¥ ¢
unter Verwendung der Tangente am Primérpfad g—:genau dieselbe Form, die auch an-
dere Autoren (Wagner (1991), Pignataro et al. (1991), Kouhia, Mikkola (1989) u.a.) auf-
flihren. Diese haben meist eine andere Parametrisierung gewéhlt und zum Teil die qua-
dratische Verzweigungsgleichung mit diversen Fallunterscheidungen :geldst. Zur
Veranschaulichung soll hier noch die Berechnung der Tangente an den Sekundérpfad,
die fur die Pfadwechselprozedur verwendet werden kann, gezeigt werden. Mit der Tan-
gente an den Primarpfad %;TI (siehe auch Kapitel 6.1.2) schreibt sich der asymptotische
Ansatz:

A= e + Ehy (6.28)
u=ug+ gx%% +E (6.29)
Die Wahleines beliebigen §,z.B. £ = 1flhrtaufdie Tangente (vgl. Beispiel in Einleitung)
Al =}, (6.30)

q L
Au = Ma% + ¢ (6.31)

deren Lange noch skaliert werden kann, z.B. mit der Bogenléngengleichung nach (3.15).
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6.1.1 Beulformen héherer Ordnung

Es sei hier noch bemerkt, daB fiir die Berechnung der Beulformen héherer Ordnung up,
ug usw. jeweils Gleichungssysteme mit singuldrer Matrix K;gelostwerden miissen. Am
Beispiel der Beulform zweiter Ordnung existiert eine Partikularidsung ﬁz fir

Ky = — (KM Or +IKeu ¢ ¢) (6.32)

nur dann, wenn die rechte Seite im Bild von Ky bzw. orthogonal zum Nullraum von Ky
liegt. Diese Forderung wird mit der Berechnung von Ay nach Gleichung (6.22) erfiillt. Zur
Bestimmung einer Partikularidsung Gz kbnnen die Nelson—Methode (Anhang 13.1),
die Deflationstechnik (Kapitel 4.7.4) oder die Rangkorrektur durch das Dyadenprodukt
des Singulérvektors (Kapitel 4.7.3) angewandt werden. Eine weitere Méglichkeit bietet
die Verwendung der nicht singuldren Steifigkeitsmatrix aus den Penalty--Verfahren zur
Bestimmung des kritischen Punktes. Aus allen méglichen Losungen fir u,

U, = U, +ad (6.33)
muB die gesuchte Beulform die Orthogonalitatseigenschaft
¢Tuy =0 (6.34)
besitzen. Dies erfordert die Orthogonalisierung bezlglich des Singuldrvektors nach
~T
u, = Gy — ‘;’ZT:‘; ® (6.35)

Das gezeigte Vorgehen wiederholt sich filr die nachsten Beulformen unter Verwendung
der Bedingungen

¢Tug = ¢Tu, = ¢Tug=..=0 (6.36)

6.1.2 Asymptotische Ndherung fiir den Primérpfad

Die letzte noch offene Frage betrifft die Berechnung von Tangente, Krimmung usw. des
Primérpfades. Es muB grundsétzlich unterschieden werden, ob diese akkurat berech-
net werden sollen oder ob sie bereits bekannt sind bzw. sich leicht approximieren las-
sen. Zum Beispiel bei linearem Vorbeulverhalten, d.h. konstante Tangente und keine
Kriimmung, bei bekannten Gleichgewichtspunkten in der Umgebung des kritischen
Punktes oder unter Verwendung der beinahe singuléren Steifigkeitsmatrix aus den Pe-
naity—Verfahren lassen sich einfach brauchbare Approximationen erzeugen. Fur diese
Falle kdnnen die Koiter—Formeln sofort Anwendung finden.

Im Falle der akkuraten Berechnung wird eine quadratische Gleichung &hnlich der Ver-
zweigungsgleichung bei Parametrisierung des Gleichgewichtspfades bezlglich eines
zusétzlichen Pfadparameters, z.B. in Wagner (1991), geldst. Den Ausgangspunkt bil-
den hier die Gleichungen (6.6) bis (6.8) usw., die beim Koiter—Ansatz, wie oben er-
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wéhnt, erflllt sein missen. Deren Kontraktion mit ¢ und Verwendung der Singularitats-
bedingung Ky ¢ = 0 fahrt auf folgende Bedingungen:

v oan

d2u dudu Kontraktion T dudu _
R S ¢ Kru g (6.38)
ddu _ _ d2udu _ dududu
Krgws = ~ Krvgizan ~ Krvanan o (639
Konirakton T d2udu TK.. . dududu _
3¢ Krugzgp + @ Krwg g = °

Die erste Bedingung dient schon als Unterscheidungskriterium fir Verzweigungs-
punkte von Durchschlagspunkten. Die zweite Bedingung erlaubt nun die Bestimmung

der Tangente an den Primarpfad. Aus der Schar der Lésungen fur aaus

KT‘;‘): P zB. mi d—‘ki d =0 (6.40)

du _ du
= +od (6.41)
wird genau die gesucht, die eben diese Gleichung ertlillt. Durch Einsetzen des Ansatzes

(6.41) in diese Bedingung (6.38) ergibt sich die quadratische Gleichung

du dudu

¢TKTIU ¢ d’ * az + 2 ¢T KT!U ¢ a ‘o + ¢TKT1U d)\: d}\ 0 (6'42)
bzw.

a-a?+2b-a+¢=0 (6.43)
mit den Konstanten

a= ¢T Kiu ¢ ¢ (6.44)

" du

b= ¢TKpu ¢ G (6.45)

Ty (6.46)

Die Kennzeichnung mit () gibtan, daB die Konstante mitirgendeiner Partikularlésung
g: erzeugt wird und wirde entfallen beim Einsetzen der Tangente an den Primérpfad d:.

Die Verwendung der betragsmasig kleineren Losung von

—bi\/bz—ac

Uy = — (6.47)

fuhrt dann auf die gesuchte Tangente.
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Das analoge Vorgehen flir die Krimmung an den Primérpfad wahit aus der Lésungsschar

2
KT‘;X‘; - KT,ug—;’-g% 2.B. mit -CL! b =0 (6.48)
2 2

bei Verwendung von Gleichung (6.39) die zu

d2ud
. _3¢TKu S+ ¢7 Kryuuﬁ—ai’% (6.50)
3 o Ky ¢ G

gehérende Lésung fir Ei'f aus.

6.2 Numerische Behandlung der Nachbeulanalyse

Um dem Anspruch gerecht zu werden, die Nachbeulanalyse in effizienter und flexibler
Art und Weise in den Bereich der finiten Elemente zu Ubertragen, werden nachfolgend
noch einige numerische Gesichtspunkte angesprochen.

6.2.1 Richtungsableitungen der Steifigkeitsmatrix

Die Richtungsableitungen werden numerisch approximiert durch ein Vorwartsdifferen-
zenverfahren (vgl. Gleichung (4.15))
Kra & = 1K (u + e ) — Ki(u) (6.51)

oder falls die Steifigkeitsmatrix auch an der Stelle (u — € ¢) vorliegt mit dem zentralen
Differenzenverfahren

Kru & =~ 21—6(KT(u +ed) — Kot~ ed)) (6.52)
Fir die néchst héhere Ableitung gilt dann
Kruw ¢ & = -EJE(KT(u +ed) ~ 2Ke(u) + Ki(u — e §)) (6.53)

Da diese Ableitungen immer gleich mit einem Vektor nachmuitipliziert werden kdénnen,
missen nur Vektoren und nicht die Steifigkeitsmatrizen an den Stellen (Uu+ed)und
(u — € ¢ ) gespeichert werden. Um die Genauigkeit der Ableitungen zu erhdhen, bzw.
die Empfindlichkeit bezlglich der Wahl des Parameters e zu verringern, kann die Steifig-
keitsmatrix noch an weiteren Stellen ausgewertet werden. Durch die Punkte wird dann
eine Funktion gelegt, die analytisch abgeleitet werden kann. Girak (1998) verwendet
dazu die Interpolation in der Form von Lagrange (Bathe (1986) u.a.).
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6.2.2 Steigung des Primdr— und Sekundérpfades

Auf die Steigung des Sekundérpfades wird gesondert eingegangen, da diese sehr vor-
teilhaft fir Pfadwechselprozeduren eingesetzt werden kann. FUr deren Berechnung ist
aber die Kenntnis der Steigung des Primérpfades Voraussetzung.

Fir die Konstanten aus Gleichung (6.43) ergeben sich bei numerischer Approximation
der Richtungsableitung von K die folgenden Ausdricke

a= ¢"Kru ¢ ¢ ~ ¢T1(K U+ed)d —Ku o) (654)
b= 67Ky & = 07wl o ~ St ed) b - Ke) &) (655)
o= ¢TK, U %X F(Ketu+e ) - K S ©50)

Der Term K ¢ entféllt, und es [8Bt sich dann die in Bild 6.2 beschriebene Methode zur
gleichzeitigen Berechnung der Tangenten an Primér— und Sekundérpfad entwickeln.

Lésen KT?;;: P mit ¢T%__l)% -0
Hilfsvektoren hf =Kiu+ed)o
hy = Kylu + )G
Konstanten a= % oTh i
o T
b =1du — 1duT
b=z M b=za M
- jl ~+
c= %d_l;f h;
~ ~2 -
Primérpfad Oy = -b+ {:;
du _ du
o =@ el
‘Sekundarpfad A= — 'élb
for § =1 A =1y
Au = )\,‘3—: + ¢

Bild 6.2: Tangenten an Primé&r— und Sekundarpfad

Natirlich kann fir die Richtungsableitung von K; auch das zentrale Differenzenverfah-
ren mit hOherer Genauigkeit verwendet werden. Dies erfordert dann die Erstellung einer
neuen Steifigkeitsmatrix an der Stelle (u — € ¢ ) und die Bildung zweier zuséatzlicher
Hilfsvektoren, wie sie dann im ndchsten Kapitel 6.2.3 verwendet werden.
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Bei bekannter bzw. approximierter Tangente des Primérpfades vereinfacht sich die Be-
rechnung der Tangente an den Sekundarpfad wie in Bild 6.3 dargestellt.

Hilfsvektor ht =Kiu+ed)od
Konstanten = % $Th
b= %g— h{
Sekundéarpfad A= - ,2%
fiir & = 1 A = A,
Au' = 2Au + &

Bild 6.3: Tangente an Sekundarpfad bei bekanntem Primarpfad
6.2.3 Hohere Pfadableitungen

Bei der Berechnung héherer Ableitungen ist es angebracht, die Richtungsableitungen
erster Ordnung mit zentralen Differenzen zu approximieren, da dies keinen zusétzlichen
Aufwand bedeutet. Die bendtigten totalen Ableitungen der Steifigkeitsmatrix nach dem
Lastparameter ) lassen sich zunéchst nach Gleichungen (6.13) bis (6.15) umformen.
AnschlieBend werden die in Bild 6.4 aufgefiihrten Hilfsvektoren und Konstanten erstellt.

Bei Verwendung der Partikuldridsungen nach Gleichung (6.40) usw. werden die ent-
sprechenden Hilfsvektoren und Konstanten mit () gekennzeichnet, z.B.:

~+
hp = KT(u+e¢)g—;‘:

Die Steigungen von Primér— und Sekundérpfad ergeben sich, wie schon in Bild 6.2 auf-
geflihrt, mit dem Unterschied, daf jetzt zentrale Differenzen flir die Konstanten verwen-
det werden. Die Berechnung der Kriimmungen ist aus Bild 6.5 ersichtlich.
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hf =Kiu+ed)d hiy =Kiu—-€ed)¢

hi = Kiu + e ¢) S hy = Kefu — e ¢)Y

hy = Ke(u+ e3¢ hy = Kylu — ¢ ¢

h} = Ko(u + e3th A hi = Ky(u - edyydu

a= ¢TKpud & =2 0Ty —h7) )

b= ¢TKpu ¢ P = g;%-‘fT(h: ~ h{)

- o L8 0

9= 7K vz = élguz (b = ) > zD?f?etarrzlrfgenverfahren
e= qﬁ(W%u2 - —21—u12' (hi - h3)

f= ¢TKpu ¢ £ = 18U (vt — i)

= &7 dud? _ 1d% -
9= ¢'Knugime “2eqe M2 M) _J

h= ¢TKT:uu¢ o ¢ =€_2¢T(h1++h1_)

. T -
i = ¢TKT,W¢¢S’£=123—‘; (h} +h7)

k= ¢0TKpu & PG =L 070y +hg)
T
R LR

Bild 6.4: Hilfsvektoren und Konstanten

Primérpfad dEu dudu d5
o a=u . T _u -
Lésen Ky v KT’”dx an mit ¢ a2 0
__%+!

*T 7%

d2u _ d2u

w2 =g Tl
Sekundéarpfad

Lésen K, = — é((h; ~hz) b+ Ay - hr)) mit ¢Tu, =0

Fh+d+(e+3i)h+] (k+1)22
b

Ay

Bild 6.5: Krimmung von Primé&r— und Sekundérpfad
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Das Vorgehen |48t sich fiir héhere Ableitungen beliebig fortsetzen. Weiterhin ergeben
sich Vereinfachungen, wie schon erwihnt, bei bekannten oder approximierten Nahe-
rungen an den Primérpfad und auch fir den Sonderfall der symmetrischen Verzwei-
gung mit Ay = 0. Es missen dann unter Umstanden nicht alle Hilfsvektoren und Kon-
stanten aus Bild 6.4 zur Verfligung gestellt werden.

AbschlieBend soll noch erwihnt werden, daB bei der Wahi bestimmter finiter Element-
formulierungen die hdheren Ableitungen des Potentials — die Ableitung K, bedeutet
bereits die vierte Ableitung des Potentials — gar nicht existieren. Damit vereinfachen
sich die gezeigten Herleitungen und vor allem die Fortfihrung flr hdhere Reihenglieder
wesentlich. Bei der Verwendung von Schalenelementen existieren jedoch die héheren
Ableitungen aufgrund der vorkommenden trigonometrischen Funktionen.
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7 Imperfektionsverhalten

Dieses Kapite! erhélt innerhalb der vorliegenden Arbeit groBe Bedeutung. Zum einen
natiirlich, weil die Imperfektionsempfindlichkeit seibst auch Thema der Arbeit ist. Dar-
{(berhinaus 148t sich aber eine weitgehende Ubereinstimmung mit den in der Optimie-
rung bendtigten Ableitungen (Kapitel 10.2.2) feststellen. Hier werden Einfliisse auf die
kritische Last beim Auftreten von Imperfektionen untersucht. Bei der Optimierung stellt
sich die Frage, welche Auswirkungen die Strukturdnderungen, verknipft mit Optimie-
rungsvariablen, auf die kritische Last haben.

Obwonhl auch Abweichungen bei Laststellungen, bei Lagerbedingungen usw. eine
wichtige Rolle spielen kénnen, stehen hier die geometrischen Imperfektionen im Vor-
dergrund. Als Formabweichungen kénnen Verschiebungsfiguren, Eigenformen oder
auch gemessene Formen, z.B. herstellungsbedingte Vorverformungen, EinfluB neh-
men. Die meisten Beispielrechnungen dieser Arbeit arbeiten aber mit Imperfektionsfor-
men, die aus Eigenformen selbst oder aus Kombinationen derselben entstehen. An-
dere Imperfektionsarten lassen sich jedoch leicht beriicksichtigen, da die benétigten
Ableitungen bezlglich der Imperfektionen durch numerische Differenzenschritte ge-
wonnen werden und somit auch Anderungen der Laststellungen usw. keine prinzipiel-
len Schwierigkeiten erwarten lassen.

Die folgenden Ausflihrungen beginnen mit der Darstellung der asymptotischen Néahe-
rung des Imperfektionseinflusses nach Koiter (1945). Dessen grundlegende Arbeit und
der Aufsatz von Budiansky (1974) liefern die Basis dafr. Im Mittelpunkt dieser Arbeit
steht aber die Imperfektionsempfindlichkeit ausgehend von den Gleichgewichtsbedin-
gungen und der Bedingung fir einen kritischen Punkt, siehe z.B. auch Thompson, Hunt
(1973) , Flores, Godoy (1992) u.a.. Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich in Koiters For-
meln Oberflhren. Jedoch werden hier im Hinblick auf die Optimierungsableitungen
noch einige wichtige Besonderheiten, u.a. auch die dabei anfallenden Formeln fir
Durchschlagspunkte, ausgeleuchtet.

Die humerische Umsetzung bzw. die Integration in ein finites Elementeprogramm wird
an entsprechenden Stellen aufgegriffen.

Flr eine weitere Moglichkeit der Abschétzung des Imperfektionsverhaltens wird auf
Croll (1975) und Wittek (1980), die das Konzept der reduzierten Membranbeulung ver-
folgen, verwiesen.

7.1  Koitersche Imperfektionsempfindlichkeit

Ausgangspunkt der Diskussion des Imperfektionseinflusses ist die Beschreibung der
Imperfektion durch
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U=Eu (7.1)
Wenn die Imperfektionsform skaliert wird, daB gilt

[Ofe=1 (7.2)
so beschreibt E die Imperfektionsamplitude. Mit T wird die Ausgangsgeometrie der zu

berechnenden Struktur modifiziert, was wiederum Auswirkungen auf die Verschiebun-
gen hat.

Budiansky beschreibt das Potential einer imperfekten Struktur durch das der perfekten
und einem zusétzlichen Anteil. Dies hat zur Folge, daB auch die Gleichgewichtsbedin-
gungen

G = G(u,\, 1) (7.3)

von den Imperfektionen T abhéngig sind. Die Taylorreihenentwicklung am perfekten
Primarpfad mit

G(u, ) = G(u,),0) (7.4)

beziglich der Amplitude E liefert die Gleichgewichtsbeziehungen der imperfekten
Struktur:

G(u,2,T) = G(u,}) + G(u, 1),y UE + %G(u,x),mﬁﬁéz F o (7.5)

Die zu Kapitel 8.1 analoge Herleitung flihrt durch Ergénzung der Gleichung (6.12) um
einige Terme auf die Beschreibung eines Gleichgewichtszustandes des imperfekten
Systems, entwickelt am kritischen Punkt (ug, A):

KAu + Kppdudh 4+ IKp, AuAR? .
+ 3 KruAuAU + 1K, AUAUAL + Ky, 5 AUAUAZ + .

+ %KT,UU AuAuAu + ..

+ G, 0E + %G,ﬁﬁﬁﬁ§2 + o
+ Gg AME  + .,
+ G,y g AUAME + .. + .. = 0 (7.6)

Der unterstrichene Term dominiert den ImperfektionseinfluB, so daB die anderen Terme
mit € wahrend der weiteren Herleitung hier zur Vereinfachung entfallen. Am kritischen
Punkt (uc, Ag) wird der asymptotische Ansatz:

A=A+ AL (7.7)
Ah=EM +E A 4 o +EX +E Ty . (7.8)
u=u() + Au (7.9)
Au=%u +Eu,+ .. (7.10)
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eingeflihrt. Der Verschiebungszuwachs zum imperfekten Pfad wird wie oben durch die
Beutformen u4, u, usw. beschrieben. Bei derl"\nderung des Lastparameters AA tauchen
jetzt die Amplitude € und die zusétzlich zu bestimmenden Parameter &, und %, auf. Ein-
setzen in Gleichung (7.6) und Ordnen nach Potenzen von & und E resultiert in

E(Kyuy) + E5(Kquyp + Ky ughy + ‘;“KT'uu1“1)

E3(Kqy + Ky (Ushy + Uhy) + FKpypu
Kruugup + %Kr»uxu1“17‘1 + %KT:uuu1“1“1 )

(K UsEry + Ky ugERy + Ko ughERRy + %Krvux“1”1§zx1 + Ggl)
+.=0 (7.11)

Aus den Termen bei &, £2, £3 usw. ergeben sich nach Gleichungen (6.22), (6.24) ... die
Parameter A4, A, usw. und die Beulformen uy, u; .... Durch die weitere Aufspaltung des
Terms bei E erhalt man

BE(Kyyy UKy + G,uﬁ%) (7.12)
Das Verschwinden dieses Terms erméglicht die Berechnung von
- 1 ¢T G,uﬁ 1 . ¢T Gvuﬁ
A=t = Ly mit p=—t O (7.13)
O EeTKy e B $TKr, &

Die asymptotische Ndherung fiir den Lastparameter I4Bt sich dann bei Vernachlassi-
gung der Terme hdherer Ordnung angeben zu

A= + BNy +§2x2~§p (7.14)
Den Durchschlagspunkt derimperfekten Struktur erhalt man durch die Maximalwertbe-
stimmung dieser Kurve. Die dabei zu I6sende Gleichung aus —gé—“ = Q fur die Maximal-
stelle &g lautet
A 3
3, M2, S o

Girak (1993) schlagt zur Losung die Cardinische Losungsformel (Bronstein (1987)) vor.
Auch 148t sich die Ldsung ist sehr einfach iterativ finden.

In diesem Ansatz sind auch die beiden Sonderfélle, asymmetrische Verzweigung bei
nicht gekriimmtem Sekundérpfad (A,=0) und symmetrische Verzweigung (A,=0),
enthalten (vgl. z.B. Budiansky (1974)). Im ersten Fall mit A,=0 erhélt man

Es = -

Ralul]

p (7.16)

und fir die maximal aufnehmbare Last
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C

— Ay —
hs = Ao — 2/ MEp = xc{1 -2 X% p] (7.17)

Flr die symmetrische Verzweigung mit Ay=0 lautendie entsprechenden Gleichungen:

_{_E-eY
Es~( %) (7.18)

Aol 1 —~ 3( - %—i)eeékﬂc)s (7.19)

Die hier gezeigten asymptotischen Naherungen lassen sich durch die Berlcksicht-
gung weiterer Terme systematisch verbessern, jedoch sollten diese Terme fiir eine
brauchbare erste Abschétzung des Imperfektionseinflusses ausreichen.

hs

7.1.1 Numerische Umsetzung
Im Vergleich zu Kapitel 6 taucht hier zusatzlich die Richtungsableitung G,y u auf, die mit
G,gti ~ 1(G(u, ) €d) — G(u, 2, 0)) (7.20)
approximiert werden kann. Im Rahmen einer finiten Elementeberechnung werden also
die Tragwerksgeometrie durch den Vektor el verandert und die Ungleichgewichtskréfte
far den augenblicklichen Verformungszustand berechnet. Die Ungleichgewichtskrafte
G(u, ), 0) am kritischen Punkt des perfekten Systems sollen bei ausreichend genau er-
mitteltem Verzweigungspunkt verschwinden. Bei dieser Art der Berechnung kénnten

also auch andere als geometrische Imperfektionen, zum Beispiel Abweichungenbeila-
gerbedingungen, Belastungen, Materialparameter usw., Eingang finden.

7.2 Gleichgewicht und Singularititsbedingung als Basis fiir die
Berechnung der imperfektionsempfindlichkeit

Wie im vorangegangenen Kapitel wird auch hier die Imperfektion beschrieben mit der
normierten Imperfektionsform G und dem Parameter E

U = Eu , [Gfe=1 oder a]=1
Die Folge der singuléren Punkte beim Anwachsen des Imperfektionsparameters E, aus-
gehend von einem kritischen Punkt wird beschrieben durch die Gleichgewichtsbedin-
gungen und der Bedingung fir einen singularen Punkt am perfekten System:

G(u®, 18,8 =0 (7.21)

K7(u®,A®.5) ¢® = 0 (7.22)
Die entstehende und in Bild 7.1 gestrichelt dargestellte Kurve wird im folgenden Singu-
larpfad genannt.
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A G
Gu,LE = [ K, ¢ }

© Verzweigungspunkt

O Durchschlagspunkt

Bild 7.1: Singularpfad

Die fUr eine asymptotische Nédherung benétigten ersten Ableitungen von (7.21) und
(7.22) bezuglich E an der Stelle (u,,0) mit G = G(u, A, 0) und K; = K(u, A, 0) erge-
ben sich zu

+6G,%2 4 Gy iE =0 (7.28)

do

+ Kqgu + Ki— =0 7.24
& "dE TalE) ¢ T (7.24)
Achtung: Bei Verwendung der jetzt voneinander unabhangigen Variablen u und A be-

schreibt ( ),, = 2. die partielle Ableitung.

KT dE ’}» dE

Krw¥ + K,

Durch Vormultiplikation bzw. Kontraktion der ersten Gleichung mit dem Eigenvek-
tor ¢ entsteht die folgende Gileichung, die fir die weitere Herleitung von groBer Bedeu-
tung ist:

¢TK d ¢TG

T
dE ')‘dE + ¢ G,uu?g =0 (7.25)

=0 =0 am Verzweigungspunkt

#0 am Durchschlagspunkt

Der in Kapitel 7.2.3 diskutierte Sonderfall des Durchschlagspunktes erweist sich im Ver-
gleich zum Verzweigungspunkt als stark vereinfacht, da der Term ¢ T G,, in Gleichung
(7.25) nicht verschwindet und damit sofort nach der gesuchten Ableitung dr aufgeldst
werden kann. dE

Am Verzweigungspunkt hingegen gilt neben K; ¢ = 0 fiir den kritischen Punkt auch

$TG,, = 0. Bleibt also noch zu priifen, ob der Term G,y U im Bild von K; liegt, baw.
orthogonal zum Nullraum, aufgespannt vom Eigenvektor ¢ (bei i—fachen Verzwei-
gungspunkten aufgespannt von mehreren Eigenvektoren b, ) ist. Dies hat dann zur
Folge, daB G,qu = Overschwindet und damit eine Losungfur Sl existiert, Die gesuch-
ten Ableitungen kénnen dann wie in Kapite! 7.2.1 gezeigt ermittalt werden.
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Im Falle, daB G,uﬁ nicht im Bild von K; liegt, steht als dritter Term in Gleichung (7.25)
ein endlicher Wert Dxe Gleichung kann dann mit Ky ¢ = 0 und ¢ G y, = Onurdann
erfiillt werden fur & - — oo, Dies wird in Kapitel 7.2.2 Uberpriift mit dem Hinweis, daB
sich dort genau die Formeln der Koiterschen Imperferktionsempfindlichkeit ergeben.
Eine phénomenologische Deutung der Bedingung ¢TG,UG = 0 gelingt durch Be-
trachten des Pfades der singuldren Punkte beim Anwachsen der Imperfektionsampli-
tude. Die Bedingung ist genau dann erfilllt, wenn aus dem Verzweigungspunkt bei
E = 0 mit anwachsendem E wieder ein Verzweigungspunkt entsteht (Bild 7.2 a)). Er-
weist sich der Verzweigungspunkt € = 0Oals isolierter Punkt auf dem Singularpfad um-
geben von Durchschlagspunkten (Bild 7.2 b)), so liegt G,EGE nicht im Bild von K,
(siehe dazu auch Eriksson (1992)).

a) ¢7 G,HGE =0 b) ¢T G,HGE =0 © Verzweigungspunkt
O Durchschlagspunkt

Bild 7.2: Charakteristik des Singuldrpfades abhéangig von ¢ 7 Gy ug

Diese Situation des isolierten Verzweigungspunktes tritt ein bei Verwendung von Imper-
fektionsformen affin zum Singuldrvektor ¢ .

7.21  G,gu liegt im Bild von Ky

Zunéchst soll aber aufden Fall ¢7 Gy UE=0 eingegangen werden. Gleichzeitig wird
an dieser Stelle vorgreifend auf die innerhalb der Optimierung (Kapitel 10.2. 2) bendtig-
ten Ableitungen des Lastfaktors bez{iglich den Optimierungsvariablen, die auch als Im-
perfektionsamplituden betrachtet werden kénnen, hingewiesen. Dort ergibt sichim Re-
gelfall die Bedingung ¢ G,;UE = 0.

Die Ableitungen erster Ordnung (7.23), (7.24) dienen als Ausgangspunkt der weiteren
Betrachtungen unter Berucksnchtl?ung daBdie Terme G,y =Ky, =Ky, , =K, ,q=...=0
verschwinden (Hinweis: (), bezeichnen jetzt partielle Ableitungen):

du
Ki= d'E + G,Adg + G,uug (7.26)
d¢

T»u dE ¢ + KT’UUE ¢ + KT*JE— = (7.27)
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Die Ableitungen zweiter Ordnung lauten:

du du d?u
+ 2K, +
KT’u d% dE T Udg UE KT dEz
+ 26,92 0E + 6,92 4 6 G0E = 0 (7.28)
UdE dE
du du 2y AnzD
Krw—7=== ¢ +2K-r,uu u§¢ + KT,u — ¢ + Kygguug ¢
dg dg dg dE
d¢ d¢ a2 ¢
+ 2K, + 2K, UE—= + K =0 7.29
TiU = dg dg T E T dE ( )
Zunéchst werden die beiden Teilldsungen von Gleichung (7.26)
Aup = — K71 G, mit ¢TAu, =0 (7.30)
Ay, = — K;~V G u€ mit ¢TAy, =0 (7.31)

berechnet. Die Orthogonalititsbedingungen ¢TAup, = ¢T Au; = 0 werden bei sin-
gulérer Steifigkeitsmatrix notwendig, um aus der Lésungsschar fir Aup und Au, (vgl.
z.B. Kapitel 6, Gleichungen (6.40), {6.41)) eindeutige Lésungen zu erhalten. Diese Or-
thogonalitatsbedingungen bewirken, daB die asymptotische Néherung des Verzwei-
gungspunktes der imperfekten Struktur frei von Anteilen des Eigenvektors bleibt, da die
Verschiebungszuwéchse Aup und Au, orthogonal zum Eigenvektor sind. Um numeri-
schen Schwierigkeiten vorzubeugen, kénnen die beiden rechten Seiten, die ja eigent-
lich orthogonal zum Singulérvektor ¢ sind, von Anteilen in Richtung des Singularvek-
tors bereinigt werden. Zur Lésung des singularen Gleichungssystems kann die
Nelson—Methode, die Rangkorrektur mit dem Dyadenprodukt des Eigenvektors oder
einfach die nicht—singulére Steifigkeitsmatrix aus den Penalty—Verfahren verwendet
werden. Nach der Lésung kann dann nochmals eine Orthogonalisierung beziig-
lich ¢ erfolgen. Da in der Regel Penalty—Verfahren zur Berechnung des kritischen
Punktes eingesetzt werden, kann die dort erstellte, nur fast singulére, Steifigkeitsmatrix
ohne sonstige MaBnahmen problemlos verwendet werden.

Mit den beiden Teillésungen 148t sich Gleichung (7.26) umformen zu:

du

dg
Diese dann eingesetzt in die Kontraktion von (7.27) mit ¢ erméglicht die Berechnung
der ersten Ableitung des Lastfaktors

dv _ _ ¢‘TKT,u ¢ Auy + §7 KT,uﬁgq’
dE ¢TKpu ¢ Aup
Aus Gleichung (7.27) 148t sich bei Bedarf die Ableitung des Eigenvektors unter Verwen-
dung von (7.32) und (7.33) berechnen

= Au, 92 s A+ Au, (7.32)

(7.33)
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—?dﬁ_’— = - KT“(KT,., ¢ + KpguE ¢) (7.34)
3 dg

Fir die Berechnung der néchst héheren Ableitungen kommt die gleiche Vorgehens-
weise, Partialldsungen und Umformen der ersten Gleichung, Einsetzen in Kontraktion
der zweiten Gleichung und Verwendung der zweiten Gleichung zur Berechnung der Ab-
leitung des Eigenvektors, zum Einsatz. Sie ist fir die Ableitungen zweiter Ordnung in
Bild 7.3 zusammengefaBt.

Auy = — KK, du du e dUge o, A 4Gy UUED) mit ¢TAu, =
uy T TUGE oE TRTUGE 3 xuUE ot wllE) mit ¢ n=
42 = Au, 9 4 Au,
dE dE
da _ ¢ K'r:uugg g% ¢ +2¢TKT,W%E’-G§¢ + ¢TKTyuAu||¢
dEz ¢T Kru ¢ Aup
4’ Km—,—uug ¢ +2¢TKTrudg 2 +2¢T KT:U“E
¢ Ky ¢Aup
d?¢ -1 du du dusz 2y
——— = K K, + 2K+, + K,
dgz T (Tuud§d§¢ Trul EUE¢ T qu’
du d¢ = do
+ KTvm]qu 4) + 2KT,udg _Jé— + 2KT,HUE'-EE—)

Bild 7.3: Ableitungen zweiter Ordnung

Obwohl Vereinfachungen méglich sind (Kapitel 7.2.3), gelten diese Herleitungen auch
fiir Durchschlagspunkte, da die Bedingung ¢ TP = 0, dieja Verzweigungspunkte und
Durchschiagspunkte separiert, keinen Eingang in die Herleitungen findet.

7.2.2 G,U liegt nicht im Bild von Ky
Ausgehend von den Gleichungen
G(u(s), he), Es) = 0 v (7.35) -
Kr(u@), Ms), Es) d ) = 0 (7.36)
wird der Pfadparameter s eingefiihrt und dadurch neben Lastparameter und Verschie-

bungen auch die Imperfektionsamplitude in einer Taylorreihe am kritischen Punkt ent-
wickelt:

= di 1da 24
M=de+ GiAs+ 3 Gezhs? + (7.37)
= du 1d%u 2,
u=u;+ s ==As + = s ——5 A8 + (7.38)
T dE 1d E
E=0 +~—dsAs 25e2 As? + .. (7.39)
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Unter der Annahme einer von den Verschiebungen u unabhingigen Last unterscheiden
sich die Ableitungen erster Ordnung

dg

KT + G’kd + G,Uu—g =0 (7.40)

KT,u SO KT,Uu d 2+ K ‘;‘i’ =0 (7.41)
und die Ableltungen zweiter Ordnung
i 88 + RO + o

+ 2G84 gE + 6,22 . G,m]uud—g-c—iE + G,UASEZ, =0 (7.42)
KT,uug: gls‘ b + 2KT,uUQ ug% b + KT,ud 4o+ Knmuudg dS ¢

+ 2K,y 3 2‘;’ + 2KT,ng§ i‘;’ + K28 22‘2 + Kng o2 E "9 =0 (743

von den Gleichungen (7.26) bis (7.29) im wesentlichen nur durch dle Terme mit ——E—und
- Aus der Kontraktion der ersten Gleichung (7.40)

ds?
~dE
T T TG-098 =
¢ KT + ¢ G’lds + ¢ ’“uds 0 (7.44)
=0 L 70
=0 am Verzweigungspunkt
folgt—E = 0, wennderTerm G,Uu nichtim Bild von Ky liegt. Die Ableitungen erster Ord-
nung verelnfachen sich dann zu
d
Krgs ” + G”‘ds 0 (7.45)
do _
KT:ua’S‘ ¢ + K*r‘as— = (7.46)
und die Ableitungen zweiter Ordnung zu '
du du d2u d3 ~ d%
Krugsdas ¥ Krgee * G’kd * Gl = 747)
du du du d¢ d% ~dZE 7.48
K'r:uuds ds¢ KTlu ¢ + 2 Tﬂud ds + K —&gz— + KT,Uu'd?'d) = 0 ( . )
Eine Lésung fir (7.45) IaBt sich angeben mit
du dr
s = Aup as t ¢ (7.49)

Dabei beschreibt

Aup = - K71 G, = K71 P mit &7 KpyAupAup = 0 (7.50)
die Tangente an den Primérpfad (vgl. Kapitel 6.2.1, Gleichung (6.38)). Der additive An-
teil ¢ sorgtdafiir, daB auch Anteile des Eigenvektors im Verschlebungszuwachs ment
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halten sind, wie in Bild 7.4 gezeigt. Diese Losung in die Kontraktion von (7.46) einge-
setzt ermdglicht die Berechnung der Ableitung des Lastparameters nach s

dh _ - ¢TKT:u ¢ ¢
rria W (7.51)

Priméarpfad

Sekundarpfad

~_ © Verzweigungspunkt

Singulérpfad © Durchschlagspunkt

u

Bild 7.4: Tangente an Singularpfad

Nun werden die Ableitungen nachster Ordnung herangezogen. Die Kontraktion der
Gleichung (7.47) flhrt dann auf
d%€ _  ¢TKnu$ o
— = - ——=0 (7.52)
ds? 7 G:uu
Einsetzen von (7.49) und Verwendung von ¢7 KpuAupgAu, = 0, wenn Aug den Pri-
marpfad beschreibt, ermdglicht die Umformung zu

4% _ ¢TKpu ¢ ¢

= ———-—-—,:——— 7-

ds? $TG,qu (7-53)

Mit den Partialiésungen Aup, und
- a d .

Ay, = — K 1(KT,.J.f'ju g‘s’ + Gy Us E) mit ¢TAu, =0 (7.54)
ergibt sich fiir (7.47) die Lésung

d2u a2,

EE‘:E = AUP ds? + Aul (755)

=

Bei der Berechnung von d—g—aus Kontraktion der Gleichung (7.47) wird dafir Sorge ge-

du du
TUds ds
existiert. Einsetzen in die Kontraktion und in die unveranderte Form der nachsten Glei-

chung (7.48) liefert

tragen, daB K + G,ud % im Bild von Ky liegt und somit eine Lésung fur Ay,
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d ~ g2
a2 _ O KrwE R O+ oTKnuAY ¢ + 29TK, B8 4 oTK 59T

ds?
G5 7.56
ds? ¢T Kru ¢ Aup ( )
und
d% -1 du du d2u du d¢ ~ d%
der = K K Gg GoKnu G e 2k BG4 Ko S2e) ()

Diese Vorgehensweise kann far beliebige hdhere Ableitungen fortgesetzt werden.

Nachfolgend soll ein Vergleich zu der in Kapitel 7.1 gezeigten Methode von Koiter gezo-
genwerden., Daéageim asymptotischen Ansatz fiir die Imperfektionsampiitude & der Term
erster Ordnung =0 entfallt, wird dort der Term zweiter Ordnung verwendet, wahrend
1ur die Ansatze von Verschiebungen und Lastparameter die Terme erster Ordnung ein-
gesetzt werden,

dA

b=+ Shas (7.58)
u=ug+ %EAS (7.59)
— d%E

-1 a%%g_ As? (7.60)

Die anderen Terme hoherer Ordnung bleiben auBer Betracht. Fiir die gegebene Imper-
fektionsamplitude E berechnet sich das zugehbrige As aus Gleichung (7.39) zu

o [eE 2¢TG,yUE
As = \/ng TV 0K b ¢ (7.61)
82

Damit 148t sich aus Gleichung (7.37) der entsprechende Lastparameter unter Verwen-
dung des ersten Reihengliedes (7.51) ermitteln

- SV 20"Kprud ¢ ¢TGyUE
AE) = Ag Gehs = \/chKT,uAupd) ST AL G (7.62)

Unter Einflhrung der in Kapitel 7.1 benutzten Abkurzungen

__ 0K e ¢TKpu b
M o= 2¢"Kpy ¢ 2¢TKpuAup (7.63)
p=_8 Gl ¢TGqu (7.64)

S 9TKpm ¢ ¢TKnuAup g
und Bertcksichtigung der dortigen impliziten Abhangigkeit der Verschiebungen vom
Lastparameter (vergleiche Gleichung (6.13)) gelangt man zu

ME) = Ao — 2/~ AypE (7.65)

Dies entspricht exakt der von Koiter angegebenen Gleichung (7.17). Ein typischer Ver-
lauf einer solchen Funktion flr die Imperfektionsempfindlichkeit ist in Bild 7.5 darge-
stellt.
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Bild 7.5: Imperfektionsempfindlichkeit nach Koiter

Die Ableitung des Lastparameters nach der Imperfektionsamplitude an der Stelle
E = 0fiihrt auf die auch in Bild 7.5 erkennbare Eigenschaft
E(’é 0 —» - (7.66)

Diese Tangente spielt flir die Bildung der Optimierungsableitungen in Kapitel 10.2.2 eine
wichtige Rolle.

Bisjetztwurde angenommen daB die Stelgung exrstlert Da )\, nach Gleichung (7.63)
bzw. (6.27) und nach Gleichung (7.51) nurum den Faktor ; unterscheiden, hegt somit
ein asymmetrlszcher Verzweigungspunkt vor. Verschwindet aber die Stelgung G = 0,
so wird auch P 0, und es miissen die Ableitungen néchster Ordnung herangezo-
genwerden, um den Abfall des Lastparameters A fir gegebene Imperfektionsamplitude
E bestimmen zu kénnen. Die Herleitung erfolgt analog zu den bisher in diesem Kapitel
gezeigten und flihrt auf die Koitersche Gleichung (7.19) fir symmetrische Verzweigun-

gen.

Ein Vergleich der Tangenten an Sekundér— und Singulérpfad liefert eine weitere bemer-
kenswerte Elgenschaft Aus den Gleichungen (5.28) und (6.29) ergibt sich mit der For-
derung Ak = & ), L 1 fiir den Verschiebungszuwachs zum Sekundarptad

Au = Aup + )\— ¢ (7.67)
1

Sowohl als auch Aup bezeichnen die Tangente an den Primérptad.

Firden Smgularpfad berechnet sich aus den G!elchungen (7.58) und (7.59) mitder For-
derung A\ = — = fundder Elgenschaft = 2 ), derVerschiebungszuwachs nach

Au = AuP (7.68)

2T, ¢
Wie in Bild 7.6 verdeutlicht weist der Singularpfad gerade die doppelte Steigung des
Sekundéarpfades auf.
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Primérpfad

Aup "
Sekundarpfad

1 1
ai, ¢ ¢

© Verzweigungspunkt
Singularpfad

u

Bild 7.6: Tangente an Sekundér— und Singularpfad

In Thompson und Hunt (19738) finden sich dhnliche Ergebnisse, jedoch ist zu beachten,
daB dort die Verschiebungen abhangig vom Lastparameter A dargestellt werden. Die
Ausgangsgleichungen lauten

G(u(he), Me), &) = 0 (7.69)
Ky(u(te), A6, Ee) ¢ ) = 0 (7.70)
und die asymptotischen Naherungen

- di 1d2\ 24
A=A+ dsAS + = 2ds 5 As® + (7.71)
uQ) + ——As + ;‘; U As? 4 . (7.72)

= dE 1d% 2,
E= 0+ ghs + 5 3As (7.73)

Das eben gezeigte Vorgehen mit Kontraktionen, Teillésungen und Einsetzen fiihrt unter
Beachtung, daB die Ableitung nach dem Lastparameter A jetzt totale Ableitungen (we-
gen u = u(}) ) sind, auf die bereits bekannten Ergebnisse.

7.2.3 Durchschiagspunkt

Mit der Bedingung ¢7 G,;, = 0am Durchschlagspunkt 188t sich aus Gleichung (7.25)
durch Kontraktion die Ableitung des Lastparameters sofort angeben

dh _ _ $TG,qlE
€ T ¢7G,

Dieselbe Gleichung in nicht kontraktierter Form kann auch verwendet werden fiir die An-
derung der Verschiebungen

(7.74)

du _ _ g -1(g. dk GE i Tdu _
& Ky (G,AdE+G,qu) mit ¢ o 0 (7.75)
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Die Orthogonalitat von G,xgz‘- + Gy UE zum Eigenvektor steckt in Gleichung (7.74),
und somit existiert eine Losung flir (7.75). Die Gleichung fr den kritischen Punkt (7.24)
wird zur Berechnung der Ableitung des Eigenvektors herangezogen:

99 - du oE
g Ky (KT’”dE ¢ + KpgUE ¢ ) (7.76)

Das Vorgehen kann fiir héhere Ableitungen beliebig fortgesetzt werden.

7.3 Analyse imperfekter Strukturen

Die bisherigen Verfahren starteten am kritischen Punkt des perfekten Tragwerks. Dort
wurde durch asymptotische Naherungen abgeschatzt, wie sich Imperfektionen auf die
Traglast auswirken.

Eine weitere, sehr verbreitete, Methode beschiftigt sich mit der Analyse imperfekter
Strukturen. Dabei werden vor der Analyse das Tragwerk oder die Belastung durch im-
perfektionen modifiziert. Diese Modifikationen alleine erzeugen keine Spannungen
oder inneren Zwénge im Tragwerk. Beim Aufbringen von Imperfektionen in Form von
Eigenvektoren bedeutet dies, daB die Verschiebungskomponenten des Eigenvektors
in Knotenkoordinaten, wie sie zur Beschreibung des Tragwerkes verwendet werden,
umgerechnet werden missen. Mit diesen Werten kann dann die Tragwerksgeometrie
modifiziert werden.

Die Analyse des imperfekten Tragwerks mit Hilfe der Pfadverfolgungsalgorithmen und
den erweiterten Systemen zur genauen Berechnung der Versagenslast bereitet keine
Schwierigkeiten. Sie erweist sich meist als weniger aufwendig als am perfekien Trag-
werk, da mehrfache Verzweigungen und plétzliche Anderungen der Tragwirkungen
nicht so haufig auftauchen.

Oft wird der kritische Punkt des perfekten Tragwerks bestimmt, um dort eine Eigenwert-
analyse zur Generierung von Eigenvektoren als Imperfektionsformen auszuftihren. An-
statt anschlieBend eine komplette nichtlineare Pfadverfolgung durchzulaufen, kann al-
ternativ ein erweitertes System fUr das imperfekte Tragwerk
Gu,\E)
Ki(u,M,8) ¢ = 0 (7.77)
Ho)

formuliert und gelost werden.

Treten beim direkten Berechnen des kritischen Punktes der imperfekten Struktur, star-
tend am kritischen Punkt der perfekten Struktur, Konvergenzschwierigkeiten infolge
des groBen Verschiebungszuwachses auf, so kann der Imperfektionsparameter € lang-
sam bis zum Erreichen der Imperfektionsamplitude & gesteigert werden (Bild 7.7).
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Bild 7.7 Pfadverfolgung am imperfekten System / Singuldrpfadverfolgung

Die wiederholte Lésung von (7.77) erméglicht also die Berechnung des Singulérpfades,
der sich aus den kritischen Punkten bei anwachsender Imperfektion zusammensatzt.
Der Singuldrpfad wird in der englischen Literatur mit 'fold line’ oder *fold curve’ bezeich-
net.

Hier kdnnen nun Methoden zur Adaption des Pfadparameters & und Pradiktorstrate-
gien fir eine effiziente Singularpfadverfolgung entwickelt werden.
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8  Strukturoptimierung

In den letzten Jahren gewinnen die Strukturoptimierungsverfahren immer mehr an Be-
deutung, vor allem auch im Ingenieurbereich fur den Entwurf und die Dimensionierung
von Tragwerken. Einen Uberblick iber die Vielfalt von Methoden, Verfahren, Teildiszipli-
nen, Programmkonzepte usw. kann den folgenden Aufsitzen und Lehrbiichern ent-
nommen werden: Schmit (1981), Gill et al. (1981), Vanderplaats (1982,1984), Atrek et.
al. (1984), Haftka und Grandhi (1986), Bennett und Botkin (1986), Mota Soares (1987),
Eschenauer und Thierauf (1989), Arora (1989), Haftka et al (1990), Rozvany (1993)
u.v.a.. Aus der Vielzahl von Veréffentlichungen kénnen an dieser Stelle nur einige we-
nige zitiert werden, die die Entwicklung von der urspringlichen Tragwerksbemessung
bis zur Formoptimierung, Topologieoptimierung, Berlicksichtigung nichtlinearer Ef-
fekte, Verwendung besonderer Materialien usw. beschreiben. Einige weitere Literatu-
rangaben finden sich in der Einleitung.

Mittlerweile nehmen die gestellten Optimierungsaufgaben derartig komplexe Formen
an, daB geschlossene analytische Losungen, einfache Parameterstudien oder "Trial
and Error” des entwerfenden Ingenieurs wenig Erfolg versprechen. Der Einsatz auto-
matischer Optimierungsprozeduren soll den Ingenieur unterstitzen bei der Suche nach
optimalen oder zumindest verbesserten EntwUrfen. Die Strukturoptimierung wird dafir
lblicherweise unterteilt in verschiedene Teildisziplinen (Schmit (1986)), welche jede fiir
sich ein eigensténdiges Forschungsgebiet darstellt. Um nun ein leistungsfahiges Werk-
zeug zu erhalten, mussen die Komponenten

— Geometriebeschreibung (Entwurfsmodell, Methoden des Computer Aided Geome-
tric Design)

— Strukturanalyse (Methode der finiten Elemente)
— Optimierungsverfahren (Mathematische Programmierung)
— Sensitivitdtsanalyse

in ein Gesamtoptimierungsmodell integriert werden. Die Leistungsfahigkeit solcher
Programmkonzepte beschreiben z.B. Eschenauer et al. (1988), Bletzinger (1990), Kim-
mich (1990), Kimmich et al. (1992), Bletzinger et al. (1993). Die fiir die vorliegende Arbeit
relevanten Techniken werden nachfolgend erldutert und diskutiert.

8.1 Optimierungsmodell

Die Basis fiir ein Strukturoptimierungsproblem bildet die Zielfunktion f(x), die ein MaB
fir Qualitat, Kosten, Materialaufwand, Strukturverhalten usw. einer Struktur darstellt. Flr
diese Funktion 4Bt sich in sehr allgemeiner Form das Optimierungsproblem angeben:

131



Minimiere  f (x)

unter Einhaltung von Ungleichheits~ und Gleichheitsnebenbedingungen
gx) s 0
hx) = 0

und den Schranken flr die Variablen x
XS XS Xy

Die Variablen x sind ausgewahlte Parameter fiir die Strukturbeschreibung aus dem
noch zu beschreibenden Geometriemodell. Darunter fallen zum Beispiel Knotenkoordi-
naten von Formifunktionen, Dicken—, Querschnitts— oder Materialwerte. Die aus der
Wabhl der Optimierungsvariablen resultierende Struktur und deren Verhalten bei Bela-
stung finden tber Zielfunktion und Nebenbedingungen Eingang in das Optimierungs-
problem. Typische Variablen und Funktionen, die auch im Rahmen dieser Arbeit zur Ver-
figung standen, sind in Bild 8.1 zusammengefaBt.

@ Designvariablen x Koordinaten ausgewéhlter Knoten

Dicken an ausgewéhliten Knoten

andere Querschnittsparameter
& Zielfunktionen f(x) ® Nebenbedingungen
Gewicht oder foy = fp dv Gewicht oder hy = = = 1=0
Volumen Volumen 2ul
Forménderungs- f; = %jo € dv Verschiebungen g, =g~ -1=<0
energie il
Spannungsaus-  fg = f(o — Oag)? dv  Spannungen gs=5= -1=<0
gleich 2l

>Bild 8.1: Zielfunktionen und Nebenbedingungen

Die unteren und oberen Schranken X, und x,, fur die Variablen x werden notwendig, um
unsinnige Entwirfe, mit z. B. negativen Querschnittswerten, zu vermeiden und um vor-
gegebene Anforderungen, z. B. Mindestkonstruktionsdicke, zu gewidbhrleisten.

Selbst bei sehr einfachen Strukturproblemen entstehen flir die Optimierung meisthoch-
gradig nichtlineare Funktionen, so daB hier immer von nichtlinearer Optimierung ge-
sprochen wird. Diese Nichtlinearitaten existieren auch schon, wenn wie meist iiblich
eine lineare Tragwerksanalyse durchgefiihrt wird. In Kapitel 10 kommt durch die Be-
riicksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte eine weitere Art der Nichtlinearitét ins

Spiel.
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8.2 Geometriemodell

Fur die Formbeschreibung der zu analysierenden Strukturen kommen die Methoden
des Computer Aided Geometric Design (CAGD), siehe u.a. Faux (1979), BShm (1984),
Bletzinger (1990}, zum Einsatz. Ausgehend von Kontrollknoten werden (iber Formfunk-
tionen Linien und Kanten und mit deren Hilfe schlieBlich Design—Elemente erzeugt.
Eine Ubersicht (ber verfligbare Design—Elemente gibt Bild 8.2. Die Gesamtstruktur
wird aus einem oder mehreren Design—Elementen gebildet. In dieses (ibergeordnete
Geometriemodell kann dann flr die Strukturanalyse ein beliebig feines finites Elemente-
netz generiert werden.

Lagrange Splines Kreise, Spiralen
— ry Q_____Q | Y
g G//iﬁaar / N\
Lo Fo U Bezier fa
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: " 1 —
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3 20 Knoten 8 Knoten funktionen

Bild 8.2: Designelemente (Bletzinger et al. (1991))
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Die beschriebene Parametrisierung findet neben der Formbeschreibung auch Anwen-
dung beim Generieren von Attributen, zum Beispiel Querschnittswerte an diskreten
Knotenpunkten. Die Verwendung der Koordinaten und Attribute der Kontrollknoten als
Optimierungsvariablen erméglicht die Form— und Querschnittsoptimierung komplexer

-Strukturen mit wenigen, aber charakteristischen Formfreiheitsgraden. Eine Verwen-
dung von Variablen aus dem finiten Elementenetz wiirde sofort zu einer sehr hohen Va-
.riablenzahl und auBerdem zu einer unerwiinschten Abhéngigkeit von der Diskretisie-
rung fir das Berechnungsmodell filhren.

Die Anzahl der Variablen, und somit eine gréBere Formfreiheit, kann beliebig gesteigert
werden durch den Einsatz hdherwertiger Ansatzfunktionen oder die Verdichtung des
Design--Elementenetzes. Insbesondere beider Formoptimierung von Flachentragwer-
ken istes wlnschenswert, daB an den Design—~Elementtibergéngen keine Knicke auf-

treten. Deshalb ist es notwendig, Cy—kontinuierliche Ubergange auch fiir zweidimen-
~ sionale Flachentragwerke sicherzustellen. Dafiir kommt in dieser Arbeit meist das
Bézier—Element zum Ansatz. Das nachfolgende Beispiel betont die Vorziige dieses
" Konzepts.

Bild 8.3: Schalentragwerk aus Bézier—Elementen
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Die Form des Schalentragwerks von Bild 8.3 wird mit 16 Design—Elementen beschrie-
ben. Bei Beriicksichtigung der Symmetrien wiirde die Verwendung von 49 Design—
Knoten, 12 Kanten und vier Design—Elementen ausreichen. Der Grundri zeigt das
Bézier—Elementenetz mit den grau unterlegten Kontinuitdtselementen, die die
Gy —Kontinuitét flir die Design—Elementiibergénge fordert. Das daraus erzeugte finite
Elementenetz, die Auswirkungen der Anderung eines Formparameters sowohl auf das
Design—Elementenetz als auch auf dasfinite Elementenetz kénnen ebenfalls in Bild 8.3
beobachtet werden. Hier wird deutlich, daB das Design—Konzept fir die Beschreibung
der Formireiheiten des Optimierungsproblems und gleichzeitig als Preprozessor zur
Erzeugung vonfiniten Elementenetzen fiir das Berechnungsmodell Verwendung findet.

8.3 Strukturanalyse

Im Rahmen dieser Arbeit kommt fiir die Tragwerksanalyse die Methode der finiten Ele-
mente zum Einsatz, Die Verwendung des Design—Elemente—Konzeptes erméglicht
die bequeme Generierung verschiedener finiter Elementenetze. Es kommt zwar (ber-
wiegend das von Blichter (1992) entwickelte Schalenelement zum Einsatz. Jedoch kén-
nen aus der Elementbibliothek auch verschiedene andere Elementformulierungen fiir
Stébe, Balken, Platten und Schalen in verschiedenen feinen Diskretisierungsstufen aus-
gewahlt werden (Bild 8.4).

<
R A R ok

S
T
—~ SOk
e,

Bild 8.4: Finite Elementediskretisierungen mit Schalenelementen
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Weitere Informationen zur Strukturanalyse mit der Methode derfiniten Elemente kénnen
den Standardbiichern (z.B Zienkiewicz und Taylor (1 989,1991) oder Bathe (1986)) und
soweit es nichtlineare Verfahren betrifft auch den Kapiteln 3 bis 7 entnommen werden.

In dieser Arbeit wurde die Netzeinteilung wihrend der Optimierung konstant gehalten,
und wenn neue Formen entstanden, die eine Netzanpassung notwendig machten, so
wurde mit verbessertem Netz ein Neustart durchgefiihrt.

Der EinfluB der Netzanpassung wahrend der Optimierung mu8 in Zukunft sicherlich un-
tersucht werden, jedoch soll an dieser Stelle nur bemerkt werden, daB die Netzanpas-
sung bei den hier behandelten Stabilitdtsproblemen noch erhebliche Schwierigkeiten
macht. Da wéhrend der Optimierung haufig mehrere Beulformen zu beachten sind und
diese somit in die Netzadaption einflieBen miissen, liegt es nahe, daB ein gleichmasi-
ges, feines Netz eine gute Basis liefert.

8.4 Optimierungsverfahren

Eine Ubersicht tber die zur Verfligung stehenden Optimierungsverfahren der mathe-
matischen Programmierung und verschiedener Approximationstechniken gibt Blet-
zinger (1990). Diese universell einsetzbaren und robusten Verfahren erweisen sich als
duBerst ginstig flir die hier behandelten Probleme. Es wurde dabei fast ausschlieBlich
ein Verfahren der "sequentiellen quadratischen Programmierung” (SQP) verwendet,
auf das im folgenden, auch wegen der Analogie zu den Pfadverfolgungsalgorithmen
bzw. Verfahren zur Berechnung von singuldren Punkten in den Kapitel 3 und 4, naher
eingegangen wird.

Das in Kapitel 8.1 formulierte Optimierungsproblem fiihrt durch Einflhrung der Lagran-
ge~—Funktion

L, w, v) = f(x) + pTg(9) + vTh(x) : (8.1)
aufdie Kuhn-Tucker—Bedingungen (manchmal auch Karush—Kuhn~Tucker— Bedin-
gungen genannt). Sie ergeben sich aus der Stationaritét der Lagrange~Funktion

Vyl=V, L=V, L=0 (8.2)
und lauten

Vif(X) + 1T V%g00) + vTVih(x) = 0 (8.3)

rTgx) =0 (8.4)

hx) = 0 (8.5)

p=0 (8.6)

Zu den Optimierungsvariablen x, auch primére Variablen genannt, kommen nun die La-
grange--Multiplikationen bzw. duale Variablen pund v noch dazu. Die durch die
Kuhn~Tucker—Bedingungen beschriebene Ldsung entspricht einem Sattelpunkt der
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Lagrange—Funktion, das heiBt die Lagrange—~Funktion besitzt an der Ldsung flr die
priméren Variablen ein Maximum und fiir die dualen ein Minimum. Die Ungleichheitsbe-
dingungen g(x) werden in (8.4) mitden Lagrange —Multiplikatoren multipliziert, um eine
Auswahl von aktiven Nebenbedingungen zu erméglichen, die dann einen von Null ver-
schiedenen Multiplikator erhalten.

Zur Lésung der Stationarititsbedingungen wird ein Newton—Verfahren verwendet und
die Linearisierung bezliglich primarer und dualer Variablen resultiertim folgenden ltera-
tionsschema:

VELX, 1, ¥)  Vig(x)  Veh(x) | [ Ax Vil (X, 1, v)
1T Vxg(x) g(x) 0 ||Ap| = - rTgx) (8.7)
Vh(x) 0 0 || Av h(x)

Fiir die Losung dieses Unterproblems wird das Verfahren NLPQL von Schittkowski
(1981) verwendet. Da die Berechnung der zweiten Ableitungen der Lagrange—Funktion
mitenormem Aufwand verbunden wire, werden diese, auch Hesse —Matrix genannten,
Ableitungen mit BFGS—Verfahren (siehe Matthies, Strang (1979) und Kapite! 3.4) ap-
proximiert. Dies erfordert dann unbedingt Line—Search—Verfahren mit denen die
Schrittweite in Suchrichtung bestimmt wird, gerade auch deshalb, weil die Belegung
der Hesse —Matrix zu Beginn des Optimierungsprozesses recht wilikirlich passiert und
durch Skalierung von Zielfunktion, Variablen und Nebenbedingungen beeinfluBt wird.
Durch die Sattelpunkteigenschaften der Lagrange —Funktion erweist sich diese als un-
geeignet, um den Optimierungsfortschritt innerhalb des Line—Search—Verfahrens zu
messen. Deshaib werden Abstiegsfunktionen bzw. Merit~, Penalty— oder Straffunktio-
nen eingeflhrt, die bei verletzten Nebenbedingungen positive Zusatzanteile enthalten.
Flr weitere Details wird auf Schittkowski (1981) und Bletzinger (1990) verwiesen.

Nach dieser Kurzbeschreibung der SQP ~Verfahren lassen sich diese mit den Verfah-
renzur Stabilitdtsberechnung nach Kapitel 3und 4 vergleichen. Dort ist die Minimierung
des Potentials (2.32) der Ausgangspunkt. Die Stationaritit fihrt auf die Gleichgewichts-
bedingungen unter Beachtung von Nebenbedingungen, zum Beispiel (3.3) oder (4.11).
Dies entspricht den hier verwendeten Kuhn—Tucker—Bedingungen. Die Linearisierung
der erweiterten Gleichgewichisbedingungen (3.5) und (4.14) fuhrt auf ein Gleichung
(8.7) &hnelndes lterationsschema mit der Tangentensteifigkeitsmatrix K. als Hauptan-
teil. Diese zweiten Ableitungen des Potentials lassen sich im Gegensatz zu den zweiten
Ableitungen der Lagrange—Funktion sehr effizient berechnen. Zwar wird bei Quasi—
Newton—Verfahren auch die Steifigkeitsmatrix mit BFGS—Verfahren approximiert, je-
doch existiert zu Beginn einer lteration meist schon eine gute Matrix, wahrend die Hes-
se—Matrix bei der Optimierung doch recht willktrlich initialisiert wird.
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Trotz der angesprochenen Probleme erweisen sich die Methoden der mathematischen
Programmierung und hier ganz speziell das SQP—Verfahren als duBerst robust und
vielseitig einsetzbar. Es kénnen mehrere Gleichheits— und Ungleichheitsnebenbedin-
gungen, sowie Variablenrestriktionen eingebracht werden. Neue Zielfunktionen und
Nebenbedingungen kénnen auBerhalb des Optimierungsmoduls formuliert werden,
ohne daf das Optimierungsverfahren angepaBt wird.

8.5 Sensitivititsanalyse

Das im vergangenen Kapitel beschriebene Optimierungsverfahren benétigt die ersten
und zweiten Ableitungen von Zielfunktion und Nebenbedingungen. Die Hesse—Matrix
der zweiten Ablsitungen kann approximiert werden. Die ersten Ableitungen hingegen
mussen hdheren Genauigkeitsanforderungen genligen. Im Rahmen der Sensitivititsa-
nalyse werden diese Gradienten, das heiBt der lineare Einfluf der Entwurfsparameter
auf die Zielfunktion bzw. Nebenbedingungen, berechnet.

Im allgemeinen hangen die Optimierungsfunktionen sowohl explizit als auch implizit
uber die Strukturantwort, z.B. Verschiebungen, Spannungen usw., von den Entwurfsva-
riablen ab. Am Beispiel der Zielfunktion f(x) l48t sich dies folgendermaBen darstellen

dftx, u()) _ of . sfdu
ax = ¥ 3u ax (8.8)
Bei linear elastischer Strukturanalyse ergibt sich die Strukturantwort aus
Kpg ux) = P(x) (8.9)

Mit dieser Gleichung lassen sich die Verschiebungen vorab eliminieren, so daB diese
im Optimierungsproblem gar nicht erst als Variablen auftauchen. Die Ableitungen der
Verschiebungen lassen sich ermitteln aus der Differentiation der Systemgleichung (8.9)
nach den Entwurfsvariablen

dK du _ dP
Ut K ax = ax (8.10)
und erhélt bei Einflihrung des "Pseudo—Lastvektors” P die Form
du _p t p=dP_dK :
=P omt P U @1)

Damit 148t sich (8.8) umformen zu

g, dg1p (8.12)
An dieser Stelle kann dann zwischen direkter und adjungierter Methode, abhéngig von
der Bearbeitung des Terms gﬂ- K~ P, unterschieden werden. Die direkte Methode
verwendet beim Ruckwaértseinsetzen in die zerlegten Steifigkeitsmatrix den Pseudolast-
vektor, und danach findet die Multiplikation mit %statt. Bei der adjungierten Methode

wird % rickwéirts eingesetzt und mit P multipliziert. Da das Riickwartseinsetzen etwas
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mehr Rechenzeit bendtigt, ist also bei vielen Optimierungsvariablen und wenigen Ne-
benbedingungen und Lastfallen die direkte Methode vorzuziehen, wie die Anzahi der
Gleichungsldsungen mit verschiedenen rechten Seiten zeigt. Bei vielen Beispielen fallt
dieser Unterschied aber kaum ins Gewicht, da die Berechnung von 9; und %S(K‘ die Re-

d
chenzeit im wesentlichen bestimmit.

Eine viel wichtigere Unterscheidung bringt die Einteilung in finites Differenzenverfahren,
semi—analytische und analytische Gradientenberechnung. Die Differenzenmethode
approximiert die Funktionsableitung durch die Differenzenbildung zweier Funktions-
auswertungen

df(x) - fx + Ax) — f(x)

dx Ax

Die Problematik der Wahl des geeigneten Vorwartsschrittes Ax liegt sofort auf der
Hand. Auch ist zu beachten, daB im allgemeinen an der neuen Stelle x + Ax eine kom-
plette Strukturanalyse mit der sehr aufwendigen Zerlegung der Steifigkeitsmatrix durch-
geflhrt werden muB. Der Programmieraufwand bleibt gering und Eingriffe in das finite
Elemente-Modul werden vermieden.

(8.13)

Das semi--analytische Verfahren approximiert Steifigkeitsmatrix und Lastvektor durch
Differenzenbildung und verarbeitet diese Information analytisch weiter:

dfX)  of , ot -1 (PO+AX) - PX) KX+ A%) — K(x)
ax “axtax K ‘( Ax - AX ”) (8.14)
_ %+ aa_; K- (P(x + AX) —A)I(((x + Ax) u) (8.15)

Der Vorteil dieser Methode liegt darin, daB die einmal zerlegte Steifigkeitsmatrix fiir alle
Ableitungen verwendet werden kann und nur die rechte Seite fir die Gleichungsidsung
rickwaérts eingesetzt wird. Durch Differenzenbildung fir K und P sind keine Eingriffe in
den Analyseteil des finite Elementeprogramms notwendig. Somit kénnen neue Ele-
mentformulierungen und Verbesserungen auch fUr die Optimierung sofort verwendet
werden. Die Anforderungen an die richtige Wahl des Differenzenschrittes Ax und die
Gefahr von Genauigkeitsproblemen sind hier am gréBten und werden in Kapitel 8.5.1
nochmals aufgegriffen.

Die hdchste Genauigkeit und Zuverlassigkeit erreicht die analytische Gradiertenbe-
rechnung. Ausgehend von den Formfunktionen der finiten Elemente werden alle wei-
teren Terme, im wesentlichen durch wiederholte Anwendung der Produkt— und Ketten-
regel, analytisch abgeleitet (Kimmich (1990)). Sie findet in dieser Arbeit keine
Verwendung, da sie Eingriffe in den Strukturanalyseteil der Berechnungsprogramme
erfordert und damit einen enormen Programmieraufwand nach sich zieht.
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Zusammenfassend laBt sich also feststellen, daB die numerische Gradientenberech-
nung nicht in Frage kommt, da fiir jede Variable eine neue Steifigkeitsmatrix zerlegt wer-
den muB und dies bei vielen Strukturfreiheitsgraden den dominierenden Teil der Re-
chenzeit ausmacht. Die analytische Methode verbietet sich deshalb, weil die
Optimierung sonst den Entwicklungen in der finiten Elementetechnologie stindig hin-
terher hinkt. Jede Neuerung miBte dann analytisch abgeleitet werden, was zum Teil
sehr aufwendig und kompliziert werden kann.

8.5.1 Semi-analytische Gradientenberechnung

Zahlreiche Aufsatze behandeln die hohe Fehleranfalligkeit und Sensibilitat gegeniber
der GroBe des Differenzenschrittes der semi—analytischen Gradientenberechnung,
zum Beispiel Barthemely, Haftka (1988), Olhoff, Rasmussen (1990), Cheng etal. (1990),
Mlejnek (1992), Cheng, Olhoff (1993}, Park (1993). Es wird sogar zum Teil, z.B. am Bei-
spiel eines Kragbalkens, gezeigt, daB der Fehler bei feinerer Diskretisierung zunimmt,
was nicht in das finite Elementekonzept paBt und deshalb diese Methode eigentlich ver-
bietet. Jedoch werden dort bei der Verfeinerung gleichzeitig die MaBe des Tragwerks
so verandert, daB die Schlankheit sich erhéht. Eine Verfeinerung bei gleichbleibenden
Tragwerksabmessungen und Belastung fihrt bei dem angesprochenen Beispiel zu kei-
nerVerschlechterung der Sensitivitaten, und der Fehler ist wohl eher bei der zunehmen-
den Schlankheit zu suchen.

Die Ursache fir Ungenauigkeiten und Verbesserungsvorschlige finden sich bei den fol-
genden Autoren. Olhoff, Rasmussen bestimmen Korrekturfaktoren durch Vorwértsdiffe-
renzen. Cheng, Olhoff erkldren die Ursache durch Starrkdrperverschiebungen und
~—rotationen und verwenden dies zur Korrektur. Mlejnek zerlegt die Steifigkeitsterme in
seine Einzelteile, Operator--, Werkstoff— und nochmal Operatormatrix. Nach getrenn-
ter numerischer Differenzenbildung werden diese Anteile durch die Produktrege! wie-
der zum differenzierten Steifigkeitsterm zusammengesetzt. Park stelit fest, daB das zen-
trale Differenzenverfahren bei vielen kritischen Fallen ausreichende Genauigkeit erzielt.

Im Rahmen dieser Arbeit konnten diese extrem schlechten Ableitungen nicht beobach-
tet werden. Das liegt vor allem auch daran, daB ein so relativ groBer Vorwértsschritt, wie
er manchmalin der Literatur auftaucht, keine Verwendung fand. Ein brauchbarer Schritt
Ax liegt im Bereich

-4 AX -8
107 %= e, < 10 (8.16)

Mit X o, Wird ein zur entsprechenden Variable gehérendes charakteristisches Mas,
zum Beispiel bei Formvariablen die Lange, Héhe oder Breite des Tragwerks oder bei
Dickenvariablen die Maximaldicke, bezeichnet.
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Dadie Genauigkeitsanforderungen meist gar nicht so hoch sind - Fehlerim Prozentbe-
reich haben kaum negative Auswirkungen auf die Optimierungsprozedur — kommen
die genannten Korrekturverfahren nicht zum Einsatz.

Fir Vergleichsberechnungen, zur Kontrolle des Vorwartsschrittes oder bei hohen Ge-
nauigkeitsanforderungen, erweist sich das zentrale Differenzenverfahren als geeigne-
tes Instrument. Im Vergleich zu den anderen geschilderten Korrekturmethoden ist der
zusétzlich Programmieraufwand minimal und erfordert vor allem keine Eingriffe in den
finiten Elemente—Analyseteil.

Dem Argument, doppelte Rechenzeit flir die Sensitivitatsanalyse bei zweimaligem Auf-
stellen der Steifigkeitsmatrix, steht die bis zu vierfache Rechenzeit beim Aufstellen der
analytisch abgeleiteten Steifigkeitsmatrix gegeniber (Kimmich (1990)). Dieser hohe
Aufwand bei allgemeinen Formvariablen, also nicht nur Dicken—, bzw. Querschnittsva-
riablen, erklért sich durch das wiederholte Anwenden von Produkt— und Kettenregel
flir die abgeleiteten Steifigkeitsterme.

Hier muB noch untersucht werden, ob und flir welche Félle das zentrale Differenzenver-
fahren gar weniger Rechenzeit als die analytische Methode benétigt. Fiir eine Steige-
rung der Genauigkeit der semi—analytischen Methode kdnnen auch noch mehr Stiitz-
stellen ausgewertet und Interpolationsfunktionen aufgebaut werden (vgl. Kapitel 7).
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9 Optimierung mit Eigenwertberechnungen

In Ergénzung zur linearen Analyse fir die Berechnung des Strukturverhaltens bieten Ei-
genwertberechnungen interessante Méglichkeiten, um Tragwerke zu konzipieren. Mit
der Anfangsstabilititsanalyse

(K-Mqg)o =0 (9.1

unter Verwendung der linearen und geometrischen Steifigkeitsmatrix K und Kg, 148t
sich die Beullast fir lineares Vorbeulverhalten sehr gut abschatzen. Zur Einbringung
geometrisch nichtlinearer Effekte kann die Eigenwertberechnung in Anlehnung an Ka-
pitel 3.7 modifiziert werden:

(K;y=M)d =0 9.2)
(Ki—2MKp)d =0 (9.3)
((K+K)-MKg)o =0 (9.4)
(K-MKy+Kg))op =0 (9.5)

Mit K+, Ky und AK; werden die Tangenten—, die Anfangsverschiebungsmatrix und die
Anderung der Steifigkeitsmatrix entlang des Gleichgewichtspfades bezeichnet. Die Ma-
trizen Ky, Ky, Kg bzw. AK; entstehen an einem ausgewiahlten Gleichgewichtszustand.
Je naher dieser Gleichgewichtspunkt am Versagenspunkt liegt, umso besser funktio-
niert die Approximation der Versagenslast durch die Eigenwertberechnung. Becker
(1992) schlagt flr die Optimierung mit geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten die
Eigenwertberechnung nach Gleichung (9.2) vor, wobei der Lastverformungszustand fiir
die Aufstellung von K durch die Optimierungsprozedur gesteuert wird und sich wah-
rend des Optimierungsfortschrittes immer mehr dem Versagenspunkt annéhert.

Weitere sinnvolle Kriterien zur Strukturoptimierung liefert eine Eigenfrequenzberech-
nung

(K~-AM)d =0 ' (9.6)
mit der Massenmatrix M. Die Maximierung der niedrigsten Eigenfrequenz bei vorgege-

bener Masse bedeutet gleichzeitig die Maximierung der Steifigkeit. Auch das Vermei-
den von Resonanzen kann ein wichtiger Punkt filr die Auslegung von Tragwerken sein.

Nachfolgend wird die Integration der Eigenwertberechnung in die Strukturoptimierung
und deren Bedeutung auch im Hinblick auf die Optimierung mit geometrisch nichtlinea-
ren Verhalten an einem Beispiel gezeigt. Auch firr die Eigenfrequenzanalyse, die hier
eigentlich nur der Vollstandigkeit halber auftaucht, fand sich ein sehr anschauliches Bei-
spiel.
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9.1 Optimierungsmodell mit Eigenwerten

Die Eigenwerte aus den Eigenwertberechnungen nach (9.1) bis (9.5) finden tiber die in
Bild 9.1 aufgezeigten Funktionen Eingang in die Optimierung.

Zielfunktionen f(x)

a f=2» Minimierung
by f=-4 ® Maximierung
2\? . . .
o f= (=23 - w, Ausgleichsfunktion / Tuning
i
d) = %In Z ePh Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion
Nebenbed{ngbngen a(x), h(x) N
=1l-120 oder ==l-1x<0
k}\i_o Ao
h="-1=
Mo
Bound—-Formulierung mit der Bound—Variablen B
ey f=8
und zusétzlichen Nebenbedingungen
g=M-B=0

Bild 9.1: Eigenwertberechnungen in der Strukturoptimierung

Die hier aufgefiithrten Funktionen werden an Beispielen in den Kapiteln 9.5 und 9.6 ge-
nauer erldutert. Vorab sei nur erwahnt, daB das Auftreten mehrerer Eigenformen und
zugehdriger Eigenwerte im maBgebenden Bereich die Verwendung solcher Funktionen
wie Ausgleichsfunktion, Kreisselmeier—Steinhauser-Funktion (Kreisselmeier, Stein-
hauser (1983)) oder Bound—Formulierung notwendig macht.

9.2 Sensitivitdten von Eigenwerten und Eigenvektoren

Die Kontraktion der Eigenwertgleichung (9.1) mit dem Eigenvektor ¢
¢T(K-2MKg)d =0 9.7)
fihrt durch Differentiation bezlglich der Designvariablen x zu

TAK _ g dh Ky TK - K9P -
) (dx Kgdx ax N +2¢" (K- MKy) v 0 (9.8)
=0
und durch Umformung zur Ableitung des Eigenwerts
dK,
g_)l=~¢T(%§"— w0 ¢ ©.9)
dx ¢TKg & '
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Dieses Ergebnis, eingesetzt in die nicht kontraktierte Eigenwertgleichung, ermdglicht
die Berechnung der Sensitivitat des Eigenvektors

K - xKg)%tL = - (% - Kg% - %x) ¢ (9.10)
Die zu invertisrende Systemmatrix (K — AKg) ist nach Gleichung (9.1) singuldr und es
existiert eine Lésung flr o nur dann, wenn die rechte Seite von (9.10) im Bild der Sy-
stemmatrix liegt. Da dies nach Gleichung (9.9) die Bedingung fir die Berechnung von
dr G var, kann Gleichung (9.10) zum Beispiel durch die Anwendung der Methode nach

Nelson (1976) (vgl. auch Anhang) gelést werden.

In der Literatur werden zur Losung der Eigenvektorsensitivitat noch andere Wege be-
schritten, von denen hier nur einige wenige aufgezihlt werden sollen. Fox, Kapoor
(1968) schlagen eine Methode vor, die auf der Rangkorrektur durch das Dyadenpro-
dukt o¢T des Eigenvektors beruht. Whitesell, Jr. (1981) verwendet zur Lésung die ver-
aligemeinerte Inverse. Weitere Ubersichten und Ergénzungen finden sich in Adelman,
Haftka (1986) und Dailey (1987).

Die Sensitivitéten flr die Eigenwertberechnungen nach Gleichungen (9.2) bis (9.5) las-

sen sich durch analoges Vorgehen leicht herleiten. Bei Verwendung der Eigenifrequenz-

gleichung (9.6) muB fiir die Sensitivitatsanalyse nur K, gegen M ausgetauscht werden:
da_ TG - e

ax = ¢TM¢ 9.11)

dp _ _ dK dh _ dM
(K= M) == = (G — Mg Mo 9.12)

Bei entsprechender Normierung der Eigenvektoren, zum Beispiel ¢TM ¢ = 1, las-
sensichdie Glelchungen noch etwas vereinfachen. Da die Berechnung von % Sjﬁgbe—
mehungsweuse M durch numerische Differenzenbildung erfolgt (vgl. Kapntel 8 5),

kommt hier also auch die semi—analytische Gradientenberechnung zum Einsatz, Es ist
‘noch wichtig anzumerken, daB dies totale Ableitungen darstellt. Da die Steifigkeitsma-
trix K nicht von den Verschiebungen abhangt, gilt %}K = %. Die partielle Ableitung kann
direkt durch den Differenzenschritt gewonnen und verwendet werden. Die Matrix Ky
hangt aber von den Verschiebungen ab, und die totale Ableitung schreibt sich

%l—i— = Kgix + Kg,u g:
Die Anderung der Verschiebungen berechnet sich nach Gleichung (8.11), wird jedoch
haufig vernachlassigt. Die Berechnung der Sensitivitaten der Zielfunktionen ¢) und d)
in Bild 9.1 erfordert noch weitere Arbeit und fihrt durch Differentiation auffolgende Aus-
driicke:
P
I N (W PV R WY1

9.13)

(9.14)
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ot Z [ %?(1
d ==t (9.15)
dx Z ePh
i

in die die nach Gleichung (9.9) bzw. (9.11) berechneten Werte direkt eingesetzt werden.

9.3 Eigenwertberechnung

Nach der Aufstellung der notwendigen Matrizen innerhalb einer finiten Elementeanalyse
stehen die in Bild 9.2 aufgefilhrten Eigenwertidser zur Verfligung. Sie kénnen u.a. in
Bathe (1976) und Moler, Stewart (1973) vertieft werden.

Vektoriterationsmethoden

inverse Vektoriteration —+ niedrigster Eigenwert / Eigenvektor
von Mises Vektoriteration — gréBter Eigenwert / Eigenvektor

Transformationsverfahren
allgemeines Jacobi--Verfahren —+ alle Eigenwerte / Eigenvektoren

QZ-Algorithmus (Moler/Stewart) —+ alle Eigenwerte / Eigenvektoren,
auch negative Eigenwerte

Bild 9.2: Eigenwertldser

Da die meisten Optimierungsprobleme die Berechnung mehrerer Eigenwerte erfordern
und die bei vielen Freiheitsgraden nicht vertretbare Berechnung aller Eigenwerte aber
vermieden werden soll, findet der Subspace—Algorithmus nach Bathe (1976) Anwen-
dung. Durch die zu wahlende Anzahl der lterationsvekioren wird eine Folge von Unter-
raumproblemen erzeugt, die dann jeweils mit dem allgemeinen Jacobi— oder dem
QZ—Verfahren geldst werden kénnen. Da der QZ~Algorithmus keine Einschrénkung
beziiglich negativer Eigenwerte besitzt, wird er bevorzugt eingesetzt. Die Effizienz des
Subspace— Algorithmus hangt sehr stark von der Qualitét der Startvektoren fir die lte-
ration ab. Der Aufwand kann demzufolge durch die Verwendung der Eigenvektoren aus
einem vorhergehenden Optimierungsschritt betréchtlich reduziert werden.

9.4 ldentifikation der Eigenformen bei Vertauschen der Reihenfolge

Wahrend der L8sungsphase werden die Eigenwerte und Eigenvektoren nach aufstei-
gender Gr6Be der Eigenwerte geordnet. Manche Optimierungsaufgaben machen es
notwendig, das Vertauschen von Eigenformen in der vom Eigenwertidser erzeugten
Reihenfolge festzustellen und die zu bestimmten Eigenformen gehdrenden Eigenwerte
herauszufiltern. Die Eigenformen eines Optimierungsschrittes lassen sich sehr einfach
denen des vorherigen durch Ausnutzen der Orthogonalitatseigenschaften zuordnen
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(Pfeiffer (1991)). Fur die Eigenfrequenzberechnung nach (9.6) und Normierung der Ei-
genformen bezliglich der Massenmatrix, daB gilt

(6T M (¢)k =1, (9.16)
werden die Eigenformen des aktuellen Optimierungsschrittes k mit denen des vorheri-
gen k—1 verglichen

_ ~ 1 fUr aquivalente Eigenvektoren
(O1) M ()% . g

a7
/~ 0 flr verschiedene Eigenvektoren ®17)

Der i~te Eigenvektor der aktuellen lteration ist also dem i—ten Eigenvektor der vorher-
gehenden iterationen, fur den der skalare Wert nach (9.17) am gréBten wird (bezie-
hungsweise nahe bei 1 liegt) zuzuordnen. Der Aufwand ist verschwindend gering bei
Verwendung einer Lumped—Mass—Formulierung (Burmeister (1987)) fiir die Massen-
matrix. Auch bei einer konsistenten Massenformulierung oder bei Verwendung der geo-
metrischen Steifigkeitsmatrix Kg bleibt der Aufwand gering.

9.5 Beispiel: beidseitig eingespannter Druckstab

P=1MN E= 10000%’:— é Opt‘imieru‘hgsproblem:
max. -k ‘
T gJ-g T ‘SA aus (K~2Kg ) =0
8 -ﬂ bei konstantem Volumen

Optimierungsvariablen:

! @ 8 unabhéngige
18 ‘ 6 Ll sa Formvariablen

il SA—SF =

: Lxgh
| Bt
6 l %Xaf
' . —

1 1
- 3 Ko
1 §X8L—-—E
Formbeschreibung: PR
® 3 Designelemente 378
® 6 B-Spline—Kanten

mit je 6 Designknoten 114
e 3 Lagrange—Kanten EXBL.,@

mit je 2 Knoten 11
g%s. . X

Bild 9.3: Beidseitig eingespannter Druckstab
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Das Optimierungsproblem der Suche nach der Form des beidseitig eingespannten
Druckstabes fir eine maximale Knicklast erweist sich als weitaus komplizierter als man
auf den ersten Blick erahnen kann. Der Grund daf(r liegt beim Auftreten von zwei Beul-
formen, die maBgebend werden kénnen. Das daher interessante Beispiel wurde auch
schon u.a. von Tadjbaktish, Keller (1962), Olhoff, Rasmussen (1977) und Becker (1992)
studiert.

Die Abmessungen, die Formbeschreibung und die Wahl der Optimierungsvariablen,
die nur eine zweifach symmetrische Form zulst, kdnnen Bild 9.3 entnommen werden.
Die Berechnungen mit 28 achtknotigen isoparametrischen 2x2 unterintegrierten Schei-
benelementen liefern die in Bild 9.4 dargestellten ersten beiden Eigenformen und die
zugehdrigen Knicklasten Py = A, - P.und P, = A, * P. In Klammern sind die Euler—
Knicklasten unter Verwendung der entsprechenden Knicklangen sk angegeben.

FE—Modell: 1. Eigenform: 2. Eigenform:
L] T
1] s, = 6.3
i s, = 9.0
) P, = 13.09 P, = 25.80
Eulerknicklast P, = H% (13.54) . (27.63)
k

Bild 9.4: Eigenformen und Knicklasten

Die Maximierung der zur ersten Eigenform gehérenden Knicklast ohne Berticksichti-
gung der zweiten Eigenform resultiert in der in Bild 9.5 gezeigten unimodalen Lésung.
Die Analyse der entstandenen Form zeigt, daB die Knicklast fiir die zweite Eigenform
jetztaber mafigebend wird. An dieser Stelle wird nun klar, wofiir die in Kapitel 9.1 gezeig-
ten Funktionen und Techniken benétigt werden.
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a) unimodal: b) bimodal:
Optimum 1. Eigenform 2. Eigenform Optimum 1. Eigenform 2. Eigenform

Ay = 1842 Ay, = 11.11 A = 17.90 ), = 18.00

104 c) unimodal

: Itgrationen
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

10 d) bimodal

0 : . , . lterationen
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Bild 9.5: Optimierung — unimodale / bimodale Lésung

Um die unimodale Lésung zu erhalten, muB also das Vertauschen der Reihenfolge der
Eigenformen mit der in Kapitel 9.4 gezeigten Technik wéhrend des Optimierungsfort-
schrittes festgestellt werden. Dieses Vertauschen kann beim Auftragen der ersten bei-
den Knicklasten (ber den Optimierungsschritten in Bild 9.5 ¢) beobachtet werden.
Beim Anwachsen der Knicklast der ersten Form wird die zweite Form zwar maBgebend,
bleibt im Optimierungsproblem aber unberlcksichtigt. Die Maximierung der jeweils
kleinsten der beiden Knicklasten erzeugt die bimodale Lésung (Bild 9.5 d)). Wie der
Verlauf der Eigenwerte wéhrend der lteration deutlich macht, fallen die beiden ersten
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Eigenwerte an der Lésung zusammen. Nachfolgend soll nun der Einsatz verschiedener
Optimierungsmodelle studiert werden.

9.5.1 Bimodale Lésung mit unstetiger Ableitung der Zielfunktion
Die eigentliche Optimierungsaufgabe lautet
max ( min (v, 1) )
X

bei konstantem Volumen. In Bild 9.6 ist diese Situation, allerdings vereinfachend nur fir
eine Optimierungsvariable x, dargestellt.

unimodal bimodal
A A Ay M

My Ay

Ay — Eigenwert zur Ay — kleinster Eigenwert
ersten Eigenform

Bild 9.6: Unimodale / bimodale Lésung

Fur die unimodale Lésung war es notwendig, die zur ersten Eigenform gehdrende
Knicklast herauszusuchen und als Zielfunktion zu verwenden. Im zweiten Fall wird ein-
fach der kleinere Wert der Zielfunktion zugewiesen. Dies fuhrt jedoch dazu , daB die Ab-
leitungen der Zielfunktion unstetig werden, was wiederum zur Folge haben kann, daf3
Oszillationen aufireten. Bei der Gradientenberechnung mit der totalen Differenzenme-
thode ist noch zu beachten, daB beim Aufbringen des Vorwartsschrittes und Zusam-
menfallen der Eigenwerte die Reihenfolge der Eigenformen Oberprift werden muB. Ein
Teil des in Bild 9.5 d) bereits gezeigten lterationsverlaufs fir die beiden Eigenwerte muB
far den Vergleich der verschiedenen bimodalen Lésungswege herausvergréBert wer-
den und fuhrt hier zum Verlauf in Bild 9.7.

20
191
181 = 1794
174
= 17,14
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Bild 9.7: lterationsverlauf bei unstetiger Ableitung
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9.5.2 Kreisselmeier-Steinhauser-—Funktion

Unter Verwendung der Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion gestaltet sich das Opti-
mierungsproblem folgendermaBen

max %In(e""1 + epkz)

Bild 9.8 zeigt die Eigenwerte und die daraus resultierende Zielfunktion in Abhéngigkeit
von einer Variablen x.

p abnehmend
| X
opt

X,

Bild 9.8: Kreisselmeier— Steinhauser-Funktion

9 ‘ ; ho = 19.31
174 ‘ : Ay = 1763
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
20

19, ; = 18.00
184 p=10

17 ! 17.81
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
20 : ‘

19 Ay = 17.86
18{ P =230

171 Ay = 17.83

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30|

Bild 9.9: iterationsverlaufe bei Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion

150



Es entsteht eine C,—kontinuierliche Funktion, die genau am Schnittpunkt der Original-
kurven das Optimum aufweist. Der Parameter p kontrolfiert die Scharfe der Ausrundung
(scharfer mit zunehmendem p). Die verschiedenen lterationsverlaufe bei variierendem
p sind in Bild 9.9 zusammengetragen.

9.5.3 Bound-Formulierung

Fir die Bound—Formulierung wird eine zusétzliche Variable B als untere Schranke ein-
geflihrt und gleichzeitig als Zielfunktionswert verwendet. Die Erweiterung des Optimie-
rungsproblems

ax

Mo B |

mit AM—-B=0
Q—Ezo

um die beiden Nebenbedingungen sorgt fiir die Maximierung der kleinsten Knicklast,
ohne daB Unstetigkeiten in den Ableitungen von Zielfunktion oder Nebenbedingungen
auftreten (Bild 8.10). Die Ableitungen der Zielfunktion bleiben konstant, fir Formvaria-

blen St = 0 und fir die Bound—Variable 4f = 1.
dx dp

Ay y

>

Bild 9.10: Bound~-Formulierung

Durch die Bound - Formulierungen lassen sich die in Bild 9.11 dargestellten Verlaufe er-
zeugen.

20+

10 T S 'I!'ll’;llllllllll"f_'T“""W
0 2 4 6 8101214161820 22242628 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

Bild 9.11: lterationsverlauf bei Bound—Formulierung

Die Boundvariable nahert sich im Laufe des lterationsprozesses von unten den beiden
zusammenfallenden Eigenwerten an.
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9.5.4 AbschlieBende Bewertung

Durch ZusatzmaBnahmen gelingt es, die Unstetigkeiten in den Ableitungen zu verhin-
dern. Dadurch lassen sich fiir den Zielfunktionswert am Optimum kleine Verbesserun-
gen erzielen. Die Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion erfordert jedoch die Einfiih-
rung eines Parameters flir die Schérfe der Ausrundung an der Unstetigkeit, der erst
noch justiert werden muB. Der Zielfunktionsgewinn betrégt 4%, jedoch erfolgt die Ver-
besserung sehr langsam mit vielen Iterationen. Die Bound—Formulierung erreicht erst
nach 50 Iterationen das Ergebnis aus Kapitel 9.5.1. Sie kann vielleicht noch Verbesse-
rungen erzielen, jedoch erweist sie sich als sehr skalierungsempfindlich und aufwendig.
Auch im Hinblick auf die Optimierung mit geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten
istdiese Studie interessant. Dort wird die niedrigste kritische Last aus einer geometrisch
nichtlinearen Berechnung maximiert. Es kann ebenfalls zu Situationen kommen, bei de-
nen zwei oder mehrere Versagensformen sich vertauschen. Dort wird vorerst auf Zu-
satzmaBnahmen verzichtet und die Unstetigkeit in den Ableitungen in Kauf genommen,
mit dem Wissen, daB in der N&he des Optimums leichte Verbesserungen beim lterati-
onsverhalten méglich waren.

9.6 Beispiel: Formoptimierung einer Glocke

Dieses Beispiel behandelt die Modellierung einer wohlklingenden, gestimmten Glocke.
Die Aufgabe erweist sich als ein sehr komplexes Problem, da sich der Glockenklang aus
mehreren Teiltdnen zusammensetzt. Das heiBt , die Glocke schwingt nach dem An-
schlagen in einer Form, die sich aus der Uberlagerung mehrerer Resonanzschwin-
gungsformen zusammensetzt (Schad, Warlimont (1973), Perrin et al. (1983), Walker
(1984), Rossing, Perrin (1987), Lehr (1987) u.a.). Das Zusammenpassen der Teilténe
bestimmt die Qualitdt der Glocke. Neben den Ténen aus der harmonischen Reihe, d.h.
Grund— und Oberschwingungen, deren Frequenzen ganzzahlige Vielfache der Grund-
frequenz sind, tauchen auch noch andere Partialténe auf. Bei einer gestimmten Glocke
formen die Teiltdne einen Akkord, wobei eine Unterscheidung in Moll und Dur getroffen
werden kann. Herkémmliche Glocken formen zwar meist einen Moll—Akkord, jedoch
entstehen in jlngster Zeit vermehrt auch Durglocken. Der Grund dafir iegt bei der An-
wendung solcher fir Musiksticke in Dur. In der Literatur tauchen die Meinungen auf,
daf die ersten sieben Partialténe abgestimmt werden miissen (Roozen—Kroon (1 992)).
Dem steht jedoch auch gegeniber, daB wenn die ersten finf stimmen, auch die nach-
sten automatisch sehr gut liegen (Perrin etal. (1983). In das hier gezeigte Optimierungs-
problem finden nur die ersten fiinf Téne Eingang, jedoch bereitet die Berlcksichtigung
weiterer Teilténe keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Die Form der Glockenrippe soll so
gestaltet werden, daB die in Bild 9.12 aufgefiihrten Frequenzanforderungen fiir die
Moll— und Durglocke erflllt sind. Als Ausgangspunkt dient die von Fleischer (1989)
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ausgemessene Perner—Glocke, deren Querschnitt— und Materialkennwerte ebenfalls
aus Bild 8.12 zu entnehmen sind.

Geometrie und Dickenverteilung Material
E = 10.05 kN/m2
v =034 o =8.42kg/m3
Soll~Frequenzen [Hz]
30~ Platte e Moll—Glocke
Bl ] Suboktave 512
Grundton 1024
ol | kleine Terz 1218
| Flanke Quinte 1534
B Oktave 2048
10| Dur—Glocke
5l Suboktave 512
, sehieg- | Grundton 1024
ok | roBe Terz 1290
N uinte 1534
e Oktave 2048

Bild 9.12: Ausgangsform (Fleischer (1989)) und Frequenzanforderungen

Zur Beschreibung der Optimierungsaufgabe kommt die in Bild 9.1 aufgefiihrte Aus-
gleichsfunktion als Zielfunktion zum Einsatz. Die Wichtungsfaktoren orientieren sich an
den Sollirequenzen, so daf es gilt, die Fehlerquadratfunktionen fiir die Eigenfrequen-
zen f; bis

; _ (f, - 512)2 N (f, — 1024)2 N (f; — 1290)2 N (f, — 1534)2  (f5 ~ 2048)2
MOLL = 5102 10242 12902 15342 20482

_ ({5122 (f, — 1024)2 N (fy — 1218)2 N (f, — 1534)2  (fs ~ 2048)2
DUR =~ gy22 10242 12182 15342 20482

zu minimieren. Auf die Berlcksichtigung von Nebenbedingungen, z. B. konstantes Vo-
lumen oder Spannungsrestriktionen, wird verzichtet. Jedoch werden fiir die Glocken-
rippe Mindestdicken eingeflhrt, um sinnvolle Entwiirfe zu gewahrleisten. Diese Restrik-
tionen sind am Optimum aber nicht aktiv.

Fir die Beschreibung der rotationssymmetrischen Glockenformin Zylinderkoordinaten
werden die z—Koordinaten, der Radius r und die Knotendicken an den in Bild 9.13 dar-
gestellten Kontrollknoten eingefiihit. Der Ubergang vom Schlagring zur Flanke wird
modelliert durch Cy--Kontinuitat der Mittefflache und Co~ Kentinuitét fiir die Dickenver-
teilung an diesem Ubergang. In den (ibrigen Bereichen liegen Cq —kontinuierliche Mit-
telfliche und Dickenverteilung vor.
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Design—Modell k Optimierungsmodell

Dicken— Formbe— Dicken— Form— "1
verteilung schreibung variablen

Bild 8.13: Form— und Dickenbeschreibung

Bild 9.14: Raumliches Modeli

Als Variablen finden ein Parameter fiir die Glockenhéhe, acht Radialwerte und sieben
Dickenparameter Verwendung (s. Bild 9.13). Mit Hilfe dieser Knotendaten 148t sich das
raumliche Glockenmodell in Bild 9.14 durch Einfiihrung von Kanten und Design—Ele-
menten erzeugen. Dieses rdumliche Modell wird fir jeden Optimierungsschritt erneuert
und dann mit finiten Elementen vernetzt. Beim vorliegenden Beispiel kommt eine Dis-
kretisierung mit 108 achtknotigen degenerierten isoparametrischen Schalenelementen
zum Einsatz. Die Berechnung kann am halben System mit Symmetriebedingungen
durchgetflhrt werden, da die benétigten Eigenformen jeweils mindestens eine entspre-
chende Symmetrieebene aufweisen. Fiir die Massenmatrix wird eine Lumped—Mass —
Formulierung eingesetzt. Sie hat dann Diagonalform, was sich sehr giinstig auf die Re-
chenzeit auswirkt. Aus der Eigenwertberechnung mitdem Subspace—Algorithmus und
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dem QZ-Ldser (s. Kapitel 8.3) resultieren die in Bild 9.15 dargestellten ersten finf Ei-
genformen. Sie werden auch in der oben genannten Literatur beschrieben und mit Mes-
sungen bestatigt. Die zugehdrigen finf Eigenfrequenzen #; bis f5 gehen in die Zielfunk-
tion ein.
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Bild 9.15: Eigenformen

Bei der nun durchgefiihrten Optimierung wurde von den in Kapitel 9.3 und 9.4 aufge-
fiihrten Optionen, Startvektoren fir die Eigenwertberechnung aus demvorherigen Opti-
mierungsschritt und Identifikation der Eigenformen beim Vertauschen der Reihenfolge,
Gebrauch gemacht. Als Optimierungsstrategie kommt das SQP--Verfahren mit
BFGS--Update in Verbindung mit Line—Search~ Strategien zum Einsatz. Die benétig-
ten Ableitungen werden durch die Sensitivititsanalyse, hier numerisches finites Diffe-
renzenverfahren, bereit gestelit.

Ausgangsform Moll—-Glocke Dur—Glocke

06 5 10 15 20 5 10 15 20
fem] [em]

Bild 9.16: Formen fir Moll— und Durglocke
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Die Mollglocke in Bild 9.16 erfahrt nur kleine Forménderungén, da ja die Ausgangsform
auch schon eine Mollglocke war. Die Form der Durglocke weist als Hauptmerkmale eine
Zunahme der Héhe und vor allem eine Ausbauchung auf halber Hohe auf (Bild 9.16).
Ahnliche Formen wurden auch schon von Schoofs (1985), Schoofs et al (1987) und
Roozen—Kroon (1992) veréffentlicht und experimentell bestétigt.

400

Zielfunktion

300
200

100+

Bild 9.17: Zielfunktion

In Bild 9.17 und Bild 9.19 kann beobachtet werden, wie sich wihrend des Optimie-
rungsfortschrittes die Zielfunktion dem Wert 0 und die ersten drei Eigenfrequenzen ih-
rem Sollwert nahern. Den Unterschied zwischen Moll— und Durglocke verdeutlicht der
Verlauf der dritten Eigenfrequenz, die sich im einen Fall dem Wert fy = 1218 Hz und
im anderen Fall f; = 1290 Hz ndhert. Die Tabelle in Bild 9.18 mit den Anfangsfrequen-
zenund den Ergebnissen verglichen mit den Sollfrequenzen verdeutlicht, mit welch ho-
her Genauigkeit das Optimierungsziel erreicht wird. Daraus 148t sich ableiten, daB die
Wichtung der einzelnen Frequenzen nicht so wichtig ist, wie es der Fall wére, wenn nicht
alle Frequenzanforderungen erfiillt werden kénnten und nach einer KompromiBldsung
gesucht werden miiBte. Dieser Kornpromi wére dann zu beeinflussen durch die Wahl
von Wichtungsfaktoren, d.h. durch die Vorgabe, wie hoch die Bedeutung jeder einzel-
‘nen Frequenz fir den Gesamtklang ist. Hier haben diese Wichtungen also nur EinfluB
auf das Konvergenzverhalten und nicht auf die Einhaltung der Frequenzvorgaben am
Optimum.

Ausgangsform Moll Optimum
Suboktave 5129 512.2 512.2
Grundton 1004.0 1023.8 1024.0
kl./gr. Terz 1239.0 1218.2 1289.6
Quinte 1534.2 1534.4 1533.9
Oktave 2064.8 2049.0 2046.5

Bild 9.18: Eigenfrequenzen am Optimum
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Bild 9.19: Eigenfrequenzen

Auch bei der Wahl anderer Optimierungsvariablen lassen sich mehr oder weniger unter-
schiedliche Formen erzeugen, die ebenfalls die Frequenzanforderungen sehr genau er-
fillen. Diese Formen kénnen dann noch bezlglich anderer Gesichtspunkte, z. B. Pro-
duktionsaspekte, Anschlag— und Abklingverhalten, analysiert werden. Weitere
Untersuchungen zu diesem Thema finden sich in Roozen—Kroon (1992). AbschlieBend
sei auf die Verwirklichung von Durglocken in einem Glockenspiel, beschrieben in Lehr
(1987) und dargestelit in Bild 9.20, hingewiesen.
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Bild 9.20: Glockenspiel mit Durglocken
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10 Optimierung bei geometrischer Nichtlinearitat
unter Beriicksichtigung von Imperfektionen

Gerade beim Einsatz der Optimierung zur Steigerung der Tragwerkseffizienz gelangt
man sehr schnell in Bereiche, in denen auch das Stabilititsverhalten der Tragwerke be-
riicksichtigt werden muB. Solche Optimierungsaufgaben, wie z.B. Minimierung des Vo-
lumens, der Formanderungsenergie oder Maximierung der Steifigkeit, fihren haufig zu
diinnwandigen druckbeanspruchten oder fachwerkartigen Tragwerken oder Bauteilen.
Sie tragen ihre Belastung hauptséchlich Uber Membran— bzw. Druck— und Zugbean-
spruchungen ohne Biegung ab. Solche Strukturen zeigen meist ein ausgeprégtes geo-
metrisch nichtlineares Verhalten, das bei Druckbeanspruchung zu Stabilitatsversagen
fiihren kann. Solche Stabilitatsphanomene kdnnen beim Eulerstabknicken oder beim
Schalenbeulen (Bild 10.1) beobachtet werden. Diese Tragwerke kdnnen auch auBerst
empfindlich reagieren bei geringen Abweichungen von der Optimalform oder sonstigen
Imperfektionen, z.B. leicht veranderter Laststellung oder Lagerbedingungen.

Bild 10.1: Gebeulte Standzarge einer Karbidsilo—Anlage (Bornscheuer (1976))

Die in der Optimierung meist verwendete lineare Strukturanalyse kann solche Effekte
nicht beschreiben. Die lineare Anfangseigenwertberechnung mit der geometrischen
Steifigkeitsmatrix (Kapitel 9) kann als ein erster Ansatz eingesetzt werden. Komplexes
Stabilitatsverhalten und vor allem auch die Imperfektionsempfindlichkeit kénnen je-
doch nur (ber volistandige geometrisch nichtlineare Strukturanalysen richtig erfaBt
werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden die materiellen Nichtlinearitaten, die bei man-
chen nicht ganz so schlanken Tragwerken sicher auch eine wichtige Rolle spielen, ver-
nachléssigt.

159



Dieses Kapitel behandelt nun die Einbindung der geometrischen Nichtlinearitat bzw.
des Stabilitdtsverhaltens und auch der Imperfektionsanfalligkeit in das oben gezeigte
Optimierungskonzept. Das bedeutet die Verwendung von Verfahren der mathemati-
schen Programmierung unter Ausnutzung von Sensitivitatsanalysen zur iterativen L&-
sung der hochgradig nichtlinearen Optimierungsaufgaben. Schon jetzt 148t sich die ent-
stehende Problematik, die im nédchsten Kapitel dann ausfihrlich diskutiert wird,
erkennen. Es sind nun zwei nichtlineare Gleiohungssysteme, namlich das nichtlineare
Optimierungsproblem und die nichtlineare Strukturanalyse, gleichzeitig zu I6sen.

Im folgenden wird eine Prozedur vorgestellt, die es ermdglicht, diese komplexe Auf-
gabe der Optimierung stabilitatsgefahrdeter Strukturen zu 16sen. Dabei kann auch die
Empfindlichkeit gegenliber geometrischen Imperfektionen in das Optimierungspro-
blem integriert werden. Die Sensitivitidtsanalyse erweist sich als besonders effizient, da
sie, obwohl die geometrisch nichtlineare Strukturanalyse Ilterationen erfordert, ohne
lterationen auskommt. Nach einer umfassenden Diskussion der Arbeitsweise und der
Maglichkeiten der hier vorgestelliten Methode wird diese mit anderen Verfahren vergli-
chen, und es wird verdeutlicht, warum diese Strategie aufgegriffen wurde.

10.1 Formulierung der Optimierungsaufgabe

Die Aufgabe der Maximierung der aufnehmbaren Belastung bei gleichzeitig minimalem
Materialaufwand (oder auch sonstiger Kosten) 148t sich formulieren als

1) max A
.,y— — E—
Vg 1=0

mit A als kritischem Lastfaktor, bei dem Versagen auftritt. Das Volumen V wird gleich
dem vorgegebenen Volumen Vy konstant gehalten. Das duale Problem lautet
2) minV ‘
A=< A

d.h. bei Minimierung des Volumens muB die kritische aufnehmbare Last gréBer oder
gleich der vorhandenen sein. Der kritische Lastfaktor A, stammt hierbei aus einer geo-
metrisch nichtlinearen Beschreibung des Gleichgewichtszustandes und der Bedin-
gung flr einen kritischen Punkt (vgl. "Strukturgleichungen” in Bild 10.2).

In dieser Arbeit wurde die erste Problemformulierung der Maximierung der kritischen
Last weiterverfoigt, weil es dabei moglich ist, die wiederholte Strukturanalyse bei leicht
verdndertem Entwurf sehr effizient auszuflhren. AuBerdem entféllt dann die Problema-
tik der Auswahl des aktiven Satzes von Nebenbedingungen, die gegeben wire, wenn
die den kritischen Lastfaktor enthaltende Nebenbedingung wéahrend des Optimie-
rungsfortschrittes dann irgendwann aktiv wird. Die Umsetzung der zweiten Méglichkeit
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konnte prinzipiell durch Modifikation einiger Steuerprogramme auch verwirklicht wer-
den. Nach der Entscheidung fiir die erste Variante gelangt man Uber
max Ac
X
hix) = 0
gx) =0
X S X S X5 X € RMoet

(10.1)

zur Lagrangefunktion (vgl. Kapitel 8)
Lx, 1, ¥) = = Ae(®) + pTgX) + ¥' h(x) (10.2)
und zu den beiden in Bild 10.2 zusammengefaBten nichtlinearen Gleichungssystemen.

Kuhn~Tucker Bedingungen: ~Yhe+ T g+ v eh =0
' g=0

Vy, — Gradient p=zo

h=20

Strukturgleichungen: G(X, Ughg) = 0
K, ughe) ¢ =0

(@) =0

Bild 10.2: Optimierungsproblem

Hier kann nochmal die Verwandtschaft der Kuhn—Tucker—Bedingung mit den Gleich-
gewichtsgleichungen ergéinzt durch Nebenbedingungen erkannt werden. In Kapitel
8.4. wird schon darauf hingewiesen, daB die bei der iterativen Lésung der Kuhn—Tuk-
ker—Bedingungen benétigten zweiten Ableitungen der Lagrangefunktion durch
BFGS—Update erzeugt werden und dies auch unbedingt die Verwendung von Line~
Search~Methoden erfordert. Die entsprechenden Ableitungen der Strukturgleichun-
gen, d.h. die Tangentensteifigkeitsmatrix K selbst und die Richtungsableitung der Tan-
gentensteifigkeitsmatrix (Ky ¢ ),u, kbnnen sehr effizient aufgestelit werden. Dies macht
auch die Verwendung von Line—Search—Verfahren fiir die Losung der Strukturglei-
chungen tberfliissig. Deshalb wird hier eine hierarchische Trennung in Struktur— und
Optimierungsvariablen vorgenemmen. innerhalb der Optimierungsiteration werden fGr
den augenblicklichen Zustand die Strukturgleichungen vollstandig geldstund dannerst
der néchste Optimierungsschritt durchgeflhrt. Bei Beriicksichtigung der imperfekti-
onsempfindlichkeit lautet das zu (10.1) analoge Optimigrungsproblem

hx) = 0 (10.3)
=Xy o X € RMont
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mit der kritischen Last Xc,imp am Tragwerk, das mit Imperfektionen behaftet ist. Die Frage
nach der maBgebenden Imperfektionsform diskutieren Kapitel 10.2.5 und 10.2.6.

10.2 Optimierungsprozedur

Die in Bild 10.3 dargestelite Optimierungsprozedur erméglicht es, die Aufgabe der Ma-
ximierung der kritischen Traglast in Angriff zu nehmen. Die hier nur stichwortartig erliu-
terten Teilaufgaben werden in den nachfolgenden Kapiteln noch genauer erlautert.

perfekte Struktur imperfekte Struktur
: t i

Strukturana-
Tyse 1

dhe  dv

dx ’ dx

Suchrichtung Ax

Abstiegsfunktion f (X + aAX) = A¢ + ...

perfekte Struktur imperfekte Strukiur
s . neuer Entwurf
)\ac i 2

Strukturana-
lyse 2

Divergenz

alter Entwurf
Uc

Bild 10.3: Optimierungsprozedur

Die Suche nach dem kritischen Punkt der Ausgangsform zu Beginn der Optimierung
erfolgt durch eine nichtlineare Strukturanalyse. Mit den oben geschilderten Pfadverfol-
gungsalgorithmen wird eine Folge von Gleichgewichtspunkten erzeugt. Gelangt man
in die N&he eines kritischen Punktes, d.h. eines Verzweigungs— oder Durchschlags-
punktes, so wird dieser mit den Methoden der erweiteren Systeme genau lokalisiert.

Bei Beriicksichtigung von Imperfektionen kann nun an dieser Stelle die Imperfektions-
empfindlichkeit nach Koiter (Kapitel 7) abgeschétzt werden. Weiterhin besteht die Még-
lichkeit, den kritischen Punkt der durch Imperfektionen modifizierten Struktur direkt zu
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berechnen. Nach ein paar Schritten Pfadverfolgung beginnend beim unbelasteten Zu-
stand findet der Wechsel zur direkten Berechnung des kritischen Punktes statt. Alterna-
tiv kann die Berechnung mit dem erweiterten System, formuliert fir die imperfekte
Strukiur unter Verwendung der Beulamplitude nach Gleichung (7.77), gleich am kriti-
schen Punkt der perfekten Struktur beginnen. Diese Idee der Singularpfadverfolgung,
bei der aus Konvergenzgriinden die Berechnung einiger Zwischenzusténde notwendig
werden kann, wird auch schon in Kapite! 7.3 beschrieben. Werden bei der Erzeugung
von Imperfektionsformen keine Informationen der perfekten Struktur, z.B. Eigenformen
am kritischen Punkt oder Singulédrvektor alleine, bendtigt, kann die Analyse der perfek-
ten Struktur auch entfallen.

Daran anschlieBend erfolgt die Sensitivitdtsanalyse. Hier werden den Optimierungsal-
gorithmen neben den im ersten Punkt ermittelten Funktionswerten der Optimierungs-
funktionen nun auch deren Ableitung, z.B. %};—(‘Eoder —g%, zur Verfligung gestelit. Die Sen-
sitivititsanalyse kann semi—analytisch oder zu Vergleichszwecken auch numerisch,
mit einem finiten Differenzenverfahren, ablaufen. Im Falle der Maximierung der Traglast
Mimp der imperfekten Struktur findet die Sensitivitdtsanalyse natlrlich auch am kriti-
schen Punkt des imperfekten Systems statt.

Mit den Informationen aus Struktur— und Sensitivitdtsanalyse erzeugt nun der verwen-
dete Optimierungsalgorithmus, hier meist die sequentielle quadratische Programmie-
rung (SQPF, Schittkowski (1981)), eine Suchrichtung. Diese Suchrichtung und die An-
fangsschrittweite a=1 ermdglichen die Generierung eines neuen Tragwerksentwurfs
innerhalb der Line—Search—Prozedur. An dieser Struktur wird der kritische Punkt be-
rechnet und eine Abstiegsfunktion zur Beurteilung der Qualitét dieses neuen Entwurfs
aufgebaut. Diese Abstiegsfunktion wird notwendig, da auBer dem kritischen Lastfaktor
auch die Einhaltung verschiedener Nebenbedingungen, z.B. konstantes Volumen, die
Giite des Entwurfs bestimmt. Die Lagrangefunktion eignet sich dazu nicht aufgrund
ihrer Sattelpunkteigenschaiten.

Wie spéter noch genauer ausgefihrt wird, kann bei der Wiederberechnung der modifi-
zierten Struktur (Strukturanalyse 2) auf den Einsatz von Pfadvervolgung verzichtet und
die erweiterte System—Methode sofort angesetzt werden. Die Strukturanalyse wird an
der perfekten und/oder, je nach Bedarf, auch an der imperfekten Struktur durchgefGhrt.
Sollten bei der direkten Berechnung des kritischen Punktes Konvergenzschwierigkei-
ten oder Divergenz infolge einer zu groBen Schrittweite auftreten, dann wird ein willkurli-
cher Zielfunktionswert gesetzt. Dieser Wert erzwingt dann bei gleicher Suchrichtung
eine kleinere Schrittweite a innerhalb des Line—Searches. Zeigt die Abstiegsfunktion
nach erfolgreicher Berechnung des kritischen Punktes keine ausreichende Verbesse-
rung an, wird ebenfalls innerhalb der Line—Search—Prozedur die Schrittweite verdn-
dert.
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Nach Feststellung eines Fortschrittes innerhalb der aktuellen Optimierungsiteration
berpriiit eine Konvergenzuntersuchung, ob das Optimum mit erforderlicher Genauig-
keit erreicht wurde, oder ob mit der Sensitivitatsanalyse am jetzt verbesserten Struktur-
entwurf der ndchste Optimierungsschritt beginnt.

10.2.1 Strukturanalyse 1

Die Pfadverfolgungsstrategien in Verbindung mit automatischer Schrittweitenanpas-
sung dienen der Bestimmung einiger Gleichgewichtspunkte auf dem Lastverschie-
bungspfad. Ist die ungefahre Lage des kritischen Punktes durch Voruntersuchungen
bereits bekannt, kann dann an irgendeinem Gleichgewichtspunkt die erweiterte Sy-
stem—Methode gestartet werden, um den kritischen Punkt, der Verzweigungs— oder
Durchschlagspunkt sein kann, zu berechnen. Vollstindig automatisiert werden kann
die Lokalisierung des kritischen Punktes, indem als Startpunkt dieser verwendet wird,
bei dem die tangentielle Steifigkeitsmatrix zum ersten Mal ihre positive Definitheit verliert
(Bild 10.4). Dies wird angezeigt durch das Auftreten negativer Glieder auf der Hauptdia-
gonalen der bei der Gleichungslésung benbtigten dreieckszerlegten Steifigkeitsmatrix.

A A

\ direkte Berechnung
des singuléren
Punktes

a) u b) u

o Pradiktorpunkt ® Gleichgewichtspunkt © singuldrer Punkt

Bild 10.4: Wechsel von Pfadverfolgung zur Berechnung von singularen Punkten
a) benutzergesteuert ~ b) Uberschreiten des Verzweigungspunktes

Die Verwendung des zum am Startpunkt niedrigsten Eigenwert gehtrenden Eigenvek-
tors als Initialisierung fir den Singulérvektor (vgl. Startvektoren in Kapitel 4.8.1) erweist
sich fir die direkie Berechnung des kritischen Punktes als sehr praktikabel. Die Uber-
prifung, ob das am kritischen Punkt verschwindende Hauptdiagonalglied der zerleg-
ten Steifigkeitsmatrix auch wirklich das kleinste ist, zeigt an, ob eventuell gar nicht der
niedrigste kritische Punkt gefunden wurde. An solch einem Punkt wird dann verfahren,
wie in Kapitel 4.8.1 beschrieben, um den niedrigsten singuldren Punkt zu erreichen.

Zur Berechnung des mit Imperfektionen versehenen Tragwerks stehen alternativ die
komplette Strukturanalyse bestehend aus Pfadverfolgung und Methode der erweiterten
Systeme oder die Singularpfadverfolgung zur Verfiigung (s.a. Kapitel 7.3 und Bild 7.7).
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Da der kritische Punkt der imperfekten Struktur sehr héufig ein Durchschlagspunkt ist,
bietet sich nun auch der Verschiebungsvektor als Startvektor fr den Singulérvektor an.
Die zweite MOglichkeit, Verfolgung des Singularpfades, erweist sich bei kleinen Imper-
fektionen als sehr effizient, wenn also nicht so oft oder gar nur einmal das erweiterte Sy-
stem zu l6sen ist. MuB bei groBen Imperfektionen aus Konvergenzgriinden die Ampli-
tude langsam gesteigert werden, so erfordert dies unter Umsténden die Berechnung
vieler kritischer Punkte auf dem Singulérpfad, und die erste Methode ist vorzuziehen.
Bei der Berechnung der kritischen Lastfaktoren flr das perfekte und imperfekte Trag-
werk besteht auch die Option, den kleineren der beiden Werte als Zielfunktionswert aus-
zuwéhlen, Dies wird interessant bei stabilem Nachbeulverhalten, wie auch das Beispiel
in Kapitel 11.1 demonstriert.

10.2.2 Sensitivititsanalyse

Grundlegende Erlduterungen zur Sensitivitiatsanalyse und zum hier verwendeten se-
mi—analytischen Konzept, wie auch zu Sensitivitdten von Eigenwerten und —vektoren
finden sich in den Kapiteln 8.5 und 9.2. Hier geht es nun in erster Linie um die bei der
Berﬂcksichtigung geometrischer Nichtlinearitaten bendtigten Sensitivititen, alsoinsbe-
sondere um —— derAblextung des kritischen Lastfaktors Ac bzgl. der Optimierungsva-
riablen x. Die Ableltungen der Verschiebungen %~sow1e des Eigenvektors o werden
ebenfalls angegeben, da diese unter Umsténden, z.B. fir die Sensitivitdten von Span-
nungen, gebraucht werden. Der Gedanke an die Imperfektionsempfindlichkeit, also die
Frage: "wie &ndert sich der kritische Lastfaktor bei kleinen Zunahmen der Imperfektio-
nen?”, zeigt auf, daB hier jetzt eigentlich genau die gleiche Fragestellung auftaucht. Sie
lautet: "wie dndert sich der kritische Lastfaktor bei kleinen Anderungen des Entwurfs?”,
Bei der Imperfektionsempfindlichkeit wird die Formanderung durch die imperfektions-
form und —amplitude, hier dagegen durch Formfunktionen und den Optimierungspara-
metern x, beschrieben. Die Herleitung erfolgt also analog zu Kapitel 7.2 undfallt deshalb
hier sehr knapp aus.

Die den kritischen Punkt (ug, Ac) beschreibenden Gleichungen
G(uct), Ae(x), X) = 0 (10.4)
Ky(ucx), Ao, X) d(x) = 0 (10.5)

ergeben durch Ableitungen nach den Optimierungsvariablen x

d Mo

mé§+qx% +Gy=0 (10.6)
du dhe d

(Kpu ch + Ky =2 et Kix) ¢ + Ki— = 0 (10.7)

Die Kontraktion der Gleichung (10.6)
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duc

¢TK—= + ¢TG,X £t ¢TGx=0 (10.8)
| —
=0

540 am Durchschlagspunkt

=0 am Verzweigungspunkt

zeigt, daB die Gitigkeit der folgenden Herleitung an Verzweigungspunkien mit

o7 G,, =0 nur gegeben ist, wenn G,y im Bild von K liegt. Dies entspricht der Bedin-
gung ¢ T G,y =0 und ist meist erflillt, auBer wenn die durch die entsprechende Opti-
mierungsvariable erzeugte Forménderung gerade affin zum Singulédrvektor ist. Durch
Kontraktion von (10.7) und Berlicksichtigung von Ky,, = 0beiverformungsunabhangi-
ger Belastung ergeben sich die zu l6senden Gleichungen

dic

du
KTdc+G’k'_d_)_(-+G’x=o (109)
OTKru e ¢ + ¢TKpy ¢ = O (10.10)
Partitionierung von (10.9) fihrt zu
Augp = - K1 G, =K1 P (10.11)
Aug, = — K71 Gk (10.12)
Mo _ aup - Do+ Aug, (10.19)
Die Ableitung des Lastfaktors ergibt sich dann durch Einsetzen von (10.13) in (10.10)
dhe _ _ K@ + & Kyulug ¢ (10.14)
dx oy Krulup ¢

Damit 148t sich bei Bedarf nach Gleichung (10.13) die Ableitung der Verschiebungen
und aus Gleichung (10.7) die Ableitung des Eigenvektors wie folgt berechnen:

LA KT—1(KT,ud“° & + Kp ¢) (10.15)

Die bis jetzt gezeigte direkte Methode erfordert bei der Berechnung von %}‘XE nach Glei-
chung (10.14) fir jede Optimierungsvariable x; das Riickwértseinsetzen nach Glei-
chung (10.12) mit dem Vektor Gy, . Die nun folgende adjungierte Methode braucht nur
ein Ruckwartseinsetzen fir die erste Variable

Au, =K~ Ky ¢ ¢) (10.16)
Aus Gleichung (10.14) wird dann

dho _ _ ¢ Krx ¢ + AulGi (10.17)

dx & KpuAup & '

Das Skalarprodukt AuEG,xI , das jetzt fir jede Variable x; gebildet wird, ist zwar billiger
als das Rilckwértseinsetzen der direkten Methode, jedoch ist die Zeitersparnis im ge-
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samten SensitivitdtsanalyseprozeB nicht so gravierend. Die beiden Methoden sind in
Bild 10.5 nochmals einander gegenlibergestellt.

Flr den sehrunwahrscheinlichen Fall, daB am Verzweigungspunkt G,y nichtim Bild von
K liegt, wird auf Kapitel 7.2.2 und Reitinger, Ramm (1994,5) verwiesen. Fir die Ablei-
tung des kritischen Lastfaktors ergibt sich d_xc — —co . Diesinnvollste Methode zur Ver-
meidung daraus resultierender Probleme ist die Wahl einer anderen Tragwerksparame-
trisierung, so daB die mit einer Optimierungsvariablen verknlpfte Formanderung nicht
mehr affin zum Singulérvektor ist. Alternativ kann die ins Unendliche gehende Sensitivi-
tat auch durch eine obere Schranke begrenzt oder durch einen Differenzenschritt
/2 ¢ Krud ¢ ¢7 Gpux

dis _ MO) — MAX) _ (¢7 KruAup d )?

dx AX Ax
gewonnen werden. Den EinfluB des Schrittes Ax verdeutlicht Bild 7.5.

(10.18)

Die Berechnung der Ableitung nach (10.14) gilt zwar auch fur Durchschlagspunkte, je-
doch ergeben sich flr diesen Sonderfall einige Vereinfachungen. Der Durchschlags-
punkt korreliert mit 7 G,, = 0und somit kann aus Gleichung (10.6) direkt die Ablei-
tung des Lastfaktors gewonnen werden:

dhe _ _ 4 G
dx ¢ G,
Diese Form wird auch in Wu, Arora (1988) angegeben. Die Berechnung von % bzw.

%tl am Durchschlagspunkt erfolgt wie in Kapitel 7.2.3. angegeben.

Um nun den Aufwand flr die Berechnung der Ableitung des kritischen Lastfaktors zu
beschreiben, werden die in Bild 10.5 zusammengetragenen Gleichungen herangezo-
gen. Wie schon mehrfach erwéhnt, werden im Rahmen der semi—analytischen Gra-
dientenberechnung die elementspezifischen Ableitungen Kq,xund G,ydurch einen fini-
ten Differenzenschritt gewonnen. Fiir die erste Variable mussen in einem Durchlauf Ober
alle finiten Elemente die Ungleichgewichtskrafte G und die Tangentensteifigkeitsmatrix
K;ander Stelle (uc, M, x+Ax) aufgestellt werden. Da gleich die skalare GroBe a gebil-
det wird, entféllt die Abspeicherung von K; . Mit der einmal zerlegten Steifigkeitsmatrix
ergeben sich Aupund Au,, bzw. Aug, durch zweimaliges Rickwértseinsetzen. Mit der
zusétzlichen Steifigkeitsmatrix an der Stelle (uc+€ ¢ , A, X) lassen sich der Vektor h
aufbauen und damit die Skalare b und ¢ berechnen. Bei allen weiteren Variablen mus-
sen jetzt nur noch jeweils G und K, an der Stelle (ug, e, X+AX) aufgestellt und die ska-
laren GroBen a und b gebildet werden. Die direkte Methode benétigt noch zusétzlich
ein Rlckwdrtseinsetzen. Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB bei groBen Syste-
men die Zerlegung von K;am aufwendigsten ist. Das Riickwartseinsetzen und die Ma-
trix— und Vektoroperationen benétigen gerade im Vergleich zum Aufstelien von Ky und
G sehr wenig Rechenzeit.

(10.19)
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adjungierte Methode direkte Methode

1. Variable x;: -
h=Kpu ¢ ¢ =~ {Kelto+ €9 2eX) ¢ — KplusFeoX) ¢ )
Aup =K' P Aup = K71 P
Au, =K;"th ‘ —~
G, =~ ( GlUo ho Xy + AX;) — Gliihis X;) )

Axy
Ky ox, = A1X ( Kylto Ao Xy + AXy) — Kp(tg Ao X))

Aug, = — K71 Gy,

a= ¢ KTf)(1 ¢ a= ¢ Kpx, ¢
b = Aul G, b = hT Aug,
¢c=h' Au ¢ =h' Au
P dhe . @k b P
LT

nachste Variablen x;:

G,xI S —L( G(ug, A, X; + AXi) —_ GLU/C')‘GK)/)

Ax;
Krox, = 31;1( Kr(Uo Ao X; + AX) = Kp(tg Ag X))
Aug, = — K71 Gy,
a=¢KT,x¢ a"'¢KTvx|¢
b = Aul Gy, b=h'"Aug,

Bild 10.5: Sensitivititsanalyse

Die Sensitivitatsanalyse erweist sich als weniger empfindlich gegeniiber dem Singulér-
werden von Ky, als dies beim Berechnen der kritischen Punkte mit den erweiterten Sy-
stemen der Fall war. Insbesondere bei Verwendung der in Kapitel 4 gezeigten Penalty—
Verfahren, die ja gar nicht zulassen, da Ky echt singulér wird, tauchen keine Probleme
auf. Wenn dann doch Probleme auftauchen sollten, kénnen die in Kapitel 7.2.1 erwéahn-
ten Techniken angewandt werden.

In Reitinger, Ramm (1993) wird noch eine weitere Alternative zur Berechnung der Sensi-
tivitaten angegeben, die hier in Bild 10.6 zusammengefaBt ist. Der wesentliche Unter-
schied zu oben liegt in der Kontraktion mit dem Vektor hy anstatt mit dem Singularvek-
tor ¢. Dies hat zur Folge, daB bei der Berechnung des kritischen Lastfaktors die
Ableitung des Eigenvektors -£— nicht entfallt. Da dieser Term aber in den meisten Fallen
keine groBe Rolle spielt, kann er vernachlassigt oder, wie in Bild 10.6 (vgl. auch Kapitel
9.2) angegeben, approximiert werden. Ausgehend von der Eigenwertgleichung
(K; — ol)¢ =0 148t sich auf konstantem Lastniveau die Sensitivitat des Eigenwerts
Z‘” und damit die Gleichung fiir ~—(?— aufstellen. Wie schon in Kapitel 9.2 (Gleichung
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(9. 13) wird auch hier der EinfluB der Verschiebungsanderungen auf E‘% Uber den Term
KT'ud vernachlassigt, so daBanger&)ommen werden kann, daB —— i XT = Kxgilt.
Bei der Losung der Gleichung flr e kénnen wieder die Methoden bei singulérer Sy-
stemmatrix, z.B. Nelson's Methode, Rangkorrektur, angewandt werden. Diese Formu-
lierung beinhaltet gegendiber der oben gezeigten Sensitivitdtsanalyse zwar eine Nahe-
rung bzgl. —=, jedoch haben Vergleiche gezeigt, daB die Ableitungen beider
Methoden sehr gut (ibereinstimmen. Es muB aber noch weiter gepriift werden, welches
Verfahren sich numerisch stabiler verhalt. Dies ist ein sehr wichtiger Punkt, da numeri-
sche Probleme infolge der Singularitat von Ky, schlecht gewéhitem Penaltyfaktor, zu
geringe Genauigkeit bei der Berechnung des kritischen Punktes usw., zumindest liber-
priift werden sollten,

Gughe,X) = 0
Ki{ughe, ) ¢ = O
Ableitung bzgl. x: et
du dA
KTd—x"+G,x d°+G,x—o 0]
du do
K ch + Kpx) ¢+ Ky—= dx =0 (m
aus (): Aup = =KV G, =K P
Aug, = = K;™'- Gy
dug _ o
a‘ = AUP dx -+ AUGX
mit: hy = KyAup ¢
d
hy = ( Ky + Kpudlig ) & + KT-J%
dx hTh
aus (II): G L L2
w & = 2
4 . dd . dp . . .
Abschétzung fur—dx—, wenn nI’Cht KTW =~ 0 gilt:
LT Ve e Y
Kr—ol )¢ =092 - 47K : -1
( T w)¢ dX q) T:x¢ , wenn ”4’”

Bild 10.6: Alternative zur Sensitivitatsanalyse

Zusammenfassend sei also gesagt, daB die Sensitivitdtsanalyse sehr effizient durchge-
fahrt werden kann. Es ist vor allem keine lteration notwendig. Dies fGhrt deutlich vor Au-
gen, daB Verfahren ohne Verwendung von Ableitungen, die aber dann mehr Funktions-
werntberechnungen, also Gleichgewichtsiterationen, woméglich sogar komplett vom
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unverformten Zustand bis hin zum kritischen Punkt, benétigen, mit hoher Wahrschein-
lichkeit sehr schiechtabschneiden. Die Verwendung von semi—analytischen Techniken
haltzudem den Programmieraufwand fiir die Sensitivititsanalyse in Grenzen und liefert
Ergebnisse mit ausreichender Genauigkeit. Die Verwendung einer zentralen Differen-
zenmethode erlaubt die Uberpriifung der Zuverldssigkeit der Gradientenberechnung.

10.2.3 Kopplung mit Optimierungsalgorithmus

Kapitel 8.4 beschreibt bereits, wie unter Verwendung eines SQP ~Verfahrens, hier von
Schittkowski (1981), die Suchrichtung flir die Optimierungsvariablen x und die Lagran-
ge—Multiplikatoren g, v nach Gleichung (8.7) erzeugt wird. Die Lagrangefunktion
beinhaltet den kritischen Lastfaktor Ac und eventuell noch einige Nebenbedingungen

L n, v) =2 + ... (10.20)
so daB fiir die Berechnung der Suchrichtung die ersten und zweiten Ableitungen von
A bendtigt werden. Die ersten Ableitungen berechnen sich, wie im vorangegangenen
Kapitel gezeigt, die zweiten werden durch BFGS~Verfahren approximiert. Auf die Not-
wendigkeit von Line—-Search—Verfahren und Abstiegsfunktionen wird in Kapitel 8.4
schon hingewiesen. Hier sei nur noch dazu gefligt, daB die Abstiegsfunktion als Ziel-
funktionsanteil den Lastfaktor enthalt

fierit = A + e (10.21)

und daB in die Line—Search—Prozedur eingegriffen wird, falls bei der Strukturanalyse
Probleme auftauchen sollten. Und zwar kann es passieren, daB infolge schlechter Hes-
sematrix der Suchschritt mit dem aktuellen o

X X AX
B =[ u] +o-| Ap (10.22)
v Y Ja Aw

zu groBe Forménderungen am Tragwerksentwurf erzeugen. Wenn bei der Berechnung
des kritischen Lastfaktors am neuen Entwurf A;(x+aAxX) mit dem erweiterten System
(vgl. néchstes Kapitel) keine ausreichende Konvergenz festzustelien ist, wird abgebro-
chen und ein neuer Linesearchschritt mit kieinerem o erzwungen (Bild 10.3). Daf(ir wird
beim Abbruch fir den Lastfaktor nach

Ao = € hg gy O<e<i (10.23)
ein willkarlicher Wert gesetzt. Dieser orientiert sich am zuletzt erreichten Lastfaktor und
bewirkt mit Werten flrr ¢, die bei 0.3 bis 0.8 liegen kdnnen, daB die Meritfunktion keinen
Optimierungsfortschritt anzeigt und somit a neu berechnet wird. Bei Konvergenz der
Strukturanalyse lauft dann die Linesearchprozedur wie gewohnt weiter.
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10.2.4 Wiederberechnung bzw. Strukturanalyse 2

Die Verwendung der erweiterten Systeme zur direkten Berechnung des kritischen
Punktes wahrend des Optimierungsfortschrittes erlaubt es, auf die Methoden der Pfad-
verfolgung, die ja in die Nahe des kritischen Punktes filhren sollen, zu verzichten. Als
Startpunkt flir die lteration kann der zuletzt erreichte kritische Punkt, also aus der kom-
pletten Strukturanalyse zu Beginn oder aus der Analyse im vorhergehenden Optimie-
rungsschritt herangezogen werden (Bild 10.7).

perfektes Tragwerk imperfektes Tragwerk
| (eusrE I
direkte Berechnung MIEHERERBVOE
des singuléren T
Punktes
ialter Entwuirt
© singuldrer Punkt
u u

Bild 10.7: Wiederberechnung

Aus den Méglichkeiten flr die Wahl des Startvektors fiir den Singulérvektor nach Kapitel
4.8.1 ist sicherlich der Eigenvektor aus einer Eigenwertberechnung nach
(Kt — wl)¢ =0 vorzuziehen, da sich seine Verwendung meist positiv auf das Konver-
genzverhalten auswirkt. Hier bietet sich noch zusatzlich eine weitere sehr gute Méglich-
keit an. Der Singularvektor des vorigen Optimierungsschrittes liegt ja bereits vor und
kann ohne zusétzlichen Aufwand, den z.B. eine Eigenwertberechnung erfordert, als
Startvektor verwendet werden. Jedoch besteht hierbei natiirlich die Gefahr, daB beim
Optimierungsfortschritt mehrere Verzweigungspunkte die Reihenfolge tauschen und
somit eventuell nicht der tiefste Verzweigungspunkt erreicht wird (Bild 10.8).

Wird dies bei der Betrachtung der Hauptdiagonalglieder der LDLT—zerlegten Steifig-
keitsmatrix festgestellt, so findet in Anlehnung an Kapitel 4.8.1 am erreichten Punkt B
in Bild 10.8 eine Eigenwertanalyse statt. Der zum niedrigsten Eigenwert gehérende Ei-
genvektor gelangt als Startvektor zum Einsatz und die lteration startet wieder am kriti-
schen Punkt des alten Entwurfs (Punkt A in Bild 10.8). Am erreichten neuen kritischen
Punkt (Punkt C) wird wieder Uberprift, ob der niedrigste erreicht werden konnte.
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A Eigenwertberechnung
/ mit
Ki~olo =0

\ direkte Berechnung des

kritischen Punktes mit
: altem Singularvektor als
@ Startvektor

S

direkte Berechnung

des kritischen Punktes © singuldrer Punkt
mit Eigenvektor als

Startvektor

u

Bild 10.8: Wiederberechnung des niedrigsten kritischen Punktes

Kann bei der direkten Berechnung des kritischen Punktes mit dem erweiterten System
keine ausreichende Konvergenz erreicht werden, wird so verfahren, wie im vorange-
gangenen Kapitel 10.2.3 beschrieben.

direkie Berechnung Singulérpfadverfolgung
ab altem Entwurf

o singuldrer Punkt imperfekt

imperfekt

u u

Bild 10.9: Wiederberechnung des imperfektionen Tragwerks

Die Ber{cksichtigung der Imperfektionsempfindlichkeit erfordert die Berechnung des
kritischen Punktes der durch Imperfektionen behafteten Struktur, Dabei bieten sich zwei
Méglichkeiten an. Die erste in Bild 10.9 startet am zuletzt erreichten imperfekten kriti-
schen Punkt des vorigen Optimierungsschrittes, wiederum ohne den Einsatz von Pfad-
verfolgung. Die zweite Mdglichkeit basiert auf der Singulérpfadverfolgung, startend am
kritischen Punkt der perfekten Struktur des aktuellen Optimierungsschrittes. Fiir die Be-
rechnung des kritischen Punktes kann der Verschiebungsvektor als Startvektor fir den
Singulérvektor Vorteile bringen, ndmlich gerade dann, wenn der kritische Punkt ein
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Durchschlagspunkt ist. Jedoch erweist sich die oben genannte Methode, Verwendung
des Singularvektors aus letztem Optimierungsschritt und Kontrolle, ob der niedrigste
kritische Punkt erreicht ist, als sehr geeignet. Es sei noch angemerkt, daB bei Berlick-
sichtigung der Imperfektionsempfindlichkeit die Strukturanalyse der perfekten Struktur
nur notwendig wird, um den Imperfektionsvektor anzupassen. Bei Verwendung fest vor-
gegebener Imperfektionsformen, bei denen keine Informationen des perfekten Sy-
stems, z.B. Singuldrvektor oder aus Eigenwertberechnungen, notwendig sind, kann auf
die Analyse der perfekten Struktur auch verzichtet werden.

10.2.5 Imperfektionsformen

Die Modifikatiors des Tragwerks durch geometrische Imperfektionen bildet die Grund-
lage der Berlicksichtigung der Imperfektionsempfindlichkeit. Dabei wird eine Maximal-
amplitude fir die geometrische Stdrung vorgegeben. Dies entspringt dem Gedanken,
daB bet Vorgabe bestimmter Fertigungstoleranzen diese Toleranz als Amplitude ver-
wendet werden kann, um die negativen Einfliisse der Formabweichungen abzupriifen,
Die Amplitude orientiert sich haufig an der Wanddicke, z.B. 1.5—fache Wanddicke oder
am Verhaltnis von Radius und Wandstarke usw.. In der Regel sind die Amplituden relativ
klein. Bei groBen Amplituden ist auf jeden Fall zu Giberpriifen, ob der negative Einflug
bei kleineren Ampilituden vielleicht sogar groBer ausfllt (Bild 10.10). Bei dieser Situa-
tion wére es unsinnig die Optimierung bei groBen Imperfektionen durchzufithren, da da-
bei das kritische Imperfektionsverhalten gar nicht erfaBt werden wiirde.

© singuldrer Punkt

imperfekt mit zunehmender
Imperfektionsamplitude

Bild 10.10: sehr groBe Imperfektionsamplituden

Nach der Diskussion der GréBe der Imperfektionen ist die Frage nach der Erzeugung
der Imperfektionsformen noch offen. Dafir stehen folgende Méglichkeiten zur Verfi-

gung:
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a) Singulérvektor: Der bei der direkten Berechnung des kritischen Punktes der perfek-
ten Struktur anfallende Singularvektor wird als Imperfektionsvektor verwendet.

b) Eigenvektor: Die Eigenvektoren aus einer Eigenwertberechnung im unbelasteten
Zustand, am kritischen Punkt des perfekten Systems oder auch an anderen Stellen kon-
nen zur Verflgung gestelit werden.

¢) Verschiebungsvektoren: Aus vorab durchgefiihrten Berechnungen, z.B. mit Ein-
zellasten an kritischen Imperfektionsstellen, abgespeicherte Verschiebungsvektoren
bieten eine weitere Moglichkeit.

d) Uberlagerung: Insbesondere bei Verwendung von Eigenvekioren erscheint es er-
forderlich zu sein, verschiedene Formen zu Uiberlagern. Dabei werden die Einzelformen
zuerst alle gleich skaliert, z.B. auf gleiche Norm oder gleiche Maximaltotalverschie-
bungskomponente, und dann mit Benutzerwichtungsfaktoren zu einem Imperfektions-
vektor zusammengebaut. Bild 10.11 zeigt eine solche Uberlagerung mit Eigenformen,
die bzgl. ihnrer Maximalkomponenten mit den Faktoren 2 und 1 skaliert wurden. Die Im-
perfektionsform besitzt als Maximalkomponente die Imperfektionsamplitude a.

1. Eigenvektor
( skaliert mit
Faktor 2)

2. Eigenvektor
( skaliert mit
Faktor 1)

Ausgangsform imperfekie Struktur
( Imperfektions-
amplitude a ) P g

Bild 10.11: Uberlagerung von Eigenformen als Imperfektionsvektor

Der Imperfektionsvektor liegt dann vor in Komponenten bzgl. der Systemfreiheitsgrade
und muB umgerechnet werden in globale Knoten—Koordinaten, die auch der Struktur-
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beschreibung dienen. Nach der Skalierung auf die imperfektionsamplitude kann die
Strukturgeometrie modifiziert werden.

Dabeifortschreitender Optimierung die Imperfektionsform, bestehend aus Eigenvekto-
ren, immer wieder angepaBt wird und die Eigenvektoren ihre Reihenfolge dndern kén-
nen, kann es wlnschenswert werden, aus den zur Verflgung stehenden Formen ganz
bestimmte herauszusuchen. Dies geschieht unter Ausnutzung der Orthogonalititsei-
genschaften zwischen den einzelnen Eigenformen. Die aktuellen Vektoren ¢' werden
mit den zuletzt gespeicherten L verglichen und mit

» 0 +— gleich

()T ¢ =~ 0 > verschieden
<0 = (¢leiche Form, umgekehrtes Vorzeichen

die zu verwendenden identifiziert. Damit kann auch das Vorzeichen, das sich ja sowohl
bei den Eigenvektoren als auch beim Singularvektor willkiirlich ergibt, kontrolliert wer-
den.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden zwar nur geometrische Imperfektionen ein-
gesetzt, jedoch bereitet die Bertcksichtigung anderer Arten, z.B. Abweichungen in der
Laststellung, der Lagerung oder den Materialkennwerten, keine prinzipiellen Probleme.

10.2.6 Frage nach der ungiinstigsten oder maBgebenden Imperfektionsform

Die verschiedenen Entwurfsphilosophien, die maBgebende Imperfektionsform betref-
fend, sollen hier nicht diskutiert werden. Ob die absolut unglinstigste Imperfektionsform
berlicksichtigt werden mufl oder eine aus fertigungstechnischen Grinden resultie-
rende, eine bei hnlichen Tragwerken gemessene oder ob gar stochastische Methoden
einflieBen mussen, ist wohi bei jeder neuen Entwurfsaufgabe auch neu zu beleuchten.

Die hier in Bild 10.3 vorgestelite Orientierungsprozedur erlaubt es, all die verschiede-
nen Mbglichkeiten, unglnstigste, gemessene oder sonstige maBgebende Formen, ein-
flieBen zu lassen. Das ist nur eine Frage des Aufwandes, der dann bei jeder Strukturbe-
rechnung betrieben werden soll, um die Imperfektionen zu erzeugen. Bei den spéater
gezeigten Beispielen wurde als Imperfektionsform der Singulérvektor oder eine ungiin-
stige Kombination aus Eigenvektoren verwendet. Die unglinstige Kombination wurde
durch mehrere Testlaufe vor Optimierungsbeginn verifiziert und eventuell wéhrend des
Optimierungsfortschrittes manuell kontrolliert und bei Bedarf verandert.

Es wére auch denkbar, das hier gezeigte Optimierungsverfahren nicht zur Maximierung
der Traglast, sondern zur Minimierung derselben bei auftretenden Imperfektionen zu
nutzen, um eben die unginstigste imperfektionsform zu finden. Dabei wiirden die Opti-
mierungsvariablen den Imperfektionsvektor anstatt des Tragwerksentwurfs beschrei-
ben. Die Ldsung eines solchen Unteroptimierungsproblems innerhalb jeder lteration
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bei der Maximierung der Traglast wirde jedoch zu einem immensen Rechenzeitzu-
wachs flthren.

10.3 Alternative Verfahren zur Optimierung geometrisch nichtlinearer
Strukturen

In der Literatur tauchen noch einige andere Optimierungsverfahren auf, die sich mit
geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten auseinandersetzen. Jedoch bleiben dabei
héufig die Imperfektionen unbericksichtigt oder das Stabilitatsverhalten wird nur ap-
proximativ erfat. Nachfolgend werden einige Verfahren und deren wesentliche Merk-
male in chronologischer Reihenfolge kurz beleuchtet.

Rosen und Schmit (1979,1980,1981) beschreiben ein Verfahren zur Gewichtsminimie-
rung von Fachwerken, wobei das geometrisch nichtlineare Verhalten fur die Optimie-
rung nur approximiert wird. Als Imperfektionen finden Vorverkrimmungen und ~ver-
drehungen der Einzelstdbe Verwendung. Die Autoren rdumen selbst ein, daB bei stark
geometrisch nichtlinearem Verhalten die Approximation zu groBen Schwierigkeiten
fUhrt.

Khot (1983) verfolgt die idee, das Zusammentfallen von Eigenwerten durch ein vorgege-
benes Intervall zu verhindern, um dadurch die Imperfektionsempfindlichkeit zu reduzie-
ren. Die Nichtlinearitaten finden tber die Eigenwertgleichung (K — AMg) ¢ =0 mitder
geometrischen Steifigkeitsmatrix Kg Eingang in ein Optimalitatskriterienverfahren.
Geometrisch nichtlineare Analysen der optimierten Fachwerkstrukturen ergeben, daB
die Berechnung der kritischen Last durch die Eigenwertgleichung oft viel zu hoch liegt.
Die Trennung von Eigenwerten bringt nicht den gewiinschten Erfolg bei der Vermei-
dung der Imperfektionsempfindlichkeit. Es wird darauf hingewiesen, daB ein solches
Opiimierungsverfahren unbedingt auf geometrisch nichtlinearen Analysen basieren
sollte.

In Khot und Kamat (1985) wird flr Fachwerke eine Rekursionsformel fir ein Optimali-
tatskriterienverfahren basierend auf den Gleichungen

G=R-MP =0 (10.24)

detK; =0 (10.25)
angegeben. Die Optimierungsprozedur verfolgt das Ziel, das Gewicht zu minimieren
und am Optimum den kritischen Punkt nicht zu Uberschreiten. Die Imperfektionsemp-
findlichkeit soll reduziert werden, durch das Vermeiden von zusammenfallenden kriti-
schen Punkten. Die Rekursionsformel, basierend auf einer gleichmaBig verteilten nicht-
linearen Forméanderungsenergiedichte, fihrt jedoch nicht immer zum optimalen
Tragwerk, insbesondere dann, wenn Verzweigungsprobleme ins Spiel kommen.
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Das Verfahren von Kamat und Ruangsilasingha (1985) kommt demin dieser Arbeit be-
schriebenen schon néher. Die Berechnung der kritischen Belastung erfolgt (iber die Be-
dingung detK; = 0 mit Nullstellensuche. Die Ableitungen basieren ebenfalls auf den
Gleichungen (10.24) und (10.25) was sich dann als komplizierter erweist als bei Verwen-
dung von Ky ¢ = 0als Bedingung fir einen kritischen Punkt. Das Verfahren zur Maxi-
mierung der kritischen Last unter Nebenbedingungen, z.B. konstantes Volumen, be-
schrénkt sich dann auch nur auf Fachwerke, und die Imperfektionsempfindlichkeit
bleibt unbericksichtigt. Eine wichtige Aussage in dieser Arbeit besagt, daB die kritische
Last mit hoher Genauigkeit berechnet werden muB.

Wurund Arora (1987,1988) beschreiben ein Verfahren, bei dem die kritische Last durch
ein Eigenwertproblem ndherungsweise oder durch ein Bisektionsverfahren genauer
bestimmt wird. Da die Steifigkeitsmatrix singuldr ist am kritischen Punkt, wird bei der
Gleichungslésung mit Ky nur deren linearer Anteil verwendet. Bel der Berechnung der
Ableitung am kritischen Punkt wird aufgrund von Problemen mit der Singularitét von Ky
von drei Alternativen eine favorisiert, die jedoch nur flr Durchschlagspunkte gilt. In der
Zusammenfassung wird betont, daB A¢ mit hoher Genauigkeit berechnet werden muf
und daB fir die volle nichtlineare Strukturanalyse in jedem Optimierungsschritt unbe-
dingt automatische Schrittweitenanpassung erforderlich wird. Bei den Beispielen, die
sich allerdings nur mit Fachwerken befassen, erweist sich die Sequentielle Quadrati-
sche Programmierung (SQP) als sehr robust.

Bei Smaoui und Schmit (1988) werden nur Fachwerke und infolge dessen Vorverfor-
mungen von Fachwerkstében als Imperfektion behandelt. Die Optimierungsaufgabe
und die Strukturanalyse werden hier simultan geldst. Die unbekannten Verschiebungen
werden also als unabhangige Optimierungsvariablen betrachtet und die Gleichge-
wichtsbedingungen finden als Gleichheitsnebenbedingungen Eingangin die Formulie-
rung des Optimierungsproblems. Zur Lésung kommt ein "Generalized--Reduced—
Gradient—Algorithmus” in Verbindung mit einer aktiven Satz—Strategie zum Einsatz.
Die Variablen werden automatisch unterteilt in "basic”~ und "non-basic”—Variablen,
Durch Newton—{terationen in Verbindung mit Sekanten—tpdate oder durch konju-
gierte Gradientenverfahren werden die "basic”—Variablen durch Erflillen der aktiven
Gleichheitsnebenbedingungen ermittelt. Die automatische Aufteilung der Variablen
trennt wohl doch im wesentlichen die Strukturvariablen von den strukturbeschreiben-
den Optimierungsvariablen. Jedoch kann hierbei die Méglichkeit der effizienten Aufstel-
lung der Steifigkeitsmatrix K nicht genutzt werden. Die Verwendung von Quasi—New-
ton~Verfahren mit Sekanten—Update oder von konjugierten Gradientenalgorithmen
erweist sich bei der Strukturanalyse meist nicht als vorteilhaft. Um nun bei der Gewichis-
minimierung Instabilititserscheinungen zu vermeiden, wird eine Herationszihlung ein-
geflhrt und bei schlechter Konvergenz auf nahende Instabilitdtsprobleme geschlos-
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sen. In diesem Fall wird dann innerhalb einer Line~Search~Prozedur die Variablen—
dnderung verkleinert. Diese Methode ist sicherlich nicht geeignet, um komplexen
Instabilititsphdnomenen zu begegnen.

Die Gewichtsminimierung von Fachwerken Iésen Levy und Perng (1988) durch Anwen-
dung einer Rekursionsformel innerhalb einer Optimalitétskriterienmethode. Dabei wird
fir jeden Entwurf eine komplette Analyse bis zum Erreichen eines kritischen Punktes
durchgeflhrt und dort dann die Rekursionsformel zur Verbesserung des Entwurfs an-
gewandt.

Bei Park und Choi (1890} wird die Sensitivititsanalyse der durch Eigenwertprobleme
abgeschatzten kritischen Last gezeigt. Die Eigenwertprobleme werden an Gleichge-
wichtspunkten unterhalb des kritischen Lastniveaus aufgestellt. Je naher der Gleichge-
wichtspunkt am kritischen Punkt liegt, umso besser wird die Approximation durch die
Eigenwertberechnung. Jedoch lassen sich flr die Ableitungen der kritischen Last bei
Annéherung an den kritischen Punkt nahezu beliebige Zahlen erzeugen. Dort kommt
wohl die Singularitét der Steifigkeitsmatrix ins Spiel und es miissen GegenmaBnahmen
ergriffen werden.

Ringertz (1991) beschreibt die Gewichtsminimierung bei einer vorgegebenen Bela-
stung mit der Nebenbedingung, daB die Eigenwerte der Tangentensteifigkeitsmatrix
positiv sein sollen. AuBer den Entwurfsvariablen werden die Verschiebungen als Varia-
blen und Gleichgewichtsbedingungen als Gleichheitsbedingungen eingefiihrt. Um Un-
stetigkeiten in den Nebenbedingungen fir mehrere in Frage kommende niedrigste Ei-
genwerte von K; zu vermeiden, wird eine Transformation mit einer Barrieretechnik
angewandt, die es ermdglicht, diese Nebenbedingungen der Zielfunktion zuzuschla-
gen. Bei den Beispielen finden sich Schalentragwerke, allerdings bei Verwendung von
nur sehr wenigen Entwurfsvariablen. Die Imperfektionsempfindlichkeit bleibt unberiick-
sichtigt.

Becker (1992) schlagt die Verwendung einer Bound - Formulierung, dhnlich dem in Ka-
pitel 9.5.3 beschriebenen Verfahren, vor. Die Boundvariable stellt dabei das unter der
kritischen Last liegende Lastniveau, an dem dann eine Eigenwertabschéatzung der kriti-
schen Last erfolgt, dar. Die Optimierung bedeutet also die Maximierung des zur Bound-
variable gehdrenden Lastniveaus unter den Nebenbedingungen, daB dieses Lastni-
veau unter dem aus der Eigenwertberechnung approximierten liegt. Bei der
Sensitivititsanalyse werden einige Ndherungen eingefihrt. Die Imperfektionsempfind-
lichkeit flieBt Gber das Konzept der reduzierten Membranbeulung (Croll (1975), Wittek
(1980)) ein.

In Pezeshk (1992) wird die Optimalititskriterienmethode von Khot und Kamat (1985)
nochmals aufgegriffen und erweitert. Bei den Beispielen findet sich neben Fachwerken
jetzt auch ein Beispiel mit dreidimensionalen Balkenelementen.
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Le Tallec und Halard (1993) zeigen eine Methode, bei der die Strukturvariablen den Op-
timierungsvariablen und die Gleichgewichtsbedingungen den Nebenbedingungen zu-
geschlagen werden. Das Optimierungsproblem, bei dem das Gleichgewicht erst am
Optimum erfilltist, wird durch einen Newton—Algorithmus effektiv gelést. Die Sensitivi-
tatsanalyse erfolgt durch Differenzenbildung. Stabilitdtsphdnomene und Imperfektions-
empfindlichkeit, die ja gerade mit geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten in Ver-
bindung stehen, bleiben génzlich unberlcksichtigt.

Die in Polynkin et al. (1995) gezeigte Methode verzichtet auf eine direkte Sensitivititsa-
nalyse. Die Sensitivitaten flieBen vielmehr Uber Funktionsauswertungen fir mehrere
Tastschritte ein. Dafiir sind dann jeweils komplette nichtlineare Analysen bis zum kriti-
schen Punkt notwendig. Da die Sensitivitatsanalyse im Vergleich zur kompletten Struk-
turanalyse sehr kostenglinstig ist, erscheint die Methode als sehr aufwendig. Die kriti-
schen Punkte selbstwerden nur ungenau berechnet und die Autoren rdumen selbst ein,
dafB dort verbesserte Methoden verwendet werden soliten.
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11 Beispiele

Dieses Kapitel behandelt Beispiele, die mit der in Kapitel 10 vorgesteliten Optimierungs-
methode bearbeitet werden. Als Ziel soll die Steigerung der Tragwerkseffizienz im Vor-
dergrund stehen. Ganz konkret bedeutet dies die Verbesserung des Stabilitats— und
Imperfektionsverhaltens bei gleichbleibendem Materialvolumen.

Das erste Beispiel beschéftigt sich mit einer Faltwerksstruktur, aus ebenen Teilen zu-
sammengesetzt. Als Optimierungsvariablen dienen nur Querschnittswerte. Trotz der
Verwendung nur sehr weniger Variablen kann das Tragwerk stark verbessert werden.

Das zweite Beispiel zeigt die Optimierung eines ebenen Bogentragwerks. Bei gleichzei-
tiger Verwendung von Form— und Querschnittsvariablen kann eine brauchbare und
sinnvolle Bogenform gefunden werden.

Das dritte Beispiel handelt von der Formfindung eines Schalentragwerks. Das raumlich
gekrimmte Flachentragwerk wird durch Form— und Querschnittsvariablen bzgl. sei-
nes Stabilitdts— und Imperfektionsverhaltens verbessert. Dieses Beispiel demonstriert
die Tauglichkeit der vorgestellten Optimierungsprozedur auch fiir Beispiele mit vielen
Variablen, d.h. Optimierungsvariablen und Strukturvariablen.

11.1 Versteiftes Paneel

Das in Bild 11.1 dargestellte versteifte Paneel wurde u.a. schon von Tveergard (1973, 4
und 1973,5), Ise (1981) und Bernhardi (1985) analysiert. Es handelt sich um dasselbe
Problem, das schon in der Einleitung (Kapitel 1.4.2) angesprochen wurde.

’é////c{%////,{% Axialdruck p i

2

E = 209 000 -

mm?2
v =03

Navier—Lagerung

'y
7%/////%/////%‘/ 1000 mm

Bild 11.1: Beschreibung des versteiften Paneels
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Das Paneel hat in Querrichtung eine unendliche Ausdehnung und ist in L&ngsrichtung
durch Axialdruck belastet. Die belasteten Rénder sind Navier—gelagert und die Quer-
ausdehnung bleibt unbehindert. Fir die Berechnung wird nur ein Teil des Paneels mit
entsprechenden Symmetrierandbedingungen verwendet. Die MaBe und Materialdaten
daflr sind in Bild 11.1 angegeben. Des weiteren findet sich dort die Diskretisierung mit
finiten Elementen unter Verwendung des von Blichter (1992) formulierten isoparametri-
schen Schalenelementes flir groBe Verschiebungen und Rotationen. Es arbeitet mit
sechs Freiheitsgraden pro Knoten entlang der Kante zwischen Paneel und Steife, um
die Faltwerkswirkung zu modellieren. Das Schalenelement kommt achtknotig mit 2x2
GauBpunkten unterintegriert zum Einsatz, um Versteifungseffekte ("Locking”), die bei
3x3 Vollintegration auftauchen kénnen, zu vermeiden.

Die Lastverformungskurve des perfekten Paneels fir die Mittendurchbiegung uy, an der
Steife istin Bild 11.2 aufgetragen. Bei einer Belastung von ppe,s=256.6 N/mm2 kann ein
Verzweigungspunkt lokalisiert werden. Der Singuldrvektor hat dort die Form des globa-
len Ausknickens der Gesamtstruktur (siehe Bild 11.2). Die gleichen Verformungen stel-
len sich ein beim Verfolgen des Sekundarpfades. Die Verwendung dieses Singulérvek-
tors als Imperfektionsform mit einer Amplitude von a=10mm fGhrt auf die
Lastverschiebungskurve fir die imperfekte Struktur mit einem Durchschlagspunkt bei
Pimp=194.7 N/mm2. Eine Verdoppelung der Anzahl finiter Elemente, filhrt auf eine An-
derung der kritischen Last um weniger als 1 %o. Das verwendete finite Elementmodeil
besitzt somit eine ausreichende Genauigkeit. Eine Vergleichsberechnung eines Pa-
neels mit einer Steifenhdhe von hgy=140 mm bei sonst gleichen Abmessungen fihrt mit
Ppert=295 N/mm?2 auf genau die von Ise (1981) angegebene Last des entsprechenden
Paneels.

Axialdruck [N/mm?] Verschiebungs-
300 komponente U,
Verzweigungspunkt
I 256.6 o

200+ 194.7 —

Durchschlags

punkt Si . .
100F . inguldrvektor Imperfektions-
imperfekt bzw. Deforma- > figur
perfekt tionsfigur auf
0 Sekundarpfad

-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung umy, [mm]

Bild 11.2: Lastverschiebungskurven fur Ausgangsform

181



AuBer dem Singularvektor wurden auch noch andere Eigenformen und verschiedene
Kombinationen von Eigenformen, alle skaliert auf die Maximalamplitude vona=10 mm,
Uberprift. Jedoch fuhrt die Verwendung des Singuléarvektors auf die niedrigste auf-
nehmbare Last, so daB dieser als maBgebende Imperfektionsform verwendet wurde.

Das Optimierungsproblem |48t sich wie folgt formulieren:

Ziel: max p — maximale Versagenslast
Nebenbedingung: g= ‘\\7/; -1=0 — konstantes Volumen
Variablen: tp — Paneeldicke

ty — Steifendicke
Variablenrestriktionen: 12 mm = t, < 18 mm

Die Verwendung der Nebenbedingung flir konstantes Volumen hat zum einen zur
Folge, daB die resultierende Kraft aus der Druckbelastung gleich bleibt. Weiter [48t sich
fir die erflllte Nebenbedingung folgender Zusammenhang zwischen den Variablen
angeben

Atg = — 7.576 - Atp (11.1)
Das heiBt, bei explizit erfliter Nebenbedingung handelt es sich um ein Optimierungspro-
blem mit nur einer Variablen. Somit 188t sich auch das Diagramm in Bild 11.3 erstellen.

300

| Versagenslast [N/mm?]
275+

250

2@%‘

200

~-_im~perfekt

D ey
ey
oy
-y
Sy

175

150
12 | 18 14 15 16 17 18

0Axialdruck [N/mm?2] dAxiaIdruck [N/mm?] Axialdruck [N/mm?2]

30 30 300
200¢ 200 200t
100} 100] 100}
0 U [mm] 0 0 , U [mm]
0 50 100 0 50 100 0 50 100

Bild 11.3: Zielfunktionsverlauf des Optimierungsproblems mit einer Variablen
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Dort sind die kritischen Versagenslasten, sowohl fir die perfekte als auch fir die mit Im-
perfektionen behaftete Struktur, fir die zwischen den Restriktionen variierende Paneel-
dicke aufgetragen. Es lassen sich drei markante Punkte erkennen:

1.) max ppert — der Maximalpunkt der kritischen Last des perfekten Pa-
neels
2.) max Pimp — der Maximalpunkt der kritischen Last des imperfekten Pa-

neels an der unteren Schranke flr tp

3.) max min (PperPimp) — der Schnittpunkt der beiden Linien, also das Maximum bei
Verwendung der kleineren der beiden Versagenslasten

Ziel der Optimierung soll nun sein, diese drei Punkte anzusteuern. Das bereits in
Bild 11.3 angedeutete Lastverformungsverhalten an diesen Punkten wird dann spéter
noch genauer diskutiert. Die Optimierungsprozedur arbeitet nun mit zwei Variablen und
der Volumennebenbedingung, die erst am Optimum erflillt ist. Bild 11.4 zeigt die iterati-
ven Zwischenpunkte bei der Losung der drei Optimierungsprobleme.

Versagenslast [N/mm?]
300

275
250
208

200"

175¢ ~o

150 1 1 L 1 : 1 L L i 1
12 13 14 15 16 17 18

Paneeldicke t, [mm]

Bild 11.4: Herationsverlaufe

Die Maximierung der Traglast des perfekten Paneels hat eine Losung beitp=14.94 mm
und tg;=53,06 mm. Das Lastverschiebungsverhalten in Bild 11.5 zeigt eine Erhéhung
der aufnehmbaren Last um 10 % auf pper=282.2 N/mm? gegenliber der Ausgangs-
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form. Die nun groBere Imperfektionsempfindlichkeit erlaubt fir die Versagenslast der
impetrfekten Struktur nur eine Steigerung um 6.8 % auf Pimp=207.9 N/mm?2,

Axialdruck [N/mm?2]

300 :
r 282.2
207.9

200- e A

100 imperfekt

r perfekt

L L ( i L 1 )

O L 1
-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung u,, [mm] |

Bild 11.5: Keine Berlicksichtigung von Imperfektionen wahrend Optimierung

Die Traglast fir das imperfekte Paneel (Bild 1 1.6) hat ein Optimum fir tp=12 mm an der
unteren Schranke und tgy=75.30 mm. Die Traglast filr das imperfekte Paneel wichst
zwar um 18 % an und liegt damit Gber der des perfekten Tagwerks. Jedoch treten dabei
so groBe Verformungen auf, daB der kritische Punkt auBerhalb des dargestellten Be-
reichs der Lastverschiebungskurve bis zu einer Verschiebung von uy,=100 mm liegt.
Das Auftreten von groBen Verformungen rechtfertigt kaum noch die alleinige Beriick-
sichtigung der geometrischen Nichtlinearitaten, da man sehr Ieicht in plastische Berei-
che gelengen kann. Die Idee, Spannungs— oder Verformungsrestriktionen in die
Formu;lierung des Optimierungsproblems aufzunehmen, wird hier nicht weiterverfolgt.

| Axialdruck [N/mm2}
300
1983 — 2818
200-
100r imperfekt
i perfekt
0 1 L : L ' . I ) 1 :
-20 0 20 40 60 80 100
L Verschiebung uy, [mm] N

Bild 11.6: Beriicksichtigung von Imperfektionen wahrend Optimierung
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Die Verwendung der kleineren der beiden kritischen Lasten aus der Analyse der perfek-
ten und der imperfekten Struktur (vgl. auch Kapitel 10.2.2) flhrt zum Optimum bei
tp=12.96 mm und t5=68.02 mm. Die beiden Versagenslasten haben den Wert
Ppert=Pimp=226.5 N/mm?2. Die kritische Last der imperfekten Struktur kann um 16 % ge-
steigert werden. In diesem Fall reduziert sich die kritische Last des perfekten Tragwerks
um 12%.

Axialdruck [N/mm2]
300
02265
200+
100r imperfekt
r perfekt
0 L L 1 1 I i F) " 1 1
-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung Uy, [mm}

Bild 11.7: Optimierungsergebnis bei Berlicksichtigung von Imperfektionen

Zusammenfassend 128t sich also feststellen, daB bei Vorgabe einer maximalen imper-
fektionsamplitude von a=10 mm die aufnehmbare Last durch Variation der Dicken von
Paneel und Steife um 16% gesteigert werden kann unter Verwendung des gleichen Ma-
terialvolumens. Zweifelsohne kann dieses Optimierungsproblem auch ohne jegliche
Optimierungstechniken nur durch Ausprobieren des entwerfenden Konstrukteurs sehr
leicht geltst werden. Es soll in dieser Form in erster Linie der Anschaulichkeit dienen.

Die Verwendung der Steifenhdhe als dritte Variable fihrt sofort zu einer relativ kompli-
zierten Optimierungsaufgabe, da die Nebenbedingung nicht mehr so einfach explizit
erflilt werden kann. "Trial and Error”—Methoden versprechen kaum noch Erfolg. Die
nun untersuchten Optimierungsprobleme lauten:

Ziel: 1) max Ppert 2.) max min (pperf, pimp)
Nebenbedingung: g= %’; -1=0 — konstantes Volumen
Variablen: tp — Paneeldicke

o — Steifendicke

het ~ Steifenhéhe
Variablenrestriktionen: 12 mm = t, < 18 mm
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Die Werte am Optimum fr die Dicken von Paneel und Steife und die Steifenhdhe bei
Maximierung der Traglast der perfekten Struktur finden sich in Bild 11.8 zusammen mit
den Lastverschiebungskurven flir das perfekte und das imperfekte Paneel. Die kritische
Lasten sowohl des perfekten als auch des imperfekten Tragwerks kbnnen je um 15 %
gesteigert werden.

Axialdruck [N/mm?]

300F
200¢ 2241
100¢ imperfekt

2 perfekt

0 L Il
-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung up, [mm]

Bild 11.8: 3 Variablen / Optimierung ohne Imperfektionseinflul

Das zweite Optimierungsproblem flhrt auf die Querschnittswerte in Bild 11.9. Der kriti-
sche Lastwert liegt mit ppert=Pimp=273.4 N/mm? fiir das perfekte und das imperfekte
Tragwerk auf gleicher Hbhe.

Axialdruck [N/mm?]

300F
200
100r imperfekt '14 82 mm
L perfekt 153.1 mm
O 1 L s L x L L L L

-20 0 20 40 60 80 100
Verschiebung up, [mm]

Bild 11.9: 3 Variablen / Optimierung mit Imperfektionsempfindlichkeit

Durch die nur leichte Verénderung der drei Querschnittswerte kann das Tragverhalten
entscheidend verbessert werden. Die maBgebende Versagenslast der imperfekten
Struktur kann bei gleichem Materialaufwand gegentiber der Ausgangsform um 40 %
gesteigert werden.
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Sareide (1977) dimensioniert sein optimales Paneel so, daB die Beullast fiir die durch
die Stege fest eingespannte und in Querrichtung nicht behindert angenommene Platte
zwischen den Stegen und des u.a. in Bild 11.1 herausgeldsten Plattenbalkens (ohne
Symmetrierandbedingungen) mit voll mittragendem Gurt gleich sind. Wie auch Ise
(1981} kritisch bemerkt, wird dies sicher nicht zu dem hier gesuchten Paneel mit maxi-
maler Beullast flhren.

Tveergard (1973,,) dagegen macht sehr dhnliche Studien. Jedoch verwendet er Varia-
blenverknlpfungen unter Einarbeitung der Nebenbedingung fiir konstantes Volumen,
die etwas undurchsichtiger als die in dieser Arbeit verwendeten sind. AuBerdem be-
schrankt er sich auf nur eine freie Variable. Das Hauptaugenmerk gilt der Frage, ob bei
simultanem Beulen, also dem Zusammenfallen mehrerer Beulversagensformen auf
gleichem Lastniveau, auch die héchste Lastabtragungskapazitat vorhanden ist. Dies
wird ganz klar verneint bei Berlicksichtigung des nachkritischen Verhaltens und der Im-
perfektionsempfindlichkeit. Die dort gemachten Aussagen und gezeigten Diagramme
zeigen qualitativ gute Ubereinstimmung mit dem hier analysierten Beispiel.
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11.2 Bogen

11.2.1 Bogen unter Einzellast

Fir ein konstantes Volumen wird die Bogenform gesucht, die eine maximale aufnehm-
bare Belastung ermdéglicht. Eine ahnliche Aufgabe behandeln auch Plaut, Olhoff (1983).
Das Versagen am Stabilitdtspunkt bewirkt ein seitliches Ausknicken des Bogens, wie
dann spater Bild 11.16 noch genauer zeigt. Die Berechnung des kritischen Lastfaktors
erfolgt zum einen mit der direkten Methode der erweiterten Systeme und zum anderen
mit der Approximation der kritischen Last durch die Anfangsstabilititsanalyse, basie-
rend auf der Eigenwertberechnung mit elastischer und geometrischer Steifigkeitsma-
trix. Die Verwendung der beiden Mdglichkeiten und deren EinfluB auf das Optimum wird
im folgenden diskutiert.

Die Ausgangsform des Tragwerks und die wichtigsten Daten sind in Bild 11.10 enthal-
ten. Die Form wird beschrieben durch zwei B—Spline—~Kurven mit je sieben Kontroli-
knoten fur die Bogenmittellinie. Am Scheitel sind die Kontrollknoten derart angeordnet,
daB ein Cy—kontinuierlicher Ubergang entsteht. Die vertikalen Positionen der Kontroli-
knoten dienen als Optimierungsvariablen. Dabei bleibt der Cy—kontinuierliche Uber-
gang am Scheitel erhaiten. Dies flhrt zu einer Anzahl von fliinf Formvariablen, wenn die
Symmetrie des Tragwerks vorausgesetzt wird. Die Einflihrung der Dicke als weitere Va-
riable erlaubt erst die Einhaltung der Nebenbedingung fir konstantes Volumen aufsinn-
voller Weise.

Bild 11.10: Ausgangsform

188



Es lassen sich somit die beiden Optimierungsprobleme in Bild 11.11 formulieren.

a) max A b) max w

Ae — kritischer Lastfaktor aus o — niedrigster Eigenwert aus
geom. nichtl. Berechnung klassischer Stabilitdtsanalyse
K+ K)o =0

Variablen : x;..x5 — Formparameter
Xg  — Dicke

Nebenbedingung : h = vl -1=0 ; Vg=23md
]

Bild 11.11: Zwei Optimierungsprobleme

Die Diskretisierung mit finiten Elementen erfolgt, wie in Bild 11.12 gezeigt, fiir das Ge-
samttragwerk, da das Auftreten einer asymmetrischen Versagensform die Berechnung
am halben System verbietet. Es werden achtknotige, isoparametrische, 2x2 unterinte-
grierte Schalenelemente verwendet. Die Verschiebungsfreiheitsgrade aus der Ebene
werden behindert.

Bild 11.12: Diskretisierung

Die iterativen Verbesserungen der Zielfunktionswerte beider Optimierungsprobleme in
Bild 11.13 verhalten sich bis zur zehnten Iteration sehr ahnlich. Auch weisen bis dahin
die Bogenformen groBe Ahnlichkeiten auf. Wahrend aber im Falle a) das Optimum be-
reits erreicht ist, kann im Falle b) noch eine weitere Erhdhung des als Zielfunktionswert
verwendeten Eigenwertes erreicht werden. Die genaue Betrachtung der beiden Opti-
malformen in Bild 11.14 zeigt, daB dabei im Scheitelbereich eine Gegenkrimmung auf-
taucht, wahrend im Falle a) eine glatte und gefallige Form entsteht.
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3.4

Ao
33, <

a) 8@ max Ac
b) X-%-X max o

2.8

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 lterationen

t=0.213 m

1=0.211m

Bild 11.14: Optimalformen

6. lteration

8. lteration \

9. lteration 7. lteration
Optimum

Ausgangsform
5. lteration

Bild 11.15: Formanderungen wahrend des Optimierungsfortschrittes
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Bild 11.15 dokumentiert die Entstehung der Bogenform im Falle a). Bis zur 5. Iteration
passiert noch nicht sehr viel, und die 8. lteration zeigt schon fast das Endergebnis.
Diese entscheidende Verbesserung in den Schritten finf bis acht kann auch in
Bild 11.13 am Zielfunktionsverlauf beobachtet werden. Der geringe Optimierungsfor-
schritt zu Beginn ist bedingt durch die schlechte Approximation der Hessematrix, die
erst nach einigen Schritten besser wird.

Zur Beurteilung der entstandenen Formen a) und b) werden nun beide einer geome-
trisch nichtlinearen Analyse bis zum Erreichen des kritischen Punktes und einiger
Gleichgewichtszustdnde auf dem Sekundéarpfad unterzogen. Zu den Lastverschie-
bungskurven in Bild 11.16 sind dann noch die Approximationen durch die Eigenwertbe-
rechnung fur die Ausgangsform und das Optimum b) eingezeichnet. Weiterhin enthélt
Bild 11.16 die symmetrische Verformungsfigur am kritischen Punkt und das asymmetri-
sche Ausknicken auf dem Sekundérpfad.

4,0
8,5 1 4g=2.900 ' ©=3.248
a) max Ag o0l ¥ k‘;”=‘2’\'9;05 : ,
26| | Ausgangs-
- form
b) max 2010
1,5
1,0|
0,5
U [cmj]
0
0 10 20 30 40 50
Verformungsfiguren
Form a
) <
auf Sekundérpfad
am kritischen Punkt

Bild 11.16: Lastverschiebungskurven

Wie sich hier erkennen 14Bt, liegt der Zielfunktionswert im Falle b) mit w = 3.248 zwar
Uber dem des Falles a) mit A, = 3.186, jedoch liegt die genau berechnete kritische Last
im Falle b) tiefer bei A, = 3.119. Die in der Form b) entstandene Gegenkrimmung im
Scheitelbereich bewirkt also, daf3 die Eigenwertberechnung die kritische Last schlech-
ter approximiert und somit eine Erhdéhung der aufnehmbaren Last vortauscht. Dieses

191



Beispiel fuhrt also zur Erkenntnis, daB die Approximation der Versagensiast mit der An-
fangseigenwertberechnung mit Vorsicht zu bewerten ist. Die exakte Berechnung der
kritischen Last ist also auf jeden Fall zu bevorzugen.

Dieselbe Formfindungsaufgabe behandeln auch Plaut, Olhoff (1983). Die dort gezeigte
analytische Ermittlung des Stabilitatsversagens basiert auf einer Differentialgleichung,
gultig nur fur flache Bégen mit geringer Querschnititshéhe. Die Bogenform ergibt sich
aus einer Uberlagerung von trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen. Unter
gleichen geometrischen Randbedingungen (Lagerabstand =10 m, Materialvolumen
V=23 m3, Querschnittsdicke t=0.13 m, Breite b=1 m), gleicher Lagerng und Bela-
stung flhrt dies auf die in Bild 11.17 gestrichelt dargestellte Optimalform.

Optimalform a)
aus Bild 11.14

s cm e e OPtiMalform nach
Plaut, Olhoff he=3.089

Bild 11.17: Vergleich der Optimalform mit Plaut, Olhoff (1983)

Der von Olhoff, Plaut (1983) errechnete kritische Lastfaktor liegt bei A, = 3.607. Eine
geometrisch nichtlineare Analyse dieser Bogenform bestatigt mit einer deutlich niedri-
geren Versagenslast von A, = 3.089, daB die in dieser Arbeit entwickelte Bogenform
mit ;. = 3.186die hdhere Versagenslast besitzt. Die hier berechneten Bégen liegen mit
ihren groBen Bogen— und Querschnittshdhen auBerhalb des Giltigkeitsbereiches der
in Plaut, Olhoff gemachten Herleitungen.
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11.2.2 Bogen unter Gleichlast

Das zweite Beispiel der Suche nach der Optimaiform eines Bogentragwerks studiert
nun den EinfluB der Imperfektionsempfindlichkeit. Die gleiche Ausgangsform wie in Bei-
spiel 11.2.1 wird in Bild 11.18 jetzt mit einer Gleichstreckenlast beansprucht. Es kommt
die in Bild 11.12 dargestellte Diskretisierung erneut zum Einsatz. Als Optimierungsva-
riablen finden jetzt zu den funf Formparametern auch finf Parameter fiir die Dickenbe-
schreibung mit einer B~Spline—Interpolation Anwendung.

Bild 11.18: Ausgangsform

a) maxh,..¢ — perfekte Struktur b} max Ay, — Beriicksichtigung
der Imperfektionsempfindlichkeit

Variablen : x,..x; — Formparameter
Xg--X1g — Dickenparameter

Nebenbedingung : h ='V\//— -1=0 ; Vy=23md
0

Bild 11.19: Zwei Optimierungsprobleme

Esfindet ein Vergleich zwischen den beiden in Bild 11.19 beschriebenen Optimierungs-
aufgaben statt. Im Fall a) dient die kritische Last des perfekten Systems als Zielfunkti-
onswert und im Fall b) die des imperfekten Systems. Als Imperfektionsform kommt der
Singulérvekior des perfekten Tragwerks, skaliert auf eine Imperfektionsamplitude von
a=0.10m zur Anwendung. Der Singularvektor beschreibt hier das asymmetrische Aus-
knicken des Bogens.

Die beiden Optimalformen in Bild 11.20 unterscheiden sich hauptséchlich im Scheitel-
bereich. Die Form b), entstanden bei Berlicksichtigung von Imperfektionen, fallt etwas
hdher aus.
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______________
.....

T a) perfekt

........ b) mit Imperfektions-
empfindlichkeit

Bild 11.20: Optimalformen

Um den Gewinn bei Ber{icksichtigung der Imperfektionsempfindlichkeit im Optimie-
rungsprozess darzulegen, werden beide Formen nochmals perfekt und imperfekt, wie-
der mit dem Singulérvektor und der Amplitude a=0.10 m als Imperfektionsform modifi-
ziert, analysiert. Die Form a) weist mit dem Abfall um 27 % von Ao pert = 6.691 auf
>“c,imp = 4.783 eine hohe Imperfektionsempfindlichkeit auf. Im Fall b) kann die maBge-
bende Tragiast der imperfekten Struktur gegeniiber a) gesteigert werden auf
hoimp = 5.515bei einer gleichzeitigen Abminderung der Traglast der perfekten Struktur
auf )»C,per, = 6.348. Der Abfall infolge von Imperfektionen reduziert sich also auf 12 %.
Da die Traglast des imperfekten Tragwerks als maBgebend gilt, kann der Gewinn bei
Berlicksichtigung der Imperfektionen im Optimierungsprozess im Fall b) gegentiber
Fall a) mit 13 % angegeben werden.

ro 7 ‘
Verwendung fur
6 Zielfunktion
a)
54 [ 1 ®
4.
imperfekt
3l ,
o4 Form a)
Form:b)
14
0 1 r — ;
-0.2 0.0 0.2 0.4 06 0.8 u [m]

Bild 11.21: Lastverschiebungskurven

Ein Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur scheitert, da die hier vorgestellte, sehr
flexible, Optimierungsmethode die Méglichkeit besitzt, auch Dickenvariablen einzufiih-
ren und die Imperfektionsempfindlichkeit zu integrieren. Dies findet z.B. bei Plaut und
Oflhoft (1983) keine Berticksichtigung.
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11.3 Schale

Die Formfindung freigeformter Schalentragwerke gelingt u.a. dem Schweizer Schalen-
bauer H. Isler durch experimentelle Methoden. Die Erzeugung seiner Formen z.B. durch
hangende Tucher, deren Formen dann umgedreht Verwendung als Schalentragwerke
finden, beschreiben Ramm, Schunck (1986). Ziel der Experimente ist es, Formen zu er-
halten, die die Belastung mehr durch Membranbeanspruchung als durch Biegebeanspru-
chung abtragen. Kimmich (1990) setzt die Methoden der Strukturoptimierung ein, um
eben solche Formen auf anderem Wege zu erzeugen. Um genauso membranbean-
spruchte Formen zu gewinnen, gilt es, die Formanderungsenergie, beschrieben in Reitin-
ger (1988), zu minimieren. Einen Vergleich der experimentelien und computerunterstiitz-
ten Methoden ziehen auch Ramm, Reitinger (1992). Gegenstand der Untersuchungen
dort ist das Schalentragwerk des Kresge Auditoriums des Massachusetts Institute of
Technology, das sich in der Bauphase schon als problematisch erweist. Die Formver-
besserungen durch die Strukturoptimierung mit der Formanderungsenergie als Ziel-
funktion wirken sich auch bei einer nachtraglichen geometrisch und materiell nichtlinea-
ren Berechnung unter Beriicksichtigung von Stahlbetonverhalten sehr vorteilhaft aus.

Bild 11.22: Freiformschale von H. isler (Isler (1981))

Doch gerade solche hauptséchlich membran— und druckbeanspruchte Konstruktio-
nen kdnnen auch Stabilitdtsprobleme aufweisen. So bemerkt Isler (1981), daB solche
Schalentragwerke in den Problembereichen, z.B. am freien Rand, eine ausreichende
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doppelte Krimmung aufweisen miissen, um nicht stabilititsgefahrdet zu sein. Die Ver-
wendung heuristischer Konstruktionsregeln fiihrt z.B. auf die in Bild 11.22 gezeigte
Schalenform von H. Isler.

Auch die Methoden der Strukturoptimierung unter Verwendung der Forméanderungs-
energie, die ja aus einer linearen Strukturanalyse stammt, kdnnen die Stabilitatspro-
bleme nicht erfassen. Daher wird die in dieser Arbeit vorgestellte Optimierungsme-
thode, basierend auf geometrisch nichtlinearen Analysen, eingesetzt, die Formfindung
fir ein Schalentragwerk mit einem vorgegebenen Volumen tiber einem quadratischen
Grundri durchzufihren. Die entstandenen Formen werden der bei Verwendung der
Energiefunktion gewonnenen gegentibergestellt.

Grundrif: - Material:

E = 30000 MN
m
v =03

Belastung:

kN

P=53

20 m Designelemente—Netz:

r i 8 Bézierelemente
FE—Netz:. 91 Kontrollknoten
252 achtknotige Schalenelemenite '
4045 Freihéitsgrade

Bild 11.23: Beschreibung des Schalentragwerks
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Bild 11.23 enthélt die wichtigsten Daten des an den Eckpunkten gelenkig gelagerten
Tragwerks Uber quadratischem GrundriB. Es wird belastet durch eine Flachenlast von
p=5 N/mm?2, skaliert mit dem Lastparameter A. Die Formbeschreibung beruht auf acht
Bézier—Designelementen mit 91 Kontrollknoten an den Kontinuitatspatches zur Be-
schreibung eines Viertels der symmetrischen Konstruktion. Die vertikalen Positionen
der Kontrollknoten dienen als Optimierungsvariablen. Durch die Verwendung verschie-
dener Variablenverknlipfungen bleiben 13 Formparameter als Optimierungsvariablen.
Dazu kommen noch zwei Dickenparameter, der eine flir die Dicke im Auflagerbereich,
derandere fir den Rest der Schale. Aufgrund derverschiedenen auftretenden Verschie-
bungs—, Versagens—, Eigen— und Imperfektionsformen findet die Berechnungam Ge-
samtsystem mit der in Bild 11.23 gezeigten Diskretisierung statt. Der Einsatz von 252
achtknotigen, 2x2 unterintegrierten, degenerierten, isoparametrischen Schalenele-
menten fir groBe Verschiebungen und Rotationen flihrt auf 4045 Freiheitsgrade fur die
Strukturanalyse. Im Eckbereich wird ein Element ausgeschnitten und das Tragwerk li-
niengelagert, um die sehr hohen Spannungsspitzen bei sonstiger Punktlagerung zu re-
duzieren und um in diesem Bereich durch das gewdahlte Designelementenetz gent-
gend Formfreiheiten zu gewahrleisten.

Im folgenden findet nun die Untersuchung der drei in Bild 11.24 formulierten Optimie-
rungsprobleme statt.

Zielfunktion:
a) min fg — Formanderungsenergie aus linearer Strukturanalyse
b) max Ag pert — kritischer Lastfaktor der perfekter Struktur
) max hgimp — kritischer Lastfaktor der imperfekten Struktur
Variablen:

13 Formparameter
2 Dickenparameter

Nebenbedingung:
h = VV_ —1=0 - konstantes Volumen Vo= 60 m3
0

Bild 11.24: Formulierung der Optimierungsaufgaben

Die Minimierung der Formanderungsenergie aus einer linearen Strukturanalyse, in die-
sem Fall am Viertelsysterm mit Symmetrierandbedingungen durchgefihrt, resultiert in
der Form in Bild 11.25. Die Dickenvariable flr den Auflagerbereich lauft auf ihre obere
Schranke, wie die Dickenverteilungen entiang den Schnitten A—A und B~ B zeigt. Eine
geometrische Nebenbedingung am freien Rand verhindert ein Abknicken nach unten
und sorgt fir eine ausreichend groBe Offnung am freien Rand. Diese zuséatzlichen Be-
dingungen, obere Schranke flr die Dickenvariable und die geometrische Nebenbedin-
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gung, finden bei den ndchsten Optimierungsproblemen keine Berlicksichtigung mehr.
Die entstandene Form wird zu Vergleichszwecken spéter noch hinsichtlich ihres Stabili-
tats— und Imperfektionsverhaltens untersucht (Bild 11.28).

Schnitt A—A

Schnitt BB

Bild 11.25: Form a) — Minimierung der Formanderungsenergie

Die Maximierung der kritischen Traglast aus der geometrisch nichtlinearen Berechnung
im Fall b) startet nun an der bereits erreichten Form a). Die geometrisch nichtlineare
Analyse dieser Form liefert einen kritischen Lastfaktor von Ag peri=44.4. Imperfektionen
bleiben noch unbericksichtigt. Die entstehende Form beschreibt Bild 11.26. Der we-
sentliche Unterschied zu Form a) besteht in.der doppelten Kriimmung am freien Rand
bis hinunter zum Auflager. Der kritische Lastfaktor kann auf A¢ peri=84.3 gesteigert wer-
den. Die anschlieBende Untersuchung des Imperfektionsverhaltens I&B8t aber einen
deutlichen Abfall infolge von Imperfektionen feststellen. Als Imperfektionsformen ste-
hen Kombinationen aus Eigenvektoren, berechnet am kritischen Punkt des perfekten
Tragwerks, zur Verfigung (Bild 11.27). Einige Lastverschiebungskurven firsolche Im-
perfektionsformen, die alle auf eine Imperfektionsamplitude von a=0.1m skaliert wer-
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den, sind in Bild 11.28 dargestellt. Die ungtinstigste der hier getesteten flhrt auf einen
kritischen Lastfaktor von A¢ imp=54.3. Dies bedeutet also einen Abfall um 34 %.

HB-B %
Schnitt B—B /{\ 0372

0.412 /%

: b) max ke e i €) max k imp

Bild 11.26: Formen b) und ¢) — Maximieruna der kritischen Lastfaktoren

Die Optimierungsaufgabe ¢) maximiert nun diese kritische Last der imperfekten Struk-
tur. Das Optimum aus b) bildet die Ausgangsform. Die ungiinstigste Imperfektionsform,
die zum niedrigsten Lastfaktor A jmp=54.3 fihrt, besteht aus dem vierten Eigenvektor
der Eigenwertanalyse (K; — wl)¢ = 0 am kritischen Punkt der perfekten Struktur.
Wahrend des Optimierungsfortschrittes wird fir jede Schalenform am kritischen Punkt
des perfekten Systems eine Eigenwertberechnung durchgefiihrt. Die dem urspringlich
vierten Eigenvektor entsprechende Form wird aus den jetzt berechneten Eigenformen
herausgesucht, mit dem richtigen Vorzeichen versehen auf die Imperfektionsamplitude
a=0.1m skaliert (vgl. Kapitel 10.2.5) und zur Modifikation des Schalentragwerks ver-
wendet. Die entstehende Form ist ebenfalls in Bild 11.26 eingezeichnet. Die Unter-
schiede zu b) falien bei den Formparametern so gering aus, daB sie sich kaum grafisch
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darstellen lassen. Der entscheidende Unterschied liegt bei der Dickenverteilung. Im Fall
¢) konzentriert sich etwas mehr Konstruktionsvolumen im Auflagerbereich und fiihrt da-
mit zu entscheidenden Verbesserungen. Das gleiche Ergebnis kann (ibrigens auch er-
reicht werden, wenn das Optimum aus a) als Startform fiir die Optimierungsaufgabe ¢)
dient, istjedoch mit mehr Aufwand verbunden. Der als Zielfunktion eingesetzte kritische
Lastfaktor [&8t sich bei der hier verwendeten maBgebenden Imperfektionsform steigern
VON Ag imp=54.8 auf A¢ imp=78.9 bei einem gleichzeitigen geringen Abfall des Lastfak-
tors der perfekten Struktur von Ag pert=84.3 auf g ne=83.1. Auch diese Form wird be-
zlglich seines Imperfektionsverhaltens noch genauer untersucht. Es stellt sich heraus,
daB nun eine andere maBgebende Imperfektionsform existiert, die auf eine etwas niedri-
gere kritische Last von ¢ jmp="74.0 fihrt. Eine weitere Verbesserung konnte noch er-
reicht werden, wenn also jetzt die Imperfektionsform als neue Kombination aus Eigen-
vektoren angepafit werden wirde. Doch auch so konnte schon eine enorme
Verbesserung erreicht werden.

Bild 11.27: Beispiele fir Eigenformen
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Bild 11.28: Lastverformungsverhalten der drei Optimalformen
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Die entstandenen drei Formen der Optimierungsprobleme a), b) und ¢) kénnen anhand
ihres Lastverformungsverhaltens in Bild 11.28 verglichen werden. Die Beurteilung er-
folgt infolge der Berechnung am perfekten und am durch verschiedene Imperfektions-
formen modifizierten Tragwerk.

Die Form a) fGhrt im Vergleich zu b) und ¢) auf relativ niedrige Versagenslasten, da ja
das Stabilitdts— und Imperfektionsverhalten gar nicht in den EntwurfsprozeB mit ein-
flieBt.

Im Fall b} kann die perfekte Struktur enorm verbessert werden, jedoch steigt dabei auch
die Imperfektionsempfindlichkeit stark an.

Die Form ¢) zeigt auch beim Auftreten von Imperfektionen ein ganz erfreuliches Verhal-
ten. Die kritische Last der maBgebenden imperfekten Struktur kann gegentber a) von
Ac,imp=34.0 auf kg jmp=74.0 um 118 % und gegeniiber b) von Agjmp=54.3 um 36 %
gesteigert werden.

Durch die Einbindung der geometrischen Nichtlinearitdten und Imperfektionen in den
OptimierungsprozeB kénnen bezlglich dem Stabilitits— und Imperfektionsverhalten
beachtliche Verbesserungen erzielt werden. Bedingt durch das Anwachsen der auf-
nehmbaren kritischen Belastung steigen flr den kritischen Zustand auch die Spannun-
gen und zum Teif auch die Verformungen an, so daB jetzt auch materielle Nichtlinearité-
ten eine Rolle spielen kénnen. Es bleibt also noch zu prifen, ob und in welcher Art sich
die hier gezeigten Strukturverbesserungen auch bei Berlicksichtigung materiell nichtli-
nearem, wirklichkeitsndherem Materialverhalien, z.B. flir Stahlbeton, auswirken. Weiter
gilt es zu untersuchen, ob die Optimierung fir eine gleichméaBige Vollbelastung sich
auch bei Teilbelastungen, z.B. am freien Rand, positiv bemerkbar machen. Die Frage
nach der unglnstigsten Imperfektionsform wird hier durch die Verwendung einer be-
schrankten Anzahl von Kombinationen aus Eigenformen angegangen. Es ist durchaus
denkbar, daB es noch unglinstigere Formen gibt. Die vorgestelite Optimierungsme-
thode ist offen fiir solche Problematiken, die leicht eingebracht werden kdnnen.

11.4 Bewertung der Beispiele

Die Beispiele zeigen, was die vorgestellte Optimierungsmethode zu leisten vermag. Sie
wurde auf verschiedenstartige Tragwerke angewandt und lieferte Uberzeugende Er-
gebnisse. Es kam zwar nur das Schalenelement zur Anwendung, jedoch solite die Ver-
wendung anderer geometrisch nichtlinearer finite Elementeformulierungen keine Pro-
bleme bereiten. Die Imperfektionen finden auf klare und einfache Weise Eingang. Der
damit verbundene Aufwand kann beliebig gesteigert werden. Es ware durchaus auch
denkbar, bei jeder Strukturanalyse zuerst die unglinstigste oder maBgebende Form,
z.B. durch Optimierungsverfahren oder gar stochastische Verfahren, zu gewinnen.
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Nach der Uberpriifung der Tauglichkeit der Optimierungsmethode an den ausgewéhl-
ten Beispielen, missen noch weitere folgen, z.B. der axial gedriickte Zylinder evil. mit
Aussteifungen, der neben dem Auitreten vieler verschiedener Beulmuster, Zusammen-
fallen und Anhéufung von kritischen Punkten und komplizietem Nachbeulverhalten
auch ein topologisches Problem flr die Steifenanordnung in sich birgt.
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12 Bewertung und Ausblick

12.1 Bewertung

Der erste Teil der Arbeit befafit sich mit der Aufbereitung der Pfadverfolgungsstrategien.
Im Rahmen der Bogenldngenverfahren erlaubt der gezeigte Algorithmus insbesondere
in Verbindung mit der vorgesteliten Schrittweitenanpassung die weitestgehende auto-
matische, effiziente und robuste Verfolgung der Gleichgewichtspfade.

Die Einbettung der direkten Berechnung singulérer Punkte mit erweiterten Systemen
in die nichtlineare Strukturanalyse bildet einen weiteren Schwerpunkt. Die auftretenden
Probleme mitder singuldr werdenden Tangentensteifigkeitsmatrix erfordern besondere
Aufmerksamkeit. Es werden Verfahren zur Uberwindung der damit verbundenen
Schwierigkeiten vorgestellt. Besonders zu erwéhnen sind zwei neue Penalty — Formulie-
rungen, die mit der von Wriggers, Simo vorgeschlagenen verglichen werden. Die eine
Formulierung arbeitet mit dem Singulérvektor zur Verteilung der Penalty—-Steifigkeit
und erweist sich als besonders stabil. Es liegt die Vermutung nahe, daB diese Formulie-
rung auch bei zusammenfallenden kritischen Punkten zufriedenstellend arbeitet, da
durch den Singuldrvektor ein Separieren stattfindet. Die gezeigten Verfahren erweisen
sich durch die Verwendung spezieller Lésungstechniken als (iberlegen gegeniiber eini-
gen anderen aus der mathematischen Literatur. Der Aufwand Ubertrifft kaum den der
Pfadverfolgung.

Zur Vervollstandigung der nichtlinearen Strukturanalyseméglichkeiten erhalten die
Pfadwechselprozeduren, die asymptotischen Naherungen des Nachbeulverhaltens
und der Imperfektionsempfindlichkeit noch Beachtung. Es werden sehr einfache Pfad-
wechseltechniken erwéhnt, die durch durch Verwendung der asymptotischen Naherun-
gen der verzweigenden Pfade bzw. das Losen der Verzweigungsgleichung verbessert
werden kbnnen. Die Untersuchung der Imperfektionsempfindlichkeit liefert bereits
wichtige Erkenntnisse fir die spéter beschriebene Sensitivitatsanalyse. Bei den Ausflih-
rungen spielt auch immer die numerische Umsetzung eine wichtige Rolle.

Der zweite Teil befaBt sich mit der Optimierung stabilitAtsgefahrdeter und imperfektions-
empfindlicher Tragwerke. Als eine erste Stufe werden Eigenwertberechnungen, die das
Stabilitatsverhalten approximieren und auBerdem das Eigenschwingungsverhalten be-
schreiben, eingebracht. Es finden wichtige Vorstudien (iber das Zusammenfallen von
Eigenwerten, was spater dem Zusammenfallen von kritischen Punkten entspricht, iiber
die Mégiichkeiten der Identifikation von Eigenformen und (iber die Sensitivitatsanalyse
statt.

Die dann vorgestelite Optimierungsmethode basiert auf der direkten Berechnung sin-
gularer Punkte mit erweiterten Systemen in Verbindung mit Pfadverfolgung. Sie weist
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als besondere Merkmale die Verwendung einer exakten und effizienten Sensitivitatsa-
nalyse fir geometrisch nichtiineares Verhalten, eine effiziente Wiederberechnung der
Strukturen innerhalb der Optimierungsiterationen ohne Pfadverfolgung unter Ausnut-
zung der Linesearchtechnik und die Einbringung von Imperfektionen Uber Analysen an
durch Imperfektionen modifizierten Strukturen auf. Die gezeigten Beispiele und der Ver-
gleich mit anderen Verfahren aus der Literatur deuten darauf hin, daB dies ein richtiger
Weg ist, die geometrischen Nichtlinearitdten und die Imperfektionsempfindlichkeit in
die Strukturoptimierung einzubinden. Die verschiedene Verwendung von Approxima-
tionen bei Alternativverfahren erweist sich meist als problematisch.

12.2 Ausblick

Die hier vorgestelite sehr umfassenden Moglichkeiten zur geometrisch nichtlinearen
Analyse linear elastischer Tragwerke bendtigen kaum noch Anderungen oder Erweite-
rungen. Die Verwendung bei nichtlinearem Materialverhalten, bei Plastizitit, bei wir-
klichkeitsnahem Stahlbetonverhalten usw., bedarf noch einiger Erweiterungen und An-
passungen. Die direkte Berechnung kritischer Punkte muB flir die Félle, bei denen die
Eindeutigkeit der Lésung verlorengeht, Giberdacht werden.

Weiter besteht die Moglichkeit, neue erweiterte Systeme, z.B. mit zuldssigen Spannun-
gen oder Verformungen anstatt der Singularitatsbedingung fur die Tangentensteifig-
keitsmatrix, zu formulieren.

Die Problematik der mehrfachen Verzweigungen oder der Anhaufung (Clustering) von
Verzweigungspunkten verdient weitere Aufmerksamkaeit.

Um das Versagen beziglich materieller Nichtlinearitaten in die Strukturoptimierung ein-
zubringen, kénnen als erstes Spannungs— und Verformungsrestriktionen oder die For-
manderungsenergie Eingang in die Optimierungsaufgabe finden, um groBe Verzerrun-
gen zu verhindern. Die Einfihrung kompletter geometrisch und materiell nichtlinearer
Strukturanalysen in die vorgestelite Optimierungsmethode bedarf doch einiger Veran-
derungen. Die Sensitivitdtsanalyse muB angepaBt werden. Die Wiederberechnung
ohne Pfadverfolgung muB aufgegeben werden, wenn Schadigungen und die Bela-
stungsgeschichte eine Rolle spielen.

Das Problem des Zusammenfallen kritischer Punkie hat auBer dem EinfluB auf die di-
rekte Berechnung von kritischen Punkten auch EinfluB auf die Optimierungsmethode.
Das mégliche Zusammenfallen und Vertauschen der kritischen Punkte kann zu Unste-
tigkeiten in den Optimierungsfunktionen und zu Oszillationen fithren. Durch Verwen-
dung geeigneter Methoden ist es sicherlich méglich, die Effektivitat an kritischen Stel-
len, vorwiegend in der Néhe des Optimums oder an Stellen des Vertauschens von
Versagensformen, zu steigern. Als Beispiel dient die Optimierung bei zusammenfallen-
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den Eigenwerten unter Verwendung z.B. der Kreisselmeier—Steinhauser—Funktion.
Jedoch bleibt fraglich, ob der zusatzliche Aufwand sich lohnt.

Die haufig diskutierte Suche nach der unginstigsten Imperfektionsform fir ein Trag-
werk kann durch leichte Anderungen ebenfalls mit der hier vorgestellten Optimierungs-
methode angegangen werden. Die Zielfunktion wére dann das Erreichen eings minima-
len kritischen Lastfaktors bei Variation eines durch die Optimierungsvariablen
beschriebenen Imperfektionsvektors.

AbschlieBend sei noch gesagt, daB weitere Beispiele den Erfolg der vorgesteliten Opti-
mierungsmethode zur Verbesserung des Stabilitdts— und Imperfektionsverhaltens un-
termauern missen. Sie ermoglicht die Behandlung noch vieler interessanter Stabilitéts-
probleme.
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13 Anhang

13.1 Methode nach Nelson bei singuldrer Systermmatrix

Die folgende Herleitung stammt aus Nelson (1976) und wird hier nur &uBerst knapp in
der in dieser Arbeit verwendeten Notation aufgefihrt.

Das singulére Gleichungssystem

Ku=Pp (13.1)
hat den Rangabfall 1 und mit
Ko =0 (13.2)

beschreibt ¢ den Singularvektor. Der vom Singuldrvektor aufgespannte Nuliraum hat
die Dimension 1. Eine Lésung fiir (13.1) existiert nur dann, wenn P orthogonal zum Null-
raum liegt, also

$TP =0 (13.3)
gilt. Aus der Lésungsschar fiir u unter Verwendung der partikuldren Losung u
u=u+o¢ (13.4)
muB nun eine Losung ausgewdhit werden, z.B. mit
¢Tu=0 - (13.5)

Die partikuldre Ldsung kann gewonnen werden aus

o  Setze | fir |¢;] = max|d
I

bk

® Setze Pj = Q -

A

® Setze Kii=1 , Kij-—_OfUri;ﬁj -
o Lose Ki=P

Die Konstante im Ansatz (13.4) berechnet sich aus Bedingung (13.5)

¢T@+ad)=0 —»a=—g)’I; (13.6)
und fiihrt auf die Losung
. eT
u=0- (";T: & (13.7)

207



13.2 Parametrisierung des Gleichgewichtspfades

Viele Autoren schlagen die Parametrisierung der Gleichgewichtsbeziehungen unter

Verwendung eines Parameters s vor, um zur Verzweigungsgleichung zu gelangen. Die

hier gezeigten Ausfihrungen folgen der Arbeit von Wagner (1991) und kénnen dort wei-

ter vertieft werden.

Unter Verwendung des Bahnparameters s lauten die Gleichgewichtsbeziehungen:
G(ue),Me) = 0 (13.8)

Die Ableitungen nach dem Bahnparameter swerdenmit( ) gekennzeichnet. Die Ablei-
tungen erster und zweiter Ordnung der Gleichgewichtsbeziehungen schreiben sich

G: Ku+G,A=0 (13.9)
G: K+ Kpia+ G,k =0 (13.10)

Es wird schon davon Gebrauch gemacht, daB die partiellen Ableitungen
Ky = Gy, = G, = 0 bei verformungsunabhéngiger Belastung verschwinden.

Ein singulérer Punkt zeichnet sich aus durch die Bedingung

Krd =0 (13.11)
Die Erflllung von (13.9) am singuldren Punkt erfordert die Lésung von

Kiu= -G,k (13.12)
Fir & = 0 am Durchschlagspunkt folgt aus

Kiu=0 U= ¢ (13.13)

Die zweite Moglichkeit der Existenz einer Lésung flr (13.12) erfordert, da8 G,, orthogo-
nal zum Nuliraum von K, mit o7 G,, = Oliegt. Diesistauch das Unterscheidungsmerk-
malvon Verzweigungspunkten zu Durchschlagspunkten. Mitirgendeiner speziellen Lo-
sung u far

Ky AU = — G, (13.14)
1aBt sich flr die Lésung von (13.12) der Ansatz
U=AGA+ad (13.15)

angeben. Einsetzen dieses Ansatzes in die mit ¢ kontraktierte Ableitung zweiter Ord-
nung (13.10) fihrt auf die Verzweigungsgleichung

0?0 Krud ¢ +20¢ Ky ¢ AU A+ ¢TKy,,ADAL & = 0 (13.16)
Mit den Abklrzungen

a= ¢"Kyyd o (13.17)

b= ¢ Kpu ¢ Al (13.18)

c = ¢'KpyAUAU (13.19)
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bekommt die Verzweigungsgleichung die Form
o a+20-b-Atc-h=0 |, (13.20)
die auch schon in der Einleitung (Gleichung (1.37)) Anwendung findet. Nach Gleichung

(6.38) ergibt sich Ubrigens, daB bei Verwendung der Tangente an den Primérpfad als
spezielle Lésung u die Konstante c=0 verschwindet.

Weitere Ausflihrungen und diverse Fallunterscheidungen bei der Lésung der Verzwei-
gungsgleichung kénnen Wagner (1991) entnommen werden.

13.3 Darstellung der Verschiebungen unter Verwendung der
Eigenvektoren als Basisvektoren

In Kapitel 4.7.3 wird die Tangentensteifigkeitsmatrix spektral zerlegt
n
Kr=> o ¢¢] (13.21)
i=1

unter Verwendung der orthonormierten Eigenvektoren ¢; und den zugehérigen Eigen-
werten w; . Die bei der Gleichungslésung

Ky Au=G (13.22)
erhaltenen Verschiebungen sollen im folgenden unter Verwendung der Eigenvektoren
als Basisvektoren dargestellt werden. Dazu wird zunachst der Vektor Au im zweidimen-
sionalen Fall, wie in Bild 13.1 gezeigt, mit Hilfe der beiden Basisvektoren ¢, und ¢,
beschrieben. Fir die Winkel zwischen Au und den Basisvektoren gilt

AuT ¢ AuT ¢,
cos8, = t———rrs cosf, = m——00f (13.23)
" lAu] T ] 27 Taul T @
Unter Berucksnchtlgung der Orthonormalitét der Basisvektoren mit || ¢ , ||—|| b=
haben die Vektoren ¢ jund ¢ 3 die Langen
* AuT ¢1
I &7)=]Aujcos8, =[] Au |-l = AuT ¢ (13.24)
=l aulcos®s =l Az 1
| d2]==AuT¢, (13.25)
Aus der Summe der beiden Vektoren ergibt sich dann
Au= o1+ ¢po=AuTd, ¢, +AUTd, ¢, (13.26)
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Bild 13.1: Zerlegung in Richtung der Basisvektoren
Bei n Basisvektoren erhalt Gleichung (13.26) dann folgendes Aussehen
]
Au=>AuTd; ¢ (13.27)
j=1

j
wovon im Kapitel 4.7.3 Gebrauch gemacht wird.
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