BERECHNUNG KREISZYLINDRISCHER SILOS
AUF ELASTISCHER UNTERLAGE

von

KLAUS TOMPERT

Bericht Nr. 74 - 3
aus dem Institut fiir Baustatik der Universitit Stuttgart

Direktor: o. Prof. Dr.-Ing. F. W. Bornscheuer

Stuttgart 1974


ibbaf
Textfeld


Berichte konnen durch das Institut fiir Baustatik der
Universitét Stuttgart, Tooo Stuttgart 1, Keplerstr, 11,
Postfach 560, bezogen werden.

aku- Fotodruck, 86 Bamberg, Firbergasse 8 R



ibbaf
Textfeld


-l -

Dieser Bericht wurde unter dem Titel "Beitrag zur
Berechnung kreiszylindrischer Silos auf elastischer
Unterlage" als Dissertation von Herrn Klaus Tompert
dem Pachbereich 11, konstruktiver Ingenieurbau, der
Universitdt Stuttgart am 29.10.1973 vorgelegt.

Die miindliche Doktorpriifung fand am 25.2,1974 statt,

Berichter waren:

Professor Dr,~Ing,Dr,-Ing,E.h. Pritz Leonhardt
Professor Dr.-Ing. Friedrich W, Bornscheuer


ibbaf
Textfeld


-2 -

ZUSAMMENFASSUNG

Der Spannungs- und Verformungszustand kreiszylindrischer
Silos wird wesentlich von den Deformationseigenschaften
des Baugrunds und von der Art der Aussteifung des oberen
Schialenrands beeinfluBt, Flir eine linear elastische Uater-—
lage - dargestellt durch ein System gekoppelter Federn -
wird eine Hethode entwickelt, mit deren Hilfe das Gesamt-
system 'Silo + Baugrund' berechnet werden kann.

SUMMARY

Stresses and displacements of circular cylindrical silos

are essentially influenced by the deformation response

of the foundation and the way of stiffning the upper edge
of the shell, For a linear elustic support represented by
a system of coupled springs the method has been developed
in order to solve the soil-structure-interaction problem,

, ’
RESUME

Les états de contrainte et de déformution des silos de

forme d'un cylindre circulaire sont essentiellement dé-
terminés par les caractéristiques de déformation du

sol de fondation et par la maniédre par laquelle le bord
supérieur du voile est renforcée. L'auteur développe une
méthode valable pour un modéle de fondation d'une élasticité
linéaire - représenté par un systéme de ressorts accouplés -
qui permettira de calculer 1'ensemble du systéme 'silo +
fondation'.
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BEZEICHNUNGEN

Bs werden nur jene Bezeichnungen aufgefilhrt,die fiir die
gesamte Arbeit gelten, Lokal verwendete Zeichen, die zu
Ableitungen von Formeln etc, bendtigt werden, sind an den
betreffenden Stellen erléutert.

FuBzeiger

G das Gesamtsystem betreffend

i den Uberbau betreffend

B: den Baugrund betreffend

m Reihenglied der.trigonometrischen sinus-
und cosinus ~ FPunktionen ( Harmonische )

X0 statisch bestimmter Anteil

xi ’ itte EinheitskraftgriBe statisch unbestimmte

b sdmtliche Einheitskraft- Anteile
grofen

(z,8) Matrix mit z Zeilen und s Spalten

st Starrkdrperverschiebungen

Zur Kennzeichnung von Reihengliedern sind auBler den Ko~
ordinatenrichtungen im allgemeinen Fall drei PFuBzeiger er-
forderlich ( R I ). Um die Ubersicht nicht durch eine
Haufung von Zeigéfnzéujbéeintréchtigen, werden die folgen

den Vereinbarungen getroffen:

PuBzeiger steht fiir entf8llt, wenn

z G, U oder B aus dem Abschnitt eindeutig
hervorgeht, daB nur der Uber-
bau oder nur der Baugrund be-
trachtet wird.

%y m die Summe aller Harmonischen
betrachtet wird
Zy x0, xi oder x die Summe aus statisch bestimme

tem und statisch unbestimmtem
Anteil betrachtet wird.
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Kopfzeiger
(e) flr Amplituden von cosinus.- Gliedern
(s) flr Amplituden von sinus - Gliedern

Geometrie ( siehe auch Bilder 2.1 und 4,13 )

X -~y -z Kartesisches Koordinatensystem im Halbraum

X -1 ~-p Zylinderkoordinaten ( Ursprung = 3chnittpunkt
der Zylinderachse mit der Griindungsebene )

x -3 -0 Krummliniges orthogonales Koordinatensystem

t [m] Schalendicke

2, [m] Schalenlénge

a [m] Schalenradius

ap oy a,[m] Radius der Schwerlinie

des Fundament- bzw.

by, b,[m]  Breite
Ausstelfungsrings

, b, [mw]  Hohe

s eA[m] Bxzentritizitit der Schwerlinle des Funda-
ment bzw. Aussteifungsrings bezogen auf die
Schalenmittelfléche

Materialkonstanten

o |ﬂp/ﬁ2J Elastizitdtsmodul des Baustoffes der Schale
E“[Mp/mgl Blastizitétsmodul des Bodens
By, By pr/mgj Elastizitatsmodu{] des Baustoffes von Punda-

Gps Gy [Mp/m?j Schubmodul ment bzw. Aussteifungsring

e [1] Querkontraktionszahl des Baustoffes der Schale
Ms[j] Querkontraktionszahl des Bodens
Lastgrofen

D,y pv, b, Strecken- bzw. Fléchenlasten
[io/a] [iio/n?]

P ,Pp,P, [:Mp] Einzellasten
N_,N Q
M&’wa’ x’ Knotenlasten

X’ x$

@p] [ipm]

Mp] Lastmatrix, Lastvektor
K Mp] @lpn—}] Matrix, Vektor der Knotenlasten
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SchnittgroBen

N Ny, ,,0 [Mp/hﬂ
m};,m\f,m:\(;,nk(,\?z [Mpm/m]
[Mp/hﬂ

tx’ﬁxW’sX’EX [Mp/ﬁﬂ

qY’q?

N,Q1yQ2

M My ol

[iip ]
[ipm]

[Mp/ml[ypm/mj
X [oep/m] [1epm/m ]

WegeroBen
U, v, W [m]
T (1]

v (=101
Y [1(1]
B 10psb, [m]

N [m]

c [m/Mp]
C [m/ij
vv,st’
th,st

st?

1,8t [1]
Yo, s
Spannungen

Ter Oy [Mp/m2]

Txr Tygs Ty [Mp/m2]

Normal- und Schubkréfte
Biege~ und Drillmomente

Querkridfte

Ersatzschub- bzw.,
Léngskraft, Querkréfte
Bilegemomente, Torsionsmomen

Matrix, Vektor der
Matrix, Vektor der
zienten von S

Verschiebungen
Verdrehungen
Matrix, Vektor der
und Verdrehungen
Matrix, Vektor der
zienten von \J
Verschiebungen des
diskreten Punkten
Matrix, Vektor der

by104104

rgatzquerkrafte
Tim Xreis-
t]ring
Schnittgrolen
Fourierkoeffim

Verschiebungen
Fourierkoeffie
Baugrunds an

Verschiebungen

Federkonstante, Element der Federmatrix

Federmatrix

Starrkorperverschiebungen

Starrkdrperdrehungen

Normalspannungen
Schubspannungen
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sonstige Bezeichnungen

R
gl

&

E
N

Abklirzungen

Kv
v

es” TPy

konst

ge
di

o[ ]

[1]

[1]
(1]

[1]
(]
[1]

Harmonische der trigonometrischen
Reihenentwicklung

Anzahl der Ringelemente

Anzahl der Federelemente je Ringe
element

Gesamtzahl der Federelemente
Einheitsmatrix

Nﬁllvektor, Nullmatrix

KraftgroBenverfghren
ForménderungsgriBenverfahren
konstant

gesamt

Matrix[: ]} die in der Haupt=
diagonalen mit Vektoren; Matrimen
oder skalaren Gridfen besetzt ist
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1. Binleitung

In der vorliegenden Arbelt wird ein Verfahren beschrieben,
mit dem der Spannungs- und Verformungszustand kreiszylindri-
scher Silos unter Berlicksichtigung variabler Baugrunddefor-
mationen berechnet werden kann.

Den AnlaB zu dieser Untersuchung gab ein betrichtlicher
Schaden an der Dachkonstruktion eines GroBraum - Klinker-
silos. Geringe unterschiedliche Setzungen des felsigen Bau
grunds in Verbindung mit nicht-rotationssymmetrischer Be-
lastung flhrten zu groBen Deformationen des oberen Schalen-
rands, denen das Pfettendach nicht folgen konnte.

Als Grindungskdrper wird ein in Querrichtung starres, doppelt-
symmetrisches Kreisringfundament vorausgesetzt, das mit dem
elastischen Baugrund und der anschlieBenden Kreilszylinder-
schale kontinuierlich verbunden ist, Wegen des in Umfengsriche-
tung verwendeten trigonometrischen Ansatzes fir Verformungen
und SchnittgroBen kann die hier vorgelegte llethode auch direkt
auf Systeme angewandt werden, die aus Rotsotionsschalen beliebi-
ger Meridianform zusammengesetzt sind. Bekanntlich lassen

sich deren partielle Differentialgleichungen nit einem Pro-
duktansatz, der einer Fourierentwicklung in Breitenkreis=
richtung entspricht, in ein System von gewdhnlichen Differentizal-
glelchungen uberfuhren[51],[29] . Im folgenden wird jed-ch

nur auf Systeme Bezug genommen, die aus Kreiszylinderscha-

len und Kreisringen zusammengesetzt sind,

Auf dile Notwendigkelt, bel der Festigkeltsberechnung von
Naturzugkiihltiirmen unterschiedliche Fundamentsetzungen zu
beriicksichtigen, wurde verschiedentlich hingewiesen [52] s
[9] ’ [32] 7 [53] . WUONDARLICH untersucht den TinfluB einer
in trigonometrischer Form vorgegebenen Setzungskurve auf
die Biegebeanspruchung einer Kiihlturmschale [52] » Dabel
‘ zeigt sich, daB insbesondere das Reihenglied mit dem Ver-
lauf cos 2% zu Verformungen und Biegebeanspruchungen im
gesamten Schalenbereich fithrt, weil das Tragwerk in der Art
dehnungsloser Verformungen ausweicht.
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Bs ist bekannt, daB unterschiedliche Setzungen auch bei kreige-
zylindrischen 8ilos zu groBen Deformationen und Biegebean~
spruchungen fihren kdnnen, wenn der obere Schalenrand nur unzue
reichend ausgesteift ist [34] . LUCHNER und LINDNER [26] gehen
beim Bau eines Klinkersilos von einer vorgegebenen Setzungse~
kurve der Form u = 0.25.c0s 2% [9@}aus.Die Amplitude wird da-
bei mit dem Hinweis auf die Steifigkeit des Systems ( Ausstei-
fung des oberen Schalenrands mit einer Kegelschale ) tenden-
ziell zwar richtig, zahlenmiBig aber ziemlich willkiirlich
reduziert, '

Qualitative Untersuchungen dieser Art kbnnen zwar zu guten Br
gebnissen flhren, wenn die Sohldruckverteiliung oder die Fundo
mentverformungen unter Binbeziehung der Bauwerkssteifigkeit
einigermaBen richtis geschétzt werden. Insbesondere weiche
Systeme folgen einer Jetzungskurve mit dem Verlsuf u = uéclcos 29,
ohne daBl wesentliche Zwangskrifte entstehen. Wenn man in diesem
Fall eine als bLekannt vorausgesetzte Verschiebung dem System
Taufzwingt" und daraus den Spannungs— und Verformungsszustand
berechnet, so sind durchaus brauchbare brgebnisse zu erzielen.

Einen besseren und in vielen Fallen allein zutreffenden Eine
blick in dus Tragverhalten solcher Systeme gewinnt man aber
nur, wenn dag Zusammenwirken von Schale und anderen Bauele~
menten mit dem Baugrund rechnerisch beriicksichtigt wird. Die
Spannungen und Verformungen der Kontaktfliche sind dabei so
“zu bestimmen, daB $leichgewicht und Veriréglichkeit zwischen
Baugrund und Uberbau besteht, Diese Aufgabe wird im Schrifttum
vielfach als Kontaktproblem bezeichnet.

Bei den vorliegenden Losungen des XKontaktproblems filr Platten,
Balken und ebene rahmenartige Tragwerke werden die in der Bew
ribrungsfliiche wirkenden Schubspannungen stets vernachléssigt

es wird lediglich gefordert, daB die vertikalen Verschiebungen

( Setzungen ) von Bauwerk und Baugrund Ubereinstimmen. Unter
dieser Voraussetzung wurde das Problem erstmals von WIRGHARDT [4@
allgemein fiir den Tall des Balkens auf elastischer Unterlage
formuliert und von PRAGER [35]auf das rédumliche Problem elastisch
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gelagerter Dlutten erweitert.

Pir Bogzenstaumauern, bei denen sus Gleichgewichts~rinden die
Horizontalkrifte (QX) und die Biegemomente (MX) infalre Yasser-
druck neben den Vertikalkridlten (NX) die Yaupthelast nr der-
stellen, hat # 5 K ¥ B [53] den FinfluB der Bodendefonrmatiosnen
Pittel-
schnitt untersucht, s zeigt sich, daB dabei die in der Fontalkt-

aul den Spannungszustand des Schalentrazwerks in einem

fléche infolge oy und MX entstehenden horizontalen Cherflichen-
versciiiebunsen sowie die Verdrehungen von bedeutendem HinfluR
sind und nicht vernachlédssigt werden konnen.

Die Vielzahl dexr bisher bekannt gewordenen Berechnungsverfshren

1aBt sich am leichtesten iiberblicken, wenn die grundlegenden
Beziehunsen kurz wiederholt werden.

Der Zusammenhzng zwischen Belastung und Verschiebungen der
Grindungsfliiche wird dargestellt durch eine Integralsleichung.
Fiir den ebenen Rall gilt:

Ualx) = | KX E) P(E) o8 (1.1)

Die Integration erstreckt sich lither den belzsteten Sereich. Die
EinfluBfunktion ¥(x,§ ) bes

hreibt die Nachgiebigkeit der ela-
stischen Unterlage; sie gibt die Setzung an der Stelle x infolge
der finheitslast an der Stelle § an., Der Integrand stellt also

den Beltrag dar, den die Lasgt p(§ )uig zu den Setrunz an der

Stelle x lelstet, bit diesem Ansztz wird prinzipiell die
bertcksichtigt, daB wegen der Druckilberschneidung im Bausrund die
setzung an elner bestimmten Stelle nicht nur von dem dort
herrschenden Sohldruck abhingig ist., 7Zu der Integralgleichung (1.1)

ist noch die Differentialgleichung des Balkens hinzuzunehr

.dt%&és) P W Polx) - /p(x) {(1.2)

Ax* S
wobel
po(x) seee.die Belastung desg Balkens
p (x) +....der Sohldruck
ist.

Die rechte Seite beinhaltet hereits dile Gleichgewichtsaucssage,
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daf der wuf den Bavgrund wirkende Sohldruck den Balken in gleicher
Grofie von unten belastet. Die Kontinuitatsbedingung

ug(x) = u(x) ’ (1.3)

veriniipft die Gleichung (1.1) mit (1.2) und fithrt auf eine
Integrodifferentialgleichung, die den Sohldruck als unbekannte
Griige entnalt, Bei rdumlichen Problemen ist von dem Ansatsz

usteit) = [ KX g€ ). p 8 ) olf roln o

auszugehen oder auch von der entsprechenden Darstellung in
Yolarkoordinaten

(1.42)
uB(r,LP)=”K(r}P; e Y) (9, Y¥) o dg dy

Zuganmen mit der Plattehgleichung 1&8% sich damit das Problem
elastisch gelazerter Platten beschreiben.

Gescrnlossene Lisungen der oben skizzierten Aufgaben existieren
der grobien mathematischen Schwierigkeiten wegen nur in einigen
senderfillen.
Pir eine angenommene gxponentielle LinfluBfunktion
' ~kix~ €| (1.%)
K(X‘g\’ = C,,'@. o

18ste WISGHARDD [48] das ebene Problem des Balkens auf elastischer
Unterlage. Jene zuniichst willkiirlich erschienene Annahme Zewann
spdter dadurch an Bedeutung, daf einige - auf andere Veise ent-
wickelte - Bodenmodelle bei entsprechender ‘ahl der Konstanten Cy
und £ oouf dieselbe Linfl ifunktion fihrten [23] , [ 47] . Dazu ge-
hort beisplelsweise das verallgemeinerte Federmodell, das aus ge-
koppelten Vertikal- und Drehfedern besteht ( vgl. auch [28] ).
Bei vollkommen weichen Drehfedern kommt man zu dem von WIWKLER
[49] und spiter von ZIMMERMANN [54] verwendeten Ansatz, der die
trundlage des Bettungszahlverfahrens bildet:

1
(%) T e+ D) (1.6)
B CB .
1 Bettungszahl
~6§ oo

Diege Hethode ist also in der allgemeinen Formulierung (1.1) fur
eine exponentielle RinfluBfunktion als Sonderfall ente


ibbaf
Textfeld


- 21 -

halten. Darauf haben NEMENYI [?7_}und spdter PRLANT Eﬁf} auf
Grund mathematischer Uberlegungen hingewiesen., Der grund=-
sdtzliche Mangel des Bettungszahlverfahrens ist bekannt:
Die voneinander unabhingigen Vertikalfedern lassen Setz-
ungen nur unmittelbar an der Laststelle zu, eine Beeine
flussung anderer Punkte ist ausgeschlossen., Der vermeint-
liche Vorteil liegt in der einfacheren mathemsatischen Bee
handlung, so dall eine groBe Anzahl von L&sungen hierfilir
vorliegen ( z.B. [19] ,[201 ,{31] , [39] Y. Den kom-
plizierteren Fall, daB in der Kontaktfliche nur Druck-
spannungen iUbertragen werden konnen, behandeln TSAI und
wostiay [467 .

Verwendet man als Bodenmodell den unendlichen elastische
isotropen Halbraum, so ergibt sich mit den LOsungen von
BOUSSINESQ LQ:] die BinfluBfunktion flir den ebenen Fall zu

Kx,8) = ¢, tnlx-§l (1.7)
und flir das r&dumliche Problenm
A

KIXqi§4) = < - -
VOx-gys (y-my
Mit dieser Annahme liegern strenge Losungen flir die &tarre
Kreisplatte ( vgl. [381 } und den starren, unendlich lane
gen Plattenstreifen vor (vgl. [15 ] }. Weitere Sonderfille
sind in LSBJ behandelt.

(1.8)

Allgemein wird der elastisch-isotrope Halbraum als das

derzelt brauchbarste Bodenmodell bei der LOsung von Kone
taktproblemen angesehen. Br dient als Rechenmodell ver=-
schiedener Steifezahlverfahren. Zu diesen Verfahren sind

neben den "strengen" Lsungen all jene Methoden zu zé&hlen,
die das durch Integrodifferentialgleichungen beschriebene
Problem fiir die BinfluBfunktion (1.7) bzw. (1.8) niherungs-
welise lOsen.
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Bei allen Nidherungsverfahren wird die Integralgleichung (1.1),
die den Sohldruck p(¥) als unbekannte Grsge enthédlt, in

eine algebraische Gleichung tbergefithrt, KANY [ZZ]nimmt

statt der Setzungsmulde (1.1) eine empirisch vorgegebene
Funktion an, BOROWICKA [1] und DE BEER-LOUSBERG ( z.B. [4])
entwickeln p(8) in eine Potenzreihe mit unbekannten Ko
effizienten, so daB eine Quadratur von (1.1) mdglich ist,
Bine andere Ndherung besteht darin, den Sohldruck ab-
schnittswelise konstant, jedoch mit unbekannter Ordinate,
anzunehmen, so dzB die Gleichung (1.1) abschnittsweise in-
tegriert werden kann [4] N D1] y [1@] , [14] , [28] y [41] .
Als weitere Vereinfachung wird statt der abschnittsweisen
Integration eine Summenbildung vorgenommen, indem die kon-

stanten Sohldriicke im Schwerpunkt jedes Abschnitts zu

einer Einzellast zusammengefaBt werden. Wegen der Singu~
laritds von (1.7) fir x=%8 ist im Bereich der Laststelle
selbst immer eine Integration durchzufilhren [ﬁ6] ’ [17] B

[}o] , [40]

Zur Pormulierung der Kontinuitidtsbedingungen (1.3) werden

entweder dle Differentialgleichungen des Balkens bzw. der
Platte durch Differenzengleichungen ersetzt [5] ,[16] N
[17] oder es wird als baustatische Methode das KraftgroBens
verfahren angewendet, wobei Baugrund und Uberbau als sta-
tisch unbestimmte Hauptsysteme aufgefalt werden ( vgl. hier-
zu auch [37] )+ Die unbekannten Sohldriicke ergeben sich

aus elnem linearen Gleichungssystem. Bei Anwendung des
PorménderungsgriBenverfahrens [41] oder darauf basierender
Methoden [28] wird unter Beibehaltung der vorher genann-
ten Néherungen die zu (1.1) inverse Beziehung hérgestellt:
die Ordinaten der Sohldriicke oder die Koeffizienten der
Potenzreihe werden in Abh&ngigkeit von den Verschiebungen
angegebén. NETZEL [28] berlicksichtigt die wegen der RiB=
bildung verénderliche Biegesteifigkeit von einachsig aus=-
gesteiften Stahlbeton~Grindungsplatten und eliminiert die
vom Platteneigengewicht nicht lberdriickten Zugspannungen,
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Welter sel noch auf die Methoden mit verdnderlicher Bettunis-
zahl Thingewiesen [6] y [1@] , [jB] , die in der Regel
eine mdglichst gubte Anndherung an ein Steifegahlverfanhren

zum Ziel haben. Der grundsitzliche lMangel des Verfahrens

mit konstanter Bettungszahl wird dadurch jedoch nicht be-
hoben. So kann z.B., die gegenseitige Beeinflussung benach-
barter Gebdude oder der LinfluB von Lasten, die auBerhalb der
Grindungsfléiche wirken, mit dieser Methode prinzipiell

nicht behandelt werden.

Zu erwihnen ist noch die Woglichkeit, Bauwerk und Baugrund,
oder auch einzelne Teile davon, mit der liethode der fini-
ten Blemente zu berechnen, die im Zeitalter der Computer bhe=-
sonders geeignet ist[}] y EBfI y [55] . Im 2ahmen dieser
arbelt wird hierauf jedoch nicht eingegangen.

Das vorliegende Verf

=

shren geht im 3inne der angegebenen
Naherunzen von einer Summendarstellung der Gleicrung (1.42)
aus, Plir zundchst allgemecine BinfluBfunktionen werden
gédmtliche Spannungs- und Verschiebungskomponenten in der
Kontoktfuge beriickeichtigt., Bin den Losungen fir Hreis-
zylinderschalen und Kreisringe angepalBter trigoncmetrischer
Ansaty filr Kontaktkrifte und entsprechende Verformungen
fihrt auf eln lineares Glelchun.ssystem. Neben der direk-
ndelt,

dafB auBerhalb der Grindungsfliche wirkende Lasten wegen

ten Belastung eines Silos wird auch der Fall be

der Druckiiberschneidung im Baugrund zu Beanspruchungen

des Pundamentrings und der aufgehenden Konstruktion fihren

( z.B., Pillgut, BinfluB benachbarter Silos ).

Die Ubergangsbedingungen zwischen Baugrund und Bauwerk
werden mit den getroffenen NHidherungen in Anlehnung an

die Kollokationsmethode an ceiner beliebig festzulegen~

den Z=hl von Funkten exakt erfillt,

Zur Durchrechnung einiger Zahlenbeispiele wird der elastisch-

iatei ver en

isotrope Halbrgum als Baugrundmodell. eingefiihrt und
nur die Vertikalverformunsen infoige lotrechter iLasten her ‘ci-
sichtigt (s.95.71).
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Die dafiir vorhandenen Beziehungen werden n#herungsweise
und wit gewissen Hinschrinkungen auf einen Baugrund mit
unregelmifiigem Verlauf der Bodenschichten erweitert, wo-

bel die UnregelmifBigkeiten in der unterschiedlichen

5

Midchtigkelt und/oder in der UnregelmiBigkeit der Steife-
ziffer ES ihren Ursprung haben konnen.
Annend dieser Beispiele soll der Zinfluf der Uberbau-

steifigkeit auf die Schldruckverteilung und auf

setzungs~ und Qragverhalten kreiszylindrischer Silos
sufgegeigt werden. Von besonderem Interesse ist hierbei

die wirkung von Aussteifunsen des oberen Silorands.

bie Werechnung der Zahlenbeispiele ( siehe Abschnitt 8 )
worde mit einem in ALGOL geschriebenen Trogramm auf

der .lechenanlasze (D 6600 der Universitit Stuttzart
durchgef ihrt.
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2. Berechnungsverfahren

2.1 Geometrie und Belastung

Das Bild 2.1 zeigt das aus Baugrund und Uberbau bestehen-
de Gesamtsystem. Der (bersichtlichkeit wegen ist auBer
dem Fundamentring und der Zylinderschale nur noch ein
Aussteifungsring am oberen Rand des Uberbaus dargestellt.
Mit dem Rechenprogramm konnen beliebige, aus Kreisringen
und Kreiszylinderschalen zusammengesebtzte Uberbauten bee

rechnet werden, Auch dle Lasten p und p, seien nur

x? P
stellvertretend flr die &uBere Belastung des Uberbaus be-

trachtet,

2.2 Zur Wahl des Verfahrens

Fur die Berechnung der Zylinderschale steht die FLUGGE'sche
Biegetheorie zur Verfligung ['7] , flir den doppel t-symmet-
rischen Kreisringtriger daraus abgeleitete Beziehungen| 25 |,
Die sirultanen partiellen Differentialgleichungen fiir die ’
Verschilebungen u, v, w der Zylinderschale werden mit einem
trigonometrischen Ansatz in Kreisumfangsrichtung auf ein
System von gewbhnlichen linearen Differentialgleichungen
zurlickgefihrt, Mit einem entsprechenden Ansatz 1488t sich
auch der Kreisringtrédger berecihiien. Stellt man die HuBere
Belastung ebenfalls durch eine trigonometrische Reihe dar,
so kann mit den angegebenen Grundlagen bei festgelegten
Randbedingungen der Uberbau allein fiir jedes Reihenglied
getrennt berechnet werden.

Im folgenden wird die Last pXUP) = konst betrachtet., Der
Baugrund sei dabei im Bereich der Grindungsfliche vereine
facht dawgestellt als ein System von unendlich vielen ver-
tikalen Federn, deren Kennzahlen ortsabhingig sind ( ¢ =
c(r,f) ). Ein in Querrichtung starres, in Umfangsrichtung
vollig weiches Koppelelement verbinde die einzelnen Federn,
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- 80 daBl der Verformungszustand mit u(¥P) und 0‘(?) bew
schrieben werden kann ( Bild 2.2 ).

px(‘P) =konst

Koppelelernent

| |
| ! .
i | Uberbau
i |
l |
I

[ ] ]
c(r,kp)w-_;g $3 u("F)‘ \i:ym | Baugrund

R bzw. n{ P} my(P)

Bild 2.2 BSystem zur Brléuterung des Berechnungs-

verfahrens

Die Randbedingungen an der Unterseite des Fundament-
rings konnen der elastischen Nachgiebigkeit des Baugrunds
wegen zun#dchst nicht eindeutig festgelegt werden. Das
Grundsystem muBl deshalb so gewdhlt werden, daB die Boden-
verformungen den Spannungszustand des Uberbaus nicht
beeinflussen. Es bestehen zwel Moglichkeiten:

a ) Alle KraftgroBen, die nicht zum duBeren Gleichgewicht
notwendig sind, werden ausgeschaltet, so daB der Uber=-

bau statisch bestimmt gelagert ist. Die Kraftilbertragung
188t sich durch folgendes Gedankenmodell veranschaulichen

( Bild 2.3 ) : Man denke sich zwei kreiszylindrische Winde,
zwischen denen sich eine gewichtslose, nicht deformier=

bare Flissigkeit befinde; das Volumen der Kammer verdne

dere sich nicht., Der Raum zwischen den Winden sei oben

mit einem reibungsfrel sich bewegenden Ringkolben und darvan
gelenkig angeschlossenen starren Stdben und unten mit eie-
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4 Py () = konst
? Uberbau
|
i =
n (P)=p,IP) = konst
Verbindungs-
——— Ringkolben element
ho Fliissigkeit

; J
| Baugrund
| N

Bild 2.3 Modell zur Kraftilbertragung im statisch be-
stimmten Grundsystem

ner Platte abgeschlossen, Dieses Element stelle die Verm
bindung zwischen Baugrund und Uberbau her. Unter den be-
schriebenen Bedingungen herrscht in der PFliissigkeitskame
mer allseitig gleicher Druck, so daB die auf den Baugrund
wirkende Last nX(@) = pXGP) = kounst ist., Bei Yedern mit
variablen Kennzahlen sind die Setzungen und Verdrehungen
bel konstanter Belastung am Kreisumfang verinderlich.Sie
seien in Form elner trigonometrischen Reihe gegeben:

<o
(< ;
U(‘P\ = Z uw: cog\m‘f + UE:\ Sin m‘f (2.1)

mM=0

o ley S
’\)"H’\= Z '\j“m‘COSm‘f’ + 'L‘)i: in m‘{’ (2.2)

m=o
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Das Reihenglied ugc) stellt einen konstanten Anteil dar,
um den sich der gessmte Uberbau in vertikaler Richtung
verschiebt ( Bild 2.4 ).

0 w 2T ¢

u(c)

u
Bild 2.4 Setzungen bei konstanter Belastung nX(W)

Die Hohe hO der Plisslgkeitskammer verdndert sich durch ugc)
nicht. Dagegen bewirken alle ibrigen Reihenglieder eine
Ver&dnderung der Kammerhthe, ohne daf zusdtzliche Verw
schiebungen des Uberbaus entstehen. Die unterschiedlichen
Setzungen werden von dem Verbindungselement aufgefangen.
PMir die Kammerhche gilt:
oo
hi) = by s 2 UShcosimp + U5 s i 22
Ma A
Das Volumen der Fliissigkelt bleibt unverédndert, da der
Reihenausdruck bel Integration iber den Kreisumfang ver-
dgchwindet.

2%

0
. J\(S‘ UEC;? cos W\‘{ + U,L::' Sin ww‘f> (.7\‘{> = O (2’4>
\f=o m=A

Bei dem beschriebenen Modell sind zwar die Gleichgewichts -
nicht aber die Kontinuit8tsbedingungen erfillt. AuBer dem
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konstanten Setzungsanteil entstehen hdhere Reihenglieder,
die mit den Verformungen des Uberbaus nicht dbereinstimmen,
Zur Herstellung der Kontinuitét an der Ubergangsstelle
miissen zus&tzlich Gleichgewichtsgruppen eingefiinrt wer-
den, so daB unter der Wirkung aller Krdfte Vertridgliche
keit besteht,

K

~ ~() ~()

NPy = Z Ny COSP & Nyq” Sin \m“f (2.5)
=4

,\”Hxl‘?\ - Z P)n;";l{cm rf s v’\ﬁ%‘g‘:,\~g{v. P (2.6)

m=0
Die unbekannten Amplituden berechnen sich aus den Ela-
stizitédtsgleichungen ( KraftgridBenverfahren )., In diesem
Zusammenhang ist zu bemerken, daB das Gesamtsystem wegen
der oben beschriebenen Koppelung zwischen den einzelnen
Harmonischen nicht fir jedes Reihenglied einzeln berechnet
werden kann,

b ) Alle Forminderungsgrofen werden ausgeschaltet, etwa

durch Einfithrung starrer, mit dem Baugrund nicht verbun-
dener Stdbe ( Bild 2.5 ). An der Ubergangsstelle sind die

Py (] = konst

| Uberbau

Starre
Stdbe

Baugrund

TR

_Bild 2.5 CGeometrisch bestimmtes Grundsystem
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Kontinuitidts~ nicht aber die Gleichgewichtsbedingungen er=
fiillt., Es ist dann der Verformungszustand zu finden, der
auch dieser PForderung entsprichts

<0

~ ~ ~

Uty = Z U:\ oS vf & U&:'Q\'\A P (2.7)
M=o

~ SO ~ 6 )

'%/\\,\e\ = E '\3/:“~ L(')SY\'\\P + »\‘)"M\ S VV\“(/ (2.8)
m=0

Die unbekannten Amplituden ergeben sich hierbei nach
Abspaltung der Starrkdrperverschiebungen aus den Gleichw
gewichtsbedingungen ( ForminderungsgrtBenverfahren ). Wie
bei Anwendung des KV sind auch hier die Harmonischen ge~
koppelt: eine konstante Setzung ist mit Krédften nX(W) und
Momenten mXGQ) verbunden, die auch hdhere Harmonische ente
halten,

QO
. <
© N8y = Z "‘f:y;wsm-? + hkg:“-w.\ - (2.9)
m=0

oo

My = 2 S

W
Lo My, Cos e+ m\(m&mw«%}
=0

(2.10)

Beide Methoden sind fir das zu berechnende Gesamtsystem
als gleichwertig zu betrachten, Dies gilt sowohl fiir die
numerische Stabilitét als auch flir den Rechenaufwand bei
der Bestimmung der unbekannten Kraft~ und Formédnderungs~
groBen, Da die Verformungen des Baugrunds in der Regel in
Abh#ngigkeit von den Lasten angegeben werden ( siehe Glei-
chung 1.1 ), kommt das dieser Darstellung entsprechende

XV zur Anwendung. Gegeniliber einer Berechnung nach dem FV
erspart man sich dabel die Inversion der Federmatrizen,

Zur Berechnung des Uberbaus als statisch oder geometrisch un-
bestimmtes Grundsystem steht auBer den beiden genannten
Methoden das Ubertragungsverfahren zur Verfligung [50] B
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Dem ALGOL - Programm, mit dem die im Abschnitt 8 angegew
benen Belspiele durchgerechnet wurden, liegt das KV zu~
grunde.Auf eine Darstellung des bekannten Rechengangs,
der die Losung der homogenen und inhomogenen partiellen
Differentialgleichungen der Zylinderschale enth#lt,

wird im Rahmen dieser Arbelt verzichtet. Es sei darauf
hingewiesen, dafl als Losung der inhomogenen Differentiale
gleichungen filir alle Reihenglieder die strenge Partiku-
1ar16sung und nicht die Membranldsung verwendet wird.
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3, Definition der statisch Uberzihligen

In der Kontaktfléche zwischen Fundamentring und Bau-
grund milssen die auf beide Teile wirkenden Krdfte aus
Gleichgewichtsgriinden einander gleich sein. Die Konti~
nuitédt verlangt an der Ubergangsstelle gleiche Verformungen
von Ring und elastischer Unterlage. Zur Bestimmung der
Krifte und Verformungen nach dem XV werden Uberbau und
Baugrund als statisch unbestimmie Hauptsysteme aufge-
faBt. Es ist zweckmé8Big, in die in der Kontaktfuge wir-
kenden statisch Uberzihligen auch die zum ZuBeren Gleiche
gewicht notwendigen Anteile einzuschlieBen; flir deren
Berechnung stehen die Gleichgewichts~ und Kontinuitdts=
bedingungen gzur Verfligung.

Aus den in der Griindungsflédche entstehenden Spannungen
% » Txop
gration Uber die Breite bF die auf die Linge ds = 1 der

Ringmittellinie bezogenen KraftgrsBen ( Bilder 3.1 und 3.2 ).

T und Tyy B0 der Stelle P ergeben sich durch Inte-

Bild 3.1 Spannungen in der Grindungsfléche
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Bild 3.2 ZKraftgriBen an der Stelle P

n, ()
o ()

4, (P

slogle

o (1+ 2-) 4z
,J;(q_x ap
ropln

’L'X‘F(1+ -g—-) dz
~ogle )
+ bl

. (1+ 2 4z
T Xz an

-2

(3.1)
(3.2)

(3.3)
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dogln

mo(®) = fgx.(1+ ~§§)~z-dz (3.4)
~byle
#ele

mw(kp‘) = 'L‘X‘P(1+-—EZ§;)\Z'C1Z (3.5)
“ople

Die Punktionswerte der KraftigroBen seien an np dquidie-
stanten Punkten des Kreisumfangs zu bestimmen. Nach dem
Verfahren der harmonischen Analyse 148+t gich eine an n

R
Stitzstellen gegebene oder - wie hier - zu bestimmende

periodische Funktion mit den Stiitzwerten fi (i=1,2,.. ny )
durch ein trigonometrisches Polynom darstellen, das an

den StlUtzstellen mit der vorgegebenen diskreten Funktion
iibereinstimmt ( "trigonometrische Interpolation® {57]).

Bel geradzahligem np ist

oo
‘F(‘P) = (Zo Gy CosmP + b0 Sin m@) + C\D’f- (O%DZ—%\F (3.6)

* BEs gilt dann fiir alle Stellen ¢ ( Bild 3.3 )

(3.7)

fo=f)
Die Ermittlung der np FPourierkoeffizienten erfolgt unter
der Bedingung, daB die Summe Q aller Fehlerquadrate mini=

mgl wird. Im hier vorliegenden Fall der "trigonometrischen
Interpolation” gilt exakt Q = 0.

YR
At ‘;‘?a
‘ n
G = T%\Z ‘I‘Z"F'L‘C-OSW\KP\‘
n =
o A Z_ L
— 1)

=1
8]

b, - 2 ;ii¥g'cinrn?i
A

MNe,

- (3.8)

3

3

=



ibbaf
Textfeld


- 36 -

éiﬁ.’/h r\(ﬂw
TN

i 3

"0 g % % G

af

Bild 3.3 Harmonische Analyse einer diskreten Funktion

(&P = 271"\/nR i W= (i-1)ef)

Die KraftgréBen lassen sich nun in der folgenden Form

angeben:
figl2 ~4

©

( ) (s

()= tha- cos P+ My Sin m‘f’) + Mg ng'cos 5123-9? (3.9)
m=o =

Ngl2-A
()
nX‘P(LP):(E hi?mvcos P+ h};’mgln m‘P) + DMB'CO%%E'(P (3.10)
o ' ' ‘e

el A
- {cy . (=) © a

C’fx“‘)\ (; yrr COSIMY 4 G Sl mf) + Qx.%’wg —f‘f? (3.11)

nplz~ 4 @

(e

M) = (? m;m cos P+ rmg"‘)y{ S m‘?) + My, ng COS r—;ﬂ{? (3.12)

M=o b

wiz-1

©)
My ptP) = Zmﬁln“wcmtf’ + mf%m's‘\v\m\a + mx.ar%-cm%‘(’ (3.13)

m=0
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Plir die weitere Darstellung ist es zwecimdBig, die Mat~
rizenschreibweise zu verwenden. Folgende Matrizen und
Vektoren werden eingefiihrt:

- . mMes 0 rawd mv m=7
e | T-[ELE.. ELLLE
Ol (3.15)
SG(@)= G &) (3.14)
9 Fo- daa{ﬁfﬁ?ﬂ T .....E}m}
L mw(\%\ z
(3.16)
\e ]
X@‘v Die Untermatrizen sind
B I A
L& A 1
: ¥ 4 b4
X@ = Ko (5.17) B =| p | y
: | 4 L
; 1) .
~><G,Hzfj (3.15 a)

PMirm=0und m = n‘R/Q ist 2zu beachten, daB alle Sinus-
glieder entfallen.

()
Mipin .Fr;‘(\y) =

(e
q’\(,\w . .

I diqa cosnf, sumP. wsmyf. cosm¥  Sin e

&y
= Magin Sinmy cosmf clmm"f Siv\\m\{‘ CoS W
Gm |TTeTT T ' .

(e (3.178) (3.16a)
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Damit reduzieren sich die Gleichungen (3.9 bis 3.,13)
unter Verwendung von (3.17) auf:

Syo-T- Ferky o Xs (2.18)

Jer Vektbor ><G enthiilt die S'HR statisch unbestimmten

Grofien, zu deren Bzrechnung ebensoviele lineare Glelchungen
bendlilgt werden., Us stehen hierzu die sechs Gleichiewichts-—
bedingun en des Raums und damit - was spiter noch zu zelgen

ist - (5n,-6) Xontinuititsbedingungen zur Verfligung

L,5.103)., Die rultiplikation mit 1_ bewirkt die ge~
trix TQ@)-EZ ist nur in der
Huuptdiagonalen hesetzt und gibt die S‘HR Wirkungzen der

forderte summenbildung., Die

sinheltskrafteroden an., Die Verformunien infolge dieser
tinheitslasten sind £or Baugrund und Uberbau getrennt zu

berechnen.
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4., Die Verformungen des Baugrunds

4.1 Ansatz fir die Verformungen

Die Baugrundverformungen im Bereich des Ringfundaments
entstehen durch die KraftgriBen Eigp)und durch Lasten Py
die innerhalb oder auBerhalb der Ringfliche auf den Boden
wirken ( vgl. Bild 2.1 ). Der Punkt A, verschiebt sich dae
bei um uo(@), VOGP) und WOGP) nach Al, der Punkt A, um
u1GP), V1UP) und WTGP) nach A} ( Bild 4.1 ). Sollen sich
Grindungsflédche und Unterseite des in Querrichtung starr
angenommenen Krelsringfundaments an allen Beriihrungse
stellen gleich verformen, so milssen sich alle Punkte, die
vor der Verformung auf der Geraden AoA1 liegen, nach der
Verformung auf der Geraden AéA% befinden. Die Entfernung
zwischen zwel beliebigen Geradenpunkten bleibt dabei kone
stant., Damit 148t sich der Verformungszustand an der
Stelle ¥ durch die Verschiebungen des Punktes AO und die
Verdrehungen der Geraden AOA1 angeben., Die einzelnen
Verformungsanteile sind in Bild 4.2 getrennt voneinander
dargestellt,

Achse der Griindungs-
fldche

Bild 4.1 Verformungen der Grindungsfléche


ibbaf
Textfeld


- 40 =

Bild 4.2 Verformungsanteile u, v, w,ﬂr,\V

Entsprechend dem Ansatz fiir die KraftgréBen werden

die an np 3tellen des Umfangs zu bestimmenden Verform-
ungen in ein trigonometrisches Polynom entwickelt. Unter
der, Wirkung von S;év)und p, ist:

fgle-4
ule) = ( ? U::‘COSm\P + U gin \m‘f’) + Uh Cos 2 7 E.o (4.1)

m=0
l"'Ll

Vi cosmpP 4 VS ml(’)*r Cos——ce (4.2)

v =(

=0

W(L?\ W Co&m‘f + Wsnswu )+— V\) coSJ‘P (4.3)

Mo

Ny lr-4

() (?:Jﬂ eos 4 qu)%{mm(e) 'aqu‘i"sv,ce (4.4)
|2

Wy ‘V‘ Scose Y Wmu;\} \fr;‘.‘ccg%fe (4.5)
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In Matrizenschreibweise gilt analog Gleichung (3.18)

Vio = T FioyY

Auf die formale Multiplikation mit der Einheitsmatrix

kann hier verzichtet werden.

uer)
v @
Vier-| ()
N9
LY (#)

V(LP) s \/x4w) R

v
Y,

(4.6a) .

. \Y, - ;:;

Y

L. “eln,

(4.6)

Im einzelnen bedeuten:

(4.6b)

Die Matrizen 1  und -‘F\‘P\sind
durch (3%.15) und (3.16) defi-
(4.60) niert. Der Vektor V(®)enthslt
schon die superponierten Ver-

formungen. Die einzelnen Anteie

le entsprechen im formalen Auf-
bau den Gleichungen (4.1 bis 4.5)
und damit auch (4.6). Schreibt
man die Superpositionsformel ausge

fiihrlich und bezeichnet man die
Elemente des Vektors x@ mit

see 55emp ), so ist:

VAT +\4’é§3vxs N

[ak:d
!

infolge der Uberzdhligen Sgﬁ(ﬂ

+ onk‘*’)

infolge Lasten by

(4.7)
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Der Vektor \&&Q) gibt die Verformungen infolge X, -cos mdp
bzw, x,esin ¢ fir x; = 1 an, Analog zu (4.6) ist:

Vo = T Far'Y, | (4.8)
Vo) =T Feo'Y, (4.9)

xo

Plihrt man diese Beziehungen in (4.7) ein, so wird

VQQ) ) TT@)( x4 %1 +"“*Y><'|'XL * ...+Yxs‘n>k(an+Yxo) (4.10)

Setzt man flir den Klammerausdruck

YX~XG Y (4.11)

mit

______ » \(XSr\‘;‘ (4.12)

dann ist *
Ve - T Feey KYX Xt Y,«) (4.13)

Durch Vergleich wit (4.6) ergibt sich die Beziehung
filr die Fourierkoeffizienten:

Y- XY (4:1)

Die obigen Formeln werden 8pdter in dieser Form bend=

tigt. Ihre wesentliche Aussage ist, daB im allgemeinen

Pall jedes einzelne Reihenglied der KraftgrdBen finf
Verformungen erzeugt ( Bild 4.2 ), von denen jede wiederum

in ein trigonometrisches Polynom entwickelt und somit

durch np Reihenglieder dargestellt wird ( Gleichung 4.8 )
Intsprechendes gilt sinngemiB fir Lasten Py ( Gleichung 4.9 ).
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4,2 Baugrundmodell ( Allgemeines Federmodell )

Der Baugrund wird durch ein System gekoppelter Federw
elemente an diskreten Punkten der Grindungsfliche dar-
gestellt ( Bild 4.3 ). Jedes Element bestehe aus drei an
einem Punkt gelenkig miteinander verbundenen dehn- und
biegestarren Stdben, die in einer Fihrungsschiene mit

einer Feder verbunden sind. Der Punkt p verschiebe sich
unter der Wirkung der lasten PX, R? und PZ an der Stelle g
um 5?, éig und <§Z. Die am Punkt p verbundenen St&be bleiben
bei dieser Verformung spannungslos. Dieser Verschiebungs-
zustand ist vorstellbar, wenn man sich die FuBpunkte der

® @

"B mms»  Symbol flir Anschlufl an fiktives
rdumliches Stabsystem

Vereinfachte Darstellung des Modells

Peodt

Bild 4.3 Allgemeines Federmodell
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Stébe an den Stellen p und q durch ein rdumliches Stabe
system verbunden denkt., Der Zusammenhang zwischen Ver=
formungen an der Stelle p infolge von Lasten an der Stelle g
sel gegeben durch den linearen Zusammenhang

é; -C P | (4.15)

PY Pt '

Dabei ist:

Sx “! Cxx Ck‘f‘ Cxx vx
S.=| S C =lon ot e B ®
Cix Gy Ca %

(4.15a) (4.15b) (4.15¢)

Die Blemente der Federmatrix <:pq geben die Verschiebungen
des Punktes p infolge der am Punkt q wirkenden Einheits-
lasten PX = 1, Rf = 1 und PZ = 1 an, Der Lastvektor an

der Stelle q ist tﬁ, der Verschiebungsvektor an der Stelle p
fiir Lasten an der Stelle q ist d%q' Analog zu Gleichung
(4.15) gilt fiir die Verschiebungen des TLastangriffs~

punktes q:

= : (4.16)
és;@ <:;4q Eg—

Die Gleichungen (4.15) und (4.16) sind im Sinne der im
Abschnitt 1 (vgl, Seite 22) beschriebenen Ndherungsverw
fahren eine Summendarstellung der Integralglelchungen

(1.4) bzw, (1.4a); gegeniiber den dort angegebenen An-
sdtzen werden jedoch hier sdmtliche Last~ und Verschiebe
ungsanteile berlicksichtigt. Der erwdhnte Sonderfall des
Bettungszahlverfahrens 188t sich leicht ablesen: die
Pedermatrizen reduzleren sich hierbel auf das Element Cxx.
Wegen der fehlenden Beeinflussung benachbarter Punkte gilt:
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cxx+0 fiir p = q

4
o

und Crx fiir p 4 g

Dem Verfahren mit konstanter Bettungszahl entspricht in
diskreter Form

Coy = konst

Sinngem&B ist bel verdnderlicher Bettungszahl

Cyy = variabel
Fir t Lastvektoren'pq im betrachteten Geblet ( g =1, 2, ..,t )
ergeben sich nach Superposition die Verschiebungsveke
toren an s vorgegebenen Stellen ( p =1, 2,
sprechend (4.15),

‘ (4.17)
S(st; C(st\P

Hierin beschreiben die Indices (st) die Gesamtheit der
Orte und Ursachen,

s 48 ) entm

Betrachtetes
Gebiet

(® Lastorte

& Verformungsorte

Bild 4.4 Brléuterung zu Gleichung {(4.17)
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Es bedeuten

. - - .
¢§4 (:L. P <;;4—. e e e e e (;%t
8(@:&)’ é C(€Z): : ‘ .
F C‘M Crq :
L éss__ <:::2 tr <::§
(4.17a) (4.17b)
_'P,‘ -
P
. S,
L3 o,
R

iy die Verschiebungen der Lastangriffspunkte gilt
analog

= . (4.18)
Sp” GP

(34
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4,3 Modell der Griindungsfléche

4.3,1 Geometrie

Zur Berechnung der Verformungen im Bereich der Griindungse-
fléche werden dort in np Meridianschnitten jeweils

ny, Federelemente nach Bild 4.3 angeordnet ( Bild 4.5 ).
Alle Blemente eines Meridianschnitts sollen sich voraus-
setzungsgeméll so verschieben, daB sie auch nsch der Ver-
formung auf einer Geraden liegen ( vgl.Bild 4.1 ). Dies
wird erreicht, wenn man sie mit einer starren Koppel-
stange verbindet. #in auf diese Weise entstandenes System
sel im folgenden mit Ringelement bezeichnet ( vgl. Bild 4.5 ).
Die gesamte Griindungsflidche wird aus ng solchen Elemen~
ten gebildet,

Zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Lasten und
Verformungen jenes Modells geht man von den Grundbeziehungen
(4.17) und (4.18) aus. Hierbei ist die Verbindung der
einzelnen Pederelemente durch einen starren Stab noch nicht
beriicksichtigt; erst durch Hinzunehmen der Gleichgewichtse
und Vertridglichkeitsbedingungen flr jedes Element 1EB%

sich dessen Verschiebungszustand eindeutlig bestimmen.

Dies ist selbsverstindlich nur dann notwendig, wenn an

Jjedem Ringelement mindestens drei Federelemente vor-

handen sind. Bei nur gzwel dieser Elemente wire das System
statisch bestimmt und die Auflagerkrifte kinnten - unzb-
héngig von der Steifigkeit der Koppelstange - mit den Gleich=
gewlichtsbedingungen allein ermittelt werden. Die Forderung
eines in Querrichtung starren Rings ( 2 starrer Koppelstange )
kann aber erst mit drei oder mehreren Federelementen erfiillt
werden., Im folgenden sei deshalb ausschlieflich der letzte
Fall betrachtet,

Im globalen System beginnt die Indizierung der eingzelnen
Federelemente und der entsprechenden Last- und Verschiebungs=-
vektoren bei Y= 0 an der Innenseite und endet bei ¥= (an1)A%
an der AuBenseite des Rings ((n = 1,2,0000ruueey Roeg ).
Lokal ist am i - ten Ringelement von innen nach auBen in-

diziert (k= 1,2, teiierecaeanns ny ). Der
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Zusammenhang zwischen n und k ist gegeben mit
n = (i=1).n, + k (4.19)

4.3.2 Grundbezichungen fiir die Verschiebungen des
Baugrunds im Bereich der Grilndungsfléche

Der allgemeine Zusammenhang zwischen den an den einzel-
nen Federelementen wirkenden Kr&ften und den daraus
resultierenden Verschiebungen ist durch (4.18) gegeben.
Bei den Dimensionen der Matrizen und Vektoren ist le~
diglich die Anzahl der Federelemente zu beachten, Ver-

zichtet man im weiteren auf die Indizierung (tt), so ist

5* i P A
= C( ) (4.20)
(3“5cs A Brges, n‘i“*) (3 iges (\)

Entsprechend ergeben sich die Verschiebungen infolge
auBerhalb der Ringfliche wirkender Lasten p, aus (4.17).
FPaBt man die dort angegebenen t Lastvektoren.Fi im
Vektor T{: gusammen, so gilt

b3

g = C¥ : B (4.21)

A@riges 1) @ Bnges ) " (3E,1)

Die Verschiebungs-~ und lLastkomponenten sind in den Vek-
toren der obigen Gleichungen entsprechend der Nummerierung
der Federelemente in der Reihenfolge x -‘f- z angeordnet.
PMir die weitere Darstellung ist es zweckmédBig, an jedem
Ringelement eine Umordnung vorzunehmen. im i - ten Ring~
element sollen die folgenden Transformationen bewirkt
werden: .
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I 7 ~ T [~ T B B
Sxﬂ 1 S Tiq Fk4
4 i T !
‘ ’P 5
5\‘24 [ &‘t " ’;\4 Px.k o
| Saa ' ‘ Lox | ;
_”_5_‘.91_ 4 I ...E‘\Q".‘-_..
et B 5:?‘1 ] L R{’(\ I
6;& ' : W’&* !
Sen k ::% S“"" ¢ ?‘P.k k % Pw,‘“ ®
_Aé%y_ : \ hf§&;_~ ‘
8 | ___§\€\_ﬂ_y ,‘ __Z\.QXEE_
f Su Pea
- ey A A '
Cg:(,ﬂF i CS\Z:k Ex R.”F ?b,\', 2
5‘?,m s i i 'P‘?,N: Ne: '
| e L Sene L] L B | | Pere |
% *
§ = & B = R
(4.22) (4.22a) (4.23) (4.23a)

.

M
Entsprechendes gilt filr den Vektor Sa T Eine Umord-
y
nung der Elemente von a.i ist gicht erforderlich, Dle
s
gewiinschte Transformation von 5:1_ erreicht man durch eine

Linksmultiplikation mit der Matrix i*

*
SL = UL' SL (4.24)

Dabel ist . _
4 0 olo o of lo o o
O O Ol4A © C)l :o o O
- | S e VY
! | 1 | | .
O o olo o ol d4._©o &8s
O A OI o 0 0| lo (SR ]
( , — o o ol (S} o‘ ‘ © o o
L ' , - N
3ng, 30 ol I
o ool O O .. 1O 4.2 Fene
o 041670 G jo o T
© 0 9|0 o 4| o b 0
S [
: : | :
Lo OOIDO ol |0 O 1t%ng

(4.248)
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&3
Analog gillt fir den Zusammenhang zwischen Tbi und T)i

> T
R = UL ' ‘PL (4.25)

Die Erweiterung flr alle Ringelemente liefert

é; = LJ 'c§>'e (4.26)
P -UP (4.27)

wobei gilt:

- -1 e ] o - Mo % 7]
<$4 cs1 1? 11
, * ! ! "
S-|&| &=l&| P=|n | P
. ! . 'I ! «
S & ® | L
(4.26a) (4.,26D) (4.27a) (4.27b)

U = o\“aa[ut \\\\\ UL UJ (4.26¢)

S A

Fihrt man mit Gleichung (4.20) die durch (4.26) vorge=-
schriebene Operation durch und setzt dabei (4.27) ein,
so erh#lt man :

$-UCUP

Mit der Definition

C-UCU (4.25)
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ist
S-cP | (429

Die entsprechende Transformation von Gleichung (4.21)
fihrt auf

¥
CSQ = Caa (4.30)

mnit
S
C(2 « U~Cq (4.31)

Im weiteren werden die Beziehungen (4.29) und (4.30)
verwendet.
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4.4 Gleichgewlchtsbedingungen

4.4,1 XKnotenlasten am i - ten Ringelement

Die YinheitskraftegrsBen mit trigonometrischem Verlauf
werden durch Knotenlasten ersetzt, Dazu denkt man sich
die Ringelemente durch statisch bestimmt gelagerte
Kreisringtréger verbunden (Bild 4.6). Die Knotenlasten
ergeben sich dann als Auflagerkrédfte bzw. als auf die
Unterstiitzung wirkende Momente der mit den Einheitskrafte
groBen belasteten Ringtrdger ( in Analogie zu den von
STUSST eingefiihrten Knotenlasten fiir gerade Triger {42] Yo
Das System 1lst statisch bestimmt, wenn auBer den Au}—
lagerbedingungen, die durch die Knotenlasten festgelegt
sind, in der Symmetrieachse eines jeden Trigers nur
Biegemomente und Querkrafte {ibertragen werden kinnen

( vgl, Bild 4.7 ). Abgesehen von m = 0 und m = nR/Z

sind fir jede Harmonische zehn Lastfunktionen zu be-
ricksichtigen. In den angegebenen Sonderfédllen entfallen
die Sinus~Glieder.

Nypal®) = A+ cosrmf baw, My Y= A <tn e (4,722a)

Nhgut®) = A+ cosimep Brw. Nl = A s (4.32D)

N

Q) = A Cosm NI gmb&\?\ CSdw WP (4.32¢)

M) = A CoaimP B M8y = A g (4.324)

\"ﬂxw&k@} =4 cog Y oxw, \fnk(p‘H&LP\ = A, Q/\\A.\mkf’ (4.32e)

, G Do
Fir nxw,m’ qx’m und m, ,m ergeben sich die Knote

lasten am Ringelement i direkt durch Integration im
Bereich %—%g Qtég¥§+%?. Zu deren Berechnung infolge
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N,

Bild 4.6 Kreisringtrédger zwischen den Ringelementen

nx,m und mx,m sind zundchst dle Querkrédfte und Bilege
momente (Q, M) in den Symmetrieachsen der Kreisring-
trédger zu bestimmen. Der EinfluB auf den Knoten i er-
streckt sich hier von ¥ ., bis ‘f&+1. Im einzelnen erw
h#lt man folgende Formeln( vgl. hierzu die Bilder 4.7

und 4.8):
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8)  m (9) = 1. £(P) (val. Bild 4.7)
£(P) = 1+ cos mP baw, £0)=1° sin mp

Mit den Bezelchnungen des Bildes 4.7 ergibt sich aus den
Momentenbedingungen fir das FPeld (i-1,1)

a GiA,0) -40)
7 M=o: M. Coc_éiip+ Q-ap-cim_"-‘;—e - ap J\F@ ‘mp-p,) P

’L (4.33)
g
a (=AY G-4,1)
ZM 0 M. cog &F Ch QCLF w2 i "arf{:(k(’ S\h@(l(()l 4\0“?
% (4.34)
Mit den Abkiirzungen
U"AL
- a;f ARG (4.35)
6.8 ~_
«, a0
(CVRA] T
& - —on;[ [y an(Ce- @) de (4.36)
P,
ist
Lo (40 {=A1
U-4.4) ) /A\A) . \-p; A4 (4.57)
2+ cos %—L(-P
I .

o
72 e sin 5

Die Auflagerkrdfte infolge der Belastung des betrachw
teten Peldes sind dann an der Stelle i:
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G-4,4) ' (i~4,1) &

Ng = @ ¢ o[ flgae (4.39)
6.5

(i—d‘i) (N (-4.1)

]\‘L“L - =M. w ~—- - Q. a, @—Coa*« - J:E@P)r’k s (- ‘Pﬂa@
und an der Stelle i-1: @‘VL (4.40)
Geay & G
X4 -{»\(5’?\ e (4.41)

W%
® » &P
M\J\.L\ Gy 9 (=48 ) e -
Xia = -M. wns + Qe (1= coc & )- o 1(@){1%03@-‘{2_&(:\‘{9

h® (4.42)

Die Auflagerkrifte an der Stelle i infolge der Belastung
des Feldes (i,i+1) ergeben sich aus (4.41) und (4.42),
wenn man dort i-1 durch i und i durch i+1 ersetzt.

o4
[ERT (4, Lea) -
i T Qo f{w\c\% (4.43)
o
\ YN
(\\(M) (AT T L4 e
Mo = -Moand + Qarli-coest 4 - o Lj}(‘?\[l—wg@-%ﬂd({l
& (4.44)
pie querkrarie {13 1) yng gte Momente M(1 1*1) ornais

man durch eine entsprechende Vertauschung der Indizes sus
(4.33) und (4.34). Die Knotenlasten sind somit

[ Vira (VR [
N‘({L" NX\L i Nx‘i My Myg » Mo

NX‘(’\'L = QO t\'\xw‘; = O (4.45)
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b )
n ) %))
2yg,m =L |
(vgl, Bild 4.8)

£(P)... wie unter a)

Ny
N 5 y ] Mvi‘ <
. (« |
N ) cosChi- “he MN‘ QZE% [
Ry The @y 4-
) - cos(f-0) AP
W TSR Tl "
=R j-F(}P)'CA’VL@i'\?\d\P l ) .1
f- a2
c) . b
Uy plBhm ]
] . f
(vgl. Bila
4.
. £(P)...wie unter a) ’
xL’C>
~—ck v“93§4mQ | |
Q m% “Rlat Meimor | fe0rsu
% = qvj\ F@) cos " o
A (6 -PYlp
1 (4.47)

. Knot € g X

4 enlasten inf Olge n <('F) q ‘{ und 0 E

8 ) ’ ) . < )
X(P‘M x\ W



w 50 =

d ) —mx,m ) =1. f (vgl.Bild 4.7)
fﬁf)...wie unter a)
Die Berechnung der Knotenlasten gestaltet sich analog

zu a); auf eine Wiedergabe der entsprechenden Formeln
wird verzichtet.

e ) mxp,mng = 1e (vgl.Bild 4.8)

fCP)...wie unter a)

Mapi T Mg,1 = Q,p Ty, = 0

e g (4.48)
MX%i = ap i f(%.df

‘ﬂij

T

S&mtliche Knotenlasten infolge der Binheitslastzusténde
werden in einer Matrix zusammengefafBt, In einer zusitz~
1ighen Spalte sei der Fall Py auBerhalb der Ringfléche
vorgesehen. Dlie Knotenlasten hierflir sind null,

Einhatslostzontavde Px
[ i Fia T 1
— ‘ . . .
N « NxL x 1o
' !
x Yo INNP 1
gy X
K. = ! (4.49)
i N - . QxL N < i o
» X My x|l o
. B I
L " x i fo.{ ¥ { O__
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4o4.2 Glelchgewichtsbedingungen am 1 - ten Ringelement

Die Federkrifte ‘%Anach (4.23) stehen mit den Knoten=
lasten eines Ringelements im Gleichgewicht. Mit den Be=-

zelchnungen des Bildes 4.9 lautet diese Bedingung in
Matrizenform

Kf GL‘ PL (4.50)

Dabei ist
12 g 4 2 % n;r\'z. g .
oo v ! [ ] [ o
41 l l o )
o . o

(4.50a)

Bild 4.9 Erlduterungen zu den Gleichgewichts-
bedingungen
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Die Matrix G;i 188t sich nur fir Ny = 2 invertieren,
wenn dabel hochstens eine Feder in radialer Richtung
vorhanden ist; allein dann reichen die Gleichgewichts-
bedingungen zur Bestimmung der Federkrifte aus . Da
mit zwei Federelementen allein die Forderung eines in
Querrichtung starren Rings nicht erflillt werden kann,
wurde dieser Fall von den Betrachtungen ausgeschlossen

( vgl. 8. 47 ).

445 Vertriglichkeitsbedingungen am i -~ ten
Ringelement

Der Ansatz fir die Verformungen des Baugrunds verw
langt einen linearen bzw. konstanten Verlsuf der
Verschiebungen., Dies fihrt zu folgenden Bedingungen
( Bild 4.10 ):

Flir die Verschiebungen 5# gilt

Y
infolge P (4+2%1a) infolge T)n
f i T I
ay loa N o
qu“g A Sxx~é‘xm - x2..= §x|4 — 5»(’5“ X, = O
A/1_?_ &2‘5 A'I_rz, LN
(4.51a)
) e
Cxpsa = Svgee gxr\f."&x‘r\;m X0 Sxne-a
A0 g Sng, N Angm N
(CS) (S}
_ Sxoe = Sxpena -~ O
B0 Ny
Mir die Verschiebungenxgqgilt der entsprechende
Zusammenhang; es ist lediglich x durch ¢ zu er-
setzen,
sus der Gleichheit aller Radialverschiebungen folgt
' (o) ey
Szg.— 6%A * 6&3_ - 5%n - o )
! (4.51D)
; 1
) (e

5&[»’\;— g‘e‘n;w\ * Sz(n,, - gt(npvl = O
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Verformungen &, (8¢ sinngeman)

1 2 3 nF—Z r};l N
,\\
\\
S
A bet—plt—pl
Dy Do i, 4
k%
e -~ o~ -
W WIS sgadas
e % oo Y om e
S F &

Verformungen &, = konst

[ R P R AN [P RPN I P
v 9w L
- ~ :.;L L a-
73 fd"} 7o 70

Bild 410 Ertduterungen zu den Vertrdglichkeitsbedingungen
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Damit stehen pro Ringelement

(np=-2) * (np-2)

x~Richtung Y- Richtung

z=-Richtung

also insgesamt (B'nF ~ 5) Gleichungen zur Vefiigung.

Die angegebene Differenzenbildung samt Division wird

durch eine Linksmultiplikgtion des Vektors

a,i mit der Metrix

Z, -aog| A A B]

wobel gilt
KN !
s t”/Azy,'%/A%s'

1 bzw.
(4.52)
| -
|
R
j
|
— -
| (4.522)
!
{
S
M/A“c.
N~
(4.52b)
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Mit obigen Definitionen lauten die Bedingungen (4.51)
in Matrizendarstellung

Z‘LSL*“ Ziéa"t = N ( Nullvektor ) (4.53)

Der Zusammenhang zwischen Verschiebungs- und Lastveke

toren ergibt sich aus (4.29) und (4.30) nach Anwendung
auf das i - te Ringelement

S-C P (4.54)
S C P (4.55)

alL a

Die Matrizen Ci und C sind Untermatrizen

von C bzw. Ca‘

c-[ e ] & cu ]

a,1

Ve

' '

R I A |

'

Fihrt men (4.54) und (4.55) in (4.53) ein und bringt die
Lastglieder auf die rechbte Seite, dann lauten die Ver-
tréglichkeitsbedingungen

Z.CP --2C® (4:56)
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4.6 TFederkrdfte und Baugrundverformungen

Gleichgewichts- und Vertridglichkeitsbedingungen sind
zundchst flr alle Ringelemente anzuschreiben.

Gleichgewichtsbedingungen

K‘ G’p (4.57)

Dabel is%

'{4 4 1 ne E
¢ | 6l 6.6 Pl
L .
K, .
(4.57a) (4.57b) (4.570)

Vertrdglichkeitsbedingungen

ZC—P: - £ CQ-FZT (4.58)

wiy A 3 e

Z :daaa[zi....zt....zj (4.58a)

Somit stehen 5-nR Gleichgewichtsbedingungen und

(5nF - 5)-nR Vertrdglichkeitsbedingungen, also ins-
gesamb B'HR'nF lineare Gleichungen zur Bestimmung der
gleichen Angahl Federkrdfte zur Verfiigung.,
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Das Gleichungssystem 188% sich aus (4.57) und (4.58)
folgendermaBen aufbauen:

Einheitslasten o)

P

Peqerkrifte

—_——— e —

T
S
G K b
iﬁ<¢
Gleichgewicht Knotenlasten Lg »
PN

¢

t

b

T

i

3
&

Zc einzufiigende
Vertriglichkeit (Nullmatrix‘

- Z.CQ

p—m

C, L
Mit obigen Definitionen gilt:
. = (4.59)
GP- Ly
Nach Inversion ergeben sich die Federkrifte
= 4060)

und daraus mit der Begziehung (4.29) die Verschiebungen

S-ccL, (4.6)
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Mit den nun bekannten Verschiebungen kann der Ver-
formungszustand eines jeden Ringelements durch funf
Komponenten angegeben werden (vgl. Bild 4.2). Zieht
man zu deren Bestimmung die Verschiebungen der “eder-
elemente k = 1 und k = n, heran, so gilt ( Bild 4.11 ):

F
. fem Qe S Qe
U\= 5)((1 e XN L . R (4.62)
ne 1 \ Ng 1
Ve Sy, memSE g, Gerl (4.63)
v IT_‘F-Q WF YF'F~ 1>
Wi .= Szn = kgk‘m) (4.64)

i
£
Y
/I“
~
N
7o
5
~——
+
X
3
,\
i,s
N
()Y
Jt

Ne 4 E Y\r\‘, -
ANy d
Yl Sy - h L D (4.66)
Verschiebungen &, Verschiebungen &
| | >/1{
‘ - \1{
-7k ?
<S\><1 8‘0‘1 - Vl
it SN Y \7]} s - V
\\J|L\\\ Y. X,HF
I \Jf\ |
1
s —1 |
aE 77—7*~——>I a %r]
rnF (nF -

Bild 4.11 Verschiebungskomponenten Uiy Yy, 13" v

i i, i
( Wy o= 52’1 = konst )
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In datrizendarstellung lauten die Beziehungen (4.62 bis
4.66)

D & (4.67)

Dabei ist
nV Qﬂp
o _ - L
iy =S ) @ Q- ! o
.. O . o o |
Uy ﬁ\v 9 \';,r~rj1” i
o v |
- O o - O ®) ]DLv_o SO eI
' e~ 0 Fem Tl
|
[
= | W = O o o O, 0 O O o1
VL ' Dt’ ! I
‘ [
g Ao ol .l o o ..o O,
' o, 0 PP )
4 A
o - O po o () O
_\ﬁ‘a L. © © L e
(4.67a £
| —_
. 0 o o O
o o0 0
! (4.67Db)
'4 o o O
|
0 0.0
!
' O o...0 O
| -

Die Verschiebungen aller Ringelemente sind dann

\/= DS (4.68)

mit
A

D - diog [D D ’DW (4.682)
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und mit Gleichung (4.61)

V- DECB L‘R
oder. (:

Lad
V- C'LR . (4.69)

Die Verschiebungen und Verdrehungen aller Ringelemente
ergeben sich flir die betrachteten Lastfille spaltenweise
aus (4.69).

Stellt man diese diskreten Funktionen durch ein tri-
gonometrisches Polynom dar ( s.S5. 35 ), so sind die

zu den eingelnen Tastspalten gehdrenden Fourier-
koeffizienten gerade die Elemente der in den Gleichungen
(4.11) bzw. (4.12) eingeflhrien Vektoren.\ﬂ; e

XY

Xi v

Die zur Berechnung der Baugrundverformunsen nach
Gleichung (4.13) in Verbindung mit (4.12) notwendigen
Grundwerte sind somit bekannt. Der Vektor ey (4.13)
ergibt sich aus den Gleichgewichts- und Vertriglich~
keitsbedingungen am Gesamtsystem.

Die Gleichung (4.69) beschreibt einen in Querrichtung
starren, in Umfangsrichtung weichen Kreisring auf ela-
stischer Unteriage. Die Matrix a:. ist die Federmatrix
dieses Systems.

Es ist anzumerken, daB die Federkrifte F> ( Gleichung
4.60 )} an einem nicht belasteten FElement eine Gleich-
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gewichtsgruppe bilden ( Bild 4,12 )., Dies gilt bei
Lasten Py auBler- oder innerhalb der Ringfliche fiir
alle Ringelemente, Die dann auftretenden Federkrifte
stellen ausschlieBlich die geforderte Vertrdglich-
keit her.

Bild 4.12 DBeigpiel fiir Gleichgewichtsgruppen an
einem nicht belasteten Ringelement ( nF=3 )
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" . - . . .
4.7 Berechnung dor Pedermatrizen bel Betrachtung

des Bausrunds als elastisch-igotroner Halbraum

it dem auf JSeite 43 ff., beschriebenen Pedérmodell kann

ein beliebiger linearer Zusammenhong swischen ¥

L

und Verformung beriicksichtigt werden. Bei nichtlinearem

n

Verhalten ist die Berechnung der Baugrundverform.u

prinzipiell in gleicher ‘eise mdgli

Tm allgemeinen

lgt eine Ldsung Jjedoch nur iterativ zu finden, weil des

vuperpositionsgesetz nicht mehr giltiz ist., Dine Berechrnunia-

methode, die unter diesen Voraussetzun:en zu numeriscien

Lrgebnissen art, wird im umen dor vorliernender frbe’d

vicht entwickelt,

Mir die Berechnung der im

.

mitt 8 angegebenen Tahler-

ilicher J‘eise sls

beisgiele wird der Baugrund in herl

elastisch~isotroper Halbraum aufgefsBt. Vereinfaci.end wer-

den nur die Vertikslverformunsen (Setzun,en) in“olge lot-

=P

rechbter Lasten beriicksichtigt und = ithrigen Verformun

snteille vernncihlissi

(5.5.107) klein von héherer Ordnung.

sine kritische inalyse dieses Holells im ¢inklick zui die
Berechnung elastischer Grindungsplatten ist in [28]

dargestellt,

1

chenverschiebungen des homogenen

4.7.1 Vertikale Oberf:

elastisch~igsotropen Halbraums

die

Grundloge flir die Brmittlung der Verformungen s’
von BOUESINDSY [2] angegebenen Formeln zur Berechnung
des Spannungs~ und Verformmngszustsnds des Halbraums unter
der Wirkung einer lotrechten #inzellast ?X an dessen Oher
flédche. Mit den Bezeichnungen des Bildes 4.13 ist iie

Vertikalverformung d; an der Htelle (x,y,z) (vgl. z.%. [ﬂd] )
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P 4 - -
Slyx) = N e [( 3 P AAHsL | (4707

y-z -Ebene =
Halbraumober-
flache

R = ()(2+ y2+ Zz)%

1
r0= (yl+ 2?7

Bild 4.13 Bezeichnungen im Halbraum

Die kreisringfdrmige Griindungsflidche wird in eine end-
liche Anzahl von Teilfl&achen zerlegt. Der Bereich

_ oY . A;f P . .
(?i > bis 42 + sei in n, Fl&chen aufgetellt
(B1ld 4.14); deren Schwerpunktslagen seien gegeben

mit r1....rk....rnm. Setzt man

‘ n
A - _r:t—u (4.71)
dann ist
.S S(-%) (4.72)
IS4 3
b s (1-2)
r o= - (4.73)
k 3 & Ak (,‘__')\m
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Bild 4.14 Zur Aufteilung der Kreisringfliche

Denkt man sich die iedern des Ringelements i in den
Schwerpunkten der Teilflichen Fk angebracht und ere
setzt die dort wirkenden Krifte Px,k durch eine gleiche=
formig verteilte Flichenlast Pyox = Px’k/l”k , 80 er-
geben sich die Flemente der Federmatrizen als Verw
schiebungen der Baugrundoberfliche infolge f;,k = 1/Fk
an allen betrachteten Punkten, Da nur die Vertikalver-
schiebungen fiir lotrechte Lasten berilicksichtigt werden,
reduziert sich die PFedermatrix C:p,q ( vgl. 4.15b )

auf das Blement Corx®

Die Verschiebungen infolge einer Gleichlast 5;’k im
Bereich Fk erhdlt man aus der Grundbeziehung (4.70),

wenn mgn die im differentiellen IMl&chenelement ¥F.4T.d%
wirkende Gleichlast durch eine Einzellast 5;,k-T-df-&@

ersetzt ( Bila 4.15 ).
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Dann ist dile differentielle Verschiebung des Punktes ¢
in der Tiefe x

PR A | X A-U _ )
O\Sx(xlﬁxl((’q,) Q_kr;}/ "R, [(Xq—i—nl)‘l— b‘ r‘l\/]_]d(ed (4.74)

Mit dem Cosinus~Satz der ebenen Trigonometrie ergibt
gich

/"“_‘%““\
R g P 2 Pocos (B8 -G e @) (4.75)

Die Gesamtverschiebung erh8dlt man durch Integration
ilber die Fléche u‘kzu

Lo-anp F=r le
Preldr X"
CS\ Y - M\ EX
M .G.‘f’q\) U [XL,L K+ 25 el cos@x*‘?}L
=0 Fery,
(4.76) v 2(7he) 4P dRdF

Werg v F - 2y COS Qd\‘rﬁ?)]

q(x,rq,‘?q)

Belastung eines Kreisring-
ausschnitts an der Halb -
raumoberfldche

Bild 4.15
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Die Integration nach T ist mit Hilfe von [45_]durch-
fihrbar, die dann verbleibende Funktion ist dagegen
nur noch teilweise geschlossen integrierbar. Auf eine
Wiedergabe der elnzelnen Rechenschritte wird hier ver-
zichtet. Nach Einsetzen der Integrationsgrenzen ergibt
sich mit der Abkiirzung

t=a+ ¥ (4.77)
, ™ B
Sx(Y.G“%’Q-:—L‘- Es . = (4.78)
(M)
&l
T{ 2 X+ V;“~ Q 13,k cost
- : ‘
Mot (X’L+ Ya{z\g\‘v\lq\: rg:k— ?.-r%'ralk\cost + +Q;{‘
Y=o
T2
X+ g~ Ry cost
- 3
<X1+ \":;QWL”CW \'}?\; - (Z’YZX' D' cost + s \';;' J
. - -
+'2(1->‘(5). F;:z,*‘ Q'rq-ra'k~cost X Ty
- h\?\l ~ ’Z.Q‘r\k\cos’t T r;f"

r 't (x"+ B~ G ws{ﬁ

]
(x"w @"\sm‘é‘)“{r{“k = 2 e cost e e Rt

Forisetzung von {4.78) s.ndchste Seite
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Fortsetzung von (4.78)

L . -
gm%(x + AR \cosk\ : o5
b”&,‘““ﬂ rf; AU R i

g it

Q et (06 (hratp) + \! T + rz;‘ - 2@(-(&“@0; (d&&{’] )
Nial -

Tk - T3 cos (R+atd) + % M+ T = 2y cos (e alg)e X

i

1

- z@—%«@ XV NS
ra

2
- Mg costh +V P o~ Qr;*rrak-co:d\» X

\

A = : -
R - T cosh +“ ny + l:; - Loy costh + X

Bei festen wWerten y und @ wird fiir (4.78) die ab-
gekilrzte Schreibweise elnvefuhrt

X\’ E)(\f. (A*’ &S’ \f&x'}l% (4.788)

A Es

Die Verschiebungen an der Oberfliche des Halbraums

ergeben sich filr x = 0.

Das verbleibende Integral in (4.78) muB beil der prak-
tischen Berechnung numerisch geldst werden. Da diese
Rechenoperation bei feiner Aufteilung der Ringfléche
sehr hiufig auszufiihren ist, erfordert die elektronische
Berechnung sehr viel Rechenzeit. Nach dem Prinzip von
DE SAINT-VENANT #dndert sich der Spannungs- und Forméne
derungszustand mit wachsender Entfernung von der
Laststelle nur geringfiigig, wenn man die gleichm&Big
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verteilte Belastung durch eine Einzellast im Schwere
punkt der Teilfléche Fk ersetzt, Unter dieser Voraus-
setzung kann die viel einfachere Ausgangsbeziehuns (4.70)
der praktischen Berechnung zugrunde gelezt werden. Der
Singularitdt an der Laststelle wegen ist dort nur die
Berechnung nach Gleic ung (4.78) méglich,

4.7.2 Vertikale Qberfléchenverschiebungen eines une

regelmiBig geschichteten Baugrunds ( Nidherungsweise

Berechnung )

In der Regel kann man in dem Gebiét, das fiir die Verw
formungen der Grindungsfléche betrachtet wird, nicht
von -einer homogenen Bodenbeschaffenheit bils in sehr
groBe Tiefen ausgehen., Fs werden vielmehr einzelne
Schichten mit unterschiedlichen Materialkennwerten
libereinanderliegen, Meist sind die Schichtdicken ver-
dnderlich. Die Grenzfléchen zwischen den einzelnen
Schichten sind auf Grund Bodenmechanischer Untersu-
chungen nur an diskreten Punkten des Grindungsbe-
reichs bestimmbar. IPir praktische Berechnungen wird
man also von einer Interpolation zwischen den unter-
suchten Punkten susgehen milssen., Fin so beschaffener Baugrund
fithrt mechanisch gesehen auf ein Mehrschichtenproblem
mit beliebiger Form der Grenzflichen. Eine "genaue"
Losung ist unter diesen Voraussetzungen nur mit Hilfe
der Methode der finiten Elemente mdglich.

In der vorliegenden Arbeit wird auch bel unregel~
méBigem Schichtverlauf ndherungsweise die Spannungs-
verteilung des elastisch-isotropen Halbraums zugrundee
gelegt ( vgl. [ I 1). Man denkt sich diesen durch bee
liebige Fldchen in mehrere Bereiche unterteilt und

setzt voraus, daB die Spannungsiibertragung an den
Grenzflédchen in gleicher Weise wie innerhalb der Bereiche
moglich sei. Dann ergibt sich die Vertikalverschiebung
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an der Oberfléche fir feste Werte rq,(pq aus den

Yerschiebungsanteilen der einzelnen Bereiche (Bild 4.16 ):

Sdev = [Sutoy - Sk ¢ [Sasy = So)] v

Bereich 1 T Bereich 2
+ [gx er\%\ - SXQ.X\W\J + SQX\’\\ (4.79)
Bereich n Bereich n+t

Hun bverechnet man die Setzungsanteile mit den
Jdaterialkennwerten der eingelnen Bereiche, Dann ist
die Oberflichenverschiebung mit (4.78a) ndherungsweise:

Schnitt a-a

%=0 9 s00)

A LT
il = — -
:;E —mbﬁxzbév‘_

Bild 4.16

Aufteilung des homogenen elastisch-
isotropen Halbraums in n+1 Bereiche
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2 | Ee,

Stoves B Arllaa [plo ) - A |+

5 A Mea w“u&,})“&f@m'}iw Yoo

XS

G 4 /“;ﬂ :J}(kn.mM;,w\‘*(\‘m;?‘”N

ES,V\»,A

i .
+ 2 Msnan Wmuw)J (4.80)

Hierin bedeuten:

ES neeeee Elastizitédtsmodul des Bodens im Bereich n
H

g neteee Juerdehnzahl des Bodens im Bereich n
4

Diese Néherung ist umso besser, Jje weniger die Ma-
terialkonstanten Es n und By n der einzelnen Schichten
,

differieren. Im Greﬁzfall ot = F_ = konst, u =

B, = konst fir alle Bereichz’?st die Oberfléchzﬁgerschiebung
nach (4.80) identisch mit der nach Gleichung (4.78)
berechneten, Im ¥Fall einer unendlich steifen Schicht

an der Oberflédche flihrt (4.80) zu unbrauchbaren Er~
gebnissen, weil sich dann die Setzungsantelile der unter
dieser Schicht liegenden Bereiche nicht in der angenommenen

Weise an die Oberfléche fortpflanzen kdnnen.

Bei der Auswertung -der Zahlenbeispiele wird nur von
einer zusammendriickbaren 3chicht an der Oberfléche

ausgegangen, die auf nicht deformierbarer Unterlage
ruht.

Bei allen bisher bekannt gewordenen Methoden zur
Losung des Kontaktproblems, die als Bodenmodell den
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Helbraum mit begrenzter Dicke der zusammendriickbaren
Schicht verwenden, wurde die oben angegebene NEherung
gewdhlt,
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5 Die Verformungen des Uberbaus

Es wurde schon darauf hingewiesen, daB der Uberbau
als statisch unbestimmtes Hauptsystem z.B. mit den
Grundlagen[ 7] und [25]_berechnet werden kann ( vel.
Abschnitt 2.2, S. 25 und %2 ), Im folgenden wird
von den bekannten Losungen Gebrauch gemacht, ohne
die zur praktischen Durchfiihrung notwendigen Rechen-
operationen einzeln darzustellen.

Die Verformungen der Fundamentring - Untermeite sind
dann positiv ( Bild 5.1 ), wenn sie mit der Wirkungs-
richtung der zugehtrigen KraftgriBen Ubereinstimmen
(vgl. Bild 3.2),

AT M) e lP)

Bild 5,1 Vorzeichendefinition fiir die Verformungen
der Fundamentring - Unterseite

5,1 AuBere Belastung

Stellvertretend fiir die HuBere Belastung werden dile

in Bild 2.1 dargestellten Linienlasten bys Py und o,
betrachtet. Sie selen-wie Verformungen und Kraftgréfen -
durch ein trigonometrisches Polynom dargestellt.
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h\zh”/‘

(€A (Y ) (<)
/Pxﬁ‘{’\“ <%® Prpe O8mp & Px‘mi\mm\{)lf pK“'_‘%‘COS %’:\f
(5.1a)
nel?- A ©
- o RS cos e
PPL\?\ (éo PKP‘W cosiny '(3\(,‘“ £|\¢\'\\\P>+— P“P“j{a cos I g(;
(5.1b)
e @
) € n
‘O’Lt‘e) = \Z\ p,c\wcogw\\F . P%\\w'Slww‘f\’rpl%\cos%g{g)
5.1c

2.1.1 KraftgroBen im statisch bestimmt gelagerten
Grundsystem

Pir mméﬁg stellt jedes Reihenglied der Belastung eine
Gleichgewichtsgruppre dar, Auflagerkrifte entstehen nur
aus den Vertréglichkeitsbedingungen zwischen Baugrund
und Uberbau. Dagegen enthalten die Glieder m = 0 und
m = 1 resultierende HuBere Kraftwirkungen, die aus
Gleichgewichtsgriinden auf den Boden Ubertragen werden
missen. Bin duBerlich stuatisch bestimmt gelagertes
System erh#dl: man, wenn die Meridian- und Tangentisle-
verschiebungen ( u(P) und v(Q) ) ausgeschaltet werden.
Die dann auf den Baugrund wirkenden Kréfte nX(%) und
nxw(P) ergeben sich aus den sechs Gleichgewichtsbe-
dingungen fir den Uberbau. Die Resultierenden der
duBleren Lasten, sowle die gleichwertigen kontinuier-
lich verteilten Auflagerkrifte D, und n sind in
Tabelle 5.1 zusammengestellt ( vgl., auch Bild 5.2 ).

Bild 5.2
Erlduterung zu
Tabelle 5,1
(Gleichgewichts-
bedingungen)
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In Matrizenschreibweise lassen sich die statisch be-
stimmten Anteile der Kontaktkrdfte analog zu Glelchung

(3.18) anschreiben

S@w\

Dabei ist

Ny ()

Vg 0y
¢ ‘P) x4
AN

Gu Ny

N, Ry

L S i %O

Die Untervektoren von >(

Tabelle 5.1,

> X'

<

G,%X0

G,1,x0

d

'
'

i
v
_K 22yl

G0 x0

G, X0

= 1-‘¥q%'§5‘ ><G%°

(5.2b)

(5.2 )

erh8lt man mit Hilfe von
Pir m = nR/2 ist wieder zu beachten, daB

der entsprechende Vektor nur finf Hlemente enthilt.

(L)

B3 “Pro
¢ \D(C)
[0

Goxo
o

o ><;
AX0 |~

(5.2¢)

_E}

{ey

£ e

)

\

PM -
LS\ (cw
ﬁ'& " Pea
0
Q
o}
© - he
’%P&?* ¢ ‘P
Lo u\
E(Pea + P24
O
o
b
(5.24d)

i)

P‘(‘ 1 p“t,q

{4

(T

(o

)]

)

)<G

WL X0

q

@ 9 g 9

g ¢ % 99

(5.2¢)
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Da in (3,18) die statisch bestimmten Anteile enthalten
gind, ergibt sich der statisch unbestimmte Anteil aus
der Differenz

S = SG(‘F) - SG},(:?\ (5.5)

und mit (3.18) wnd (5.2)

Sé:f\ - T Fir E- X, (5.4)
)<g, = ;x{g - ><:ixo (5.4a)

gesetzt wird,

wobei

Der Vektor SSG < (\P )} enthdlt nun ausschlieBlich Gleich~
’

gewlchtsgruppen, mit deren Wirkung die Kontinuitdt zwischen

Baugrund und Uberbau im Sinne des KV hergestellt wird,

5.1,2 Verformungen des Fundamentrings

Die Verformungen des Fundamentrings infolge der HuBeren
Belastung lassen sich in &hnlicher Weise wie die des Bau-
grunds darstellen (vgl., Gleichung 4.6).

e . 4
i oY - (5.5)
V=T Fien Yo
Da fir m = 0 und m = 1 keine Meridian- und Tangential-
verschiebungen (u,v) auftreten, fehlen in den Unter-

matrizen und Untervektoren dieser Harmonischen die ent-
sprechenden Zeilen und/oder Spalten., Im einzelnen ist:
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- - ~ | | —
Ue | i
) | i
] ! |
~J | | 3
ng?\ | e -r = |1 :/I 1 : E .. E\gs\
|
X‘Hﬁ 1 | ! 4 }
| |
L Yol L ,1’|' A ,4Ill wie bei T (3135)
e o = A [ Nelz
(5.5a) (5.5b)
~
ﬁm = diag [4 4 4] (5.5¢)
[ ll
T'/_‘(d?\ - o\eac:) cost cosy sAnP ': aind i cosy
(5.54)
_ " - o "
Y W x0
X0 . “
Y(_\o r Ley T mG‘:)0
. %0 W»Ln,\(p
. () Wy <)
: . Wo‘xo J:I.XO ’h’"‘&‘;
: ) W) = | W -
Y = - Yo\xo fyo‘xo Y/\\xo :TE.‘_“’_ K‘«o ._'k_\%.ni“_
X ) (s) ! R
° Ym\xo H{xxo V\lw\, uz‘;':
o "o
N o LS
: _’\t{;‘kx;__ wa'm
v sy
* B a XD
Y,
-0 yo- L Tl
-L‘

(5.5e) (5.5%) (5.5g) {5.5h)
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5,2 TEinheltslastzustinde

Der Vektor Q;th(?) , der nur noch Gleichgewlichtse~
gruppen enthdlt, ist nun nsher zu betrachiten ( vgl. 5.4).
In Tabelle 5.2 sind dle KraftgroBen fir m = 0 und
m = 1 zusammengestellt. Es ist leicht zu erkennen, daf
~nur die mit (Gl) gekennzeichneten Kr#fte und Momente
fir sich allein im Gleichgewicht sind. Die anderen
Kraftgrofen kOnnen nur dann auftreten, wenn sie paare
welse Glelchgewichtsgruppen bilden. Aus der Forderung,
daB die auf die Achsen 1 bis 3 bezogenen Krifte und
Momente verschwinden, ergeben sich dle folgenden Ab-
héngigkeiten zwischen den Fourierkoeffizienten (Bild 5.3):

mx‘P(‘P)

[ . “XP('P) (z Beschauer hin )
Q) my ()
—n, ()
m=0 m=1
n ()= nﬂ:o “r@wm? mwrﬂsm? -
nefl=l n(':)o [ @}rsin ¢ bzw. tC)J cos P
g (@)= q&f‘l (Gl) lbq(x(j)-cos%’ bzw. q‘fh’«sin P o
m Mk CL ) | le nﬁﬁﬂ’»cosv bew. migl-sin®
n‘Wh L,m(cx‘f,)o S%lsin‘F‘(Gl) bew, n&fqz’lﬂcos‘f’ (Gl)

Tabelle 5,2 Gleichgewichtsgruppen fiir m = 0 und m = 1


ibbaf
Textfeld


- 88 -

’|
N
i o~ (c]
1 | \’( K- agcosPdP  baw.
H H \ Cfxs)aF sinf-dp
1 alel ] ]
// Ho\ \ ’/’/
z o ~. | ~,
A -
i\;\__/// \1\
) .
(2.3\3) ”(xswﬂpsmn"-d%’ bzw.

TY(;AGF cosPdp

Qp-cosfdf  bzw.
sm‘fd\f
<
l (c)
3
(530) { My G oS oF b
] GF sin-df

Bild 5.% Erlduterungen zu Gleichung (5.6 a - e)
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uir
I\f\sz X‘PO‘GF yd\{» + W]W“ e ECM = (Y
o
ey A ey
e nX\”\o =T Tas Mo (5.6a)
2% W
= AN 2y S f Vg . "
H,\ = q’"\’\ Qg XC()Q ‘(’~c\\€ Vg p O gjmwx\fd‘{ O
© ©
(&) (©
7 Twa = Gy (5.6b)

aw
H - qL:‘: 2 ES‘M‘LLY C\\{ - H)\\{,,\ & C‘(\-é 0
© ©
ey (S
I = -
Mg = Gxa (5.60)
W i

& e
Mys = igras Xw e = “ka\ A ES’W%CM = 0
v

) A -
— Ty = - —C(—;—‘h'\m (5.64)
o e
M, - \HX(\ QFEQQN o - \fnX Qe gcw »fc{\aQ = 0
° o
{ey \ cey
—— . )
Nx, = - ar Wiy (5.66)

Der Koeffizient nicg errechnet sich allein aus den
Glelch6ow1cthbed1ugun en, so daB der hier behandelte
statisch unbestimmte Anteil verschwindet.

Von den KraftgrsBen der hoheren Harmonischen ( m 2 2 )
stellt jedes Reihenglied eine Gleichgewichitsgruppe dar,
so dall keine welleren Abhidngigkeiten zwischen Fourier~
koeffizienten bestehen,
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it den Beziehungen (5.6) kinnen die abhingigen Fle-

mente von ¢ x durch die unabhingigen ersetzt werden,
b

30 dafB %G % entsteht,

¥
TX, - X (5.
a G GX
Tm einzelnen bedeuten hierin:
- ] Ta
T; diag [.E‘U Ez\""“‘;‘.% (5.72)
_X - w7
Gio % XQQ,\(
: w :
. (5.7b) X - (5.7¢)
X@* >(G,m‘x Cx XQ\W,X
i )S; ‘v
- B g
mit den Untermatrizen und Untervektoren
i B ] © i Twew
nx\o o \
A (cy 4, (O
0? Meo | a5 e *)
= A = ey (X9
T;, Gon Gxo Gox Qo
A i et w te)
. ¥ 0
Ly (<)
L. 1 . »4_ L0 | Wixgo x
(5.74) (5.7e) (5.7F)
~ A N S @]
ar ! Paa —t;‘«;'\’”'d
1 (&3} «y
A { Oy £
(t) )
1 I L %xa Gxa
(<)
4 | wm Wiy
‘ A4 | . (s; #* \ L&)
Y B W = P _X; e
< 4. Gix |\ o < Ay
! T o \‘Kﬂ ™ ar M\x\"
- €3} [Q)
! A Mg %
(5 sy
} 1 G £
(s
| A ) i)
| (<) )
L l A e Jy L "Wea
(5.7g (5.7n) 5.71)

*)

¥)

*)
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*
T;m= EWM (5.7k) Xg‘m; XG‘M‘;‘ ></G,wx (5.78)

~

Der Vektor )(G % der nur noch die unabh8nglgen Kraft~
[2

groBen enthilt, ergibt sich nach Elimination;ﬁer mit

%) bzw.‘mit %¥) bezelchneten Elemente von

G,0,x
und

Gy1,x °

L3

' [V (5.8)
1;' Xc,,x - Xclx '
Es bedeuten

To = diagD;o....'i:‘M:..,T;é (5.88)

mit B
’TL;\O = N ‘4 14‘ (5.8b)
CTes = “‘“’3&:\0 'T;:J (5.8¢)
,T,;M - Etong (5.84d)

Nun konnen die Verformungen infolge der unabhingigen
Binheitslasten angegeben werden. Thre Amplituden wer-
den in der Matrix % zusamnengefaBt, Deren formaler
Aufbau ist aus dem Schema von Seite 92 ersichtlich.
Charakteristisch flr dile Koeffizientenmatrix ist, daB de
einzelnen Untermatrigen in der Hauptdiagonalen ange
ordnet sind und daB keine Koppelung zwischen den eine
zelnen Harmonischen besteht., Fir m z 1 existleren Je-
weils zwel Gruppen von Uberzdhligen und Verformungen,
die sich in ihrem Verlauf nur um die Phasenverschiebung

q}//2m unterscheiden, beispielsweise ( Bild 5.4 ) :
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fc)
U( 0] Sohep)- k) -
bew. ulSke) &) cos(mp) d4s)sin(me)
o€ EE D
-y 3
' —
¥ R

-Bild 5.4 Zusammenhang zwischen den Verschiebungen
mit dem Verlauf cos mp und sin m .

9 {© ©

AxpntN = A cosny Verformung: M & ~ W Cosmf
: ) « .

”S\L«W\ = A Sﬂ\/\w\\'{’ Verformung: \ (9} E U, tha ‘M\{;

Die Amplituden der Verschiebungen sind deghalb in
beiden Pdllen gleich grof

uéc) = ués) (5.10)

d.h. die Untermatrizen UI und Uleiner bestimmten
Harmonischen sind identisch, so dafBl die Verformungen
in der praktischen Durchfiihrung nur fir jewells eine
Gruppe berechnet werden milssen.
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Analog zu (5.5) ergibt sich nun mit (5.8) und (5.9)
der statisch unbestimmte Deformationsanteil:

o Py [a"d '
Ve T Fiyy VY X (5.11)

5.3 Buperposition

Die Uberlagerung von (5.11) und (5,5) liefert die Uber-
bauverformungen,

~ A ) ~~/ 1)
VT ?@\{Y@!X@K - YUJ (512)

Starrkorperverschiebungen sind hier nicht enthalten;
sie wurden mit der Forderung u = v = 0 filr m = 0 und
m = 1 ausgeschaltet.

Es 1st anzumerken, daB flir die Verdrehung der Ring-
bzw. Schalennormalen WP% keine unabhinglge Losungs-
funktion existlert; sie errechnet sich aus den Radlale
und Tangentialverschiebungen., Mit Bild 5.5 und den Vor-
zeichendefinitionen von Bild 5.1 ist:

Bild 5.5 Berechnung der
Verdrehung %fh

1) U (fir Uverbau) sel an dieser Stelle eingefiihrt,
weil bel der Formulierung der Vertriglichkeitsbedingungen
(Abschnitt 6.3) darauf Bezug genommen wird,
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Y e _L\Y., dwy o v&] (5.13)

Wegen der dadurch bedingten linearen Abhingigkelt zwischen
den Koeffizienten von '\6 einerseits und denen von

wiund viandrerseits ist die Matrix \(U,x mehrfach
singulér. Dies ist eine Folge der Normalenhypothese,

die der angewendeten klassischen Theorie der Kreige
zylinderschale bzw, der des Kreisrings zugrunde liegt.

Im allgemeinen Fall hestehen solche AbhHngigkeiten bel

der entsprechenden Matrix des Baugrunds und damit bei

der Summe beider Matrizen nicht, so daB die Koeffizientens
matrix des Gesamtsystems nichtesinguldr ist.

Vernachlédssigt man allerdings die Radial~ und Tangentiale
verschiebungen des Baugrunds, so bleibt auch die Ge=
samtmatrix singulér, weil die betreffenden Zellen nur

die Verformungsanteile des Uberbaus enthalten., In diesem
Pall muB die Wirkung des "Drillmoments" mxk? der Schub=
kraft . und der Querkraft Ay hinzugefiligt werden

( Bresatzschubkraft, Ersatzquerkraft ). Es entfallen

dann die entsprechenden Zeilen und Spalten des Glelchungsm
systems., Die Forderung gleicher Verdrehungen Y von

Heugrund und Uberbau 1HBt sich dann nicht mehr erfiillen,
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B Vertréglichkeitsbedingungen am Gesamtsystem

6.1 Starrkrperverschiebungen

Die Baugrundverformungen lassen sich mit Gleichung (4.13)
berechnen. Der dort eingefilhrte Vektor Genthélt
sowohl die zum Gleichgewicht als auch die zur Vertrig-
lichkeit notwendigen Anteile, Benlitzt man szur Auf-
spaltung die Beziehung (5.4a) und fihrt statt ¢, x

den Vektor G,x ein (vgl.(5.7)), der nur die unabe
héngigen Xoeffizienten enth&lt, so wird:

XG,xo * K (6.1)
]

'
RS

Vo= T Fo [‘\g X+ Y,

%0
1
statisch un- Belastung Belastung
bestimmter An- des Uber~ des Bau-
teil L7baus grunds (Px)
"\

statisch bestimmter
Anteil ( HuBere Be=
lastung )

faBt man die Koeffizienten der HuBeren Belastung im
S

Vektor zusammen, so gilt

B,xo

¥ * (6.2)
\/Bm= T Feey [\(E,‘\(-)(G‘x + ]

Bxo
wobel

.
Yo - Y Yot Yo (6.28)

ist.
In den Deformationen (6,2) sind auch Anteile enthplten,
denen der Uberbau als starrer Kérper folgt, ohne dabei
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beanspruchtszu werden., Bevor die Vertrdglichkeltsbedingungen
formuliert werden konnen, sind diese Anteile von den
Verformungen zu trennen, die im Uberbau Spannungen erw
zeugen. Manvbetrachte hierzu~die Untervektoren von
T(}ﬂ'm\x'xcm’f' Y,B:;o“]fur m=0und m = 1:

m=0 2 =1
I )
T o o
! oy 1) o
7‘*§7ﬂ Qi2°9§£} H{f}Aﬁf
e V(&) W‘? o / q
AL TR I BT Lo
W | (6.3) waq- wef | (6.4a) W?) aw| (6.4D)
_'x\om ) a‘n&‘ cosY J\:”. s
" o | :,\f,*“ ) :\1_,1»(9 o]

Die Starrkorperverschiebungen ergeben sich aus den
Bodenverformungen, f&le bei der Berechnung des statisch
bestimmt gelagerten Uberbaus zundchst ausgeschaltet

worden waren ( vgl. Abschnitt 5.1 ), also aus den beiden
ersten Zeilen von Gleichung (6.3) bzw., (6.4). Die
einzelnen Verschiebungs- und Verdrehungsanteile kinnen

dem Bild 5.6 entnommen werden. Man/erhélt drei Transe
lgtions - und drei Drehbewegungen(( a,e,f ) bzw. (b,c,d) ).
Die rechnerische Ermittlung fithrt auf

V=T [Yg X, - Y;] (6.5)

Dabel ists

R V\l‘se 1 D

_ﬁst By
LA R O R o R

_,,V\’\,“Sf @) ‘ 2
_,X\’Z,S’\T d) (6053)
L Ve 4D
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Bild 5.6 Starrkorperverschiebungen
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mit den Untermatrizen

i , - " _ g g
4 i Il " ] l
AT ——i— - . [

e . 1. > ! [ -

o | == b P

13 IR A S R I
' 1 ; [

_— é lﬂ-.s i
I | 1ag

[ IO R | I ; | 7 o
(6.5¢) (6.54)
_[;;.W‘ = N(Q};ﬂ)} (6.5e) T(_;:‘r_:_g_ = N L(o‘S) (6.51)

6.2 Baugrundverformungen, die im Uberbau Spannungen
hervorrufen

» N

Im Vektor ,K\‘(XQK"“ Ya‘m (vgl. (6.2) ) =ind nun die
Zeilen zu eliminieren, die die Starrkdrperverschiebungen
beinhalten, so daB nur noch die mit Spannungen ver-
bundenen Verformungen verbleiben. Diese ergeben sich aus
dax Differenz von Gesamt- und Starrkdrperverschiébung,

Mit Bild 5.6 gilt fir die Fourlerkoeffizienten:

oL - o (6.62)
~ © VLC)

A A (6.6b)
W w o ,vf‘ (6.6¢)
{0 W we

- - 6.6d
' AN (6.64)
W W = v (6.6e)
) ® oy

- - 6,61
¥ g e~ (6.61)

Die gewinschte

Elimination unter Beéehtung von (6.6)
gelingt durch Linksmultiplikation mit der Matrix ”r;
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YT XY

X0

mit

*
1

o
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e S,

7:‘=cﬁq3

<
£y
R
—
—

| AT S 1=
. (6.7%)
L %.‘2 .
1
(6.7a)
- r L
)
Die Untermatrizen bzw. Untervektoren sind: }Mh
v
W
URC
_ !
ey ey
v RIS
Lo Sy
Wt:) '\h‘ " Y‘v_: AR
VA B A SR . Bon | U
3o {r,;(m 34 r\,\\]‘“) ) \/&:‘
T [8
Jﬂqu:\ "W::\
SR A
L
(6.7¢) (6.74) (6.7e)
— . ’ 3 + =
[oaia b
4
ar 4 ,i
o SN | o I X
co 1, fen o T o T T
. Ch : =14
___fL 1 : o | ;
ar | | |_d_, | A
(6.7¢) | ! o
. | o A
- E; (6.7h) (6.7g)
Cwn
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Im weiteren milssen die abhingigen Koeffizienten von }(:,x
ausgeschaltet werden. ;Dle von ihnen erzeugten Baugrund=
verformungen sind in der Matrix 12» B,x denen der
zugehdrigen unabhénglgen Einheltslasten hinzuzuflgen

( vgl. schematische Darstellung auf 5.101 ), Im glei-

chen Rechenschritt sollen die dort mit ) bezeichneten Spale
ten eliminiert werden., Die erléuterten Operationen lassen
sich unter Beachtung von Gleichung (5.8) wie folgt zue '

gammenfassens

a4 R ¥
Yor TYNTX TN (6:9)
Setzt man
o T
..\Y;x = .E; ﬁx s (6.9a)

a4
_Y&“o . T;Y;é (6.9b)

X0

g0 ergeben sich die Baugrundverformungen, die im Uber~
bau Spannungen erzeugen, in dhnlicher Form wie dle ent-
sprechenden Deformationen des Uberbgus ( vgl. (5.12) ).

e A [t
1

%(w) ‘:F“%N\[Y&; XG; \f;

“Schema zur Addition und Elimination von $palten der Matrix_tzygw

7S

- l , L e
theds) | e || A | ]
-2 (e ool GOl ;
F I3 5 l’1 ) ST ) ;
T‘Y:za: B | § g < s ‘2’; [
S R Y
" L] l 4 u ¥ P AP
Koetfi-T ool o0l 30198 G55 o8 S5 EF s s g e EF 18 F)
Hmnm.n]f ¥ 8‘: 3935— j? E !aé .Jc' ut\if E ufif :jg; § £l
infdge ; |
REI | ¥ %) ¥)| %) |
Spatta: [U)1(2)[(2) 01| (E)) (&) @)@ jdoytty sy aausy -~

| fl
m=Cr . Aaatad]
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6.3 Vertréglichkeitsbedinﬁungen

Die Kontinuitét verlangt Gleichheit von Bauvgrund~- und
ﬁberb@uverformungen an den Kontaktstellen beider Ele-

mente. Im Abschnitt 6,1 sind die Starrkdrperverschiebungen
bereits so berechnet, daB sie diese Bedingung erfiillen;

der Vergleich erstreckt Sich also nur auf die mit Spannungen
verbundenen Verformungen. Bei Beachtung der Vorzeichen

gilt:

7 6.1
VL“)H?\ = ‘*VEH\ (6.11)

oder
~

= 6.11
ey + V) = N ( 2)
und mit den Gleichungen (5.12) und (6.10)

A AP SRR BV

Setzt man

ot %

.- Yu *\(g‘% (6.13a)
") (%4

% % o

so wird aus Gleichung (6.12)

~A Ny P ~
- (6.14)
TFo | o X o) = N
Dieser Koeffizientenvergleich LUr die Amplituden der

trigonometrischen Funktionen 1:QP fihrt auf d@Qﬂllneare
inhomogene Gleichungssystem zur Berechnung von ><Gx

~ A
Yo Ko

mit der Lésung

-+

Yoo, = N v (6.15)

e d

N_4 s
= - . (6.16)
><Gm “g \Té

X 23
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Da gich der Koeffizient nifé allein aus den Glelichge~
wichtsbedingungen fir den Uberbau ergibt,und da zwischen
finf KrafitgroBen lineare Abhinglgkelt besteht, betridgt
die Anzahl der Unbekannten

n = B'nR w (145) = B’n,R -6 . (6.17)

Zu deren Berechnung stehen ebensoviele lineare Gleichungen
zur Verfiigung. Figt man diesen SnR - 6 Kontinuitédtsbe-
dingungen die sechs Glelchgewichtsbedingungen hinzu, 8o
stehen insgesamt

o= 5.nR (6.18)

Bedingungen zur Verfigung, um an np diskreten Stellen
© des Umfangs flir jJeweils finf Verformungen Vertrigliche
keit zwischen Baugrund und Uberbau herzustellen.

g
Im Gegensatz zur Matrix \(6 besteht bei \( im
2 X B,x
allgemeinen Fall keine Koppelgyg zwischen den einzel-

nen Harmonischen., Somit ist \fé « pach folgendem Schema
b
aufgebaut:

M= 0, leoeses Moovesossossly/2

Begetzte Elemente bel

ME?’ §;g,x
Y6,
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Um also an einer bestimmbten Anzahl von Punkten zwischen
Baugrund und Uberbau Kontinuditdt herzustellen, milssen
alle Reihenglieder gleichzeitig betrachtet werden. Bine
aufeinanderfolgende Berechnung flir die einzelnen Harmo~
nischen ist nur dann méglich, wenn bei jedem betrachteten
Reihenglied Affinit&t zwischen Baugrund- und Uberbau-
verformungen besteht. Flr die praktische Rechnung bedeutet
die Koppelung zwischen den Harmonischen, daB vor Beginn
des Rechenprozesses entschieden werden muB, an wieviel
Stellen des Umfangs Kontinuitdt hergestellt werden soll,
da sich dansch die Zahl der mitzunehmenden Reihenglieder
richtet.

Unter diesem Gesichtspunkt kann die vorliegende Methode
auch als Kollokationsverfahren bezeichnet werden: Man

geht von einem Funktionssystem aus, das die Differentisle—
gleichungen der Kreiszylinderschale bzw. des Kreisrings
exakt erflllt und nimmt so viele Reihenglieder und damit
Freiwerte mit, daB die Ubergangsbedingungen an einer gleich
groBen Zahl von Punkten exakt erfiillt werden ktnnen.( vgl.[ﬂﬂ,
[21] , [24] , [36]). Der wachteil aieser "einfachen" Kollo-
kation besteht oft darin, daB die Randbedingungen zwar an
den vorgegebenen Stellen exakt erfillt werden, daB die
Losungskurve aber zwischen den Kollokationspunkten stark
oszilliert. Diese Brfahrung wurde bei der vorliegenden
Anwendung nicht gemacht. Bs sei hierzu auf den Abschnitt 8
hingewiesen, der einige numerische Untersuchungen zu dieser
frage enth#lt,
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To Superposition der SchnittegrsBen und Verformungen

Te1 Baugrund

Aus dem LOsungsvektor )( ergibt sich >< ,x (Glete=
chung 5.7c¢) durch Multiplikation mit 1&3 (vgl. 6 Th).

T~
X’;‘: 'T:\XGX (7.1)

Zusammen mit dem statisch bestimmten Anteil >( (5.2D)

ist

G,x0

X, X:K (7.2)

Damit lassen sich die zwischen Baugrund und Uberbau
wirkenden Kraftgrofen mit (3.18) berechnen.

Seto - T FenXe v

Zhr Bestimmung der Federkrifte TD nach (4.60Yist aus der
Lagtmatrix L"R ein Vektor zu bilden, der alle betrachtee
ten Wirkungen enth#dlt, Es gilt

C:;‘ Lilg'k (7.4)

SR = XG' (7.4a)

/‘

Analog dazu ergeben sich die Verschiebungen der Federm
elemente mlt Gleichung (4.61)

mit

A .
. 55 = (::‘(:;Q [m1£§;11 . (7.5]

und mit (4.69) die daraus berechneten Verschiebungse
komponenten der Ringelemente,

V- C LS,
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Pir die np vorgegebenen Punkte sind die Gleichungen
(7.5) und (7.6) identisch mit der Reihendarstellung.
Das irgebnis hierfiir ist mit (6.1) und (6.2) bereits
wiedergegeben.

7.2  Uverbau

Aus den StarrkOrperverschiebungen und den Spannung erw
zeugenden Verformungen, die filr die Ringunterseite mit
Gleichung (5.12) éegeben sind, setzt sich der Verschiebungs-
zustand des Uberbaus zusammen, Fiir alle anderen Stellen

ist der formale Aufbau des zuletzt genannten Anteils

gleich., Lediglich die Matrix \(U.x und der Vektor i, %0
sind flr die betrachteten Punkte neu zu bestimmen., An

einem beliebigen Punkt P isgt dann:

P e A P A~ k4
(7.7)
TS ’ W " 4 N °
Vi F X XY |
Die Schnittgrifien lassen sich in gleicher Weise berechnen,
wenn mon die Matrizen und Vektoren entsprechend der Ane

zahl der zu berechnenden GroBen verdndert. IMir ihre Ge-
samtheit gilt am Punkt P:

P oo » o k4
. I ; (7.8)
Sy T E‘*\[ga,y Xt go,o]

GXx
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8, Zahlenbeilspiele

8,1 Vorbemerkungen

Die numerischen Untersuchungen erstrecken sich auf Systeme,
die - bezogen auf “?: OO und %>= 900 ~ in Geometrie und
Belastung symmetrisch sind. Dann treten bei allen Reihen-
entwicklungen nur geradzahlige cosinus- bzw, sinus - Glieder
auf (M = 0,2, veessevvs ooy nR/Z ). Bel den Diagrammen der
ZustandsgroBen ist deshalb nur der Bereich 0° £ \P & 90°
dargestellt,

Wie im Abschnitt 4.7 bereits erwidhnt, werden ausschliefB-

lich die Vertikalverformungen des Baugrunds infolge lot-
rechter Lasten beriicksichtigt (vgl. S.71). BEine Erweiterung
auf alle Last- und Verschiebungskompenenten ist fir den
unendlichen elastisch-isotropen Halbraum mdglich; es konnen
dazu die von CERUTTI angegebenen Verschiebungen fiir eine
horizontale Einzellast an der Halbraumoberfléche herangezogen
werden ( z.B. [44:]). Vernachlidssigt man die Radial- und
Tangentialverschiebungen des Baugrunds, so lassen sich in der
Kontaktfuge nur vier KraftgroBen als Unbekannte einfiihren,

da sonst die Matrix G,x (8. S.103) mehrfach singulir
wird ( vgl., hierzu die Ausfiihrungen auf S.94 f. )., Die

Krafte n. und qy sind dann als Brsatzschub~ bzw, als
Ersatzquerkraft aufzufassen (E; s a; ), die die Wirkung
des Moments mX? n8herungsweilse beinhalten.

Voraussetzung fiir die Berechnungen ist, daB der untere Rand
des Fundamentrings durch eine dehnstarre und biegeschlaffe
Kreis- oder Kreisringscheibe ausgesteift ist, so daB bei dem
doppeltsymmetrischen System nur Normalspannungen ny auf
den Baugrund wirken konnen ( Bild 8.1).

Bild 8,1 Randbedingungen in der Kontaktfuge

vaw=0

L
Scheibe us 0, 340

7R ENYA2N RV AN FINY
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Die Ersatzschub- und Ersatzquerkrifte bilden Gleichge-
wichtsgruppen ( m = 0, 2, ,.. ), die dann von der Scheibe
aufzunehmen sind.

Lezt man diese Randbedingungen zugrunde, so dlirfen die Ra-
dial- und Tangentialverformungen des Baugrunds vernache
lédssigt werden; verzichtet man auf eine sussteifende Scheibe,
g0 mlissen - insbesondere bei weichem Baugrund - alle Laste
und Verschiebungskomponenten des Bodens in die Rechnung mit
einbezogen werden. Um aber eine mdglichst ginstige Trage
wirkung des Uberbaus zu erreichen, sind - vor allem bei
nicht~rotationssymmetrischer Belastung - die oben erwihnten
Deformationen des Uberbaus durch die gensnnten konstruke
tiven MaBnahmen in der Grindungsfliche auszuschalten. Da-
durch 1lé8t sich ein Tell der deanungslosen Verformungen
eliminieren ( vgl. hierzu Abschnitt 8.2 ).

Die Berechnungen, deren lirgebnisse im Anhang A dargestellt
sind, sollen vor allem das unterschiedliche Trag- und De-
formationsverhalten verschiedener Uberbausysteme aufzeigen.
Die angegebenen Absolutwerte der Verformungen, die sich

fir eine angenommene Einheitsbelastung errechnen, er-

fiillen teilweise nicht dle Voraussetzung der hier ver-
wendeten geometrisch linearen Schalentheorie ( kleine Ver-
formungen gegeniiber der Schalendicke ). Um deren Anwendungse
grenzen nicht zu Uberschreiten, miiBte die wirkliche Belastung
entsprechend reduziert werden. Die angestrebte vergleichende
Betrachtung verschiedener Systeme wird davon jedoch nicht
berihrt.

Bel allen Untersuchungen einzelner Lastzustidnde wird vorause
gesetzt, daB in der Bodenfuge auch Zugspannungén iibertragen
werden konnen. Diese Annghme ist berechtigt, solange sich

bei Superposition aller Lastfédlle nur Druckspannungen ergeben,
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8.2 Numerische Untersuchungen zur Festlegung einer
praktisch sinnvollen Anordnung der Federelemente

Mit der beschriebenen Methode werden die Glelchgewichtse

und Vertrédglichkeitsbedingungen zwischen Baugrund und Uber-
bauaan diskreten Punkten des Kreisumfangs erfillt.Dabei ist
vorausgesetzt, dafl bel einer Aufteilung der KreisringflBche
in Teilfléchen Fk mit bereichsweise konstanten Normale
spannungen o  gerechnet werden kann. fber die Genauigkeit
der Ergebnisse konnen keine allgemein giiltigen Aussagen ge=
macht werden. Geschlossene Lbsungen oder andere Berechnungge
methoden, die einen Vergleich ermiglichen wlirden, liegen
nicht vor.

An ein brauchbares diskretisiertes Berechnungsverfahren
muiB die Forderung gestellt werden, daB sich die Ergebnisse
mit wachsender Verfeinerung der Intervallteilung nur noch
unwesentlich &ndern. Inwieweit diese Konvergenz- Forderung
erfiillt wird, 1&4Bt sich nur anhand numerischer Erfahrungen
beurteilen. Die folgenden exemplarischen Untersuchungen
sollen AufschluB hierilber geben,

8.2.,1 Aufteilung der Grindungsfléche in radialer Richtung
( Anzahl der Federelemente pro Ringelement )

Es wird der in Querrichtung starre, in Umfangsrichtung vollw
kommen weiche Kreisring betrachtet ( 8.5, 69 ), der eine
Meridiankraf®t n, bzw, ein Krempelmoment mx auf den Baue
grund ibertrigt ( Bild A 1 ). Die Zahl der Ringelemente bee
trégt in dieser Untersuchung np = 360, Im folgenden Abschnitt
wird gezeigt, daB auch bel einer geringeren Anzahl ausrel~
chend genaue Ergebnisse erzielt werden konnen.

Die Verschiebungen wu und die Verdrehungen A sind im

Bild A 1 in Abhéngigkeit von der Zahl der Federelemente n
dargestellt. Der zwei Meter breite Ring wurde zunichst in
Streifen gleicher Breilte unterteilt (AnF = 3 bils 20 ). BEe

i
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ist zu ersehen, daB insbesondere die Verdrehungen 3‘in—
folge m, bel einer Verfeinerung von 3 auf 11 Streifen

noch deutlich abnehmen, daB sie sich aber bei einer wei-
teren Unterteilung auf np = 20 nur noch unwesentlich vere
dndern., Entsprechendes gilt tendenziell auch fiir die iib-
rigen Verformungen. Die geringen Unterschiede in den ge=
genseltigoen Verformungen ( u  infolge my L infolge n )
sind von Ny welitgehend unabhingig; sie werden in erster
Linie von der Anzahl der Ringelemente beeinfluft., Dies

wird deutlich, wenn man sich im Extremfall nur ein Ring-
element angeordnet denkt. Dann liegen die Schwerpunkte aller
ny Ringfléchen im Kreismittelpunkt und eine Ermittlung

der Knotenlasten 1st flr dieses "entartete" System nicht
mehr méglich.

Bs ist angumerken, daf die gegenseitigen Verformungen er-
wartungsgemédB mit wachsendem Radius kleiner werden. Fir
ap=r 00 liegt der Pall des unendlich langen, in Querrichtung
starren Grindungsbalkens vor, bei dem die gegenseitigen Ver=
formungen aus Symmetriegriinden verschwinden miissen,

Die Sohldruckspannungen Oy sind in A 2 flr ap = 21 m
dargestellt., Flr die anderen Radien weicht deren Verlauf
nur geringfiligig davon ab, Bei sehr feiner Aufteilung in

20 Intervalle ist die gerechnete Treppenlinie durch eine
stetige Kurve ersetzt. Qualitativ erh#lt man die filir den
unendlich langen, in Querrichtung starren Balken bekannte
Spannungsverteilung ( z.B, [15} ) mit ausgeprigten Spitzen
an den Fundamentréndern. Als Folge der Krimmung sind die
Ordinaten an der Innenseite des Rings grdBer als an seiner
AuBenseite.

s ist nun naheliegend, statt einer sehr feinen &guidistan~
ten Aufteilung in Querrichtung Teilflichen Fk mit unter-
schiedlicher Breite der Berechnung zugrunde zu legen. Der

mittlere Bereich mit geringen Spannungsénderungen kann da-
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bel sehr groB gew8hlt werden, in den auBlen- bzw, innen-
liegenden Zonen ist wegen der Spannungsspitzen eine feinew
re Unterteilung erforderlich. Vergleichende Berechnungen
ergaben, daB sich mit np = 5 bel einer Aufteilung im Ver-
héltnis 1:2:7:2:1 nahezu die gleichen Verformungen ergaben
wie fir np = 20 beil #dguidistanter Teilung ( s. Bild A 1
vel Ny = 5 ). Auch die zugehSrigen Spannungen Oy &e=
ben ein gutes Bild von dem genauer berechneten Verlauf,

FMir die welteren Untersuchungen erschien es ausreilchend,

mit ng = 5 bei der angegebenen Teilung zu rechnen, Gegeniliber
g = 20 wird durch diese Vereinfachung dile Zahl der unbe=~
kannten Sohldriicke auf ein Viertel reduziert ( vgl. Glei-
chung (4.60) ), ohne daB wesentliche EinbuBen in der Genauig-
keit der Bodenverformungen in Kauf genommen werden miissen.,

8.2.2 Aufteilung der Grindungsfliche in tangentialer

Richtung ( Anzahl der Ringelemente )

Um die Zahl der notwendigen Ringelemente festlegen zu
ktnnen, wurden zwei Gesambsysteme mit unterschiedlicher Steiw=
figkeit berechnet:

- ein hoher Zylinder, dessen oberer Rand mit einer dehn~
starren, blegeschlaffen Scheibe ausgesteift 1st
( "steifes" System, Bilder A 3a und A 3b ).

- ein niedrigef Zylinder mit nicht ausgesteiftem oberem
Rand ( "weiches" System, Bilder A 4a und A 4b ).

Beide Systeme sind an ihrem oberen Rand mit P, = 100 Mp/m
belastet. Ein nicht-rotationssymmetrischer Spannungszustand
entsteht durch die angenommene Bodenschichtung: Beil Yo O? 180°
betrdgt die Dicke der gzusammendriickbaren Schicht 20 m, bei

Y 900, 270% dagegen nur einen Meter. Dile Begrenzungslinile
der nicht deformierbaren Schicht in Vertikalschnitten parallel
zu P= 0° 1st eine quadratische Parabel,
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Unter diesen extremen Bedingungen, die gewissermaBen als
Testfall dienen sollen, sind beim weichen System groBe unter-
schiedliche Betzungen und beim steifen System eine besonders
starke Lastkonzentration bei ¥= 900 zu erwarten,

Als MaBstab flir die erreichte Genauigkeit kinnen die in der
Kontaktflédche wirkenden KraftgroBen bzw. die in die Boden-
platte einguleitenden BErsatzschub- und Ersatzquerkrifte
angesehen werden; die Beurteilung wird erginzt auf Grund
der ebenfalls angegebenen Verformungen u und o, Es

ist jedoch zu beachten, dab vor allem beim steifen System
schon geringe, in den Abbildungen nicht mehr dsrstellbare
Abweichungen von den angegebenen Verformungen, zu erhebe
lichen Verénderungen der KraftgrtBen fihren, Die Deformatiow
nen allein wilirden also nur unzureichende Folgerungen auf
die erreichte Genauigkeit zulassen.
Dargestellt sind die Srgebnisse flir n, = 40, 80 und 112,
Die hBchste mitgenommene Harmonische ist jeweils m = nR/Z
( w*= 20, 40 und 56 ). Fiir n, = 40 ist der Verlauf der
KraftgroBen noch teilweise véllig unbrauchbar oder stark
oszillierend. frhiht man die Zahl der Ringelemente auf

np = 80, so ist diese Erscheinung -~ auch zwischen den an-
gegebenen Punkten -~ nicht mehr zu beobachten. Eine weitere
Verfeinerung der Intervallteilung auf by = 96 ( gerechnet,
aber hier nicht dargestellt ) und no = 112 bringt nur noch
unbedeutende Veridnderungen im Verlauf der KraftgrtfBen. Dies
gilt fir das weiche und das steife System. Betrachtet man
erpginzend hierzu die Verformungen u und N , 80 ist in
der Tendenz dasselbe Verhalten zu erkennen.

Unm schon an dieser 3telle zu zeigen, wie stark das Setzungs-
verh;lten des Uberbaus von dessen Steifigkeit beeinfluBt
wird, sind fir die gerecimeten Intervallteilingen die Ver-
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schiebungen u wund die Verdrehungen Q‘ flir einen

schlaff angenommenen Uberbau angegeben. Die Setzungsdifferenz
zwischen Y= 0% unda P= 90° betrdgt in dilesem Fall ca., 1% om.
Der steife Uberbau gleicht die unterschiedlichen Setzungen
nahezu vollsténdig aus ( A 3a ). Damit verbunden ist eine
gtarke Konzentration von n, beil \P= 900. Aber auch das
weiche System folgt den Setzungsdifferenzen nur teilweise

( A 4a, Aua9 cm ).

8,2,3 Ergebnis der Voruntersuchungen

Die Untersuchungen hinsichtlich der Konvergenz des Bereche
nungsverfahrens ergaben, daf die CGrindungsfliche wie folgt
aufgeteilt werden kann:

Ringelemente ng = 112
Pederelemente je ng =5 ( Aufteilung der Ring=
Ringelement breite im Verhidlt-

nis 1:2:7:2:1 )

Alle weiteren Belspiele wurden mit dieser Intervalltellung
berechnet. Ein Oszillieren der Losungsfunktionen zwischen

den Ringelementen war in keinem Fall festzustellen ( vgl.

S. 104 ).
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8.3 Sonderfille der vollstindigen Biegetheorle der
Kreiszylinderschale

Die Berechnung des Uberbaus erfolgt nach der Biegetheorie )
der Kreiszylinderschale [ 7] . Zur Abtragung HuBerer Flichene
lasten wird die Partikularldsung verwendet. Mit diesen
Grundlagen ergibt sich im Rahmen der linearen Schalentheorie
ein vollstédndiges Bild vom Spannungs- und Verformungszu-
stand der Zylinderschale. Vorzeichendefinitionen fiir Verm
formungen und Schnittkrédfte konnen dem Bild 8.2 entnommen
werden,

Krafte Momente

z(w)

i) g=x/4 (u)

Bild 8.2 Vorzeichendefinitionen flir die Zylinderschale

Zur qualitativen und quantitativen Beurteilung der Er-
gebnisse ist es zweckmdBig, Vergleiche mit vereinfachten
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Betracghtungen anzustellen., Solche Vereinfachungen, bei
denen verschiedene Wirkungen vernachlissigt werden, flihren
zu den drei Sonderfidllen:

1. Membrantheorie

2, Dehnungslose Verformungen

3, Randstorungsrechnung
Die beiden ersten Pdlle sollenm kurz behandelt werden, weil
sie -~ im Gegensatz gzu den stark abklingenden Randstdrungen -
das Tragverhalten in weiten Schalenbereichen beeinflussen
kdnnen,

8.3.1 Membrantheorie

Bei der Membrgntheorlie werden die Verkriimmungen gegeniiber
den Verzerrungen und damit die Biegespannungen gegeniiber
den Dehnspannungen vernachléssigt. Die Membrankridfte Dy oy
ny und . ergeben sich aus den Gleichgewichitsbedingungen.
Flir die Zylinderschale mit freiem oberem Rand unter harmo-

nischer Belastung bp, cos mf gilt ( z.B. [ 3 ]):

= pz,m
M Kg'\‘e\ = p%wx 'Z ‘QJ &l— ?Sl cos Y'V‘\\? 1
‘N@“ﬁ - pk‘mn o cos v (8,1)
g8 8) = Pron e (§ =AY Siew

Die zugehdrigen Verformungen sind

Wi * 2 gg
uig ) - P ,L\i; ~E ¥ %)
- E%§;§}~ cos

wEy) - B ol Lo e £ -
B “‘{WM% ~ WQ*\J/M% S

Fortsetzung von (8.2) 9.5,116
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wig gy = Bael [’\ - “&r () LN 3 zg) (8.2)

oy
S e dean - plreent |

Hiir %{= 0 ist somit

Bei nicht stark verdnderlichen Oberflichenlasten kann die
Membranldsung statt der strengen Partikularldsung ver-
wendet werden. Wenn dehnungslose Verformungen ausgeschaltet
sind ( vgl. 8.3.2 ), lassen sich die mit der Membrantheorie
nicht erfiillbaren Randbedingungen durch die Randstirungse
rechnung korrigieren.

8.3.2 Dehnungslose Verformungen

Vernachlédssigt man die Verzerrungen der Schalenmittel-
flédche gegeniliber den Verkriimnungen und damit die Dehn-
spannungen gegeniiber den Biegespannungen, so ergibt sich
bei bestimmbten Randbedingungen ein eindeutiger Verformungs-
zustand,

Der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und Verschiebungen
der Schalenmittelfléche ist gegeben durch ( vgl.z.B. [7 ] )

. Quw 1
€ I%
O
O'E\‘; = D"f ow (8.3)
: Ou_ s
a .X\f ’O\,F oA ax

Setzt man definitionsgeméB die linken Seiten von (8.3)
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gleich null, so erh#lt man ein System von homogenen par-

tiellen Differentialgleichungen, die einen verzerrungs~

freien Verformungszustand beschreiben ( z.B. [431 5.501 £f.,
[29] s.199 z£. ).

i
Qe
% = o
v - 8.4
o + W o (8.4)
du Ov .
3\]"+ CL\’OX v E

Durch Einsetzen 1&8t sich leicht zeigen, daB die folgen-
den Losungen die Gleichungen (8.4) erfilillen. Mit €= z/Q ist:

WER) = Z Ul cosmad
gy - FE-E)Z mdlemt - 2 a2

W,

W &g.‘(’\_ s - %— (@ —@o\ z;w& Vol geﬁw\\{ - z.;vw 'v‘tf’- cctm\{

CAvxh»f (8.5)

Schaltet man die Starrkdrperverschlebungen aus ( m = 0,1 )

und betrachtet im welteren die Harmonische m = 2, die -~ wie
die Beispilele zeéigen werden -~ prgktisch von besonderer Be-

deutung ist, so gilt hierfiir:

Ll,,@.”(\ 4 1/\,\:\ cos o E
A |
;\!m@."?\-' ‘Z—ar(/g‘ %o)‘ M%\ H\/\.Q"P : -+ V;_“. CAn z\f\ (8.6)
. . (. 3
W’L(?»‘ﬂ - %@ *%v\‘ Wohicosd | om 2o s 2f
| 1

Teilldsung 1

Teilldsung II
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Die Teillosung I charakterisiert eine unterschiedliche

Setzung mit dem Verlauf ugo>~cos 29 . Pur E = ‘& ist

Vy =Wy o= O, s0 daB die Kreisform an dieser Stelle erhslten
bleibt. Mit wachsendem oder abnehmendem % tritt eine linear
zunehmende Ovalisierung des Kreisquerschnitts auf ( Bild 8.3 ).
Mit der Teilldsung II iberlagert sich ein iiber die Schalen-
lénge konstantes Oval ohne Meridianverschiebungen u .

[ (c)
a (1—§<,)-u2C ~2,\,(25)

E=x/t

1

Bilda 8,3 Dehnungslose Verformungen der Zylinderschale
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Die angegebenen Verformungsfiguren filhren zu einer reinen
Biegebeanspruchung der Schale, die wegen der damit ver-
bundenen grofen Deformationen sehr unerwiinscht ist, Verw
hindert man unterschiedliche Meridignverschiebungen

( uéo) =0 ), 80 14B% sich die Ldsung I ausschalten. Bei
elastischer Nachgiebigkeit des Baugrunds ist dies je=

doch im allgemeinen nur mit aufwendigen konstruktiven MaB
nahmen zu erreichen ( z.B. sehr dicke, biegesteife GrUndungs~
platte ).Viel wirksamer ist es , die Radial=~ oder Tangential-
verscheibungen an zwei Stellen Es Ev Ez zu eliminieren,

weil damit auch die Teillosung IT ausgeschaltet werden kann.
Benilitzt man hierzu beispielsweise V(E ff), so gllt:

R
R A

B-8: ZE(E-E) W) + v - o

i

(8.7)

Das homo%ene line,re Gleichungssystem besitzt die Losungen
uéO) = V2S) = 0, da fiir %;# EQ_ die Nennerdeterminante
N % 0 ist,

( 8.8)

h& = %gé“(gq - %Q}

Der Spannungszustand wird umso glinstiger sein, je welter
die Aussteifungen voneinander entfernt sind, weil die Vennere
determinante linear mit der Differenz Ik24~ Eg\ anwidchst.

Um dehnungslose Verformungen vollstédndig zu vermeiden,

ist es deshalb zweckmdfBig, am unteren und oberen Rand eines
Silos kelne Radial - und/oder Tangentialverformungen zuzus
lassen, etwa durch den Binbau einer Kreis- oder Kreis=~
ringscheibe, die in ihrer Ebene als starr angesehen werden
kann. Diese Forderung 1l&a4B%t sich in der Griindungsebene leicht
verwirklichen, wenn der Fundamentring durch eine als Scheibe
wirkende Bodenplatte zus8tzlich ausgesteift wird. Bine Ver-
formungsfigur nach Bild 8.3 ( Teillésung IT ) ist dann aus-
geschilossen.


ibbaf
Textfeld


Bei Silos mit groBen Durchmessern ist der Finbau einer

Scheibe am oberen Rand aus wirtschaftlichen und betrieblichen
Grinden oft nicht zu realisieren. Um den. Zustand dehnungs-
loser Verformungen, die von unterschiedlichen Setzungen
herrihren ( Teilldsung I ), wenigstens partiell zu elimi-
nieren, wmlissen die Verformungen des oberen Rands elastisch
behindert werden ( z.B. Kreisring und/oder Kegelstumpfschale ).
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8.4 Ergebnisse und Beurteilung ausgewdhlter Beiaspiele

Die im folgenden behandelten Gesamtsysteme sind durch einen
nicht-~rotationssymmetrischen Spannungs~ und Verformungszu-
stand gekennzeichnet. Um das Tragverhalten verschiedener
Uberbauten miteinander vergleichen zu kinnen, wurden die
Lange £ der Schale bel sonst beibehaltener Geometrie und
unverdnderten Materialkonstanten sowle die Ausbildung des
oberen Schalenrands verdndert ( Tabelle auf A 5 ). AuBler
den so entstehenden sechs Systemen ( C)bis () ) wird auch
der Fall eines vollkommen schlaffen Uberbsus betrachtet

( System <> ). Bei der Auswahl der Systeme wurde nur eine
geringe Anzahl der mdglichen Parameter varilert; dile Brgebe
nisse kénnen deshaldb lediglich Tendenzen im Tragverhalten
aufzeigen., Im Hinblick auf dle groBe Rechenzeit zur Durch~
rechnung eles einzigen Systems erschien es weder sinnvoll
noch méglich, alle EinfluBgroBen systematisch zu variieren,
zumal die quantitativen Aussagen auch dann nur in den wenlge
sten Pdllen auf ein praktisch vorliegendes Problem Uber=
tragen werden konnten. Die geringe Verbesserung der guali =
t.,tiven Beurteilung wiirde aber in keinem vertretbaren Ver=-
héltnis zu dem rapide anwachsenden Rechenaufwand bei Hinzue
nahme weiterer Parameter stehen.

Die Serie I zeigt Beispiele fiir rotationssymmetrisch belastete
Silos auf einer an der Oberfléche anstehenden deformier-

baren Bodenschicht mit verdnderlicher Dicke ( Bilder A 5 ff. ).
Jene ruht - durch einer quadratische Parabel abgegrengt -

auf nicht zusammendriickbarem Untergrund ( By = 00 Ve

Die Serie II TDbehandelt nichte-rotatiossymmetrisch belastete
Uberbauten auf dem unendlichen elastisch-isotropen Halb=

raum ( Bilder A 21 ff., ). Die bereits erwdhnten Silovariane
ten ( <:) bis (:> ) sind fir drei verschiedene Bodensteifige

keiten berechnet (<:> (:)
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8.4.1 Serie I ( Uverbau rotationssymmetrisch belastet,
Baugrund mit variabler Dicke der zusammendricke
baren Schicht )

Das Bild A 6 gzeigt die Krédfteumlagerung Agl sowle die
korrespondierenden unterschiedlichen Vertlkalverformungen
( Setzungen ) Au fir d¥ verschiedenen Systeme. Der Wert
<?Zchlaff = 6,27 em stellt einen am Umfang konstanten
Setzungsanteil des schlaff gedachten Uberbaus dar. Ge-
zeichnet sind nur die hiervon abweichenden Deformationen.
Die Rechnung crgab, daB sich die Starrkdrperverschiebungen
der Systeme bis <:>nur geringfligig von diesem Bezugs-
wert unterscheiden, Die konstante Vertikalverschiebung u<°)
des Uberbaus ist also von dessen ¢ Steifigkeit praktisch un—
abhidngilg

Dagegen bestehen zwischen den eingzelnen Systemen erhebliche
Unterschiede in den Setzungsdifferenzen. Die kurze, am oberen
Aand nicht ausgesteifte Schale () folgt der Linie ()

am weitesten ( ca. 70 % ). Die:Systeme (@ und () ( starre
Schieibe am oberen Rand ) zeigen nur noch geringe Setzungs-
unterschiede, Der BinfluB der Schalenlénge ist aus dem Ver=
glelch von C) mit C) Zu erkennen: AU wird im vorlie
genden Fall bei der vierfachen Silohdhe etws halbiert. Die
elastische Randaussteifung ( Ring ) ist fiir die lange Schale
relativ wirksamer als filir die kurze; hier reduziert sich

die Setzungsdifferenz - gemessen am unausgesteiften System -
nur unerhehlich,

Mit abnehmendem Au wachsen die Kriafte Z&nx an. Bei Verw
nachléssigung der Bauwerkssteifigkeit ist n, =p, = 100 Mp/m

und somit zxn = 0. Der GroB8twert von An w1rd bel den
Systemen () und (:) fiir P= 90° erreicht Damit verbunden
ist eine Abnahme an den nachgiebigeren Stellen des Um~

fangs ( Y= 0° ).

Der Verlauf der nichi-rotationssymmetrischen Anteile ist
im wesentlichen durch die Harmonische m = 2 bestinmt., Alle
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iibrigen Reihenglieder liefern nur noch geringe Korrektur-
beitrdge, Dies gilt auveh fiir die im folgenden diskutierten
Schnittkrifte und Verformungen, HShere Harmonische haben

umso groferen EinfluB, je mehr die unterschiedlichen Setzungen
fir das System Q@ gsolche Anteile enthalten.

Die auf den Baugrund libertragenen Momente m, sowle die
Verdrehungen o' konnen dem Bild A 7 entnommen werden;

m, ergibt sich allein sus den Vertriglichkeitsbedingungen
und enthilt neben den unsymmetrischen Anteilen einen am
Umfang konstanten Beitrag ( m = 0 ). Die Systeme () und C)
gind so verformungssteif, daB auch die Verdrehungen des
Fundamentrings nahezu verschwinden.

Von der Bodenplafte sind die Ersatzschub~ und Ersatz-
querkraflt ﬁk% baw. Ex aufzunehmen ( A 8 ), Die GroBen~
ordnung der angegebenen Krifte macht insbesondere bel den
{lberbauten (:) und (:) deutlich, daB ohne eine aussteifende
Bodenplatte die Radial~ und Tangentialverschiebungen des

Baugrunds nicht mehr vernachlédssigt werden kinnen.

Die wichtigsten Schnittkrdfte des Fundamentrings sind auf
den Bildern A 9 und A 10 dargestellt. Es ist zu erkennen,
daB die Ringbeanspruchungen = ebenso wie dle unterschied-
lichen Setzungen Au ( vgl., A 6 ) - mit wachsender Steifig-
keit des Uberbaus abnehmen. Betrachtet man beisplielsweise
die lynge Schale, die in ihren Abmessungen etwa den heute
gebauten GroBraum- Klinkersilos entspricht, so bewirkt die
elastische Aussteifung des oberen Rands eine Abnahme der
Sehnittkrifte des Fundamentrings um etwa 40 bis 50 % (C@' QD)o
Noch sehr viel geringer sind die Beanspruchungen, wenn am
oberen Rand eine starre Scheibe eingebaut wird ( Q@ )

Die folgenden Darstellungen zelgen die Verformungen der
Zylinderschale ( A 11, & 12 ) in den Meridianschnitten
$= 0° una F=90° (u, wy baw. P=45° una P=135° (v ).
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Die Verschiebungen u1) der Systeme (:) und (} 8ind im Ver-
gleich zu denen der anderen Uberbauten gering, ihre Tangentiale
und Radialverschiebungen sind im gewdhlten MaBstab schon

nicht mehr darstellbar.

Der Deformationszustand der nicht oder nur elastisch aug—
gestelften Systeme ist durch dehnungslose Verformungen gew
kennzeichnet.Setzt man in der Teilldsung I der Gleichung (8.6)
nsherungsweise §o= 0, so gilt:

um(éw\ = uk,?\ cos 2
Vo (B0y = R B cin 2 (8.9)
w, (B9 - - Lia& Bl coc 2

Mit den gewHhlten Abmessungen ist bei P= 0° bazw. 45° rir

i

£ =10m 2 =40 m l
()
ulE) = WY <y
ey c
Vz(E) = %'g'um VA?\: 4%%-%2] (8.10)
w By < - 2% ) W (8) - %og o,

Durch Vertauschen der Vorgzeichen erh&lt man die Verschiebungen
bei P= 90° bzw. 135°,

Bei vorgegebenem uéo) 1848t sich der zu erwartendé Ver-
formungszustand mit den obigen Gleichungen leicht abschétzen.
Entnimmt man der Berechnung des Gesamtsystems die Zahlen-

werte flir die Amplitude uzc) s S0 ergeben sich die in A 11

1) Die angegebene Meridianverschiebung u beinhaltet nur die
unsymmetrischen Anteile; Starrkdrperverschicbungen sind im
betrachteten Zusammenhang von untergeordnetem Interesse.
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1)

und A 12 gestrichelt eingezeichneten Verformungsfiguren.
Sle stimmen mit dan nach der strengen Biegetheorie ge-
rechneten Deformationen sehr gut lberein., Allerdings ist
zu bemerken, daB ugc) in der Regel erst nach einer Berech~
nung des Gesamtsystems vorliegt und - wie die Untersuchungen
zeigen - séhr stark von der Steifigkeit des Uberbaus abe
héngt. Ndherungsbetrachtungen besitzen deshalb nur einen

eng begrenzien Aussagewert, Immerhin zeigen beispielsweise
die Formeln (8.10) fir &= 40 m, daB der Wert ugc) mit
dem Faktor 32/% in Radislverschiebungen des oberen Rands
(% =1 ) "ibersetzt" wird. Deshalb konnen schon sehr ge-
ringe unterschiedliche Setzungen, die bel anderen Bauwerken
als unerheblich angesehen werden, zu groBen Deformationen
des oberen Schalenrgnds fillhren, Flr die berechneten Systeme
ist die Ovalisierung bei E =1 in A 12 angegeben., Durch
den Binbau eines Rings werden die Verschiebungen des Uber-
baus auf etwa die HHlfte reduziert ( () }.» Dagegen ist
dessen Wirkung bei der kurzen Schale nur sehr gering.

Auf den Bildern A 13 bis A 17 sind die Schnittkrédfte der
Schale dargestellt, Die durch Umlagerung erzeugten Meri-
diankrdfie An ( A 13 ) enteprechen fir €= 0 in etwa
den zugehdrigen Bodenreasktionen { vgl. A 6 ). Die geringen

Differenzkréfte werden vom Fundameniring aufgenommen, Der
Verlauf in Meridianrichtung hat nicht den Charakter einer
geddmpften Schwingung, sondern nimmt ~ von Stdrungen in den
Randzonen abgesehen -~ linear zum oberen Rand hin ab.

Bel den Biegemomenten m, und den Ringkrédften n, sind
der EinflufBl der Randstdrungen an der Einspannstelle ins
Fundament, sowie das unterschiedliche Abklingverhalten von
kurzer und langer Schale deutlich zu sehen. Der Verlauf
der Ringmomente M ist im wesentlichen von den dehnungse
losen Verformungen bestimmt ( vgl, A 11, A 12 ).

Der Anhang S. 149 ffenthidlt verschiedene Schnittkraftver~
ldaufe in Umfangsrichtung fiir €= 0 Dbzw. ‘§= T

1) Der Ubersichtlichkeit wegen sind nur die Systeme (1) und
(@) dargestellt,
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Die Schitbkrdfte n 2 der elngelnen Systeme unterscheiden
sich sehr deutlich voneinander ( A 17 ). Mit wachsender
Steifigkelt bleibt ihr Wert in weiten Schalenbereidhen konhe
stant.Je weicher das System ist, umso groBer werden die
Drillmomente me 2).

Der Spannungszustand der sehr steifen Systeme ( () und QD )
ist im wesentlichen durch Dehnkrifte mit nur geringen Biege=
momenten in den Randzonen der Schale gekennzeichnet, Je
welcher der Uberbsu ist, umso griéBer wird der EinfluB der
Biegebeanspruchung. Insbesondere die Momente e und Mg
fihren zu den vorher beschriebenen groBen Deformationen.

Die Wirkungsweise der Randaussteifungen geht aus A 18 her=
vor. Entsprechend dem Verlauf von nx% bei E = 1 ver-
halten sich die auf die Scheibe bzw. die auf den Ring iiber-
tragenen Brsatzschubkrifte tX . Die unsymmetrischen, ra-

dial gerichteten Krifte s; sind teilweise von vdllig an-
derer GroBenordnung als tX. Dies geht aus der angefiigten
Tabelle hervor, auf der die GroBtwerte beider Krifte ein-
ander gegeniibergestellt sind.( A 18 ). Der rotationssymmet-
rische Anteil von Sy (m=0) wurde bei diesem Vergleich
eliminiert, well er ausschlieBlich aus der behinderten Querw
dehnung des oberen Schalenrands herriihrt., Der verbleibende
Wert §§ beschreibt somit die Wirkung, die von der unter-
schiedlichen Deformierbarkeit des Baugrunds verursacht wird,
Der glnstige EinfluB der Randaussteifung ist vor allem auf
die Schubkrifte ti zurlickzuflihren, Bei den Systemen C)
und C) betridgt der GroBtwert von s; nur ca. 12 bis 13 %
von tX, bei starr ausgesteiftem oberem Rand liegen die ent-
sprechenden Zahlenwerte noch weit unter 1 % ( () und C) ).

1) Nach der Biegetheorie der Kreiszylinderschale ist n * n?x
und auch mx? * m, t Die zahlenméBigen Unterschiede sind
Jjedoch so gering, daB die Darstellung der angegebenen GriBen
ausreichend erscheint,

2) Die Rechnung liefert auch Drillmomente an den freien
Réndern., Dies ist im Rahmen der verwendeten Schalentheorie

nicht zu umgehen ( Normalenhypothese).
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Die Biegemomente Mg\ des Aussteifungsrings unterscheiden
sich fiir die Uberbauten (2) und (5) nur geringfiigig ( A 19 ),
die Werte M?1 sind von untergordneter Bedeutung. Normal-

p zelgt Bild A 20, Vor
allem bei My bestehen groBe Unterschiede zwischen der
langen und der kurzen Schale. Dle Wirksamkeit des Rings be=
ruht in erster Linile auf seiner Blegesteifigkeit EIZ; bei
kurzen Schalen gewinnt auch die Torsionssteifigkeit an Be-
deutung.

krafte N*1) und Torsilonsmomente N

8.4.2 Serie TII ( Uberbau nicht-rotatiossymmetrisch be-
lastet, Baugrund: unendlicher elastisch-isotroper Halbraum )

Die auf Bild A 21 gezeigte radial gerichtete Belastung mit
dem Verlauf cos 29 erzeugt SchnittgrdBen und Verformungen,
die wegen der vollsténdigen Symmetrie des Baugrunds nur das
Reihenglied m = 2 enthalten. In den folgenden Darstellungen
ist deshalb immer nur die Amplitude der betreffenden Grifie
angegeben. Abgesehen von den Schnittgrdfen und Verformungen
der Schale, die auch in Meridianrichtung verdnderlich sind,
wurden die errechneten Werte auf A 22 tabellarisch zgusanmene
gefaBt, Die Betraohtungen seien im folgenden hauptséchlich
auf die lange Schale gerichtet ((@) ,QD ,C)), weil hier die
Tendenzen am deutlichsten sichtbar werden. In abgeschwichter
Form sind die dort beobachiteten Erscheinungen auch bei der
kurzen Schale zu erkennen,

Die auf den Baugrund Ubertragenen Kréfte n, nehmen mit
wachsender Bauwerkssteifigkeit ab und mit wachsender Boden-
steifigkeit zu. Vergleicht man beisplelsweise die drei
Uberbauten fiir B, =15 000 kp/cm2 ( C) , entspricht fel~
sigem Untergrund ), so betrigt ny bei einem Silo mit starrer
Scheibe nur ca. 14 % des Wertes bei freiem oberem Rand.

Die elastische Aussteifung bringt nur eine geringe Reduzierung

1) Auch hier wurde nur der unsymmetrische Anteil dargestellt
und die Harmonische m = O eliminiert,
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von 203.9 Mp/m auf 185.4 Mp/m. Schon im Hinblick auf die zu-
léssigen Bodenypressungen, vor allem aber wegen der vor-
handenen gleich groBen abhebenden Krédfte,kann eine starre
Aussteifung des oberen Schalenrands erforderlich werden.
Auch die weiteren KraftgrbBen ( m_, ﬁ% s EX ) und insbeson~-
dere die Verformungen des Baugrunds ( u, 4" ) nehmen mit
wachsender Bauwerkssteifigkeit ab, Lediglich die EBrsatze
schubkraft 5% bleibt im Pall C) bei den drei Systemen
ungelfdhr konstant. Bei weichem Baugrund ( () ) werden die
unterschiedlichen Setzungen u durch den Aussteifungsring
auf etwa dle HElfte reduziert. Der Einbau einer starren
Scheibe verhindert Setzungsdifferenzen nahezu vollsténdig
und zwar im wesentlichen unabhingig von der Bodensteifigkeit

(® - ®bO.

Fir die Schnittkrifte des Fundamentrings ist der EinfluB
der oberen Randaussteifung besonders deutlich. Bei der an-
genommenen Belastung und weichem Baugrund ( C) ) werden
sie erst durch eine starre Scheibe am oberen Rand auf ein
von der Bemessung her zu bewdltigendes MaB reduziert.

Bemerkenswert ist das Verh#ltnis von tX Zu sy im #all
bei C) und C) ¢ Beil weichem Baugrund iberwiegt die auf

den Ring Ubertragene Querkraft Sy die zugehdrige Schub-
kralt ( s, = 29 Mp/m, t, = 75.8 Mp/m ), bei starrer Scheibe
tritt aber Sy gegeniiber tX deutlich zuriick ( 8y = 0.9 Mp/m,
tX = 38,6 Mp/m ).

Brwartungegemif ist beim Aussteifungsring eine Abnahme der

Beanspruchung mit wachsender Bodensteifigkeit zu verw
zeichnen, Wie in der Serie I sind es haupiséchlich Biegew
momente M2 y, die ~ zusammen mit den Normalkrdften - die
Lastabtragung bewerkstelligen. Bs zeigt sich, daB bei einem
welchen Baugrund ( () ) schon die geringe Lastamplitude
pz’2 = 0.1 Mp/m2 zu betrédchtlichen Beanspruchungen im

Aussteifungsring fihrt ( § = % 17,2 Mp, M, = 2 80.79 Mpm ).
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Die folgenden Darstellungen zeigen die Deformationen und
Schnittkréafte der Zylinderschale fiir jeweils drei ver-
gchiedene Steifeziffern ( A 23 bis A 31 ), Flir einen
felsigen Baugrund, der dem Fall () entspricht, ist die
Membranldsung nach (8.1) und (8.2) fir () gestri =
chelt eingezeichnet. Nicht berlicksichtligt sind dabei die
stark abklingenden Bilegestfrungen am unteren Rand. Be=
trachtet man zunidchst die Membrankrifte n.o, n? und n

xP

( 4 26 £f.), so zeigt sich = von den Randzonen abgesehen
eine gute Ubereinstimmung zwischen der MembranlSsung und
den Dehnkréften der strengen Biegetheorie. Dagegen sind die
Abweichungen in den Verformungen betréchtlich, Die Unter
schiede sind auf den EinfluB der Bodendeformationen zu-
rickzufiihren, weil im Widerspruch zu den Randbedingungen
der lMembranlosung dile Meridianverschiebung u am unteren
Rand nicht verschwindet, Es Uberlagert sich deshaldb auch
hier ein Zustand dehnungsloser Verformungen ( Teillssung T,
55,104 ), so daB beispielsweise beim System () die an-
teiligen Radialverschiebungen des oberen Schalenrands fiir
=0 die folgenden Werte annehmen ( A 25 , () )

aus Membranlosung 1) w = 3%,48 cm
aus dehnungslosen w = 1,85 cm
Verformungen

Gesamtverformung w = 5,33 cm

Der Anteill der dehnungslosen Verformungen an der Gesamt-
deformation betrdgt hier also ca. 35 %, bezogen auf die
Membranlésung sogar tber 50 . Das helBt, daB auch bel
felsigem Baugrund unterschiedliche Setzungen und die da-

mit verbundenen Verschiebugen gegeniiber den anderen Einm
flissen nicht vernachlédssigt werden dirfen, Dies ist bei-
spielsweise dann zu berlicksichtigen, wenn ein Silo durch

ein schubweiches, kegelstumpffdrmiges Pfettendach geschlossen

1) Die Membranltsung entspricht flir m = 2 sehr genau der
strengen Partikularldsung, wenn dort flr E = O{1 dieselben
Randbedingungen eingefilhrt werden.
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wird. Bin derartiges "weiches" System mu8 am oberen Rand
so konstrulert sein, daB sich diemdglichen Schalenverformungen
unbehindert einstellen konnen.

Besser erscheint es, einen Aussteifungsring vorzusehen,

der auch die Biegebeanspruchungen der Schale reduziert.

Wie dle Berechnungen zeigen, bringt der hier zugrundee
gelegte Ring bei felsigem Untergrund noch keine wesent-
liche Versteifung des oberen Rands ( C) ). Bei der be-
trachteten Belsstung empfiehlt es sich deshalb, die
Dachkonstrukiion schubsteif, beispielsweise in Form einer
Kegelstumpfschale mit einem Ubergangsring, an die Zylinder-
schale anguschlieBen.

Je weicher der Baugrund ist, umso wichtiger wird eine wirk-
same Aussteifung des oberen Schslenrands, weil sonst der
Antell der dehnungslosen Verformungen und der damit verbune
denen Momente gegeniiber den Membrankriiten stark anwichst.
Sehr deutlich ist zu erkennen, daB mit abnehmender Steifig-
keit die Wirksamkeit des Aussteifungsrings gunimmt ( z.B.

A 25, Vergleich von (&) und (5) ). Behindert man die Radial-
und vor allem die Tangentialverschiebungen bei E =1 voll=
sténdig ( () ), so wird die nicht-rotatiossymmetrische Be-
lastung nahezu ausschlieBlich iiber Membrankriéfte abgetragen
und zwar unabhéngig von der Steifigkeit des Baugrunds.

Bel entsprechender Aussteifung des oberen Silorands ist.
es also durchaus moglich, auch bei weichem Baugfund und
unsymmetrischer Belastung mit dem angegebenen Verlauf in
der Schale weltgehend Dehnkrifte mit geringen Verformungen
zu erzwingen.
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9. Zusammenfagsung

In der vorliegenden Arbeit sind kreiszylindrische Silos auf
elagtischem Baugrund mit verénderlicher Nachgiebigkeit be-
handelt, Das angegebene Berechnungsverfahren kann auch auf
kontinuierlich gestiitzte Rotationsschalen beliebiger Me-
ridianform angewandt werden, Der Baugrund wird durch ein
System von gekoppelten Federn an vorgegebenen Punkten des
Griindungsbereichs dargestellt, Mit Hilfe der harmonischen
Analyse werden die in diskreter Form berechneten Boden-
deformationen in ein trigonometrisches Polynom entwickelts
die Differentialgleichungen von Kreisringen und Zylinder-
gschalen lassen sich auf diese Weise exakt, die Ubergangsbe-
dingungen zwischen Baugrund und Uberbau punktweise erfiillen,
Zur praktischen Berechnung der Bodenverformungen wird auch
bel unregelméBig geschichtetem Baugrund die Spannungsver-
tellung des unendlichen elastisch-isotropen Halbraums zu-
grundgelegt und nur die Vertikalverformungen infolge lot-
rechter Lasten berilicksichtigt. IFlir eine an der Oberfliéche
anstehende deformierbare Schicht werden nur deren Beltrige
zu den Verschiebungen der Grindungsfliche bericksichtigt.

Die Zahlenbeilspiele zeigen das Tragverhalten unterschiedlich
ausgesteifter Silos. Wenn der obere Schalenrand mit einer
starren Scheibe ausgesteift ist, filhren sowohl verinderliche
Deformierbarkeit des Baugrunds als auch unsymmetrische Lasten
mit dem Verlauf cos ( ZLP) im wesentlichen zu Membrankriften
mit geringen Biegemomenten, Bel abnehmender Steifigkeit des
Randglieds stellt sich ein Zustand dehnungsloser Verformungen
ein, der durch groBe Verschiebungen und Biegemomente ge-
kennzeichnet ist. Bei nicht-rotationssymmetrischen Lasten
kann der EinfluB der Bodendeformationen auch bel felsigem
Baugrund nicht vernachlidssigt werden, Ein weicher Boden er-
fordert unter diesen Bedingungen immer eine wirksame Aus-
steifung des oberen Schalenrands, mit der sich auch die
Beanspruchungen des Fundamentrings HuBerst glinstig be-
einflussen lassen.
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Die der Theorie gzugrundeliegenden, vereinfachenden Anm
nahmen bel der Berechnung der Bodenverformungen milssen

bel der praktischen Anwendung stets im Auge behalten
werden, Es dlrfte fast immer erforderlich sein, durch
Variation der maBgebenden Parameter ein vorliegendes
Froblem sinnvoll einzugrenzen. Die dargestellten Beiw
spiele sollen ein Hilfsmittel zur qualitativen Beurteilung
sein,
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ANHANG A

Darstellung der Zahlenergebnisse


ibbaf
Textfeld


iy (Ph= 1 Tvpim]-
mP)=1 M

u iaf. ny [mm}

>t m [t 103]

15
u =_=9 ) T — = U infny,
| 0p=16 Aea= 21 fr]
; P = %
""ﬁ et ek my
SR
: |

10 1 i ’

b "

1 : i

'

| i

|

]‘ ;
05 ‘
’ |

]

| |

5 |
& |
| |
1 |
N,

’ 3 [51 7 11 i5 2w T

Bild A1: Variation der Federelemente in Ringquerrichtung

Einflul auf u und 0 (anSED-]

u inf. m, [1 10 mm:l
h inf. ny 1:1 1o 1

-100 ; 1
| |
|
e .
) :j‘t‘:_\ u inf. m
! i Find o
| i
|
Ly
i i .
-5 i ‘ 5 —
" ;
\ !
I !
i ; ;
e S | u inf my,
» == ] = ;::$:zﬂ:i:T:£ :—...'_—_".:':"; o —
i Jint n,
| '
"R I ! u inf m,
L= .
2 1 rinf. ny
i !
1 | % '
| i
! ! !
! !
| ‘z
-025 I| l : |
L - |
] | \
o i |
s ; | i
| £ ; ; 1 ‘
] ; | .
} i ‘ 1
. l ] l
’ 3 {57 7 1 15 20


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


#135,

I

[paran] %
&

£

0%

wi
(0275 o'
Porwdn] | = (hfw
0 A\
R ) U
|
|
. !
i
pZiLizil Bunjienny R TR —
0z =
Bunpayny T TR — _
3jUp}sipinby frdi e 0
|
| ayesuauubuly
. X
[purdn] ™9 |
; i g \
s 7
e — o'l :
1
_
I I ———

s Lot

11

[«]2 o'

o~

ayasuauubuly

wjle = Jo -

Twen] | = (du |

| |
L.
’

Bild A 2: Spannungen &y log=21m)
(System s.5 134)


ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


- 136 -

45 0 . 45 W ols
0 “?[ ] 0 "P[ :I
y
gl
Cad
-
] e
5
- — - ——- i
0
e = R =100[Mp/m]
150 : i = O
\ ' . I 030 T
\ | ST
20 X {s}.......Uberbau schlef kP 45
\ o] _ ST
\ s MR = 112(5; i 3
e M= 80 {s
250 : \n a0 Np= 40 (s) ] .ﬁr_ t
v Mg = 112 _ =100 [icplem?]
\ -0-0-0-~ nR: 80 i ' =030
; %M [ = 40 } T-jguadratische
\\ M r‘urabel
"
300
Ny
Mp/m " -0 . ——p— o
Ly [Merm] | S ——— g
ol Bt P e Y X —x 7 4
/
-5 L
o B _;-
/
Bild A 3a: Variation der Zahl der Ringelemente am
0 “steifen” System . Finflul auf Kraft -

| . i gréfen und Verformungen.



ibbaf
Textfeld

ibbaf
Textfeld


- 137 -

Bild A 3b: Fortsetzung von A 3a (T und q, )
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