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ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Bericht wird ein Ldsungsweg mit Hilfe der Methode der
finiten Elemente zur wirklichkeitsnahen Rechnung querbelasteter
Stahlbetonplatten im gerissenen Zustand beschrieben. Der numeri-
sche Losungsweg geht davon aus, daB das nichtlineare Tragverhal-
ten von Stahlbetonplatten als eine Folge der Systemverdnderung
infolge der aufeinanderfolgenden RiBausbildung und des plasti-

schen Verhaltens der Bewehrungsstdbe anzusehen ist.

Dabeil wird ein lineares Materialgesetz fiir den Beton angenommen.
Das Druckversagen des Betons ist ausgeschlossen. Es wird zur Be-
schreibung des RiBquerschnittszustandes ein Gedankenmodell ent-
wickelt. Mit der in Matrizenform dargestellten Rechenmethode
lassen sich nicht nur der Verformungs- und Spannungszustand im
gerissenen Zustand berechnen, auch Rifbilder kdnnen wirklichkeits-
nah simuliert werden. Unter Gebrauchslast wird besonders die
Schnittkraftumlagerung untersucht. Die Aufklédrung der Gewdlbewir-
kung steht dabei im Mittelpunkt. Zur praktischen Rechnung wird

das gemischte Schalenmodell von HERRMANN gewdhlt. Numerische Er-

gebnisse sind mitgeteilt.

SUMMARY

This researching paper describes a finite element technique for
analysis of cracked reinforced concrete slabs under transverse
loads. It is assumed that the entire nonlinear behaviour of slabs
can be considered to be due to the structural change resulting

from cracking of concrete and plasticity of reinforcement.

Moreover, a linear material law is assumed for concrete, and the
compressive failure of concrete excluded. A crack model will be
developed to describe cracked cross-sections. By means of the
numerical method deformations and stresses can be calculated for
the cracked state. Crack patterns can be also simulated. The main
objective is to investigate stress redistributions caused by
cracking under service load. The dome action is a particularly
interesting problem. The mixed shell element of HERRMANN will be
selected for practical computations. Numerical examples are pre-
sented.
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BEZEICHNUNGEN UND SYMBOLE

Koordinaten
(x,¥,2) : Globales Koordinatensystem
(I,11,2) : RiBkoordinatensystem
(n,s,z)i Koordinaten fiir Querschnittselement i
, Yo : RiBrichtung
Pi : Winkel zwischen x-Achse und ni—Achse

Materialkennwerte

E : Elastizitdtsmodul

Y] : Querdehnungszahl

G Schubmodul

Eb : Elastizitdtsmodul von Beton
Vb : Querdehnungszahl von Beton
ES : Elastizitdtsmodul von Stahl
Kij : Spannzahlen

Mij : Verformungszahlen

Bp : Prismendruckfestigkeit von Beton
Bz : Betonzugfestigkeit

Bbz Betonbiegezugfestigkeit

Of : FlieBspannung von Stahl

Verschiebungen

u , v : Membranverschiebungen in x- und
y~Richtung

w : Plattenausbiegung in z-Richtung

Lastgarameter

P : Gesamtlast

q : Fl&chenlast
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Funktionen

F(x,y) : Spannungsfunktion
f(x,y) : Verschiebungsfunktion
wi{x,y) : Biegefldche
W(x,y) : Momentenfunktion
Symbole
® Aus Bildebene heraus
® : In Bildebene hinein
Biso
BI " |Querschnittselemente
BII
Bo
M bis ® : RiBzustdnde
Sonstiges
ai Ansatzparameter
A : Elementflédche
STI : Funktionalausdruck fiir das Gesamtsystem
eTI : Funktionalausdruck flir den Elementbereich
e, : Exzentrizitdt von der Bezugsfléche
h : Dicke der Stahlbetonplatte

Bewehrungsfl&dchen

ﬁi : Seitenwinkel (i

4,5,6)

aj; : Seitenlénge (1 =4,5,6)
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Matrizen

’

[Zns]i : Schnittkridfte im Bewehrungsnetz i
[Ens]; : Stoffgesetz flir das Bewehrungsnetz i
[Sns]i : Verzerrungen im Bewehrungsnetz i

ny : Scheibenkrifte im (x,y)-System

Exy : Scheibenverzerrungen im (x,y)-System
an : Scheibenkrdfte im (n,s)-System

€ns @ Scheibenverzerrungen im (n,s)-System
ETO]KP : Transformationsmatrix flir Schnittkrifte

[TEZ]&P : Transformationsmatrix flr Verzerrungen
“@xy : Plattenkriimmungen im (x,y)-System
Mxy : Momente im (x,y)-System
«@ns : Plattenkriimmungen im (n,s)-System
Mns : Momente im (n,s)-System

Mt : Drillmomente an den Elementkanten

Emm
Emb :
Ebm
Ebb
ei
eb

Stoffsteifigkeitsmatrizen

-

J Exzentrizitdtsmatrizen
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Dmb
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Dbb
Dr
DUV
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stoffmatrizen im gemischten Stoffgesetz

Operatormatrizen

Freiheitsgrade des gemischten finiten
Modells fiirs (x,y)=-System

Transformationsmatrizen fiir Momente

Querbelastung

: Membranbelastung
Momente im RiBkoordinatensystem

: Membrankrdfte im RiSkoordinatensystem
Kriimmungen im Rifkoordinatensystem

Membranverzerrungen im RiBkoordinaten-
system

lAnfangsspannungen

dl

Transformationsmatrix fiir diskreti-
sierte Knotenparameter

Membranverschiebungen im RiBkoordina-
tensystem
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Membranbelastung im (I,II)-System
FlieBspannungen im Bewehrungsnetz i

Verkniipfungsmatrix zwischen Scheiben-

knotenverschiebungen und -verzerrungen
Nullmatrix

Vorgeschriebene Kantenneigungen
Ersatzquerkrdfte

Membransteifigkeitsmatrix

Weitere Bezeichnungen sind im Text erkldrt.
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1. ALLGEMEINES

1.1 Einfihrung

Bei Massivbauten werden die Schnittgrdgen nach der
klassischen linearen Elastostatik berechnet, die einen homogenen
Zustand voraussetzt; die Querschnittsbemessung erfolgt hingegen

bei Vernachl&ssigung der Betonfldche im Zugbereich. Der Beton hat
gegeniiber der Druckfestigkeit eine verhdltnismdBRig geringe
Zugfestigkeit,und meistens befinden sich Stahlbetontragwerke schon
unter Gebrauchslast im gerissenen Zustand (Zustand II). Mikrosko-
pisch gesehen setzt das AbreiBSen von Betonfasern in der Zugzone
aufgespeicherte Zugspannungen frei, was einen groBen Kraftsprung

zur Folge hat.

Wegen der reduzierten Querschnittsflichen verdndert sich die Stei-
figkeitsverteilung bereichsweise. Die Schnittkr#fte lagern sich je
nach dem tatsdchlich vorhandenen Steifigkeitsverhidltnis um. Nach
der Umlagerung der Schnittkr&dfte weicht der wirkliche Beanspru-
chungszustand von der elastizitdtstheoretischen Losung fir den

homogenen Zustand mehr oder weniger ab.

Dabei erkennt man die anpassungsfihige Tragwirkung statisch unbe-
stimmter Stahlbetonkonstruktionen. Sie k&nnen die Schnittkrifte von
stark beanspruchten Querschnitten in weniger beanspruchte verla-

gern und besitzen daher groBe Tragreserven bis zum Bruch. .

Um diese Tragreserven glinstig auszunutzen und damit zu einer

Verringerung des Materialaufwandes zu kommen ,
sowie um die Gebrauchs- und Tragsicherheit
richtig beurteilen zu  kdnnen, besitzt die wirklichkeitsna-

he Berechnung des Tragwerkes im nichthomogenen Zustand fiir die Pra-

Xis entscheidende Bedeutung.

Da das Verbundsystem im Zustand II nicht nur von Querschnitt zu

Querschnitt unterschiedliche Werkstoffeigenschaften, sondern auch
von dem jeweiligen Lastniveau abhdngig nichtlineare Stoffgesetze
hat, erfordert es einen sehr groBen Rechenaufwand, die Zustands-

gréBen des gerissenen Tragsystems zu erfassen.
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Mit herkSmmlichen Rechenmitteln war die Bearbeitung des Problems
praktisch kaum durchfiihrbar. In den letzten Jahren haben jedoch
die grofen Fortschritte der Entwicklung von elektronischen Grof-
rechenanlagen zusammen mit numerischen Rechenverfahren eine weiter-—
fihrende Untersuchung bis zum Eintritt des Systemversagens ermdg-
licht. Die Behandlung des nichtlinearen Tragverhaltens mit Hilfe
computerunterstiitzter Berechnungsmethoden bereitet durch schritt-
weise lineares Vorgehen keine grunds#tzlichen Schwierigkeiten. Da-
bei bedient man sich heute fast ausschlieSlich der Methode der fi-
niten Elemente, die 6rtlich unterschiedliche Querschnittszustinde
durch eine Beschrdnkung auf diskrete Bereiche gleicher Eigenschaf-

ten brilicksichtigen kann.

Im Mittelpunkt der Forschung auf diesem Sektor stehen
insbesondere die in der Praxis in starkem MaBe verwendeten
biegebeanspruchten Stahlbetonflichentragwerke, die hochgradig
statisch unbestimmte Systeme darstellen.

1.2 Nichtlineare Rechnung ebener Flichentragwerke aus Stahlbeton

Es wird eine Ubersicht {iber den Stand der bisherigen Arbeiten gege-
ben, die sich mit’ der nichtlinearen Rechnung ebener Fléchentragwer-
ke aus Stahlbeton befassen. Wenn nichts anderes vermerkt ist,

wird zur Rechnﬁng die Methode der finiten Elemente herangezogen.

Die sukzessive RiSbildung ist wohl der wichtigste EinfluB auf das
nichtlineare Tragverhalten,und bei jeder wirklichkeitsnahen Rech-
nung wird besonders grofer Wert darauf gelegt, wie die Risse

im Tragsystem im Rechengang dargestellt werden . Denn die Art der RigS-~
darstellung beeintrichtigt unmittelbar die Qualitidt und Giite der

Rechenergebnisse.
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Stahlbetonbalken

Stahlbetontréger werden bei der zweidimensionalen Betrachtung

als Scheiben berechnet. Das Materialverhalten von
Beton und Stahl kann dabei mit ausreichender Genauigkeit beriick-
sichtigt werden. An Balken und Winden wurden verhdltnismdBig zahl-
reiche Versuchsreihen durchgefiihrt, die zur Untermauerung numeri-
scher Untersuchungen herangezogen wurden. Aus der Mehrzahl der bis~
her entwickelten Vorgehensweisen werden einige exemplarische
Methoden kurz vorgestellt.

D.NGO/A.C.SCORDELIS [32, 33] und A.H.NILSON [34, 35] gehen davon
aus, daB man das Aufklaffen eines Betonrisses am besten in der
Weise beschreiben kann, dag die Knotenverbindungen der Nachbarele-~
mente am RiBufer geldst werden. Die Rigbildung wird nur an den Ele-
mentgrenzen erlaubt, die Netzstruktur der Elementaufteilung verdn-
dert sich mit der RiBentwicklung (Bild 1.1). Diese Risbeschreibung

simuliert am besten das diskontinuierliche Verschiebungs- und Span-

nungsfeld, aber die so hergestellte RiBfigur ist allerdings auch
von dem Elementmaschennetz abhingig. Damit wird eine sehr feine

Diskretisierung erforderlich.

Typisches Dreieck-
element fir den Beton l
}/ | 71~ Knotenpunkt
4 Risse -
Stahibewehrung
N
A
\ Q
Typisches Dreieckelement g

fiir den Stahi

Bild 1.1 Ripdarstellung in [37]

Werden die Risse innerhalb der Elementbereiche zugelassen, ergibt
sich so ein Rifbild wie in Bild 1.2. dargestellt. Derartige Risse
werden  durch von Element zu Element verinderliche Stoffgesetze

beschrieben.

Fir die Entwicklung der rechnerischen Materialmodelle stehen ver-—

schiedene empirische Niherungsformeln zur Verfligung.
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Theoretisch Im Versuch

Bild 1.2 Ripdarstellung mit verédnderlichen Stoff-
gesetzen aus [36

Einzelne Stahleinlagen im Mehrstoffsystem kdnnen mit stab- [88,
36, 37] und fléichenfdrmigen [29, 33, 34| Bewehrungselementen idea-
lisiert werden. Falls die Scheibe eine flédchig verteilte Bewehrung
hat, beniitzt man zweckmiBig das von P.EBBINGHAUS [29] entwickelte

Stahlfldchenelement, das hinter den Betonelementen deckungsgleich
angeordnet wird.

Zur Beriicksichtigung des Verbundverhaltens zwischen Beton und Be-
wehrung kénnen Federelemente mit aus Versuchen abgeleiteten Ver-
bundgesetzen [33, 34, 3i] eingefiihrt werden, so daB8 Relativver-
schiebungen zwischen Beton~ und Stahlelementen m8glich werden. Der
vollkommene Verbund ist damit gleichbedeutend, daB8 die Beton- und
die Bewehrungselemente mit denselben Knoten versehen werden und
sich in den Knoten gleich verschieben k&nnen.

Es liegen viele numerische Untersuchungen fiir Stahlbetonbalken
vor, die nur zum Teil im Literaturverzeichnis
aufgenommen werden konnten , 2.B. [29, 3c] [32 bis 39] [61, 88,

148]. In ihren Berechnungsabliufen unterscheiden sie sich nur
unwesentlich.
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Stahlbetonplatten

Im Gegensatz zur Berechnung von Stahlbetonscheiben, flir die
sowohl im Zustand I und II stets eine zweidimensionale
Scheibenrechnung geniligt, bereitet die wirklichkeitsnahe
Erfassung des Rifzustandes von gerissenen Stahlbetonplatten
Schwierigkeiten.

Bild 1.3 Gerissene Stahlbetonplatte, Zustand II

Wie man in Bild 1.3 sieht, handelt es sich um einen dreidimensio-
nal verdnderlichen Systemzustand. Da eine ré&umliche Rechnung stets
einen groB8en Rechenaufwand erfordert und nur bei Ddmmen und Kern-
reaktorbehdltern, also dicken und volumin®sen K8rpern gerechtfer-
tigt ist, bietet die Literatur Jje nachdem, wie man die riumli-
che Plattenaufgabe auf eine ebene Aufgabe reduziert, andere

Lésungswege an. Dies sind:

Schichtenmodell (Layered Element) (Bild 1.4)
A.SCANLON [95], W.S. PETERSON/C.N.KOSTEM/J.M.KULICKI [1o1],
F.R.HAND/D.A.PECKNOLD/W.C.SCHNOBRICH [102, 103, 111],
C.S.LIN[110], J.GRUNBERG [113], Darmstddter Arbeitsgruppe
[5, 116 bis 119].

Nichtlineare Momenten-Kriimmungs-Beziehungen
R.WEGNER [120 bis 122], J.C.JOFRIET/G.M.McNEICE [106],
J.C.BELL [31, 107, 114, 115], B.NOWAK [13Z].
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System mit verdnderlicher Gliederung
F.FUJII [79], G.M.MCNEICE/K.O.KEMP [1o04],
J.BACKLUND [105].

Andere Vorgehensweisen
K.HALLAJE [78], St.BERG [100].

Schichtenmodell (Bild 1.4)

y <« a7 7 722
l Betonschichten

Verschmierte
Bewehrungsschicht

Bild 1.4 Geschichtetes Modell zur Rif}-
darstellung

Hierbei . wird das finite Element zur RiBbe-
schreibung liber die Plattendicke in mehrere ibereinander
liegende Schichten diskretisiert. Die in den Plattenquerschnitt
hineinreichenden Risse k&dnnen durch Zerlegen der Platten-

dicke schichtenweise gut erfaBt werden. In jeder Schicht wird ein
Scheibenzustand vorausgesetzt. Die Werkstoffkennwerte in jeder Schicht
werden vom RiBzustand abhldngig verdndert. Das nichtlineare Mate-
rialverhalten des Gesamtelementes wird dann mit der Integration der
aus den einzelnen Schichten resultierenden Spannungen zu den Bie-
gemomenten und Normalkrédften ermittelt. Eine Bezugsfliche ist dabei

frei wédhlbar.

Das geschichtete Modell findet besonders bei Schalen einen erfolg-
reichen Einsatz. In Schalen, die gleichzeitig durch Momente und Normal-
krédfte beansprucht werden, dndern sich die Hauptspannungsrich-

tungen {iber die Schalendicke deutlich. Die schichtenweise ver-
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dnderlichen RiBrichtungen k&nnen ohne weiteres berlicksichtigt wer-
den. Mit einem geschichteten Schalenelement kann

der gekoppelte Platten- und Scheibenzustand formuliert werden.

Dieses Verfahren ist aber flir praktische Anwendungen viel zu auf-
wendig, denn die Diskretisierung erfolgt nicht nur in der Platten-
ebene, sondern auch iiber die Plattendicke.

F.R.HAND/D.A, PECKNOLD/W.C.S3CHNOBRICH [10Z] legen dar, daB die Kopp-
lung des Biege- und Membranzustandes in gerissenen Stahlbetonplat-
ten nicht vernachl&dssigt werden darf. Zur Kontrolle der RiB-
bildungwird die Mittelfliche jeder Schicht betrachtet, deren Verzer-
rungen durch die integrierten Durchschnittswerte der Kriimmungen und

Dehnungen der Plattenmittelfliche ausgedriickt werden.

J.GRUNBERG stellt in [113] fest, daB sich im gerissenen Zustand die
mitwirkende Plattenbreite der Gurtplatten von Plattenbalken schon
unter Gebrauchslast verringert. Es werden drei
schiedene Brucharten des Betons behandelt. Er merkt an, welche Ver-
schiebungsansédtze und welche Struktur des Elementnetzes zur wirk-

lichkeitsnahen Erfassung des RiBbildes brauchbar sind.

Die Darmstédter Forschungsgruppe [§16 bis 11?]fﬁhrte umfangreiche Ver-
suche durch, um die Materialkennwerte im gerissenen Zustand zu er-
forschen. Parallel dazu wurden EDV-Programme flir Scheiben- und Plat-
tenprobleme entwickelt, wobei ein dreieckiges Schalenmodell mit 33

Freiheitsgraden eingesetzt wurde.

Nichtlineare Momenten-Kriimmungs-Beziehungen

Die Momenten-Kriimmungs-Beziehung ist ein bereits {iber die Platten-
dicke integriertes Stoffgesetz filr den Plattenquerschnitt und kann
‘durch dquivalente Versuche experimentell ermittelt werden. Ver-
suchswerte werden mit analytischen Kurven interpoliert. Zur Be-
schreibung der Momenten-Krilmmungs-Zusammenhidnge wird in diesem L&-
sungsweg einer der bisher vorgeschlagenen mathematischen N&herungs-

ansdtze der materiell nichtlinearen Rechnung zugrunde gelegt. Der
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Vorteil dieser Methode besteht darin, daB schwierig zu erfassende
Parameter (z.B. Verbundverhalten) schon im Ansatz eingerechnet sind.
Der Rechenvorgang ist wie bei der Scheibenrechnung und leicht zu
programmieren. Die zur Plattenmittelfléche unsymmetrische Steifig-
keitsverteilung kann durch einen solchen Ansatz nicht dargestellt
werden. Die Kopplung des Membranzustandes mit dem Biegezustand

ist auf diese Weise nicht 2zu reprédsentieren. In den mei-
sten Aufsdtzen wird deshalb eine reine Plattenrechnung getrennt vom

Scheibenzustand mit Plattenelementen durchgefiihrt.

R. WEGNER befaft sich in seinen Verdffentlichungen [320,121,122]
vor allem mit dem Momentenverlauf in gerissenen Stahlbeton-

platten, wdhrend seine Vorginger sich nur damit begniigten,

den Verformungszustand zu untersuchen. Er weist darauf hin, daB in
durch Einzellasten belasteten bzw. wie Flachdecken punktgestiitzten
Stahlbetonplatten die Momentenspitzen bei Beriicksichtigung der Rif-
bildung maximal um 25% kleiner werden als die nach der Elastizitits-
18sung. Fiir Gurt~- und Feldstreifen von Flachdecken macht er einen
Bemessungsvorschlag zur Verteilung der Momente. Zur Berechnung wird
ein gemischtes Viereckelement mit bilinearen Ansatzfunktionen [6]
verwendet. Der Versatz zwischen der rechnerischen Plattenmittelfl&-
che und dehnungslosen Mittelachsen der jeweiligen gerissenen

Querschnitte wird vernachldssigt.

System mit verdnderlicher Gliederung

Diese Beschreibungsmethode des Systemzustandes ist eine Erweiterung
der Idee von D.NGO [32, 33] und A.H.NILSON [34, 35] fir Scheiben
auf Platten. Es wird angestrebt, das Systemverhalten in einer makro-
skopischen Betrachtungsweise bis zum Bruch zu verfolgen. Der Platten-
querschnitt wird als .ideal elastisch -— 1ideal plastisch vorausge-
setzt. Die Scharen von Rissen werden zu groben Bruchlinien zusammen-
gefaBt, die sich entlang der Elementkanten [79, 105] oder in den
Knotenpunkten [104] einstellen. Der Einbau der Bruchlinien erfolgt
durch die Einfllhrung neuer zusétzlicher Unbekannte in das Gleichungs-
system. Das bedeutet, daB sich das Gleichungssystem immer weiter

vergrbfert, wenn man ein immer weicher werdendes Tragsystem nach dem
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VerschiebungsgrdBenverfahren @9, 104] berechnet. In der gemisch-
ten Methode [105] werden die erreichten Bruchmomente als bekannte
Parameter eingearbeitet. Die Anzahl der unbekannten Parameter
wird also geringer. Die Rechnung wird so lange fortgefiihrt, bis
ein kinematisches Kettensystem erreicht wird. Die Bildung eines
Bruchmechanismus macht sich bemerkbar, wenn entweder das Glei-~

chungssystem singuldr wird oder die errechneten Verschiebungen

iber alle MaBen groB (quasi-singuldr) werden.

Andere Vorgehensweisen

K.HALLAJE [787] untersucht mit Hilfe der Ubertragungsmatrizenmetho-
de Einfllsse der Rigbildung auf den Spannungszustand in Platten.

S.BERG [loo] berlicksichtigt nicht nur verénderliche Materialeigen-
schaften in den Integrationspunkten, sondern auch endliche Durch-

biegungen.

Zur numerischen Traglastuntersuchung von Platten geh&ren nachste-

hende Arbeiten.

Die Methode der linearen Programmierung bei Anwendung der finiten
Elemente wird von H.KNOPFEL [75] verfolgt, um die Tragfahigkeit
starr-plastischer Platten unter Beachtung der Plastizitdtsbedingun-

gen aus der Extremalbedirnigung zu bestimmen.

Eine LOsung der Aufgabe des kerntechnischen Ingenieurbaus, die
Tragfdhigkeit kurzfristig dynamisch beanspruchter Stahlbetonplatten
iber den Zustand I hinaus nachzuweisen, erstellt F.STANGENBERG
@6], wobeil die Bewegungsgleichungen iiber finite Differenzen nume-

risch integriert werden.

Stahlbetonschalen

Die numerische Behandlung gerissener Stahlbetonschalen findet man
groBtenteils in nichtdeutscher Literatur. Die Spezialliteratur

zu der Thematik ist gering [78, 8o, 83, 84, 102, 110, 114, 140].

Die Zylinderschale aus [81] wird auch von [110, 114] behandelt. Die in
[110] berechnete HP-Schale verhilt sich fast linear bis zum sprdden

Bruch. In der Schale tritt dank der Druckmembranwirkung keine spliir-
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bar groBe Kraftumlagerung auf. Die Einfliisse der RiBbildung blei-
ben Srtlich.

In [302, 110, 11{] wird die Folgerung gezogen, daB zur Stabili-
tétsuntersuchung von Stahlbetonschalen auBer der RiBbildung auch
noch groBe Verformungen beriicksichtigt werden miissen. die For-

schung auf diesem Gebiet ist noch verstirkt fortzusetzen.

1.3 Membranwirkung in Stahlbetonplatten

Im Unterschied zu Stahlplatten sind bei Stahlbetonplatten zwei
Membranzustédnde mdglich. Ein Druckgewdlbe stellt sich bei bestimm=-
ten Bedingungen schon unter Gebrauchslast ein. Bei groBSen Durch-
biegungen ist eine Zugmembranwirkung zu erwarten. Eine Stahl-
betonplatte- kann wegen unterschiedlicher Querschnitts-
steifigkeiten schon im ungerissenen Zustand ein orthotropes System
sein und Membranspannungen aufweisen. Bei RiBausbildung werden die
Nullinien weiter versetzt, wobei die Verzerrungen der Plattenmit-
telfléche vergrdBert werden. Die Materialeigenschaften sind {iber

die Plattendicke nicht symmetrisch.

Bild 1.5 zeigt gerissene Plattenquerschnitte und veranschaulicht
eine Analogie zur konstruktiv orthotropen Platte mit exzentrischen
Rippen. Die Analogie besteht darin, daB die Schwerlinien der
Querschnitte nicht mehr miteinander zusammenfallen, so daR sich

flir beide Richtungen der Plattensysteme keine neutrale Ebene mehr
findet. Das verdnderte Steifigkeitsverhdltnis (orthotrop) und

die Verlagerung der Nullinien (exzentrisch versteift) bewirken so
ein statisch &hnliches Tragverhalten der beiden dargestellten Platten-
systeme.

Um den Spannungszustand genau zu erfassen, muf bei gerissenen
Stahlbetonplatten, ob sie membrangelagert sind oder nicht, der
Biegung noch der Normalkraftanteil {iberlagert werden. Die Darm-
stddter Arbeitsgruppe zeigt in [116] am Beispiel einer Rechteck-
platte, die allseitig einfach aufliegt, wie sich zun#chst eine
Druckgewdlbewirkung aufbaut und wie diese bei weiterer Belastung
wieder abgebaut wird, um schlieBlich in eine Zugmembranwirkung {iber-
zugehen . Hier ist zu betonen, daB im gerissenen Zustand immer
eine gewisse Membranwirkung erzeugt wird, auch wenn die Platte

nicht membrangelagert ist.
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Bild 1.5 Analogie zwischen gerissenen Stahl-
betonplatten und konstryktiv ortho-

tropen Platten

Flir die Praxis nutzbar grofe Gewdlbekr&dfte bilden sich im Ge-
brauchszustand dann aus, wenn am Plattenrand die Horizontalver-
schiebungen der Endquerschnitte durch umgebende Nachbarelemente
bzw. elastische Widerlager behindert werden (s. Bild 1.6). DaB
die Lingsdruckkrédfte Tragreserven dadurch beachtlich erhdhen, dag
sie Risse lberdriicken und Lasten wie flache Bbgen tragen,

war schon immer in der Baupraxis bekannt.
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Bild 1.6 Gewolbewirkung in durchlaufenden
Stahlbetonplatten

A.J.OCKLESTON [97] ftihrt in Versuchsserien gemessene unerwartet
h&here Bruchlasten auf das Entstehen der Bogenwirkung zuriick und
schlégt zur Abschitzung der von den Druckkridften getragenen Quer-
last eine Faustformel vor. K.P.CHRISTIANSEN [98] leitet verfei-
nerte Formeln fir einachsig gespannte Stahlbetonplatten her.

J.SCHLAICH [99] stellt sich die Aufgabe, das sich in Platten-Bal-
ken-Systemen ausbildende Druckgewdlbe theoretisch und experimen-
tell aufzuklédren. Die Berechnung wird unter Zugrundelegung einer
Modellvorstellung mit Hilfe der Energiemethode durchgefiihrt. Es
wird nur der linearisierte Zustand des Ersatzsystems untersucht,
nicht aber der Weg, auf dem dieses mit steigender Belastung er-
reicht wird. Sein Versuch wird spiter in Kapitel 7 nachgerechnet.

Der {bergang vom Druck- zum Zugmembranzustand ist recht interes-
sant. Bild 1.7 wird aus [138] entnommen und zeigt das Last-Ver-
schiebungsverhalten einer Rechteckplatte unter Gleichfl#ichenlast
mit eingespannter und unverschieblicher Lagerung. Die Platte weist
kurz nach der RiBlast einen Druckmembranzustand auf. Bei Uberlage-
rung mit Druckspannungsverl&dufen aus der GewSlbewirkung findet in
diesem Zustand ziemlich schnell eine Stabilisierung der RiBbildung
statt und der Systemzustand bleibt fast unverindert. Flir jede klei-

ne Laststeigerung sind die linear zusammenhidngenden Zuwichse der
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Bild 1.7 Ubergang vom Druck- zum
Zugmembranzustand (aus (138))

ZustandsgréBen zu erkennen. Bei weiterer Belastung klaffen die
RiBquerschnitte auf. Im Mittelbereich der Platte reichen die Ris-
se tief in die Druckzone hinein. Die wirksame Betonfl&dche im
Querschnitt geht also langsam verloren, und die Biegetragf&hig-
keit wird ebenfalls erschdpft. Die gemessene hdchste Traglast

ist in der Tat viel grdBer als die nach der Bruchlinientheorie
berechnete L&sung. In diesem Zustand herrscht schon in Platten-
mitte ein Zugmembranzustand. Dieser Zugmembranzustand dehnt sich

mit einer pldtzlichen Systemverdnderung aus. Die Platte schligt

durch.

Nach dem groBen Zuwachs der Durchsenkungen kann wieder eine Trag-
reservensteigerung beobachtet werden. Die Stahlstédbe wirken hier-
bei als Seilnetze. Zur Bestimmung der wirklichen Traglast mu8
grundsdtzlich die Theorie II. Ordnung angewendet werden. In der

Literatur sind zur Untersuchung des Zugmembranzustandes verschie-
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dene Wege begehbar [72, 112, 123, 124, 138, 142, 158, 159].

Mit der vereinfachenden Annahme, daf die Querlasten lediglich
iiber plastische Zugmembrannetze abgetragen werden, 18st R.PARK

[133} die Differentialgleichung flir plastische Membrane.

R.TAYLOR [12{] versucht, der Bemessung charakteristische Last-
Verformungskurven und die vorgeschriebene Begrenzung der Durch-
biegungen zugrunde zu legen, um die erh&hte Tragfihigkeit auszu-
nutzen.

A.SAWCZUK [72, 158] untersucht das Tragverhalten starrplastischer
Platten im Geschwindigkeitsfeld. Fiir Rechteckplatten entwickelt
B.HAYES in [12i] eine praktisch anwendbare Gleichgewichtsmethode,
die es erlaubt, den Zugmembranzustand im kinematischen Ketten-
‘system zu beschreiben. Vergleiche mit den anderen L&sungen nach
A.SAWCZUK [15{] und K.O.KEMP [155] sowie Versuchsergebnigse zei-
gen gute Ubereinstimmung.

1.4 Aufgabenstellung

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, mit der Methode der fi-
niten Elemente eine Variante der LOsungsmbglichkeit zur Untersu-
chung von Stahlbetonplatten im gerissenen Zustand zu entwickeln.
Unter der Voraussetzung, daf das nichtlineare Tragverhalten von
Mehrstoffsystemen auf die makrostrukturelle Verdnderung des Trag-
systems infolge RiBentwicklung und plastischer Effekteder Stahl-
einlagen zuriickgefithrt werden darf, sind die nichtkonstanten Ma-
terialkennwerte fiir das Systemverhalten von untergeordneter, ja
verschwindender Bedeutung. Es wird damit ein linear elastisches
Plattensystem mit verinderlichen Gliederungen wiederholt berech-

net.



Im Mittelpunkt der Rechnung steht hier der Druckmembran-
zustand unterhalb der Gebrauchslast, dessen Ausnutzung fiir

die Praxis sinnvoll ist.

Kapitel 2 befaBt sich mit dem Materialverhalten von Beton und Stahl.
In Kapitel 3 werden kurze Wiederholungen aus der {iblichen Schei-
ben- und Plattenstatik gebracht. In den letzten zwei Abschnitten

des Kapitels wird eine verallgemeinerte lineare Theorie zum gekop-
pelten Scheiben—und-Platten-Zustand dargestellt. Kapitel 4 weist
darauf hin, daB im Zusammenhang mit der RiBdarstellung und der
Plastizitdtskontrolle eine flir das Problem geeignete Elementwahl ge-
troffen werden muB. Das gemischte Schalenmodell mit 12 Freiheits-
parametern nach HERRMANN erweist sich dabei als vorteilhaft. Die
Grundmatrizengleichungen dieses Modells werden angegeben. Die Vor-
aussetzungen und Ndherungen der zu entwickelnden Berechnungsmetho-
de sind in Kapitel 5 zusammengestellt. In Kapitel 6 werden zuerst
die konstitutiven Gleichungen fiir den Rifquerschnitt hergeleitet
und die nichtlineare Rechentechnik erldutert. Die Anwendbarkeit

der vorgeschlagenen Berechnungsmethode wird in Kapitel 7 an nume-
rischen Beispielen gezeigt. Die Arbeit schlieft mit der Zusammen-

fassung in Kapitel 8.
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2. MATERIALVERHALTEN VON BETON UND STAHL
2.1 Beton

Beil einem elastoplastischen Werkstoff sind folgende Gruppen der
Materialgleichungen: zu unterscheiden: Stoffgesetze unterhalb der
elastischen Grenze, FlieBbedingungen und Verfestigungshypothesen
nach dem FlieBen. Die Werkstoffgesetze flir elastisches Material-
verhalten, - sei es linear oder nichtlinear elastisch -, beschreiben,
wie die Spannungen und Dehnungen zusammenhdngen, soweit kein Flie-
Ben eintritt. Aus dem Bedlirfnis, das Materialverhalten Uber die
elastische Grenze hinaus zu erfassen, entstand die Plastizités-
theorie, zu der die Hypothesen flir das Auftreten plastischer Ver-
zerrungen und fir den Verfestigungsbereich gehdren. Im Gegensatz
zu zdhen Metallen handelt es sich beim sproden Werkstoff Beton um
die Bruchhypothesen und die Beziehungen zwischen den Spannungen
und Dehnungen unterhalb der Bruchfestigkeit, da es im Sinne der
zdhen Metalle keine FlieBgrenze flir Beton gibt. Verdffentli-
chungen berichten in der Mehrzahl {iber die Festigkeitslehre des
Betons und im beschrénkten Umfang iiber die Verformungslehre [13,
14, 15, 16, 157].

Das nichtlineare Materialverhalten von Beton erkldrt sich aus

zwel verschiedenartigen Ripgbildungen: Mikro- und Makrorigbildung.

Bp f—r— - - —

l
20-25%. €

Bild 2.1a Einachsige 0-€-Kurve fur Beton
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Mikrorisse [135, 139], deren Dimensionen von gleicher GréBenordnung wie
die der Zuschlagskdrner sind, kdnnen infolge von Volumendnderung
wdhrend des Abbindens und Erhdrtens bereits im unbelasteten Zu-
stand vorhanden sein. Der Haftverbund zwischen Zuschlagskdrnern
und Zementmdrtel ist dann durch diese urspriinglichen Mikrorisse
teilweise aufgehoben. Die Mikrorigbildung, die das Tragverhalten
von Beton im Druckbereich im wesentlichen bestimmt, wird anhand
einer charakteristischen einachsigen Spannungs-Dehnungslinie

(Bild 2.%a) erl&dutert. Bis etwa ein Drittel der Druckfestigkeit Bp
ist keine wahrnehmbare Verdnderung im Mikrobereich zu beobachten.
Der Beton verhdlt sich also isotrop, homogen und linear elastisch.
Die Spannung und Dehnung nehmen fast proportional zu. Bei weiterer
Beanspruchungssteigerung wachsen die Mikrorisse in ihrer Linge,
Breite und Anzahl an. Die Spannungs-Dehnungs-Kurve weicht allmdh-
lich vom linearen Verlauf ab. Die Mikrorigbildung schreitet weiter
wegen der Querdehnungswirkung hauptsdchlich in der Hauptdruckrich-
tung fort und kriimmt den Kurvenverlauf stark bis zum Spannungs-
gipfel hin. Etwa oberhalb o,8 Bp wird die Mikrostruktur im Beton
zerstdrt. In diesem Laststadium wird der Beton zum Diskontinuum.
Die gemessenen Bruchdehnungen schwanken unabhdngig von der Druck-
festigkeit meistens zwischen 2.0 und 2.5 o/oo. Jenseits des Schei-
telpunktes kann ein abfallender Ast der Kurve beobachtet werden.

Die ertragbare Spannung nimmt also wieder ab.

Zur mathematischen Beschreibung des aus Versuchen ermittelten Be-
tonverhaltens muB man eine Funktion finden, mit der der erliduterte
Kurvenverlauf befriedigend genau approximiert werden kann. Mehrere
Ndherungsformeln mit verschiedenen Parametern wurden vorgeschla-

gen. Eine gute Formelsammlung findet sich z.B. in [14, 12@].
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Makrorisse treten im Zugspannungsbereich auf und sind mit blogen
Augen sichtbar. Diese Makrorigbildung wird in der vorliegenden
Arbeit behandelt. Eine dhnliche, aber drastischere Spannungsabnah-
me kann auch im Zugversuch an einem Stahlbetonprisma festgestellt
werden (Bild 2.1b).

0(Zug) Integrierte

Mitwirkung des
5 T Betons zwischen
den Rissen

‘=E

SlZEm ]

Bild 2.1b Beton im Zug-
spannungsbereich

Beim Reisseneines Querschnitts springen die bisher vom Beton ge-
tragenen Zugspannungen auf den Stahlstab tiber und im RiBquer-
schnitt wird die Zugkraft allein vom Betonstahl iibertragen.

Der Beton zwischen den Rissen ist aber in der Lage, wegen des
Verbundes die Zugspannungen noch teilweise aufzunehmen.

Auf diese Weise besitzt der Beton noch geringe Zugsteifigkeiten
auch nach der Rigbildung, wenn man Risse innerhalb einer bestimm-—
ten Lidnge in verschmierter Form betrachtet. Diese Mitwirkung des
Betons zwischen den Rissen auf Z%ug wird seit Jahren oft disku-
tiert. Die Zugsteifigkeit (Tension Stiffening Effect) wurden erst-
mals von A.SCANLON [9@ durch den schrittweise abnehmenden E-Modul
und ferner von C.S.LIN (110} durch einen polynomischen Ansatz ange-
ndhert. Bei weiterer Dehnung des Stahlbetonprismas werden die Be-

tonzugspannungen abgebaut, bis sie schlieBlich v8llig verschwinden.

Der Beton in Stahlbetonplatten igt einem zwelachsigen Spannungszu-
stand unterworfen, so daB das Verformungs- und Bruchverhalten fiir

eine zweiaxiale Beanspruchung untersucht werden miissen.
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H. KUPFER gibt in [16] die derzeit wohl meist zur Verwendung
kommende Niherungskurve fiir die Betondruckfestigkeit an.
Flir den Bruchspannungszustand in der rechten H&ilfte in

Bild 2.2 gelten folgende Gleichungen:

} o 0\ oy a2
Druck-Druck-Bereich: (—« -+ ‘) + ==+ 3,65 5~ = 0
B Bol  Pp B
oy
Druck-Zug-Bereich: === ] 0, 8
¢ P B
L 'I:ug-Zug-Bereich: oy == fz = 0,64 VE:; == const .
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k| 1 Lo e Tl‘m B AN ﬁauptspannungen
| X k By Prismendruckfestigkeit

des Betons

S ﬁz i Zugfestigkeit des

|
— Be tons

Bild 2.2 Approximationskurve fir
den Bruchzustand des Betons
nach KUPPER [16]

Gegeniiber dem einachsigen Druckspannungszustand ergibt sich im
Druck-Druck-Bereich eine erhebliche Steigerung der Betondruckfe-
stigkeit, deren GréBtwert bei dem Spannungsverhdltnis ca. 1/2 er-
reichen wird. Das Vorhandensein der zweiten Druckspannungskompo-
nente behindert die Mikroripbildung im Betonkdrper und wirkt so
festigkeitssteigernd. Die Bruchart ist der Gleitbruch, der durch
parallel zur Beanspruchungsebene entstehende Mikrorisse eingelei-
tet wird. Die Gleitfldchen, in denen der Beton abschert, ent-
wickeln sich unter einem bestimmten Winkel zu den Spannungsrich-
tungen. Wird der Priifkdrper beidseitig auf Zug beansprucht, so
wird unabhingig von den Spannungsverhdltnissen beinahe die ein-

achsige Zugfestigkeit 8, erreicht.
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Im zZugspannungszustand wird der Trennbruch vor allem durch Makro-
risse hervorgerufen. Die RiBrichtungen hingen von den Hauptspan-
nungsrichtungen ab. Im Zug-Druck-Bereich beglinstigt die Querzug-
spannung die Mikrorifbildung, wodurch eine verminderte Festig-
keit entsteht.

Wenn hier von einem Versuchswert des Betons gesprochen wird, so
ist darauf Riicksicht zu nehmen, daB es sich jeweils nur um einen
speziellen Materialwert eines bestimmten Spannungszustandes
(Hauptspannungsverhdltnis) handelt, wobei noch zu bedenken ist,
daB auch die Abmessungen und die Form des Prifkdrpers (Scheibe,
wWirfel, Prisma oder Zylinder) die Versuchsergebnisse stark beein-
flussen. Dazu miissen noch die Reihenfolge und die Art der Lastauf-
bringung, Herstellungs- und Lagerbedingungen usw. als versuchsbe-

dingte und betontechnologische Parameter beachtet werden.

Die MakroriBbildung ist wohl der wichtigste nichtlineare Effekt
fir das Tragverhalten von Stahlbetontragwerken. Der gerissene Be-
ton unterscheidet sich von homogenen Metallen im plastischen Zu-

stand durch die Richtungsabhingigkeit der RiBausbildung, die rip-

bedingte Anisotropie und die Diskontinuitit.

Von F.EBNER [127]) wird durch Versuche nachgewiesen, daB in schwach-
bewehrten Stahlbetonplatten die Risse zu Beginn der RiBbildung un-
abhdngig von den Bewehrungsrichtungén stets senkrecht zu den Haupt-
momentenrichtungen auftreten. Die RiBSbilder und die Hauptmomenten-
trajektorien dhneln sich in ihrem Aussehen. Die Richtungsabhdngig-
keit der RiBausbildung ist eine wichtige Aussage fiir die Vorge-

hensweise bei der RiBuntersuchung . Tritt ein RiB auf, verldst man
das kartesische Koordinatensystem, in dem der homogene Zustand be-
schrieben wurde, und definiert die riBbegleitenden neuen Koordina-
ten. Ein rigbedingtes anisotropes Materialgesetz kann beziiglich

dieses Rinoordinatensystems angenommen werden.

Betonrisse sind Diskontinuit#dten in Stahlbetonkonstruktionen.

Durch Aufreifen der Betonfasern #dndert sich die Topologie der Sy-
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stemstruktur, so daB das Tragsystem eine mit der Lasterh8hung verin-
derliche Gliederung besitzt. Abgesehen von den Scherspannungen pa-
rallel zum RiBufer wird das RiBufer spannungsfrei. Die Verschie-
bungs- und Spannungsfelder zeigen damit Spriinge iiber den Rissen.

Es ist grundsdtzlich ein Widerspruch, ein solches Diskontinuum mit
der Methode der finiten Elemente zu untersuchen, der die Kontinuums-
mechanik zugrundeliegt. Um diesen Widerspruch zu vermeiden, wird

mit dem Begriff "Verschmieren" versucht, das Materialverhalten eines
gewissermaBen groBen RiBbereichs (z.B. RiBquerschnitt oder kleine
Elementbereiche) in integrierter Form zu erfassen. Das durch die
RiBbildung veré&dnderte Integralgebiet kann beim Integrieren beriick-
sichtigt werden. Im so ermittelten Stoffgesetz kdnnen die physika-
lische und topologische Anderung nicht mehr unterschieden werden,

obwohl in den Materialkennwerten keine groBe Anderung auftritt.

Bezliglich des Materialverhaltens des Betons liegt der vorliegenden

Arbeit die folgende Grundiiberlegung zugrunde:

Der Stahlbeton ist ein Mehrstoffsystem, das sich aus Zement, Stahl,
Zuschlagstoffen usw. zusammensetzt, Die Betonglite ist von mehreren
Parametern abhéngig. Die Auswirkung der meisten von ihnen sind noch
nicht geklédrt. Eine werkstoffphysikalische Theorie, die den Verfor-
mungs— und Bruchvorgang in Beton hinreichend genau beschreibt, ist
wahrscheinlich nie erreichbar [60]. Das sprode Gebilde verh&dlt sich
nur makro-phé&nomenologisch wie die Metalle. Die Anwendung der Pla-
stizitdtstheorie auf Beton []10, 3ﬂ ist aber nicht gerechtfertigt.
Selbst Versuchsergebnisse streuen breit. Vielmehr spielt die Zufdl-
ligkeit zus&tzlich eine wichtige Rolle. Auch wenn man alle Parame-
ter beriicksichtigen konnte, wiirde die Genauigkeit der Rechnung unter
dieser nicht-deterministischen Eigenschaft leiden. Es lohnt sich
nicht, flir eine statische Rechnung das Mehrstoffsystem allzusehr
mikroskopisch zu erfassen. Um einen aufwendigen L&sungsweg zu ver-
meiden, werden die Stahlbetonplatten unter der Voraussetzung be-
rechnet, daB das nichtlineare Tragverhalten des Stahlbetons ledig-
lich auf die sukzessive RiBentwicklung zurlickgefiihrt werden kann.

Mit anderen Worten bedeutet dies, daB die Mikro-
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rifbildung flir das integrierte Stoffverhalten im Vergleich zum
verdnderlichen Integralgebiet von untergeordneter, ja verschwin-
dender Bedeutung ist.

2.2 Bewehrungsnetz

Die Bewehrung von Fldchentragwerken aus Stahlbeton erfolgt in der
Regel netzartig. Das Bewehrungsnetz kann z.B. aus Stahlmatten,
Drahtgitter oder Drahtnetz bestehen. Um die Bewehrung richtig zu
fihren, muB {iber den Verlauf der Schnittgrdfen Klarheit bestehen.
Ein Tragwerk wirde dann am besten bewehrt , wenn die Be-
wehrungsrichtungen den Trajektorien der Hauptspannungsrichtungen
folgten und die Stahlstdbe rechtwinklig die Risse so kreuzten, daB
die Zugkrdfte von der Bewehrung unmittelbar ibernommen werden
kénnen. Diese Forderung wird jedoch aus konstruktiven Griinden
nicht immer erflillt, weil die Hauptspannungsrichtungen sich in
Abhdngigkeit vom Lastfall beispielsweise bei Platten und Schalen
von Punkt zu Punkt und {iber die Dicke &ndern. Mit geraden Stdben
ist eine Trajektorienbewehrung nicht md8glich. GroBe Richtungsab-
weichungen der Bewehrung von den Hauptspahnungsrichtungen miissen
daher durch ein Netz von zwei- oder mehrbahnigen Bewehrungsscharen

abgedeckt werden.

tber Einfliisse verschiedener Bewehrungsanordnungen auf das Trag-
verhalten, die RiBrichtungen, die RiBabst#nde und die Brucharten
wird von R.TAYLOR [91] und F.EBNER [127] berichtet.

Dexr Betonstahl ist mit guter Ndherung idealisierbar. Jedes stab-
férmige Bewehrungselement wird einachsig beansprucht. Die ge-
bréuchlicheanetonstéhle besitzen im Zug- und Druckversuch in
ihren Spannungs-Dehnungs-Linien ein bis kurz vor Erreichen der
FlieBspannung linear elastisches und oberhalb der FlieBspannung
verfestigend pléstisches Verhalten. Der Elastizitdtsmodul Eg kann
einheitlich zu ES = 21 ooo kN/cm2 angenommen werden. In dieser

Arbeit wird der Bewehrungsstahl als linear elastisch und ideal
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plastisch idealisiert (Bild 2.3). Weiter wird idealer Verbund
zwischen Beton und Stahl vorausgesetzt.

_...__..._._O'f

Bitld 2.3 Stoffgesetz fir
Stahl

Flir die spdtere Matrizenformulierung sind im folgenden die zur
Rechnung der Tragwirkung der Bewehrungsscharen ndtigen Matrizen
zusammengestellt. Es wird ein orthogonales Bewehrungsnetz i be-
trachtet, dessen Stabachsen mit (ni, si)—Richtungen gemdn Bild

2.4 Ubereinstimmen.

Si

z

Bild 2.4 Bewehrungsscharen
im (n,s);-System
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Bewehrungsquerschnitte

fri ... in ni -Richtung

fsi . .. in si-Richtung

Bewehrungsrichtung

i .. Richtungsabweichung der Achse ni
von der Achse x

Krdfte in den Bewehrungsschdren

[Zns]i= g” Zug (+)
o i Druck (-}

Keine Schubkrdfte

Verzerrungen im {n; , s; )-System

Ensl. [ En

[ ]l 85
Ens i

Materialgesetz

[ (e o)

mit

[Ens];” ES_‘ il r

Es - fsi - {2.2-2)
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3. LINEARE THEORIE DER GEKOPPELTEN SCHEIBEN- UND PLATTENWIRKUNG

Gerissene Stahlbetonplatten werden in dieser Arbeit mit den Kennt-
nissen der iiblichen Scheiben~ und Plattenstatik berechnet. Der Voll-
stdndigkeit halber werden in diesem Kapitel die Grundlagen der
Scheiben- und Plattentheorie ohne Herleitung angegeben. Die beiden
Theorien werden zuerst in getrennter Form dargestellt und spéter
iber das Werkstoffgesetz gekoppelt. Es wird angenommen, daB der
Werkstoff homogen und isotrop ist und dem HOOCKEschen Gesetz ge-
horcht. Besonders zu erkennen ist eine zwischen den Grundgleichun-
gen bestehende Dualit#t [42].

[Scheibentheorie] [Plattentheorie]
IVerzerrungszustand} ————————— 4Momentenzustand|
ISpannungszustandF —————————— 4Krﬁmmungszustand[

Jedes Dualpaar erfiillt formell dieselben Gleichungen. Um Schreib~
arbeit zu erleichtern, werden folgende Abklirzungen fiir die Dif~-

ferentiation eingefiihrt, z.B.

1

()X

( )=a( yoex , ( )'=dl
= )roy?

¢ y=0a0 Yoy . (

e

3.1 Grundlagen der ilblichen Scheibentheorie

Ny
"7"41 Nyx

Z ny
Ne <z o,
Y Ny
X Nyx
NY

Bild 3.1 Festlegung der positiven Scheibenkrafte
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Untersucht wird ein allgemeiner Scheibenzustand im (x,y,2)-Koor~
dinatensystem. Als Bezugsfliche wird eine Fliche gewdhlt, die mit
der (x%,y)-Ebene zusammenfdllt. Unter dem Scheibenzustand versteht
man nicht den Spannungszustand N;y:(NX: Ny , Nxy ) , sondern
den Verzerrungszustand E;;y=(€x,8y. Exy ) der Bezugsfliche.
Solange der Scheibenzustand durch den Verzerrungszustand definiert
wird, miissen die Wirkungslinien der Scheibenkrifte nicht in der
Bezugsfldche l;egen. Die statischen und konstitutiven Gleichungen
gelten, auch wenn lﬂxy von der Bezugsebene abweichend wirken.
Die Vertréglichkeitsbedingungen beziehen sich jedoch immer auf

die gemeinsame Bezugsfliche.

|spannungszustand) N;y ={Nx, Ny, Nxy )

Aus der Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen um die z-Achse

Nxy = Nyx (3.1-1)

IGleichgewichtsbedingungen

Nx + Nyx+ X = O (3.1-2a) —

(3.1-2)

]
Q

Nxy + Ny + Y (3.1-2b)
X(x,y) und ¥(x,y) sind die auf die Flicheneinheit bezogenen Volu-
menkrédfte bzw. in x- und y-Richtung. Wenn keine Volumenkrifte vor-
handen sind,
i .
Nx + Nyx = 0 (3.1-3a)
;}—* (3.1-3)

| .
Nxy + Ny = 0 (3.1-3b)
Man bildet aus (3.1-3a)

Nx + Nyx=0  (3.1-4a)
und aus (3.1-3b) (3.1-4)

Nxy + Ny = Q (3.1-4b)
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So erhdlt man wegen (3.1-1)

1 3

N)( - Ny = O (3.1“5)
und

Nx + 2Nuy+ Ny= 0 (3.1-6)

[AIRYsche Spannungsfunktion F(x,y)]
oo 1] "
Nx= F (3.1-7a) Ny= F (3.1-70)  « Ny, = £ (3.1=70)
F(x,y) ist eine skalare Funktion mit der Dimension [N-C@L

und erfillt die zwei Gleichgewichtsbedingungen (3.1-3) identisch.

IVerschiebungsfeld u(x,y) und v(x,yﬂ

|[verzerrungszustand] E;;y = (€ €y Exy )

Ex= u' (3.1-8a) E€y= v° (3.1-8b)  Exy= U + V' (3.1-8¢)

[Vertridglichkeitsbedingung]
Differenziert man (3.1-8a) zweimal nach y, (3.1-8b) zweimal nach

x und (3.1-8c) einmal nach x und einmal nach y, so erhidlt man

Ul 1o lee  He
E€x= U (3.1-9a) €y = Vv (3.1-9b) Exy = U +v  (3.1-3¢c)
woraus sich die Vertréglichkeitsbedingung ergibt.
60 te 1
€x - Exy + & =0 (3.1-10)
vgl. (3.1-6)

[Elastizitétsgesetz

Allgemein schreibt man

I:Exy] i [__nyJ (3.1-11)

Hig[Hog Moy
H13/H23 K33

n

oder durch Umformen I
[nyJ FM M2| M3 [Exy]

M2 A2z h23
_)\13 )\73 K3§i
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[Differentialgleichungen des Verschiebungsfeldes]
Das Verschiebungsfeld erfiillt identisch die Vertr&glichkeitsbe-
dingung (3.1-10). Driickt man in (3.1-3) {iber das Stoffgesetz

(3.1-12) und die geometrischen Beziehungen (3.1-8) alle Unbekann-

te durch u und v aus, so ergibt sich aus (3.1-3a)

AU+ Agau™ e 2N3u" e (Agz + Ag3dv'e
+ )\23 vee o+ 7\13 v =z (3.1-13a)
und aus (3.1-3b)

)\13U" + )\23U" + ()\12 + A33)UI. + 2)\23V|. (3.1-13)
+ )\22\/.- + )\33le = 0

(3.1-13b)
Diese zwel homogenen partiellen Differentialgleichungen 2. Ord-

nung in u und v stellen Gleichgewichtsaussage dar.

Hilfsfunktion f(x,yﬂ

Wenn f(x,y) so eingefiihrt wird, daB

u=zf' (3.1-14a) v = f (3.1-14b)

a.h. ’
n

€x = f' (3.1-15a) €y = f ' (3.1-15b) Exy = 2f° (3.1-15¢)

kann die Hilfsfunktion zurlBeschreibung des Verschiebungsfeldes
zugelassen werden, weil (3.1-10) befriedigt wird.
Aus (3.1-15a) und (3.1-15b) folgt auch analog zu (3.1-5)
e = g (3.1-16)
Mit f£(x,y) lassen sich (3.1-13a) und (3.1-13b) ausdriicken.

A1 ' . {2X33 + Ap2) £, 37\13f”. + A3 =0 (3.1-17a)

und

M3 fm + 37\23f“.+ (Ap + 2)\33””. + A2 " =0 (3.1-17b)

|Scheibeng1eichungl

Die sogenannte Scheibengleichung ergibt sich, wenn man die Ver-

trdglichkeitsbedingung (3.1-10) unter Beachtung von (3.1-7)
(3.1-11) durch F ausdrilickt.

und

u11 Fooo. -2“,13 Fl-.o . (2“12.‘.“33)F”.' (3.1-18)
“2MaF"T s FM s 0
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{Transformationsformeln fir die Scheibenkrifte|

Nns
Nx 4_% 5(' N
s Yy n
ny //v'

N
_/ﬁ,x Ny "

Bild 3.2 Gleichgewicht am
Scheibenelement

Die Transformationsformeln fiir die Scheibenkrifte erhdlt man,
wenn man an einem Scheibenelement (Bild 3.2) das Gleichgewicht
in x- und y-Richtung betrachtet. Die Scheibenkrifte ny im

(x,7)~System werden wie folgt transformiert

[an]:[To 1&0'[ny] (3.1-19)

wobei PJ;S = (Nn.,Ns . Nns } : Scheibenkrédfte im (n,s)-System
und -
I_—TO ]kp cosztp sinzt,o sin2¢
sin?y cos?yP -sin2¢

=5inY-cosP | sinP-cosP cos2¢Y

(3.1-20)
Es gelten

[Tolo[Tol o (To )y [To Jw [To g

hransformationsformeln flir die Verzerrungen]

Die Transformationsformeln fiir die Scheibenverzerrungen lassen

sich z.B. aus der Differentialrechnung ermitteln.
e lofed oo

mit Ezgsz(gn , Es, Ens ): Verzerrungen im (n,s)-System
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und -
[Te]gp cos?y sinZy sing.cosy
sin2y cos?@  |-sinP.cosY
-sin2Y sin2Y cos 2 (3.1-22)

Es gelten hier auch

[Tefo [Teko  [Telup [TelalTels

und im Zusammenhang mit I:To]kp

(Tolo [Telo  [Telo [Todo  [Tol[Telp (Tely[Tolo

LHauptspannungen und Hauptspannungsrichtungeﬂ

Aus errechnen sich die Hauptspannungen mit
Xy P

[N1] Nx + Ny +[(Nx—Ny) . ny]% (3.1-23)
N2 2 N1zN2
und die Hauptsapnnungsrichtungen mit
) 2 Nxy
e Ny 1+ [N Ny P an 2 172
Der Winkel ¥, ist der Hauptspannung N zugeordnet.

3.2 Grundlagen der iiblichen Plattentheorie

q A M
My y yx
;Z .'M
Td., M"y

Bild 3.3 Plattenschnittgrﬁﬂen
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Der darzustellenden technischen Biegetheorie der diinnen und schub-
starren Platte liegt die KIRCHHOFFsche Plattentheorie zugrunde.
Es wird ein Biegezustand der Bezugsfldche betrachtet. Als Biege-
zustand definiert man den Beanspruchungszustand , in dem die

vier Momentenkomponenten Mx, My, Mxy und Myx vorhanden sind. Die-
se Momente sind auf die Bezugsfldche bezogen und allgemein gilt
Mxy # Myx. Wdhrend der Scheibenzustand durch den Verzerrungszu-
stand definiert ist, wird der Plattenzustand durch den Momenten-
zustand ersetzt. Wie man in der Scheibentheorie die Winkelidnde-
rungen u® und v' nicht mehr unterscheiden kann und zu einer Ver-
zerrung gyy zusammenfassen muf, filhrt man auch in der Platten-
theorie entsprechend ein Drillmoment

<MRY> = % (Mxy + Myx)

ein, damit eine eindeutige Zuordnung ermdglicht wird.

Biegefldche w(x,y)]

Die Biegefunktion w(x,y) ist in der Bezugsfliche eine skalare Funk-

tion mit der Dimension (cm) .

[Geometrische Beziehungen|

Die Kriimmungen sind die zweiten Ableitungen der Biegefliche nach

den Koordinaten mit Minusvorzeichen und den Momenten zugeordnet.

=Bu=-w' (3.2-12) ~By=-w" (3.2-1b) ~Bay=W (3.2-1c)
T
@x),:(@,(,@y,z@w)(a.z—z)

Wie (3.1-1)

@xy= Dyx (3.2-3)
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Vertréglichkeitsbedingungen der Biegefléchﬂ

By = Oy (3.2-4)

o0 le i)
Bx - zmxy+ Qy = 0 (3.2-5) wie

wie (3.1-5)

(3.1-6)

Die Biegefunktion w(x,y) erflillt diese Bedingungen identisch.

Man kann natiirlich statt (3.2-4) und (3.2~5) analog zu

oo te

Ox= By (3.2-6a)

oy

it

schreiben.

|BuBere Querlast]

g(x,y) bezogen auf die Fl&cheneinheit

positiv in z-Richtung

Querkrédfte

q, (x,y) im x-Querschnitt
qy(x,y) im y-Querschnitt

-
Mxy = (Mx . My, <My )

[cleichgewichtsbedingungen]

Querkrdfte - Querlast

i L}
x+ qy+q =0
Ohne Querlast (z.B. Randbelastung):

dx+ qy = 0

Momente - Querkr&fte

M; * M;x= Oy

My + Myy= Gy

By (3.2-6b)

(3.1-4)

(3.2-6)

(3.2-7)

(3.2-8)

(3.2-9)

(3.2-10a)

(3.2-1o0b)

]‘(3.2—10)
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Momente -~ Querlast

Differenziert man (3.2~1ca) einmal nach x

le
Mx + Myx = Qy (3.2-11a)
und (3.2-1ob) einmal nach y (3.2-11)
X3 e °
My +M)<),-_-qy (3.2~11b)

so ergibt sich durch Einsetzen von (3.2-11a)
und (3.2-11b) in (3.2-8)

M + 2<Meys '+ My + q = 0 (3.2-12)

und in (3.2-9)
1

le o
Mx +  2<Mxy> +My = 0 (3.2-13)
Wenn q, = qy = 0 und Mxy = Myx, folgt

aus (3.2-11)

Mx = My (3.2-14)
Werkstoffgesetﬂ
Allgemein -
[Mxy] Mg | Mgl Mg [ xy] (3.2-15)
A5 Ay Asp
| As6) Asg Nes
In umgekehrter Form e
[@xy] PaslFug W [Mxy] (3.2-16)
M5/ Usg Us
_W.S Hsg K66
LPlattengleichung - Gleichgewichtsaussage;]
Drickt man (3.2-12) in w aus, so erhdlt man
die sogenannte Plattengleichung
)\“wnu . 4)\46Wm.+ (2)\45*4)\66)W”" (3.2-17)
thAgeW "+ Agsw T =G (x,y)
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Die Plattenberechnung mit Hilfe dieser linearen und inhomogenen
partiellen Differentialgleichung 4. Ordnung entspricht einem Ver-

schiebungsgréBenverfahren

Einfilhrung der Momentenfunktion W(x,y) in der Platten-

theorie

Dual zu w(x,y) kann man eine Hilfsfunktion W(x,y) zur Beschrei-
bung des Momentenzustandes einfiihren, die der folgenden Defini-
tion unterliegt

Mx= W' (3.2-18a) My=W" (3.2-18b) ~<Myxy>=W (3.2-18c)

Die Dimension der Momentenfunktion ist [N.cmzj.

Die Momentengleichgewichtsbedingung (3.2-13) wird identisch
erflillt. Aus den zwei Vertrdglichkeitsbedingungen (3.2-4)
und (3.2-5) folgen die zwei Grundgleichungen flir W(x,y)

(1R LY te .
MssW - HseW  + KW = KW

g (3.2-19)

uss W - 2pss W'+ (s + 215 W

leoe soee (3.2-20)
- 206 W HuW 0

Die Momentenfunktion ist nur dann anwendbar, wenn bei der Platte
keine Querbelastung auftritt. Dies entspricht bei der Scheiben-

theorie der Spannungsfunktion F(x,y), die keine Volumenkridfte
enthdlt.

Momententransformation

Die Momententransformation gehorcht, wie die der Scheibenkridfte,

[Mns]:'[TO:]gp[MX)J (3.2-21)

\ T
mit - Mns ={Mn, Ms , Mns )

der Formel

Diese Matrizenformel gilt nur dann, wenn Mxy = Myx und Mns = Msn.
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Mh
Mxy** L/Mns
s y n
My _—
. TMY
X My

Bild 3.4 Momentengleichgewicht
am Plattenelement

[Kriimmungstrans formatioﬁ]

(@rs] TTe)o (@0 0.2-22

Wie (3.1-21)

mit

T
@ns=( on. Bs . ZQns }

]iauptmomente und Hauptmomentenrichtungenl

Wie (3.1~-23) und (3.1-24)

[M1]=M’_+[(Mx-My)2 o p ]17 (3.2-23)
M2 2 - 2

2 Mxy
tqn‘p - (3.2'—24)
° (Mx"My) +[[Mx- My )2* 4 Mfy]w
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3.3 Stoffgesetz flir den gekoppelten Scheiben- und Platten-
zustand

Die Stoffgesetze (3.1-12) und (3.2-15) schreiben sich in Ma-

trizenform zu:

Nxy B FM MMzl - |- | | | Exy
Mxy M2 Aoy - Qxy
M3 | o3 Ag3
AR E RS
~Ns|-Xs5-Ms6
i "N6| A Ae6| (3.3-1)

In allgemeinen Féllen sind aber der Scheiben- und Biegezustand

gekoppelt.
= E
Nxy My | Mg Mafy Yol Y| [Exy|  (3L3-2)
Mxy M2 | Mg A Yor | Yoo Yol | Dy

M3 | Azl Ay Yoo Yas
Y11 | Y1 | Va1 |-Mas|-Aus a6
Y12 | Y22, Va2 [A45As5rAse
Y13 | Y23, Ya3 46| Ao Aes |

Nxy ) E_’"ﬁ’i Exy (3.3-3)
Mxy| | Ebm|-Ebp| | §xy

Die Spannzahlen im rechten oberen und linken unteren Quadranten

oder kurz

unterscheiden sich im Vorzeichen und stellen die gegenseitige
Beeinflussung der Beanspruchungen auf Dehnung und Biegung dar.
Die insgesamt 21 unabh&8ngigen Koeffizienten lassen sich aus der

Querschnittsstruktur bestimmen.

Zur Bestimmung des Werkstoffgesetzes (3.3-3) in gekoppelter

Form denkt man sich den Gesanltquerschnitt aus einzelnen Teil-
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querschnitten zusammengesetzt. Ein Beispiel hierfiir ist eine
konstruktiv orthotrope Platte mit exzentrischen Rippen. Der Plat-
tenquerschnitt wird in eine isotrope Deckplatte und ein Rippen-
system aufgeteilt. Der Querschnitt einer Stahlbetonplatte kann
ebenso als ein zusammengesetzter Verbundquerschnitt aus Beton-

anteil und Bewehrungsnetz angesehen werden.

Mit dem Index i kennzeichnet man einen Teilquerschnitt, dessen
Tragverhalten zuerst im (ni, si)—Koordinatensystem beschrieben
ist (s. Bild 3.5).

Bild 3.5 Lokale Koordinaten fir
Querschnittselement j

Die (ni, si)— und (x,y)-Ebene liegen zueinander parallel mit dem
Abstand e;. Die Winkelabweichung zwischen der x- und n,-Achse ist
@i. Das Querschnittselement hat die (ni, si)~Ebene zu seiner
eigenen Bezugsebene. Dies ist aber nicht zwingend, weil alle Quer-
schnittsgr&gen schlieflich auf die gemeinsame (x, y)-Ebene

bezogen werden miissen.

Wird der Gesamtquerschnitt in einzelne einfache Teilquerschnitte

eingeteilt, so kann man fiir jeden Teilquerschnitt ein m&gliches

Nns || Ermm Ens (3.3-4)
Mns i Ebﬂ\'EEbbi ginsi

finden. In (3.3-4) sind die Momente [h4h$]i und die Dehnungen

Stoffgesetz
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[Ens:]-, auf bestimmte Referenzachsen bezogen.

[an]] und [@ns]i sind aber von der z-Koordinate unabhdngi-
ge GréBen. Aus (3.3-4) wird das Stoffgesetz flr den Gesamt-
querschnitt aufgebaut.

Mit Hilfe der Transformationsmatrix [TE:]KPi und der Exzentri-
zitdtsmatrix ei , die allgemein Hebelarme enth&dlt und Zustands-

grdBen von einer Ebene auf die andere bezieht, verknilipft man

zundchst [Ens]i und [th}l mit Exy und @xy
Ens| | I i-ei [TE]Lpi1 0 -Exy (3.3-5)
@ns i LO \ I 0 \[Tﬁ]&pa L@xy

In gleicher Weise erh#lt man auch fiir die Kraftgrtfen folgende
Beziehungen:

r= - q4 r -

Ney] [Tdg] 0 1 107 [Nas
Myl | O ITde) | €1 1 | [Mes);

[Tl 0111107 [Nns
0 [Te:]zp €1 LM"SAi (3.3-6)

[ny]i und [MX)Zli sind die Schnittkrdfte, die vom Teilqguer-
schnitt i aufgenommen werden. ny und Mxy sind dann gleich
der Summe der Schnittkrédfte aller Querschnittsfl&chen.

Nxyl~ 2 [Nxy

Mxy Mxy i

Die Summation erstreckt sich iiber alle Querschnittselemente.
Setzt man (3.3-4), (3.3-5) und (3.3-6) in (3.3-7) ein, so ergibt

sich (3.3-3). Die Untermatrizen ergeben sich hierbei wie folgt.

(3.3-7)



- (3.3-8)

Bl ) [ | o

R0 S e

P
*[TE];i ’ [Ebrjﬂi'ei'{Te]gpi (3.3-11)

Der gemeinsamen Bezugsfliche sind hdxy und szy
zugeordnet. lﬂxy und zﬁxy sind nur von der Koordi-
natentransformation in der zur z-Achse senkrechten Ebene

abhédngig.

Zum besseren Verstdndnis soll der Vorgang noch einmal an
einem Beispiel gezeigt werden. HENNING berechnet in [52] kon-
struktiv orthotrope Platten mit exzentrischen Versteifungen.

Die steifigkeitswerte des in Bild 3.6 dargestellten Quer-
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schnittes werden hier nachgerechnet. Das Bezugskoordinaten-
system legt man in die Deckplattenmittelfl&che. In diesem Fall ist
Mxy = Myx, weil der Querschnitt in beiden Richtungen gleiche

Rippen hat.
f— by = by—>t |
t bxzby=30 cm t=1cm
[ T E
M M h=12cm E,U,G=m
> :
t

Bild 3.6 Plattenquerschnitt in [52]

Deckplatte i=1 (¥1=0)

|2 Y L Et
1-v2 1-v2
y Et E t
1-V2 1-¥ (3.3-12)
Et
2(1+Vv)
[EbbL E 3 JE t3
12(1-v2) | 12(1-V?)
yE P E 13
1201-v?) | 12(1-v?)
E t3 (3.3-13)
24{1+V)



- 65 -

(Bro), 0] . [Em} 0] . @ 0] . [Te ]y, 1]

Rippensystem i=2 (,=0)

[Ened,” [ Ent _ o]

bx (3.3-14)
E ht
bx
i
:[“ A
[Ebb]2 E Mt ) )
12 bx (3.3-15)
E Rt
12 bx
Ght
6 bx J
-
e2 t+h
2
(3.3-16)
t+h
2

L. -

[Enel, 0] . [Eom], O] . [Te Jo, [T
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Fiihrt man die Matrizenrechnung

(o)

[Em b]

[__EbmJ

[Ebb:l )
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(3.3-8)

bis{3.3-11) durch, dann
erhilt man folgende Stoffmatrizen fir den Plattenquerschnitt.

Et . Eht v t
1-v2 bx -v2 i
yEt Et , Eht ]
1-v2 1-V2 bx
- - E t
2(1+v)
_ Ehtlts+h) . )
2 bx
_ Eht(t+h)
2bx
_-{Emb]
[ E8 EtR
20-vZ " 12bx E 8
, Enhtlt+h ¢ V12V
b bx
Ef , Eth
vyt B 12(1-v2) * 12 bx
121-v2] + Eht{t+h 2
4 bx
E 3
- . 2414V )
, Ght
6 bx

(3.3-17)

(3.3-18)

(3.3-19)

L

(3.3-20)
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Setzt man in (3.3-17) bis (3.3-20) v = 1/3 ein, so ergibt sich
die numerische Auswertung in der Tabelle 13.9 (Seite 72) in [5{}

3.4 Lineare Theorie der orthotropen Platte

Die von M.T.HUBER aufgestellte Differentialgleichung der Biege-
fldche

U

lioe ceo o

Bx w 2Hw ™ + By w =q(x,y) (3.4-1)
wurde urspriinglich filir die Berechnung kreuzweise bewehrter Stahl-
betonplatten entwickelt und gilt heute als Grundlage zur Berech-
nung orthotroper Plattentragwerke. Die Plattengleichung beschreibt
eine Platte konstanter Dicke mit orthotropen Biegesteifigkeiten.
Wdhrend man sich ziemlich klare Vorstellungen von B, und By

machen kann, ist die theoretische Bestimmung der Drillsteifig-
keit H noch ein Streitpunkt. Die Schwerlinien der Querschnitte
liegen bei dem Modell in der Plattenmittelfliche.

Die Anwendbarkeit der HUBERschen Gleichung auf allgemeine ortho-
trope Platten wird in vielen Arbeiten gezeigt. Bei durch Rippen
orthogonal versteiften Fahrbahnplatten wird die HUBERsche Theorie
so angewendet, daB zur Bestimmung der Steifigkeitswerte die

sich rechtwinklig kreuzenden Rippenscharen durch kontinuierliche
Verteilung ihrer Querschnitte zum HUBERschen orthotropen Modell
idealisiert werden.

Wenn die Drillsteifigkeit H durch die von E.GIENCKE [41] ange-
gebene Ersatzdrillsteifigkeit H* ersetzt wird, so kann man
ndherungsweise den EinfluB der Steifenexzentrizitit berilick—
sichtigen. Bei W. CORNELIUS [46] werden die Lings- und Quer-
trédger als gleichméifig verteilt idealisiert. Durch Variieren der

Drillsteifigkeit H werden verschiedene Fille der Versteifungen


ibbaf
Textfeld


- 68 —

behandelt. K. HASSAN [162] setzt in B, B und H verdnderliche
Steifigkeitswerte ein. Die sich so ergebende Differentialglei-
chung mit von den Koordinaten abhdngigen Koeffizienten wird
mit Hilfe der Seilpolygongleichung geldst.Ausgehend von der
HUBERschen Platte erhdlt E. WOHRLE 065] eine Differential-~-
gleichung fiir Querlast und Léngskr&dfte nach der linearisierten
Theorie II. Ordnung.

Will man die in vielen praktischen F&dllen des Briickenbaus,
Flugzeugbaus, Schiffsbaus und Stahlwasserbaus vorkommenden ebe-
nen Fl&chentragwerke genauer berechnen, so muB man von der
HUBERschen Platte abgehen und mathematisch h8here Ansédtze ver-
wenden. Dies tut PFLUGER mit seinem
Kontinuummodell [86]. Bei dem PFLUGERschen Vorgehen wer-

den die Rippen verschmiert und die orthotrope Platte als Konti-
nuum angesehen. Es wird dieser Theorie das Elastizitdtsgesetz
(3.3-3) in gekoppelter Form zugrunde gelegt. Ein solches Ela-
stizitdtsgesetz wurde beispielsweise schon von E.GIENCKE [471],
K.KLOPPEL [42], G. HENNING [52], H.RUBIN [59], A.PFLUGER [86]
und J. PELZ [164] verwendet.

Im geometrisch und physikalisch linearen Bereich geht der Kopp-~
lungszustand zwischen der Scheiben- und Biegewirkung nur auf

die orthotrope Struktur der Platte zuriick. Der Beanspruchungs-
zustand 148t sich grunds&tzlich nach dem KraftgrdBenverfahren und
nach dem Verschiebungsgrfenverfahrenermitteln. Zudem kdnnen fiir

die Berechnung des Scheibenzustandes und des Plattenzustandes
jeweils unterschiedliche Methoden angewendet werden (gemischte

Methode) .

Weil die Momentenfunktion W(x,y) jedoch fiir die Plattenrech-
nung nicht gebr&uchlich ist, bleiben folgende Verfahren
dbrig.
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Spannungsfunktion und Biegefunktion

Mit Einflhrung der Spannungsfunktion wird das Gleichgewicht

der Scheibenkrdfte identisch erflillt, es ist jedoch die ver-
trdglichkeitsbedingung (3.1-10) der Scheibenverformungen zu
*formulieren. Entsprechend wird die Vertrédglichkeit der Biege-
fléche durch Einfiihrung der Biegefunktion gesichert, so daf nur
noch das Plattengleichgewicht senkrecht zur Plattenebene aufzu-
stellen ist.

Man 186st (3.3-3) nach E:XY und h4xy

Exy ) r_n1m { ‘Er;\ln‘Ernb ny
Mxy] | EomErmm | - EbmEinEmb - Eob ||y

(3.4-2)

Scheibenzustand
D EmmDe- Fix.y) = DF Bt Emb- D Wixy ) (3.4-3)

P enzustand
Da Ebm: Eﬁ:m' Emb + Ebb)- Dw: wix.y)
= q(x,y) + D;'Ebm' Er_rlm'DF'F(X'Y) (3.4-4)

DT_(i 2 @ | (3.4-5)
PRl %y2 9 " axay

DT ( 32 32 62

U 3y Yaxay |

w =

(3.4-6)
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Die Stoffmatrizen Emb und Ebm koppeln die beiden si-
multanen, linearen Differentialgleichungen 4. Ordnung. Im all-
gemeinen Fall werden mit Hilfe der Operatormatrizen auch die
Untermatrizen des Stoffgesetzes differenziert, die Funktionen der

Koordinaten (x,y) sind.

E.GIENCKE @1] beschreitet den Weg, in den beiden Gleichungen
die Dehnsteifigkeiten DX und D_ als unendlich groB8 anzunehmen,
um damit die Scheibenwirkung in der Plattengleichung aufzu-
nehmen. Die letztere unterscheidet sich dann von der HUBERschen
Gleichung nur durch die Ersatzdrillsteifigkeit H¥. K.KLOPPEL
zeigt in [}2] eine formale Analogie zwischen der Scheiben- und
Platténtheorie.

Bei G. HENNING [EZ] werden als Ldsungsansdtze die Fourierreihen
gewdhlt. An einem Plattenbeispiel werden die gekoppelte wund die
zwangsentkoppelte Rechnung durchgefiihrt. Fiir die finite Ele-
mentmethode nach dem Verschiebungsgrdfenverfahren werden die
HERMITEschen Polynome verwendet. '

Scheibenverschiebungen und Biegefunktion

Wenn statt F(x,y) die Scheibenverschiebungen u(x,y) und v(x,y)
als unbekannte Funktionen eingefiihrt werden, so milssen die zwei
Scheibengleichgewichtsbedingunéen erfiillt werden, woflir zwei
Differentialgleichungen bendtigt werden. Daraus folgt ein simul-
tanes System von drei gekoppelten linearen partiellen Differen-

tialgleichungen

Scheibenzustand
D3y Emm- Dov- {21520} = - DIv- Emb- Du-wix.y) (3.4-7)
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Plattenzustan

Dv- Eob Durwix) = a(xy) + Di- Bom- Duv- {J1)) -4

mit IJJ;= 3

Die L&sung des Differentialgleichungssystems wird von J.PELZ
D64] mit Hilfe der Singularititenmethode gewonnen. Durch Eli-
mination von u und v gelangt K.TRENKS [17] zu einer partiellen
Differentialgleichung 8. Ordnung fiir w, in die ein L&sungsan-

satz eingefihrt wird.

Wenn die Platte endliche Rippenabstinde hat und der unstetige
Steifigkeitsverlauf briicksichtigt werden muB, hat man ein Dis-
kontinuum zu berechnen. bas SCHUMANNsche Diskontinuummodell [45]
zerlegt das Tragwerk in einzelne Glieder. Die Einzelelemente
werden dann getrennt untersucht und unter Beachtung der Uber-
gangsbedingungen in Kontaktlinien wieder zum Gesamtsystem zu-

sammengefligt.

Die statische Analogie in Bild 1.5 vermittelt die wesentliche
Wirkungsweise gerissener Stahlbetonplatten. Der mechanische
Sachverhalt wird klarer, wenn man fir Stahlbetonplatten die Ma-
terialgleichungen findet und in (3.4-3)/(3.4-4) oder in
(3.4-7)/(3.4-8) einsetzt. Es zeigt sich, daB selbst fiir nur
querbelastete Stahlbetonplatten besonders im gerissenen Zu-

stand die Membranrandbedingungen vorgeschrieben sein miissen.


ibbaf
Textfeld


Die Kopplungsmatrizen erzeugen in (3.4-3) Quasi-Anfangszerrun-
gen und in (3.4~7) Pseudo-Membranlasten. Der Plattenzustand
wird entlastet.

Die Integration der Grundgleichungen ist nicht einfach,und
der Rechenaufwand Ubersteigt ein sinnvolles MaB. Zur Berechnung
der nichtlinearen Plattenaufgabe bedarf es einer rechnerorien-
tierten numerischen Methode. In den folgenden Kapiteln wird
die Methode der finiten Elemente zur rechenintensiven Rifunter-

suchung von Stahlbetonplatten angewendet.
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4. ZUR WAHL EINES FINITEN ELEMENTES

4.1 Plastizitdtskontrolle

Bisher wurden zur Berechnung von Fl&dchentragwerken zahlreiche fi-
nite Elemente entwickelt, wobei verschiedene Elementtypen zur Auswahl
stehen,

Im Schrifttum setzte sich das Verschiebungsgrdfenver-
fahren durch, weil es nicht nur am praktikabelsten ist, sondern
auch’ durch die RiBbildung verlorengegangene Steifigkeiten ohne
welteres berilicksichtigen kann. Bei der Kraftgrdgenmethode, der
hybriden Verschiebungsmethode und der gemischten Methode wire die
Erfassung der unendlich groBen Flexibilitit (1/Steifigkeit = 1/0)

numerisch schwierig.

Bei der Auswahl eines dem Problem angepafSiten Elementes muf eine
sehr wichtige Besonderheit beachtet werden: Die Plastizitdtskon-
trolle. In physikalisch nichtlinearen Problemen taucht die Frage
auf, an welchen Stellen abgefragt werden muf, ob die Bruchbedingun-

gen erfiillt sind. Streng genommen miifte man die Plastizititskon-
trolle fiir unendlich viele Punkte im Kontinuum vornehmen, oder den
Punkt suchen, der am stdrksten beansprucht wird und am ehesten den
Bruchzustand erreicht. In Stahlbeton miigten sogar noch die Haupt-
zugspannungen in jedem Punkt ermittelt werden. Die Aufgabe, solche
Stellen aufzufinden, ist numerisch sehr aufwendig. Die Kontrolle,
daB die Plastizitdtsbedingungen in allen Punkten des Tragsystems
eingehalten werden, ist fast unm8glich. Deshalb bleibt nichts an-
deres iibrig, als zu kontrollierende Orte von vornherein festzule-
gen. Die Plastizitétskontrolle wird dadurch wesentlich vereinfacht.
So spricht man von der Diskretisierung der Plastizitdtskontrolle,

da die Uberpriifung nur fiir bestimmte Kontrollpunkte erfolgt.

Die Kontrollpunkte k&nnen z.B. Integrationspunkte [10Q], Element-
kanten [32, 35, 79, 10&], Knotenpunkte [10{], oder Schwerpunkte
einzelner Elementbereiche [320, 106] sein. Die Untersuchungen E101,
102, 103, 110, 111, 113, 116, 117, 118, 115}, denen das Schichten-
modell zugrunde liegt, betrachten die Rigbildung meistens im
Schwerpunkt jeder Schicht. Dies ist aber eine sehr makroskopische

und zu grobe Betrachtungsweise, weil die maximale Beanspruchung nicht
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immer im Schwerpunkt auftritt. Der Fehler, den man dadurch begeht,
ist umso grdBer, je grdBer der Bereich wird, zu dem der Kontroll-
punkt gehért, und je rascher sich der Gradient des Spannungsver-
laufes &ndert.

In der linear elastischen Rechnung kann bekanntlich eine bessere
Genauigkeit der Ergebnisse bei gleicher Anzahl der resultieren-
den Gleichungen entweder bei gleicher Elementeinteilung durch
ErhShung der Ordnung der Ansatzfunktionen flir jedes Element; oder
bei Beibehaltung der Anzahl der Freiheitsgrade der Elemente durch
Verdichtung des Elementnetzes, . erzielt werden. Die erste Mog-
lichkeit kann im vorliegenden Problam aus dem erwdhnten Grunde zu
einem groBen Fehler fihren. Man kdnnte auch natiirlich in einem
groBen Elementgebiet mehrere Kontrollpunkte ansetzen, wie es S.BERG
in [1oo] macht. In diesem Fall &ndert sich aber das Stoffgesetz
innerhalb des Elementes von Punkt zu Punkt, d.h. Unstetigkeiten in
Materialeigenschaften treten auf, was die Ermittlung der Element-
matrix erschwert. Die Einfiihrung hoherer Ansatzfunktionen [116] fiihrt

zu keiner LOsung bei der RiBbeschreibung.

Die zweite MBglichkeit besitzt fiir die RiBuntersuchung den entschei-
denden Vorteil, daB durch die Verfeinerung des Elementrasters das
RiBbild wirklichkeitsnah simuliert wird. Der Spannungszustand in
einem kleinen Elementbereich kann ohne grofien Genauig-
keitsverlust durch den des Schwerpunktes ersetzt werden. Ein feinere:
Elementraster ist aber bei‘gleicher Anzahl der Unbekannten erst
dann méglich, wenn man ein finites Element verwendet, das wenige
Parameter besitzt.

Dieser Vorteil wirkt sich auf die Plastizit#tskontrolle aus,

worauf schon H.KNUPFEL [75], J.GRUNBERG [113] und R.WEGNER

[120] hingewiesen haben, und zwar dadurch, daf die Plastizit#ts-
bedingungen durch das Vorhandensein von weiteren Zontrollnounkiten
besser gesichert werden.

4.2 Gemischtes Schalenmodell nach HERRMANN

Zur praktischen Rechnung im Rahmen dieser Arbeit: wird das ge-
mischte HERRMANNsche Schalenmodell [11] gew#hlt, das sich unter

Beriicksichtigung folgender Forderungen als besonders geeignet erweist
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Die Membranwirkung in Stahlbetonplatten muf dabei beriicksichtigt
werden (Schalenmodell zur Plattenberechnung notwendig). Mit einem
dreieckigen Element kann man jede Plattenform polygonzugartig
anndhern. Wenn die Schnittkridfte elementweise konstant sind,

ist eine einfache Kontrolle des Bruchkriteriums m&glich,
und der Rechenaufwand des nichtlinearen Problems wird reduziert. Da-
zu sind Ansatzfunktionen von kleiner Ordnung erforderlich. Flir
sinnvolle Ergebnisse sind sie nur entweder bei hybriden oder
gemischten Modellen méglich, an die vom Variationsprinzip weniger
Bedingungen gestellt werden. Die Energieauswertung flir gerissene
Gebiete wird bei solchen Ansatzfunktionen erheblich erleichtert.
Trotz der kleinen Ordnung der Funktionsans&tze werden die Schnitt-
krdfte genau und schnell berechnet, die fiir die Spannungskontrolle
von entscheidender Bedeutung sind. Bei dem gewdhlten Modell ist
die Nachlaufrechnung zur Ermittlung der Schnittkrifte sehr ein-
fach.

Das gewdhlte Schalenmodell hat insgesamt 12 Knotenparameter, wie
Bild 4.1 zeigt.

® Eckknoten

e O Kantenknoten
QMre  in Seitenmitte

5%

Zz

Bild 4.1 Herrmannsches gemischtes
Schalenmodell in  [11)
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Membranverschiebungen

ueT
ISR C R AT PR RRC

VG
Kantenmomente
eT e 40
noo= My Ms Mo )
Durchbiegungen

weT = (wW.w§.ows )

Der FuBzeiger an jedem Parameter kennzeichnet die Knotennummer und
bei jedem Vektor der Knotenparameter wird der Index "e" rechts
hochgestellt. Die Knotennumerierung erfolgt entgegen dem Uhrzei-
gersinn. Von HERRMANN werden sowohl flir die Verschiebungen als

auch flir die Momente folgende Ansitze gemacht:

Ansédtze fiir u und v (CST-Element)

Die Membranverschiebungen u und v sind linear verd&dnderlich.
u o= oy toa,x + o5y (4.2~1a)
(4.2-1)
v =0, t 0gX + 0eY (4.2-1b)
Die sechs Konstanten oy bis O werden durch sechs Knotenverschie-
bungen 4€ und V® eindeutig bestimmt. An den Elementrindern ist

die Kontinuit&dt der Verschiebungen garantiert.

Ansdtze fiir Mx, My und Mxy

Die Momente (Mx, My, Mxy = Myx) sind elementweise konstant.

Mx = ) (4.2-2a)
My = og (4.2-2b) (4.2-2)
Mxy = og (4.2-2¢c)

Dieser Momentenansatz erfiillt in jedem Elementinnenpunkt die

Gleichgewichtsbedingung (3.2-13). Die drei unbekannten Konstan-
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ten werden hierbei durch die kontinuierlichen KantenmomentehAﬁ

ausgedriickt.

Ansatz flir w

Auch flir die Durchbiegungen wird ein linearer Verschiebungsan-
satz gewdhlt.

10 + u11x + 0¥ (4.2-3)
Die Biegefldche ist im Innenbereich eine Ebene und die Bestim-
mungsgleichungen fiir die drei Ansatzkonstanten liefern die Kno-

tenparameter VVe-

Die zur Berechnung der gemischten Elementmatrix ndtigen Grund-

matrizen und Matrizengleichungen sind im folgenden kurz an-
gegeben.

CST-Element

Z X3 Xq X2

Bild 4.2 Koordinaten der
Eckknoten

Exy=B [32] (4.2-4)

E:xyenthalt die konstanten Verzerrungskomponenten

T
E:Xy ={ B . Ey Exy )
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und B wira durch
1
B= 55 | bl o] bs] - |- |-
o] - (6| e g3
Cq | Cy| €3 | by | byl by
gegeben, wobei /A : Flicheninhalt des Elementes
und

by = ¥pm¥3s By = 3ty by

Cq = X3=Xy, C, = Xq"X3, C3 = X=X,

Elementseiten

Bild 4.3 Koordinatensysteme

T YTY

fur Kantenknoten

(4.2-5)

Die Winkelargumente werden positiv gezihlt, wenn sie entgegen

dem Uhrzeigersinn verlaufen.
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Transformationsmatrizen fiir Momente

Mhy,
Y ® f
/\ \MnsA
Me
Mrss  ° -
X
V4
Bild 4.4 Momententrans-
formation
Mg = S'Mxy (4.2-6)
Mt = C-Myy (4.2-7)

wobei

T
Mt = ( Mns& . MnsS , MnsG )

C0S%¥%
C= [_ sIN2% sIN2¢,
2 | 7

COS 2
COS 295
COS 29
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h4% wird bei der gemischten Methode vom Gleichungssystem unmit-
telbar berechnet. Aus (4.2-6)

My = ST M (4.2-8)

und aus (4.2-8) und (4.2-7)
- ] -
hAt - C:’S 'PAn (4.2-9)

AuBere Querlasten und Membranlasten

Q- [: po- I,
2 Pl

las PUs

Pv1

Pv2

PYs |

F’ S
Bild 4.5 Aupere Quer-
und Membranlasten
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Statisch gleichwertige Ersatzquerkrifte

Vis
Vi = VA
VAs
VRs
y
X
p4
Bild 4.6 Ersatzquerkrafte
an Kanten

Variationsfunktional

Fligt man die Potentialenergie der Membranwirkung [8] zu dem
Energieausdruck in [ﬁ@ hinzu, so erh&dlt man das dem gemischten
Modell zugrunde liegende Variationsfunktional D1]. LBt man
den TemperatureinfluB weg, so lautet es in der Schreibweise der’

vorliegenden Arbeit

STL= °TT (4.2-10)

z; : Uber alle Elemente aufsummieren

e TL ist der Beitrag eines Elementes zum Gesamtpotential
s TU des systems.
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°TC = ‘12‘[/; ( 8;yM;y) Nxy| dxdy ——— TUmb
Dy

- L (PG-u + Py-v)ds e

- [fy a-w-dxdy g

‘/s _g_‘g - Mue-ds Tls

-[sw'. (__g_%/_)o Mn-ds TCSwn

—fsv.. WV ds TCsv
(4.2-11)

Der Index (O) bezeichnet vorgeschriebene GrdBen und deutet an,

daB die Terme spiter im Lastvektor auftreten.
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TUmb ~Integral

TUmb ist das innere Potential des Elementes. Mit dem Werkstoff-
gesetz in entkoppelter Form

Nxy]* [ 0 ][€xy
@xy 0 |-Dob) |Mxy (4.2-12)

schreibt sichlmb bei Beriicksichtigung der eingefithrten Funk-
tionsansétze wie folgt:

Ttmb=%(€x;,Mx;) Dmm| 0 Exy
-_()— ab Mny (4.2-13)

Weiter mit Hilfe von (4.2-4) und (4.2-8)

Tlmb = 2-(Tue TMENT | \MDrm| O e
e o [t e L]

-1
T 0 S <]
0 (S n
(4.2-14)
o o
Ttp - und T[:q -Integral
Die TI:B— und T[a ~Integrale sind die Potentiale der

duBeren Belastung.

Wegen der diskretisierten duBeren Lasten ist:

TTp +TCg =—[UQI}T‘PO - WerQe (4.2-15)
ve
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Tts -Integral

Tls =-L %'M\s'ds

S ist die Randlinie des Elementes und Mns das Drillmoment am

Elementrand.

gg und Mns werden aus dem Verschiebungs~- und Momenten-
ansatz voneinander unabhingig ermittelt. Die Kontinuit&dtsbe-

dingungen fiir Mns werden zwischen Nachbarelementen nicht erfiillt.

aw| _ aw WS- w

'_asL = 3¢ an der Kante 4 = @

oW _ aw w5 - w

asls ‘a—g an der Kante 5 = _EGTE—

ow| _ aw ~-W

Tl = 35 AN der Kante 6 = %—5—
Somit

3
Tis = -(-%L-a,, '%ws"lsofi '%’506 ) Mt
- - weT'F.Mt
=WETE . C- S ME  (L2a16)

wobei

F=la] |1
11
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T[:swn —-Integral

Das Kantenmoment Mn zeigt am Elementrand keinen Sprung,
SWn ist ein Randstlick, wo gw

vorgegeben ist.

w O
Tthn'-' /SWn T “Mn-ds

n

- W%T'An' Mﬁ

(4.2-17)
In W% sind die vorgegebenen Randneigungen zusammengefaBt
(Bild 4.7)
° OW dw)° An =
(an . ' ar!und o
as
ds

=
Element wf\>|Elemen'c '
links " rechts

z z

Bild 4.7 Vorzeichendefinition
far MS  und wn
Ithn -Integral
Auf SVn sind die Ersatzquerkrifte V,?] vorgeschrieben.

= { Vre,Vns , Vne )

V,?] hat auf jeder Elementkante einen konstanten Verlauf
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Beitrag der Kante 4 . i =z ﬁ;_—wzcu,-vﬁa
Beitrag der Kante 5 | zu TCSwn =—£i;—v1§~-05'vﬁs
Beitrag der Kante 6 | = w§;vﬁ Qg VP6
TCEVn =_fsvnw'vr?"ds
=-WET- Af VR (4.2-18)
mit  Af= [a %
2 2
as | ds
2 |12
as 1386
242
Setzt man die Matrizenausdriicke (4.2-14) bis (4.2-18) in
(4.2-11) ein, so erhdlt man
0 B 0 llue |—Timo
0 rDob || ve
0 |s
Mn
T

~weF -C - ST'MPR

Tt

TCs
— WR™-An-MF TCwn
~ WETA¢ -V TCSvn

(4.2-19)
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Das Gesamtpotential des Plattentragwerks wird aus den Bei-
trdgen einzelner Elementbereiche zusammengesetzt. Die Durch-
fihrung der ersten Variation nach den unabhdngigen Parame-

tern fihrt auf

EZGQTE (4.2-20)

Die gemischte Elementmatrix folgt aus

berc

A([ﬁuTﬁMﬁT) 8| o [Dmm 0} B [01]ye ]—Ttmb
ﬁve 0 “{lb 0 5;1 VZ

0 (ST n
- [Bue ".pe o
[ﬁveJ
SwemQ° T

- OWeF-C-STMS — ;
: —TCs
6M§T'(S_1)T'CT'FT-WQ:J

OMR" An W TT3wn

Owe™ As - Vi TCewn

(4.2-21)
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(ueT Ve n weT )

0 -G -HT An- W8

00
- 0
i 0 H ] _*Af'Vﬂ_j

(4.2-22)
mit

{

AB" Dmm-B T

AS™Y Db S ——  (4.2-23)
F-C-s” —

@

I
"

Die Systemmatrix wird aus den einzelnen Elementmatrizen zu-
sammengebaut, indem man alle Knoten numeriert und nach der
Zuordnungstabelle die Elementmatrizen einfach Uberlagert.

Die erstmals von HERRMANN angegebene gemischte Elementmatrix
hat eine besondere Struktur.
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stellen den Membran- [8] und den Plattenanteil [1o] dar.

Die beiden Anteile sind vdllig entkoppelt. Die Minusvorzeichen
im Plattenanteil sind zu beachten.khmjund G kommen aus dem
Tu“b—lntegral und sind materialabhdngig. Die zu J[g gehdrige
Matrix F{ hdngt jedoch nur von den Seitenwinkeln des Elementes
ab.

“HM: = -F-CS' M

sind die von den Randdrillmomenten erzeugten Kréftepaare—F7h4t
(Bild 4.8).

"MnsA
Mnsz/t2
X 1"/M‘n/sl,/“>( g +Myes
v MnsS

b 1 /
M
z -Mnsg F%Mnﬁt ns5

Mnsﬁ

Bild 4.8 Kraftepaare (~F'Mt)

Damit erkennt man, das
-H-M# = Q°+ A Vi

die Knotengleichgewichtsbedingungen in Querrichtung beschreiben.

Da der konstante Momentenverlauf keine Querkrifte ergibt,

werden die Querlasten lediglich {iber die mith4t statisch dqui-
valenten Krdfte abgetragen. Das Auftreten von Nullelementen

in der Hauptdiagonalen wird daher darauf zurilickgefiihrt, dap sowohl
der Verschiebungsansatz als auch der Momentenansatz frei gewdhlt worden
sind und die Ordnung des Ansatzes fiir die Durchbiegungen so klein
ist, daB durch deren Ableitungen kein Momentenzustand dar-
stellbar ist.
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Entsprechend ergeben
T
-G'Mr- H'we
dw

die Neigungswinkel der Elementkanten. Auf die Grégen , die
stetig verlaufen und keinen Knick aufweisen milssen, iben der Mo-

mentenansatz {iber das Stoffgesetz

A(S™T" Dbb- S MS

sowie der Verschiebungsansatz fiir w

(ST CF- we

einen EinfluB aus.

Soweitvvn nicht vorgeschrieben ist, werden die kinematischen
Vertréglichkeitsbedingungen fﬁrvvn wegen der gerade nur im
Vorzeichen unterschiedlichen Definition (Bild 4.7) zwischen den
beiden angrenzenden Elementen durch einfache Uberlagerung er-
fille,

Wahrend die Behandlung der Randbedingungen fiir die Membranwir-
kung wie iiblich erfolgt, miissen die Randbedingungen flir die
Kantenknoten vorsichtig eingearbeitet werden. Falls beispiels-

welse aw

an einer Innenkante vorgeschrieben ist, miissen fiir
die Innenkante zwei unabhdngige Parameter eingefiihrt werden.
Momentenlasten werden als Springe in den Kantenmomenten bertick-

sichtigt.

Es sei vermerkt, dag die gemischte Elementmatrix mit einem re-

lativ geringen Rechenaufwand aufzustellen ist.

Das Gleichungssystem der gemischten Methode ist im allgemeinen
nichtpositiv definit + 80 daB der Algorithmus von CHOLESKY

geringfiigig modifiziert werden muB, um wdhrend des Aufldsungs-
pProzesses in der Hauptdiagonalen auftretende negative Elemente
oder Nullelemente durch Zeilen- und Spaltenvertauschung zu eli-

minieren.
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Die anfallenden gemischten Gleichungen lassen sich aber mit
der normalen GAUB-Elimination aufldsen, wenn in dem Losungs-
vektor die Reihenfolge der Knotenparameter so organisiert
wird,daB vor den Durchbiegungen des Elementes mindestens ein
Momentenparameter desselben Elementes auftaucht. Durch

diese geschickte Knotennumerierung wird die Zeilen- und
Spaltenvertauschung unndtig [21]. Die Randbreite wird aller-

dings dabei vergr&Bert.
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5. IDEALISIERUNG GERISSENER STAHLBETONPLATTEN
5.1 Voraussetzungen zur Berechnung

Hinsichtlich der Rigbildung werden folgende Annahmen getrof-
fen.

Rigbildung

Die RiBbildung wird innerhalb der einzelnen Elementbereiche in
verschmierter Form betrachtet. Kein bestimmter Kontrollpunkt
braucht festgelegt zu werden, weil fir das gewdhlte finite Element
jede Schnittgrésge konstanten vVerlauf hat. Die Plasti-

zitdtskontrolle wird demnach elementweise vorgenommen.

Rigkoordinatensystem

Das RiBkoordinatensystem wird ndherungsweise durch die Hauptmo-
mentenrichtungen im ungerissenen Zustand ersetzt [bo, 1061. Rig-
se treten auf, wenn die Spannungen in den RiBrichtungen die Be-

tonzugfestigkeit {iberschreiten.

AuBerdem liegen der Rechnung folgende Voraussetzungen zugrunde:

Die Stahlbetonplatte ist s0 bewehrt, daB das Druckversagen
des Betons vor dem Erreichen der FlieBgrenze des Stahlsausgeschlos—
sen 1ist. Die Querschnlttserschopfung wird durch FlieBen der
Stahleinlagen eingeleitet, so daB die fiir die Momentenumlagerung
notwendige Rotationsféhigkeit gewdhrleistet wird. Die mafgebende
Bruchart erfolgt durch Biegung. Andere Brucharten, wie Durch-
stanzen und Lasteinleitungsprobleme, k&nnen nicht behandelt wer-
den,

Theorie I. Ordnung

GroBe Durchbiegungen werden nicht berlicksichtigt. Die Rechnung
wird am unverformten System durchgefiihrt. Die Druckmembranwir-

kung unter Gebrauchslast kann hingegen berechnet werden.
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Weglassung des Querkrafteinflusses

Die Querkraftverformungen werden gegenilber den Verformungen aus
Biegung vernachlédssigt.

Materialverhalten (s. Kapitel 2)

Die Werkstoffe Beton und Stahl verhalten sich linear elastisch
bis zur Zugfestigkeit. Es wird ein idealer Verbund zwischen Beton
und Stahl vorausgesetzt. Die zeitabhingigen Formdnderungen

- Kriechen und Schwinden - werden nicht betrachtet.

Belastung

Die Querlasten werden monoton und proportional zunehmend ange-

nommen. Entlastung und Wechselbelastung werden nicht untersucht.

5.2 RiBquerschnitt

Um den RiBquerschnitt statisch erfassen zu kdnnen, wird der Rig-

querschnittszustand nach folgenden Sdtzen idealisiert.

Bernoulli-Hypothesen

Wie in der {iblichen Plattentheorie wird die Gliltigkeit der
Bernoulli-Hypothesen vorausgesetzt. D.h. die Normale zur
Mittelfldche bleibt nach der Verformung gerade und normal zur
verformten Mittelfl&che.

M8gliche RiBquerschnittszusténde (Bild 5.1)

Die in Bild 5.1 dargestellten sechs RiBquerschnittszustinde

sind m6glich,

Jedes RiBufer ist eben und senkrecht zur Plattenmittelfliche. Diese
Annahme reduziert den r3umlichen RiBzustand auf ein zweidimensio-
naltes Plattenproblem und verringert den Rechenaufwand erheblich.

Den RiBzustand beschreiben somit nur folgende drei Parameter:
t1 : Riftiefe im I-Querschnitt
t2 : Riftiefe im II-Querschnitt

P, : Verdrehungswinkel des (I,II)-Systems gegen das
(x,y)-System.
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Idealisierung des Querschnittes (Bild 5.2 und 5.3)

Jeder gerissene Querschnitt setzt sich zusammen aus

Betonschicht Bis Isotrope und homogene Betonschicht

o
Diese Schicht ist im zweiachsigen
Spannungszustand.

Betonschicht BI und B In einer Richtung gerissene Beton-

II
schichten
Einachsiger Spannungszustand

Keine Querwirkung.

Betonschicht Bo In beiden Richtungen gerissene Be-
tonschicht
BO hat keine Steifigkeit und
dient nur 2zum Festhalten von Be-

wehrungsstédben.

Bewehrungsnetz i Jeder Bewehrungsstab wird entweder
auf Z_. oder auf Z_, beansprucht.
ni si
Das Bewehrungsnetz wird gebiets-
weise gleichmédBig verteilt ange-

nommen.
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6. BERECHNUNGSMETHODE

6.1 Stoffgesetz filir den RiBquerschnitt

In diesem Unterkapitel wird mit den Annahmen gemdB Unterka-
pitel 3.3 und Unterkapitel 5.2 ein Stoffgesetz filir den ideali-
sierten RiBquerschnitt im Rigkoordinatensystem (I,II) herge-
leitet. Der gerissene Verbundquerschnitt 148t sich in den Be-
tonanteil und in den Anteil der Bewehrungsstédbe aufteilen, die
sich sowohl als elastisch und als auch plastisch verhalten kdn-
nen. Da es sich im Stoffgesetz nur um elastische Anteile des
Querschnitts handelt, werden die plastischen Stahleinlagen erst
im ndchsten Unterkapitel behandelt.

Betonanteil

Zum Betonanteil zdhlen die Betonschichten BiS B und BO.

o’ BI’ II

Flir den Betonanteil sind zunidchst die konstitutiven Gleichungen
(3.3-4) zu finden. Die Spannzahlen in (3.3-4) werden spaltenwei-
se unter Beachtung der Einheitsverformungszusténde bestimmt. Im
folgenden kennzeichnet der obere Querstrich die Zugehdrigkeit
der GroBe zu ihrer eigenen Referenzachse. Die Querschnittswerte

sind im Anhang flir jeden RiBquerschnittszustand angegeben.

l@inheitsverformungszustand §1=1

RMittelebene der Betonschicht Biso

'T
T en

=& D1 e _L

; 3
€2-€; tg \

AN “Schwerfaser des I-Querschnittes
r4 M2/ "Schwerfaser des II-Guerschnittes

o
I
Z 1 B\ezugsfldche

Bild 6.1 Einheitsverformungszustand &i=1
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Unter dem Einheitsverformungszustand §1:1 versteht man, dag in
diesem Zustand ausschlieflich 51 vorhanden ist, widhrend die an-
deren Komponenten é‘z , §12 ,-51 ,_52 und 6-12 Null bleiben.
Infolge _8_1:1 entsteht im I-Querschnitt die Normalkraft N1=Dq ,
deren Wirkungslinie in der Schwerfaser €1 liegt. Der II-Quer-
schnitt hat itber die Querdehnungswirkung WzIVb'D . Die Exzen-
trizitdt (g,- e, ) bringt zu M, den Beitrag (ep- e, N,

N1 = Dy Mi= o
N2 = vboD M2 = voD- (ep-ey)
Ni2= o M2z o

Einheitsverformungszustand §2:1
Analog zum vorigen Zustand erhilt man

Ni =veD  Mi1= voDder-eq)
N2 = D, M2= o0
Niz= o Mi2= o

Einheitsverformungszustand §12 :ﬂ

V4
—>1 Bezugsfldche

Bild 6.2 Einheitsvertormungszustand €221

In diesem Zustand bleiben die Betonschichten BI und BII span-

nungsfrei, so daB fir die Membranschubkrifte Nip= Ny nur die

isotrope Betonscheibe BiSO zur Verfligung steht. Es kommt daher
zZu

Ni = o M1 = o
NZ = 0 MZ = 0
Niz= D=vol . 0
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LEinheitsverformungszustand 51 = ﬂ

I- Querschnitt (912"§)D in Biso I1-Querschnitt w B
L LT P g e T
! e " =1 M1=-B4 ezT efz Ws(ep-e)D
I I h Bezugsf (dche

Dehnungsverteilung

Bild 6.3 Einheitsverfor mungszustand Bi=1

Aus der linearen Dehnungsverteilung im I-Querschnitt ergibt

sich M1=—B1 . Im II-Querschnitt tritt die Spannungsvertei-
lung lber die HOhe der Betonscheibe Biso auf, die sich aus
dem konstanten Anteil -vp-D{ €5~ € )} und dem Momentenanteil
~-Vb'B zusammensetzt,

Nt = o M1 = - By

N2 =-vpD{ejz @) M2 = - wB - VoDiey, - e ey -ey)

Niz= o Miz= o

tEinheitsverformungszustand @:1 I
Entsprechend

N1 =-vpD{erp-e5) M1 = -vuB —wpDilerp-eq ez -ey)
N2 = o M2=-B,
N2 = 0 M 0

oy
LN
H
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[Einheitsverformungszustand 2@2:71

/’-ﬁﬂ
Biso

AN
. P <
Miz - Mi2

==
M21 / ey
5 I
ZI Bezugsfldache

Bild 6.4 Einheitsverformungszustand 2 3z =1

Die Drillmomente werden nur durch Biso aufgenommen. Der
Drillwiderstand von B, ist ~B.(J‘TVQJ_ , und
Miz=Mas .

N1 = o Mi= o

N2= o Mz= o

N2z o Mi2= — -Bﬂ%b)

Die ermittelten Spannzahlen ordnet man folgendermafen in
Matrizenform ein.

W12 - Emm _E—mb §12 (64-1)
Mi2], Ebml-ﬁ"bb D2 '
tBetonanteil

D Vo D

wD D2

DM1-w)

{6.1-2)
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-W D€~}

-V D (e~ @)

(6.1-3)

[gbm]b = - [[::mb]; (6.1- 4)

Ebb]b =[ WB +
B, W D {ez-e)(e-e;)
VB +
W D (erz-e {ex-e;) B,
B{1-w )
2
{61-5)

(6.1-1) bezieht sich auf die Schwerachsen (e1 .8, € ).

Die Hypermatrix

-Ebb b

ist nicht symmetrisch. Der rechte obere Quadrant [-Emb]b und
der linke untere Quadrant [Ebm}b unterscheiden sich im Vor-
zeichen. Dieser Vorzeichenunterschied wird aber spdter durch
eine Matrizenoperation ausgeglichen. Eine Energierechnung ist
mit ZustandsgrdBen durchzufiihren, die alle auf eine gemeinsame
Bezugsebene bezogen sind. Bezieht man die Schnittkr&dfte mit

Hilfe von
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Ne| | I | 0 Wn}
— | _ (6.1-6)
M2 €| I M2 |,

mit e - [e,- J und I=[1 1]
Teal- ;
(2} :

P ey
—_ .
—

(6.1-7)

und die Verformungen mit Hilfe von
E2[=] I | & ][&En
{@J [ 0|1 M@J o178
auf die Bezugsflidche (z.B. Plattenmittelfléche), so erhdlt man
N | © E“m Eme [SnJ (619}
| Mz | Eom|-Ebb| (3P}

Die Untermatrizen in (6.1-9) sind durch

[Emvrly ~ [Emns (61-10)

[Embly = [Emblp ™ [y €0 (6.4-11 )

[Ebm], * [Eom]y € [Ermy (6.1-12 )

[Ebbly ~ [Ebbl, ~ €6 [Emb)y [Ebmly® " € [Enm €0
| (6.1-13)

gegeben. Es gelten hierbei

[Emy - [Evmls " [Emo)y [Eom],
“[Eody " [Emsls  [Eon]y " [Essls
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Vergleicht man (6.1-9) mit (6.1-1), so kann man feststellen,
daB die Exzentrizitdtsmatrix E}b flir die Kopplung der Scheiben-
und Plattenwirkung eine wesentliche Rolle spielt. Die Kopp-
lungsmatrizen[E;ndb und [Elnﬂbin (6.1~-1) enthalten die vernach-
léssigbar kleinen Steifigkeitswerte, die nur auf der Querkon-
traktion in Bi beruhen. Im auf die Bezugsfldche bezogenen

so
Stoffgesetz (6.1-9) sind dagegen die beiden Zustdnde, wie man

in (6.1-11) und (6.1-12) sieht, ﬁbexWIanQb und sznﬂbumso
stdrker gekoppelt, je weiter die Schwerlinien von der Bezugs-—
fléche abweichen. (6.1-13) ist der in Matrizenform dargestell-
te STEINERsche Satz.

Elastischer Bewehrungsanteil

Jede Bewehrungsschar hat einen konstanten Hebelarm €; aber
kein Eigentrédgheitsmoment. Somit ergibt sich nach (3.3-8) bis
(3.3-11)

N12 _}? Emm| Emb} | E12
Mi2 . Ebm | ~Ebb | Oz

L staht

(6.1-14)

[ ]\Pi“Po'[Ens]i'[TE J@,-@O (64-15 )
[Emb:li I/ ‘[TE ](pi-gpo‘[Ens]i'[TE ]gpi-q)o (6.1-16 )
[Ebm]; = - [Emb]; (6.1-17 )

[Eoo); = € Te Jo-o:[Ens) [ Te Jo-q, (6116
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e
EZ bezieht sich auf elastisch verbleibende Bewehrungs-
séharen.

Das Werkstoffgesetz filr den Gesamtquerschnitt wird dann aus

9 = LTS

[ Ni2 N12 N12
Mi2| |[Mi2], | M2

L.

Nz | Emm | Emb [ €12]
| Mi2| | Ebm “Ebb | | B
(64-19)
wobei

Emm’ Emb ) Emm\ Emb +§i: Emm | Emb
Ebm |-Ebb | | Eom |-Ebb b Ebm |-Ebb

(6.1 -20)
i
Hiermit sei betont, daB die Stoffmatrizen in (6.1-20) Funk~-

tionen der Systemparameter

L }zur Beschreibung des RifBguerschnittes

t2
ﬁi }zur Indizierung des elastischen Zustandes der
T Bewehrungsstibe

und der Materialparameter | Eb,Vy. Es ) sind. Die

Systemparameter beschreiben als Variable den sich verindernden
Systemzustand, die Materialkennwerte sind jedoch als konstant
anzunehmen. Da (6.1-20) Sekantenmoduli sind, wird schon hier
angedeutet, daB-zur schrittweisen nichtlinearen Rechnung ir-

gendeine iterative Methode herangezogen werden muf (s. Bild 6.5).
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Sekanten-
{NQ r__*} moduli

M12 — Nichtlineares Stoffgesetz

€12
> 1D
Bild 6.5 Sekantenmoduli zur Sekanteniteration

Zur Anwendung in der gemischten Methode muf man (6.1-19) wei=-

ter umschreiben.
N12| = | Dmm| Dmo| | €12
(6.1-21)
[0}p) Dom| -Dob| | M12
Hierbei

[Dve ™ [Ewed * [Emb]‘[Ebb]_1‘ [Ebd  (6.1-22]

[Dmb] = ™ [Emb] - [Ebb)]” (6.1- 23)
[Dom] = [Ebb) [Ebm (6.1- 24)
[Dob] = [Ebb)” (6.4-25)
und

[Dre] ™ [Dom] [Don] ™ (O]

Die Symmetrie in den Stoffmatrizen ist also hergestellt.
(6.1-19) bzw. (6.1-21) ist das Stoffgesetz flir den ideali-
sierten RiBquerschnitt, das sich durch die stark belegten

Kopplungsmatrizen auszeichnet.
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Die Rechnung mit empirischen Ansitzen fiir die Momenten-Kriim-
mungs~Beziehung [106, 114, 120, 13Z] kann den Kopplungszustand
nicht darstellen. Die Kopplungsmatrizen sind nur dann zu ermit-
teln, wenn man z.B. bei Verwendung des Schichtenmodells den
Plattenquerschnitt in einzelne Querschnittselemente aufteilt,

um die Unsymmetrie des Rifquerschnittes beziiglich der Platten-
mittelfldche zu berticksichtigen. Beim Schichtenmodell ist eine
dreidimensionale Diskretisierung erforderlich. Die Idealisierung
in der vorliegenden Arbeit unterscheidet sich vom Schichtenmodell
dadurch, daB der RiBzustand mit Einfiihrung der einfachen Quer-
schnittsparameter auf eine zweidimensionale statische Aufgabe
zurlickge fiihrt wird. Die analytische Darstellung des Quer-
schnittszustandes erspart hier die Diskretisierung und die In-
tegration itiber die Plattendicke.

6.2 Gemischte Methode

Das Energieintegral (4.2-11) liefert einen vom gewidhlten Bezugs-
system unabhdngigen Wert. Die Energieauswertung wurde in Unter-
kapitel 4.2 bezogen auf das (x,y)-System gezeigt. Es empfiehlt
sich aber hier, zun&chst das Gebietsintegral mit (6.1-21) im
Rinoordinaténsystem auszufliihren und danach die diskretisierten

KnotengrdBen auf das (x,y)-System zu trahsformieren.

B R S und C missen dem (I,II)-System entsprechend umgerechnet
werden,

Wenn man (6.1-21) in den Energieausdruck einsetzt und nach den
Knotenparametern variiert, so ergibt sich
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Krnm AB"Dmp S 0 P
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{6.2-1)

(6.2-1) wird weiter mit Hilfe der Verschiebungs- und der Knoten-

krdftetransformation

L [P,

(6.2-2) {6.2-3)
mit ~
[T] - cosy, | - . SINQ, | - -
. COS{, . . SINY, . (ID y
. . lcos@| . SINg, 2\ I :1(1)
-SINGQ, | . . cosP, | - . @ X
- |-sNg, | - . cos@, | -
-SING, | . N 0 J
- (6.2-4)

auf das (x,y)-System transformiert.
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( ueT veT ) 4 owe)

T KemT | ATB"“Dmb-S” | 0 P°

MS Do BT -G -H' An- WA

00
0 -H 0 0
3 ) i *Af‘VnJ

(6.2-5)

Der Plattenanteil ist von der Transformation in (x,y)~Ebene
unabhédngig.

Behandlung der plastischen Bewehrungsstibe

Die FlieBspannungen in den Bewehrungsscharen werden als Anfangs-
spannungen aufgefaft und in [Zns]? zusammengefapt. [Zns]? hat
positive (negative) Werte, wenn die Scharen Zug (Druck)~Fliep~
spannungen aufweisgen.

Zsi
(EERXX) foi
J Lo
Zni 4 ; ZAi fni
—_— 4
— ¢ -
si | v

Bewehrungs-
XEXRET netz i
Z8i
ni

Bild 6.6 Fliefspannungen als Anfangsspannungen
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Z.B.

[Zns]: ) Zn i Of - fni
Zs - Of - fsi {Bild 6.6)
0 0

i

Die inneren Membran- und Momentenlasten lassen sich wie folgt
errechnen.

e[ ez

Im I- und II-Querschnitt sind dann zus&tzlich zu (6.1-19) noch
die Schnittkridfte

p

o = ° P

{N12J - Z I:N12J Z:Uber plastische Bewehrungsscharen
! i aufsummieren

Mi2 Miz),

als Anfangsspannungen vorhanden. Statt (6.1-19) und (6.1-21)
schreibt man

"Nn] ; [Emm Emb:] [azJ ' [N12J°

(M12] | Ebm|-Ebb 12) [M12] (6.2-6)
und fir die gemischte Methode

rN12-N1°2J ) [ Dmm‘ Dmbq [ £ ]
L D Dbm |-Dbb | Mi2-M12] (g.2-7)

oder

~N12J =[ Drrm Drm}[&i ’ [Nfzy —Dmb‘MfzJ
KoY Doml-Dobj(M12] | O | [DebMi2] (6.2-g)

Die Potentiale infolge

fiir einzelne Scharen

o o
N12 - Dmb- M12 {Vorgegebene Membrankrafte )

und

°
Dbb'M12 {Vorgegebere Krimmungen )
sind  bzw.
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Tlx = A-[E12]T-( Ni2 - DrbMr2)
= A,[u" JT' B" - ( Nf2- DmoMi2 ) (6.2-9)
Ve i
und
TC3 = A-Mi2- Dbb- M2

A-ME (ST Db Mf2 (6.2-10)

Variiert man in dem EnergieausdruckTI; undTI% mit, so er-
h&dlt man nach der Koordinatentransformation die folgende Last-
spalte (rechte Seite in (6.2-5)).

P

- &[T] " B"Nf2

+AT]- B Db Mi2
An-WR (6.2-11)

- MS™ Dob- Mi2
O

N AtVn

Gerdt eine Stabschar der Bewehrung ins FlieBen, dann mug
(6.2-11) ermittelt werden.
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6.3 Nichtlineare Rechentechnik
Bevor auf die nichtlineare Rechentechnik eingegangen wird, soll
kurz das charakteristische Tragverhalten von Stahlbetonkon-—

struktionen an einem fiktiven Beispiel erldutert werden.

Erlduterungsbeispiel

Materiatl Zugfestigkeit Federkonstante

1 2 Stahl Pb 4K
P <3 4 Beton —é—Pb K
EJ:oo/S 6 Beton %Pb 2K

Bild 6.7 Federsystem als Mehrstoffsystem

4
S 4 4
5 !
X :
9 i
N ]
]
]
1
|
|
| Stahl Beton Beton
: P . Pl
! 8 8 1
Pb Vtersch.= Pb > -—_P_b
A 8K 6K
a) Feder 1-2 b) Feder 3-4 c) Feder 5-6

Bild 6.8 Materialverhalten der drei Federn im Zugbereich
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Es wird ein Federsystem nach Bild 6.7 mit der Zugkraft p
zentrisch gezogen. Das statisch zweifach unbestimmte System
setzt sich aus einer Stahl-Feder (1-2) und zwei Beton-Federn
(3-4 und 5-6) zusammen, deren Materialverhalten in Bild 6.8
dargestellt sind. Die Stahl-Feder verhidlt sich linear ela-
stisch und ideal plastisch. Bei den sprdden Beton-Federn ist
das Erreichen ihrer Zugfestigkeit einer Verkleinerung des
Querschnitts des Gesamtsystems gleichzusetzen. Den drei Fe-
dern gemeinsam ist das elastische Verhalten bis zur Zugfestig-
keit.

Das berechnete Last-Verschiebungs-Diagramm ist in Bild 6.9
eingetragen. Die Kurve liuft o-a-b-c-d-e-f. Das System O ist der
Ausgangszustand fiir die statische Rechnung. Bei P = (7/16) Pb
wird die Zugfestigkeit der Feder 5-6 erreicht. Damit zerreift
diese Feder, man erhilt schlagartig einen Sprung von System O

auf System 1. Diesen Sprung zeigt a-b. Die Statik vermag nicht,
der dynamischen Verdnderung des Systems zu folgen. Eine weitere
Verfolgung des Vorganges ist nur dann mdglich, wenn der neue
Systemzustand als stabiler statischer Zustand angesehen wird.

Man weiB noch nicht, ob flir P = (7/16) Pb in dem neuen System
nirgendwo wieder die Plastizit&tsbedingungen verletzt sind. Die
in 5-6 eingespeicherte innere Energie o-a-g ist verschwunden.

Vor und nach dem Sprung ist die Gesamtenergie nicht ausgeglichen.,
Nachdem man festgestellt hat, daB im System 1 fiir P = (7/16) Pb
nirgendwo die Zugfestigkeit {iberschritten ist, kann die Last
weiter gesteigert werden. Bei Laststeigerung verhilt sich das
System 1 zundchst wieder linear, bis in c die Feder 3-4 reift. Zu
beachten ist, daB b und c¢ auf einer vom Ausgangspunkt o ausgehen-
den geraden Linie liegen. ber Sekantenmodul o-b-c springt mit

der zweiten Systemverdnderung auf o-d-e {iber. Die Tragfdhigkeit
des Systems 2 ist gleich der Festigkeit der Stahl-Feder.

Die Systemver&dnderung geht in Wirklichkeit bei der Mitwirkung des
Betons zwischen den Rissen mikroskopisch und sukzessiv vor sich.
Die springenden Querstriche sind unerkennbar, so daf man im Last-
Verschiebungs-Diagramm eine Kurve wie die punktierte Linie er-
h&dlt,
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pa P ANy L P P Pb
R Wi
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05 a_ .8 RS ! !
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Bild 6.9 Last-Verschiebungs-Diagramm des Federsystems
{sog. nackter Rifzustand)

Nichtlineare Rechentechnik

Die Last wird in mehreren Laststufen aufgebracht. Fiir jedes Last~
niveau milssen die Gleichgewichts-, Vertr&glichkeits- und Plasti-
zitdtsbedingungen eingehalten werden. Die Gleichgewichtsbedingun-
gen flir die Kantenmomente und die Vertrédglichkeitsbedingungen fiir
die Verschiebungen sind wegen der gewdhlten Ansdtze von vornher-

ein befriedigt. Um die Plastizitdtsbedingungen filir Beton und Stahl
zu gewdhrleisten, ist flir jede Laststufe ein IterationsprozeB erfor-
derlich. Zur Unterscheidung der Last- und Iterationsschritte flihrt

man folgende Indizes ein.

1 : flir Lastschritte

k : flr Iterationsschritte

Darstellung des RiBzustandes der Platte

System ...... s( )l ...... Lastschritt
27k.oo... Iterationsschritt
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n~1
1lt2)

bekannt, in dem die Plastizit#tsbedingungen eingehalten sind. Die

Iteration fiir den ndchsten n-ten Lastschritt wird folgendermaBen

durchgefiihrt.

Berechnungsablauf

@

Laststeigerung

Zu Beginn werden die Querlasten propor-
tional um ein Inkrement erh8ht. Je kleiner das Last-
inkrement ist, desto besser werden die Zustandsgrd-

Ben angendhert. Der Index k wird auf Null gesetzt.

Beginn der Iteration

Indexberechnung

L--—--—-alt (vorher)
neu (nachher)

Aufbau des Gleichungssystems

e
il
-
+
N

Die Systemmatrix wird unter Beachtung des

augenblicklichen RiBzustandes

s n
(Eqrta) kg
aufgestellt. Fir k = 1 hat man den Ausgangs-
zustand fiir den n-ten Lastschritt

s n-1

(t1,t2)

Der Lastvektor beinhaltet nicht nur die Gesamt~-
QUerlasten, sondern auch die Beitrdge von N%
und h4& , wenn die Stahleinlagen bereits teil-

plastiziert sind.

Aufldsung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem ist aufzuldsen.
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Rechnung der Zustandsgrdfen

Mit dem L&sungsvektor werden alle n&tigen Zustands-

gréBen berechnet,

Plastizitdtskontrollen und Systemmodifikation

In jedem Elementbereich wird {iberpriift, ob die Be-
tonzugfestigkeit und die FlieBgrenze von Stahl er-
reicht sind. Diese Kontrollen nennt man RiB- und
Fliegkontrolle. Bei verletzten Plastizitdtsbe-
dingungen muB der Systemzustand so modifiziert wer-
den, daB das RiB~ und FlieBkriterium bestmdglich

erfiillt werden. Verdnderungen werden in
s n
(t1’t2)k
eingespeichert.

Konvergenzkriterium

Am Ende jedes Iterationsschrittes wird abgefragt,
inwieweit die Plastizitétsbedingungen erfiillt sind,
ob es sinnvoll ist, weiter zu iterieren, oder ob
der IterationsprozeB abgebrochen werden soll. Hier-
zu ist ein Konvergenzkriterium notwendig. Ist das
Kriterium erfiillt, so wird die Iteration abgebro-
chen,und ein neuer Lastschritt kann begonnen werden.

Wenn nicht, so ist die Tteration fortzufilhren (Riick-

sprung zu @ ).

Innerhalb einer Belastungsstufe ist die geschilderte Sekantenitera-

tion mit Hilfe von (6.2-8) fiir den augenblicklichen Zustand solange

fortzusetzen, bis sich die Risse im modifizierten System nicht mehr

weiter fortpflanzen.

Die Plastizitdtskontrolle und die Systemmodifikation in (] sind

die wichtigsten Bestandteile der nichtlinearen Rechnung. Bei der

Spannungskontrolle werden die errechneten Beton- und Stahlspannun-

gen mit den Materialfestigkeiten verglichen. Die Riickrechnung fiir

die Membrankrédfte und die Krlimmungen ist dabei mit (6.2-8) durch-

zuflihren.
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%Zu den Begriffen aus dem Berechnungsablauf

Rigkontrolle

Zur Ripkontrolle genligt es, flir jeden Elementbereich hinsichtlich
der RiBrichtungen die Spannungen der duBeren Betonfasern in der
Zugseite zu kontrollieren. In dem Querschnitt, in dem die Beton-
zugfestigkeit {iberschritten wird, wird eine Rigvertiefung einge-
fiihrt.

Rigvertiefung

Die RiBvertiefung ist die Zunahme der den RiBfquerschnittszustand
beschreibenden Parameter. Dynamische Effekte beim schlagartigen
Aufklaffen des Risses werden nicht erfaft. Es wird angenommen, daf

s 1 s 1+1

-
(trt)" = Seg,t,)
Gerechtfertigt wird diese Annahme, wenn man sich vergegenwirtigt,

da der RiB mit der Laststeigerung stets weiter aufklafft, sich
aber nie wieder schliegt,

Es erhebt sich dabei die Frage, um wieviel die Parameter zunehmen
sollen. Daflir ist ein gewisser Spielraum mdglich. Aus rechenprak-
tischen Erfahrungen wird hier empfohlen, anhand des kontrollierten
vorhandenen Beanspruchungs- und Querschnittszustandes versuchswei-
se bis Zur Nullinie der Dehnungsverteilung aufreiBen zu
lassen.

Fliegkontrolle
Ebenso muB kontrolliert werden, ob die Stahlspannungen in der Be-

wehrung die FlieBspannung O¢ iiberschreiten oder nicht.
Der Verformungszustand der Stabschar 1 ist durch

[EﬁSj]i ) [TSJRPi-kpo[En] " [Ts]&Pi-kPo[@n]

gegeben. Die Krdfte in der Schar sind mit (2.2-1) zu ermitteln.

Falls die FlieBspannung beispielsweise in der ni—Richtung erreicht
wird, verringert sich die Querschnittsfliche bei weiteren Berech-

nungsschritten um fn . Der Beitrag der konstanten Schnittkraft
i
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og £, wird als Entlastung der Platte in (6.2-11) beriicksichtigt.

i
Konvergenz
Der Konvergenz der Iterationsl&sung kommt, wie schon angedeutet,
folgende mechanische Bedeutung zu: Die Stahlbetonplatte zeigt fiir
jede Laststeigerung eine gewisse RiBentwicklung. Jedem Lastniveau
ist ein bestimmter RiBzustand zugeordnet. Der IterationsprozeB ver-
folgt durch die Systemmodifikation diese sukzessive RiBentwicklung,
bis sie aufhért.

Das Konvergenzproblem der nichtlinearen Rechnung hdngt damit zu-
sammen, ob eine Rifstabilisierung stattfindet oder nicht. Eine
friilhzeitige RiBstabilisierung fiihrt zur guten Konvergenz. Wenn die
RiBentwicklung umgekehrt nicht zu Ende kommt, genauer gesagt, wenn

dies nicht erfaBbar ist, dann divergiert die Rechnung.

Konvergenzkriterium

Das Konvergenzkriterium ist eine Abfrage, ob der erreichte RiBzu-
stand stabil ist. Zur Beurteilung des Konvergenzverhaltens bieten

sich folgende MOglichkeiten an.
max (Ob/BbZ) Es wird die Betonfaser gesucht, die am stdrksten auf
Zug beansprucht ist. Und

soll
-
max (Ub/Bbz) = 1.0

Dieses Kriterium ist manchmal zu scharf, weil bei
allen Kontrollpunkten die Plastizititsbedingungen
eingehalten werden miissen und der Rechenaufwand

- sehr grof werden kann.

max (dt1, dt2) Die Zunahme in den Parametern beschreibt betragsmésig,
wie groB der Sprung auf ein neues System ist. Diese
KenngrdBen sind eventuell maBgeblicher als die obige

Konvergenzabfrage, In der vorliegenden Arbeit wird

aber dieses Kriterium nicht verwendet.

Spannungskontrolle im Spannungsraum

bie Rigfortpflanzung geschieht in Wirklichkeit so, daB einzelne

Systempunkte aufeinanderfolgend die Bruchfliche erreichen (Bild
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6.10). Flir ein Lastinkrement zeigt Punkt a ein zugehdriges Span-
nungsinkrement a-a" und Punkt b b-b". Man kann fiir jeden Punkt aus
dem gegenwidrtigen Spannungszustand und dem Spannungszuwachs einen
Faktor bestimmen, der die Steigerungsrate bis zum Erreichen der
Bruchgrenze beschreibt.

Minimumfaktor fir Laststeigerung
b a-a _b-p”
a-a " b-b"

Elastisch
{nicht gerisse
g a" E } Kontrollpunkte

Gegenwdrtiger Plastisch
Spannungszus tand gerissen )
o
(o}
Q
A

Bild 6.10 Spannungsraum und Bruchfléche

Z.B. flr Punkt a :::; und fir Punkt b %;%%.

Der Faktor spiegelt den Abstand des gegenwdrtigen Spannungszu-
standes zur Bruchfldche im Spannungsraum wieder. Es wird dann der
Punkt gesucht, fiir den der Faktor zum Minimum wird. Die mit dem
Minimumfaktor multiplizierte Laststeigerung ist hinreichend, um
nur in diesem Punkt (z.B. a) gerade einen Bruchzustand zu defi-
nieren. Die restlichen Punkte (z.B. b) verbleiben noch innerhalb
der Bruchfliche (b"). In jedem einzelnen Rechenschritt darf streng
genommen nur ein Punkt den Bruchzustand erreichen. Dieses Ablauf-
schema zur Plastizitdtskontrolle scheitert bei dem vorliegenden
Problem am sehr groBen numerischen Aufwand. In dieser Arbeit diir—
fen mit klein gewidhlten Lastihkrementen mehrere Kontrollpunkte

in den Bruchzustand hinausspringen.

Betrachtung der L&sung

Die iterative Rechnung sucht einen plastizititstheoretisch zulds-

sigen Zustand. Bild 6.11 erdrtert schematisch die rifgbedingte Sy~
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Plastizitdtstheoretisch
s nicht zuldssig
g Ob > Bpz
o bei einigen Theoretische Grenze Ob=[bz
8 Konhngur‘np%nkten
o -= unmoglicher . R .
0 Systemzustand Wirklicher Rinzustand ~
o O < )
| b Bbz \
h i
b ’
P,
'
rd
P3 1 ﬂg/ -
e -
P o - o
2 b P f
= |
b c !
! //=/ gJ d m_—_:’
Rinestp—"_
. Ob < Bb
R ¢« Ungerissener Zustand , z
bei glien Kontinuum-
punkten
o_.

S(h t) Systemparameter

&—>—e—>—& [lerative Rechnung (Sukzessive
Rifentwicklung)

Bild 6.11 Schematische Darstellung der i
Rechnung (Lower Bound Solution)

h

terativen
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stemverdnderung mit den Achsen flir den Systemzustand und den Last-
parameter.

Der obere Bereich umfagt die plastizitdtstheoretisch nicht zulés-
sigen Zustdnde, nicht zuldssig, weil irgendwo im Tragwerksystem

die Betonzugfestigkeit {iberschritten ist. Der wirkliche RiBzustand

liegt immer im zuldssigen Bereich. Er kann
im Idealfall die theoretische Grenze erreichen,
muf es aber nicht. Bevor sich der erste Rif ausbildet,

ist keine Iteration ndtig (o-a). Der ungerissene Zustand ist aber
bei b nicht mehr zul&ssig, weil die Platte unter der Last Py ohne
Risse nicht durchhalten kann. Die Iteration b-c~d beschreibt die
RiBentwicklung, die das System auf d reduziert. Die Querschnitts-
fldche der Platte geht wdhrend der Iteration immerfort und irre-
versibel verloren. Eine rlickgdngige Korrektur ist nicht mdglich.
Man muf daher besonders darauf achten, den Systemzustand nicht
schlagartig zu verdndern, wenn eine brauchbare L®sung gefunden wer-
den soll. Einen unrealistischen, aber zul&dssigen Zustand d" er-
reicht man, wenn man im Zustand c unndtigerweise mehr Risse zuldft,
weil d-d" nicht umkehrbar ist. Die bessere Ldsung, die niher der
Schranke liegt, ist d'. Flir P, ist der Zustand d = e wiederum nicht
zuldssig und muB zu f abwandern. Ausgehend von d" braucht man keine
Iteration in dieser Laststufe und erhdlt sogar ein besseres Ergeb-
nis e als f. Der Zustand £ ist sowohl fiir Py als auch fiir P3 rif-
stabil, bis bei h Risse auftreten.

Die Darstellungsweise des Rechenvorganges erinnert an den stati-

schen Satz im Traglastverfahren (untere Schranke der Traglast).

In diesem Zusammenhang sei noch auf die Verdffentlichung [ﬁ4§] von
0.C.ZIENKIEWICZ in der Felsmechanik verwiesen, die fiir Tunnel und
Démme auch einen nur méglichen Spannungszustand ohne Zugspannung
sucht. Der gefundene Spannungszustand ist eine untere Schranke der

richtigen L&sung (Lower bound on the true solution).
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Zum Rechenaufwand bei der RiBentwicklung

Die Frage, ob man den RiBquerschnitt sofort bis zur Nullinie
aufreifien darf, oder ob man die RiBvertiefung schrittweise
einfiihren muB8, hdngt in der Rechenpraxis in erster Linie

von dem vertretbaren Aufwand und von dem Beispiel ab.

Eine Testrechnung zeigt, daB zu Beginn der RiBbildung im
Querschnitt die Betonzugfestigkeit sowieso bis nahe der
Plattenmittelfldche erreicht wird, auch wenn man die Quer-
schnittsparameter in ganz kleinen Stufen anwachsen 148t. Die
RiBvertiefung verlangsamt sich nur dann, wenn sich die Risse
bis in die andere H#lfte der Plattendicke fortgesetzt haben.
In der Rechnung ist deshalb die Annahme der Rigbildung bis

zur Nullinie des Querschnitts normalerweise sinnvoll.

Wenn aber in der Wirklichkeit schlagartige Risse zu erwarten
sind (z.B. gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast),
und die RiBstabilisierung erst spiter oder iberhaupt nicht
stattfindet, ist es notwendig, den Querschnitt nicht so
schlagartig zu modifizieren. Der Rechenaufwand wird dann aller-
dings erheblich gr&ger.


ibbaf
Textfeld


- 122 -

7. NUMERISCHE ERGEBNISSE

Flir die geschilderte Berechnungstheorie wurde ein FORTRAN-Pro-
gramm geschrieben, dem das gewdhlte gemischte Schalenmodell zu-
grunde liegt. Die nachstehenden Beispielrechnungen wurden an den
Rechenanlagen CYBER 174 und CD 6600 des Rechenzentrums der Uni-
versitdt Stuttgart durchgefiihrt. An den beiden elektronischen
Rechenautomaten steht je ein Kernspeicher bis zu 128 K Worten
mit einer Wortlénge von 60 Bit zur Verfligung. Zur Umrechnung der
SI-Einheiten gelten z.B. 1 kp = 10 N und 1 Mp = 10 kN.

7.1 GewSlbewirkung

In [99] werden von SCHLAICH zum Nachweis der in durchlaufenden
Stahlbetonplatten zustande kommenden Gewdlbekr&fte Plattenver-
suche durchgefiihrt. Als Versuchsk&rper wird eine auf allen vier
Seiten durch schmale Nachbarplatten umgebene Quadratplatte ge-
wdhlt, die auf einem mit ihr monolithisch verbundenen Trigerrost
aufgelagert ist. Die Abmessungen sowie die Belastungs- und Lager-
fldchen sind aus Bild 7.1 ersichtlich.

Hergestellt werden zwei Platten (Platte I und II) mit den glei-
chen geometrischen Abmessungen. Die beiden Versuchsplatten unter-
scheiden sich nur durch ihre Bewehrungsmenge. Die unterschiedli-
che Bewehrung zeigt aber schlieflich im Versuch keinen groBen

EinfluB auf die GewSlbewirkung.

In [9§} wird nur die Mittelplatte betrachtet, die weiter zu einem
Ersatzplattensystem idealisiert wird, das unterhalb der Mittel-
fldche gelenkig gelagert ist, und dessen Horizontalverschiebungen
elastisch behindert sind (Bild 7.2a). Dabei wird angenommen, daB
das ganze Platténfeld, abgesehen von den oberen Rissen {iber den
Auflagern, im homogenen Zustand verbleibt. Die Biegefl&dche wird
als Sinus-Doppelreihe angesetzt. Die GewOlbenormalkraft NX (Ny)

wird in x-(y-)Richtung als konstant angenommen und in y-(x-)Rich-
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tung mit Sinus-Wellen angendhert. ny wird liber die ganze Platte

zu Null gesetzt.

Auch bei der vorliegenden Arbeit wird nur das Mittelfeld be-
trachtet, dessen rechnerische Lagerbedingungen in Bild 7.2b dar-
gestellt sind. Alle vier Ridnder des Innenfeldes werden vertikal
unverschieblich und voll eingespannt betrachtet. In horizontaler

Richtung werden elastische Dehnfedern angenommen.

Die Biegesteifigkeit am Rand wird durch das Auftreten von Rissen
an der Oberseite im auflagernahen Bereich verkleinert, so daB das
Rechenmodell der FEM-Rechnung beinahe dieselben Randbedingungen
aufweist wie das Modell in [99].

Zur Nachrechnung des Versuches wird eine der zwei Platten gewdhlt.
Fiir die FEM-Rechnung werden hier die Werte der Platte II aus E%{

eingegeben:
2
Beton Eb = 1.4 MN/cm
Vb = 0.15
a 2
Bbz = 388 N/cm
Sstahl E = 20.6 MN/cm2

s
of = 40.25 kN/cm2

Obere Bewehrung im Mittel

0.01750 cmz/cm flir x- und y-Richtung

Untere Bewehrung im Mittel

0.03750 cm2/cm flir x- und y-Richtung.
Um einen Vergleich mit [99] sinnvoll zu gestalten, wird dieselbe
konstante horizontale Bettungsziffer wie @9] angenommen

(1/0.0000051) N/cm® = 196 kN/cm>
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Unter Berlicksichtiqung der Symmetriebedingungen wird die FEM-
Rechnung an einem Achtel der Mittelplatte durchgeflihrt, das in
144 gleich groBSe Elemente eingeteilt wird (Bild 7.1). Die Kno-

tennumerierung ist im Anhang angegeben.

Die Bilder 7.3a bis f zeigen die computersimulierten Rigbilder,
die mit einem Plotterprogramm automatisch aufgezeichnet wurden.
Die RiBbilder sind von grundlegender Bedeutung, weil mit dem dar-
gestellten RiBzustand der verdnderliche Systemzustand deutlich

gezeigt wird.

Die Bilder 7.3g und h sind die tatsdchlichen Bruchbilder der Plat-
ten I und II aus dem Versuch.

In Bild 7.4 sind die gemittelten Gewdlbenormalkridfte in den Sym-
metrieachsen abhdngig von der Last aufgetragen. Folgender Unter-
schied ist festzustellen und vom gesetzten Modell her zu erkl&-
ren: SCHLAICH nimmt vereinfachend an, daB die GewSlbekrdfte wvon
Anfang an linear abhdngig sind, wdhrend der Versuch und die FEM-
Rechnung ergeben, daf erst nach dem Auftreten der ersten Risse
ein linearer Zusammenhang zwischen der Last und den Gewdlbekrdf-
ten besteht.

Aus Bild 7.5 sieht man, wie die Normalkrdfte in den Symmetrie-
achsen verlaufen, und aus Bild 7.6, wie die Federkrifte am Rand-
querschnitt entlang verlaufen. Die Querschnittswerte sind wegen
der RiBfbildung unstetig, so daB die Kurven auch besonders im noch
nicht stabilisierten Rifzustand unstetig verlaufen (s. Rurve

fiir P = 60 kN in Bild 7.6). Der Querschnittszustand im Eckbe-
reich (RiBzustand C) und C) in Bild 5.1) ist sehr schwer dar-
stellbar. Die Rurve flir P = 260 kN in Bild 7.6 zeigt in diesem
RiBbereich eine Unstetigkeit (Sprung auf Zug).

Der Biegemomentenverlauf ist in Bild 7.7 eingetragen. Mit der
RiBbildung am eingespannten Rand verkleinert sich das Einspann-
moment,und das Feldmoment wird grdBer {(Kurve fiir P = 60 kN).

Bei P = 100 kN nimmt das negative Moment wieder zu, und der Feld-
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bereich wird entsprechend weniger biegebeansprucht. Bei weiterer
Belastung bis P = 260 kN verlagert sich das Biegemoment wieder
zur Feldmitte hin. Im stabilisierten Systemzustand bleibt der

Momentenverlauf unveridndert.

Zum besseren Verstdndnis des SchnittgréBenverlaufes sollten die

zugeh8rigen Rigbilder gleichzeitig betrachtet werden.

Das Tragverhalten der Platte bel Laststeigerung wird im folgen-
den erldutert:

Bis die Riflast erreicht wird, bleibt die Platte im homogenen
Zustand. In diesem ungerissenen Zustand ist der Verlauf der Quer~
schnittsschwerlinien stetig, und die Matrizenelemente in den
Kopplungsmatrizen sind im Vergleich zu den Dehn- und Biegestei=-
figkeitswerten vernachl&ssigbar klein. Es liegt also noch keine
starke Kopplung zwischen der Membran- und der Biegewirkung vor,
so daB die Membrantragfdhigkeit der Platte noch nicht geweckt
wird. Der reine Biegezustand 148t sich nach der klassischen Plat-

tentheorie berechnen.

FEM-Rechnung im Vergleich zur Plattentheorie

Berechnungs— Biegemoment in Biegemoment in
verfahren Randmitte Feldmitte
PUCHER{VOI1~

einspannung -0.095 P + 0.030 P
Momenten-

ausgleichs- -0.083 P + 0.033 P
verfahren

FEM -0.0926 ¥ +0.038 P

Die Momentenwerte nach der FEM weichen geringfiigig von den klas-
sischen L&sungen ab, weil die Stahlbetonplatte iiber den Quer-
schnitt nicht symmetrisch bewehrt ist, und damit der Scheiben-
und der Plattenzustand schon im ungerissenen Zustand schwach ge-

koppelt sind.


ibbaf
Textfeld


- 136 -

Der erste RiB tritt beinahe gleichzeitig in Randmitte (M2 =
~0.0926 P) an der Oberseite und an der Unterseite der Belastungs-
stellen (M1 = +0.0926 P) auf. Die RiBlast betrigt nach der eige-
nen Rechnung P = 50 kN und im Versuch auch ca. 50 kN (Bild 7.4).
Von der RiBlast bis etwa P = 60 kN entwickeln sich die Risse in

einem schmalen Bereich parallel zum Rand (Bild 7.3a).

Sobald sich Risse im auflagernahen Bereich ausbilden, versetzen
sich die Querschnittsschwerlinien-zur Plattenunterseite hin. Die-
ser Vorgang filihrt zum Auftreten der Exzentrizitidtsmatrix. iber
die Kopplungsmatrizen wird nun die Membranwirkung, insbesondere
im gerissenen Randbereich hervorgerufen. Die Membranrandbedingun-
gen beeinflussen neben den Biegerandbedingungen auch das Trag-
verhalten der gerissenen Platte. Im auBer den Belastungsstellen
rigfreien Innenbereich sind die Kopplungsmatrizen noch schwach
belegt.

Die ‘obere Bewehrung ilber den Plattenrindern bleibt noch elastisch
und behindert die Drehbewegung der Randquerschnitte. Wenn die
Platte eine extrem starke obere Bewehrung am Plattenrand hatte,
wiirde ein beinahe symmetrischer RiBquerschnitt vorliegen und

keine Membranwirkung entstehen.

Aus dem RiBzustand in Bild 7.3a ist zu erkennen, daB sich in der
gerissenen Stahlbetonplatte eine sehr flache Schale ausgebildet
hat, deren Mittelfliche in Feldmitte fast eben und im gerissenen
Randbereich etwas geneigt verliuft (Bild 7.8a). Der Stich der
plattendhnlichen Schale ist hdchstens die Hilfte der Plattendicke.
In einem solchen Schalensystem klingt die Membranwirkung im ebe-
nen Bereich ab (Bild 7.5 Kurve fiir P = 60 kN), weil kein groBer
Kopplungszustand besteht. Erst wenn auch der Innenbereich auf-
reift, wird der Schalenstich vergrdfert und die Schalenfliche
stdrker gekrlimmt, so daB im ganzen Plattenbereich neben dem Bie-
gezustand auch ein Membranzustand herrscht (Bild 7.8b). Die Ge-
wolbewirkung basiert auf dieser schalenartigen Tragwirkung der

gerissenen Stahlbetonplatte.
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Aus den RiBfiguren und den Diagrammen flir die Schnittkrédfte wird
klar, daB die Stabilisierung des RiBzustandes bei P = 100 kN er-
reicht wird. Im Versuch wurden nach 10-maliger Be- und Entlastung

in dieser Laststufe folgende Werte gemessen:

Platte IX FEM

Durchbiegung in

Plattenmitte 3.5 mm 3.3 mm

Stahlspannung in 2
Plattenmitte 5500 N/cm 8000 N/cm
(unten)

2

Betonspannung in 5 )
Plattenmitte ~-930 N/cm -700 N/cm
{oben)

2

Stahlspannung in 5 5
Randmitte 11900 N/cm 40250 N/cm
(oben) (FlieBgrenze)

Betonspannung in 2 5
Randmitte ~-720 N/cm -1290 N/cm
(unten)

Da der FEM-Rechnung die Makro-Idealisierung (konstante Material-
kennwerte, idealer Verbund, verschmierte Betrachtung der Beweh-
rung usw.) zugrunde liegt, zeigt dieser Vergleich im Mikro-Be-

reich keine gute Ubereinstimmung.

Bei weiterer Belastung von P = 100 kN bis 260 kN verbreitert sich
die ringfdrmige RiBzone an der Oberseite. An der Unterseite vermeh-
ren sich die Diagonalrisse. Die Schnittkrédfte wachsen fast propor-
tional mit der Last an. In diesen Lastschritten treten zwar se-
kundédre Risse'auf, aber das Gesamtsystem bleibt nahezu unverdn-
dert. Dank der DruckgewOlbewirkung ist keine groBe RiBentwicklung
mehr mbglich. Flir den stabilisierten RiBzustand ergibt die Biege-

theorie mit Gewdlbewirkung [99] folgende Rechenwerte:

Platte II

Normalkrédfte in
Symmetrieachsen -10.05 P
(N/cm)
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Platte II
Moment in Rand-
mitte (kN) -0,0268 p
Moment in Platten=-
mitte (kN) +0.0517 P
Durchbiegung in
Plattenmitte (mm) 0.0193 P

(P in kN)

Vergleicht man diese Momentenwerte und die mit finiten Elementen
errechneten Werte (Bild 7.7), so stellt man fest, daB die Biege-
momente in Randmitte nach der FEM-Rechnuﬁg erheblich grdper sind.
Dies 148t sich dadurch erklidren, daf in der vorliegenden Arbeit

eine Volleinspannung am Plattenrand angenommen wurde. In [PQ] ist
dagegen eine gelenkige Auflagerung mit den exzentrischen Dehnfe-~

dern vorausgesetzt. Die berechneten Durchbiegungen in Plattenmit-

te sind
fir P Versuch (Platte II) FEM
140 kN 5.5 mm 5.048 mm = 0.036 P
180 kN 8.8 mm 6.856 mm = 0.038 P
220 kN 13.0 mm 8.619 mm = 0.039 P
260 kN 19.0 mm 10.45 mm = 0.040 P

Eine groBe Abweichung der rechnerischen Plattendurchbiegungen von
den MeBwerten ldB8t sich bei hdheren Laststufen feststellen. Dies
ist eine Folge der Rechenannahme vertikal unverschieblicher Auf-~
lagerung der Platte sowie der zunehmenden Nachgiebigkeit der ge-

rissenen Nachbarplatten und Unterziige.

Die elektronische Rechnung wird bei P = 260 kN abgebrochen. Die
simulierten RiBbilder zeigen gute Ubereinstimmung mit den Bruch-
bildern (Bild 7.3g und h) bei P = 290 kN (Platte II) und P = 360
(Platte I). Per Bruch trat im Versuch unter den Lastpunkten ein.
In den Lasteintragungsstellen versagte die Druckzone wegen der

groBen Schubspannungen (Durchstanzen). Die RiBbilder der Nachbar-

kN
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platten zeigen, daB sie scheibenartig beansprucht waren. Die

Auflagerunterziige wurden auf Torsion beansprucht.

In [99] wird die Gewblbewirkung an einem feststehenden Plat-

tenmodell untersucht, dessen Auflagerbedingungen schon die Rif-
ausbildung am eingespannten Plattenrand darstellen. In der FEM-
Rechnung entsteht dagegen die Druckmembran {iber die verinderli-
chen Kopplungsmatrizen. Die Exzentrizit#tsmatrix ist der Exzen-—

trizitdt der Dehnfedern in Bild 7.2b dquivalent.

Um mit der FEM-Rechnung dieselbe Idealisierung wie in [99] =zu
erreichen, miiBte man die Ebene, in der die Dehnfedern liegen,
zur Bezugsfldche wdhlen und bezogen auf die Bezugsfléche eine

gelenkige Auflagerung annehmen.

Abgesehen davon, daB in dieser Arbeit im Innenbereich auch Ris-
se zugelassen sind, liegt der Unterschied der beiden Losungs=
methoden nur in den Formulierungen iiber das Zustandekommen des
Druckgewdlbes.

7.2 Parameterstudie

An Rechteckplatten wird eine Parameterstudie iiber den Kraftzu-
stand in gerissenen Stahlbetonplatten durchgefiihrt. Als Ver—
gleichsldsung steht wiederum die Parameterstudie von J. SCHLATCH
[?Q] zur Verfligung.

In Anlehnung an das Beispiel in [99] (Abschnitt II.7) wird das

in Bild 7.9 skizzierte Plattensystem als Grundsystem zur Parame-
teruntersuchung gewdhlt. Um den Arbeitsaufwand der Erstellung

der Eingabedaten gering zu halten, ist die Rechteckplatte (Plat-
te g) rechnerisch konstant bewehrt. Die Bewehrungsstédbe werden
iber die ganze Platte verschmiert gerechnet. Die konstante Be-
wehrung vereinfacht eine Kontrollrechnung der Steifigkeitswerte
im gerissenen Zustand. Die Betonzugfestigkeit wird bei dem Grund-
system zu 8, = 300 N/cm2 gesetzt.
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Bild 79 Grundsystem der Rechteckplatte
zur Parameteruntersuchung
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Es muB nochmals auf die unterschiedlichen Auflagerbedingungen
bei den Rechenmodellen in Bild 7.2 hingewiesen werden. Im
Grundsystem zur Parameterstudie ist die Platte nicht federnd,

sondern seitlich unverschieblich gelagert.

Grundsystem (Platte g)

Die Bildexr 7.10 bis 7.14 beschreiben das- Tragverhalten des

Grundsystems.

Die ersten Risse werden, wie bereits die reine Plattentheorie
vermuten 138t, bei P = 184 kN (elastische L8sung 175 kN mit

V = 0) in der Mitte der l&ngeren Plattenr&nder beobachtet. Bis
etwa 300 kN entwickeln sich die Risse an der Oberseite langsam

randparallel.

Durch Versuche und Rechnungen ist festzustellen, daB der RiB-
fortschritt bei Momentenspitzen, die am eingespannten Rand und
unter Einzellasten auftreten, sofort geddmpft wird und die RiB-
bildung somit &rtlich bleibt.

Diese Ortliche RiBbildung ist so zu erkldren: Der lokal stark
aktivierte Druckmembranzustand (s. Nx- und Ny-Verlauf in Bild
7.12), der sich teilweise auf die ungerissenen Nachbarquer-
schnitte abstiitzt, kompensiert die verlorengegangene Biegetrag-

fdhigkeit und verhindert weitere Risse.

Das RiBbild der Oberseite fiir P = 500 kN (Bild 7.10b) ist dem
Rifzustand vergleichbar, der in [99] von vornherein vorausge-
setzt wird. Es treten allerdings schon die Risse an der Unter-
seite auf, lange bevor alle eingespannten R&nder rundum geris-
sen sind. SCHLAICH nimmt an, daB die GewSlbewirkung unmittelbar
nach dem Auftreten der oberen Risse entlang der Rédnder einsetzt.
Die vollstédndige obere RiBbildung an den Plattenrdndern ist
aber ohne untere Risse nicht mdglich. Der EinfluB der unteren
RiBbildung im Innenbereich auf das Tragverhalten des Gesamtsy-
stems ist in der Idealisierung in [99] durch die Auflagerbedin-
gungen im globalen Sinne enthalten.
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Nachdem auch an der Unterseite Risse auftreten (Bild 7.10b),
trdgt fast im ganzen Plattenbereich die lediglich von den un-

endlich steifen Dehnfedern gestiitzte Druckmembran.

Wie bereits zu Bild 7.8 erldutert, sind in der Rechnung zwei
Phasen der Membranwirkung erkennbar. Die erste Membranwirkung
entsteht mit der RiBbildung an der Oberseite und klingt zur
Innenseite hin ab. Die andere tritt gleichzeitig mit dem Verla~
gern der Schwerlinien im Innenbereich ein, so daB sich in dem
stabilisierten Rifzustand die Effekte der oberen und unteren
Risse {iberdecken. Bei einer gelenkig und nicht membrangelager-
ten Stahlbetonplatte kann sich nur der der unteren Rifbildung
entsprechende Membrananteil ausbilden, der bei einer Quadrat-
platte durch einen Zugring in der Ndhe der freien Rénder ge-
stiitzt wird. Die Druck- und Zugkrédfte bilden zusammen eine

Krdftegruppe, die fiir sich im Gleichgewicht ist.

Aus der Rechnung mit P = 500 kN ergeben sich die Mittelwerte
fiir Nx und Ny in den Hauptachsen (y = 0, x = 1x/2) zu:

FEM fo9]
Nx ~962.3 -1750
Ny -2070.0 -3100

(N/cm)

Die Differenz in den Werten wird darauf zuriickgefiihrt, daB in
[?Q] die flir das Entstehen der GewSlbewirkung glinstigen Annah-
men (die Randquerschnitte besitzen keine Auflagerbewehrung und
sind durchgerissen; t, = h) getroffen werden, wdhrend das Rechen-

modell der FEM-Rechnung biegesteif gelagert wird.

In Bild 7.11a ist der gesamte Verlauf der normal zum Platten-
rand wirkenden Membrankr&fte dargestellt. Die Verteilung dieser
Federkrédfte weicht von der SCHLAICHschen Ldsung besonders im eck-
nahen Bereich ab; der Ansatz mit Sinus-Reihen in [9?] fithrt zu zu

groBen Werten. Das Ersatzmodell in [99] nimmt ferner ideale Risse
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bis zu den Ecken an. Die FEM~Rechnung ergibt aber, daf sich die
oberen Risse an den benachbarten Plattenseiten bogenfdrmig zu-
sammenschliefen. Die Ny-Kurven fiir P = 220 kN bis 400 kN in
Bild 7.11a zeigen, daB an den beiden Enden der schmalen Rifzo-
nen am Rand Ortlich groBe Zugfederkrdfte auftreten. In Bild
7.11b sind die Normalkr&fte in den Hauptachsen aufgetragen, die
mit den Federkr&dften am Rand in Bild 7.11a im Gleichgewicht

stehen.

Die Bilder 7.12a und b zeigen, daf die Normalkr&dfte in Quer-
und Ldngsrichtung nach dem Auftreten der unteren Risse fast

konstant durchlaufen.

Im y-Querschnitt sind die Steifigkeitswerte im Innenbereich
kleiner als im x-Querschnitt. Die Momentenbilder in Bild 7.13a
und b zeigen, daB die Momente von den steiferen Plattenquer-
schnitten in der l&ngeren Spannrichtung angezogen werden. Das-
selbe bestdtigt auch R. WEGNER [jZQ] an einer gelenkig gelager-
ten Platte mit dem gleichen Seitenverhdltnis. Ein beachtlicher
Momentenabbau in der kiirzeren Spannweite, in deren Richtung das
Druckgewdlbe stdrker abgestlitzt wird, wird aber hier nicht fest-
gestellt, wie Bild 7.13b zeigt. Dieser unverdnderte Momentenver-
lauf 1&8t sich dadurch erkldren, daB der auf die Plattenmittel-
fldche bezogene Momentenzustand den Membrananteil (Normalkr&dfte
mulitpliziert mit dem Hebelarm) enth&lt. Zwar verringert sich
der schwer darstellbare reine Biegezustand (bezogen auf die ei-
gene Schwerlinie im jeweiligen Querschnitt), aber der Momenten-
zustand der Mittelfldche bleibt wegen der grofen auBermittig
wirkenden Normalkr&dfte unverdndert. Die Matrizengleichung (6.1-6)

zeigt die Aufspaltung in zwei Momentenanteile deutlich.

In Bild 7.14 ist der nichtlineare Verlauf des Last-Mittendurch-
biegungs-Diagrammes aufgetragen. Nach der RiBstabilisierung
schmiegt sich die Kurve an die vom Nullpunkt ausgehende gerade
Linie an, die sich genau mit der L&sung in [99] deckt. Diese gu-
te liberraschende tUbereinstimmung rithrt davon her, daf die zuneh-

menden Nachgiebigkeiten im Innenbereich und das Tragsystem ver-
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steifenden Effekte (starre Einspannung) bei dem FEM-Modell mit
dem steiferen Innenbereich und weicheren Randbereich bei dem

SCHLAICHschen Modell zufdllig ausgeglichen werden.

Es 148t sich allgemein sagen, daB sich die Stahlbetonplatte bei
der Rifbildung durch den Schwerlinienversatz zu einem Schalen-

tragwerk hin ver#ndert und die Querlasten zusitzlich noch iiber

die Schalenwirkung abtr#gt. Die Exzentrizitdtsmatrix beschreibt
dabei die Form der Mittelfliche der sehr flachen Schale in der

Stahlbetonplatte.

In der wirklichkeitsnahen Berechnung von Stahlbetontragwerken
ist die Beschreibung des schlagartigen Auftretens von Rissen nu-
merisch sehr schwierig. Bei dem berechneten Ausgangssystem zur
Parameterstudie ist das Konvergenzverhalten recht gut, da die
horizontale Unverschieblichkeit fir die RiBentwicklung eine me-

chanische Dampfung bewirkt.

Variation der Parameter

Im folgenden wird von dem oben untersuchten Ausgangssystem aus-
gehend jeweils eine Variable verdndert, wihrend die ibrigen Pa-
rameter die Werte des Ausgangssystems beibehalten. Die Aufgabe
der Parameteruntersuchung besteht darin, die Abhdngigkeit des
Membranzustandes von den verschiedenen Faktoren zu finden. In
[?9] wird mitgeteilt, daB der E-modul und die Querdehnungszahl
des Betons fiir den Membranzustand von untergeordneter Bedeutung
sind. Diese Parameter werden deswegen in den folgenden Rechnungen

nicht verdndert.

Betonzugfestigkeit

Das in dieser Arbeit entwickelte Berechnungsverfahren nimmt an,
daB der RiBzustand allein von der Betonzugfestigkeit bestimmt
wird, solange die FliefBgrenze der Bewehrungseinlagen noch nicht

iberschritten ist.
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Aus der in Unterkapitel 6.3 geschilderten Iterationsmethode, den
Querschnitt stets einfach bis zur Nullinie der Dehnungsvertei-
lung aufreiBen zu lassen, erscheint als logische Folge, daB der
in Bild 6.11 dargestellte Iterationsweg fiir einen anderen Festig-
keitswert nur in vertikaler Richtung parallel verschoben wird.
Die Nullinien liegen bei einem gleichen RiBzustand in gleicher
H8he und die stufenweise Modifikation ist unabhidngig von der Be-
tonzugfestigkeit immer gleich . Nur das Lastniveau muf je nach
der Zugfestigkeit multipliziert werden. Das heift, daB ein linea-
rer Zusammenhang zwischen dem Tragverhalten von Platten, die sich

nur in ihrer Betonzugfestigkeit unterscheiden, besteht.

Diese Annahme ist fiir die Rechnung von grofiem Vorteil: Wenn das
Grundsystem mit BZ = 300 N/cm2 berechnet wird, ist das Tragver-
halten bei beliebiger Betonzugfestigkeit voraussagbar. Eine Plat-
te mit Bz = 450 N/cm2 befindet sich beispielsweise bei

P = 600 kN in dem gleichen RiBzustand wie das Grundsystem bei

P = 400 kN. Alle Zustandsgrdfen des Grundsystems kdnnen also mit

dem Faktor 1.5 multipliziert werden.

Bewehrung

Der EinfluB der Bewehrung wird an einer unbewehrten Betonplatte
untersucht,und deren Tragverhalten wird mit dem des Grundsystems

(Platte g) verglichen.

Die Rechenergebnisse der beiden Platten mit der FE-Methode wer-

den fiir P = 500 kN nachstehend einander gegeniibergestellt.

Dimensionen in 10 N und cm| Platte g unbewehrte élatte
Plattenmitre 0. 1466 0-1720
gitgﬁlyeitofﬁr -96.23 -121.84
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Dimensionen in 10 N und cm Platte g unbewehrte Platte

Einspannmoment My
in der Mitte der ~2294 -2180
ldngeren Plattenrdnder

Einspannmoment Mx
in der Mitte der ~1644 -1635
kiirzeren Plattenrinder

Betonspannung 0. an
der Unterseite

in der Mitte der l&nge- -149.1 ~172.6
ren Plattenrédnder

Betonspannung §_ an der

Unterseite in

der Mitte der kiirzeren -113.3 -132.6
Plattenrdnder

Mx in Plattenmitte 782.8 870.2
My in Plattenmitte 1242.0 1335.0

Die Momente werden, wie bereits bei dem Grundsystem erwdhnt,
auf die Plattenmittelfl&che bezogen und beinhalten schon die

auBermittig wirkenden Membrankréfte.

Die unbewehrte Platte verh#lt sich bis ca. P = 175 kN als ideal
homogene und isotrope Plattenstruktur. Die Querschnitte sind
vollkommen symmetrisch. Im gerissenen Zustand ist aber die Un-
symmetrie der Querschnitte der unbewehrten Platte wesentlich
ausgeprdgter als bei der bewehrten Platte g. Der Bewehrungsge-
halt im RiBquerschnitt bestimmt die Schwerlinienlage und das
Trdgheitsmoment. Die Membrantragfihigkeit wird aber von der Be-

wehrung nur unbedeutend beeinfluBt.

Bei der unbewehrten Platte wird demzufolge iiber den stirkeren
Kopplungszustand mehr Membranwirkung aktiviert. Die geweckten

Normalkrdfte sind um ca. 20% gréger.

Die Ergebnisse flir die RiBverteilung sind bei den zwei Platten

qualitativ v6llig gleich.
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Wesentlich ist hier, daf die seitlich unverschieblich gelagerte

Stahlbetonplatte theoretisch auch ohne Bewehrung tragfdhig ist.

Plattenschlankheit (1y/h)

Die Plattenschlankheit wird so variiert, daB das Seitenverhdlt-

nis ly/lx = 2/3 und alle anderen Parameter unverdndert bleiben.

In Bild 7.15 sind die Ergebnisse fiir folgende fiinf Platten dar-
gestellt.

Platte 1x 1y 1y/h
a1l 200 133 10

g 300 200 15

dz2 500 333 25
a3 800 533 40
d4 2000 1333 100

(Dimension cm)

Aufgetragen sind in Bild 7.15 die bezogenen Normalkrédfte

Nx/1x y =0
}— in den Hauptachsen ——[

Ny/1ly x = 1x/2

in Abh&ngigkeit vom Verhdltnis (Plattendicke/klirzere Stiitzweite).

Die Querlasten werden zundchst monoton gestelgert, bis sich die
Rigdurchsetzung stabilisiert. Der erreichte Systemzustand wird

dann durch die Gleichlast g = 0.5 N/cm2 belastet. Diese Lasthdhe
wird aus der anderen Parameterstudie in [?Q] entnommen, um ver-—

gleichbare Ergebnisse zu erhalten.

Die RiBlast P ist beil diesen finf Platten gleich, die entspre-
chende auf die Fl&che bezogene Last ist aber wegen der unter-
schiedlichen Plattenfldchen ungleich. Die nicht bezogenen Werte

der SchnittgréBen haben fast die gleiche Gr&Benordnung.
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Die auf die Seitenldnge bezogenen Gewdlbekrdfte sind stark von
der Plattenschlankheit abhdngig. Nimmt die Schlankheit zu, so
ist die Platte bestrebt, die Querlasten weitmdglichst als diinne
Druckmembranschale abzutragen. Die berechneten Kurven stimmen

in der Tendenz recht gut mit [99] {iberein.
Dehnfedern

Soll ein Druckmembranzustand in gerissenen Stahlbetonplatten
bei der Bemessung in Rechnung gestellt werden, so muB bei der
betrachteten Platte eine geniligende Aussteifung gegen horizonta-
le Verschiebungen vorhanden sein. Die GrdBe der Membrankrifte
ist vor allem von der Steifigkeit der Dehnfedern abhingiqg, die

durch die Bettungsziffern gekennzeichnet wird.

Es werden zwei Platten (Sx und Sy) berechnet, bei denen die
seitlichen Behinderungen jeweils nur in einer Richtung stufen-
weise geldst werden und jeweils die anderen zwel gegeniiberlie-
genden Ridnder unverschieblich gehalten bleiben. Alle Rinder sind

voll eingespannt.

Die Systemskizzen und die gemittelten Normalkrdfte in den

Hauptachsen sind aus Tabelle 7.1 zu entnehmen. Die Normalkrifte
sind bezogen auf das Ausgangssystem (Platte g) in Prozent ange-
geben. Die einzelnen Berechnungsbeispiele werden mit Sx-m1 bis

~-m7 und Sy-m1 bis -m7 bezeichnet.

Verglichen werden die Momente und die Normalkrifte bei einer
Last P = 500 kN.

Die Momentenfldchen bei unterschiedlichen Membranauflagerungen
(8x-m7 und Sy-m7) sind in Bild 7.16 dargestellt. Die gerissenen
Ober- und Unterseiten sind flir m1 und m7 beider Plattenarten

in Bild 7.17 abgebildet.
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S LA R & 5 % X
System \ﬁ Nx Nx ﬁé Nx - X e~ Ny
P =500 kN ' J-':E Ny
c: ?ief*f*eurngrj/-cmZ ' Ny T =,/%/§/J7§///
Theorie FEM [99) FEM [99)]
g | N | 1.0000 1,0000 1,0000 1,0000
e L Ny | 1,000 10000 1,0000 10000
mi | Nx | 0,5102 0,5682 | 1,1427 11934
2410 [N, | 1.0526 1,0389 | 07435 0,6042
m2 | Nx | 03622 | 0,3967 1,4340 1,2770
£<1" | Ny | 1.0696 | 1.0543 0,6069 0,4328
| m3 | N | o116 0,1163 17387 1,4229
(2«0 [ N, | 10844 | 10700 | 02818 | 0.1323
mé Nx 1,7160 1,4422
Y 02109 | 0,0923
ms Nx 0,0658 0,0617
c=0‘ | N, | 1.0862 1,0840
me | Nx | 0,0247 | 0,0130 2.0641 1,4798
(3108 Ny 1,0879 1,0890 0,1336 0,0151
m7 | N« | 0,0138 | 0,0032 2,0816 14872
e10° | Ny | 1.0882 | 1,0900 | 0,1100 0,0001

-Nx=962.3 N/cm
-Ny=2070.0 N/icm

Jfar 9 nach FEM (s. S.67und 68 in {99))

Tabelle 7.1 Einflun der Bettungsziffern auf den Druck-
membranzustand
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Aus der Verdnderung der Normalkrifte in Tabelle 7.1 1li#8t sich
folgendes Tragverhalten erkl&dren. Werden die Dehnfedern in einer
Richtung weich, so nehmen die Druckkrifte in dieser Richtung ab.
In der anderen steiferen Spannrichtung aber wachsen die Membran-
krdfte an. Die SchnittgrdBen verlagern sich also in Richtung

der steiferen Widerlager. Das Druckgewdlbe stiitzt sich bei den
gleichen Randnachgiebigkeiten in beiden Richtungen mehr in Rich~-
tung der kiirzeren Spannweite ab. Nehmen die Nachgiebigkeiten in
dieser eigentlichen Haupttragrichtung zu (Sy-Platten), treten
mehr Kraftumlagerungen auf, als bei Sx-Platten. Die prozentuale
Zunahme der GewGlbekrdfte in der zweiten Richtung tritt also,
wie die Tabelle 7.1 zeigt, bei Sy viel stdrker hervor, als bei
Sx.

Der Vergleich mit der SCHLAICHschen L&sung 148t sich am besten
anhand der RiBbilder erl&dutern. An der Unterseite laufen die
Risse in x-Richtung und diagonal (s. Bild 7.17). Wenn die Kimpfer
bei dem GewSlbe in der kiirzeren Spannrichtung nachgeben (Sy),
macht sich der EinfluB der in [951 vernachldssigten Rifbildung

im Peldbereich auf die Gewdlbekrdfte umso mehr bemerkbar, je

kleiner die Bettungsziffern in y-Richtung werden.

Dieser Unterschied erkldrt sich wie folgt: Die Membranwirkung
geht mit der stufenweisen L8sung der seitlichen Behinderungen
zuerst im Randbereich verloren. Der schon erwidhnte Membrananteil,
der der unteren RiBSbildung entspricht und sich auch im membran-
freien Lagerungsfall ausbildet, entsteht weiterhin, allerdings
wesentlich geringer (s. Ny bei Platte Sy-m7). Die FEM-Rechnung
erfaft diesen anhaltenden Membrananteil.

In der Sx-Serie wird der EinfluB dieses Membrananteils auf Nx
erst bei Sx-m6 groB, weil die x-Querschnitte von der unteren
RiBbildung nicht so erheblich verdndert werden wie die y-Quer-

schnitte.

Der Einfluf der RiBbildung an der Unterseite auf die Momenten-
verteilung wurde schon in Bild 7.13 erl&utert. Bei der Anderung

der Dehnfedern zeigt sich, wie die Membranrandbedingungen im
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gerissenen Zustand die Plattenbeanspruchung und den RiBverlauf
beeinflussen. Werden in der kiirzeren Plattenrichtung die hori-
zontalen Randverschiebungen frei (Sy-m7), so ergibt sich in
dieser Richtung im Innenfeld ein Momentenabbau gegenliber der
ElastizitdtslOsung (Bild 7.716a). In der lidngeren Tragrichtung
ist dagegen mit einem grofen Momentenzuwachs zu rechnen (Bild
7.16b). Im umgekehrten Fall (Sx-m7) werden in beiden Richtungen
die Feldmomente gr&Ber als im ungerissenen Zustand, weil die
groBe Membrannachgiebigkeit in Lingsrichtung die Momente in
Querrichtung verlagert und die Steifigkeitsabminderungen der
y-Richtung im Feldbereich gerade umgekehrt eine Zunahme der Mo-

mente in Lidngsrichtung bewirken.

Die grofe Momentenumlagerung bei Sy-m7 HuBert sich auch in den
Ripbildern (Bild 7.17b). Die Momentenspitze aus Bild 7.16b ist
schon bei den in zwei Richtungen gerissenen Elementen an der

Unterseite erkennbar (s. Unterseite in Bild 7.17b).

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die FEM-Rechnung gezeigt
hat, das das in [99] zur Erklirung des Entstehens des Druckge-
wOlbes angesetzte mechanische Modell bei groBer Aussteifung durch
anschlieBende Nachbarplatten eine befriedigend anwendbare L&sung
ergibt. Allerdings wird bei freiwerdenden Seitenverschiebungen
der EinluB der unterseitigen RiBbildung im Feldbereich grofer

und damit die vereinfachte Modellierung unbrauchbar.

Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte Berechnungsverfahren
hingegen, dem eine wirklichkeitsnahe Rigdarstellung zugrunde
liegt, versagt auch im membran- und momentenfreien Lagerungsfall
nicht, in dem der Momentenzustand in Plattenmitte ein Maximum

erreicht.

Bel der Betrachtung elastischer Lagerung in horizontaler Richtung
darf aber nicht vergessen werden, dap der Druckgewdlbezustand

in einem Innenfeld andere umliegende Nachbarplatten nachteilig
beeinflust. Das heift, die Randfelder werden auf Biegung und

Zug in ihrer Ebene beansprucht.
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8. ZUSAMMENFASSUNG UND SCHLUSSFOLGERUNGEN

In dieser Arbeit wurde ein numerisches Rechenverfahren, beru-
hend auf der Methode der finiten Elemente beschrieben. Mit die-
sem Rechenverfahren wurden gerisgsene Stahlbetonplatten unter
Berlicksichtigung des Kopplungszustandes zwischen der Membran-
und Plattenwirkung untersucht. Besonderer Augenmerk wurde auf

den Druckmembranzustand im gerissenen Zustand gelegt.

Der RiBzustand wurde mit den vereinfachenden Annahmen des sta-~
tischen Modells so idealisiert, daBf die Nichtlinearitdt der Be-
rechnung nur auf der Rigbildung und der Plastizit#dt der Beweh-

rung beruhte.

Das Stoffgesetz flir den idealisierten RiBquerschnitt zeigt deut-
lich, dag die Schwerlinienwanderung als Folge der in die Druck-—
zone hineinreichenden Risse fiir die Kopplungsmatrizen verant-
wortlich ist, liber die im gerissenen Zustand die Membrantrag-
fdhigkeit der Platte herangezogen wird. Im Rifbereich miissen un-
abhdngig von den Randbedingungen die Scheiben~ und die Platten-
beanspruchung iiberlagert werden, um den Kraftzustand in gerisse-

nen Stahlbetonplatten zu erfassen.

Mit dem gemischten Schalenmodell von HERRMANN wurden die Grund-
matrizen zur elektronischen Rechnung abgeleitet. Einige Beispiel-
rechnungen wurden durchgefithrt, um die Vorgehensweise auf ihre
Anwendbarkeit zu Uberpriifen und um das Tragverhalten gerissener
Stahlbetonplatten zu studieren. Vor allem die theoretischen und

experimentellen RiBbilder zeigen gute Ubereinstimmung.

Weitere Parameterstudien fiir Lastfdlle, Bewehrungsanordnung,
verdnderliche Plattendicke, Einspannungsgrade, nichtkonstante
Bettungsziffernverlidufe usw. bleiben nachfolgenden Untersuchun-

gen vorbehalten.

Aussagen {iber RiBabstdnde und Rifbreiten miissen mit empirischen

Ansdtzen aus Versuchen ermittelt werden, weil die vorliegende
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rein statische Untersuchung nur Kenntnisse {iber das Tragverhal-

ten gerissener Stahlbetonplatten liefert.

Folgende SchluBfolgerungen lassen sich aus den durchgefiihrten

Rechnungen ziehen:

Risse wurden lange Zeit als sch#ddlich angesehen. Sofern durch
konstruktive MaBnahmen Risse haarfein bleiben und keine Kor-
rosionsgefahr fiir den Stahl besteht, kann aber das Auftreten
der Risse zu einer Strukturoptimierung filhren, wie die berech-
nete Gewdlbewirkung zeigt. Im aktivierten Druckmembranzustand
wird ndmlich die h8here Druckfestigkeit des Betons beim zwei-
achsigen Spannungszustand besser ausgenutzt als im ungerissenen

Zustand.

Die vorliegende Arbeit weist auf folgende Probleme bei der

wirklichkeitsnahen Berechnung von Stahlbetontragwerken hin:

Flir die Entwicklung eines numerischen Materialmodells sind die
derzeitigen Kenntnisse iiber das Verformungs- und Bruchverhalten
des Betons bei mehrachsiger Beanspruchung noch nicht ausrei-
chend. Dies wird sich auch in absehbarer Zeit nicht so schnell
dndern. Auch wenn man hBhere Ans#tze fiir das Materialverhalten
des Betons der nichtlinearen Rechnung zugrunde legt, steht dem
erheblich grdBeren Rechenaufwand nur eine verhdltnismédBig ge-

ringe Genauigkeitssteigerung gegeniiber.

Die Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen liegt bei allen vor-
liegenden Rechnungen im Bereich der bei Stahlbetonversuchen tib-
lichen Streuung. Der Versuch, komplexere Hypothesen der Span-
nungstheorie fiir den Beton heranzuziehen, um bessere Ergebnisse
zu erzielen, wird durch diese streuenden Materialeigenschaften
des Betons und durch die allgemein {ibliche Makro-Idealisierung
fir die Risse vereitelt. Man sollte deshalb fiir die praktische
Anwendung eine liberschlégige Betrachtungsweise bevorzugen, die

das Tragverhalten grob erfaft und auf der sichereren Seite liegt.
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