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1. Einleitung

In der Statik kénnen grundsétzlich zwei verschiedene Methoden bei der Lésung

einer Aufgabe unterschieden werden: die statischen und die mathematischen.

Unter statischen Methoden sollen diejenigen verstanden werden, die ingenieur-
méiBiges Denken wihrend der Ldsung voraussetzen, Sie sind daher meist recht

anschaulich,

Unter mathematischen Methoden sollen diejenigen verstanden werden, bei de-
nen alle Zusammenhinge mathematisch formuliert werden und deren L&sung
dann formal ablduft, Nach der Formulierung der Aufgabe sind keine techni-
schen, sondern nur noch mathematische Kenntnisse erforderlich. Die Metho-

den sind daher meist abstrakt.

Zu Beginn dieses Jahrhunderts wurden sehr gute und einfache statische Ver-
fahren entwickelt, In den letzten Jahrzehnten ist aber eine immer hiufigere
Anwendung der mathematischen Methoden zu beobachten, Dies hat vor allem
zwei Griinde. Erstens lassen sich Flichentragwerke nur noch in wenigen Son-

3

derfidllen ” anschaulich” berechnen, Hier ist es einfacher, die Aufgabe mathe-
matisch zu formulieren, obwohl die Formulierung und auch die Liésung oft er-
hebliche Schwierigkeiten machen. Zweitens brachte das elektronische Rechnen

eine gewisse Abkehr von der Anschaulichkeit,

Es ist aber keineswegs so, dafl sich diese beiden Methoden als Alternativen
gegeniiberstehen miissen, sondern sie sollten sich vielmehr gegenseitig be-
fruchten. Ein schones Beispiel dafir ist das Mehrstellenverfahren [1], das
von Stiissi als Seilpolygonverfahren{2] nur aus physikalischen Uberlegungen
entwickelt wurde. Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, wie sie

z. B. spiter in Formel (4. 1) angegeben wird, leistet die Seilpolygonmethode
aufgrund ihrer Anschaulichkeit mehr als das Mehrstellenverfahren, da sie Un-
stetigkeiten leicht erfassen kann. Bei Differentialgleichungen héherer Ordnung
muf} man aber schon Kunstgriffe anwenden, um die Seilpolygonmethode noch

anschaulich zu machen, Das formale abstrakte Vorgehen beim Mehrstellen-
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verfahren ist nun geeigneter, da es allgemeiner und nicht an die Anschauung
gebunden ist, Darliber hinaus gestattet die mathematische Methode Be-

trachtungen iliber die Genauigkeit, was oft sehr wichtig ist.

Es ist naheliegend, auch die beiden wichtigsten statischen Methoden, das
Kraftgréfen- und das Forménderungsgrofenverfahren, mathematisch zu deu-
ten, Das Ergebnis ist wiederum, dafl man von der engen physikalischen Vor-
stellung loskommt, Es gelingt, die von Braun [3, 4] fiir das Kraftgréfienver-
fahren empirisch gefundenen Erkenntnisse zu beweisen und auch fir das Form-

anderungsgroBenverfahren entsprechende Sdtze aufzustellen.

Auf der anderen Seite zeigt sich aber auch, daB die von Ingenieuren entwickel~
ten statischen Methoden, die den Ublichen mathematischen Lésungen in vielen
Fillen dberlegen sind, wohl kaum aufgrund rein mathematischer Uberlegungen

gefunden worden wéiren,

Aufgabe dieser Arbeit ist es nicht, neue Methoden zu finden, sondern bekannte

Methoden zu analysieren und daraus neue Erkenntnisse zu gewinnen,

Um eine geschlossene Darstellung zu erhalten, ist es erforderlich, das Kraft-
groBen- und das Forminderungsgrofenverfahren, die beide als bekannt voraus-
gesetzt werden, noch einmal kurz zu beschreiben, Ebenso wird der Vollsténdig

keit halber auf manche bekannten Zusammenhédnge noch einmal hingewiesen.
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2. Das KraftgroBen- und das ForminderungsgroBenverfahren

Ein Tragwerk wird dann statisch bestimmt genannt, wenn sich alle Lager-
und Schnittkrifte mit den Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen, Ist

dies nicht mehr mdglich, so ist das Tragwerk statisch unbestimmt,

Bei der Berechnung der Lager- und Schnittkrifte statisch unbestimmter
Tragwerke miissen die Verformungen, die vertrdglich mit den Lagerbe-
dingungen und den Zwischenbedingungen an den Gelenken sein miissen, be-
rilcksichtigt werden. Zu ihrer Berechnung ist eine Aussage iiber das Werk-
stoffverhélten erforderlich, In der klassischen Statik widhlt man das Hooke-
sche Gesetz, das einen linearen Zusammenhang zwischen Spannung und

Dehnung beschreibt.

Beim Kraftgréfenverfahren schaltet man soviele Kraftgréfen (Lager- und
Schnittkréfte) durch den Einbau von Mechanismen (Gelenke) aus, wie erfor-
derlich sind, um das Tragwerk statisch bestimmt zu machen, Die ausge-
schalteten Kraftgréfen werden als Unbekannte eingefiithrt und so berechnet,
daB die durch die zus#tzlichen Mechanismen méglich gewordenen Ver-
formungen riickgéngig gemacht werden., Fir jeden Mechanismus und damit
flir jede unbekannte Schnittkraft 148t sich eine Kontinuitdtsbedingung an-
schreiben, Bei der Wahl des statisch bestimmten Systems mufl man darauf
achten, dafl das Tragwerk nicht durch eine falsche Anordnung oder eine zu

grofle Zahl von Mechanismen kinematisch wird.

Das Gesagte soll kurz an einem Beispiel erldutert werden. In Bild 2.1 a ist
ein Tragwerk mit Belastung und Auflagerreaktionen dargestellt, Zur Be-
rechnung der 4 Auflagerreaktionen stehen nur 3 Gileichgewichtsbedingungen
zur Verfiigung. Das Tragwerk ist also einfach statisch unbestimmt. Durch
den Einbau eines Gelenkes an der Stelle b wird es statisch bestimmt ge-
macht (Bild 2,1 b). Aus der Belastung ergeben sich die in Bild 2.1 ¢ gezeich-
neten Zustinde, Bringt man die durch das Gelenk ausgeschaltete Schnittgrofe
My,= X1 als Gr6Be 1 an, so erhidlt man die in 2,1 d dargestellten Zustinde,

Die Kontinuitésbedingung * kein Knick in der Biegelinie am Punkt b”
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lautet:

Hieraus 148t sich Xl berechnen und man erhilt den endgtiltigen, statisch

unbest.immten Zustand nach Bild 2.1 e,

q
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Bild 2.1

Beim Forménderungsgroéfenverfahren schaltet man soviele Verformungen
(Stab- und Knotendrehwinkel) durch den Einbau von Halterungen (Lager und
Einspannungen) aus, wie erforderlich sind, um das Tragwerk geometrisch
bestimmt zu machen, Die ausgeschalteten Verformungen werden als Unbe-
kannte eingefiithrt und so berechnet, dafl die durch die zusidtzlichen Hal-
terungen méglich gewordenen Festhaltekrifte riickgidngig gemacht werden,
Fiur jede Halterung und damit fiir jede unbekannte Verformung 148t sich eine
Gleichgewichtsbedingung anschreiben. Bei der Wahl des geometrisch be-

stimmten Systems koénnen tber die erforderlichen Halterungen hinaus noch
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weitere Halterungen (z., B. in den Feldern) angebracht werden,

In Bild 2.2 a ist ein Tragwerk mit Belastung und Verformungsfigur darge-
stellt. An deh Punkten 0 und 2 sind alle Verformungen bekannt, An der
Stelle 1 ist nur die Durchbiegung bekannt, die Verdrehung th ist unbekannt,
Das Tragwerk ist also einfach geometrisch unbestimmt. Durch eine Ein-
spannung an 1 wird das Tragwerk geometrisch bestimmt (Bild 2.2 b). Aus
der Belastung ergeben sich die in Bild 2.2 ¢ dargestellten Reaktionen und
Verformungen, Bringt man die ausgeschaltete Verformung tp1 = 21 als:
GroBe 1 an, so erhdlt man den in Bild 2.2 d dargestellten Zustand. Die

Gleichgewichtsbedingung ZM =0 am Punkt 1 lautet

4LE) 4LE) . ql?
&=+ & 1 12

oder wenn man fir die Zwangskréifte die Abkiirzung Z einfiihrt:

‘_E,1 Z,,*2,4=0 (2.2)

Hieraus ldft sich g' berechnen und man erhilt den endgiiltigen Zustand
nach Bild 2,2 e,
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3. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten ist vorziiglich geeignet, um einzelne
Verformungen (Prinzip der virtuellen Krifte) oder Krifte (Prinzip der

virtuellen Verformungen) zu berechnen. Da es spiter benéttigt wird, soll
es hier kurz angegeben werden, und zwar in der Form wie es in{5]dar-

gestellt ist.

Zuerst sollen einige Definitionen gegeben werden.

Ein virtueller Zustand ist ein gedachter Zustand.

Bei einem statisch zuldssigen Spannungszustand miissen die duBeren und inne -
ren Kréfte am Gesamttragwerk und an jedem Teil des Tragwerks im Gleich-
gewicht sein. Der statisch zuldssige Spannungszustand braucht nicht mit dem
wirklichen Spannungszustand {ibereinzustimmen.

Ein kinematisch zuldssiger Verformungszustand mufl mit den Bindungen
vertrédglich sein. Er braucht nicht mit dem wirklichen Verformungszu-

stand Ubereinzustimmen.

Das Prinzip der virtuellen Krifte lautet mit diesen Definitionen:

Die Arbeit eines virtuellen statisch zuldssigen Spannungszu-

standes an einem wirklichen Verformungszustand ist Null.

Das Prinzip der virtuellen Verformungen lautet;
Die Arbeit eines wirklichen Spannungszustandes an einem vir-
tuellen Verformungszustand ist Null, Der Verformungszustand

ist beliebig, zuldssig oder unzuléssig.

Es entstehen @uBere Arbeiten A.a und innere Arbeiten AJ. . Die inneren
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Arbeiten sind immer negativ,

Als Formel geschrieben lautet das Prinzip der virtuellen Arbeiten

Aq + Aj =0 (3.1)
bzw.
Ag = A (3.2)

Auf eine besondere Kennzeichnung der virtuellen Zustinde wird

verzichtet,

In Bild 3.1 sind die wichtigsten Ausdriicke fiir die duBleren Arbeiten, in

Bild 3.2 diejenigen fur die inneren Arbeiten dargestellt,

Verformungszustand Kraftzustand AuBere Arbeit Aq

— |

Bild 3.1
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Schnittkraft
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Bild 3.2
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4. Die Differentialgleichung des querbelasteten Biegetrdgers und thre Lésung

4.1 Die Differentialgleichung

Auf die Darstellung der einzelnen Schritte bei der Herleitung der

Differentialgleichungen wird hier verzichtet;

Aus den Gleichgewichtsbedingungen am unverformten Element erhdlt man
mit den Bezeichnungen nach Bild 4. 1 bei Vernachldssigung der Anteile, die

klein von zweiter Ordnung sind, (4.2) und (4.3), durch Differenzieren und

Einsetzen (4. 1).

Q.
N
<
*
L]

(x) ~q(x) (4.1)
- ax2
Q
M+dM
b Q) + Q0
—of dx =
—y dalx) - _q(x) (4.3)
dx

Bild 4.1

Aus der Elementverformung erhilt man unter der Voraussetzung kleiner

Durchbiegungen (tangp = ¢ ; ds = dx ) mit den Bezeichnungen nach
Bild 4,2 die Beziehungen:

d2v(x)
dx S = o) (4.4)
| . > x
N
N dvix) . g(x) (4.5)
dx
v dex) - _yw(x) (4.6)
dx

Bild 4.2

Die Gleichung, die diese beiden Gruppen von Differentialgleichungen ver-

bindet, erhilt man durch das Spannungs -Dehnungs - bzw. Kraft-Verformungs-
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gesetz, Mit dem Hookeschen Gesetz schreibt sich die Beziehung zwischen
Moment und Kriimmung

M(x)

*) = 5500

(4.7)

Setzt man (4. 7) in (4. 4) ein und beriicksichtigt man (4. 1), so erhilt man,

wenn Striche Ableitungen nach x bedeuten,

(E3v")" = q(x)

Im Rahmen dieser Arbeit ist der Trigheitsmomentenverlauf nicht von
Interesse. Es kann also ohne weiteres EJ = konstant gesetzt werden.

Die Differentialgleichung lautet dann:

EJ v = q(x) (4.8)

4.2 Losung der Differentialgleichung 4. Ordnung

Nach der Theorie der linearen Differentialgleichungen besteht die Lésung

aus zwei Anteilen: der Partikularlésung und der homogenen Ljsung,
Die Partikularlésung der Differentialgleichung EJv""(x) = q(x) muf

die Differentialgleichung erfiillen, ist sonst aber beliebig, braucht also die

Randbedingungen nicht zu erfiillen. Die Lésung laute vp.

Die homogene Differentialgleichung

EJv™(x) = 0 (4.8qa)
hat ein Fundamentalsystem voneinander unabhingiger Loésungen Vipe Die
Gesamtlésung lautet:

V(x) = vp(x) + vy(x) (4.9)

Diese Losung mufl die Differentialgleichung und die Randbedingungen erfillen.,
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Erfillt beispielsweise die Partikularlésung vp(x) schon Differentialglei-

chung und Randbedingungen, so ist v s 0.

e
Die Liésung der homogenen Differentialgleichung lautet

V(x) = Cy + Cox +Cgx2+C;x3 (4.10)
Die Konstanten werden so bestimmt, daB (4. 9) die Randbedingungen erfiillt,

Die Differentialgleichung (4. 8) stellt sich in der Statik immer als ein Rand-
wertproblem dar [6], da immer die Hilfte der Bedingungen am linken, die
andere Hélfte am rechten Rand gegeben ist. AuBlerdem ist aufgrund der
physikalischen Zusammenhinge immer nur eine Aussage lber eine der

beiden im Folgenden zusammengestellten Gréfen moglich.
Q,v
M, 9.

An einem Rand, andem v =0 ist, muB Q #0 sein, weil dieser Rand ge-
halten sein muB und dadurch eine Kraft entsteht. Andererseits muf sich

ein Rand, andem Q = 0 sein soll, frei bewegen kénnen. Entsprechend ist.
es bei M und ¢ . Einige der in der Statik tiblichen Randbedingungen sind

im Bild 4. 3 jeweils am linken Rand dargestellt.

- | |
Q=0 A ' M=0
M=0 M=0 v=c Q)

V=0
9=0 Q=0 v=0
v=0 p=0 Y=¢cM(0)
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Das bisher Gesagte soll an einem Beispiel erldutert werden,

Der in Bild 4. 4 dargestellte Triger soll
q

’Z;LLH_U_LUJ_U_L,

[: X | Als partikulil;ezs Integral wird gewihlt:
Vp = —
P~ 24 E)

Dieser Ansatz erfiillt die Differential-

berechnet werden.

Randbedingungen :

M=0 V= gleichung, aber nicht die Randbedingungen,
v=0 = Die homogene Lésung lautet nach (4. 10)
Bild 4.4

VH =C«, + C2X + C3X2 +C4X3

Aus

A
= 2 3,-9x
v C1+CZX+C3X +C[.X + ZZOEJ
miissen die Konstanten so bestimmt werden, daf die Lésung auch die Rand-
bedingungen erfiillt, Zu diesem Zweck werden die einzelnen Ableitungen ge-
bildet,

4
= qx
v-C1+C2x+C3x2+C4x3+m

3
= ax’ -
v'= Cy +2Cyx +3C4x2 + 55 =

V= 2C3 +6C,x + X

"o ax. . _Q
v 6C4 +Ej E5

Aus den Randbedingungen ergeben sich folgende Bedingungsgleichungen:
v(0)=0: Cy=0
M(©0)=0: C3=0

4
=0: at’
V(=00 Cpl+ B84 s =0

3
=0 al® |
W0=0: Cp +3C, 12+ =0
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Die Losung der beiden Gleichungen ergibt:

_a® __3al
C2=%887 Co =~ L8E3

Damit lautet die Ljsung:

= .9 3_13,3 4
v LBEJ(XI Ix( + 2x4)

Mit diesem Ansatz als Partikularldsung wire die homogene Lésung iden-

tisch Null gewesen, weil der Ansatz alle Randbedingungen erfiillt,

Fir eine andere Partikularlésung hitte man auch eine andere homogene
Losung gefunden. Die oben verwandte Partikularl&sung ist physikalisch

nicht deutbar, denn sie hat die Anfangsbedingungen

Q(0) = M) = @(0) = v(0) = 0

Mit der Partikularldsung

__4
Y =269

(xl3—2x3l +x")
der Gleichung der Biegelinie fiir einen beidseitig frei aufliegenden Triger
auf 2 Stitzen, hitte man fiir den Ansatz (4. 10) die Konstanten erhalten:

-9 _ 3. =9
2= et ¢ %75 !

und damit dieselbe Lisung wie vorher,

4.3 Losung durch ein System von Differentialgleichungen der 1. Ordnung

Statt der Beziehung (4. 8), also einer Differentialgleichung 4. Ordnung, kann
man auch das System der 4 Differentialgleichungen 1. Ordnung (4.2, 4.3,

4.5, 4,6) anschreiben,
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vi(x) = @(x) (d)
@'(x) = ~n(x) = - “':_:(:’]‘) (c)
, (4.11)
M'(x) = Q(x) (b)
Q'(x) = -qix) (a)

Es sind dies 4 gekoppelte Differentialgleichungen der ersten Ordnung. Die
Ldsung wird jeweils durch Integration gewonnen, Bei jeder Integration

entsteht eine Konstante C,

Die Liésung soll am Beispiel (Bild 4. 4) erliutert werden.

X
(x) = - fa dx + €y = -q x +C
0

Die Integration kann ausgefiihrt werden, da q konstant ist. Die Konstan-

te C1 kann noch nicht bestimmt werden,

X
M(x) = fa(x) dx + ¢,
0

und unter Beriicksichtigung des Ausdrucks fir Q(x)
X
qx?
M(x)= -oq xdx = Cyx +Cop = Y =Cyx * Co

Nun steht auch eine Randbedingung zur Verfiigung, aus der C2 bestimmt

werden kann:

M) = Cp =0

Es ergibt sich mit (4.7)

2 -
= 9%
%(x) 2 EJ C, x
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— C
wenn man unter Cl die neue Konstante ‘ELU versteht,

Weiterhin erhalten wir

X -
3
o(x) = —f‘K(X) dX+C3=+EX_. +£2]_x2 +C3
0

6EJ
F L T3
= = 49X 1%
vix)= ({ﬂp(x)dx+c4—+24EJ+ 6~ *C3x+C

Die Konstanten werden mit den Randbedingungen bestimmt.

v(0) = 0: Cy=0

v(1) = 0 2“4‘;3 + 66'3 +Cq (=0

e(l) = 0; sié'ai —E—‘2£+c3=o
Daraus erhélt man

G = —%% i Cy= +:'TI2—3-

und dieselbe Funktion fiir v wie im vorigen Abschnitt,

4.4 Entkopplung in 2 Differentialgleichungen 2. Ordnung. Statisch be-

stimmte Tragwerke

In der Statik wird zwischen statisch bestimmten und statisch unbestimmten
Tragwerken unterschieden, Koénnen alle Schnittgréfen mit Hilfe der Gleich-
gewichtsbedingungen berechnet werden, so wird das System statisch be-

stimmt genannt, andernfalls statisch unbestimmdt.

Mathematisch heiflt das, daB an die Stelle der Differentialgleichung
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4. Ordnung (4. 7) die beiden Differentialgleichungen 2, Ordnung (4.2 und
4.4) treten. Das Differentialgleichungssystem (4. 11) zerfillt dann in die
beiden Systeme der KraftgréBen (4. 11 a und b) und der Verformungsgroéfien
(4.11 ¢ und d).

In dem Beispiel (Bild 4. 4) war keine Entkopplung vorhanden, da nicht ge-
niigend KraftgroBenbedingungen zur Verfligung standen, um die nach den

ersten beiden Integrationen zu bestimmenden 2 Konstanten zu berechnen.,

An die Stelle der in der Statik iblichen Abz#hlformeln tritt nun eine Be-
trachtung der Randbedingungen. Sind geniigend Randbedingungen gegeben,
um die Konstanten der Differentialgleichung fiir die Kraftgréfen zu be-
rechnen, so ist das Tragwerk statisch bestimmt., Im Falle der Differen-
tialgleichung des querbelasteten Trigers (4. 1) miissen also bei statischer

Bestimmtheit 2 Randbedingungen in den Kraftgréfen gegeben sein,

Im Bild 4.5 sind einige Beispiele fiir statisch bestimmte und statisch un-

bestimmte Lagerung zusammengestellt,

a) b) 1
AN Il
M=0 M=0 M=0 v=0
v=0 v=0 Q=0 =0
c) v d) 4 ¢
4 b 1 ¥
M=0 9=0 v=0 v=0
v=0 v=0 ¢=0 $=0

Bild 45

Die in Bild 4.5 a und b dargestellten Triger sind statisch bestimmt, die

Tréger c und d statisch unbestimmt.
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Fir jede der beiden Differentialgleichungen 2, Ordnung (4.1 und 4.4) er-
gibt sich fir den Tréger Bild 4.5 a ein Randwertproblem, flir den Triger

Bild 4.5 b ein Anfangswertproblem,

Beim Anfangswertproblem ist jede der Differentialgleichungen (4. 11) fur
sich 1ésbar, weil fir jede Differentialgleichung eine Bedingung zur Be-
stimmung der Konstante zur Verfiigung steht. Die Differentialgleichungen

sind also in den Randbedingungen alle entkoppeli,

Beim statisch bestimmten Randwertproblem nach Bild 4.5 a ist noch eine
Kopplung der beiden Differentialgleichungen (4. 11 a) und (4,11 b) bzw.
(4. 11 c¢) und (4. 11 d) vorhanden. Die homogene Ldsung dieser Differential-

gleichungen 2. Ordnung (4.1 bzw. 4.4) lautet
VH = Cix +Cy (6.12)

d. h. die Korrektur der Partikularldsung ist in jedem Fall eine Gerade,
Hier liegt die mathematische Begriindung fiir das Zeichnen der SchluB-
linie bei Momentenflichen bzw, Biegelinien, Wurde die Momentenfliche
fiir irgendwelche Randbedingungen gezeichnet - z. B. fiir M(o) = Qo) = 0
nach Bild 4.6 b - , so kann man durch eine Gerade - die Schlufllinie -
die Korrektur der Randbedingungen vornehmen, Nach Bild 4.6 a muf3

das Moment am rechten Trégerende Null gein, Damit ist die Schlufilinie
festgelegt und es ergibt sich die im Bild 4. 6 horizontal schraffierte

Momentenfldche,

q
i i

Q) 5 - a) HHHHHH”’}»b
b) — A
[¢]
% b) TEEEENEREEN
M-FL Aa
' b
Bild 4.6 Bild 4.7

Interessant ist in diesem Zusammenhang, daBl der Statiker beim Ldsen der

Aufgabe im Falle des Bildes 4.5 a das Randwertproblem in ein Anfangswert-
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problem umwandelt. Er berechnet mit der statischen Bedingung, daf die
Summe der Momente um b Null sein muB (Bild 4.7 a) den zweiten Anfangs-~
wert A, Nun sind die beiden Anfangswerte M (o) = 0 und Q{o) = A be-
kannt, und das System 4.5 a kann als Anfangswertproblem nach Bild 4.7 b
berechnet werden. Damit sind die beiden Differentialgleichungen (4,11 a
und b) in den Randbedingungen entkoppelt.-An dieser Stelle sei auch noch auf
die bekannte Tatsache hingewiesen, daf das Mohrsche Verfahren zur Be-
rechnung von Biegelinien auf der Analogie der Differentialgleichungen (4. 1)

und (4. 4) beruht.

4.5 Verschiedene Integrationsbereiche, Ubergangsbedingungen und Sprung-

groflen,

Die Differentialgleichungen miissen gesondert fiir jeden stetigen Bereich

geldst werden,

AW s
%a——l——b——l——c%——d*‘

Randbedi M =0 1 l 1 M=0
andbedingungen: v =0
Qr=q Q-=Q, Qr=Q,-P
i s Mr=Ml Mr=M[ My =M
Ubergangsbedingungen : - = -
gang gung O =9 9= 9 =9
vr =V| Vr =Vl Vr =V[
| | |
Sprungstellen in der Funktion: q q Q

Bild 4.8

Im Falle des Bildes 4.8 sind 4 Integrationsbereiche a bis d vorhanden,
wobei in den Bereichen a, ¢ und d die Differentialgleichung homogen ist.
In jedem Bereich sind 4 Konstanten zu bestimmen, insgesamt also 16. Zu
ihrer Bestimmung stehen 4 Randbedingungen und 3 mal 4 Ubergangsbe-

dingungen, also insgesamt 16 Bedingungen zur Verfiigung. Aus dieser
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Aufzéhlung erkennt man schon, dafi eine solche Liésung sehr aufwendig

wird.

Nun interessiert den Statiker im allgemeinen nicht die analytische-Dar-
stellung aller Funktionen. Er benétigt ausgezeichnete Werte und eventuell
noch eine graphische Darstellung einiger Funktionen. Hierzu eignet sich
die L.6sung durch das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Zuerst
berechnet man, wie gezeigt, die fehlenden Anfangswerte, dann kann

man durch Integration eine Funktion nach der anderen ermitteln. Bei
stiickweise stetigen Funktionen, also Funktionen mit Sprungstellen, mufl
man die Differenzen der Funktionswerte links und rechts der Sprungstel-
len, die Sprunggroéfien, kennen. Im vorliegenden Fall (Bild 4. 8) haben

die Funktionen q und Q Sprungstellen mit bekannten SprunggroéBen.

Man erhélt den im Bild 4. 9 dargestellten Q- und M-Verlauf.

q P
e ITEXEXEXREXY) ‘ -
’c——-ﬂ—-—L———— b——‘——c‘——l‘——-d"
et l
A‘ + 'q-b
) - B Q-FL
* M- Fl
\\\

Bild 4.9

Beim Zeichnen der Biegelinie verfdhrt man analog.

Anhand des Beispieles Bild 4, 10 sollen nun einige Sprunggréflen niher

erlautert werden.
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q ‘P
{iiiiit Pt /
ey ey A £ 13
Punkt: 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Rand- M=0 9=0
bedingungen: v TO v=0
Sprungstellen in: q q Q v (T'l Q Q ")
I | l l
Bedingung: v=0 Q=0 v=0 v=0 M=0
Anzahl der 1 J 1 '
statisch Uberzdhligen: 1 -1 1 1 -1
|
Sprungstellen ¢ } M
am Rand Q Q
Bild 4.10

Es treten auf: SprunggréBen infolge der Lastfunktion und Sprunggréfen in
den KraftgroBen und in den Verformungsgréfen infolge der iibrigen Uber-

gangsbedingungen.

Die SprunggrsBen infolge der Belastung an den Stellen 1, 2 und 6 sind be-

kannt und bereiten daher keine Schwierigkeiten,

Die anderen Sprunggréfien sind noch unbekannt. Zu ihrer Berechnung

steht jeweils eine Bedingung zur Verfiigung.

Die Sprunggréfien in den KraftgroBen an den Stellen 3, 5 und 7 werden aus
Verformungsbedingungen berechnet, Hierdurch sind also die beiden
Differentialgleichungen 2. Ordnung gekoppelt. Jede dieser Sprungstellen
erhoht somit den Grad der statischen Unbestimmtheit um eins. Die
Sprunggréfen in den VerformungsgroBfen an den Stellen 4 und 8 werden
aus Bedingungen berechnet, die die Funktionen der Kraftgréfen erfillen
missen. Das heift aber, daB die KraftgréBen berechnet werden kénnen,
ohne dafi die Fornidnderungen bekannt sind. Es sind im Gegenteil noch zu-

sétzliche Bedingungen vorhanden, mit deren Hilfe Konstanten der
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Funktionen der Kraftgrten berechnet werden kénnen, Jede dieser Sprung-

stellen vermindert also den Grad der statischen Unbestimmtheit'um eins.

Von den Randbedingungen her ist das Tragwerk einfach statisch unbe -
stimmt. Infolge der 3 Spriinge in den Kraftgréfien kommen 3 Uberziahlige
dazu und infolge der 2 Spriinge in den Verformungsgrofien sind 2 Uber-
z#hlige abzuziehen, sodaB das Tragwerk insgesamt 2-fach statisch unbe-

stimmt ist,

Man kann auch die Randbedingungen mit in die Betrachtung der Sprung-
stellen hinein nehmen, Wie in Bild 4. 10 zu sehen ist, treten an den
Rindern insgesamt 3 Spriinge in den Kraftgrofen auf. Mit der Differential-
gleichung 2. Ordnung sind aber nur 2 Aussagen méglich, sodafl eine un-

bekannte Sprunggroflie librig bleibt,


ibbaf
Textfeld


-29 -

5. Eine mathematische Ldsung analog zum Kraftgréflen- und Form-

dnderungsgréfienverfahren

5.1 Das Kraftgroflenverfahren

4
Fiir die lineare Differentialgleichung 4. Ordnung gd—vg-) =
X
sind eine Partikularléosung und eine homogene Lidsung so zu bestimmen,
daBl sie zusammen die Differentialgleichung und alle Rand- und Ubergangs-

bedingungen erfiillen.

Es soll aber nur mit der Differentialgleichung der Kraftgrofien

2 w(
dd:';") = -q(x) (4.1)

gearbeitet werden, die jedoch in den meisten F'idllen durch Rand- oder
Ubergangsbedingungen mit der Differentialgleichung der Forminderungs -
grofen (4. 4) gekoppelt ist. Die Anzahl dieser Kopplungen ist gleich der

Zahl der statisch Unbestimmten nach dem Kraftgrofenverfahren.

Aufgrund der im Abschnitt 4. 5 angestellten Betrachtungen sollen nicht
die Konstanten flir die analytische Lésung bestimmmt werden, sondern es
soll der fiir die praktische Rechnung einfachere Weg beschritten werden,

die Spriinge in den Funktionen zu berechnen.

Es werden nun ganz bestimmte Bedingungen an die Partikularldsung und

an die homogene Losung gestellt.

Die Partikularlosung soll soweit wie nur eben méoglich dem endgiiltigen
Funktionsverlauf angepaflt sein, d. h. sie ist so zu wihlen, daB sie mog-
lichst viele Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillt, also méoglichst alle
bekannten Sprunggroéfen enthidlt und keine neuen schafft. Sie mufl unter Be-

rlicksichtigung der moglichen Lagerreaktionen im Gleichgewicht sein.

Die homogene Losung ist so zu wdhlen, daf sie die gesuchten Unstetig-
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keiten schafft, wobei auch die Unstetigkeiten am Rand mitgezihlt werden

kénnen.,

In einem Integrationsbereich muf die homogene Lésung so beschaffen
sein, daB Q konstant, im Sonderfall Null ist. In Bild 5.1 b sind die ver-
schiedenen Moglichkeiten fiir die Momentenflichen der homogenen Liésungen

dargestellt. In jedem Fall ergibt sich eine konstante Querkraft nach

Bild 5.1 a.
@® ®
a) Q- Fldche
Qik ¢ . 3 Qi

b) M- Fldchen

Bild 5.1

Die dritte und vierte Momentenfliche kann man aus den beiden ersten ge-
winnen, Sie sind daher von diesen linear abhingig. Es gibt also fiir einen

Integrationsbereich nur 2 unabhingige Lésungen.

Im Bild 5.2 sind fiir einen einfach statisch unbestimmten Triger verschie-
dene Partikularlésungen angegeben, Es soll nun untersucht werden, wie-

weit diese Losungen die Randbedingungen erfiilllen, bzw. welche homogene
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L.dsung noch zu addieren ist, um die Randbedingungen erfiillen zu kénnen.

Da der Triger einfach statisch unbestimmt ist, also auch nur eine Be-

dingungsgleichung zur Berechnung der einen unbestimmten Sprungstelle

zur Verfigung steht, kann jeweils nur eine homogene Lésung in Frage

kommen,
® ®
Die Partikularlésung
”H%%%LLLLL, héitt§ man anvfolgendem
{ —’1 frt?tt;:l(;lhizni};iem er“
Qi r—ou
a) I JERTTRITIRIRRE ]
"
b) EEEEEEETEINER
| Mi
c) ki @HHHHHHZQ
M AMe | oMy My
Qikii—
d) o la

HHHHHHH)
oy 7,
Myi

Bild

5.2
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5,2 a erfullt die Randbedingungen fir die KraftgréBen am linken Rand,
jedoch nicht die am rechten. Die homogene Lésung mufl daher der

ersten L.6sung nach Bild 5.1 b entsprechen.

Nach 5.2 b ist Mik = 0. Ebenso ist aber auch Qik = 0, Da die homogene

Liésung so zu wihlen ist, daB Mi = 0 erhalten bleibt, kommt nur die-

k
selbe L.dsung wie vorher in Frage. Durch diese homogene Losung erhilt

man auch den Sprung um Qik am linken Rand.

Die Partikularldsung nach 5.2 ¢ ist zwar grundsidtzlich méglich, erfiillt
aber nicht die vorher aufgestellte Forderung, soviele Randbedingungen wie
moglich zu erfiillen, Um Mik = 0 zu erhalten, mufl die zweite homogene
Lésung nach 5.1 b gewdhlt werden, deren Wert am Punkt i aber sofort
angegeben werden kann, M., ist also keine echte - statisch unbestimmte

ik
unbekannte Sprunggréfe,

Korrigiert man die Randbedingungen am linken Rand, so erh#lt man aus
5.2 c den Zustand 5,2 d. Dieser Zustand erfiillt nun alle Randbedingungen

fir die Kraftgréfien. Aber die Grdfie von M, . und damit die Lage der

SchluBlinie ist beliebig, Die Fille 5,2 a undk;. 2 b erscheinen somit als
Sonderfdlle von 5.2 d. Bei der Partikularlésung ist daher ein Wert Mki
festzulegen und auBerdem wieder die erste homogene Lésung nach 5.1 b
zu wihlen, um damit die SprunggréBe Mki unter Beriicksichtigung aller

Randbedingungen zu berechnen.

Es miiflte nun untersucht werden, ob bei Einhaltung der Bedingungen
Vi = V= 0 auch tpk =0 ist, bzw. mit v;elchem Faktor die gewihlte

homogene Lésung zu multiplizieren ist, damit (Pk=0 wird.

Man miiite also Verformungsberechnungen durchfithren, z. B. mit den
bekannten anschaulichen statischen Methoden, Hier soll aber ein Weg be-
schritten werden, der sich von der Anschauung losmacht. Es bietet sich

das Prinzip der virtuellen Kréafte an,
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Ein im Gleichgewicht stehender virtueller Kraftzustand verrichtet an ei-
nem wirklichen Verformungszustand die Arbeit Null, Der wirkliche Ver-
formungszustand setzt sich ganz allgemein zusammen aus der Partikular-
l6sung und den mit einem Faktor zu multiplizierenden verschiedenen un-

abhingigen homogenen Ldsungen:
= + : . .
vEvp X YHj (5.1)
i
Zur Vereinfachung sollen in Zukunft die homogenen Zustinde nur noch

mit dem Index j versehen werden.

Die Kriimmung ergibt sich dann zu:
* = %p +X1K1+X212+....+xn%n (5.2)
] M

und mit (4.7) w = £

Mp Ml My
£3 TN ET YR

n= +. .. -*’Xn_g%‘ (5.3)

Der zu wéhlende virtuelle Kraftzustand ist beliebig. Er muB nur im Gleich-
gewicht sein. Fir jede unbekannte homogene Lésung bendtigen wir eine
linear unabhéngige Bedingungsgleichung, Wir nehmen daher als virtuelle
Zustédnde der Einfachheit halber homogene Lsungen, die aber nicht un-
bedingt die als Unbekannte gew#hlten homogenen Lésungen zu sein brau-
chen. Wihlt man andere homogene Lésungen, geht die Symmetrie der
Matrix verloren, Diese kann aber durch Zeilenmultiplikation wiederher -
gestellt werden. An die homogenen Lésungen miissen wir folgende Be-

dingungen stellen.

1. Die homogene Lésung muBl so beschaffen sein, daf in ihr die

unbekannte Sprungstelle in der Funktion der Kraftgrofen ent-

halten ist,
2. Sie muB im Gleichgewicht sein.

3. Sie muB innerhalb der einzelnen Integrationsbereiche eine

konstante Querkraft haben.
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AuBlerdem fordern wir noch, weil dies die Rechnung vereinfacht,

4. Sie muBl so beschaffen sein, daB sie als virtueller Kraftzu-
stand an dem wirklichen Verformungszustand keine dufle-
ren Arbeiten verrichtet, es sei denn, es handelt sich um
einen Zustand, der durch eine Lagerverschiebung oder

-verdrehung entstanden ist,

Wir hétten also im vorliegenden Fall, wenn nur die inneren Arbeiten in-
folge der elastischen Krilmmung beriicksichtigt werden, die Verformungen
nach (5. 3) mit den Schnittkriften nach Bild 5.1 b zu multiplizieren und

iber die Trigerlinge zu integrieren.
A =M M
Aj —lej M1ds+x1l[Ej M; ds (5.4)

Mit den tblichen Bezeichnungen der Baustatik lautet diese Gleichung

Da im endgiiltigen Zustand vj=v, =@, =0 ist, leisten Qik’ Qki und

Mki keine Arbeit, Es ist also Aa = 0. Aus Aa = - Ai erhilt man die

Elastizitdt sgleichung
610+X1b”=0 (5.5)

Dies ist dieselbe Elastizitdtsgleichung wie sie im Kapitel 2 ermittelt wur-
de, nur mit dem Unterschied, daB die Partikularldsungen nach Bild 5,2 a,
b oder d genommen werden kdnnen, wihrend als homogene Lésung nur die

erste nach Bild 5.1 b in Frage kommt,

Bei einer Lagerverschiebung, wie sie z. B, im Bild 5. 3 dargestellt ist.

haben wir eine homogene Differentialgleichung.
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a) + 5 Im Falle des statisch be-
:_ »{/m stimmten Trigers,
=0
M=0 v Bild 5. 3 a, hat die ho-
v=c

mogene Differential-

c V"’ n gleichung der Kraftgréfien
r ‘3= 0 wegen der ebenfalls homo -
'\;1:2 Bitd 5.3 genen Randbedingungen die

3 STETETS

triviale Losung Null, wihrend die L&sung der Differentialgleichung der Ver-
formungen (4. 4) wegen der nicht homogenen Randbedingungen linear ist, Im
statisch unbestimmten Fall ist eine homogene Lésung fiir die Differential-

gleichung 4. Ordnung (4. 8) vorhanden.
Als homogene Liésung kommt nur die erste nach Bild 5.1 b in Frage,

Es ergibt sich entsprechend (5. 4) fir die innere Arbeit;

M
Eine duflere Arbeit ist infolge der Stiitzensenkung an i vorhanden.
Aa=-Qjkci = ~byp (5.7
Mit A = - A, erhslt man
a i
-Qik ¢j = ~byg = X by

und nach Umordnung wieder (5.5).

Es sollen nun einige Ldsungsmoglichkeiten fiir den in Bild 5. 4 dargestell -

ten Triger angegeben werden.

Die Partikularlésungen 4 bis 7 enthalten die an den Mittelstiitzen erforder-
lichen Spriinge in der Querkraft, deren Grofien aber beliebig sind. Es muf}
hier noch die homogene Lésung bestimmt werden, die im Fall 6 natiirlich

auch Null sein kann,
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Es sind zwel unabhiingige homogene L.ésungen moglich und erforderlich, um
die GroBe der beiden statisch unbestimmten Sprunggréfien zu bestimmen,
Aus diesen beiden lassen sich andere L8sungen zusammensetzen, die dann
natiirlich nicht mehr unabhéngig sind. Welche Ldsungen man als unabhéngig
und welche man als zusammengesetzt bezeichnet, ist natiirlich gleichgiiltig.
Bezeichnet man z, B. die homogenen Ldsungen 1 und 2 als unabhéngig,
so sind 3 und 4 zusammengesetzt. Man kénnte auch 1 und 3 oder 1

und 4 als unabhingige Liésungen ansehen, die ilibrigen sind dann zusammen-
gesetzt. Man wéhlt fiir die praktische Rechnung natiirlich solche unabhéngi-
gen Losungen, die eine méglichst geringe Zahl von 6 -Werten mit mdglichst

iiberwiegender Hauptdiagonalen der Matrix ergeben,

Fiur die dargestellten Partikular- und homogenen Lésungen kann der
Ingenieur statisch bestimmte Systeme angeben. Man sieht aus dem
Beispiel, daf man fiir die Partikularldsung wie auch fiir jede der ho-
mogenen Lésungen ein anderes statisch bestimmtes System wihlen

kann. Hierauf hat auch Braun [3, 4 ]lhingewiesen.

Man kann die dargestellte Art des Vorgehens an den Zwischenstiitzen auch

anders definieren.

a) Homogene Losungen

2 K Ea o 2 Ed # K
0 1 4 2 3 0 4 2 3
% . Q ha - Q
1. — 3.
. M + M
+ - Q + + Q
2 4,
: M s M

Bild 5.4a
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b) Partikulartésungen

g 'EEEXXER]
-3 -3 P .y .3 5
0 1 3 0 1 4 2
- &
1. =
3 M 5 -
- o
2. E; *
+ M 6 \
, >
= . 0
3. -
M
Ay 7
Y
+ Q
I3
Z M

Bild 5.4b
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An die Stelle der Ubergangsbedingungen treten feste Bedingungen in den

Kraftgroflen,

Bei den Partikularldsungen im Bild 5.4 wurden beispielsweise folgende
Bedingungen gew#hlt: Im 1, Fall: M1 = 0; im 2, Fall: IV[2 = 0 und keine
Sprunggréfe in @ an der Stelle 1; in 6 und 7: fiir M1 und M2 jeweils
eine Konstante ungleich Null; oder in 6: M1 = C f g, M4 =0 bzw, in 7:
Q4 = 0. In den Fillen 6 und 7 sind also Bedingungen fiir den Nulldurchgang
der KraftgroBen ih den Feldern gewihlt worden. Man erkennt aber, daB
diese Fille auch durch Bedingungen fiir M1 und 1\/I2 beschrieben werden
kénnen, Ubrigens sind 3 und 7 nur Sonderfille von 6. - Im Fall 5

lauten die Bedingungen QO =0, M2 = 0,

Bei den homogenen Lisungen miissen die Bedingungen an den Unstetig-
keitsstellen der Querkraft lauten: M = ¢ # 0. Die triviale Losung

1\/[i = Mk = 0 ist auszuschlieBen, da sich hierfiir nur die triviale ho-
mogene Ldsung Null ergibt. Bei der dritten homogenen Lésung nach
Bild 5.4 kann man auch die Bedingung stellen Q4 = 0 und bei der
vierten die Bedingung 1\/[4 = 0. Aber hier kann man diese Zustinde

ja nicht nur durch bestimmte feste Werte fiir M, und M2 erhalten,

1
sondern noch allgemeiner durch Bilden einer neuen abhingigen homo-

genen Ldsung aus den beiden unabhingigen Lésungen 1 und 2.
Allgemein kann man also sagen:

Beim KraftgréBenverfahren arbeitet man mit der Differential-
gleichung 2, Ordnung fir die KraftgréBen. Die Randbedingungen
werden so abgeéndert, daBl sie mit dieser Differentialgleichung
erfiillt werden koénnen. An die Stelle der UJbergangsbedingungen
in den Kraftgréfen werden feste Werte fiir die KraftgroBen ge-
setzt, die aber nicht im Widerspruch zu den Ubergangsbe -
dingungen stehen diirfen, Diese brauchen fiir die Partikular-
16sung und die homogenen Liésungen nicht ibereinzustimmen.

Sie miissen bei den homogenen Lésungen aber so beschaffen sein,
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daB keine triviale Lisung entsteht und dafl keine lineare Abhingig-

keit besteht,

Die endgtiltige Losung setzt sich zusammen aus der Partikular-

16sung und den mit jeweils einem Fakior X zu multiplizierenden n

unabhingigen homogenen Lésungen. Die Faktoren X werden aus

einem Gleichungssystem berechnet, das man mit dem Prinzip der

virtuellen Krifte gewinnt. Dabei werden als virtuelle Kraftzustidnde

n unabhingige homogene L.ésungen gewdhlt und die Arbeit berechnet,

die diese an dem wirklichen endgiiltigen Verformungszustand verrich-

ten,

Abschlieflend sollen noch einige Bemerkungen zur Behandlung von Rahmen-

ecken gemacht werden.

In Bild 5.5 a ist ein Knoten mit einer Drehfeder dargestellt, Die Ubergangs-

Bild 5.5

bedingungen, die identsich sind
mit den Gleichgewichtsbe -
dingungen flir den abgeschnittenen
Trégerteil, sind angegeben, Die
Momentenflédche hat an dieser
Stelle eine Unstetigkeit, nim -
lich den Sprung um M3. Es mufB
also hierfir ein Wert bei der
Partikularlosung festgelegt wer-
den, beispielsweise Null, Eben-~
so ist eine homogene Lésung zu
wihlen, die flir M3 einen belie-
bigen Wert haben kann, beigpiels-
weise 3. 1VI1 und M2 miissen nun
die Ubergangsbedingungen erfiil-
len., Es ist also moglich - voraus-
gesetzt, dafl das Tragwerk so ge-
lagert ist, daB die angenommenen

Werte auch realisiert werden


ibbaf
Textfeld


- 40 -

kénnen - , M1 =3 und M2 = 0 oder aber 1\/[1 =2, M2 = - 1 anzusetzen,
In Bild 5.5 b ist ein Rahmenknoten dargestellt. AuBer dem Sprung in der
Momentenflédche ist hier auch noch ein Sprung in der Querkraft- und Nor-
malkraftfliche, und somit eine Koppelung mit der Differentialgle ichung

des lidngsbelasteten Stabes.

Werden die Normalkraftverformungen nicht berticksichtigt und ist die Rah-
menecke horizontal unverschieblich, so kann man den Rahmenknoten auch
nach Bild 5.5 c darstellen. Nun ist eine Berechnung nur mit der Differential-
gleichung des querbelasteten Trégers moglich. Entsprechend den beiden un-
bekannten Spriingen um C und M3 sind zwei unabhéngige homogene

Losungen erforderlich,

5.2 Das Forménderungsgréfenverfahren

Analog zum KraftgréBenverfahren-wird nun das ForminderungsgroBenver-

fahren definiert.

Beim Forménderungsgréfenverfahren arbeitet man mit der Differen-
tialgleichung 4. Ordnung fir die Forménderungsgrofen EJv™(x)=q(x).
Die Randbedingungen werden so abge#ndert, daf sie nur in den Form-
#nderungsgroBen gegeben sind, An die Stelle der Ubergangsbe-
dingungen in den Forminderungsgrofien treten feste Werte fiir die
Forménderungsgrofien, die aber nicht im Widerspruch zu den Uber-
gangsbedingungen stehen diirfen. Sie brauchen fir die Partikular-
16sung und die homogenen Lésungen nicht libereinzustimmen. Sie
miissen bei den homogenen Ldsungen aber so beschaffen sein, daf
keine triviale L.ésung entsteht und daB keine lineare Abhingigkeit

besteht.

Die endgliltige Lésung setzt sich zusammen aus der Partikular-

16sung und den mit jeweils einem Faktor § zu multiplizierenden
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n unabhidngigen homogenen Losungen. Die Faktoren § werden aus
einem Gleichungssystem berechnet, das man mit dem Prinzip der
virtuellen Verformungen gewinnt. Dabei werden als virtuelle Ver-
formungszustinde n unabhéngige homogene Losungen gewihlt
und die Arbeit berechnet, die diese an dem wirklichen endgiilti-

gen Kraltzustand leisten,

Das Rechnen mit dem Formidnderungsgréflenverfahren bedeutet

also immer ein statisch unbestimmtes Rechnen.

Zur Erfillung der Randbedingungen wird das Forminderungsgroflenver -

fahren in der Statik fast nie verwandt,

a) ;fiii*iii““iié! Im Bild 5. 6 sind 3 verschiedene

Fille dargestellt. 5.6 a ist ein

statisch bestimmter Triger,

b ey *"‘* [ EEERTIX] der nach dem Forminderungs -
>

groBenverfahren mit 2 Unbe-

kannten berechnet werden

&) I XEITXEEEREREY!

Bild 5.6 ist. 5.6 b ist einfach statisch

miiflte, was wenig sinnvoll

unbestimmt., Nach dem Forménderungsgréfenverfahren miifite eine Unbe-
kannte berechnet werden. Der dritte Triger, 5.6 c, ist zweifach statisch
unbestimmt. Mit der speziellen Partikularlosung (@(0) =v(0) = ¢(1) = v(1) =0)
wird die homogene Lésung Null. Es ist also nach dem Forméinderungs-
groBenverfahren keine Unbekannte zu berechnen. Das Tragwerk ist geo-

metrisch bestimmt.

In der Statik ist es iiblich - wegen der damit verbundenen Verringerung
der Zahl der Unbekannten - das ForminderungsgroBenverfahren nicht

auf die Randbedingungen, sondern nur auf die Ubergangsbedingungen an-
zuwenden, Bei einem Randfeld nach 5.6 b miissen Partikular- und homo-

gene Loésung die Randbedingung der KraftgroBe M(0)=0 erfiillen, L&t
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man dies als Sonderfall zu, so ist der Tréger nach 5.6 b auch geometrisch

bestimmt,
Die Anwendung soll nun an einem Beispiel gezeigt werden,

Im Bild 5.7 a ist ein Triéger dargestellt, der einfach geometrisch unbe -
stimmt ist. An die Stelle der Ubergangsbedingung 9 = ¢ wird fir
die Partikularlésung ¢ =0 gesetzt (Bild 5.7 b). Die homogene Lésung
wird so gewédhlt, daB an der Mittelstiitze ¢ den Wert ¢ # 0 hat.

In der Statik wird die GréBe von £, dem Faktor, mit dem die homogene
Losung zu multiplizieren ist, aus der Bedingung berechnet, daf die Mo-
mentensumme an der Mittelstiitze Null sein muB. Hier soll diese Gleichung
aber wieder ohne die Anschauung formal mit dem Prinzip der virtuellen

Verformungen gewonnen werden.

Der wirkliche Kraftzustand setzt sich ganz allgemein zusammen aus der
Partikularldsung und den mit einem Faktor zu multiplizierenden verschie~
denen unabhéngigen homogenen Lésungen. Fiir eine Schnittkraft S

beispielsweise:

s=s,,+2j]:gjsHj (5.8)

Zur Vereinfachung sollen in Zukunft die homogenen Zustéinde nur noch mit

demIndex j versehen werden.

Als virtuelle Verformungszustinde sollen nun wieder unabhéngige homogené
Losungen gew#hlt werden. Die Biegelinie nach Bild 5.7 ¢ ist aber hierfir
nur schlecht geeignet, da sowohl die Arbeit der Gleichstreckenlast als

auch die Arbeit der Momente nicht ohne Mithe zu berechnen ist.

Der geiibte Statiker wird erkennen, da8 fir ¢ =1 die Biegelinie im linken
Feld gleich der EinfluBlinie fiir das rechte Einspannmoment des beidseitig
eingespannten Trégers ist, sich die duBere Arbeit also doch einfach be-

stimmen 148t. Sie betrigt im Beispiel -al ¢ . Dasselbe gilt fur die

12
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innere Arbeit, Teilt man nimlich die Momentenfldche nach Bild 5.7 ¢,
die ja dhnlich der W-Fliche ist, in zwei Dreiecke auf und betrachtet

diese nun als virtuellen Kraftzustand - den wirklichen Kraftzustand

p q

a) ITATREET E
Y /

L~———l————-—-—5¢———-l~——~—|

v=0 v=0 v=0
¢[=o P =9 $=0
b) Partikulariésung
RTIRNEE!
vz0 . v=0 v=0
=0 $=c=0 =0
Biegelinie
2] al?
12 |- |1 M - Fléche
Wﬂ%
gl 24
T E—— T Q - Fldche
2
C) Homogene L8sung
vz=0 m V;O
$=0 P=c $w=0
¢
Biegelinie
c
2E)
EJ [T
T ] l
2E3 = - Fléi
_l_c s ERE M- Fléiche
l
6EJ
—=c - -
12 T h Q-Fldche
BEJ,
12

Bild 5.7
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als Verformungszustand - , so wird mit diesem virtuellen Kraftzustand
die Verdrehung am linken bzw. rechten Trédgerende berechnet., Es mufl
sich also nach Voraussetzung fir die Partikularliésung jedesmal Null er-
geben, fiir die homogene Lésung am linken Trégerende Null und am rech-
ten der IL![E—J-c—fache Wert der eingeleiteten Verdrehung c. Diese Uber-
legungen setzen aber schon vertiefte Statikkenntnisse voraus und sind des -

hab nicht als Grundlage eines einfachen allgemeinen Verfahrens geeignet.

Nach dem Prinzip der virtuellen Verformungen ist der zu wiahlende
virtuelle Verformungszustand beliebig, Er muB nicht einmal mit den
Bindungen vertriglich sein, d. h. wir kénnen beliebig viele Spriinge und
Knicke an beliebigen Stellen anordnen. Da an diesen Stellen aber die
inneren Kréifte Arbeit verrichten, ist es zweckméBig, die Knicke und
Springe an den Stellen anzuordnen, an denen die Schnittkrifte nicht be-
sonders berechnet werden miissen, also an den Trigerenden. Damit wir
die Gewdhr unabhingiger Lésungen haben, nehmen wir die Randbe-
dingungen analog denen der homogenen Lésungen, Die virtuellen Ver-

formungszustdnde wihlen wir nun so, dafl die Trager stickweise gerade

. sind. a
a) Bedingungen fiir die homogene In Bild 5.8 sind fiir das
Lésung |
V=8 v=0 v=0 Beispiel von Bild 5,7 verschie-
= =1 $=0 s . Lo
dene Moglichkeiten fiir die Wahl
b) Virtuelle Verformungszustdnde des virtuellen Verformungs-
1 ! zustandes angegeben, die alle
’ L
2 ! ! JF die Randbedingungen fiir die
" homogene Losung erfiillen, wo-
2. 4 T ‘ -7 bei - wie auch schon beim
2 KraftgroBenverfahren-c = 1
. 1 gesetzt wird, Die einzelnen
i ey
3 1 Moéglichkeiten sollen nun durch-
gesprochen und die Zwangskriéfte
4 'é' ! 1 berechnet werden,
L__L u'J R £

Bild 5.8
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Im ersten Fall werden Spriinge dicht neben den 4ufleren Lagern ange -

ordnet,

Virtuelle Arbeit der Partikularldsung:

12
Aap = -aly = -9

poe +32 gl
A'P'+'21 2‘

_a? g2 _g12 __ai2 __
Ap == "7 v 1 Zio

-Ai,_,=(--2--'l?—3c-|+§-l'-§—3c~l--2-l§lc.1+~‘5-‘-Ez:lc~l)g1
4ET . . 4ED

“Ap=(+e+25c)E 0 Age =0
8EJ

AH = - —T"—C'g1 = —211 51

Beim zweiten im Bild 5.8 b dargestellten virtuellen Verformungszustand
bleibt das linke Feld unveréindert und damit auch A.p. Im rechten Feld
wurde gleich neben der Stiitze ein Knick um + 1 angeordnet, Fir die

homogene L.6sung ergibt sich im rechten Feld:

_ L 4ET
A'Hrechts'+ T ¢! &

also dieselbe Grofle wie vor,

Beim dritten Zustand sind gleich links und rechts neben der Mittelstiitze
Gelenke angeordnet, die so dicht beieinander liegen, daf die Verdrehung
des Verbindungsstiickes um 1 keine Durchbiegungen hervorruft. Bei den
Traglastverfahren nennt man ein solches Gebilde einen Knotenmechanismus,

Es ergeben sich die virtuellen Arbeiten
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Agp =0 ‘A1P=+g'£

12
AgH=0 ; - Ay =+5$c-51 +i{§30-§1
g =-Ser,

In Bild 5.8 b ist an letzter Stelle eine unzweckméBige Moglichkeit darge-
stellt, die zwar auch zum richtigen Ergebnis filhrt, fiir die aber wegen des
Knicks und des Sprungs in -g des linken Feldes an dieser Stelle die Schnitt-
kréfte berechnet werden missen, was in Bild 5.7 bereits geschehen ist.

Es ergeben sich:

l 2
Ao =-ag ¢ = - I
12
AP g
2 2
--92  ai a2
Ap = 8 + A = 1
AgH =0 : -Ajp=(+=2 c1+6E23c-—-+l"EJc1)E1
4E] 4EJ
( ‘ C+——— )E,

=_8EJ]_
Ay ===

Bei mehrfach geometrisch unbestimmten Tragwerken lassen sich ent-
sprechend viele unabhéngige homogene Lésungen angeben, aus denen
man wieder vorteilhafte Kombinationen bilden kann. Fiir die praktische
Rechnung wird dies aber nicht ganz so einfach wie beim Kraftgréfen-
verfahren sein, da die Berechnung der zugehdrigen Schnittkrifte etwas

umfangreicher ist.

Ahnlich wie beim Kraftgréfenverfahren lassen sich bestimmte Be-

dingungen aufstellen.
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Die Partikularlésung soll soweit wie nur eben mdoglich dem endgiiltigen
Funktionsverlauf angepafit sein, d. h. sie ist so zu wéihlen, dafl sie mog-
lichst viele Rand- und Ubergangsbedingungen erfillt. Sie darf unter Be-
riicksichtigung der vorhandenen Bindungen (Lager, Gelenke) keine Dis-
kontinuitédten in der Biegelinie erzeugen. Die Partikularldésung bezieht
sich auf die Differentialgleichung 2. Ordnung g—i%:—x+c1x + C2 s

d. h. auf alle Kriimmungen, die durch dulere Einwirkungen entstehen,
also nicht nur Krimmungen infolge der Belastung, sondern auch infolge
ungleicher Erwidrmung, Stiitzensenkung und durch Herstellungsfehler
entstandene Knicke oder Springe im Tréger., Die Konstanten C1 und
C2 werden zur Erfiillung der Randbedingungen bendtigt und sind darin
begriindet, daf die beiden Differentialgleichungen 2, Ordnung (4. 1) und
(4.4) nicht entkoppelt sind, dafl also in jedem Fall eine statisch unbe -~

stimmte Rechnung durchzufiihren ist.

Die homogene Lésung mufl fiir die Differentialgleichung 4. Ordnung
d4 _g
dxé

fillt werden kénnen, Fiir die homogenen Lésungen gilt:

gefunden werden, da sonst keine 4 Randbedingungen er-

1. Die homogenen Lésungen miissen so beschaffen sein, daf
sich mit ihnen die Verformungen an den Ubergangsstellen
berechnen lassen.

2. Sie miissen vertréglich sein,

3. Sie miissen innerhalb der einzelnen Integrationsbereiche

eine konstante Querkraft haben.

AuBlerdem fordern wir noch, weil dies die Rechnung vereinfacht:
4, Die virtuellen Verformungszustinde sollen die Bedingungen
der homogenen Lésungen erfiilllen, Da sie nicht vertrédglich
zu sein brauchen, wihlt man sie zweckméBigerweise so, daf
die Kriimmung bis auf einzelne Unstetigkeiten Null ist. AuBer-
dem ist es vorteilhaft, sie so festzulegen, daB duBlere Arbeiten

nur infolge der Belastung entstehen.
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6.1 Einfach statisch und einfach geometrisch unbestimmtes System

Das in Bild 6.1 a dargestellte Tragwerk ist einfach statisch und einfach

geometrisch unbestimmt,

1,2 Mp/m
a) JHiiii§i{}EI=konst. E
@ ® @
¥=0 Qr=0Qy =0
v=0 M=0 v=0
‘pr=‘pl+A‘P1
Vr = Vl

b) Partikulari6sung

d) Partikulartésung

|

E M |O ’ V=0
g Qr=qy M=0 o Biegelinie
) - +96
S 495 ' SEMpmE et M -Fliiche
' M-Fl.
| +6MpL Q- Fldche
C) Homogene Lésung €) Homogene =3,6Mp
| Losung '
M =0 I v=1 . L
_ M= -1 Biegelinie
Qr=Qy ‘ e~
L B %
2es | f M-Fléche
M-FL. 2EJ g
+ 864  3E3
864
@ @ @ ' i Q- Fldche
] 1 virt.
Verf.-Zustanc
© g
f) +5333X:476,8 g9) %%g,-a,s |
Xp=+14,4M . 3072
1= pm £ 63
96
h)  -24Mpm * e R

Bild 6.1
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Mit den Bedingungen nach 6.1 b erhidlt man die Partikularldosung und mit
denjenigen nach 6.1 ¢ die homogene Lésung nach dem KraftgroBenverfah-
ren. Die entsprechenden Lésungen fiir das ForméanderungsgrofSenverfah-
ren sind im Bild 6.1 d und 6,1 e angegeben, Mit den Gleichungen nach
Bild 6.1 f bzw. 6.1 g ergibt sich der endgiltige in Bild 6.1 h dargestell-

te Zustand.

6.2 Kombinierte Anwendung des KraftgréBen- und des Forménderungs-

groflenverfahrens

Im Bild 6.2 a ist ein Tragwerk dargestellt, das dreifach statisch und vier-

fach geometrisch unbestimmt ist,

Bei einer Liosung nach dem KraftgroBenverfahren kdnnte man beispiels~
weise in den Punkten 3, 4 und 5 Gelenke anbringen, nach dem Formén-
derungsgroflenverfahren kdonnte man in den Punkten 1, 3 und 4 eine Ein-

spannung und im Punkt 2 ein L.ager anbringen.

Im vorliegenden Fall soll eine Lésung gewdhlt werden, beil der das Kraft-
groflen- und das Formiénderungsgrofenverfahren gleichzeitig angewandt
werden., Dadurch, daB im Punkt 3 ein Gelenk angebracht wird, ist der
linke Teil siatisch bestimmt, Durch eine Einspannung im Punkt 4 wird
der rechte Teil geometrisch bestimmt. Damit gelingt es also, die Zahl

der Uberzihligen auf 2 herabzusetzen,

In Bild 6.2 b ist die Partikulariésung und in Bild 6,2 ¢ sind die homoge-

nen Lésungen angegeben.

Zur Ermittlung der beiden Arbeitsgleichungen sind nun ein virtueller
Kraftzustand und ein virtueller Verformungszustand zu wihlen, die un-
abhingig voneinander sein miissen. Sie sind im Bid 6.2 d dargestellt.

Die Wahl des virtuellen Verformungszustandes ist im Abschnitt 5.2
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12Mp/m

{TTFiTII}  Ed=konst /
A g% P

®© ® ® ® @

fe—BM—ats—- BN —le- B M —wbs 8N —ele— 8N —ml

b) Partikularidsung | '
M=0 $=0
+9,6/Mpm
3
o0l
[)
| . M-FL.
c) Hemogene Ldsung 1
M=-1 ©=0
/—
A L M-F
Homogene Lésung 2 2
M=0 ¢=1
LF\
_3E] Biegelinie
8 _.28]
L 4EJ 8
d) virtueller Kraftzustand 1 8 M-FL.
-1
+1
Virtueller Verformungszustand 2
|
ﬂx.
11
e) Endgiittiger Zustand
+9,6 /
-20,98 1742 557 -25Mpm
f) Partikulariésung M-FL.
9,6
-28,4 -10 +5Mpm M-FL

Bild 6.2



ausflhrlich behandelt worden. Beim virtuellen Kraftzustand mufl verein-
barungsgemif die Bedingung M3 = - 1 erfillt sein, AuBerdem muf} die-
ser Zustand im Gleichgewicht sein, Will man hierbei vermeiden, daf

mit dem wirklichen Verformungszustand duflere Arbeiten entstehen, so
mufl M4 Null sein. Es ergibt sich der dargestellte virtuelle Kraftzu-
stand, - Beli den statischen Methoden erlaubt der Reduktionssatz den ge-

wiihlten virtuellen Kraftzustand.
Es ergeben sich die folgenden Arbeiten.

Arbeit des virtuellen Kraftzustandes:

cAnp = el 8 8 -8 672
A'1P-E3( 31384+ 1-96) 3?‘5-
o= 89 -81Llyx, .10

-Aj1y "EJ(I‘SH 6! 2)X1_+EJX1
oz d 843ETg 1

_A|12"Ej 51 8 g1'+zg1

Arbeit des virtuellen Verformungszustandes:

Azp =0

1
_Ai21 =-1?1X1=-—-X1
EJ
-Aj20 = (+13EJ 14EJ)E1_+ = 51
A.r‘beitsglelchungen- ‘
.10 le .8 672
‘Ev kTR T ES
] TEJ ¢ _
iR i el
Lésung:‘

X1 =+17,42
=+10

&= 5

Die sich daraus ergebende Momentenfldche ist in Bild 6, 2 e dargestellt.
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Mit einer Partikularldésung M3 = - 10 Mpm {Bild 6. 2 f) hitte man er-

halten:

AnP=-%gEg§7~ ; Ai2p = -5
und daraus

Xy =+7,45 und g =+1%

und somit dieselbe Momentenfliche wie vorher,

6.3 Durchlauftréiger nach dem KraftgroBenverfahren. Anderung der Be-

lastung und der Systemwerte des Tragwerks,

Das in Bild 6.3 a dargestellte finffach statisch unbestimmte Tragwerk
soll nach dem Kraftgréfenverfahren berechnet werden. Es sollen die in
der Statik tiblichen Partikular- und homogenen Lésungen gewihlt werden
(Bild 6.3 b). Mit der in Bild 6.4 als Matrix dargestellten inhomogenen
Form des linearen Gleichungssystems erh#lt man als Liésung die Momen-

tenfldche nach Bild 6, 3 c.

Hétte man die Partikular- und homogenen Lésungen nach Bild 6.5 ge-
wahlt, so hétte man mit den homogenen L.6sungen als virtuellen Kraft-
zustidnden ein Gleichungssystem nach Bild 6.6 erhalten. In diesem System
sind nur noch 2 Kopplungen vorhanden., Es hat fiir die dritte Gleichung
und das System der vierten und fiinften Gleichung die trivialen Lésungen
B3 = B4 =B

5 0. Aus den beiden ersten Gleichungen erhilt man die

erwarteten Ergebnisse B1 = B2 =1,
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12 Mp/m
a ) E 7= konst.

£ 5, 5, Y E:Y
© ® @ ©) @ ®
F—Bm-»l-—am—#em f—l*am »l«Bm »1

1
b) Partikularisung
+ 19,6 /Mpm
|
Homogene Losungen Aq bis Ag
A1 +11
1
A3
L —
A,
7]
A5 +1
Ay=-403 A3=-408 Ag =-0,58 Mpm
c)
A1=*1,01 +96 A4=+117 Mpm

Bild 6.3
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5,333 | 1,333
1,333 5,333 | 1,333 -25,6
1,333 | 5,333 | 1,333 \ -25,6
1,333 | 5,333 | 1,333
1,333 | 2,667
Bild 6.4

© ® @ ® ® ®

I !
Partikulariésung

+9,6 Mpm

Homogene Ldsungen By bis Bg

]
+1/01 -4,03
AT IS T
By =
B
4 4
Bs +1

Bild 6.5
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81,20

21,92

+103,17

21,92

82,44

+104,45

5,333

5,333

1,333

1,333

2,667

| et

Bild 6.6

Mit den virtuellen Zustdnden nach Bild 6. 7 erhilt man die un-

symmetrische Matrix nach Bild 6. 8.

Bild 6.7

| | |
Virtuelle Kraftzustinde 1 bis 5
1 +
2 o
3 T
4 o
5 P
-20,143 | -5,44 | +1,333 -25.6
- 5,373| -20,2 41,333 - 25,6
+5,333
+5,333 | 41,333
+1,333 | +2,667

Bild 6.8
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Aus den drei letzten Gleichungen ergibt sich B3 = B4 = B5 = 0. Bertick-
sichtigt man dieses Ergebnis in den beiden ersten Gleichungen, so er-
kennt man, dafl die Werte 613 und 524 keine Bedeutung haben und daher
auch Null gesetzt werden konnen, Die Symmetrie stellt man dadurch her,
daB man die erste Gleichung mit - 4, 03, die zweite mit - 4, 08 multipliziert,

So erhdlt man dieselben Elemente wie in Bild 6. 6.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf das Rechnen mit statisch un-

bestimmtem Grundsystem ein Sonderfall des beschriebenen Vorgehens ist.

Andert sich die Belastung entsprechend Bild 6, 9, so wiirde man in den in

den Bildern 6.4 und 6.6 dargestellten Matrizen neue Lastglieder erhalten.

‘P EJ = konst,

A2 3 ey ey 2
©) ® @ ® ® ®

la—8m -*I-—Bm -+1--8m le— 8m el 8m -]

Bild 6.9

Die Lésung des Gleichungssystems wiirde aber bei den homogenen Lésungen
nach Bild 6.3 umfangreicher sein, als bei den homogenen Lésungen nach

Bild 6.5. Es wiirde sich also sicher lohnen, auf dieses System iiberzugehen,

Andern sich aber die Systemwerte des Tragwerks im Feld 2-3, also die

Stlitzweite oder, wie in Bild 6. 10 dargestellt, das Trégheitsmoment, so

1.2 Mp/m
EJ EJ

-y 2E3
,% 2 Y 2

b

¢

@® @ ® ® ®
let—8 M —sia- BN —fa— B M ke 8M  wh=-8m .

Bild 6.10

dndern sich im Bild 6.4 die Werte 622 s 523 und 533 und damit ist eine

neue Losung des Gleichungssystems erforderlich, Eine nachtrigliche
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Korrektur, wie man sie entsprechend [ 7, Seite 350] vornehmen kénnte,
bringt gegenliber einer Neuberechnung zwar Vorteile, ist aber im vor-
liegenden Fall immer noch recht umfangreich. In der Matrix nach

Bild 6., 6 #ndert sich dagegen nur das aus den beiden ersten Gleichungen
bestehende Gleichungssystem, das heiBit, es sind nur zwei Gleichungen
mit zwel Unbekannten zu 16sen, Das neue Gleichungssystem und die

Lésung sind im Bild 6. 11 dargestellt.

59,7 10,98 51,5
10,98 | 60,27 52,2

©) ® @ ® @ ®

+0,735 -2,93 /-3,00 +0,86 -0,43Mpm

Bild 6.1

Bei einer Anderung des Tragwerks entsprechend Bild 6. 12 a kann man
unter der Voraussetzung, daB die in Bild 6, 3 ¢ dargestellte Momenten-
fldche bekannt ist, die Partikular- und homogenen Lésungen nach

Bild 6,12 b wihlen und so wieder fnit nur zwei Unbekannten (Bild 6, 13)
die Liésung nach Bild 6. 12 ¢ gewinnen, Zur Aufstellung der Arbeits-
gleichungen wihlt man wieder virtuelle Kraftzustidnde analog den im
Bild 6.3 b dargestellten, Im vorliegenden Fall wurde darauf verzichtet,
durch Multiplikation der ersten Zeile mit - 4, 03 und der zweiten mit

+ 1,17 die Symmetrie des Gleichungssystems herzustellen, da diese
bei der Lésung von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten noch keine

Arbeitsersparnis bringt,
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12Mp/m
EJ = konst,
a) & yay Fay

© ® @ ® ® ®
le—8m—ste-8m —ste-8m —wlew-8m —wle-8m —

| |
b) Partikularissung
+9,6
+19,2Mpm
Homogene Losungen By bis B,
\
B
! +1,01 -4,03
B =
+117 - 0,58
B
3 0
B
4 +1
+31 -12,35 ~7,72 +3,846Mpm
Bild 6.12
-30,89 | +3,12 | 41,333 -115,2
-10,75 | +8,59 +1,333 f- 89,6
+5,333
+2667

Bild 6.13
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Das im Abschnitt 6. 2 behandelte Tragwerk (Bild 6.2 a) kann man nun,
da die Lssung 6.3 ¢ des Tragwerks 6.3 a bekannt ist, mit nur einer Un-
bekannten berechnen. Mit den in Bild 6. 14 dargestellten Zustinden er-

h&lt man das Gleichungssystem

8
15,735X=+'3' 67,4

Die Lésung X =+ 4,28 ergibt die im Bild 6.2 e dargestellte Momenten-
flache.

© @ ® ® ®

Partikulariosung | ‘

+9,6 Mpm

-38,4 Mpm
Homogene Lésungen

1 /

+ 4,08 -408 +117 -0,58

+1

Virtueller Kraftzustand 1

+1 -1

Bild 6.14
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7. Anwendung auf die Differentialgleichung des lingsbelasteten Stabes

Mit den Bezeichnungen nach Bild 7. 1 lauten die Differentialgleichungen:

dN(x) |
P n(x) (7.1)
L n(x)| N+dN (x)
\ et du(x) _
rrl e(x) (7.2)
<—dx—-
bt ¢ Bei Hookeschem Werkstoffverhalten
- N
r PR\ I
I T € EF (7.3)
-—-1--«.———-
L ergibt sich fiir konstantes EF
— el + e EFU = -n(x) (7.4)
cefybea] o
Bild 7.1

Es handelt sich hier um eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Kraft ~
grofle (7. 1) und eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die Verfor-
mungsgrofe (7. 4), Sind die Differentialgleichungen (7, 1) und (7.2) in den
Randbedingungen entkoppelt, d. h. kann man die Kraftgrofie ohne Kennt-

nis der Verformungsgréfe berechnen, so ist das Tragwerk statisch be-

stimmt.

Da die Randbedingung N = u = 0 physikalisch nicht méglich ist, liegt fiir

(7.4) immer ein Randwertproblem vor.

Als homogene Lésung kommt immer nur eine stiickweise konstante Nor -

malkraft in Frage.

Die Anwendung soll nun an einigen Beispielen erliutert werden,
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In Bild 7.2 a ist ein statisch bestimmter Tréger dargestellt. Der Triger
nach Bild 7.2 b ist einfach statisch unbestimmt, gleichzeitig jedoch

geometrisch bestimmt, also ein Grundlastfall des Forménderungs -

groBenverfahrens,
A ]
2770 d
N=0 u=0 u=0 u=0
Bitd 7.2

Der im Bild 7, 3 dargestellte Tréger ist zweifach statisch und einfach

geometrisch unbestimmt.

3 H EF
, ———1 A
EFeN 2 [rn]/(I ¢

1
t::—u *DL— 4m “f]
= N1l+C u=0
W =up=eNC
Bild 7.3
Er soll sowohl nach dem Kraftgréfenverfahren als auch nach dem Form -

&nderungsgrofienverfahren berechnet werden,

Fir das Kraftgréfenverfahren wurden die in Bild 7.4 a angegebenen Be-~
dingungen gewdhlt. Mit ihnen 148t sich nach (7. 1) die Normalkraftfliche
berechnen, wobei vereinbarungsgemiB bekannte Sprung gré8en - hier die
Horizontalkraft H - beriicksichtigt werden. - In Bild 7.4 b und ¢ sind
zwel Méglichkeiten dargestellt, wie die beiden unabhéngigen homogenen

Lésungen gewdhlt werden kénnen,

Fiir beide Moglichkeiten wird das Beispiel durchgerechnet,
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%__ﬁ_=
©)
Cl) Partikulariésung
Bedingungen:
u=0
Ng ~Fldche

+H

b) Homogene Lésung

1. Bedingungen:
u=0
Ny ~Fléiche

+3

2.Bedingungen:
u=0

N, - Fléche

+3

C) Homogene Lésung

1.Bedingungen:
u=0

N, -Fldche

+3

|
2.Bedingungen:

u=0
Nj-Fldche

+2

L +1

Bild 7.4



- 63 -

Mit den homogenen 'Liésungen nach Bild 7.4 b erhilt man mit der 1. ho-

mogenen Losung als virtueller Belastung

-Ap = No =33 . gtL
Aip <[ gp Mds =33 g - ot

Xy N Xo N

3 3. 1
(10:3:3 X+ 633 X,) &

90 54
*EFMtER X

Mit der 2. homogenen Liésung als virtueller Belastung ergibt sich ent~

sprechend

9H
EF

-Aip =+
-AiH=(633X1+633X2+233XZ)E.J
-AiH="'§'i 72

EF X1 * EF X2

Aus den Arbeitsgleichungen

90 , .84, __9H

EF MY ET %2 - FF

54, 72, __S9H

EF %2 *EF %2 F
berechnet man

R  H =.2H

hie-mr 0 Xeem5y
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und damit folgende Krifte

N(O) = +H--§3§H-.§;2_H =13 4

22. 22
N(IL) = -732-H-~37'-2-H = -2 H
N(L) = -%H =-§37H
c = +-§2-22—H =+-—2§§-H

Mit den homogenen Ldsungen nach Bild 7.4 c erhilt man mit der 1. homo-

genen Lsung als virtueller Belastung

-Ajp = 0

A= (433 +233) .43y 23k
iH EF EF
4=+ 24 6

AH =+ EEX R X

Mit der 2. homogenen Lsung als virtueller Belastung ergibt sich

“Aip=3.H-2 1. . BH
Ajp = 3H ZEF * FF

. . Xy 12_
A =(413 -2:1-3) EF +(6:22 + 411 +21:1) EF

A = +E6T=-X1 ¢——X2

Aus den Arbeitsgleichungen

S4y . 6 x, .
EFX1 tEFX2 =0
6y , 30 6 H

EFMtEFX2 - gF

berechnet man

= . H =-9H
X257 XT3

—
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und erhdlt wie vor

13
N(0) = 53

N('Il)'-ﬁ C

H N(l)

N oo
wm N!

Fir das ForménderungsgréBenverfahren wurden die in Bild 7.5 gezeigten

Zustdnde gewihilt.

] H EF /
_ﬁ‘
3 EFey=2[m] 1~ C |
© ® ®
3m =l
F*~—--——6m e 4m ——!
Cl) Partikularlésung’ }
Bedingungen
u=0 l u
NO - Flache

=0 u=0
|

C=0

4

+H
2

)
[V o

Verformung

o I
EF 21

b) Homogene Lésung

Bedingunlgen
u=0 1 u
|

Verformung

+2=AS

Bild 7.5

C) Virtueller Verformungszustand

2 - ;
1 b
| ol 2 {

2

o] 2 b
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Bei der homogenen Lésung ergeben sich aus AS =_EN_F s mit As =2
die Normalkrifte N= A—ss—EE und aus AS = €y C die Lagerreaktion
c=2% .

EN

Auch hier werden wieder nicht die homogenen Lsungen als virtuelle Ver-
formungszustinde genommen, sondern solche Zustdnde, die die Be-
dingungen erfiillen, ohne daB dabei elastische Dehnungen entstehen. Drei
verschiedene Moglichkeiten sind in Bild 7.5 ¢ dargestellt. Mit diesen sollen

nun die Arbeiten ermittelt werden,

Man erhilt fiir die verschiedenen virtuellen Verformungszustidnde nach

Bild 7.5 ¢ 1. 2 3'
Agp = +2H
- A H H H
Ap = +22 -25 _22
AzAg+Aj = | +H “H +H
AgH = - 2EF - 2EF -2EF
A = 1 1 1 1
AiH +2LEF +25EF | «2dEF «23EF | +2LEF2)eF
li
AzAg+hi= | -l gr -4 eF -l eF

Die Arbeitsgleichung lautet in allen drei Fillen

Erdle = -
EF 3 51 = -H
Mit der Losung
3 H
S IETYT

erhilt man dieselben Schnittkrifte wie beim Kraftgrofenverfahren.

Abschliefiend sollen auch hier noch einige Bemerkungen zu Rahmenecken
gemacht we.den, Dabel sollen Rahmenecken betrachtet werden, bei denen
keine Koppelung mit der Differentialgleichung des querbelasteten Tréigers
besteht, Rahmenecken, bei denen die beiden Differentialgleichungen ge-

koppelt sind, koénnen leicht aus den Grundfidllen zusammengesetzt werden,



Die Entkoppelung bedingt, dafl in den an den Rahmenecken angreifenden Sté-

ben nur Normalkrifte herrschen. Dies 148t sich durch die Anordnung von

Gelenken in den Rahmenecken realisieren.

1——>x
y u=0(

Bild 7.6

uz0

Ubergangsbedingungen (aligemein):
Nix* Npy*t Ngy+ i = 0
N1y + N2y+ N3y+ Py =0

Bild 7.7

In Bild 7, 6 ist eine solche Ecke
dargestellt, Die Partikularlésung
fir die einzelnen Stdbe ist Null.
Vereinbarungsgeméf sollen aber
die bekannten oder ohne Kenntnis
der Verformungen berechenbaren
Sprung gréfen auch in der Parti-
kularlosung berticksichtigt wer-
den, So betrachtet ist der in

Bild 7. 6 dargestellte Tréiger sta-
tisch bestimmt, da sich mit den
2 Ubergangsbedingungen die bei-
den unbekannten Stabkrifte be-

re chnen lassen,

In Bild 7.7 ist ein einfach statisch
unbestimmtes System dargestellt.
Zur Berechnung der 3 Stabkrifte
stehen nur 2 Ubergangsbedingungen
in den Kraftgréfien zur Verfiigung.
Man kénnte nun als Partikular-
losung das in Bild 7,6 dargestell~
te Tragwerk wiahlen, als Parti-
kularlosung in dem Sinne, daB

die Wirkung der dufleren Be-
lastung berticksichtigt ist. Als
homogene Liosung kommt ein Zu-

stand in Frage mit stabweise

konstanter Normalkraft, der die Ubergangsbedingungen erfiillt. Man wihlt

also einen Wert fiilr N, und berechnet mit den Ubergangsbedingungen N1

3
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und Nz. Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Kréfte mit der homogenen
Liosung als virtuellem Kraftzustand berechnet man den Faktor X, mit

dem die frei gewidhlte homogene L&sung zu multiplizieren ist. Das Vor-
gehen unterscheidet sich also grundsétzlich nicht von dem beim querbe -

lasteten Biegetriger.

Verbindet man nun mehrere Tragwerke nach Bild 7.6 und 7.7 miteinan-
der, so entsteht ein Fachwerk, fir das man in derselben Weise Parti-
kularlésungen und homogene Liésungen finden kann., Es ist also auch bei
einem Fachwerk méglich, fiir die einzelnen Einheitslastzustinde verschie-

dene statisch bestimmte Zustidnde zu wihlen.
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8. Zusammenfassung

Den Statiker interessiert im allgemeinen nicht die analytische Darstellung
der Funktionen der Schnittkréifte und Verformungen. Man begniigt sich d&-
mit, die Werte bereitzustellen, die erforderlich sind, um die einzelnen
Funktionen méglichst unabhéngig voneinander im Bedarfsfall aufzeichnen
zu kénnen. Es genligt dabei meist, die Funktionen der Schnittkrifte zu
kennen, da man aus diesen z., B. mit dem Prinzip der virtuellen Krifte

die gewiinschten Verformungen berechnen kann,

Die mathematische Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen und der
Vertréglichkeitsbedingungen nach der baustatischen Theorie 1. Ordnung

fihrt bei dem Hookeschen Kraft-Verformungsgesetz zu linearen Differen-
tialgleichungen zweiter oder vierter Ordnung bzw. zu einem System von

Differentialgleichungen erster oder vierter Ordnung. Bei der Lésung die-
ser Differentialgleichungen fiir die verschiedenen Stetigkeitsbereiche muf
man im allgemeinen eine gréBere Anzahl von Konstanten bestimmen, Aus

diesem Grunde wird dieser Weg vom Statiker nur selten beschritten,

Avufgrund ingenieurméiBiger Uberlegungen sind einfachere Verfahren ent-
wickelt worden. Zur Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke handelt
es sich hier vor allem um das Kraftgréfen- und das Forménderungsgroéfen-
verfahren, Untersucht man den mathematischen Gehalt dieser Verfahren,

so kommt man zu folgendem Ergebnis,

Beim KraftgroBenverfahren arbeitet man mit den Differentialgleichungen
d2M __q
.. dx2 )
Die Randbedingungen und Ubergangsbedingungen werden seo abge#ndert,

fir die Kraftgréfen, beim querbelasteten Biegebalken also mit

daBl an diesen Stellen so viele feste Werte in den Kraftgréfen gefordert

werden, wie man zur Bestimmung der Konstanten in der Lésungsfunktion
der Differentialgleichung in den einzelnen Integrationsbereichen benétigt.
Beim querbelasteten Biegebalken miissen es also fiir jeden Integrations -

bereich zwei Werte sein.
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Beim Forminderungsgroéfienverfahren arbeitet man mit den Differential-
gleichungen fiir die Forménderungsgréfien, beim querbelasteten Biege-
balken also mit %—?‘% = —Eg-j— . Die Randbedingungen und Ubergangsbe-
dingungen werden so abgeéindert, daf an diesen Stellen so viele feste Wer-
te in den ForménderungsgriBen gefordert werden, wie man zur Bestimmung
der Konstanten in der Lésungsfunktion der Differentialgleichung in den ein-
zelnen Integrationsbereichen benétigt. Beim querbelasteten Biegebalken
miissen es also flir jeden Integrationsbereich vier Werte sein. In der Sta-
tik wird allerdingé immer auf die Anderung der Randbedingungen ver-

zichtet,

Bei beiden Verfahren sind die O-(Last-) Zustinde Partikularlésungen. Diese
Partikularlésungen sind so zu wihlen, dafl sie diejenigen Ubergangsbe-
dingungen erfiillen, die sich aus der Anderung der Lastfunktion iiber die
Trégerlédnge ergeben. Die !-(Einheits-) Zustinde sind homogene L&-
sungen. Sie werden durch eine Anderung der an die Stelle der Rand- und
Ubergangsbedingungen getretenen festen Bedingungen gewonnen. Sie sind

so zu wihlen, daf keine lineare Abhéngigkeit besteht.

Bei der anschaulichen Herleitung der beiden Verfahren in der Statik wer-
den durch den Einbau zusitzlicher Mechanismen die Rand- und Ubergangs -
bedingungen gedndert. Fiir die Partikularldsung sind es Null-Bedingungen.
Bei den homogenen Lésungen wird i.a. jeweils an einer dieser Stellen die
Null in eine Eins abgedndert. Diese Einschrinkungen sind mathematisch
nicht erforderlich, Es kénnen also sowohl bei der Partikularlésung als
auch bei den homogenen Lésungen jeweils beliebige Werte gew&hlt wer-
den. Es muB nur darauf geachtet werden, daf die homogenen Ljsungen
voneinander unabhingig sind. Die Wahl beliebiger Bedingungen kann be -
deuten, daf jedem Zustand ein anderes statisch oder geometrisch be-
stimmtes oder unbestimmtes System zugrunde liegt. Fiir das Kraftgréfen-

verfahren hat dies schon Braun[4 ]festgestellt.

Die Gleichungen zur Berechnung der Konstanten, mit denen die homogenen
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Lésungen zu multiplizieren sind, lassen sich dann nicht mehr als Form-
dnderungs- oder Gleichgewichtsbedingungen anschreiben, Sie werden mit
dem Prinzip der virtuellen Arbeiten gewonnen. Damit die Gleichungen linear
unabhéingig voneinander sind, miissen die virtuellen Zustinde ebenfalls
linear unabhingig sein. Es ist daher angebracht, die linear unabhingigen
homogenen Ldsungen als virtuelle Zustidnde zu nehmen, was aber nicht
immer zweckmé&Big ist, Mit anderen virtuellen Zust&nden ist evtl, weniger
Rechenarbeit verbunden. Die Anwendung des Reduktionssatzes bei der Be-

rechnung der bik -Werte ist ein Sonderfall des beschriebenen Vorgehens.

Durch die mathematische Formulierung sind das Kraftgré8en- und das
Forménderungsgroflenverfahren nicht mehr an die Anschauung gebunden
und haben so eine griéfiere Allgemeinheit erlangt. Die in der Statik tibliche
Darstellung dieser Verfahren, das Rechnen mit Gruppenlasten, mit dem
elastischen Schwerpunkt oder mit einem statisch unbestimmten Haupt-

system sind Sonderfialle der allgemeinen Verfahren,

In der vorliegenden Arbeit wurde bei der mathematischen Darstellung des
Kraftgrofen- und des ForminderungsgréBenverfahrens bewult auf die An-~
schauung verzichtet. Natiirlich empfiehlt sich das fiir die Ingenieurpraxis
nicht. Man wird beim KraftgréBenverfahren auch weiterhin ein statisch
bestimmtes System wihlen, an dem die Einheitszustinde (die homogenen
Losungen) bestimmt werden., Dann priift man, ob durch eine geschickte
Kombination dieser Zusténde das Gleichungssystem vereinfacht werden
kann, wobei man sich keine Gedanken dariiber zu machen braucht, wie das
zugehdrige statisch bestimmte oder unbestimmte System aussieht., - Bei
einem einfach statisch unbestimmten System ist nur ein einziger homogener
Zustand moglich, ganz gleich, wie man das Tragwerk statisch bestimmt

macht,

Fiir jeden einzelnen Lastfall wihlt man dann das statisch bestimmte

System so, daB sich ein méglichst einfacher Zustand (Partikularldsung)
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ergibt,

Man kann das Gleichungssystem auch dadurch vereinfachen, daB man schon
vorher gefundene Li6sungen verwendet, wie es in Beispiel 6. 3 dargestellt

ist.

Werden bei der Aufstellung des Gleichungssystems zur Berechnung der

Konstanten, mit denen die Einheitszustinde zu multiplizieren sind, nicht
die homogenen Zustdnde verwandt, die der Berechnung zugrunde liegen,
so kann es sein, daB das Gleichungssystem unsymmetrisch wird. Durch

Zeilenmultiplikation kann die Symmetrie hergestellt werden,

Ahnlich verfshrt man beim ForminderungsgroBenverfahren und bei einer

kombinierten Anwendung beider Verfahren.
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