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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Technik der reduzierten Basis dargestellt.
Diese Technik ist eine Kombination des traditionellen Rayleigh-Ritz-Verfah-
rens mit der Methode der finiten Elemente und ist effektiv zur Losung des
nichtlincaren Gleichungssystems.

Die Grundkenntnisse der Technik der reduzierten Basis werden vorgestellt.
Der Unterschied der Eigenschaften zwischen dem Unterraum und ganzen
Raum wird ausfithrlich diskutiert. Zwei Konzepte der Basistechnik werden
mit Beispielen dargestellt.

Die Technik der reduzierten Basis wird mit dem direkten Newton - Raphson
- Verfahren und der Stdrungstechnik verglichen. AuBerdem wird der Einfluf
verschiedener Basisvektoren untersucht.

Summary

A reduced basis technique is presented. It is based on the combined use of
classical Rayleigh-Ritz approximation with the finite element method and is
effectiv to solve the nonlinear finite element problems.

Attention has been given to the background of the reduced basis technique.
The different properties of the reduced subspace and the whole space are
discussed. Two concepts of the reduced basis technique are discribed with
examples.

The comparisons among the reduced basis technique, the direct Newton-
Raphson method and the perturbation method are carried out. The effecti-
veness of different basis vectors is also tested.
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1.0 Einleitung und Zielsetzung

Seit langem ist das Rayleigh - Ritz - Verfahren ein grundlegendes Losungs-
konzept in der Strukturanalyse. Die Losung wird als Linearkombination
der Ansatz- oder Formfunktionen angesetzt. Folgt man dem Prinzip von
Dirichlet, wird das Minimum der potentiellen Energie gesucht. Die ersten
partiellen Ableitungen nach den Koeffizienten der Formfunktionen miissen
verschwinden. Dies liefert die Bedingungen fiir die zu bestimmenden Koeffi-
zicnten.

Die Entwicklung der elektronischen Rechenanlagen hat es ermdglicht, das
Tragverhalten mit der Methode der finiten Elemente zu untersuchen. Ihr
liegt die Idee des Rayleigh-Ritz-Verfahrens zugrunde. Allerdings werden die
Formfunktionen, die fiir das ganze System bei urspriinglichen Rayleigh-
Ritz-Verfahren gewidhlt werden, durch Ansitze in Teilbereichen ersetzt. Eine
wichtige Aufgabe bei der Methode der finiten Elemente ist die Entwicklung
von Algorithmen zur Aufldsung linearer Gleichungen mit vielen Unbekann-
ten. Die groBe Anzahl von Losungsverfahren kann in zwei Gruppen eingeteilt
werden, in die exakten Methoden und die Iterationsmethoden.

In den letzten Jahren hat sich die Anwendung der Methode der finiten Ele-
mente immer mehr in den nichtlinearen Bereich verlagert. Dabei wird nor-
malerweise die inkrementell-iterative Losungstechnik angewendet. Zu dieser
Gruppe zéhlen u.a. das Standard - Newton - Raphson-, das modifizierte
Newton - Raphson-, das Runge - Kutta-, das Quasi - Newton-, das konju-
gierte Newton-, das Sekanten - Newton - Verfahren. Jedes Verfahren hat
seine Vorteile fiir einen bestimmten Problemtyp. In allen Verfahren spielt die
Steifigkeitsmatrix eine zentrale Rolle. Sie mufBl wiederholt aufgestelit und das
entstehende Gleichungssystem neu geldst werden, was sehr aufwendig ist.

Heute ist die Berechnung von groBen Systemen mit mehreren tausend Frei-
heitsgraden keine Seltenheit. Effiziente schnelle Gleichungsldser sind deshalb
von groBer Bedeutung.

Im Rahmen der linearen Elastizititstheorie ist es jedoch moglich, be-~
liebig komplizierte Belastungsfille als eine Uberlagerung einfacher Fille
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aufzufassen und zu berechnen. Diese Uberlagerungsmoglichkeit gilt sowohl
fiir die Spannungsverteilungen - wegen der linearen Beziehungen zwischen
Kriften und Spannungen - als auch fiir die Verformungen - wegen der Li-
nearitdt des Hookeschen Gesetzes. Bei der iterativen Auflosung linearer
Gleichungssysteme koénnen die Linearkombinationen von Vektoren verwen-
det werden. Das Verfahren der konjugierten Gradienten und das Verfahren
des stirksten Abstiegs sind Beispicle hierfiir,

Die Ldsung des nichtlinearen Gleichungssystems kann ebenfalls mittels cini-
ger Vektoren dargestellt und als die Uberlagerung dieser Vektoren betrachtet
" werden. Ein représentatives und iiberschaubares Beispiel ist der ebene
Eulersche Druckstab (Bild 1.1). Die Bestimmung des Verformungszustandes
U(x) kann mit der Methode der finiten Elemente behandelt werden. Der Stab
wird in Elemente eingeteilt. Gesucht ist die GréBe der Knotenvariablen. Nach
der Aufstellung der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors besteht die Auf-
gabe, das anfallende Gleichungssystem mehrerer Unbekannten zu 16sen. Die
Verformung kann auch als Linearkombination einiger bekannter Verfor-
mungszustinde U(x); angesetzt werden: U(x) = > o;U{x); , worin die
Koeffizienten u; geeignet zu bestimmen sind. Bei diesem Beispiel konnen die
Sinuskurven die Randbedingung erfiillen und als die zu addierenden be-

kannten Verformungszustinde gewihlt werden:

Diese Uberlagerung wird durch folgendes Bild verdeutlicht:



X
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Bild 1.1  Beispiel der reduzierten Technik

Andere Gruppen der Verformungsfiguren kdnnen auch verwendet werden.

Bei dem Newton-Raphson-Verfahren ist die nichtlineare Losung die Sum-
mation des linearen Losungsvektors und der Korrekturvektoren; in der
Storungstechnik verwendet man zur Losung des nichtlinearen Systems die
Taylorschen Entwicklungsvektoren, die Ableitungsvektoren nach dem Last-
faktor bzw. nach einer der Verschiebungen /22/, /53/, /54/. Die Beulform-
Uberlagerung kann auch zur Systemanalyse verwendet werden /32/. Beim
Verfahre1 der orthogonalisierten Lastverformungszustinde wird die Ge-
samtverformung als eine Summe von Téilverformungen berechnet /48/. Die
Methode der Linearkombination der Vektoren fihrt zur Kopplung des her-
kommlichen Ritz-Verfahrens mit der Methode der finiten Elemente und stellt
die Grundlage der Technik der reduzierten Basis dar.

Der Grundgedanke der reduzierten Technik besteht darin, die hohe Anzahl
der Freiheitsgrade zu verringern. Sie wird durch eine beschrinkte Anzahl von
Ritz-Vektoren, der Reduktionsbasis, ersetzt. Die Transformationsmatrix be-
steht aus diesen Ritz-Vektoren. Die Verschiebungen werden als Punkt im
n-dimensionalen Verschiebungsraum betrachtet. Durch Reduktionstransfor-
mation wird ein Unterraum mit wesentlich weniger Freiheitsgraden erreicht.
Die Losung des Gleichungssystems wird im Unterraum vorgenommen. Die
Losungen im Unterraum sind dann nicht mehr die Verschiebungen, sondern
die Koeffizienten der Ritz-Vektoren. Die Verschiebungen im gesamten Raum
konnen als Bildpunkt betrachtet und durch Riicktransformation berechnet
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werden. Mit geeigneter reduzierter Basis 148t sich der ganze Raum durch den
Unterraum gut ersetzen. Mit einer speziellen Formulierung kann die Itera-
tion direkt im Unterraum durchgefiihrt werden. Das ist der Vorzug der
Technik der reduzierten Basis gegeniiber den direkten Losungsverfahren im
ganzen Raum. Die grundlegende Idee von Ritz erweist sich in der modifi-
zierten Version der Methode der reduzierten Basis als sehr zweckmiBig. So
erlebt diese klassische Idee eine gewisse Renaissance.

Das Kernproblem ist die Bestimmung der Basis. A. K. Noor /37/, /39/ hat
die Ableitungen des Verschiebungsvektors nach einem Bahnparameter als
Basis benutzt. B. O. Almroth /2/ hat die Zwischenldsungsvektoren vorge-
schlagen. A. S. L. Chan /12/ hat die lineare Losung am Anfang jedes Schrit-
tes und ihre Verdnderungen wihrend der Iteration verwendet. D. A. Nagy
und M. Konig /32/ haben die niedrigsten Beulformen angewandt. Sedlacek
/48/ u.a. haben die orthogonalisierten Lastverformungszustinde genommen.
Sie beschreiben das Tragverhalten einer Struktur durch eine Gruppe von
Lastverformungszustdnden, die den verdnderlichen Steifigkeiten des Systems
angepafBt und untereinander orthogonalisiert werden, damit sie zur Darstel-.
lung der Gesamtverformung summiert werden konnen.

Im Kapitel 2 werden cinige Vektorreihen beschrieben. Diese aus der Rei-
henentwicklung erzeugten Vektoren konnen als reduzierte Basis verwendet
werden.

Kapitel 3 befaBit sich mit der Herleitung der geometrisch nichtlinearen finiten
Elementformulierung, die fiir Verschiebungselemente vom Prinzip der virtu-
elien Verschiebungen ausgeht.

Im Kapitel 4 werden drei Losungsprozesse dargestellt: das iterative Verfahren
im ganzen Raum, die einfache Vektoriiberlagerungstechnik und die Kombi-
nation davon, d.h. das iterative Verfahren mit Hilfe des Unterraums.

Im Kapitel 5 werden einige Eigenschaften des reduzierten Systems erldutert.
Der Unterschied zwischen der positiven Definitheit, dem Rang, der Deter-
minante, dem Eigenwert und dem Steifigkeitsparameter im ganzen Raum
und im Unterraum wird beschrieben. Kriterien zur Beurteilung der Stabilitit
und der Konvergenz im Unterraum werden angegeben.
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Im Kapitel 6 wird das erste Reduktionskonzept vorgestellt, was nur eine ge-
ringe Umstellung des Standard-Programmsystems der Methode der finiten
Elemente erfordert. Die Effcktivitdt dieses Konzepts hingt sehr stark von der
Bandbreite der Steifigkeitsmatrix und von dem Verhdltnis der Raumdimen-
sionen ab. Die Anwendungsbedingungen werden untersucht und diskutiert.

Im Kapitel 7 wird das zweite Reduktionskonzept dargestelit. Da eine spe-
zielle Formulierung erforderlich ist, werden der mathematische Hintergrund
der Lagrangeschen Formulierung und dic Elementsteifigkeitsbeziehungen
allgemein dargestellt. Diesec werden dann zusammen mit einigen numerischen
Losungsprozessen fiir spezielle Elemente, ndmlich Fachwerke, Scheiben und
Balken, hergeleitet und diskutiert. Um den Speicherplatz zu reduzieren, wird
eine angepafite Speichertechnik cingefiihrt.

Die Berechnung im reduzierten Losungsraum erfolgt nach dem Standard-
bzw. modifizierten Newton-Raphson-lterationsverfahren mit Last-, Ver-
schiebungs- bzw. Bogenldngensteuerung. Wenn eine geeignete Basis benutzt
wird, ist das Systemverhalten im Unterraum und im gesamten Raum gleich.

Die Leistungsfihigkeit der Technik der reduzierten Basis wird durch die be-
rechneten Anwendungsbeispiele im Kapitel 8 gezeigt und eingegrenzt. Das
Tragverhalten wird unter groBen Verformungen bis hin zum Nachdurch-
schlagsbereich rechnerisch verfolgt. Ferner werden Stabilititsuntersuchungen
sowie plastische Probleme betrachtet.

Hauptziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des unterschiedlichen System-
verhaltens im ganzen Raum und im Unterraum, die Beurteilung der Effekti-
vitdt der Technik der reduzierten Basis und die Angabe der Anwendungs-
bedingungen. Die reduzierte Technik wird mit dem direkten Newton-
Raphson-Verfahren im Gesamtraum und mit der Storungstechnik verglichen.
AuBerdem wird der EinfluB verschiedener Basisvektoren untersucht.

In dieser Arbeit werden die Matrizen und Vektoren mit fettgedruckten
Buchstaben geschrieben. Die GroSen im Unterraum werden durch ( ~ ) ge-
kennzeichnet.

Daneben wird die Indexschreibweise verwendet, was einfache und {ibersicht-
liche Herleitungen ermoglicht. Dabei treten folgende Fille auf:



- 19 -

Uber zwei gleiche Indizes wird summiert. Falls tiber zwei gleiche Indizes
ausnahmsweise nicht summiert werden soll, so wird ein Index eingeklam-
mert.

Durch Differentiation eines Koeffizientenfeldes m-ter Stufe nach den
Koordinaten entsteht ein Feld m + 1-ter Stufe.

Das Produkt von zwei Koeffizientenfeldern m-ter und n-ter Stufe ergibt
ein Feld m +n-ter Stufe.



- 13 -

2.0 Vektorreihe, Raum und Basis

Ein beliebiges System von n lincar unabhédngigen Vektoren V;, V,, ..V bildet
eine Basis des n - dimensionalen Raumes. Jeder Vektor V 148t sich als Line-
arkombination der Basisvektoren darstellen, also

V = ¢V + aVy + .. 4V, (2.1)

Die Koeffizienten in dieser Zerlegung sind eindeutig durch den Vektor V be-
stimmt und die Koceffizienten «, ...n, heiflen die Koordinaten des Vektors V
in bezug auf die Basis V,..V,.

Der von cinem Teil dieser Vektoren aufgespannte Raum wird als Teilraum
oder Unterraum bezeichnet. Die Gesamtheit dieses Vektorteils bildet die so-
genannte reduzierte Basis. Wird die Anzahl der reduzierten Basisvektoren
mit m bezeichnet, dann ist der mit einer Teilmenge definierte Niherungsvek-
tor

Vo= oV, + a3V, + .. 4oV, (2.1a)

die Projektion des Vektors V in den Unterraum /11/, /18/. Sind die redu-
zierten Basisvektoren unter der Menge der ganzen Basis zur Bestimmung des
Systemverhaltens dominierend, wird V eine gute Niherung von V sein, d.h.
die Ahnlichkeit des Vektors V und V hédngt von der Qualitdt der reduzierten
Basis ab.

Der Vektor V beschreibt einen Punkt im n - dimensionalen Raum. Die
Koeffizienten «y, ay,...0, bilden einen entsprechenden Punkt Vim m - di-
mensionalen Raum, dem Koeffizientenraum der Basis. Die Basisvektoren
bilden die Transformationsmatrix T, die die Beziehungen zwischen den
Punkten V und Vim n - und m - dimensionalen Raum darstellt:

V, = T; V. 2.2)
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Die Transformation vom Unterraum zum ganzen Raum wird als Abbildung
der Rdume bezeichnet. Bei dieser Abbildung wird jedem Originalpunkt im
Unterraum V ein Raumpunkt V als “Bildpunkt” im ganzen Raum zugewie-
sen. Werden die Komponenten des Bildpunktes V linear aus denen des Ori-
ginalpunktes \% berechnet, dann ist diese Transformation eine lineare Abbil-
dung. Sie wird auch als affine Abbildung bezeichnet. Die lineare Abbildung
besitzt folgende Eigenschaften:

IV =TV =TV

Vo4 Vo =TV, + TV, = T(V, + V)

Dic Proportionalitit der Vektoren V und AV soll auch in ihren Bildern ge-
wahrt bleiben, und das Bild einer Vektorsumme soll stets gleich der Summe
der Bilder sein. Diese Eigenschaften sind wichtig flir die inkrementelle Itera-
tionsrechnung.

Es liegt nahe, die aus der Reihenentwicklung erzeugten Vektoren als redu-
zierte Basis zu nehmen, weil die Reihenentwicklung ein wichtiges Hilfsmittel
bei der Auflosung des linearen bzw. nichtlinearen Gleichungssystems ist.
Wichtige Vektorreihen sind die konjugierte Vektorreihe, die Taylorsche
Vektorreihe, die Lagrangesche Vektorreihe, die Newtonsche Vektorreihe, die
Vektorreihe der Eigenformen, die Fourier - Vektorreihe usw,

Im folgenden soll eine Ubersicht dariiber gegeben werden.

2.1 Die konjugierte Vektorreihe

Die Losung des linearen Gleichungssystems kann als Linearkombination von
einzelnen linear unabhingigen Vektoren betrachtet werden.

A sei eine n X n symmetrische und positiv definite Matrix und b sei ein ge-
gebener Vektor. Das zu losende lineare Gleichungssystem

AX = b (2.3)
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stellt die notwendige Bedingung fiir die Minimierung eines quadratischen

Funktionals dar. Die Losung des Gleichungssystems ist daher dquivalent zur
Aufgabe, direkt das Minimum des Funktionals

FX) = %X‘AX ~ p'X (2.4)

zu bestimmen. F(X) kann z. B. die potenticlle Energic ausdriicken /18/, /45/.
Es wird versucht, eine Reihe von Vektoren {X} aufzubauen, die

FX) > F(Xy) >.. ..> F(X) > F(X).

liefert und zu dem gesuchten Minimum konvergiert.

Der (i+1) -te Niherungsvektor X;,; wird aus dem i - ten N&herungsvektor
X und dem Korrekturvektor d; aufgebaut:

X = X + o dg (2.5)

Hier ist «; ein Koeffizient. Dann gilt:

- 1
F(Xip) =5 (X + o5d) AKX, + oudy) — b'(X; + oid )

L

2
= F(Xl) + lxl(le)A - bt)d(‘) + 5 04 dtl)Ad(l) (2.6)

1 2
= FEX) + oglydy + o o dpAdy

Hierin ist g; = AX; — b der Gradient. Durch die Minimierung des Funktionals
F wird «; bestimmt zu

—g dy

2.7
d A dg )

oy =

Die Losung des Gleichungssystems hat dann die Gestalt
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Xi = XO + Z aj dj (2.8)

d), d,,.. sind Korrekturvektoren. X ist ein beliebiger Anfangsvektor. Je
nach den Mecthoden werden Korrekturvektoren unterschiedlich definiert.

Die Vektoren dy, d,, ... heiflen paarweise A - konjugiert (oder A - orthogonal),
wenn df A &; = 0 ist fir i # j. Die konjugierten Vektoren sind linear un-
abhingig. n paarweise konjugierte Vektoren bilden eine Basis des n - dimen-
sionalen Raumes. Jeder Vektor des Raumes 148t sich als Linearkombination
der Vektoren der konjugierten Basis darstellen /18/, /29/

Auf dieser Eigenschaft baut das Verfahren der konjugierten Gradienten auf,
d.h. die Korrekturrichtungen d; werden so gewihlt, daB sie paarweise A -
konjugiert sind. Der Anfangsvektor X ist im allgemeinen beliebig wihlbar.
Er wird gewdhnlich als Nullvektor genommen.

Der Losungsvektor X, gehort dem Unterraum an, der von den Vektoren
Xy, dy, ...d; aufgespannt wird. X; minimiert die Funktion F(X) in diesem affi-
nen Unterraum. Der von Xg, dy, d,, ... aufgespannte Raum wird als Raum
des diskretisierten Minimums bezeichnet. Eine hinreichend gute Niherungs-
16sung wird in jedem Fall spdtestens beim n - ten Schritt erreicht. Dunn
stimmt der Unterraum mit dem ganzen Raum t{berein.

Um diese Methode zu illustrieren, betrachten wir das einfache Balkenele-
ment.

P

Ny

/

)M

AN

e

Bild 2.1 Balkenelement -
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Der Balken sei am linken Ende eingespannt, am rechten Ende frei, die
Gleichgewichtsgleichungen sind:

_ 6EI

. ‘:V}
4E1 6

L

10EI
L

ME N

0
Der Anfangspunkt X sei { J, der erste Korrekturvektor d, sei der Gradient
0

18
[ :I Damit folgt aus Gleichung (2.7) o; = 0.06576, aus der Konjugiert-
—10

heit wird der Faktor f des zweiten Korrekturvektors bestimmt,
—-0.1449

) M:_

und L = 1, dann ergibt sich

Es seien P = A8EL
L2

dy =d; + fg, = [ jl, ‘dann gilt «, = 1.2673, die Losung hat die

—0.2702

Darstellung:

1
—X0+aldl+a2d2g I: :|

—

> <

—
1R
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a1d1

0 + -V
Oy

Bild 2.2 Uberlagerung mit konjugierten Vektoren

2.2 Die Taylorsche Vektorreihe

Es sei ein von einem Parameter 1 abhéngiger Vektor V gegeben, also
V = V(). Seine n Komponenten seien stetige und differenzierbare Funk-
tionen v,(1), v5(), ...v,(I). Dann ist V ein nach dem Parameter | differenzier-
barer Vektor. Der Begriff des Differentialquotienten {48t sich unmittelbar auf
V(1) ibertragen als:

Ldv V{ + h) — V()
Vo= = in h (2-9)

V wird als Ableitung oder Differentialquotient von V nach | definiert /25/,

/26/. Geht man auf die Komponenten iiber, so ergibt sich aus Gleichung
(2.9):

V= (Vi, Vg ... V) (2.10)

Aus (2.10) folgt fiir die héheren Ableitungen:

v = i v v @.11)

n
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Ist ein Vektor V(I} eine nicht konstante Funktion des Parameters 1, so ist
V = V(l) eine Parameterdarstellung einer Kurve. Unter einer Kurve soll hier
stets eine n-dimensionale Raumkurve verstanden werden. Die erste Ableitung
nach | ist die Kurventangente V{l) . Sie hat die Richtung des Zuwachses der
Raumkurve. Ist der Parameter | selbst mit der Bogenldnge s identisch, so ist
der Tangentenvektor V(s) ein Einheitsvektor.

Vils) Vits) = 1 2.12)

Daraus folgt durch Differentiation nach s:

Vis) Vis) = 0 (2.13)

Dies zeigt, daB V(s) und V(s) zueinander orthogonal sind. Man nennt V(s)
die Kriimmung der Kurve im Punkt V(s) /25/, /26/.

Entwickelt man die Gleichung V = V() in der Umgebung eines Punktes
P(l = ly) in eine Taylor Reihe, so erhélt man:

V= Vo + V(1 ~ 1) + —2‘—,— V(l— 1) + «51,— VO~ 1) + .. (2.14)

Der Vektor 148t sich durch den Anfangsvektor Vo = V{lp) und seine Ablei-
tungen, die Taylorschen Entwicklungsvektoren, darstellen. Sie bilden die Ba-
sis des Taylorschen Unterraumes.

Ist 1y = 0, so lautet die Gleichung (2.14) in MacLaurin - Form:

Lyps L

5 3 VO3 4 (2.15)

V= Vo4 VI +

Die Taylorsche Formel erlaubt uns, das Verhalten eines Vektors V(1) in der
Umgebung eines Punktes genauer zu untersuchen. Sie 10st den Zuwachs des
Vektors beim Ubergang zu einer Nachbarstelle | = 1o + d1 in ¢ine Summe
von Grofien erster, zweiter, dritter usw. Ordnung auf.
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Ob die ersten m + 1 Glieder der Taylorschen Formel tatsichlich eine hinrei-
chend gute Annidherung an den Vektor ergeben, ist davon abhéngig, ob das
Restglied hinreichend klein bleibt. Die Aufmerksamkeit wird sich deshalb
auf die Abschitzung dieses Restgliedes zu konzentrieren haben.

Nach dem Mittelwertsatz von Lagrange hat das Restglied den Ausdruck:

! _ . m+1
R _ [l + &1 = li)g)(zl o) y(m+) (2.16)

0<é<]

Man sieht aus der Form des Restgliedes, daB3 es bei einer Entwicklung bis zu
Gliedern m-ter Ordnung einen Fehler gibt, der mit der (m + 1)-ten Ordnung
von (I — lg) klein wird. Das Restglied strebt gegen Null fiir m — oo .

Sobald ein Vektor Ableitungen bis zur (m + I)-ten Ordnung besitzt, kann er
in der Umgebung einer bestimmten Stelle mit einer Genauigkeit von hoherer
als m-ter Ordnung durch die Summe von m Vektoren, die Taylorsche Vek-
torreihe, approximiert werden. Das Restglied wird durch Gl. (2.16) abge-
schitzt. Im folgenden wird als Beispiel der Kreis in der Ebene betrachtet.
Die Koo-dinaten des Kreises x;, X, werden wie folgt dargestellt:

) X2

Xl - cos 8
r ) . = T
\- X, Xy sin 6

Biid 2.3 Kreis

Es wird mit den ersten vier Termen der Taylorschen Entwicklung nach. 0
angendhert. Fiir 05 = 0 haben die Koordinaten die Darstellung:
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X cos By — sin 6, — cos Oy sin 6,
=<1 +r 0+ | 0%+ o’
Xy | fo=0 sin 0, cos 0, — sin 8, ~ ¢os O B0 =0
2
L8
2
=
e
6

Der Fehler kann mit Gleichung (2.16) abgeschitzt werden.

04
RX1 3:{
R = < r
Ry, 16)°
120

Falls 6 < 1 ist, sind die Betrdge der Restglieder sehr klein.

2.3 Die Lagrangesche Vektorreihe

Die Interpolationsformel von Lagrange zur angendherten Beschreibung einer
Funktion durch ein Polynom wird hier verifiziert auf die Darstellung eines
Vektors iibertragen.

Es seien ly, 15, .., paarweise verschiedene Stiitzstellen und Vg, vy, ..V, die
zugehdrigen Stitzvektoren, Vg = V(lp), V, = (1)), ... . Es soll ein Stiitzpolynom
Vull) vom Grad m konstruiert werden, um V(l) mit diesen Stiitzvektoren zu
approximieren /8/, /49/, /50/:

Vn)(l) = /10V0 + /11V1 + ..+ lme (2.17)

Ags Ay Ay kOnnen durch die Bedingungen der Stiitzstellen V(i) = V, be-
stimmt werden zu
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Dann haben sie die Gestalt:

3 L0 )00 ) )
S = T = 1) (= L) = Byl — L)
n (=1 | (2.18)
S e s N
n l—l
j=0, j#i

Bei der Aufldsung des nichtlinearen Gleichungssystems bei Tragwerksbe-
rechnungen entspricht I einem Parameter (Lastfaktor, eine der Verschiebun-
gen oder Bogenldnge), und Vg, Vy, ...V, sind die berechneten Zwischenlo-
sungen. Die Losung V(1) 148t sich mit Hilfe von Zwischenlosungen, der La-
- grangeschen Vektorreihe, in einfacher Weise angeben.

Die Eindeutigkeit dieser Vektorreihe folgt aus dem Nichtverschwinden der
Vandermondeschen Determinante paarweise verschiedener Zahlen.

2.4 Die Newtonsche Vektorreihe

Man geht von einem gegebenen Niherungsvektor V(1) aus, fiihrt die Kor-
rektur Al ein, linearisiert V(1) in der Umgebung von l; und 16st das entste-
hende lineare Gleichungssystem nach AV auf. Dies ist die bekannte Newton-
sche Methode. Die korrigierten Werte (14 Al) und (V + AV) bilden den
Ausgang flir die nichste Ndherung und so fort. Die Losung hat die Darstel-
lung:

V= Vo + AV, + AV, + .. (2.19)

Die Vektoren Vg, AVy, AV,, ..., AV bilden die Newtonsche Reihe.
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Die ersten zwei Vektoren der Newtonschen Reihe sind mit den ersten zwei
Vektoren der Taylorschen Rethe identisch. Die Newtonschen Vektoren wer-
den bei einer Tragwerksberechnung automatisch erzeugt. Die Ersetzung
der Taylorschen Vektoren durch die Newtonschen Vektoren bei der Technik
der reduzierten Basis ermdglicht eine Verringerung der Rechenzeit.

2.5 Die Vektorreihe der Eigenformen

Fiir jede Tangentensteifigkeitsmatrix existieren n Eigenvektoren V, V,, ..V,
die zu den Eigenwerten Ay, 4,, .4, gehdren. Es wird angenommen, daB diese
Eigenwerte nach abnehmenden Betridgen geordnet sind.

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten 4; sind linear unabhéngig und
bilden eine Basis. Die Losung des Gleichungssystems kann auch nach den
Eigenvektoren entwickelt werden. Man kann die Eigenvektoren vernachlissi-
gen, deren Eigenwert 4; viel kleiner als 4; ist:

D.h. nur die ersten Eigenvektoren sind bei der Bestimmung des Systemver-
haltens und der nichtlinearen Ldsung maBgebend. Den Beweis liefern Nagy
und Konig v.a. in /32/, /33/. Sie bilden die Basis des Unterraums der Eigen-
vektoren.

Fir dynamische Probleme ist die Vektorreihe der Eigenformen und der
Lanczos Moden geeignet/56/. Auf diese Vektorreihen wird hier nicht im De-
tail eingegangen, da die Arbeit auf statische Probleme beschrankt ist.

2.6 Wahl der geeigneten Basis
Das entscheidende Problem der Technik ist die Wahl der geeigneten Reduk-

tionsbasis, der Ritz - Vektoren. Der Erfolg dieser Methode hdngt davon ab,
wie gut die Basisvektoren in der Transformationsmatrix T das gesamte Sy-
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stem abbilden. Die Bedingungen fiir die Basis konnen wie folgt zusammen-
gefalit werden:

e Sie miissen linear unabhdngig sein.

e Sie miissen sich durch gutes Approximationsverhalten auszeichnen
(Kapitel 5.7).

e [hre Berechnung darf nicht zu aufwendig sein.

Das crste Kriterium ist eine notwendige Bedingung. Man muf3 auch die an-
deren beiden Voraussetzungen beachten, um die Effektivitit des Reduk-
tionsverfahrens zu sichern.

Alle zuvor beschriebenen Vektorreihen sowie Kombinationen daraus sind
grundsatzlich als Basis verwendbar.

Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems haben Nagy und Konig
/32/, 133/ die Eigenformen als Basis genommen, da die Beulform hiufig das
Systemverhalten bei Verzweigungen und im Traglastbereich bestimmt. Die
Eigenvektoren sind zueinander orthogonal. Diese Basis erflillt die erste not-
wendige Bedingung. Bei zugbeanspruchten Konstruktionen hat die Beulform
keine physikalische Bedeutung, so daf hier die Basis der Eigenformen ver-
sagt. Fiir allgemeine Probleme ist dies¢ Basis daher ungeeignet.

Almroth /2/ hat die Zwischenlésung als Basis genommen. Die Grundidee
seiner Methode ist, die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems mit La-
grangeschen Interpolationsvektoren zu approximieren.

Chan /12/ hat die Newtonsche Vektorreihen als Basis benutzt. Um die lineare
Unabhingigkeit der Basisvektoren zu gewihrleisten, werden die Basisvekto-
ren zuerst orthogonalisiert und normiert.

Die Aufstellung der Lagrangeschen und Newtonschen. Vektorreihe erfordert
wenig Aufwand, in vielen Beispielen kdnnen sie gut verwendet werden.

Noor /37/, /38/, /39/ hat die Taylorschen Entwicklungsvektoren als Basis
verwendet. Entspricht der Parameter | der Bogenldnge, dann ist V zu V und
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zu V orthogonal. Die Taylorsche Basis ist wegen ihres guten Approxima-
tionsverhaltens sehr zu empfehlen, aber die Erzeugung dieser Basis ben&tigt
eine spezielle Formulierung und ist aufwendig. Das Verfahren wird im Kapi-
tel 7 ausfiihrlich hergeleitet.

Flir dynamische Probleme hat Wilson /56/ mit Erfolg die zur Massenmatrix
konjugierte Vektorreihe angewendet, die der Lanczos Vektorreihe entspricht.

Beziiglich der Recheneffektivitit muB man eine optimale Anzahl von
Basisvektoren, i. a. zwischen 2 und 6, bestimmen. Dies ist jedoch pro-
blemabhingig. Je kleiner die Zahl der Basisvektoren ist, desto wirtschaftlicher
ist die Rechnung.
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3.0 Allgemeine Darstellung des inkrementellen
Gleichgewichtes

Zur Beschreibung der Bewegungen eines Korpers werden die dreidimensio-
nalen raumfesten Koordinaten verwendet. Die Herleitung der Grundglei-
chungen des inkrementellen Gleichgewichtes erfolgt weitgehend nach den
Arbeiten von Bathe /4/ und Ramm /42/. Aus /42/ wurde auch die Schreib-

weise Ubernommen.

3.1 Bezeichnungen fiir das inkrementelle Gleichgewicht

Die Bewegung eines Korpers wird durch vier Zustinde definiert. Dies sind:
1. der Ausgangszustand 0,

2. der bereits ermittelte Zustand 1 vor einem Inkrement,

3. der unbekannte Nachbarzustand 2 nach einem Inkrement,

4. der gesuchte unbekannte Endzustand m.

Der Verformungszustand m wird durch wiederholte Inkrementierung er-

reicht.

Linke FuB- und Kopfzeiger werden nach /4/ und /42/ eingefiihrt, wobei die
Fufzeiger die Bezugszustinde und die Kopfzeiger die Wirkungszustinde
kennzeichnen. Inkremente besitzen keinen Kopfzeiger.

Beispiel
mg.

S m: Wirkungszustand

n: Bezugszustand
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P2X3%,7%,)

Endzustand

Oy 1y 2
0, 0, 0 / Xy Xpi X,
X1, XX 4

Bild 3.1 Bewegung eines Korpers im Raum

Als Bezugszustand kann alternativ der bekannte unverformte Zustand 0 und
ein bekannter Deformationszustand | gewihlt werden. Dies fiihrt zu den zwei
wesentlichen Darstellungen:

¢ der totalen Lagrange - Darstellung bei Bezug‘ auf den Zustand 0 (T. L.),

e der raitgehenden (“updated”) Lagrange - Darstellung bei Bezug auf den
Zustand 1 (U. L.).

In /42/ wird gezeigt, daB beide Formen gleichwertig sind. Sie filhren zu den
gleichen Ergebnissen. Hier wird auf die totale Lagrange - Darstellung einge-
gangen. Der linke FuBzeiger n hat den unverdnderlichen Wert 0 und die
Formulierungen werden ohne linke FuBzeiger angegeben.

3.2 Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Fiir die totale Lagrange - Formulierung wird der Green - Lagrange - Verzer-
rungstensor verwendet, Er ist definiert als:

28ii = é_(zUi,i + 2Uj,i + ZUk’i 2Ukti) (31)
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Nach Aufteilung der Verschiebungskomponenten 2U = U + U zerlegt
man den Verzerrungstensor in:

2 13
Sij = 81] -+ Sii (32)

Das Verzerrungsinkrement g; wird in ecinen linearen Anteil des Verschie-

bungsinkrements ¢; und einen nichtlinearen Anteil des Verschiebungsinkre-
ments n; aufgespalten:

& = G (3.3)
mit

1 1 1 1
g = 5 (U + Uy + Ui Uy (3.4)
1 1 1 <
¢ = 5 (U + Uy + U Uy + Ui Uy (3.5)

1

M = 5 Ui Uy , (3.6)

Die konstitutiven Gleichungen ergeben sich bei elastischem Werkstoff unter
Annahme linearer Beziehungen zwischen Spannungs- und Verzerrungsgrofen
zu:

Sy = "Cy M (3.7

bzw. in inkrementeller Form:
Si = Gt (3.8)

mit der konstitutiven Matrix ™Cyy und dem Vektor der Kirchhoff - Piola -
Spannungen 2. Art ™5;; .

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir den gesuchten Zustand 2 lau-
tet:
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2 2
BW(I) + 5W(a) = 0 (39)

Die virtuelle duBere Arbeit 20W ,, ist die Arbeit der duBeren Krifte im Zu-
stand 2 mit den virtuellen Verschiebungen, und die virtuelle innere Arbeit
20W ist die Arbeit der Spannungen im Zustand 2 an den virtuellen Verzer-

rungen.
— Wy, = JZSH de;dV (3.10)
Unter Beachtung von § Zeij = 0§ g wird (3.9) wie folgt geschrieben:
J(‘sij + Sy) dg;d Vo= W, (3:11)
oder
fsﬁ de;d V + flsi,. oy d V. = 25 W, —f‘sij de;d V (3.12)

Das ist der virtuelle Arbeitsausdruck, der eine nichtlineare Bezichung in den
unbekannten Verschiebungsinkrementen U, darstellt. Der erste Term
fSij dg;d V ist unter Verwendung von (3.8) eine Funktion dritter Ordnung
von den Verschiebungsinkrementen. Zur Losung des Gleichungssystems in
den unbekannten Verschiebungsinkrementen U; wird die Gleichung (3.12) li-
nearisiert und die Linearisierung wird durch den Ubergang & — ¢;im ersten
Term realisiert. Geht man von einer konstitutiven Gleichung (3.7) bzw. (3.8)
aus, dann folgt fiir die T. L. -Darstellung:

jcij,s e de dV + J‘su dydV o= 25w, —J‘su de;dV (3.13)
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Der Linearisierungsfehler von (3.12) zu (3.13) kann durch Iteration beseitigt
werden. e; kann weiterhin in el;; und e2;; aufgeteilt werden mit

L

elii = 2

(Ui + U

11 1
e2jj = 5 (UgiUg + Ui Uy

Dann kann der erste Term von (3.13) in einen inkrementellen Anteil und ei-
nen Anfangsverschiebungsanteil zerlegt werden:

jCijrs eljdel, dV + jCijrs (el de2,s + e2;del + e2;de2,)d V

(3.13a)
1 2 1

3.3 Einfithrung der Methode der finiten Elemente

Durch Verwendung von Interpolationsfunktionen als bereichsweise Ritz -
Ansidtze wird das System diskretisiert. Beim isoparametrischen Konzept wer-
den Geometrie und Verschicbungsfeld in gleicher Weise interpoliert. Bei die-
ser Diskretisierung fihrt Gl (3.13a) im Sinn der Methode der finiten Ele-
mente auf ein algebraisches Gleichungssystem:

'K, U + 'K, U + 'K,U = Q - 'F (3.14)
oder
'KU = Q- 'F (3.14a)
mit
K, inkrementelle elastische Steifigkeitsmatrix
1K, Anfangsverschiebungsmatrix

1K, geometrische Steifigkeitsmatrix
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IK Tangentensteifigkeitsmatrix v
2Q Vektor der verallgemeinerten Knotenkrifte
IF Vektor der verallgemeinerten inneren Krifte

K, ist bei elastischem Stoffgesetz unabhiingig von bereits berechneten Ver-
schiebungen U . 1K, ist eine Funktion der Verschiebungen 'U; Kg und 'F
hidngen von den aus 1U erreichten Spannungen ab. 2Q wird ermittelt aus dem
Anteil der virtuellen duBeren Arbeit 20W, und ist entsprechend dem Vektor
der Knotenverschiebungen definiert. Eine ausfiihrliche Darstellung ist in /42/
enthalten. Wird eine Anderung der Last zwischen den Zustinden nur Giber
einen Proportionalititsfaktor ™A vorgenommen, kann Gl. (3.14a) folgender-
maBen ausgedriickt werden:

'Ku = Zp - IF (3.15)

oder

'Ku = R (3.15a)

Hier ist P ein konstanter Lastvektor. Fir den Lastzustand gilt dann
2P = 2Q . R sind die Ungleichgewichtskrifte. Gleichung (3.15) und
(3.15a) sind die Ausgangsbeziehungen fiir ein sogenanntes inkrementell - ite-
ratives Vorgehen.
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4.0 Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

Geht man vom exakten virtuellen Arbeitsausdruck aus, fiihrt die Diskretisie-
rung der Struktur im Sinne der Methode der finiten Elemente auf ein alge-
braisches nichtlineares Gleichungssystem in den Verschicbungsinkrementen.
Die Losung davon kann im allgemeinen nicht in geschlossener Form durch-
gefiihrt werden. Man mull Néherungsmethoden verwenden. Die Losungs-
verfahren sind im mathematischen und ingenieurmiBig orientierten Schrift-
tum zu finden /19/, /42/, /47/. In diesem Kapitel werden drei Typen von
Verfahren dargestellt.

1. [Iterationsverfahren im ganzen Raum /42/, /46/, /47/

2. Storungstechnik /15/, /23/, /54/, Vektoriiberlagerungsverfahren /32/, /33/
ohne lteration

3. Technik der reduzierten Basis /2/, /12/, /37/, /38/, /39/

Bei allen diesen Verfahren werden die Vektoren addiert. Bei den Iterations-
verfahren im ganzen Raum wird die Vektoriiberlagerung so lange fortgesetzt,
bis man eine hinreichend gute Niherungslosung erhilt, d.h. die Anzahl der
zu addierenden Vektoren édndert sich. Bei der Stdrungstechnik sind norma-
lerweise die Koeffizienten der Vektoren von einem gemeinsamen Parameter
abhingig. Die Anzahl der Vektoren sowie das Verhiltnis der Vektoren un-
tereinander bleiben konstant. Bei der Technik der reduzierten Basis bleiben
die zu addierenden Vektoren, die die Basis bilden, wie bei der Stérungstech-
nik unverdndert, aber die Koeffizienten, die Amplituden der Vektoren, wer-
den bestimmt. Die Koeffizienten kdnnen durch die Iteration im Unterraum
verbessert werden.

4.1 Iterationsverfahren im ganzen Raum

Das Verfahren ist auf der Idee der sukzessiven Approximation aufgebaut,
d.h. wenn man von einem gegebenen Wert ausgeht, gibt es eine Folge von
Gesamtverschiebungen 0U, U, ..., iU, !U..,, von der vorausgesetzt wird,
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dal sie gegen die gesuchte Losung ™U Kkonvergiert. Fiir die Durchfiihrung
der Iteration stehen viele Verfahren zur Verfiigung. Die wesentlichen Ver-
fahren werden in /6/, /19/ diskutiert.

Man kann die komplizierte Verschiebungsfunktion lokal, d.h. innerhalb
des Schritts, durch eine lineare Ldsung approximicren. Die Kombination
von [teration und linearer Approximation filhrt zu einem oft benutzten
und gewdhnlich schnell konvergierenden Verfahren, das als Newton -
Raphson - Verfahren bezeichnet wird. Beim Newton - Raphson - Verfahren
geht man von einem gegebenen Lisungspunkt U aus, linearisiert das System
in der Umgebung 'U und 1dst das entstehende lineare Gleichungssystem fiir
die Korrektur U auf. Die korrigierten Werte (1U + U) bilden den Ausgang
fir die ndchste Niherung und so weiter. Das Newtonsche Verfahren heifit
oft auch Tangentenverfahren. Die Lincarisierung bedeutet, die nichtlineare
Verschiebungsfunktion durch die ersten zwei Terme ihrer Taylor - Entwick-
lung zu ersetzen.

Die linearisierten Gleichungen (3.14) und (3.15) stellen die Ausgangsbezie-
hungen fiir das Newton - Raphson - Verfahren dar; dabei ist zwischen dem
Standard - Newton - Raphson - Verfahren mit variabler Steifigkeit und dem
modifizierten Newton - Raphson - Verfahren mit konstanter Steifigkeit zu
unterscheiden. Beim Standard - Newton - Raphson - Verfahren werden in
jedem Iterationsschritt die Steifigkeitsmatrix sowie die verallgemeinerten in-
neren Krifte fiir den eben erreichten Verschiebungszustand neu berechnet.
Beim modifizierten Newton - Raphson - Verfahren wird wihrend der Itera-
tion innerhalb eines Lastinkrements die Steifigkeitsmatrix des Zustands 1
beibehalten. Die Iteration wird in jedem Schritt solange fortgefiihrt, bis die
Ausdriicke der rechten Seite von Gl. (3.15) (Arbeit der Ungleichgewichts-
kréifte) im Rahmen der Toleranz verschwinden.

Es wird schrittweise iterativ vorgegangen, und die Iterationen kdnnen mit
Last-, Verschiebungs- oder Bogenldngensteuerung durchgefiihrt werden /44/,
/55/. Diese Verfahren werden hier kurz erldutert, da sie teilweise zur Ent-
wicklung der reduzierten Basis verwendet werden.

Bei den Newton - Raphson - Verfahren mit Laststeuerung wird fiir einen
vorgegebenen Lastzustand der zugehorige Verschiebungszustand iterativ
ermittelt. Bei proportionaler Belastung erfolgt die Laststeuerung iiber den
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Proportionalititsfaktor ™A. Die Schwiche aller Verfahren mit Laststeue-
rung liegt im Unvermdgen, dic Durchschlagspunkte zu liberwinden, da Sin-

gularititen in den Steifigkeitsmatrizen auftreten.

Bei den Newton - Raphson - Verfahren mit Verschicbungssteuerung wird ei-
ne einzelne Verschiebungskomponente als unabhéngige Variable gewihlt und

der Proportionalititsfaktor der Last als Unbekannte eingefiihrt.

Bei den Newton - Raphson - Verfahren mit Bogenldngensteuerung /44/ wird
die Tangentenldnge der Last - Verschiebungskurve festgelegt. Die Ebene, auf
der die Tangente senkrecht steht, wird als Iterationsebene gewdhlt. Varianten
mit angepafiter [terationsebene bzw. Iterationen auf eine Hyperkugel /46/
zeigen bei groBeren Lastschritten bessere Konvergenz. Die Methode der Bo-
genlingensteuerung stellt ein gutes Mittel zur Uberwindung von Durch-

schlagspunkten dar.

"\ 4 RY}

5N

Standard - N.R. -Verfahren modifiziertes - N.R. - Verfahren

Bild 4.1 N. R. - Verfahren mit Laststeuerung
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v,
C

Verschiebungssteuerung Bogenldngensteuerung

Bild 4.2 N. R. - Verfahren mit Verschiebungssteuerung und Bogenldngen-
steuerung

4.2 Stérungstechnik und andere Vektoriiberlagerungs-
verfahren

Die groBe Schwierigkeit bei nichtlinearen Problemen ist die Beschaffung der
ersten Niherungswerte. Walker /54/, Hangai /23/, Connor und Morin /17/
u.a. haten die Stérungstechnik in der allgemeinen nichtlinearen Analyse ver-
wendet, um eine bessere Anfangsniherung bei jedem Schritt zu bekommen.

Beim Newton - Raphson - Verfahren wird das System lokal linearisiert. Die
Linearisierung bedeutet, daB die nichtlineare Funktion durch die ersten zwei
Terme ihrer Taylor - Entwicklung ersetzt wird. Bei der Stérungstechnik wird
am Anfang jedes Schritts die nichtlineare Funktion durch mehrere Terme
ihrer Taylor - Entwicklung angendhert, d.h. es wird am Anfang statt einer
linearen inkrementellen Formulierung eine nichtlineare inkrementelle For-
mulierung mit weiteren Taylorschen Entwicklungsvektoren verwendet. Die
Extrapolation wird entlang einer nichtlinearen Kurve vorgenommen, die die
gleiche Neigung, Kriimmung bzw. hoheren Ableitungen wie die exakte Lo-
sungskurve hat. Dadurch erhdlt man einen besseren Anfangsiterationspunkt.
Der weitere IterationsprozeB kann gegebenenfalls linear wie beim Newton -
Raphsen - Verfahren vorgenommen werden.
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Bei Systemen mit geringer Nichtlinearitit gibt die Taylorsche Entwicklung
schon eine hinreichend genaue Losung, und die anschlieBende lineare Itera-
tion ist nicht mehr erforderlich. Der Unterschied am Anfang eines Zeit-
schritts zwischen dem Newton-Raphson-Verfahren und der Storungstechnik
ist im Bild 4.3 gezeigt.

Y RYY
2)\ . z)\ -
"\ "\
e "U = "y
N.R. - Verfahren Storungstechnik

Bild 4.3  Der Unterschied am Anfang eines Zeitschritts

Als Par: meter fiir die Reihenentwicklung haben Walker /51/ und Hang .i
/23/ der Lastfaktor oder eine der Verschicbungen benutzt. Die Schwiche dzs
Lastfaktors ist, daB die Durchschlagspunkte nicht diberwunden werden kon-
nen, wenn Singularititen in den Steifigkeitsmatrizen auftreten. Verschie-
bungsparameter stellen ein besseres Mittel zur Uberwindung von Durch-
schlagspunkten dar. Jedoch ist in diesem Fall die Matrix zur Berechnung der
Taylorschen Reihe nicht symmetrisch. Wird auBerdem eine nicht dominante
Verschiebung als Parameter genommen, kann auch dieses Verfahren bei
Durchschlagspunkten versagen. Bei der Storungstechnik ist die Bogenlénge
ein besserer Parameter.

Die Stoérungstechnik gehdrt zu den Vektoriliberlagerungsverfahren, wobei
versucht wird, die Losung des nichtlinearen Systems durch die Sum-
mation einer Gruppe der Vektoren zu bekommen. Neben den Taylor-
schen Entwicklungsvektoren stehen noch die folgenden Vektorreihen zur
Verfiigung: die Eigenformen /32/, die Fourier - Reihe /36/, die orthogonali-
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sierten Lastverformungszustinde /27/, /28/, die Lagrangesche Reihe /2/, die
Newtonsche Reihe /12/, die fiir dynamische Probleme angewandte, zur Mas-
senmatrix konjugierte und normierte Vektorreihe /56/ usw.

Die Vektoriiberlagerung wird im folgenden Beispiel dargestellt.

P 5
Lo 1

€ EA = 100 kN

tliu1 ?—u:ua 1

Bild 4.4 Fachwerkelemente

Zuerst wird eine Taylorsche Entwicklung nach dem Lastparameter A vorge-
nommen. Die Formeln zur Berechnung der Verschiebungsableitungen werden
im Kapitel 7 und im Anhang dargestellt. Die Anfangsverschiebung Uy und
die ersten drei Ableitungen sind:

0 2.93 [ 0.0978 0.00484
0 1.49 —0.0725 ~0.00921
0 2.94 | =0.0130 —0.00525
0 - | -1.s1 - | ~0.157 ® _ | —0.00396
Uo=lol Y=| gosp U=| oo} U —0.0125
0 2.05 —0.276 —0.0298
0 7.60 0.079 ~0.0249
0 ~1.95 ~0.389 —0.0180

Dann gilt fiir einen Wert des Parameters A, dessen Grofe beschrinkt sein soll:
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. : 2 2
U:U0+/1U+ -:’ZTU+ TU

Fiir 1 =1 gilt

2.9357 |
1.4522
29326
15892
81719
1.9070
7.6354
L~2‘1475

Wird die Vektoriiberlagerung mit Lagrangescher Reihe vorgenommen, wer-
den Zwischenlosungen bendtigt. Es seien z.B. drei Zwischenlosungen fUr
1) = 0.29901, 24 =10.49744, 31 =0.79349 ermittelt:

0.869 | 1.450 | 2.325

0.444 0.734 1,162

0.878 1.459 2.326

' —0.457 2 | —0.769 ; —1.245
U=| 50l  U=| 4oz} U=} 6466
0.599 0.983 1.534

2277 3.792 6.057

| -0.602 ~1.020 ~1.674

Dann kann die Verschiebung als Polynom von 4 dargestellt werden

(A=2D0—>D A== 5 A="HE-="Y 5
Uz
(2 =202 -4 v Ca =" =32 v Ci=0Cr =) v

Die Extrapolation fiir A = 1 fithrt auf:
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- -

2.9407
1.4570
2.9305
—1.5864
8.1724
1.9025
7.6393
—2.1514

Dieses Ergebnis stimmt fast mit dem iberein, welches mit der Taylorschen
Reihe ermittelt wurde. Die Anndherung der Losung mit der Lagrangeschen
Reihe wird im folgenden Bild dargestellt.

]

7
N

Iy

m
- U

O e
S +———— e -

w
~

Bild 4.5 Anndherung der Losung mit Lagrangescher Reihe

Beim normalen Iterationsverfahren bekommt man nur einige Lésungspunkte,
die Stdrungstechnik liefert dagegen die ganze Last - Verschiebungskurve.
Dies ist einer der Vorteile dieser Technik. Bei der Storungstechnik bleibt das
Verhiltnis zwischen den zu addierenden Vektoren fest. In diesem Beispiel
sind die Koeffizienten der zu addierenden Vektoren Funktionen des Parame-
ters P. Hier ist allerdings zu beachten, dafi das Ergebnis bei einem groBeren
Schritt erheblich beeintrdchtigt oder gar unbrauchbar werden kann. Walker
/54/, Hangai /23/ haben die Vektoriiberlagerung nur am Anfang jedes
Schritts benutzt. Die Verbesserung des Ergebnisses wird durch mehrere li-
neare Iterationsschritte vorgenommen. Das Ergebnis kann auch durch die
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Modifikation der Koeffizienten der Losungsvektoren verbessert werden. Das
fiihrt zur Technik der reduzierten Basis.

4.3 Technik der reduzierten Basis

Die Technik der reduzierten Basis ist eine Kombination von Iterationsver-
fahren und der Vektortberlagerungstechnik.

Es sei T eine n x m Transformationsmatrix (m < < n ), die aus m globalen
Basisvektoren besteht. Die Gleichung (3.15a) kann unter Verwendung von

U =TU (4.1)
K = T"K T (4.2)
R = TR (4.3)

auf folgende Form reduziert werden:

KU =R (4.4)
Hierin ist:
K reduzierte Koeffizientenmatrix m-ter Ordnung
R reduzierter Ungleichgewichtsvektor (die rechte Seite)
U reduzierter Losungsvektor mit m Unbekannten

U bzw. R werden von den Spalten bzw. Zeilen von T aufgespannt. Sie wer-
den auch als Spaltenraum bzw. Zeilenraum von T bezeichnet, da sie eine li-
neare Kombination der Spalten bzw. Zeilen von T sind. Die Gleichungen
(4.1), (4.2), (4.3) stellen die Bezichungen der Matrizen und Vektoren zwischen
dem ganzen Raum und dem Unterraum dar.

Die Losung des nichtlinearen Systems wird iterativ vorgenommen. Das Ite-
rationsverfahren im ganzen Raum 4Bt sich schematisch wie folgt zusam-
menfassen:



- 41 -

[terationsschleife

ZyKlus 1. Iteration im ganzen Raum (direktes Iterationsverfahren)

Die Iteration kann auch mit Hilfe der reduzierten Basis durchgefiihrt werden.
Es gibt zwei Konzepte, sie unterscheiden sich wesentlich durch unterschiedli-
che Iterationsschleifen.

Beim ersten Konzept der reduzierten Basistechnik (Kapitel 6) wird die Itera-
tion im ganzen Raum und im Unterraum durchgefiihrt. Die rechte Seite und
die Tangentensteifigkeitsmatrix werden nach der Aufstellung zuerst nach den
Gleichungen (4.3) und (4.2) in cinen Unterraum transformiert. Die Lésung
des Gleichungssystems, d.h. die Dreieckszerlegung sowie das Vorwirts- und
Rickwirtseinsetzen, werden im reduzierten Unterraum vorgenommen.
Durch Riicktransformation nach Gl. (4.1) wird die Lésung im gesamten
Raum erreicht. Der Fehler wird im ganzen Raum kontrolliert. Der Ablauf
der Iteration hat die Gestalt:

Unterraum

- K, R = K,R > AU — AU - U —

I

Iterationsschleife

Zyklus 2. Iteration beim ersten Konzept der reduzierten Basistechnik

A. K. L. Chan /12/ hat diese Methode vorgeschlagen.

Beim zweiten Konzept (Kapitel 7) werden die Matrizen bzw. Vektoren zu-
néchst reduziert und die Iteration wird dann direkt im Unterraum durchge-
fiihrt. Der Iterationzyklus lautet:
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Unterraum
> K.R - KR - AU - U - U —

[terationsschleife

Zyklus 3. Iteration im Unterraum beim zweiten Konzept der reduzierten
Basistechnik

B. O. Almroth /2/ und A. K. Noor /39/ haben diesen Zyklus empfohlen.

Beim Ritz - Verfahren werden die Koeffizienten der Formfunktionen durch
die Minimierung der potentiellen Energie gesucht; bei der Technik der redu-
zierten Basis werden die Koeffizienten der Basisvektoren durch Iteration
im Unterraum verbessert. Dies ist der Unterschied zwischen dem Ritz -
Verfahren und der Technik der reduzierten Basis.

4.4 Zusammenfassung

Die Methoden zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems werden im
folgenden Kklassifiziert.
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Methoden zur Losung
| nichtlinearer Gleichungen

analytische Methode numerische Methode
Minimierungsmethode [terationsmethode Storungsmethode
und andere Mecthoden | [ im ganzen Raum Vektoriiberlagerung

Technik der
reduzierten Basis

—

Iteration im ganzen Iteration im

Raum und Unterraum Unterraum

- Zyklus 2 - Zyklus 3
(erstes Konzept) (zweites Konzept)

Bild 4.6 Klassifikation der Methoden

Ein Uberblick {iber die Vektoriiberlagerungsverfahren und die beiden redu-
zierten Konzepte wird in Tafel 4.1 gegeben.
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Vektoriiberlagerung]

erstes Konzept

zweites Konzept

Lagrange-Reihe

Methode von
Almroth /2/

Newton-Reihe

Methode von
Chan /12/

°

Eigenformen

Methode von
Nagy /33/ u.a.

Taylor-Reihe

Storungstechnik
154/

Methode von
Noor /39/

konjugierte Reihe

Tafel 4.1

Vektortberlagerung und die beiden reduzierten Konzepte

In dieser Arbeit werden die mit () bezeichneten Kombinationsméglichkeiten
untersucht. Die Kombination der Taylorschen Reihe mit dem ersten Konzept
ist nicht sinnvoll, da die Erzeugung der Taylorschen Reihe die im zweiten
Konzept dargestellte Formulierung benétigt (Kapitel 7).
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5.0 FEigenschaften der Technik der reduzierten Basis

Im folgenden werden die Eigenschaften dieser Technik untersucht. Im Zen-
trum steht die Frage, inwieweit die reduzierte Matrix noch die wesentlichen
Eigenschaften der urspriinglichen Matrix besitzt.

5.1 Eigenschaften der reduzierten Steifigkeitsmatrix

5.1.1 Symmetrie, Normalform

Durch die vorher beschriebene Transformation erhilt man die reduzierte
Steifigkeitsmatrix:

K = T"K T (5.1)

Die transponierte Matrix K' ist definiert als:

K=MTKT =TKT (5.2)

Ist K symmetrisch und K = K¢, gilt K = Kt , und K ist dann symmetrisch;
ist K antimetrisch und K = - K¢, gilt IN( = — IN(‘ , und IN( ist dann antime-
trisch, d.h. die hinreichende Bedingung flir die Symmetrie der Matrix K ist,
daBl K symmetrisch ist. Dies ist eine der wichtigsten Eigenschaften. Aus Gl.
(5.1) werden die Diagonalelemente der reduzierten Matrix durch die Formel

Ty (5.3)

bestimmt. Ist die Tangentensteifigkeitsmatrix K symmetrisch und positiv-de-
finit, dann sind alle Diagonalelemente K, der reduzierten Matrix positiv.

Wenn K eine Einheitsmatrix ist und die Basisvektoren normiert und zuein-
ander orthogonalisiert sind, dann ist K auch eine Einheitsmatrix. Sind die
Basisvektoren paarweise konjugiert, gilt:
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Kyp=0  fir o (5.4)

Damit wird K auf eine diagonale Normalform gebracht. Bei der nichtlinea-
ren Rechnung dndert sich die Tangentenmatrix K stdndig. Es ist nicht emp-
fehlenswert, fiir jedes K eine konjugierte Transformationsmatrix zu berech-
nen, da dies zu aufwendig ist.

5.1.2 Positive Definitheit
Fiir einen beliebigen von Null verschiedenen reduzierten Vektor U gilt die

quadratische Form:

KogU,Up = KT, TypU, U

(5.5)
= K,;UY; :
Ist K positiv definit, dann gilt Ky U; Uj > 0, und auch K,; U, Uy > 0, d.h.
die hinreichende Bedingung fir die positive Definitheit der Matrix K ist daB
K positiv deﬁmt ist. Aber die Umkehrung gilt jedoch nicht, weil U mcht

durch U = TU analytisch bestimmt werden kann ( Kapitel 5.4). Wenn K
positiv definit ist, kann K trotzdem singulir wie z.B.

- 1 01
[17 = [1, 1][ } (5.6a)
0 0 1

oder indefinit sein wie z.B.

3 07(1
(2] = [, 1][ (3.6b)
0 -1]]1

Die positive Definitheit der Matrix K ist eine strengere Bedingung als die der
Matrix K.
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Die quadratische Form folgt aus Gl (5.5) und hat im ganzen Raum und im
Unterraum den gleichen Wert.

Eine nm-Matrix wird als zeilenregulir bzw. spaltenreguldr /58/ bezeichnet,
wenn ihre Zeilen (fiir n < m) oder Spalten (fiir n > m) linear unabhingig
sind. Eine nm-Matrix wird als zeilensingulér bzw. spaltensingulir bezeichnet
wenn ihre Zeilen (fiir n < m) oder Spalten (flir n > m) linear abhéngig sind.
Die Transformationsmatrix T besteht aus m linear unabhéngigen Vektoren,

sie ist also spaltenreguldr.

Die Matrix K wird nach dem Cholesky - Verfahren zerlegt in

K=LL (5.7

L ist eine obere Dreiecksmatrix, so wird

K = TKT = T'L'LT = 2'Z (5.8)
mit

LT = Z (5.9)

Im stabilen Bereich ist K positiv definit, die Matrix L ist regulir, Z ist spal-
tenreguldr und K ist positiv definit; beim Erreichen der kritischen Last ist K
positiv semidefinit, die Matrix L ist reell und singuldr, Z ist reell und IN( ist
mindestens positiv semidefinit; im labilen Zustand ist K indefinit, L ist ima-
gindr, K kann positiv definit, positiv semidefinit oder indefinit sein. Im fol-

genden wird ein Uberblick gegeben.
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K | positiv definit positiv semidefinit indefinit
L regular singuldr, recll imaginir
Z | spaltenregulér reell reell imag.
spalt. reg.| spal. sing. spalt. reglspalt. sing
K pos. def. pos. def. | pos. semid. | pos. def.|pos. semid] indef.
Tafel 5.1 Merkmale der Matrizen

Eine positiv semidefinite Matrix ist nach der Transformation entweder positiv
definit oder positiv semidefinit wie z. B.

1 0 0j1 O

I 0 0 1 0

]01001=[

01 0 0 1

0 0 0fj0 ©
oder

I 0 0]t O

1 00 1 0
0 1 0|l0 Of =

0 0 1 0 0
0 0 0110 1

Eine indefinite Matrix kann nach der Transformation positiv definit, positiv
semidefinit oder indefinit sein wie z. B.
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1 0o ol[1 o

oder

0 0 —-1)j1 0

Ist die Transformationsmatrix T spaltenreguldr kann die Definitheit der Ma-
trizen K und K aus folgender Tabelle entnommen werden:
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K K
positiv definit - positiv definit
positiv semidefinit — positiv definit

positiv semidefinit

indefinit > positiv definit
positiv semidefinit
indefinit

positiv definit — positiv definit

positiv semidefinit

indefinit

positiv semidefinit — positiv semidefinit

indefinit

indefinit « indefinit

Tafel 5.2 Zusammenhang der Definitheit zwischen K und K

Hier muB auf die Richtung des Pfeiles geachtet werden. Der Pfeil bedeutet:
ist ( ) — dann folgt ( ). Ist im Sonderfall T quadratisch und nichtsingulir,
dann sind K und K kongruent und haben die gleiche Definitheit.

5.1.3 Rang der reduzierten Matrix

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren bzw. Spaltenvek-
toren einer Matrix A wird Rang der Matrix genannt und mit r, bezeichnet.
Bei einer nichtsinguliren quadratischen Matrix stimmt die Rangzahl mit der
Dimension der Matrix {iberein. Der Rang einer singuldren Matrix ist kleiner
als ihre Dimension. Die Rangzahl ist ein wichtiger MafBstab zur Beurteilung
der Singularitdt der Tangentenmatrix. Hier wird {iber den Rang von Matri-
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zenprodukten diskutiert, damit die Bezichung zwischen den Rangzahlen der
Tangentenmatrix K und der reduzierten Matrix K untersucht werden kann.

Ist A eine nm - Matrix vom Rang r, so wird fiir n > m der Defekt oder
Rangabfall d, definiert durch dy =n —r /24/.

Der Rang eines Matrizenproduktes C = AB 148t sich, wenn die Rangzahlen
r, und rg der beiden Faktoren A und B bekannt sind, in Schranken ein-
schlieBen /58/:

Tmin — dmin < I'c < Tinin . (5.10)

d.h. der Rang r der Produktmatrix C ist hochstens gleich der kieinsten der
beiden Rangzahlen und mindestens gleich dem kleinsten. Rang, vermindert
um den kleinsten Defekt. Dies ist der Inhalt eines Satzes, der unter dem Na-
men Sylvester’s Law of Nullity bekannt ist. Im Sonderfall wird die Bestim-
mung des Ranges des Matrizenproduktes nach folgenden Sétzen vorgenom-
men /24/, /58

1. Ist A eine nm - Matrix vom Rang r und B eine quadratische nichtsingu-
lire Matrix n-ter Ordnung, so hat auch die Produktmatrix BA den glei-
chen Rangr.

2. Die symmetrische definite Matrix C = At A hat den gleichen Rang wie
die nm Matrix A.

Im stabilen Bereich ist K positiv definit, r, = n, und L in Gleichung (5.7) ist
nichtsingulér. Folgt aus dem ersten Satz, daB Z in Gleichung (5.9) den Rang
m hat, so ergibt sich mit dem zweiten Satz, daB rp=m ist. An kritischen
Punkten wird K singulidr und r, =1<n . Fiir 1 > m kann, gemiB Sylvester’s
Law, die reduzierte Matrix reguldr bleiben, d.h, Ir=m. Hier ist zu beachten,
daB r; =m eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir Stabilitdt
ist, und die Singularitit kann nicht mehr mit 1 <m beurteilt werden.

Ist der Rang von T rp < m, dann gilt ry < ry <m, und die reduzierte Matrix
K ist singulir. Als notwendige Bedingung mu8 T spaltenreguldr sein.
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5.1.4 Determinante

Zur Ermittlung der Stabilitdt der Struktur im ganzen Raum ist die Auswer-
tung der Determinante der Steifigkeitsmatrix moglich. Im stabilen Bereich ist
die Matrix positiv definit und ihre Determinante ist positiv. Im kritischen
Zustand verschwindet die Determinante. Hier soll der Zusammenhang zwi-
schen den Determinanten der Matrix K und der reduzierten Matrix K ange-

geben werden.

Zuerst wird die Determinante des Matrizenproduktes behandelt. Einige Be-
griffe werden wiederum bendtigt.

1. Major:
Major der nm - Matrix ist irgendeine grofite mogliche Determinante der
Matrix. Zum Beispiel

ap) a3
Ay A3

ist ein Major von

aber nicht von

Ay; Ay dp3

Die Determinante der quadratischen Matrix ist ihr einziger Major. Der

be-
Pis P2 - P
zeichnet. py, Py, ... py Sind die Indizes der Zeilen fiir die nm - Matrix

Major einer nm- bzw. mn- Matrix A (m < n) wird mit Ay

bzw. der Spalten fiir die mn - Matrix.

2. Minor
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Minor der quadratischen nn - Matrix A ist eine beliebige Unterdetermi-
nante der Matrix A und wird mit A o o c bezeichnet. py ... Py
bzw. 1y ... Iy sind die Indizes der Zeilen bzw. Spalten.

3. Entsprechender Major:
A bzw. B sei von Ordnung {m,n) bzw. (n,m), und es gelte m < n. Die
Majors von A bzw. von B entsprechen sich, wenn der Spaltenindex des
Majors von A gleich dem Zeilenindex des Majors von B ist.

4. Entsprechender Minor
B, B, seien von Ordnung (m,n) bzw. (n,m), und es gelte m < n, A sei
eine nn - Matrix. Der Minor von A entspricht den Majors von By und
B, , wenn die Zeilen- bzw. Spaltenindizes von A gleich den Zcilenindizes
von B; bzw. Spaltenindizes von B, sind.

Nach dem Satz der Multiplikation ist die Determinante der Multiplikation
der mn - Matrix A mit der nm - Matrix B ( n > m) die Summation der Pro-
dukte aller entsprechender Majors von Matrix A und B /58/. Z.B.

by by,
ay) 3212 a3
det bar by | }=AuyBuy + AunBus) T AwpsBes)
a1 8 43
by by (5.11)
ajp apl|bny b a; a3 b by ajy apsf|by baw
= ..{.. +
31 Axn|iby by a1 4230 1by; biy 83 33| {b3; b3y

Sind im Sonderfall A und B quadratisch und von n - ter Ordnung, dann gilt:

det(AB) = det(A) det(B) (5.12)

Es ist also die Determinante von At A positiv, wenn die Matrix A spaltenre-
guldr ist.
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Im stabilen Bereich ist Z in Gleichung (5.8) spaltenrcguldr, dann gilt nach
dem Satz der Multiplikation det(lN() > 0. Beim Erreichen der ersten kritischen
Last ist die Matrix K positiv semidefinit, det(K) =0, und L in Gleichung
i (5.7) ist singuldr. det(lN() = 0 bzw. dct(lN() >0, wenn r, <m bzw. r, = m ist.
Im allgemeinen ist Determinante det(IN() die Summation aller moglichen Pro-

dukte der zwei Majors von T mit dem entsprechenden Minor von A

detlK) = D 1T gl 1Kipy g rp! Tl (5:13)

Es ist noch anzumerken, daBl dct(ﬁ) >0 auch nur cine notwendige, jedoch
keine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitdt ist. Die Singularitdt kann
nicht mehr mit det(IN() = 0 beurteilt werden. Der Unterschied der Determi-
nanten im ganzen Raum und Unterraum wird im folgenden Beispiel des
ebenen Fachwerks gezeigt.

Bild 5.1 Beispiel des ebenen Fachwerks

Der inkrementelle Gleichgewichtszustand fiir einen beliebigen deformierten
Zustand 1 mit luy und 'u, hat die Darstellung:
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A 2a% — 6aluy + 31u§ + lug —2aluZ + Zluzluy uy Py

v )

1 11 2 1 12,121 |u
~2a U, + 27U, Uy 2a° —2aug + 30, + Uy z P,

(5.14)

Ist das System symmetrisch belastet, d. h. P, = 0, dann gilt 'u, = 0. Die
Determinante im ganzen Raum liefert dann:

det(K) = _El_?« (2a° — 6aluy + 31u§) (2a% - 2aluy + 1u§ (5.15)

Die erste Nullstelle liegt bei uy = 0.793a. Wird das System mit einem Vektor
Tt = [T, T,] auf einen Freiheitsgrad reduziert, dann ist die Determinante
des Symmetriefalles im Unterraum:

det(K) = El—gi— [T2(2a2 — 6alu, + 3'u2) + T3(2a® - 2a'u, + 'u)) ] (5.16)

Fir  verschiedene T  hat det(f() verschiedene  Werte. Bei
Tt = [T, T,1 = [1, 0], fihrt die Transformation mit T zur aktuellen

Verformungsfigur. Dann hat det(K) die Darstellung
det(K) = £ (222 — 6ay, + 3'u? (5.16a)
I

det(IN() hat zwei gleiche Nullpunkte wie det(K) ; umgekehrt kann
Tt = [0, 1] die Verformungsfigur nicht reprisentieren. Dann ergibt sich

A

det(K) = 513— (2a% = 2a'u, + 'ud) >0 (5.16b)

det(ﬁ) hat keine Nullstellen; beim dazwischenliegenden  Vektor
Tt = [1/J2, 1/J2 ] hat det(K) die Gestalt
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det(K) =22 2./7 (a — 22", + ') (5.16¢)
I

dct(lz) hat dann am Punkt luy = a cine ecinzige Nullstelle.

Bei der kritischen Last ist die Matrix K positiv semidefinit und det(K) = 0.
An dicser Stelle ist dic Matrix K entweder positiv definit wie hier flr
Tt = [1/42, 1/J2 Jund Tt = [0, 1], oder positiv semidefinit wie im Fall
Tt = [1,0], und es gilt det(lm() > 0, d.h. die kritische Last im ganzen Raum
ist nicht groBer als die im Unterraum.

Bei der Technik der reduzierten Basis wird die Darstellung der Bewegungs-
moglichkeit des Systems durch zusitzliche Zwangsbedingungen, die Form der
reduzierten Basis, beschrinkt. Der Freiheitsgrad des Systems reduziert sich.
Wenn die reduzierte Basis nicht von guter Qualitdt ist, paBt die Form der
reduzierten Basis nicht zu den wirklichen Bewegungen. Das reduzierte System
im Unterraum wird durch solche Beschrdnkungen stark versteift, das Ergeb-
nis davon wird somit erheblich beeintrdchtigt. Wenn die reduzierte Basis von
guter Qualitit ist, ergibt sich flr das reduzierte System dann die gleiche kri-
tische Last wie fiir den ganzen Raum.

Der Unterschied zwischen det(K) und det(IN() beim obigen Beispiel wird im
Bild 5.2 verdeutlicht.
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det (K) fur T = (1,0] ‘
det (K) tur T = L1/V2, 11V2)

u

Bild 5.2 Unterschied der Determinante des ebenen Fachwerks im ganzen

Raum und im Unterraum

Wenn die Transformationsmatrix T aus vielen Basisvektoren besteht, gibt
es mehr Bewegungsmoglichkeiten, die zusitzliche Beschrinkung lockert sicli.
Im Extcemfall ist T eine quadratische Matrix, K und l~( sind kongruent, cas
reduzierte System hat den gleichen Freiheitsgrad wie das ganze System, es
gibt keine zusidtzliche Beschrdnkung mehr, und aus Gl. (5.12) folgt

det(K) = det(T'KT)

il

det(T") det(K) det(T)

dann haben dct(lZ) und det(K) die gleiche Nullstelle, fiir das ganze und das
reduzierte System ergibt sich die gleiche kritische Last.
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5.1.5 Eigenwert

Brendel /4/ hat eine ausfithrliche Diskussion tiber die Auswertung der Stabi-
litdit mit Eigenwertproblemen fiir den Lastparameter vorgenommen. Eine
Version wird definiert als:

[K,+4(K, + KJTU = 0 (5.17)

Wegen der Losbarkeitsbedingung fiir das homogene System muB die charak-
teristische Determinante verschwinden:

det [ K, +A(K, + Kp) | =0 (5.17a)

Entsprechend fir den Unterraum:

it
=

det [f(e+§(f<u + Ky (5.17b)

Die Gleichung (5.17a) bzw. (5.17b) kann zu einem Polynom n-ten Grades
bzw. m - ten Grades in A bzw. A entwickelt werden. Die Losungen fiir A in
Gl. (5.17a) bzw. A in Gl. (5.17b) sind nicht gleichwertig. Zur Beurteilung der
Stabilitdt ist Gleichung (5.17b) nicht direkt verwendbar, weil am kritischen
Punkt die Determinante der reduzierten Matrix nicht unbedingt gleich Null
sein mufB. Das wird im obigen Beispiel des ebenen Fachwerks veranschau-
licht. Unter symmetrischer Belastung ist das lineare Eigenwertproblem von
folgender Form:

EA 2 O 4 EA —6a'u, + 3 0 Py 0
3 ] 3 -
? 0 242 1 0 - Zaluy + 1u§ 1o, 0
(5.18)

Fir 1uy = 0.4a ist das charakteristische Polynom

(2a% — 1« 1.922%) (222 — 1 « 0.642%) = 0 (5.19)
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daraus folgt:
A =1.042, Jp=3.125 (5.20)
Wird das System mit Vektor Tt = [T, T,] reduziert, gilt fiir luy = 0.4a:

2aX T3+ T + 1 o (~1.922T? ~ 0.64a°T%) = 0 (5.21)

und:

2AT1+71)
1.92T% + 0.64T2

PR

S e — (5.22)
WT3+ 4,12

(T} +T3)

> ¢

I ist von dem Verhiltnis der Vektorkomponenten T, T, abhingig. Es wird
im Bild 5.3 dargestellt:

~ T
Bild 5.3  Verhéltnis von A zu :I:z- am Beispiel des Fachwerks
1

Wenn T die Verformungsfigur gut représentiert und 1Tyl >> Tyl , dann
ist A — Ay = 1.042; umgekehrt ist fiir [T;| << |T5] 4 — 1, =3.125. Neben
diesen zwei extremen Fallen hat 4 im allgemein einen Wert zwischen A; und
)42.
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Der erste Eigenwert im ganzen Raum bzw. im Unterraum wird mit Ay bzw.
11 bezeichnet. Beim Lastniveau A = 4, ist det(K) = 0, die Matrix K ist posi-
tiv semidefinit; aber im Unterraum hat die Determinante einen nicht negati-
ven Wert det(lN() >0 und die Matrix K ist mindestens positiv semidefinit, Es
kann sein, dal3 det(IN() erst bei einem hoheren Lastniveau den Wert Null hat,
d.h.

i 4 (5.23)

Die kritische Last im reduzierten System ist im glinstigsten Fall identisch mit
der kritischen Last des gesamten Systems, meist ist sie jedoch groBer und liegt
damit auf der unsicheren Seite. El wird auch von der Anzahl der Basisvekto-
ren beeinfluBt. Wenn T quadratisch ist und K und K kongruent sind, dann
haben K und K die gleichen Eigenwerte, und es gilt

A=A (5.23a)

5.2 Steifigkeitsparameter

P.G.Bergan /6/ hat in seinem Aufsatz den Steifigkeitsparameter Sy zur Auf-
findung des Durchschlagspunkies eingefiihrt. Der Parameter wird aus der
Beziehung zwischen dem Inkrement des Lastfaktors dA und einem Energie-
wert der Skalarmultiplikation des Verschiebungsinkrementes dU mit dem
Lastvektor P ermittelt:

di

_dr 5.04
{dU}{P} 29

Ssk =

Die Steifigkeit eines Systems kann mit diesem Skalarwert beurteilt werden.
Mit der Anfangssteifigkeit kann man den aktuellen Steifigkeitsparameter in

folgende Form bringen:
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di
{dU} (P}
Sak = o
{dUg}' {P}

(5.25)

Beim Verfahren mit Laststeuerung und gleichem Lastinkrement in jedem
Schritt gilt d4 = d4y. Dann hat S, die Form:

{dUg }' P}

U (5.252)

ak =

Am Anfang 'ist der aktuelle Steifigkeitsparameter 1. Bei einem linearen 8y-
stemn ist er konstant. Im stabilen Bereich ist er positiv. Er ist grofer bzw.
kleiner als 1, wenn das System steifer bzw. weicher wird. Die Durchschlags-
punkte lassen sich mit der Nullstelle des Steifigkeitsparameters feststellen.
Bej Durchschiagspunkten wechselt er das Vorzeichen; beim “snap-back” Pro-
blem besitzt die Kurve Pole im Unendlichen. Die aktuellen Steifigkeitspara-
meter bei den Punkten a, b, ¢, d im Bild 5.4 werden in Tafel 5.3 angegeben.

m a

A

v
3
c

Bild 5.4 Verschiebungs - Lastfaktor - Diagramm
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Position a~ at b~ bt ¢~ ct d- d+

Sa o+ 0= | —oo| + oo|l + 00| —o0] 07 0+

Tafel 5.3 Aktueller Steifigkeitsparameter

Der U — S, - Verlauf hat dann die Gestalt:
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Bild 5.5 Verschiebungs - Steifigkeitsparameter - Diagramm

Im Unterraum ist der aktuelle Stelﬁgkeltsparameter Sak ebenso als Hilfsmittel
benutzbar. Die Abbildung von U wird hier mit U bezeichnet zur Unter-
scheidung von der direkten Losung U im gesamten Raum. Unter Beachtung
vond U=TdU und P =T® folgt aus Gl. (5.24):
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7 S
{dU }' {P}

sk

wm?

. dA
{dU}' T {P}

(5.26)

dA
(a0 Py

Die Giite der Ndherung des Steifigkeitsparameters ist von der Qualitit und
Volistindigkeit der Basis abhingig. Im Verlauf des Programms wird T mo-
difiziert und erneuert, um die wirklichen Verformungsfiguren anzupassen.
Dann kann dﬁ das Verschiebungsinkrement gut repréisentieren, und es gilt
§Sk = §,.. Die aktuellen Steifigkeitsparameter im gesamten Raum und Un-
terraum sind dann gleichwertig. Das reduzierte System ist im allgemeinen
aufgrund der geringeren Anzahl der Freiheitsgrade steifer. Fiir eine beliebige
Transformationsmatrix T gilt im stabilen Bereich

Sy = Sy > 0 (5.27)

Sac > 0 ist auch nur eine notwendige Bedingung fiir Stabilitit.

Im folgenden ist ein Beispiel aufgefiihrt.

1m

0.6m_,

Bild 5.6  Beispiel eines ebenen Fachwerks
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Bei diesem Beispiel werden 3 Basisvektoren der Newtonschen Reihe verwen-
det. Zuerst wird der Steifigkeitsparameter im Unterraum §ak ohne Basismo-
difikation berechnet. Vor dem Durchschlagspunkt stimmt §ak fast mit dem
Steifigkeitsparameter im ganzen Raum S, {iberein. Danach zweigt §ak nach
oben ab. Werden die Basisvektoren in der Nihe des Durchschlagspunktes
einmal modifiziert, dann sind §ak und S, fast gleichwertig. Die Ergebnisse
werden im Bild 5.7 gezeigt.

Sak
2.0 - o Basistechnik mit Basismoditikation

- Basistechnik ohne Basismoditikation
——direktes Verfahren
1,5t
1,0
05}
O N IHU
0 2,5
-05tL

Bild 5.7 Steifigkeitsparameter im ganzen Raum und im Unterraum

Dieses Beispiel zeigt, daB Nullstellen des S, die Durchschlagspunkte erge-
ben. Wenn die Basis gut ist, ist der Steifigkeitsparameter im Unterraum gak
eine gute Naherung von S, §ak ~ S, die Beurteilung der Durchschlags-
punkte kann durch §ak ersetzt werden; wenn die Basis die Verformungsfigur
Eicht gut reprisentiert, wird das reduzierte System versteift, es gilt dann
Sak > Sak'

5.3 Auffinden der kritischen Lasten

Zur Auswertung des Stabilitdtszustandes des Systems sind einige Wege
moglich, d.h. iiber
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1. den Rang der Steifigkeitsmatrix,
2. die Determinante,
3. den Steifigkeitsparameter (flir Durchschlagspunkt),
4. einen Eigenwert fiir den Lastparameter.

Der Unterschied der ersten drei Kriterien im ganzen Raum und im Unter-

raum wird in folgender Tabelle dargestellt:

im ganzen Raum im Unterraum
stabil det(K)>0 rg=n _det(lN() >0 rg=m
'S,y >0 Sac >0
kritisch | Durchschlag det(K)=0 rg<n det(lN() 20 rg<m
| Sak = 0 Sak 20
. Verzweigung det(K)=0 rg<n
Sak #0
s ) AN
:lab11 [det(K)#0 r1g=n | det(K)20  rz <m

Tafel 5.4 Kriterien zur Beurteilung der Stabilitét

Wird die auf den Anfangswert bezogene aktuelle Determinante mit
dy (K) = det(™K)/ det(°K) bezeichnet, konnen die Instabilititserschei-

nungen im folgenden angegeben werden.
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Typ des Problems A — u- Diag. | S, — u- Diag.|Sy — du - Diag
d, — u- Diag.

Durchschlagen
4 "2 Sak{dai ) Sak

Verzweigungen

Tafel 5.5 Instabilitdtserscheinungen

Beim Durchschlagsproblem in Tafel 5.5 haben d, und S, die gleichen Vor-
zeichen, der d,, — S, - Verlauf ist nur im ersten und dritten Quadrant zu
finden, die Kurve und die Koordinatenachse schneiden sich nur im Ursprung.
Beim Verzweigungsproblem hat d, nach dem Verzweigungspunkt einen ne-
gativen Wert, aber S,  kann trotzdem positiv sein. Dann konnte der
da — Sak - Verlauf auch im zweiten oder vierten Quadrant auftauchen.

Fiir eine beliebige Transformationsmatrix T kann die Singularitdt nicht mit
reduzierten GroBen direkt beurteilt werden. Die Bedingungen der Stabilitdt

werden wie folgt zusammengefaBt:
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notw. u. hinreich. notwendig hinreichend

stabil K positiv definit K positiv definit

det(K) >0

det(K) > 0
g =1
rp=m

S >0
Sy > 0

kritisch | det(K) =0 det(K)>0 | Sy =0
rK <1

Tafel 5.6 Bedingung der Stabilitét

Die Qualitit der Lésung ist von der Qualitit der Basis abhdngig, je besser
die Basisvektoren die Verformungsfiguren annéhern, desto besser arbeitet die
Technik. Die Basisvektoren werden im Verlauf des Programms modifiziert
und erneuert, um sie den wirklichen Verschiebungen anzupassen. Dann kann
Uber die Singularitdt mit reduzierten GroBen, d.h. mit det(ﬁ): 0, r<m
oder S, = 0 direkt entschieden werden.

5.4 AuBere Arbeit

Die dufB3ere Arbeit \X/(a) im Unterraum hat die Darstellung;
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~ -
W@):ijdU

:Jx#Tdﬁ
(5.28)

:wadﬁ
= Wi

Analog zum Steifigkeitsparameter ist die Qualitdt der duBleren Arbeit mit re-
duzierten GroBen von der Qualitit der Basisvektoren abhdngig. Wenn die
Basis die Verformungsfigur gut reprisentiert, kann dic dullere Arbeit mit re-
duzierten GroBen direkt ausgedriickt werden.

5.5 Umkehrbarkeit der Transformation

Bei der Technik der reduzierten Basis wird fiir jeden Vektor U im Unterraum
¢in Vektor U im ganzen Raum durch die Transformation (Gl (4.1)) zuge-
ordnet. Es erhebt sich die Frage, ob das Verhéltnis umkehrbar ist, d.h. ob
jedem Vektor des ganzen Raumes U cin Vektor U im Unterraum zugeordnet
werden kann.

Die Transformationsmatrix T (n x m) hat normalerweise mehr Zeilen als
Spalten, d.h. n > m. Eine lineare Abbildung ist in diesem Fall nicht ein-
deutig umkehrbar.

Mittels der Gleichung (4.1) ist jedem Punkt U im Unterraum mit den Koor-
Koordinaten uj u, _u, im gesamten Raum zugeordnet. Aber es ist
schwierig, fiir einen gegebenen Punkt U im gesamten Raum einen Bildungs-
punkt U im Unterraum zu finden. Da es mehr Gleichungen als Unbekannte
gibt und dic Gleichungen sich widersprechen, haben wir ein iberbestimmtes
System, d.h. die Transformation ist im allgemeinen nicht umkehrbar. Zur
Beseitigung der Widerspriiche ist es sinnvoll, eine Niherungslosung zu be-
trachten. Dabei wird hier die Methode der verallgemeinerten Inversen ver-
wendet.
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Der Begriff der verallgemeinerten Inversen ermdglicht es, in allen Fallen die
Losung linearer Gleichungssysteme im Sinne kleinster Fehlerquadrate explizit
als Produkt der Transformationsmatrix mit dem gegebenen Vektor und der
Koeffizientenmatrix so auszudriicken, wie dies im Fall nichtsinguldrer qua-
dratischer Koeffizientenmatrizen durch Inverse geschieht /11/, /49/.

Das Residuum sei

Re = U - T U (5.29)

Je kleiner die euklidische Norm von Re ist, desto kleiner wird Re ausfallen,
d.h. die Ersatzaufgabe lautet: “Bestimme U so, daB die cuklidische Norm
des Residuums minimal wird.” Diese Methode entspricht dem Fehlerqua-
dratminimum - Verfahren. Die ausfiihrlichen Herleitungen und die Beweise
sind in /11/ zu finden. Hier wird nur eine allgemeine Beschreibung vorge-

nommen.

Der Fehler wird gleich Null angenommen. Die Gleichung (4.1) wird mit der
transponierten Transformationsmatrix von links multipliziert:

TU = T'T U (5.30)

T'T ist symmetrisch. Durch geeignete Wahl linear unabhingiger Basisvekto-
ren ist T*T nicht singuldr, und es existiert eine eindeutig bestimmte Losung
von Gl. (5.30):

~

U=(rm)'Ttu (5.31)

Hier ist T*T positiv definit, d.h. es gilt Ut'T'TU > 0 fiir alle U#0. In
Gleichung (5.31) ist (T'T)~! Tt die allgemeine Darstellung der veraligemei-
nerten Inverse nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Sie wird auch
als Pseudoinverse, Moore - Penrose - Inverse oder verallgemeinerte J - Inverse
bezeichnet.
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Im Sonderfall besteht die Transformationsmatrix T aus zueinander orthogo-
nalen Vektoren. TtT ist dann cine Einheitsmatrix, und die Umkehrung der
Transformation kann durch

U =TU (5.32)
dargestellt werden.

Im Kapitel 7 wird der Zusammenhang zwischen I~J und U bendtigt. Die An-
fangspunkte im Unterraum und im ganzen Raum sind die Urspriinge. Nach
gewissen Schritten werden die Basisvektoren erneuert. Dadurch wird ein
neuer Unterraum bestimmt. Zu diesem Zeitpunkt sind die Verschicbungen im
alten Unterraum schon berechnet. Sie vermitteln zuerst einen Bildungspunkt,
d.h. die Verschiebungen im ganzen Raum. Dann wird ein Punkt vom ganzen
Raum in den neuen Unterraum transformiert. Die abgebildeten Verschie-
bungen im ganzen Raum U werden als die erste Spalte der neuen Transfor-
mationsmatrix Ty, gesetzt, damit die urspriingliche Lésung mit der neuen
Startldsung ibereinstimmt. Der neue Vektor U im Unterraum wird dazu als
Einheitsvektor [ 1,0, 0,...] gesetzt. Im diesen Fall entspricht er der exakten
und cindeutigen Losung von Gl (4.1).

Die Ungleichgewichtskrifte im Unterraum R kénnen durch R im ganzen
Raum (Gl (4.3)) bestimmt werden. In diesem Fall ist die Umkehrung
lNl — R nicht mehr eindeutig. Hat T' mehr Spalten als Zeilen, gibt es in Gl.
(4.3) mehr Unbekannte als Gleichungen, und wir haben somit ein nicht be-
stimmtes System. Dann ist wegen der Singularitdt von T Tt auch die Methode
des Fehlerquadratminimums nicht anwendbar. Die Mehrdeutigkeit der
Umkehrung R — R wird im folgenden Beispiel gezeigt:

L R

Fiir linear unabhingige Basisvektoren werden die moglichen Transformatio-
nen zwischen U und U bzw. zwischen R und R wie folgt zusammengefalt:
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U-U L cindeutig | Gleichung (4.1)
U-U eindeutig Fehlerquadratminimum
R - R eindeutig Gleichung (4.3)
R — R nicht eindeutig

(fir m < n)

Tafel 5.7 Mogliche Transformation

5.6 Konvergenzkriterien

Flr Iterationsverfahren ist ein Kriterium zur Beurteilung der Konvergenz
erforderlich. Dabej liegt €s nahe, das Kriterium auf die Norm des Ungleich-
gewichtes R oder Verschiebungszuwachses AU im ganzen Raum anzuwenden.
Die Frage ist, ob die Norm von R oder AU im Unterraum ebenfalls verwen-
det werden kann,

Wie oben erwihnt, laBt sich der Verschiebungszuwachs im ganzen Raum
AU eindeutig durch A[NJ im Unterraum darstellen, aber die Transformation
R — R ist nicht eindeutig. Die Norm von R kann den Gleichgewichtsfehler
im gesamten Raum nicht reprdsentieren. Dies ist ein Nachteil der Methode
der reduzierten Basis. Zur Beurteilung der Konvergenz mit reduzierten Gro-
Ben ist der Zuwachs AU deshalb im Prinzip ein sinnvollerer MaBstab als das
Ungleichgewicht R. Numerische Erfahrungen zeigen allerdings, daB die Norm
von R in vielen Fillen doch brauchbare Ergebnisse anzeigt.

Die Norm von AINJ im Verhéltnis zu der von AU ist:

AU'AU = AU'(T'T) AU (5.33)

Sind die Vektoren in T zueinander orthogonalisiert, so liefert:
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m n
AU'AU = Y (AT )T (5.34)
i=1

i=1

Werden die Vektoren in T noch normiert, ist damit T'T eine Einheitsmatrix,
und es gilt:

AU'AU = AU'AU (5.35)
Dann ist die Norm von AU im Unterraum identisch mit der Norm von AU
im gesamten Raum.
5.7 Kriterium zur Beurteilung der Basis
Wie oben gesagt, ist die Basis von guter Qualitdt, dann ist die Losung mit
Hilfe der Technik der reduzierten Basis eine gute Niherung der exakten Lo~

sung. Was ist das Kriterium zur Beurteilung der Qualitat der Basis und wel-
che Bedingung soll eine gute Basis erfiillen?

Dic direkte Lésung im ganzen Raum von Gleichung (3.152) bzw. die Losung
im Unterraum von Gleichung (4.4) ist

U=K'R (5.36)

bzw.

(5.37)

il

MKD™' TR
U ist die Abbildung von Uin (5.37) und hat die Darstellung
U=10=TTKD TR (5.38)

Wenn U eine gute Néherung von U ist, gilt
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U-U=[TTKD)' T - K'IR 2 0 (5.39)

d.h. die Zeilenvektoren von [T(TtKT)"! Tt — K~!] sollen méglichst
orthogonal zur rechten Seite R sein. Um dieses Kriterium zu diberpriifen wird
hier  wieder das  Beispiel 5.1  genommen. Die  Matrix
[T(TKT)"! Tt - K-1] hat folgende Form:

— (K1oTy + Ky Ty)? (K Ty + K To)(Ki2 Ty + Ky To)
C
(K Ty + KT (KT + KppTy) — (K Ty + KjTy)?

(5.40)

Dabei wird C als gemeinsamer Faktor vor dic Matrix gestellt. Erfiillt der
Basisvektor Tt = [T,, T,] die obige Orthogonalititsbedingung, gilt

T,  KuP.—KpPy (5.41)
T Ky1P, — KpPy '

Unter symmetrischer Belastung sind P, =0, und K5 =0. Gl. (5.41) liefert
dann T,/T; = 0. Dies stimmt mit der Verformungsfigur {iberein.
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6.0 Das erste reduzierte Konzept

Das erste reduzierte Konzept basiert auf dem zweiten Iterationszyklus im
Kapitel 4.3. Die Chan - Methode ist eine Kombination dieses Zyklus mit der
Newtonschen Reihe /12/. Im wesentlichen wird hierbei die Dreieckszerlegung
und das Vorwiirts- und Riickwirtseinsetzen im gesamten Raum vermieden.

Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems kann mit der Newtonschen
Reihe, der Summation der Anfangsverschiebungen Uy mit den Korrektur-
vektoren AU, AU,,.. AU, _;, dargestellt werden (Kapitel 2.4). Im redu-
zierten Kontept wird ausgehend vom Punkt Uy am Anfang jedes Schritts die
Losung des nichtlinearen Systems zuerst im ganzen Raum vorgenommen, um
m-1 Korrekturvektoren AU;, AU, .. AU, _, zu bekommen, die mit Uy nach
der Normierung und Orthogonalisierung die Transformationsmatrix T bilden.
Im weiteren Verlauf werden die Ungleichgewichtskréfte R, beim Standard -
Newton - Raphson - Verfahren auch die Steifigkeitsmatrix K , bei jeder Ite-
ration aufgebaut. K bzw. R wird nach Gl (4.2) bzw. (4.3) zur K bzw. R re-
duziert. Man 10st zuerst das reduzierte Gleichungssystem (4.4) und bekommt
damit die Korrektur AU im Unterraum. Der Korrekturvektor AU wird durch
Abbildung (Gl. (4.1)) bestimmt. Beim modifizierten Newton - Raphson -
Verfahren ist die Reduktion der Tangentensteifigkeitsmatrix K bei einem
Schritt nur einmal erforderlich. Die Iteration wird so lange fortgefiihrt, bis
der Fehler kleiner als eine vorgegebene Toleranz ist. Die Fehlerkontrolle
wird im ganzen Raum vorgenommen.

Chan schldgt vor, die Taylorsche Reihe durch die Newtonsche Reihe zu er-
setzen, da die Erzeugung der Newtonschen Reihe viel einfacher ist. Er nimmt
folgende Bezichung zwischen Newtonscher und Taylorscher Reihe an /12/

Dies ist aber nur eine grobe Niherung, da nur die ersten zwei Terme der
Newtonschen und der Taylorschen Reihe identisch sind. Im allgemeinen
handelt es sich um zwei verschiedene Reihen.
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Bei dieser Methode sind wenige Umstellungen in einem Rechenprogramm zur
Losung der nichtlinearen Probleme nétig. Das Verfahren ist nicht auf nicht-
lineare Berechnungen oder die Methode der finiten Elemente beschrinkt. Alle
Systemanalysen, die die Losung von Gleichungssystemen enthalten, k6nnen

mit dieser Methode behandelt werden.

Neben der Newtonschen Reihe kann der zweite Iterationszyklus auch mit
anderen Vektorreihen kombiniert werden, d. h. dieses Konzept ist nicht auf
die Chan - Methode beschrdnkt. Alle im Kapitel 3 beschriebenen Vektorrei-
hen sind im Prinzip bei dicsem Konzept verwendbar. Ist die reduzierte Basis
bekannt, liegt die Transformationsmatrix T vor. Die Losung des Gleichungs-
systems wird mit Hilfe der Gleichungen (4.1) - (4.3) vorgenommen. Die
Newtonsche Reihe von Chan /12/ und die Lagrangesche Reihe von Almroth
/2/ werden im Ublichen Lodsungsablauf automatisch erzeugt, so daB nur eine
geringe Verinderung des Programms erforderlich ist. Um eine lineare Ab-
héngigkeit zu vermeiden, sind im allgemeinen Normierung und Orthogona-
lisicrung erforderlich. Werden die Beulformen als Basis gewihlt, ist die
Orthogonalitdt automatisch eingeschlossen; flir die Ermittlung der Beulfor-
men wird allerdings mehr Rechenaufwand benétigt. Die Taylorsche Reihe ist

auch fiir das erste Konzept geeignet.

Im folgenden wird der Progranﬁmablauf dargestellt.
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5. NR

Steifigkeitsmatrix KT Transformationsmatrix T

K = TK'T

A
w|Ungleichgewichtskrifte (MR

m. NR

Mg = 1R

5
AU = K~'™R

AU = TAU

v
my = ™y 4+ AU

nein

)

|AU| < €2
\ ja

L
Nichster Lastschritt

Schema 6.1 Programmablauf des ersten Konzeptes

Bei diesem Konzept wird die Reduktion des Rechenaufwands von der Anzahl
der Freiheitsgrade und der Anzahl der Basisvektoren beeinfluBt. Die Effek-
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tivitdt dicses Konzepts ist auch sehr stark von der Bandbreite der Steifig-
keitsmatrix abhéngig. Unter der Bandbreite einer Matrix K versteht man die
kleinste Zahl b, so dal Kjj = 0 fir alle i,j mit [i—]j| = b gilt. Die redu-
zierte Matrix hat normalerweise keine Bandstruktur, Thre Bandbreite ist dann
gleich die Anzahl der Basisvektoren.

Die Anzahl der Freiheitsgrade bzw. der Basisvektoren wird mit n bzw. m
bezeichnet. Die bendtigen numerischen Operationen kdnnen wie folgt be-
rechnet werden. Nur die zeitaufwendigen Multiplikationen und Divisionen
werden gezihlt.

Dreieckszerlegung im gesamten Raum : -%— nb? — -:l;— b3 4 % nb + % b

Dreieckszerlegung im Unterraum :-é— (m® + 3m2 + 2m)

Vorwirts - und Rilckwirtseinsetzen im gesamten Raum: 2nb — b2 + b

Vorwiirts - und Riickwirtseinsetzen im Unterraum: m(m + 1)

nm(m + I)_

Reduktion der Tangentensteifigkeitsmatrix: 2bnm — mb2 + 5

Reduktion der rechten Seite: m n

Riicktransformation des Ergebnisses: m n

Die gesamten Rechenoperationen bei der Losung des Gleichungssystems pro
Iteration mit dem Standard - Newton - Raphson - Verfahren sind:

s L 2 1y 3.5 o 2.4

0y = 4’ —Lb +Zab—b+ 2 (6.12)
nm(m + 1

Oj:—én(m3+9m2+8m)+2mn+2bmn—b2m+——-—(—2—) (6.1b)

Hier sind O% und Of die Rechenoperationen der direkten Methode und des
reduzierten Konzepts.

Die gesamten Rechenoperationen pro Schritt zur Losung des Gleichungssy-
stems mit dem modifizierten Newton - Raphson - Verfahren sind:
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o= L2 - LpPr L Lot Lnb -0 +b) (6.2a)
2 3 2 3
nm{m -+ | -
or"‘z%(nﬁ+3m2+2m)+2bmn—b2m+-—$~2_—)+ LLm(m + 1) + 2mn ]

(6.2b)

Hier ist L die Anzahl der durchschnittlichen lterationen pro Schritt beim
modifizierten Newton - Raphson - Verfahren. Die Bilder 6.1 und 6.2 veran-
schaulichen das Verhiltnis von m/n zu O%/O§ bzw. zu OP/OF fir die Tan-
gentensteifigkeitsmatrix mit voller Bandbreite. Die Kurve mit L = 1 im Bild
6.2 entspricht der Kurve im Bild 6.1. Mit dem Anwachsen des Parameters L
verschiebt sich die Kurve nach rechts. Es gibt keine groBen Unterschiede

zwischen den Kurven der zwel verschiedenen Verfahren.

0,0 0,05 0,10 0,15 mi/n

Bild 6.1  Verhiltnis von m/n zu O3/O% fir die Tangentensteifigkeitsmatrix

mit voller Bandbreite
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Bild 6.2 Verhdltnis von m/n zu OM/OT fiir die Tangentensteifigkeitsmatrix

mit voller Bandbreite

Die Kurven sind im interessierenden Bereich fast linear. Aus den Bildern
kann man sehen, daB O,/O4 gréBer als 1 ist, wenn m/n groBer als 17% ist.
In diesem Fall kann der Rechenaufwand beim System mit voller Bandbreite

theoretisch nicht mehr reduziert werden.

Chan meint, daB der Erfolg dieses Konzept wesentlich von der Dimension des
Gleichun zssystems abhéngig ist /12/. Die Formeln (6.1) und (6.2) zeigen aber,
daf3 die Bandbreite ein wichtigeres MaB fiir die Effektivitdt dieses Konzeptes
ist. Das Verhiltnis O /O ist sehr stark von der Bandbreite abhingig. Im Bild
6.3 werden 4 Kurven mit b = 0.1n, b =0.25n, b = 0.5n und b = n gezeigt.
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Bild 6.3 Verhiltnis von m/n zu O3/Oj fiir das System mit Bandstruktur

Dicses Konzept ist nur im Bereich O,/O4 < I sinnvoll. Bei der Tangenten-
steifigkeitsmatrix mit voller Bandbreite ist der m/n kritische Punkt ungefdhr
0.17, aber beim Bandstruktur mit b = 0.1 ist er nur 0.03. Der Unterschied ist
sehr groB. Die Effektivitit dieses Konzepts fiir verschiedene Basisvektoren
und Bar dbreite wird in Tafel 6.1 dargestellt.
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b/in 1 0.1 102[03[04[05][061]07]08]09]1.0

m/n Or/ Og

0.020 0.637/0.360]0.256/0.2010.168}0.147/0.132|0.122|0.116|0.114

0.040  11.33310.740|0.522]0.409/0.34110.29710.267|0.247|0.235)0.230

0.060 2.090{1.138]0.797/0.623|0.51810.450|0.405|0.37410.3560.349

0.080  ]2.908/1.557/1.083]0.843|0.700]0.6080.545|0.504|0.479{0.470

0.100  13.790(1.996]1.380]1.070|0.887]0.769|0.689 0.63710.6050.593

0.120 4.73412.45511.687/1.30411.07810.93310.836/0.772|0.73410.719

0.140 5.74412.936|2.004]1.545}1.275|1.102]|0.987/0.911{0.865]0.847

0.160  16.820|3.438/2.33311.79211.476|1.2751.140}1.052/10.999]0.978

0.180 7.96413.961[2.67312.047|1.683|1.451{1.297|1.196]1.135|1.112

Tafel 6.1  Effektivitdt des ersten Konzepts fiir verschiedene Basisvektoren
und Bandbreiten, gemessen mit O,/Oy

Die Basisvektoren missen dariiber hinaus normiert, zueinander orthogonali-
siert und auch erneuert werden. Das Kostet zusétzliche Rechenzeit. Die Er-
neuerung der Basisvektoren bendtigt nm(m -+1) Rechenoperationen. Werden
die Basisvektoren bei jedem Schritt erneuert, so wird die Rechnung zuerst wie
beim  direkten  Verfahren vorgenommen, bis m  Basisvektoren
U, AU, AU, ...AU_, _ erzeugt sind. Ist die Zahl der durchschnittlichen Itera-
tionen pro Schritt L kleiner als m-1, kann der Rechenaufwand nicht reduziert
werden, d.h. die Anzahl der Basisvektoren soll moglichweise kleiner als L +1
sein. In diesem Fall sind die Rechenoperationen pro Schritt beim Standard -
Newton - Raphson - Verfahren:
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0,=L0j (6.3a)

O,=(m~—1)0% + (L—m+ 1)+ nm(m + 1) (6.3b)

Essei L. = m + 1, dann wird das Verhéltnis von O./Oy in Tafel 6.2 gezeigt:

bin |01 {02]103]04|05]061]07]|08]09]| 10

min 0:/04

0.020 0.786{0.58310.509{0.471{0.448(0.43310.423|0.416{0.412{0.410

0.040 1.190(0.914{0.81810.769[0.741]0.722]0.709|0.701{0.696 | 0.694

0.060 1.396{1.06710.956]0.901|0.869|0.848|0.834{0.825/0.819|0.817

0.080 1.537{1.16011.037/0.977{0.94210.919{0.905{0.8950.889{0.887

0.100 1.6481.22711.092(1.028[0.990{0.966{0.95010.940/0.93410.932

0.120 1.74411.279|1.134]1.065]1.025|1.000|0.983]0.972{0.96610.963

0.140 1.830[1.322]1.167]1.093]1.052}1.025|1.008|0.997{0.990[0.987

0.160 1.911{1.360]1.194|1.117|1.073]1.046{1.028|1.016|1.009|1.006

Tafel 6.2 Effektivitit des ersten Konzepts fiir verschiedene Basisvektoren
und Bandbreiten mit Erneuerung der Basisvektoren bei jedem
Schritt, gemessen mit O,/O4

Fiir verschiedene Bandbreiten gibt es verschiedene kritische Punkte. Die
Verbindung dieser Punkte ergibt eine kritische Kurve. Im Bild 6.4 sind zwei
Kritische Kurven dargestellt, eine ohne Erneuerung der Basisvektoren, die
andere mit Erneuerung in jedem Schritt. Werden die Basisvektoren nicht in



- 83 -

jedem Schritt erncuert, liegt die kritische Kurve zwischen diesen beiden
Grenzkurven. Nur der Bereich unterhalb der kritischen Kurve ist fiir die
praktische Verwendung interessant. Der Bereich, der am weitesten von der
kritischen Kurve entfernt ist, ist zur Anwendung dieses Konzepts optimal.

4 min
015+ —
ohne Basiserneuerung -
- -~
-
P
-
0104+ e
-
-
" ~mit Basiserneuerung beim
~7  jeden Schritt
0.05-- i
i
i
v
s
7
0 ! / ‘ ; -
0.2 0.4 0.6 0.8 bin

Bild 6.4  m/n kritische Kurve fiir das System mit Bandstruktur

Die Steifigkeitsmatrix und die Ungleichgewichtskrifte sind Funktionen der
eben erreichten Verschicbungen im gesamten Raum. Sie kbénnen nicht un-
mittelbar aus den reduzierten Verschiebungen ermittelt werden. Es muB des-
halb in jedem Iterationsvorgang zum gesamten Raum zuriickgegangen wer-
den.

Nach einer bestimmten Anzahl von Schritten wird der Fehler im gesamten
Raum mit der Norm der Ungleichgewichtskréfte oder des Zuwachses der
Verschiebungen iiberpriift. Ist der Fehler groBer als dic vorgegebene Tole-
ranz, kann die Basis erneuert und durch den neuen Losungsvektor und die
Korrekturvektoren ersetzt werden.

Die wichtigsten Eigenschaften dieses Konzepts werden wie folgt zusammen-
gefalBt:

1. Es erfordert eine geringe Programménderung.
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Es wird wenig zusitzlicher Speicherplatz bendtigt.

Es ist sowohl fiir elastische als auch fiir plastische Probleme geeignet,
unabhingig von der Art der Linearitét.

Es ist sowoh! fiir die T. L. - Formulierung als auch ftir die U. L. - For-
mulierung verwendbar, unabhéngig von der Formulierung.

Es ist sowohl fiir klassische als auch fiir degenerierte Elemente passend,
unabhingig vom Elementtyp.

Die Effektivitit dieses Konzepts ist stark von der Bandbreite der Tan-
gentenmatrix b abhingig. Je grofer der Wert b/n ist, desto effektiver ist
dieses Konzept.

Die Effektivitit dieses Konzepts ist auch von der Anzahl der Basisvekto-
ren m abhingig. Je kleiner der Wert m/n ist, um so wirtschaftlicher ist
dieses Konzept.

Beim modifizierten Newton - Raphson - Verfahren kann der Rechenauf-
wand stirker reduziert werden als beim Standard - Newton - Raphson -
Verfahren.

Bei jeder Iteration muB zum gesamten Raum zuriickgegangen werden.
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7.0 Das zweite Konzept

7.1  Vorbemerkungen

Das zweite Konzept basiert auf dem im Kapitel 4.3 vorgestellten dritten Ite-
rationszyklus. Die wesentliche Idee liegt in der Iteration im Unterraum. Die
Methode nach Noor ist cine Kombination dieses Zyklus mit der Taylorschen
Reihe.

Bei der nichtlinearen Formulierung sind die Tangentensteifigkeitsmatrix bzw.
der Vektor der Ungleichgewichtskrifte nichtlincare Funktionen der Ver-
schiebungen. Sie sind iiblicherweise implizite Funktionen der Verschiebungen
und werden nicht durch den Verschiebungsvektor direkt ausgedriickt. Um
dieses jedoch zu erreichen, ist eine andere Betrachtungsweise erforderlich.

Im zweiten Konzept wird angenommen, daB sich die potentielle Energie IT
wie bei geometrischen nichtlinearen Problemen durch eine Funktion 4. Gra-
des in den Verschiebungen ™U; ausdriicken 1458t

1
2

=5 Fy U ™0 + 4Gy "U;"U; ™y + - Hyy ™0, ™0, ™0, ™,
- (7.1)

Die Koeffizientenfelder 2., 3. bzw. 4. Stufe Fy, Gy, bzw. Hijy cha-
rakterisieren die Geometrie des Systems. Mit dieser Formulierung kann
der [Iterationsvorgang direkt im Unterraum ablaufen. Erstmals hat
Wissman /57/ 1965 empfohlen, die Nichtlinearitit der Struktur mit Feldern
hoherer Stufe zu beschreiben. Das Feld 2. Stufe Fy; entspricht dem linearen
Anteil der Steifigkeitsmatrix. Die Produkte des Feldes 3. bzw. 4. Stufe mit
einem bzw. zwei Verschiebungsvektoren Gy MUy und Hyy Uy ™U; liefern
die nichtlinearen Anteile der Steifigkeitsmatrix. Thompson /52/ und Walker
/54/ haben diese Formulierung in der Stdrungstechnik benutzt. Almroth /2/
bzw. Noor /39/ verwenden dieses Vorgehen kombiniert mit der Lagrange-
schen bzw. Taylorschen Reihe im Sinne der Technik der reduzierten Basis.
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7.2 Physikalische Bedentung der Koeffizientenfelder

Was ist die physikalische Bedeutung der Koeffizientenfelder Fjy, Gy und
Hy ? Flir ein konservatives Problem existiert fiir das diskrete System eine
skalare Potentialfunktion I (Gl (7.1)). Die erste partielle Ableitung liefert
die Gleichgewichtsbedingungen. Die zweite particile Ableitung bestimmt die
Tangentensteifigkeitsmatrix. Wie man aus den Differentiationen sofort er-
kennen kann, ergeben sich die Koeffizientenmatrizen aus dem Potential T zu
/31

2*11

Fo o= 2 | (7.12)
i amUi amUj u =0
1 o’n ‘
S = 7 T, ouG, (7.10)
I o'
Hisa (7.1¢)

6 FMUITU, MU, MU,

Fy ist die Anfangstangentensteifigkeitsmatrix, 2G;; das Anfangskrim-
mungsfeld der raumlichen Kurve und 6Hy, das Gradientenfeld der Kriim-
mungen. Fy, Gy and Hy sind von der Geometrie der Struktur, aber nicht
von den Deformationen abhingig. Da bei der totalen Lagrangeschen For-
mulierung simtliche GroBen auf die unverformte Lage bezogen sind, sind bei
elastischen Problemen die von den aktuellen Verschiebungen unabhingigen
Koeffizientenfelder Fyy, Gy and Hyy, konstant /19/. Bei geometrisch linea-
ren Problemen verschwinden die Felder Gy und Hy. Bei plastischen Pro-
blemen sind die Koeffizientenfelder Funktionen der Verschiebungen und da-
mit nicht mehr konstant.

7.3 Bedingung zur Anwendung der Koeffizientenfelder

Eine notwendige Bedingung, um diese Formulierung anwenden zu kdnnen,
ist, daB die Gleichgewichtsbedingungen in Verschiebungsvektoren und von
den Verschiebungen unabhingigen Koeffizientenfeldern getrennt dargestellt
werden kénnen. Dazu sind zusétzliche Beschridnkungen erforderlich:
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1. Die Werkstoffmatrix mufl von den Verschiebungen unabhingig sein (li-
near clastisches Stoffverhalten).

2. Das Bezugskoordinatensystem muf} fest bleiben (totale Lagrange - For-
mulierung).

3. Die Interpolationsfunktionen miissen von den Knotenverschiebungen und
Knotenverdrehungen unabhingig sein. Dic VerschicbungsgroBen eines
beliebigen Punktes sind dann lineare Funktionen in den Knotenverschie-
bungen und Knotenverdrehungen.

Mit Koeffizientenfeldern kdnnen die symmetrischen Eigenschaften des nicht-
linearen Systems durch die Indizes der Feldelemente anschaulich gemacht
werden. Die Tangentensteifigkeitsmatrix und die Ungleichgewichtskrifte
konnen dann als Summe des festen Felds 2. Stufe und der Produkte des
Verschiebungsvektors mit den stindigen Feldern 3. bzw. 4. Stufe ausge-
driickt werden. Nach der Transformation lassen sich Tangentensteifigkeits-
matrix und Ungleichgewichtskrifte im Unterraum als Summe der Produkte
des reduzierten Verschicbungsvektors mit stdndigen reduzierten Feldern ex-
plizit darstellen. Nun kann die Iteration direkt im Unterraum durchgefiihrt
werden. Im folgenden wird diese Formulierung hergeleitet.

7.4 FE - Formulierung
Hier wird die totale l.agrange - Formulierung dargestellt. Die simtliche
GroBen werden auf die unverformte Lage bezogen.

7.4.1 Verschiebungen und Verzerrungen

Die Diskretisierung der Verschiebungen ™U(x) und der Geometrie ™X
erfolgt mit dem isoparametrischen Verschiebungsmodell, bei welchem
sowohl die Geometrie als auch das Verschiebungsfeld in gleicher Weise in-
terpoliert werden:

mY, o= ) ok X (7.22)
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U= ) eF MUk (7.2b)
Hierin sind:
Ok die Interpolationsfunktionen
mxk die Koordinaten des Knotenpunktes k im Zustand m
myjk die Verschiebungen des Knotenpunktes k im Zustand m

Der Verzerrungstensor ™g; ist definiert als

1
Moy = 5 (MU + MU+ MU MU (7.3)

Er 148t sich weiterhin in lineare und nichtlineare Teile aufspalten:

Ty = msi% + me? ' (7.4)

Dabei sind:
e = 4 ("Uy + MUy (7.42)
e = o Uy "Uyg (7.4b)

Nach Aufteilung der Verschiebungskomponenten 2U = ‘U + U zerlegt
man die Verzerrungstensoren im Zustand 2 in:

i

2L I 2 2
& 5 (Ui + Uj))

1

L1 i
= 5 (U + Uy + 5 (U + Uy (7.5a)
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= UG Uy

= é‘(luk,i + Uy (U + Uy

=Ly + R ULUL UG+ UG
5 Yii Uy 5 (UkiUij + Ui Ugy + U Uy

= 15{? + ﬁgj

mit
g = ‘;‘(Ui,j + Uy

g = %(Uk,iluk,j + U U + Uy Uyy)

Das Verzerrungsinkrement ist definiert als:

N
& = & + &j
Mit Gleichung (3.3) gilt
L N
& + g = & + my
aber
G G
Sn] # ’71]

Die Verzerrungen werden in Vektorform

t
£ = [6)(» Sy’ gz) yyz> sz) ny] = [81’ 527 837 54) 857 56]

(7.5b)

(7.6a)

(7.6b)

(7.7)

(7.8)
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geschrieben und als Produkt der Knotenverschiebungsvektoren ™U mit den
konstanten Feldern BL bzw. BN ausgedriickt. Es sei darauf hingewiesen, daf3
die Elemente der Verzerrungsvektoren Me, damit einfache Indizes haben. Die
Anteile ™l bzw, MmN  sind linear bzw. quadratisch von den Knotenver-
schiebungen abhingig. Sie sind definiert als :

Mgl = BL,™U; (7.92)
Mgl = BNg ™U; MU (7.9b)
Lj= 1,..n
o« = 1,..ni
f = 1,.n2

n ist die Anzahl der Freiheitsgrade des Elements. nl bzw. n2 entspricht der
Anzahl der linearen bzw. nichtlinearen Verzerrungen. Sie sind im allgemei-
nen gleich, kénnen jedoch bei speziellen Tragwerken, z.B. Platten, verschie-
den sein.

BL bzw. BN ist ein Koeffizientenfeld 2. bzw. 3. Stufe. In der Matrix BL sind
nur die Ableitungen der Interpolationsfunktionen enthalten; die Matrix BN
besteht aus entsprechenden quadratischen Termen. Sowoh! BL als auch BN
sind vom aktuellen Verschiebungszustand unabhingige, d.h. Konstante
Koeffizientenfelder. Hierbei ist zu beachten, daB meN quadratische Funktio-
nen der Knotenverschiebungen sind und BNg; beziiglich der Indizes i,j sym-
metrisch  ist. Sind V und W zwei Vektoren, dann gilt:
BNg; ViW; = BNg; V; W,

Beim Fachwerkelement wird nur eine nichtlineare Verzerrung betrachtet,
n2 = 1. Dadurch wird BN auf ein Koeffizientenfeld 2. Stufe reduziert.

Der lineare Anteil des Verzerrungsinkrements e& (Gl. (7.6a)) ist nur eine
Funktion der inkrementellen Knotenverschiebungen.

e = BL, U, (7.10a)
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Das Inkrement N (Gl. (7.6b)) besteht aus den quadratischen Termen der
Verschicbungsinkremente und den bekannten Verschiebungen des Zustandes

1:

N 1 1 1

& = BN ('UyU; + U'U; + UU) = BN 'UU; + UjU))

Die Variationen von Mgl und meN lassen sich ausdriicken durch:

5™k = BL, 8™,

3™y = BNg; ™U;6™U; + BNy 8"U;MU; = 2BNg U, §™U;

Das Werkstoffgesetz in Matrizenschreibweise lautet

(7.10b)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

mit der konstitutiven Matrix des Elements ™Cy, dem Vektor der Piola -
Kirchhoffschen Spannungen 2. Art ™S; und dem Vektor der Green-Lagran-

geschen Verzerrungen ™s; .

7.4.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir einen beliebigen Zustand m

lautet:

Jéma e Mg dv

= Ja (M Ny me (et 4+ Ny

i
|

=3"U" AP

(7.14)

j5msL memlyy J(émsl“ memN 4 smNme msL)dV + JﬁmsN memNgy
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Durch Einfiihrung der Gleichungen (7.9a), (7.9b), (7.12a), (7.12b) in (7.14)
gilt fiir das Gleichgewicht im Zustand m:

JBLM "C,p BLgdV ™U;
+ j(BLaimaBNmk + 2BN "C,gBLg, ) dV™U; MU, (1.19)
+ jzst ™C,5 BNy dV U, MU, U = T4 P,

Wie Mallett und Marcal /30/ beschricben haben, werden hier drei Terme ge-
liefert. Der erste Term ist der lineare Anteil des Systems. Der zweite ist qua-
dratisch und der dritte kubisch von den Verschiebungen abhingig. Das
Koeffizientenfeld des zweiten Terms in Gl. (7.15) ist bezlglich der Indizes i,
j und k unsymmetrisch, d.h. die Indizes i, j und k sind nicht beliebig ver-
tauschbar, das des dritten Terms ist nur bezliglich der Indizes i und j oder k
und 1 symmetrisch. Connor und Morin /15/ haben auf die Asymmetrie hin-
gewiesen, Rajasekaran und Murray /40/ haben gezeigt, dafl diese Formulie-
rung nicht eindeutig ist, da die einzelnen Ausdriicke in verschiedener Weise
aus Einzeltermen zusammengesetzt werden kénnen. Eine symmetrische Form
ist sicherlich giinstig, da sie den groflen Speicherbedarf vermeidet (Kapitel
7.3).

Die FuBzeiger j,k des zweiten Terms bzw. j,k,l des dritten Terms sind “stum-
me Indizes”, da sie nach auBen nicht in Erscheinung treten (das Ergebnis ist
cin Vektor mit Indizes i). Stumme Indizes diirfen umbenannt werden.

Unter Berlicksichtigung der Tatsache, daB C; eine symmetrisché Matrix ist
und BNg; beziiglich der Indizes i,j symmetrisch ist, werden die stummen In-
dizes umbenannt, um die Symmetrie der Formulierung zu verdeutlichen. Gl.
(7.15) lautet dann:
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jBLai ™C,5 BLgdV U,

+ J(BLuimcmﬂBNﬂjk + BLy"C,gBNpgy + BL"CogBNg)dV UmU,
(7.16)

2
+5 f(BNaiija BNy + BNy "CogBN gy + BN,y "C, BN 5, )dV™U,™U, U

="1P,

oder:

P mU + Gijk MU, mUk + Hju U UkmUl = TLP; (7.17)
wobei:

Fy = J’BLMi ’“C“ﬁ BL4 dV (7.18a)

Giji = [(BLui"‘CuﬁBNmk + BLuijaﬁBNmk + BLakmCaﬂBij)dV (7.18Db)

wil Ca sBNg)dV

2
Hyy = —;J‘(BNaiimCaﬂBNﬁkl + BNaikmCmﬁBNm, + BN
(7.18¢)

Fir linear elastische Probleme sind Fy, Gy und Hyyq von den Knotenver-
schiebungen unabhingige Felder 2., 3. bzw. 4. Stufe. Sie sind die Koeffi-
zientenmatrizen fiir die linearen, quadratischen bzw. kubischen Potenzen der
Knotenverschicbungen in den Gleichgewichtsgleichungen. Dabei besitzen
Fyj, Gy und Hyy beziiglich der Vertauschung beliebiger Indizes eine symme-
trische Form. Fy stellt die lineare Beziehung der Verschiebungen und Kno-
tenkrifte dar. Guk koppelt die nichtlinearen und linearen Vcrzerrungen Hij

wird nur von nichtlinearen Anteilen beeinfluf3t.
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G

Fy, Gy und My werden im globalen Koordinatensystem von Koeffizienten-

feldern der Elemente aufgebaut, die mit kleinen Buchstaben fj;, g und hyjyy
geschrieben werden. Nach der Aufstellung miissen fj;, gy und hyy, zuerst vom
lokalen zum globalen Koordinatensystem mit Hilfe der Transformationsma-
trix t, die aus den Richtungscosinus besteht, transformiert werden:

I K
fig = f:;’ L bp (7.19a)
1 !
gy = giiokk L b tey (7.19b)
! lok
hegs = Nt tip by Us (7.19¢)
d.h. Fyj, Gy und Hyy, sind von dem Bezugskoordinatensystem abhangig.

7.4.3 Linearisierung der Gleichgewichtsgleichungen

Mit der Aufteilung von 2U bzw. 21 in die bekannten Werte U bzw. !4 des
Zustands | und die unbekannten inkrementellen GréSen U bzw. 4 folgt aus
Gl (7.17)

Fi ('U; + Up) + Gy ('Uj + U ("0 + Uy)

(7.20)
+ Hyga ("0 + U U+ U (U + Uy = (12 + )Py
Der bekannte Zustand 1 ist ein Gleichgewichtszustand.
1 ) 11 Tey Iyp ! 1
Fij U] + Gijk LJj Uk + Hijkl U] Uk Ul = Apl (721)

Die linke Seite in (7.21) entspricht dem Term flsi,- d¢;; dv in Gleichung
(3.12). Dies sind die inneren Krifte im Zustand 1. Damit reduziert sich GIL
(7.20) auf:

i
(Fj + 2Gy Ug + 3Hy U 'U) Y
(71.22)
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Gleichung (7.22) ist die exakte Darstellung des inkrementellen Gleichgewichts
fiir die totale Lagrange - Formulierung. Sie ist quadratisch von den be-
kannten Verschiebungen im Zustand | abhédngig und stellt die Beziehung
zwischen den Verschiebungsinkrementen und dem Inkrement des Lastfaktors
dar. Sie ist ein Gleichungssystem dritter Ordnung in den Verschiebungsin-
krementen, deren direkte Losung im allgemeinen nicht moglich ist. Ist eine
Beschrinkung auf kleine Verschiebungsinkremente gegeben, kénnen die qua-
dratischen und kubischen Terme der Inkremente der Verschiebungen ver-
nachléssigt werden. Fiir nichtlineare Berechnungen mit dem Newton-Raph-
son-Verfahren wird das Gleichungssystem zuerst linearisiert, und der Linea-
risierungsfehler wird dann iterativ beseitigt. Unter der Voraussetzung, daB
die Koeffizientenfelder und der Lastvektor unabhingig von den Verschie-
bungen sind, liefert die linearisierte Form:

(Fy + 2Gy 'Ug + 3 Hyy 1Uklul)Uj = AP (7.23)

Was ist der Zusammenhang zwischen Gl. (3.14) und Gl. (7.23)? Der erste
Term in Gl (7.23) F;; entspricht der inkrementellen elastischen Steifigkeits-
matrix 'K, in Gl. (3.14). Es kann gezeigt werden

(‘Ko = 2J(BL iCpBN gy + BL,C,sBN ) dV 'U,

(7.23a)
+ 4JBNM C,p BNy, av 'U, 'y,
(‘Ko = ZJBLMkCaﬂBNdeVIUk +2 J BN,;C,sBN 5 dV'U U, (7.23b)

Es ergibt dann



- 96 -

1 .
(K + (1Kg)ij = 2Gy Uy + 3y 'u 'y {7.23¢c)
Gleichung (7.23) ergibt die Tangentensteifigkeitsmatrix 'K :

- T 1 [P
'Ky = Fy + 2Gy 'Ug + 3Hya U Uy (7.24)

Die Koeffizientenfelder Fy;, Gy und Hjy bieten auch die Moglichkeit, die
Sekanté¢nsteifigkeitsmatrix lKﬁ, die Ungleichgewichtskrifte und einige Lo-

sungsverfahren elegant zu formulieren. Dies ist ein wesentlicher Vorteil.

Es scien %U, U zwei bekannte Verschiebungen. Die Sekantenmatrix wird
durch den Differenzenquotienten gebildet:

'K§ = [(F; 'U; + Gy 'U; U, + Hyy 'U; U U
~ (F;°U; + Gy U U, + Hy "0, °0 P00 T Uy - 00) (7.24a)
= Fy + Gy (Up + Uy + Hyy (U0 + 100 + 0 Uy
Ist OU der Ursprung, d.h. daB Bezugszustand gleich Ausgangséustand ist, gilt:
'K§ = Fj + Gy U + Hyg'U'G (7.24b)

Die Tangentensteifigkeitsmatrix ist der Grenzwert der Sekantensteifigkeits-
matrix. Sie kann unter der Annahme von 'U - OU von der Sekantenmatrix
abgeleitet werden.

'Ky =, lim 'K (7.24c)

Die Ungleichgewichtskrifte haben die Darstellung

R; = AP, — F;'U; - Gy 'U; "0, — Hiy 'U; UL T, (7.25)

i i N Yg
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7.4.4 Darstellung einiger Losungsverfahren

Ramm /42/ hat einige numerischen Losungsverfahren gegeniibergestellt. Ne-
ben dem Newton - Raphson - Verfahren kénnen die anderen Methoden auch
mit diesen Koeffizientenfeldern deutlich dargestellt werden. Die Rekursions-

formeln sind folgendermaBen zusammengefalBt:

e Euler - Verfahren

Ky = Fy + 2Gy "Up + 3Hu "UTY

AU = (™K~ ™A ) P

1

oHy = MU+ AU,

Y

N /

Bild 7.1  Euler - Verfahren

e  Mittelpunktssteifigkeitsmethode
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MKy = Fy o+ 2Gijk[“"ukJr—;—("‘tjk — ™yl

+ 3 HyL MU, +”;j(mUk - ™yl +%'(mU1 - ™ y]

AU; = ("K' ™A d) P,

m+1Ui = mUi + AUl

Bild 7.2 Mittelpunktssteifigkeitsmethode

Euler - Verfahren mit Riickwiértseinsetzen
mKij = Fl] + 2 ij mUk + 3 Hijkl mUk Uml

1

R =

i = "R - Fy MU - Gy MU MU~ Hy MU, U MU
AU; = ("K' R

m+1Ui = mUi + AU]
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Bild 7.3 Euler - Verfahren mit Riickwirtseinsetzen

Sukzessives Einsetzen
S - m m m
Ky = Fy o+ G MU+ Higg "UT,

m+1Ui — (mK§)~I Pj

m

A4

A . _—

4

Bild 7.4 Sukzessives Einsetzen
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7.4.5 Darstellung im Unterraum

Gelingt es, geeignete Basisvektoren zu finden und eine Transformationsma-
trix T aufzubauen, so 146t sich Gleichung (7.23) durch den gendherten Aus-
druck:

(Faﬂ + Z(Eaﬁy lij + 3 I’:io(ﬂyé IGY lﬁé)ﬂﬁ = /lﬁa (726)
ersetzen. Dabei sind:

~

Fup = Fy Ty Ty (7.27)

Gupy = Gige T Typ T (7.28)
i:ia([fyé = Hya Ty Tjp Ty, Tis (7.29)
P, = T, P (7.30)

Die transformierten Koeffizientenfelder }?uﬁ, édﬁy und F{u[,\},é sind nur von der
Basis abhidngig. Die Tangentenmatrix und die Ungleichgewichtskréfte im re-
duzierten System lassen sich in jedem Iterationldsungsvorgang wie folgt aus-
driicken:

17 ot =~ Ja 9 J R

Kmﬁ = szl? + ZGMY Uy + 3Haﬂy6 Uy Us (7.31a)
5 2,5 [T P ~ | B ™ [ PR P o

R, = AP, —- Faﬂ Uﬁ — Gapy Uﬂ Uy - Hu/}yé Uﬂ Uy Us (7.31b)

Man braucht nicht in jedem Lastschritt zum gesamten System zuriickzuge-
hen. Die nichtlineare Berechnung {iber [terationen kann in einem Unterraum,
der wesentlich weniger Freiheitsgrade hat, durchgefiihrt werden. Nach be-
stimmten Schritten wird der Fehler direkt im Unterraum kontrolliert. Ist der
Fehler groBer als die vorgegebene Toleranz, kann die Transformationsmatrix
T modifiziert und das neue reduzierte System aufgebaut werden.
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7.5 Speichertechnik

Die Koeffizientenfelder 3. bzw. 4. Stufe Gy bzw. Hyy haben n® bzw. n
Terme und brauchen einen sehr groBen Speicherplatz. Das ist cin entschei-
dender Nachteil.

Bei der obigen Darstellung wird der gleiche Verschiebungsvektor flir die li-
nearen und nichtlinearen Anteilen verwendet. Diese Formulierung heifit
“konsistent”. Um den Speicherplatz zu reduzieren, hat R. H. Gallagher /19/
cine “inkonsistente” Methode vorgeschlagen. Dabei verwendet er zur Be-
stimmung von Gy und Hy, einfachere Verschiebungsfelder als fiir Fy. Die
Untersuchungen von Haisler, Stricklin und Stebbins /22/, Bergan und Clough
/7/ und Colville, Becker und Furlong /14/ zeigen, daB3 durch diese Vereinfa-
chung die Genauigkeit der Losung fir kleine Verschiebung im Lastschritt
nicht wesentlich beeintrichtigt wird. Allerdings ist die Losung nicht mehr ein
strenges Minimum der potentiellen Energie.

Miehe /31/ hat versucht, eine spezielle Elementformulierung zu benutzen.
Bei ihm werden die Felder Giy und Hyyy weder fiir das ganze System noch
auf Elementebene aufgebaut und abgespeichert, sondern wiederholt gerech-
net, um groBen Speicherbedarf zu vermeiden. Zur Berechnung der reduzier-
ten Koeffizientenfelder ém und }N{mﬁyé werden hier die Gleichungen (7.28)
und (7.29) nicht direkt benutzt, sondern es wird zunédchst von einer Formu-

lierung auf Elementebene ausgegangen:

L
Gugy = Z gk Tiw Tis Ty (7.32a)
e=1
L
ﬁ = Z by TS TS, TS TH 7.32b
afys = ikl liw Lig tky 110 (7.32b)
e=]

Hierbei ist 1. die gesamte Anzahl der Elemente. Der rechte Kopfzeiger e
deutet auf Elementebene hin. Die Matrix T¢ besteht aus den entsprechenden
Zeilen der Transformationsmatrix T des ganzen Systems.
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Da die Elementmatrizen fj , g und hyy auch symmetrisch sind, 14Bt sich
eine reduzierte Speichertechnik verwenden. Nur die Ausdriicke der Element-
matrizen, die folgende Bedingungen erfiillen, werden gerechnet:

fiir f3;, i<j
fir gy, i<j<k
fir hijkl’ lgjgkgl

Wird mit n die Anzahl der Elementfreiheitsgrade bezeichnet, so folgt fiir die
Anzahl der zu berechnenden Matrizenelemente von fi, gy bzw. By

Li=Yi=Ltn@+n (7.33a)
i=1

Ly= ), 5 ili+ D)= +n@+ 1)@ +2) (7.33b)
i=1

Ly = —é— ii + D + 2) = = nfn + 1){n + 2)(n + 3) (7.33¢)

Fir ein Fachwerkelement ist beispielsweise n = 6. Auf Elementebene um-
fassen die Matrizen fjj, g und hyy im zwei-, drei-, bzw. vierdimensionalen
Fall insgesamt 62 = 36, 63 = 216 bzw. 6% = 1296 Matrizenelemente.
Mit obiger Technik reduziert sich die Anzahl der zu berechnenden Matri-
zenelemente auf 21, 56 bzw. 126.

Es empfiehlt sich, die reduzierten Felder }?uﬂ, (N}uﬂyé und }N{aﬂyé vollstindig
aufzubauen, da die Anzahl der Freiheitsgrade im reduzierten Raum sehr
Klein ist. Fiir die Berechnung der Koeffizienten kann dabei die Symmetrie
ausgenutzt werden.

Nach den Gleichungen (7.32a) und (7.32b), ohne Beachtung der Randbedin-
gungen, bestimmt man die Anzahl der Multiplikationsoperationen zur Be-

rechnung der Koeffizientenfelder Gg, und H,g,s aus:

nmf{m + 1){m + 2) 1

Oz = Limn® + n°m® + 3

G

(7.34a)
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5 nm(m 4+ H{m + )(m + 3) ]

Op= Llmn* + m?n® + m’n® + 51 (7.34b)

Hier ist m die Anzahl der Freiheitsgrade des reduzierten Systems.

7.6 Elementsteifigkeitsmatrix
7.6.1 Das dreidimensionale Fachwerkelement

Beim Fachwerkelement wird nur eine Verzerrung betrachtet. Fiir die folgen-
den Uberlegungen wird die lineare Ansatzfunktion verwendet.

4%
@ @
g X,
X]
Bild 7.5 3D - Fachwerkelement im lokalen System

Die Verschiebungskomponenten im lokalen Koordinatensystem lauten:
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"Uyl=[ 06 1-r 0 0 r g

mu3 0 0 l—r 0 0 r

Die Ableitungen nach %X, werden ausgedriickt durch:

ng
mU%
mU%

mU§

Flir den linearen bzw. nichtlinearen Verzerrungsanteil gilt dann:

(7.35)

(7.35a)
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Mo ="Up; = [~—}—, 0, 0, =, 0, 0]

e = ‘;‘ (MU U+ MUy Uy + U5 " Us )

1 0 0

0 1 0

| : 0 0 1

- __il_ I:mUi mU% mU; mU% ng mU§]

-1 0 0

0 -1 0

0 0 —1

L

m m

Die lokale Matrix f; erhilt folgende Form:

= BL,™U;
-1 0
0 -1
0 0
1 0
0 1
0 0

(7.36)

(7.37)




£ = j(BLiEBLj)dv - EA e (7.38)

ij

Aus Gl (7.18b) folgt:

Zik = % j(BNij E BL; + BNy EBL; + BN EBL)dV (7.39)

Die Elemente in g, die aus Symmetriegriinden di¢ Bedingung i <j < k'er-
fiillen, sind:

300300
1 0010 00100
-1 001 0000 0 00
300 0-10 0 0 -1 300
-1 0 00 0 10 00
-1 0 0 1 0
1i=1 i=2 i=3 i=4 =5 i=6

Tafel 7.1  Elemente ( i <j<k ) im lokalen Koeffizientenfeld g;; fir das

dreidimensionale Fachwerkelement. Faktor —Zz—

Aus Gleichung (7.18¢) folgt:

hyy = —g‘— f(BNij E BNy + BNy EBN; + BNy E BLy)d VvV (7.40)
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Die Elemente in hyy; , die die Bedingung i<j<k<lerfillen, sind:

300-300
1 00-10 -1 00
1 00-1 000 0-1 00 i=1
300 010 001 |-300
10 00 00 -1 0 00
1 0 0 -1 0 0
030
0 0 -1 0 0-10
100 000 0-10 j=2
30 01 00 |-30
1 0 0 -1 0
300-3
1 00 0 0 -1
10 00 |01 j=3
3 0 0 -3
300
10 00 j=4
1 0 0
30
1 0 |j=5
3 |j=6
i=1 i=2 i=3 1=4 i=5 1=6

Tafel 7.2 Elemente (i <j<k <1)im lokalen Koeffizientenfeld hy, fir das
EA
Faktor ——

dreidimensionale Fachwerkelement.

613
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Die Matrizen fy;, gy und by werden von den lokalen Koordinaten in die
globalen Koordinaten mit Hilfe der Transformationsmatrix t, die aus den
Richtungscosinus ¢;, ¢, und c3 besteht, transformiert. Die globalen Element-

matrizen lassen sich folgendermaBen darstellen:

Ci¢ €€y €€y €0 —C1Gy 013
CiC2 CaCy €3 —C1Cy €8y —GxCy
1 . . €163 €963 €33 —CjC3 —CaC3 —C303
glo _ Jdok . |
B = s = = (7.41)

—Ci¢  —CiCy —CiC3 €1y €1 C1€3
—C€)Cy =€y —CxC3 (102 €26 €303

—CiC3  —CyC3 —C3C3 Ci1C3 CyC3 C3C3

lo fok
ghgy = Ziik Lalpit

Hieraus ergibt sich:

| —3¢; —¢ —c33c; ¢ G
~cy 0¢y ¢ 0)]=3cy—c3 ¢ 36 €3
—cy ¢z 0 ¢ —c; 0 c3 ¢yl —3c; ¢ ¢ 3¢3
=3¢y —cy —¢3 —cy—¢; 0 —c; 0 —¢ ‘3c1 c, G
-, 0 —3e; —¢3f —C3—C) ¢y 0]3¢; ¢
~€y —Cy —3c; [ ¢y | 3y
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 1=6

Tafel 7.3 Elemente (i <j<k)im globalen Koeffizientenfeld gg‘f fir das

dreidimensionale Fachwerkelement. Faktor —gl—/}
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¢;, ¢, und ¢y sind die Richtungscosinus. Die urspriinglich kubischen Aus-
dricke reduzieren sich nach der Transformation, so daB nur noch lineare
Terme in ¢; verbleiben.

Es gibt 126 Elemente im Koeffizentenfeld 4. Stufe hyy, die die Bedingung
i <j<k <! erfilllen, davon sind 84 Elemente Null. Bemerkenswert ist, dafl
hjjee vor und nach der Transformation identisch ist. Dies bedeutet, da8l der
kubische Anteil vom Koordinatensystem unabhingig ist:

hyo - hmk

Die Erkldrung wird im folgenden angegeben.

7.6.1.1 Die geometrische Deutung der G.L. - Verzerrungen des
Fachwerkelements mit linearem Ansatz

Die Position der zwei Knoten eines Elements liegt am Anfang
Opl (0x},0x1,0x)) und OP2(®X%,0X3,0X% . Die Endlagen sind
mpl (my} myl mx 1y ynd mp2 (mx3, mx2 mx3) Der Punkt P’ wird durch
Parallelverschiebung eingefiihrt, damit das Viereck mP! P’ Op! OP2 ein Paral-
lelogramm bildet. Die Linge vom Vektor P’ mP2 wird mit A bezeichnet.

7 7 & X4
/ /
/ /
/ /
X £ /
3 OPI OPZ
Bild 7.6 Geometrische Deutung der Green - Lagrangeschen Verzer-

rungen des Fachwerkelements mit linearem Ansatz

Die nichtlineare Verzerrﬁng hat die Darstellung:
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mU2—~mUl mU2__mUl mUZ__mUl
EN:__;__I:( 1] 1)2+( 21 2)z+( 3l 3)2}

(7.42)

AZ
TP

&N ist eine Funktion der Linge der Strecke P’ mP2 . Dies ist cine objektive
GroBe und unabhéngig vom Koordinatensystem. Die Verschiebungen wer-
den allgemein mit U; oder U, bezeichnet. In einem anderen lokalen System

sind die Bezeichnungen der Verschiebungen U, oder Ug. t,, ist die Transfor-
matjonsmatrix und

Ui = tioc lju
Aus der Objektivitit der sN :
BN;; U; U; = BNy t, ;5 U, Uy
= BN,; U, U,

Aus der Definition von BN im lokalen Koordinationssystem:

So gilt:

BN[] = BN” tiu tjﬁ
Die Koordinatentransformation hat keine Wirkung fiir BN. Beim Fach-
werkelement mit linearer Ansatzfunktion sind BN bzw. hy, objektiv und vom
Koordinatensystem unabhéngig. '
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Im lokalen System ist die Anfangslage %P! OPZ parallel zur Achse O X1. Wer-
den die Projektionen von P’ mP2 beziiglich der drei Achsen mit A, A, und
A, bezeichnet, dann gilt:

A
Ui=-1"
4,
U=~
Ay
Ui =7

Die Verschiebungsableitungen sind vom Koordinatensystem abhingig.

7.6.2 Das zweidimensionale Scheibenelement

Die kartesischen Koordinaten mX,, ™X, eines beliebigen Scheibenpunktes

werden ausgedriickt durch:

M

"X, = ) % (8 "X (7.432)
k=1
o

T, = ) @f (5 "X (7.43b)
k=1

Hierin sind % (r, s) die Interpolationsfunktionen entsprechend zum Knoten
k. Sie sind nur von den lokalen Koordinaten r und s abhingig. Die Koordi-
naten r und s decken im Element den Bereich -1 bis +1 ab.
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4 X, ©
@
;
©) @
- X,
Bild 7.7 2D - Scheibelement
Knoten | lokale Koord.
K r s Pk ok ok
1 I U 1A+ 0 +$)] 17400 +s) | 174(1+71)
2 1 | A +s) |14 +s)| 141
3 -1 -1 1/4(1-r)(1-s) | -1/4(1-s) | -1/4(1-1)
4 1 -1 | /41 +0-s) | 1/4(1-s) |-1/4(1 +1)

Tafel 7.5 Bilineare Ansatzfunktionen fir das zweidimensionale Scheiben-

element

Die Ableitungen der Koordinaten X;, X, nachr und s lauten:



M

"Xy = Z ok (1, s) "X} (7.442)
k=1
M

"Xy = Z ok (r, 5) "X} (7.44b)
k=1
M

" = Y0k (9™ (7.440)
k=1
M

X = Z X (r, s) "X5 (7.44d)
k=1

Die Jakobi - Matrix besteht aus den Termen der Gleichung (7.44):

le,r mXZ,r :
J = (7.45)
mxl,s mXZ,s

Die Inversion der Jakobi - Matrix ergibt:

ry Sy
J1 o= (7.46)
o S2

Die Ableitungen der Interpolationsfunktionen nach X; bzw. X, werden aus-
gedriickt durch:

o ok
= J! (7.47)
Y o)

Die linearen Verzerrungen lauten:



)

=BL

ol

LU
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!
3
o)
»
t
{

Der nichtlineare Verzerrungsanteil ist:

—%’((mUl,I)z + (mU2,1)2)
T (U + MUz

m m m m
Ui "Ups + Uy Unp

0o %

1 2 2 3 3 4 4
O 0y Oy O, O D, D)

o ol
D mU§

ok muk + o mUs

mU}
1

mUZ
! (7.43)

= BN; "U; "U{(7.49)
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Die ausfiihrliche Darstellung ist im Anhang 1 enthalten.
Der Piola - Kirchhoffsche Spannungstensor wird mit dem Green - La-

grangeschen Verzerrungstensor iiber die konstitutive Matrix C verbunden.
Fir den ebenen Spannungszustand gilt:

S 1 v 0 Meyy
mSZZ — E > v 1 0 m322 (7.50)
I — v |
-V
"S5, o 0 2 2%,

Fliir den ebenen Verzerrungszustand gilt:

’“S11 I—v y 0 &1
mS - E v 1 —v 0 m 7.
25T — 2w e | (751
; 1 —2v
mS12 [} 0 5 2m£12
Allgemein:
mSa = mCu[f mgﬂ (752)

Werden die Dicke des Elements mit h und die Determinante der Jakobi-Ma-
trix mit |J| bezeichnet, haben die Koeffizientenfelder aus den Gleichungen
(7.18a), (7.18b) und (7.18c) die Gestalt:

1 rl
£ = jlf IBLai ™C,sBLg |J] hdrds (7.53)

1 ¢l
gijk == J f (BLulmCaﬂBNﬂ]k + BLa]mCaﬁBNﬂlk + BLakmCaﬁBNﬁq) | J lhdrdS
-1v=1

(7.54)
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1 ¢l
By = —%— J lj I(BNmiimaBN gid + BN MCogBN g + BN, ™C, BN ) | J | hdrds

(7.55)

Mit Hilfe der Gau8 - Integration werden die Elementsteifigkeitsmatrizen nu-
merisch integriert.

7.6.3 Balken- und Schalenelement

In den letzten Jahren wurde eine Vielzahl von Balken- und Schalenelementen
entwickelt. Diese Elemente konnen in zwei Gruppen eingeteilt werden, in
klassische und degenerierte Elemente. Die Vor- und Nachteile dieser zwei
Elemente werden in /42/ gegenilibergestellt.

Das klassische Element wird aus der Balken- bzw. Schalentheorie hergeleitet.
Das eigentliche dreidimensionale diinne Tragwerk wird durch das Verhalten
der Mittelfliche beschrieben. Die statischen Grofien werden zuerst liber die
Tragwerksdicke integriert, die Ordnung wird vom Drei- zum Zweidimensio-
nalen reduziert, dann zu KnotengroBen diskretisiert.

Das degenerierte Element wurde von Ahmad, Irons und Zienkiewicz /1/ fiir
lincare Berechnungen eingefiihrte und von Ramm /41/ und Bathe /5/ auf
nichtlineare Berechnungen erweitert. Dabei werden die balken- bzw. scha-
lentypischen Annahmen direkt mit dem finiten Elementansatz eingebracht.
Die Geometrie und das Verschiebungsfeld werden vom Anfang an auf die
Knotenwerte der Mittelfliche hin vollstindig diskretisiert. Die Integration
wird iiber das Elementvelumen vorgenommen.

Bei der Anwendung der Koeffizientenfelder fiir degenerierte Elemente treten
Schwierigkeiten auf. Die Verschiebungen eines beliebigen Punktes werden
mit den Verschiebungen des Mittelpunktes und den Winkelidnderungen der
Normalen beschrieben.

" = ) okmU 4 £ @ (cos ™y —cos ) (7.56)
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wobei t die entsprechende lokale Koordinate der Normalen ist, ™pk die Win-
kel der Normalen zu den Koordinatenachsen und h die Elementdicke ist.
Der Vektor der unbekannten Verschiebungsgrofien enthilt neben den Kno-
tenverschiebungen auch die trigonometrischen Funktionen der Winkeldnde-
rungen der Normalen und kann deshalb nicht einfach matriziell von dem
konstanten Anteil abgetrennt werden. Eine weiterc Schwierigkeit liegt darin,
daB das degenerierte Element unter der Annahme formuliert wurde, daB die
Normale ihre Linge nicht dndert. Diese Annahme wird durch Festlegung ei-
nes anisotropen Werkstoffgesetzes realisiert. Die Werkstoffmatrix enthalt
damit trigonometrische Funktionen in der 4. Potenz. Das widerspricht der
Forderung nach konstanten Koeffizientenfeldern. Eine Verwendung des Ver-
fahrens im Zusammenhang mit degenerierten Elementen ist daher in dieser
Form nicht moglich.

7.6.4 Ableitungen nach dem Bahnparameter als Basis

Mit den Koeffizientenfeldern kann die Tangentenmatrix explizit mit den
Verschiebungsvektoren dargestelit werden. Das ermoglicht die Generie-
rung der Taylorschen Vektorreihe. In der Stdrungstechnik zeigt die Taylor-
sche Reihe 0U, U, U, .. schon gutes Approximationsverhalten. Es bietet
sich somiit die Méglichkeit an, die Taylorsche Reihe als Transformationsma-
trix T zu benutzen.

Zur Berechnung der Vektorableitungen fiir die Taylorreihe wird ein Parame-
ter benOtigt. Neben dem Lastfaktor A kann auch eine einzelne Verschie-
bungskomponente als unabhéngige Variable benutzt werden. Die Herleitung
ist in /20/ und /23/ zu finden. A. K. Noor /39/ hat eine verallgemeinerte
Bogenldnge s als Parameter eingefiihrt, der in der Bedingungsgleichung defi-
niert wird als:

"y Ty o™ 2
o{ EL Sy + (AP = (7.57)

(=R
IAIA

™ R

INIA
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Die Parameter o« und " § sind gewihlte Konstanten, s ist die verallgemeinerte
Bogenlinge, die sich im von ™U und ™1 aufgespannten (n+1)- dimensio-
nalen Raum befindet. Sind o und B in Gl (7.57) gleich 1, ist s der in /43/
dargestelite Bogenlingenparameter. Ist « = 0 und § = 1, so entspricht dies
der Methode der Lastkontrolle. Hier ist der Vektor dmU/ds mit gleichem
Faktor « skaliert. Schweizerhof /46/ hat dagegen eine Skalierungsmatrix V
cingeflhrt, V ist eine Diagonalmatrix

und die Bedingungsgleichung lautet:

AU'V, AU + A2 = §° {7.58)

i

Damit kénnen die¢ einzelnen Komponenten des Verschiebungsinkrementes
mit verschiedenen Faktoren skaliert werden. Ist eine Komponente V;in V,
gleich 1 und alle anderen Komponenten sowie der Parameter f haben den
Wert Null, so fiihrt dies zur Kontrolle mit einer der Verschiebungen; es gibt
auch Alternativen zur Verschiebungskontrolle mit Vgo = 1, Voo = f = 0
oder Rotationskontrolle mit V,,, = 1, Vg = f = 0; fiir Skalierungsfakto-
ren V, = (1/1U)% B = 1/'4, 1U; # 0, werden alle GroBen gleich beriick-
sichtigt. Hier wird fiir praktische Zwecke in Gleichung (7.57) « = | und
f = 0 verwendet /39/.

Die Benutzung von s als Parameter hat den Vorteil, da Durchschlagspunkte
ohne Schwierigkeiten iiberwunden und relativ groBie Schritte verwendet
werden kdnnen.

Die zu Gleichung (7.17) zugefiigte Gleichung (7.57) zerstort sowohl die Sym-
metrie als auch die Bandstruktur der Steifigkeitsmatrix. Statt die Bedin-
gungsgleichung (7.57) und Gleichung (7.17) gleichzeitig zu l6sen, wird in /43/
ein “Zwei-Schritte” - Verfahren vorgeschlagen, um diesen Nachteil zu ver-
meiden.
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Die ausfiihrliche Herleitung der ersten acht Ableitungen nach der verallge-
meinerten Bogenlinge wird im Anhang dargestellt. Zur Berechnung der
rechten Seite in den Gleichungen (A2.1a) bis (A2.8a) werden die folgenden
beiden Formeln benétigt:

L
Gij X Yy = z Eupy XpYy (7.59a)
e=]
L
Hijia X Yy = Zhim XgYS 25 (7.59b)
e=]

Hierbei sind X, Y und Z Vektoren auf Systemebene, und L ist die gesamte
Anzahl der Elemente. Die Vektoren X, y, z auf Elementebene bestehen aus
den entsprechenden Komponenten der Vektoren X, Y, Z. Ohne Beachtung
der Randbedingungen sind die bendtigten Multiplikationsoperationen zur
Berechnung der Gleichungen (7.592) und (7.59b):

Og = L@ + n? (7.60a)

Oy = L(@* + 0’ + 1Y (7.60b)
Hierbei ist n die Anzahl der Elementfreiheitsgrade.

Die Ableitungen des Verschiebungsvektors ™U bzw. des Lastfaktors ™1 wer-
den mit mU, ™0, . myU®  bzw. m1, mi  mi0  bezeichnet. Unter Beach-
tung von ‘

my® — lgh 4 g o gl (7.61a)
ml(i) - ll(i) + /1(‘) == ,{(i) (7.61Db)

werden U, U, .. U® und 4, 4,...4® in den Gleichungen (A2.1) - (A2.8) des
Anhangs direkt verwendet. Der Wert A stellt auch ein sinnvolles MaB zur
Unterscheidung von Durchschlags - und Verzweigungspunkten dar. Am Kkri-
tischen Punkt verschwindet die Determinante der Tangentensteifigkeitsma-
trix. Hat A dabei den Wert Null, so handelt es sich um einen Durchschlags-
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punkt. Hat J einen von Null verschiedenen Wert, dann liegt ein Verzwei-
gungspunkt vor.

7.7 Schematisches Vorgehen

Der Rechenverlauf wird wie folgt dargestellt:

1. Aufstellung der Elementfelder f, g und h.

2. Aufstellung der Tangentensteifigkeitsmatrix K im gesamten Raum.

3. Berechnung der Basisvektoren und der Transformationsmatrix T. Bei der
Anwendung der Lagrangeschen bzw. Newtonschen Reihe miissen die
Basisvektoren zuerst normiert und orthogonalisiert werden, um die Sin-
gularitdt der Matrix K zu vermeiden.

4. Transformation in den Unterraum, d.h. Berechnung von F‘, (N}, H und P.

5. Festlegung des Vektors 0U im Unterraum. Fiir den ersten Schritt ist OU
ein Nullvektor, da es am Anfang keine Verschiebung gibt. Wird die
Transformationsmatrix T modifiziert und dadurch eine neue reduzierte
Matrix K berechnet, so mufl der neue Anfangspunkt des Verschiebungs-
vektors im Unterraum mit der im Kapitel 5 dargestellten Methode der
verallgemeinerten Inversen neu gebildet werden. i

6. Iteration im Unterraum nach dem Newton-Raphson-Verfahren. Die
Iterationen kdnnen mit Last-, Verschiebungs- bzw. Bogenldngensteue-
rung durchgefithrt werden.

7. Fehlerkontrolle im gesamten Raum nach bestimmten Schritten. Ist der
Fehler grofler als die vorgegebene Toleranz, geht das Programm zuriick
zu 2., um eine neue Tangentensteifigkeitsmatrix erstellen und damit auch
eine neue Transformationsmatrix und einen neuen Unterraum berechnen
zu konnen. Ansonsten l3uft das Programm weiter. '

Noor hat das zweite Konzept mit der Taylorschen Reihe kombiniert benutzt.
Bei ihm werden nach der Aufstellung der Tangentensteifigkeitsmatrix K die
Verschiebungsableitunigen berechnet (Anhang 2). Diese Verschiebungsablei-
tungen konnen nur mit den Koeffizientenfeldern ¥, G und H ermittelt wer-
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den. Die Iteration im Unterraum wird mit Bogenlingensteuerung durchge-
fiihrt und die SchrittgréBen werden mit der Anderung des aktuellen Steifig-
keitsparameters AS,, kontrolliert. Wird AS,, vorgegeben, dann hat die An-
derung der Bogenlidnge Al die Darstellung

Al = (P*°U) ASak/[% PU) — (1+AS,) (P°U)]  (7.62)

Hierin sind U, U und A, i die Ableitungen nach der Bogenlidnge. Das Last-
inkrement ist dann

Ak =1Al (7.63)

Die genaue Beschreibung ist in /6/, /39/ zu finden. Almroth hat das zweite
Konzept zusammen mit der Lagrangeschen Reihe verwendet. Bei Almroth
wird die Iteration zuerst im ganzen Raum vorgenommen, bis einige Zwi-
schenldsungen bestimmt sind, die dann normiert und orthogonalisiert werden.
Daraus wird dann die Transformationsmatrix T aufgebaut.

Die anderen im Kapitel 3 beschriebenen Basisvektoren sind ebenfalls ver-
wendbar.
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8.0 Beispiele und Bewertung

Die Leistungsfihigkeit der Technik der reduzierten Basis wird an folgenden
Beispiclen gezeigt.

8.1 Beispiel 8.1

Als Beispiel wird ein 3 - dimensionales Kuppel - Fachwerk von Hangai /23/
genommen. Das Fachwerk ist gelenkig gelagert und enthélt 24 Elemente und
21 Freiheitsgrade (Bild 8.1). Im Lastfall A, wird das System am Mittelpunkt
1 belastet, beim Lastfall B wird es mit mehreren Knotenlasten vertikal bela-
stet. Die Koordinaten des Systems und die Lastverteilungen sind in den Ta-
feln 8.1 und 8.2 angegeben.

e fester Punkt
o freier Punkt

8,26cm

25cm . 25cm
e 433¢cm 43.3cm

Bild 8.1 Beispiel des rdumlichen Fachwerks
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Knoten X Y 4 Z (geo.imp)
1 0.0 0.0 0.0 0.0
2 25.0 0.0 2.0 1.8
3 12.5 -21.65 2.0 2.0
4 -12.5 -21.65 2.0 2.0
5 -25 0.0 2.0 1.8
6 -12.5 21.65 2.0 2.0
7 12.5 21.65 2.0 2.0
8 43.30 -25.0 8.216 8.216
9 0.0 -50.0 8.216 8.216
10 -43.30 -25.0 8.216 8.216
11 -43.30 25.0 8.216 8.216
12 0.0 50.0 8.216 8.216
13 43.30 25.0 8.216 8.216
Tafel 8.1 Koordinaten der Knoten [cm]
Knoten | Lastfall | Lastfall B
A perf. Last|{imp. Last

1 1.0 1.0 1.0

2 0.0 2.0 2.0

3 0.0 2.0 2.0

4 0.0 2.0 1.5

5 0.0 2.0 2.0

6 0.0 2.0 2.0

7 0.0 2.0 1.5

Tafel 8.2 Verteilung der vertikalen Lasten [kN]
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Zuerst wird das perfekte System fiir den Lastfall A behandelt. Die Be-
rechnung wird mit dem direkten Newton - Raphson - Verfahren (Programm
NISA), der Methode der Vektoriiberlagerung bzw. der Technik der reduzier-

ten Basis vorgenommen.

Bei der Vektoriiberlagerungsmethode mit Taylorschen Reihen sind die Ab-
leitungen des Verschiebungsvektors ™U und des Lastfaktors ™A nétig. Sie
werden nach dem Parameter der verallgemeinerten Bogenldnge S abgeleitet.
Fiir eine gegebene Bogenlidnge S konnen ™U und ™1 direkt ermittelt werden:

. 2 3
ng°U+SU+%~U+§6—U(3)...

B 2. 3
mx;%+sa+%—x+%ﬂ”...

Keine Iteration ist erforderlich. Die Ableitungen des Verschiebungsvektors
bzw. des Lastfaktors sind im Anhang 2 zu finden.

Die Ergebnisse fiir eine verschiedene Anzahl von Taylorschen Basisvektoren
werden in den Bildern 8.2 und 8.3 angegeben. Die Kurve des Last - Ver-
schiebungsverlaufs mit zwei Taylorschen Vektoren zweigt schon vor dem
Durchschlagspunkt nach unten ab. Die Last - Verschiebungsdiagramme mit
drei, vier bzw. finf Vektoren verzweigen sich nacheinander von dem Ergebnis
des direkten Verfahrens in der Nidhe des Durchschlagspunktes, die Verzwei-
gungsstellen liegen jedoch niher beicinander. In meisten Féllen sind die ersten
drei Basisvektoren der Taylorschen Reihe, d.h. die Anfangsverschiebung, die
Ableitung und die Krimmung der rdumlichen Last - Verschiebungskurve,
zur Bestimmung der Verformungsfiguren entscheidend, da die Betrdge dieser
drei Vektoren viel groBer als die Beitrdge der anderen Glieder am gesamten
Tragverhalten sind. Diese Eigenschaft der Taylorschen Vektorreihe ist
wichtig fiir die Bestimmung der Anzahl der Basisvektoren. Flr einen be-
grenzten Wert der Bogenldnge S gibt die Vektoriiberlagerungsmethode mit
der Taylorschen Reihe eine gute Schitzung der Verschiebungen an. Dies ist
wichtig fiir die praktische Anwendung.



- 126 -

e mA10"EA)

1 Il

*%lo 5.0 10.0
..oo---mit zwei Termen
~2.0 _ — — — mit drei Termen
— « —mit vier Termen
e .o —mit funf Termen

-4.0 L direktes Verfahren

Bild 8.2 Vertikale Verschiebung des Mittelpunkts bei der Vektoriberlage-
rungsmethode mit Taylorschen Basisvektoren

o mi (107 EA)

myJtem)

+Jo 5.0
...... mit zwei Termen /

A
".
Y
2o b ~ — — mit drei Termen ’,// o
/ |

1.
[ 3y 1.0 2.2 3.0

— . —mit vier Termen

i — .. —mit finf Termen
-3.0 b direktes Verfahren

Bild 8.3 Radiale Verschiebung der Knoten 2-7 bei der Vektoriberlage-
rungsmethode mit Taylorschen Basisvektoren
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Die Taylorschen Basisvektoren werden in Technik der reduzierten Basis ein-
gefiihrt. Drei Vektoren U, U, U®) werden als Basis genommen und die Ite-
ration wird nach dem zweiten reduzierten Konzept im Unterraum durchge-
flihrt. Dabei werden die Basisvektoren in einem spiteren Lastschritt nicht

erneuert.

Der Verlauf der vertikalen Verschiebung des Mittelpunktes und der radialen
Verschicbungen der Knoten 2-7 werden in Bildern 8.4 und 8.5 dargestellt.

my -4
4.0 "'I(‘IO EA}
2.0 b :
\
oo . \ I(cm)
“ola 1.0 i 5.0"U
-2.0 |
-4.0 F
~s.0r x Basistechnik \
- direktes Verfahren .’
. - Uberlagerung der Vektoren
g b

Bild 8.4 Vertikale Verschiebung des Mittelpunkts flir den Lastfall A
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s 0 MAI0 EA)

\
\
\
L \1 "
-15.0 41\0 -5 C
\
\
\ 4.0 ‘
' /
N .
~N /
‘o /_
L S S
o Basistechnik 3o L

- direktes Verfahren
~~Uberlagerung der Vektoren

Bild 8.5 Radiale Verschiebung der Knoten 2-7 fir den Lastfall A

Obwohl bei der Vektoriiberlagerungsmethode und bei der Technik der redu-
zierten Basis drei gleiche Basisvektoren verwendet werden, ist der Unter-
schied der Ergebnisse sehr groB. Bei der Uberlagerungsmethode ist das Er-
gebnis vor dem Durchschlagspunkt relativ gut, danach nimmt der Fehler
mehr und mechr zu. Der Last-Verschiebungsverlauf verzweigt sich nach dem
Durchschlagspunkt von dem Ergebnis des direkten Newton - Raphson -
Verfahrens. Bei der Technik der reduzierten Basis wird das Ergebnis durch
die Tteration im Unterraum, d.h. durch die Modifikation der Koeffizienten,
deutlich verbessert. Die Losung stimmt dabei mit der des direkten Newton -
Raphson - Verfahrens fast liberein.

Es wurde auch versucht, das System mit Lagrangeschen Vektoren zu behan-
deln. 3 Lagrangesche Vektoren werden sowohl in der Uberlagerungsmethode
als auch in der Basistechnik verwendet. Die Ergebnisse werden im Bild 8.6
dargestellt. Bei der Uberlagerungsmethode ist der Last - Verschiebungsver-
lauf zwischen den Stiitzpunkten b und ¢ eine gute Niherung fiir das Ergebnis
aus der normalen Iterationsmethode. Abweichungen bestehen zwischen den
Stiitzpunkten a und b. Sie verschérfen sich zwischen dem Ursprung und dem
Punkt a. Die Anwendung der Lagrangeschen Vektorreihe in der Uberlage-
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der Uberlagerungsmethode ist demnach unsicher. Bei der Basistechnik ver-
schwindet diese Abweichung. Das Ergebnis stimmt mit dem des direkten
Verfahrens Uberein.

-4
10 mA (10 EA‘«)
c i -
3.0 ~ O
b =~ 3
~
2.0 b g
a g w— — —direktes Verfahren
E Basistechnik mit 3 I.agrangeschen Vektoren
+++ + -Uberlagerung mit 3 Lagrangeschen Vektoren
[N
myJ {cm)
L. 1 ) 1 J
0% % 3.0 6.9 9.0 12.0

Bild 8.6  Vertikale Verschiebung des Mittelpunkts bei der Anwendung der
Lagrangeschen Basisvektoren

Bei der Basistechnik, werden die Freiheitsgrade von 21 im ganzen Raum zu
3 im Unterraum reduziert. Die durchschnittliche Rechenzeit pro Schritt im
ganzen bzw. reduzierten Gleichungssystem betrdgt 0.042 Sekunden bzw.
knapp 0.013 Sekunden. Die CPU-Zeit je Schritt ist bei der reduzierten Me-
thode wegen der viel geringeren Anzahl der Freiheitsgrade deutlich weniger.
Um aber die Koeffizientenfelder und die Basisvektoren aufzustellen, wird am
Anfang zusitzlicher Rechenaufwand benétigt. Am Anfang der Iteration des
ersten Schrittes hat der Parameter ™A den Wert 2 x 10—4EA, dann wird die
weitere Iteration mit Bogenldngensteuerung fortgesetzt. Das Rechenzeit -
Lastschritt - Diagramm beim direkten Newton - Raphson - Verfahren bzw.
bet der reduzierten Technik des zweiten Konzepts mit 3 Taylorschen Basis-
vektoren wird im Bild 8.7 angegeben.



- 130 -

Falls die reduzierte Basis erneuert wird, erfordert die Berechnung einer neuen
Basis und eines ncuen Unterraums weitere Rechenzeit. Im Bild 8.8 wird das
Schritt - Zeit - Diagramm dargestellt. Die Kurven zeigen den Aufwand fir
das normale Newton - Raphson - Verfahren und die Technik der reduzierten
Basis. Die Basisvektoren werden nach dem fiinften Lastschritt einmal erneu-
ert, dies erfordert zusétzliche Rechenzeit. Zwar ist die dirckte Iteration im
Unterraum beim zweiten Reduktionskonzept viel schneller als im ganzen
Raum, aber die Erncuerung der Basisvektoren und des Unterraums ist auf-
wendig, deswegen darf die Erneuerung nicht zu hiufig gemacht werden.

0.8
0.6
(%)
[~)
Z0.5
b4
w
wn
"o0.3 |
po
o.
(5]
o2 b/ o e direktes Verfahren
Basistechnik ohne Basiserneuerung
0.0 : 1 ! f 1 J
0 4 8 12 16 20

LASTSCHRITT

Bild 8.7 Vergleich der Rechenzeit des Beispiels fir Lastfall A (ohne Basi-

serneuerung)
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0.8
0.6
W
£
Zos |
p 4
wul
wn
"o.3}
o
o
[&]
0.2 1 I ‘. ... dircktes Vertahren
" . Basistechnik mit Basiserneuerung nach fiinften Lastschritt
0.0 2 1 i i 1 S
0 4 8 12 16 20

LASTSCHRITT

Bild 8.8 Vergleich der Rechenzeit des Beispiels flr Lastfall A (mit Basi-

serneuerung)

Bei diesem Beispiel ist das Ergebnis von 3 Tayiorschen Basisvektoren gleich
mit dem von 4, 5 bzw. 6 Basisvektoren, der Unterschied des Rechenauf-
wands Hro Lastschritt ist auch nicht sehr groB8, aber die Rechenzeit zur E -
zeuguny, der Taylorschen Reihe und Reduktion des ganzen Systems am An-
fang ist fast proportional zum Quadrat der Anzahl der Basisvektoren. Ein
Rechenzeitvergleich wird im Bild 8.9 gegeben. Die Anzahl der Basisvektoren
beim zweiten Konzept sollte deshalb nicht grofier als 6 sein. In vielen Fillen

ist die optimale Anzahl der Basisvektoren 3.
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Bild 8.9 Rechenzeit fiir verschiedene Anzahl der Taylorschen Basisvekto-

ren

Statt mit Taylorschen Basisvektoren kann hier die Rechnung mit der
Newtonschen Reihe durchgefiihrt werden. Die ersten zwei Terme der
Newtonschen bzw. der Taylorschen Reihe sind identisch. Der Einsatz der
Newtonschen Reihe erméglicht eine geringe Zeitersparnis gegeniiber der
Taylorschen Reihe, da die Newtonsche Reihe im Ablauf des Programms au-
tomatisch erzeugt wird. Die Iteration wird zuerst im ganzen Raum verge-
nommen, bis die Newtonsche Vektorreihe ermittelt wird, dann wird das Sy-
stem von ganzem Raum in den Unterraum transformiert, was sehr aufwendig
ist. Die weitere Iteration wird dann direkt im Unterraum durchgefiihrt. Die
Rechenzeiten fiir die Taylorsche und fiir die Newtonsche Reihe werden im

Bild 8.10 gegentibergestellt.
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Bild 8.10 Rechenzeitvergleich des Beispiels mit Taylorscher und Newton-

scher Reihe

Als Basisvektoren wurden auch Beulformen-einer Anfangsbeulanalyse einge-
setzt. Wird eine Beulform, kombiniert mit zwei Taylorschen Vektoren, als
Basis benutzt, stimmt das Ergebnis mit dem des direkten Verfahrens sehr gut
iberein. Bei der Verwendung von zwei Beulformen und einem Taylorschen
Vektor, wird das reduzierte System versteift, Die Versteifung des reduzierten
Systems verschérft sich, wenn alle drei Basisvektoren aus Beulformen beste-
hen. Dieses Ergebnis wird im Bild 8.11 deutlich gezeigt. Beim Durchschlags-
problem kann die Basis der Taylorschen Vektoren meistens die Verfor-
mungsfiguren besser reprisentieren als die Basis einer gleichen Anzahl von

Beulformen.
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Bild 8.11  Vertikale Verschiebung des Mittelpunkts fiir den Lastfall A bei
der Basistechnik mit Beulformen

Da die ersten Vektoren der Taylorschen Reihe, der Newtonsehen Reihe bzw.
der Beulformen zur Bestimmung des Systemverhaltens entscheidend sind,
kann das System mit 3-6 Basisvektoren gut reduziert werden. Bei der An-
wendunyg der konjugierten Basisvektoren ist das nicht der Fall. Die konju-
gierten Vektoren sind von dem Ausgangspunkt und der Konditionszahl der
Steifigkeitsmatrix abhingig. Meistens sind mehr konjugierte Basisvektoren
erforderlich, um die Verformungsfigur zu reprisentieren. Dies ist ungilinstig
und widerspricht der Forderung nach einer begrenzten Anzahl von Basis-
vektoren. Bei diesem kleinen Beispiel mit 21 Freiheitsgraden wird kein
brauchbares Ergebnis erzielt, selbst wenn 9 Vektoren der konjugierten Basis
benutzt werden. Bei der Technik der reduzierten Basis sollten die konjugier-
ten Basisvektoren moglichst vermieden werden.

Die Beurteilung des kritischen Punktes kann hier direkt im Unterraum mit
der aktuellen Determinante Eak = det(mf()/ det(OIN() bzw. dem aktuellen Stei-
figkeitsparameter gak vorgenommen werden, da die Berechnung der Deter-
minante und des Steifigkeitsparameters im Unterraum wegen weniger Frei-
heitsgraden viel einfacher ist. Fir 3 Taylorsche Basisvektoren ist der Eak -
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bzw. §ak - Verschicbungs - Verlauf zusammen mit der Last - Verschie-
bungskurve im Bild 8.12 eingetragen. Die Nullstellen der aktuellen Determi-
nante zeigen sowohl die obere als auch die untere Durchschlagslast des Sy-
stems exakt an, da die Transformation das exakte Verschiebungsverhalten
gut annidhert. An diesen Nullstellen ist die Bedingung fir Durchschlags-
punkte mit gak = 0, gliltig. Bild 8.13 zeigt den gleichen Determinanten- bzw.
Steifigkeitsparameterverfauf als Funktion des Lastfaktors ™A. Der
Eak - gak - Verlauf wird im Bild 8.14 dargestellt. Die Spannungen der Ele-
ment | ~ 6 bzw. 7~ 12 von dem direkten Verfahren bzw. der Technik der
reduzierten Basis werden in den Bildern 8.15 und 8.16 dargestellt. Die Er-
gebnisse beider Verfahren sind nahezu identisch.

m) (10" gA)

4.0 r (daus gcuk)
10 ‘(1)

2.0

Bild 8.12 Beurteilung des kritischen Punktes mit Eak und §ak
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Bild 8.13 Verlauf von Eak bzw. §ak als Funktion des Lastfaktors mA

~

Bild 8.14 d, — S, - Verlauf
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Bild 8.15 Spannungen der Elemente I ~ 6 [kN/jcm2]

000 MA00° EA)

=

S{kNfcm?)
il 9 1. 1 ]
~100.00  -50 Q0 50,00 100.00 150.4d  200.00
-2.00
] -4 00 L
* Basisfechnik

— direktes Verfahren

Bild 8.16 Spannungen der Elemente 7 ~ 12 [kN/cm2]

Die Ergebnisse fiir den Lastfall B mit bzw. ohne geometrische Imperfektion
sowic mit Lastimperfektion werden im Bild 8.17 bzw. 8.18 dargestellt.
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Bild 8.17 Vertikale Verschiebung des Mittelpunkts fiir den Lastfall B
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Bild 8.18 Radiale Verschiebung der Knoten 2-7 fiir den Lastfall B



- 139 -

Bild 8.19 zeigt die Last - Verschiebungskurve des Knotens 2 zusammen mit
dem d, - bzw. S, - Verlauf. Am kritischen Punkt gilt d,, =0, aber
S.x # 0. Daher handelt es sich hier um ein Verzweigungsproblem.

Das System wird mit 3 verschiedenen Gruppen von Basisvektoren reduziert,
d.h. mit 3 Taylorschen Vektoren, mit 2 Taylorschen Vektoren und | Beul-
form bzw. mit 1 Taylorschem Vektor und 2 Beulformen. Die entsprechenden
Ergebnisse von 3 verschiedenen Unterrdumen werden in den Bildern 8.20,
8.21 bzw. 8.22 dargestellt. Die Last - bzw. gak - Verschiebungskurven in die-
sen 3 Bildern stimmen mit dem Ergebnis des direkten Verfahrens im Bild 8.19
fast tiberein. Der Durchschlagspunkt kann in allen 3 Unterrdumen mit re-
duzierten GroBen direkt beurteilt werden; Die (Niak - Verschiebungsdiagramme

haben jedoch einen anderen Verlauf.

Bei der Anwendung der Taylorschen Vektoren, enthilt die Basis die Ver-
zweigungsform nicht. Es ist deshalb nicht méglich, mit Eak und §ak den Ver-
zweigungspunkt zu bestimmen. Dies beweist, daBl die kritische Last auf der
unsicheren Seite liegen kann, wenn sie aus den reduzierten GroBen ermittelt
wird.

Bilder 8.21 und 8.22 zeigen, daB man den Verzweigungspunkt im Unterraum
mit reduzierten Gréfen nur dann bestimmen kann, wenn die Basisvektoren
die Verzweigungsform enthalten.

Im Bild 8.19 hat d, - u - Verlauf einen schleifenden Schnitt mit der Abszisse.
Es liefert eine unklare Aussage liber den kritischen Punkt. Dies wird im Un-
terraum verbessert. Der Verzweigungspunkt wird an der Stelle Eak =0 und
gak + 0 deutlich angegeben. Wenn die Basisvektoren von guter Qualitét sind,
kénnen die kritischen Punkte mit reduzierten GroBen bestimmt werden (Bil-
der 8.21 und 8.22).
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Bild 8.19 Beurteilung des kritischen Punktes mit d,, und S, im ganzen
Raum
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Bild 8.20 Beurteilung des kritischen Punktes mit Eak und gak; die Basis be-
steht aus 3 Taylorschen Vektoren.
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Bild 8.21 Beurteilung des kritischen Punktes mit Eak und gak; die Basis be-
steht aus 2 Taylorschen Vektoren und einer Beulform.
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Bild 8.22 Beurteilung des kritischen Punktes mit Eak und §ak; die Basis be-
steht aus 1 Taylorschen Vektor und 2 Beulformen.
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8.2 Beispiel 8.2

Hier wird ein Kreisbogen (Bild 8.23) mit Scheibenelementen behandelt, Das
System ist gelenkig gelagert und enthdlt 160 Elemente und 320 Freiheitsgra-
de. Bs wird im Mittelpunkt belastet. Beim ersten Lastschritt hat der Last-
faktor ™) den Wert 1. Die Iterationsmethode mit Bogenlingensteuerung wird

verwendct.

Die Berechnung wird zunichst mit dem ersten Reduktionskonzept vorge-
nommen. 3 Newtonsche Vektoren , d.h. der gerade ermittelte Verschie-
bungsvektor, der lineare Anteil des Verschiebungsinkrementes und der erste
Korrekturvektor werden als Basis benutzt. Die Basis wird in jedem Last-
schritt erneuert. Das Ergebnis stimmt mit dem des dirckten Verfahrens
{iberein. Die gebrauchte Zeit fiir 17 Lastschritte bei dem direkten Verfahren
bzw. der Basistechnik ist 16:36 bzw. 9.68 CPU - Sekunden. Der Unterschied
ist nicht groB, da die Steifigkeitsmatrix eine Bandsturktur mit b/n = 0.025 hat
(Kapitel 6). Das System wird auch mit dem zweiten Reduktionskonzept be-
handelt. 3 Taylorsche Basisvektoren werden verwendet. Die Ergebnisse ohne
bzw. mit Basiserneuerung werden im Bild 8.24 dargestellt. Ohne Basiser-
neuerung weicht der Last - Verschiebungs - Verlauf nach dem siebten Last-
schritt von dem des direkten Verfahrens ab. Werden die Basisvektoren im
siebten Lastschritt erneuert, wird das Ergebnis deutlich verbessert. Die Er-
neuerung der Basisvektoren ist eine notwendige MafBnahme, um die Richtig-
keit der Ergebnisse zu gewihrleisten, aber sie ist auch aufwendig.

Die gebrauchte Rechenzeit wird im Bild 8.25 und 8.26 angegeben. Die
durchschnittliche Reehenzeit pro Schritt im ganzen bzw. reduzierten Glei-
chungssystem ist 0.69 bzw. 0.02 CPU - Sekunden. Der Unterschied ist sehr
groB. Fiir die Ermittlung der Koeffizientenfelder beim zweiten reduzierten
Konzept ist am Anfang zusitzliche Rechenzeit ndtig. Die Erneuerung der
Basisvektoren kostet etwa 1.89 CPU - Sekunden. Die Effektivitdt des zweiten
reduzierten Konzeptes ist von der Anzahl der Elemente, der Freiheitsgrade,
der Basisvektoren und vom Typ des Elementes abhdngig. Die Hiufigkeit der
Erneuerung der Basisvektoren ist auch fir die Effektivitit von grofer Be-
deutung.



- 143 -

r = 1000¢m
t=lcm
b =2cm

E=15x 1061\’/0712

®=10°

Bild 8.23 Beispiel des Kreisbogens mit Scheibenelementen
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Bild 8.24 Vertikale Verschiebung des Mittelpunkts
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Bild 8.26  Vergleich der Rechenzeit des Beispiels (mit Basiserneuerung)

Die Iteration im Unterraum werde mit L Lastschritten ohne Basiserneverung
vorgenommen. Die gebrauchte Zeit wird fiir einen Schritt im reduzierten
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Unterraum bzw. gesamten Raum mit Z,; bzw. Z4 und fiir dic Erneuerung
der Basisvektoren und des Unterraumes mit Z,, bezeichnet. Dieses Konzept

ist nur sinnvoll, wenn L die folgende Bedingung erflillt

LZy+Zy < LZg

oder

Z
L>_:___...r__.‘
dezrl

Der minimale Wert von L, der die obige Bedingung erfGllt, wird als L;, be-

zeichnet. L, ist von der Anzahl der Freiheitsgrade und der Basisvektoren

min
abhiingig. Fiir das System mit 21, 41, 81 bzw. 161 Scheibenelementen und
Freiheitsgraden n = 40, 80, 160 bzw. 320 wird die Anzahl der Basisvektoren
m variiert, um L, zu berechnen. Die Ergebnisse werden in Bildern 8.24 und

8.25 dargestellt.

1 L
3 4 3 6 7
ANZAHL DER BASISVEKTCREMN

Bild 8.27 L, als Funktion der Anzahl der Basisvektoren m
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L min

40 80 120 160 200 240 280 320
Anzahl der Freiheitsgrade n

Bild 8.28 L, als Funktion der Anzahl der Freiheitsgrade n

Lmin nimmt mit dem Zuwachs der Anzahl der Basisvektoren m zu, und re-
duziert sich, wenn dic Anzahl der Freiheitsgrade zunimmt. Je mehr Frei-
heitsgrade das System hat und je weniger Basisvektoren verwendet werden,
um so glnstiger ist dic Anwendung dieses Konzepts. Falls 7 Basisvektoren
angewendet werden, ist L, grofer als 60 fir das System mit 40 Freiheits-
graden 1.nd 10 fir das System mit 320 Freiheitsgraden. Fir das System it
40 Freilheitsgraden muB, um die Rechenzeit zu reduzieren, die direkte Itera-
tion im Unterraum mindestens 60 Lastschritte ohne Basiserneuerung vorge-
nommen werden. Fiir das System mit 320 Freiheitsgraden mindestens 10
Schritte. Falls 3 Basisvektoren verwendet werden, ist der entsprechende Wert
fiir das System mit 40 bzw. 320 Freiheitsgraden nur 4 bzw. 2. Die Rechenzeit
fiir die Basiserncuerung und fiir die Reduktion vom ganzen Raum in den
Unterraum ist stark von der Anzahl der Basisvektoren abhingig. Numerische
Erfahrungen zeigen, daB3 die Anzahl der Basisvektoren nicht gréBer als 6 sein
sollte.

8.3 Beispiel 8.3

Hier wird ein geometrisch nichtlineares plastisches Problem mit der FlieBbe-
dingung nach von Mises behandelt.
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Eine ebene Platte mit einem Loch in der Mitte ist am Rand symmetrisch be-
lastet (Bild 8.29). Das Material ist elastoplastisch mit einer Streckgrenze von
24.5 kN/cm?. Aus Symmetricgriinden wird hier ein Viertelsystem betrachtet.
Die Unterteilung in Elemente wird im Bild 8.30 dargestelit.

A-1kN/cm
(i

]
( E = 7000 kN/cm
Dicke =1cm

j
!

t t F 3 ¢
!

36 cm

| —
et

1

Bild 8.29 Beispiel der ebenen Platte

Bild 8.30 Unterteilung der Platte
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Fiir plastische Probleme ist das zweite Konzept der reduzierten Technik nicht
geeignet, Die Berechnung wird dann mit dem ersten Konzept der reduzierten
Technik vorgenommen. Dadurch kann die Taylorsche Basis nicht ermittelt
werden. Die Platte ist unter Zugbelastung, in diesem Fall ist die Basis der

Eigenformen auch nicht sinnvoll.

Die Iteration wird mit Laststcuerung vorgenofnmen. Der Zuwachs fiir einen
Lastschritt ist A =0.35. 3 Vektoren von der Newtonschen bzw. Lagrange-
schen Reihe werden als Basis benutzt. Bei der Anwendung der Newtonschen
Reihe werden die Basisvektoren bei jedem Schritt neu berechnet, d. h. am
Anfang jedes Schritts werden 2 Iterationen wie beim dirckten Newton -
Raphson - Verfahren vorgenommen. Die Ergebnisse davon und die An-
fangsverschiebung bilden die Basisvektoren. Die weiteren Iterationen werden
mit der reduzierten Technik berechnet. Bei der Anwendung der Lagrange-
schen Vektoren werden 3 Zwischenlosungen m=3U ,m~2y  m=1U als Basis
verwendet, um die Losung des nidchsten Lastschrittes ™U zu ermitteln. Die
Basisvektoren werden am Ende jedes Lastschrittes erneuert. Die Ergebnisse
der Newtonschen Basisvektoren sind fast identisch mit den Ergebnissen des
NR - Verfahrens ohne Reduktion. Im elastischen Bereich ermittelt die Re-
duktionstechnik mit der Lagrangeschen Basisvektoren ebenfalls gute Ergeb-
nisse. Im plastischen Bereich konnen die berechneten Zwischenlosungen die
Verformungsfiguren nicht mehr reprisentieren. Das reduzierte System wird
versteift. Die Verschiebung des Punktes P wird im Bild 8.31 angegeben. Fiir
das System mit gréBeren Verformungen sind die Newtonschen Basisvektoren
glinstiger als die Lagrangeschen Basisvektoren. Die elastische bzw. plastische
Zone am Ende der Rechnung sind bei der reduzierten Technik mit Newton-
schen Basisvektoren und beim direkten Verfahren fast gleich und werden im
Bild 8.32 angegeben.

Bei diesem System ist die Anzahl der Freiheitsgrade 79 und die Bandbreite
[6. Wird das System mit drei Basisvektoren reduziert, gilt m/n = 0.04,
b/n = 0.2. Nach Tafel 6.2 ist O,/O4 = 0.9. Der Unterschied des Rechenauf-
wands ist nicht sehr groB. Die CPU - Zeit flir sechs Schritte beim direkten
bzw. reduzierten Verfahren ist 95.19 bzw. 88.64 Sekunden.
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8.4 Beispiel 8.4

Hier wird eine Zylinderschale behandelt. Sie hat einen Radius von 291.6,
cine Hohe von 323.68 und eine Dicke von 0.810mm. Sie ist am Rand gelenkig
gelagert und gleichmiBig in der axialen Richtung mit q = ™2+ 89.59 N/mm
belastet. 40 Rechtecksteifen mit einer Hohe von 323.68, einer Breite von 4.86
und einer Dicke von 0.810mm haben die Zylinderschale in der axialen Rich-
tung verstirkt. Das Material ist elastisch. Wegen Symmetric wird hier nur
ein Vierzigstel dieser Zylinderschale betrachtet (Bild 8.33). Dieser Sektor
wird in 49 Schalenclemente untertcilt. Davon sind 21 Elemente auf 3 Steifen
und 28 Elemente auf die Schale verteilt. Ein degeneriertes 8 - Knoten Scha-
lenclement wird verwendet. Mit 5 Freiheitsgraden fiir jeden Knotenpunkt
ergeben sich insgesamt 632 Unbekannte.

p

H = 323.68mm
R =291.6mm
t = 0.810mm

E=2.1x10°N/mm?®

u=03

Bild 8.33  Beispiel der Zylinderschale

Die Berechnung wird im direkten Verfahren bzw. in der reduzierten Technik
des ersten Konzeptes mit Bogenlidngensteuerung vorgenommen. Der An-
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fangswert des Lastfaktors ™A ist 1. Bei der reduzierten Technik werden 3
Vektoren der Newtonschen Reihe, der Lagrangeschen Reihe bzw. der Kom-
bination einer Eigenform und zwei Newtonschen Vektoren als Basis benutzt.
Die Basisvektoren werden in jedem Lastschritt erneuert. Das Last - Ver-
schiebungsdiagramm fiir die radiale Verschiebung des Punkts P wird im Bild
8.34 gegeben. Die Ergebnisse der Newtonschen Reihe stimmen mit dem des
direkten Verfahrens fast iiberein. Die Ergebnisse von 3 Lagrangeschen Vek-
toren bzw. die der Kombination einer Eigenform mit zwei Newtonschen
Vektoren sind vor dem Durchschlagspunkt fast identisch mit dem des direk-
ten Verfahrens. Nach dem Durchschlagspunkt ist die Losung der Lagrange-
schen Reihe divergent, da die berechneten Zwischenlosungen die Verfor-
mungsfiguren nicht mehr reprisentieren konnen; die Ergebnisse der Kombi-
nation einer Eigenform mit zwei Newtonschen Vektoren weichen auch von
denen des direkten Verfahrens ab. Es wird gezeigt, daB die Ergebnisse der
reduzierten Technik im glnstigen Fall mit dem des direkten Verfahrens
tibereinstimmen. Fiir gleiches Lastniveau, kdnnen die mit der reduzierten
Technik ermittelten Verschiebungen kleiner als die Ergebnisse des direkten
Verfahrens sein, d.h. das reduzierte System versteift sich. Der Endzustand

der Verschiebung ist im Bild 8.35 dargestellt.

3.0 "" A
7/
2.5 /
Ve
Ve
2.0 F =
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1.5 | #
1.0r ———direktes Verfahren

o Basistechnik mit drei Newtonschen Vektoren
0.5 - « - — Rasistechnik mit 7wei Newtonschen Vektoren

! und einer Eigenform
U (mm)
6.0 4 1 i i 1 s
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Bild 8.34 Radiale Verschicbung des Punktes P



Bild 8.35 Endzustand der Zylinderschale

Es wird versucht, die Rechnung mit bzw. ohne Optimierung der Bandbreite
der Steifigkeitsmatrix vorzunehmen. Vor der Optimierung hat die Tangen-
tensteifigkeitsmatrix eine Bandbreite b von 592, nach der Optimierung ist b
= 117. Die Ergebnisse vor und nach der Optimierung' sind gleich. Die Re-
chenzeit wird in der folgenden Tafel gegeben.
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Rechenzeit pro Schritt
b b/n Basistechnik
direktes Verf. ohne Erneu. mit Erneu.
592 | 0.937 115.2 28.1 76.1
117 | 0.183 26.8 14.1 213

Tafel 8.3  Vergleich der CPU - Zeit

Vor der Optimierung der Bandbreite braucht das direkte Verfahren fiir einen
Lastschritt durchschnittlich 115 CPU - Sekunden; beim ersten Konzept wer-
den nur 28 CPU - Sekunden fiir einen Schritt ohne Basiserneuerung bzw. 76
CPU - Sekunden fiir einen Schritt mit Basiserneuerung bendtigt. Der Re-
chenaufwand wird durch Anwendung dieser Technik stark reduziert. Nach
der Optimierung braucht das direkte Verfahren fiir einen Schritt durch-
schnittlich 26.78 CPU - Sekunden; beim ersten Konzept werden fiir einen
Schritt mit Basiserneuerung 21.33 bzw. ohne Basiserneuerung 14.11 CPU -
Sekunden bendtigt. Die Zeitreduktion ist sehr stark von der Bandbreite der
Steifigkeitsmatrix abhingig.

Bei diesem Beispiel ergibt die Anwendung des ersten reduzierten Konzepts
ein sehr gutes Ergebnis, weil das System 672 Freiheitsgrade hat und m/n re-
lativ klein ist.
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9.0 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit 148t sich folgenderweise zusammenfassen:

e Zwei wesentliche Konzepte wurden zur Arbeit mit reduzierten Basis vor-
gestellt. In Tafel 8.4 sind die Mdglichkeiten der Kombination dieser zwei
Konzepte mit den verschiedenen Vektorreihen dargestellt.

erstes Konzept |zweites Konzept
Lagrangesche Vektorreihe ja i ja
vNewtonsche Vektorreihe i ja ‘ - ja
Eigenformen ja . ja
Kombination der obigen Vektorreihen . ja ja
‘Taylorsche Vektorreihe nein ja

Tafel 9.1 Mogliche Verwendung der Vektorreihen bei den zwei Konzepten

e Die Eigenschaften dieser zwei Konzepte werden in folgender Tafel zu-

sammengefaft:
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erstes Konzept |zweites Konzept
wenige Programmaénderungen ja nein
weniger zusétzlicher Speicherplatz ja nein
Abtrennung der Verschiebungsvektoren
vom permanenten Anteil nein ja
gliltig fir T. L. Formulierung ja ja
gliltig fir U. L. Formulierung ja nein
direkte [teration im Unterraum nein ja
Losung von elastischen Problemen mdglich moglich
Losung von plastischen Problemen moglich unmoglich
Generierung der Taylorschen Reihe nein ja
gliltig fiir alle Elemente ja nein

Tafel 9.2  Vergleich zwischen den beiden Konchten

Die Fihigkeit der Technik der reduzierten Basis ist mehr von der Qualitéit
als von der Anzah! der Basisvektoren abhingig. Eine empirisch ermittelte
optimale Anzahl der Basisvektoren ist 3 ~ 4 . Die Anzahl der Basis-
vektoren sollte nicht groBer als 6 sein.

Die ersten Vektoren der Taylorschen Reihe, der Newtonschen Reihe bzw.
der Beulformen sind zur Bestimmung des Systemverhaltens liberwiegend.
Diese Eigenschaft bietet die Moglichkeit, das System mit einem begrenz-
ten Anzahl der Basisvektoren zu behandeln. Bei Anwendung der konju-
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gierten Reihe werden mehr Basisvektoren erforderlich. Bei der Basistech-
nik sollten die konjugierten Basisvektoren moglichst vermieden werden.

Wenn die Basisvektoren die Verformungsfigur gut reprisentieren kdnnen,
kann die kritische Last mit reduzierten GroBen direkt beurteilt werden;
sonst wird das reduzierte System versteift, und die im Unterraum be-
rechnete kritische Last liegt auf der unsicheren Seite.

Im Verlauf des Programms sollen die Basisvektoren crneuert werden, um
die Richtigkeit des Ergebnisses zu gewéahrleisten.

Das erste Konzept der reduzierten Basistechnik ist sehr effektiv, beson-
ders zur Losung cines groBeren nichtlinearen Gleichungssystems mit
voller Bandbreite. Fiir ein System, dessen Freiheitsgrade n grofier als 100
und b/n groBer als 0.5 sind, ist das erste Konzept sehr zu empfehlen. Fir
dic Anwendung diescs Konzepts konnen die Basisvektoren in jedem
Lastschritt erncuert werden.

Beim zweiten Reduktionskonzept wird die Iteration direkt im Unterraum
vorgenommen. Dies ist sehr glinstig, aber die Erneuerung der Basisvek-
toren ist aufwendig. Um die Rechenzeit zu reduzieren, sollte die Erneue-
rung nicht zu hiufig vorgenommen werden.

In der Methode der Uberlagerung sind die Taylorschen Vektoren besser
geeignet als die Lagrangeschen Vektoren. Werden gleiche Basisvektoren
verwendet, sind die Ergebnisse der Basistechnik viel besser als diejenigen
der Methode der Vektoriiberlagerung.
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ALl. Der nichtlincare Verzerrungsanteil des Scheibelementes
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A2. Vektorableitungen nach verallgemeinerter Bogenlinge
Durch sukzessive Differentiation der Gleichungen ¢7.17) und (7.61) und an-

schlicBende Losung konnen dic Ableitungen nach der verallgemeinerten Bo-
genldnge berechnet werden. Die erste Ableitung lautet:

Kij U] = /1 Pl (AZ.la)
R 1
Ui = Axl (A2.1¢c)

Hier ist x1 die Losung fiir die Verschiebungen bei A = 1in GL (A2.1a). Ein
positives bzw. negatives Vorzeichen in Gl. (A2.1b) deutet auf Belastung bzw.
Entlastung hin. Davon ist K‘J = Fl] + ZGijk le + 3I~I'ljk1 Uk Ul‘

Die Ableitung fir (A2.1a) bzw. (A2.1b) ist

‘ (A2.2a)
- 2 Gijk U] Uk - 6 Hijkl LJ‘| Ul( Ul + /1 Pi
b= a2 UlE {A2.2b)
Dabei ist 2 die Losung der Gleichung (A2.2a) fiir A = Ound
i= i+ alyl (A2.9)

dann hat die zweite Ableitung des Verschiebungsvektors die Darstellung

U = 22 + Ayl (A2.2¢)

Die Rekursionsdarstellung der dritten bis achten Ableitung hat folgende
Form:
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3. Ableitung:

KijUJ'm == 6G;

A0 = — [a(3,U; + U0y + piil/m

U = 13 + a9
4. Ableitung:

K;; Uj(4) = — 2 Gy (4 U§3) U +30;0y)

= 6 Hyp (4 Uim Uk U + 3Ui Uk Uy + 6Uj Uk U1) + 9 P,

AL (x4 Ui + 3 Ui(3)Ui) +3 8 ] [

U = 4+ 29y

5. Ableitung:

KijUJ-(S) = — loGijk(Uj(4)Uk + ZUj(s)Uk)

— 30H (U0, U, + 200, U, + 20P00, 0, + 30,0,0) + 29P,

29 =~ a0, + 4U0T, + 3UPUS) 4 paai + 34918 )y

Ul(s) — X51 -+ /l(s)Xll

6. Ableitung:

KUl = — 26, 6UP U, + 15U 0, + 10uP uP)

4o

— 66U, + 150100,U, + 1000000, + 1500, 0,

+ 60 UPY O, Gy + 150, 0y ) + 29,
A = a6 U+ SUPU, + 10Ul Ul

+865A9 7 + 10492977

i« U0 — 6Hyyq 30U U, + U0, 0) + 40P,

(A2.32)

(A2.3b)

(A2.3¢c)

(A2.42)

(A2.4b)

(A2.4c)

(A2.52)

(A2.5b)

(A2.5¢)

(A2.6a)

(A2.6b)
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UO = 56, + A9y
7. Ableitung:
Ky U = — 14Gy (U0, + 3020, + sulful)
— 42H,(UOU, U, + 30000, + sUPUPU + 30P0, U,
+ 15UB0, 0, + 160U, + 150P0,0) + 20,
A = La@7 U + 6000 + 15UP U + 10U U
+ 06290 + 152930 4 10299 ]z

U = 57, + Ay

8. Ableitung:

KU = — 26, 8UMT, + 28000, + s6UPUR + 350{ U
~ 6Hy U U, + 280100, U, + 56U UPU, + 35U U,
+ 28U U, U, + 168U U, U, + 280U UP U,

+ 210U 0, U + 280 UP UP 0)) + 40P,
A o ae U+ 7000 + 2100 U 4 35U ul)

w200+ 20298 4 35208360 5

U® = y8;, + A1,

(A2.6¢)

(A2.7a)

(A2.7b)

(A2.7¢)

(A2.8a)

(A2.8b)

(A2.8¢)

Die Vektoren x3, ...x8 sind die Losungen der Gleichungen (A2.3a) - (A2.8a)
fiir A = 0. Die Gleichungen (A2.1a) - (A2.8a) haben alle die gleiche
Koeffizientenmatrix K. Die Dreleckszerlegung der Koeffizientenmatrix ist

deshalb nur einmal erforderlich.
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