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Kurzfassung

Ausgangspunkt flr diese Arbeit ist der aus dem zunehmenden Bedarf an Faserver-
bundwerkstoffen fur Fl&ichentragwerke resultierende Wunsch, nichtlineare, 3—dimen-
sionale Schalentheorien zu entwickeln, die auf einer fir anisotrop geschichtete Lami-
nate adaquaten Kinematik basieren. Die Berlicksichtigung mehrerer Schalenmodelle
mit unterschiedlichen kinematischen Approximationen ermégiicht fiirjedes individuelle
Problem eine geeignete Analyse und stellt somit die Grundlage fir physikalisch sinnvoll
definierte Versagens— und Schadigungskriterien dar.

Da Faserverbundwerkstoffe meist fiir hoch beanspruchte Strukturen eingesetzt wer-
den, ist die Beriicksichtigung groBer Deformationen unumgénglich, so daB die Dicken-
anderung des Laminats nicht vernachléssigt werden darf. Die notwendige Erweiterung
einer herkdbmmlichen 5—Parameter Schalentheorie auf eine 6—Parameter Formulie-
rung fGhrt jedoch dazu, daB der Energieanteil der Normalspannung in Dickenrichtung
Uber den EinfluB einiger Materialkennwerte das Ergebnis verfalscht (Dickenlocking).
Dieser Defekt wird durch eine Erweiterung der transversalen Normaldehnung auf den
Fall der linearen Dickenénderung behoben. Die zusétzlich bendtigte Variable (7—Para-
meter Theorie) kann auf Elementebene durch das "Enhanced Assumed Strain” Kon-
zept im Sinne einer hybrid-—-gemischten Formulierung eingefiihrt werden.

Alle vorgenannten Einschichttheorien (Singledirektortheorien) basieren auf der Ge-
radlinigkeitshypothese des Direktors, die fiir bestimmte Laminate physikalisch nicht
langer aufrechterhalten werden kann. Mit Hilfe einer hdheren Kinematik wird die Formu-
lierung einer nichtlinearen Mehrschichttheorie (Multidirektortheorie) mégiich, die La-
minate mit beliebigen Dicken— und Steifigkeitsverhaltnissen der einzelnen Schichten
analysieren kann und die oben erwéhnten Einschichttheorien als Sonderfall enthalt.

Weiterhin besteht durch die Behandlung der Schale als 3—dimensionales Kontinuum
die Mbglichkeit, beliebige 3--dimensionale Stoffgesetze ohne Modifikation einzusetzen
und Lasten an den AuBenfldchen einer Struktur einzuleiten. Sowohl fiir die Einschicht-
theorien als auch flr die Mehrschichttheorie bleiben die typischen Charakteristika von
Schalentragwerken (Beschreibung Uber eine Referenzflache, explizite Integration des
Spannungszustandes (iber die Dicke, héhere Effizienz) gewahrt,



Abstract

The reason to develop nonlinear, three—dimensional shell theories based on an ade-
quate kinematics for anisotropic laminates is caused by the increasing demand for fiber
reinforced materials for shell structures. Considering several shell models with different
kinematic approximations, a suitable analysis for every individual problem can be car-
ried out. This procedure represents the basis for physically reasonable defined failure
and damage criteria.

Fiber reinforced materials are mostly used for high loaded structures. As large strain
effects are becoming dominant, the thickness change of the laminate should not be
neglected. The required extension of a conventional 5—parameter shell theory to a
6-~parameter formulation leads to a significant error for bending dominated cases
which depends on the anisotropic material properties. This thickness locking is due to
the resulting linear distribution of the normal stress in thickness direction, not being bal-
anced by the constant strain. The locking phenomenon is avoided if the shell formula-
tion is extended by a linear thickness strain term which can be introduced by an extra
independent variable (7 -parameter theory) via the enhanced assumed strain concept
based on a hybrid mixed approach.

The above mentioned single layered theories (singledirector theories) are based on
the assumption of a straight director which cannot be maintained for definite compos-
ites and laminates with respect to the physics. With a higher order kinematics, a nonlin-
ear, layer—wise theory (multidirector theory) which includes the singledirector theories
as'a special case with one kinematic layer has been developed. This layer—wise model
is able to simulate the structural behaviour of anisotropic laminates with extreme differ-
ences in the thicknesses and material properties of each layer.

Furthermore there are two more advantages by analyzing the shell as a three—dimen-
sional continuum: Firstly it is possible to use arbitrary complete three—-dimensional
constitutive laws without reduction or manipulation in nonlinear plate and shell analysis.
Secondly the location within the shell body where the loading is applied can exactly be
considered. For all presented formulations the typical characteristics of shell structures
(reference surface, explicit or pre integration, higher efficiency) are preserved.



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wahrend meiner Tétigkeit als Stipendiat am Institut far
Baustatik der Universitat Stuttgart in den Jahren 1991 — 1994.

Mein auBerordentlicher Dank gebiihrt Herr Professor Dr.—Ing. E. Ramm, der mir zu
jeder Zeit seine tatkréftige fachliche und menschliche Unterstiitzung entgegenbrachte.
Aufgrund seines motivierenden Flihrungsstils herrschte ein sehr angenehmes und pro-
duktives Arbeitsklima, das ich als optimale Voraussetzung fiir diese Arbeit empfand.

Herrn Professor Dr.~Ing. W. Wendland gilt mein Dank fur die Ubernahme des Mitbe-
richtes und die ziigige Korrektur der Arbeit sowie die damit verbundenen Miihen.

Desweiteren danke ich meinen Kolleginnen und Kollegen des Instituts, deren Hilisbe-
reitschaft und Anregungen die Grundlage einer angenehmen, den wissenschattlichen
Austausch fordernden Atmosphére darstellte. Darliber hinaus sei einigen speziellen
Freunden des Instituts fiir die mir entgegengebrachte Freundschaft sowie zahlreichen
privaten Aktivititen ein Dankeschén ausgesprochen.

SchlieBlich danke ich meinen Eltern, Gertrud und Albert Braun, die mit ihrer finanziel-
ten Unterstitzung des Studiums und ihrer moralischen Hilfeleistung die Basis fur diese
Arbeit gelegt haben.

Nicht zuletzt méchte ich ein groBes Dankeschén an meine Frau Susanne richten. Ihr
starkes, weit (iber das normale MaB hinausgehende Verstiandnis und ihre sténdigen
Motivationsschiibe haben mir unschétzbar geholfen.

Weiterhin mochte ich mich bei der Deutschen Forschungsgemeinschaft bedanken,
die das Stipendium im Rahmen des Graduiertenkollegs Modellierung und Diskretisie-
rungsmethoden flir Kontinua und Strémungen an der Universitét Stuttgart finanzierte.

Stuttgart, Juli 1995 Markus Braun



Inhaltsverzeichnis

Bezeichnungen, Abkiirzungen, Vereinbarungen ...................c0uvuu.., 1
1 Einleitung ............ rr s e ey ee e et a et 1
1.1 Motivation ... e 1]
1.2 Zielsetzungen ......... .. i i 14
1.3 UDEISICHt L.t 2
2 Faserverbundwerkstoffe ............c..cciiiiiiiiiii i i e e 2
21 EInfUhrung ... o Pl
2.2 Grundséatzliches Gber Faserverbundmaterial ........................., 2¢
2.2.1 Beschreibung des Werkstoffes ...........c.ooviviiivinennnnn., 2t
2.2.2 Vor— und Nachtéile von Faserverbundwerkstoffen ................. 2

2.2.3 Hauptunterschiede zu konventionellen Materialien ................ 2¢

2.2.4 Sandwichkonstruktionen ... 3(

2.25 8pektrum der Anwendungsméglichkeiten ........................ 3(

3 Modellierung von diinnwandigen Laminaten .................... Ceievenas 34
3.1 Kinematikmodelle ............ .o 3c
B4 UberbliCK . ..o 3
3.1.2 Einschichtmodelle ......... ... ... . i 34
3.1.8 Zick—zack Erweiterungen ...... ... ... i 3¢
3.1.4 Mehrschichtmodelle ........... e e 3¢

3.2 Materialmodelle ... ... .. i e 45
3.2.1 Mechanisches Verhalten von Faserverbundwerkstoffen ............ 43

3.2.2 Bruchverhaltenund Versagen..............covviiiiiiinnnenn. 44
3.2.3 Versagenskriterien fir Faserverbundstrukturen .................... 45

4 Grundiagen der Kontinuumsmechanik ..... e i ariaraa s aaaaas 81
4.1 Differentialgeometrie ............ .. 51
4.2 ElastizitAtstheorie ......... ... i 58
4.21 Grundlegende Begriffe ... iiiiii e 53
4.2.2 Kinematische Beziehungen .............cociviiiiii i 54

423 SpaNNUNGSMABE ...\ttt ettt e i 5€
4.2.4 Erhaltungs— und Bilanzaussagen ..............coviiiiiiininnn., 57



4.2.5 Elastische Stoffgesetze ......... .. ... ... . i i, 5

4.2.6 Arbeits— und Energieprinzipien ............. ... o ... 6
5 Einschichttheorie (Singledirektortheorie) ................... ..ot 6
5.1 Beschreibung des Schalenkontinuums ............... ... ..o . 6
5.2 Geometrieund Kinematik ............................... e 6
5.3 Verzerrungsgleichungen fiir groBBe Verzerrungen ....... N 6
5.4 Anisotrope, elastische Materialgesetze ............................... 6
5.4.1 Stoffgesetz einer einzelnen Schicht .............. N 6
5.42 StoffgesetzdesLaminats ....................... I 6
5.4.3 Anisotrope, orthotrope, transversal—isotrope und isotrope
Werkstoffgesetze ...t 7
5.5 SchnittgréBen und deren konstitutive Béziehungen .................... 7
5.6 Prinzip der virtuellen Verschiebungen .............. . ............... 7
5.6.1 Virtuelle, innere Arbeit ........ ... . 7
5.6.2 Virtuelle, uBere Arbeit ......... ... . i 7
5.7 Diskretisierung und Linearisierung ..................... e 8
5.7.1 Diskretisierung des 3—dimensionalen Kontinuums ................ 8
5.7.2 Lasteinleitung bei einer 3—dimensionalen Schalentheorie .......... 8
5.7.3 Linearisierung der schwachen Formulierung ................c..o0. 8
5.8 "Schwéche” der Formulierung ... ....oviiii i i erveerans 8
5.8.1 Versteifungseifekt bei isotropem Materialverhalten . ... ... e 8
5.8.2 Versteifungseffekt bei anisotropem Materialverhalten .............. 9
5.9 Verbesserqusvorschlége .......................................... 9
6 Hybrid—-gemischte Formulierungen.......... Crerarereaennrrereriianaens 9
6.1 EinfUhrung ... e 9
6.2 Enhanced assumed strain Koniept .................................. 9
6.2.1 Variationsformulierung .......... ..o i i 9
6.2.2 Diskretisierte, schwache Formulierung ................ooonvia. 10
6.2.3 Nichtlinearer Lésungsalgorithmus ................... e 10
6.2.4 Interpolation der erweiterten Verzerrungen ................. .. ..., 10
6.3 Assumed natural strainMethode ............... .. .. e, 11
6.3.1 Shear—locking Phénomen ............... N 11
6.3.2 Prinzip des ANS—Konzeptes ..................... e e 11




7 Mehrschichttheorie (Multidirektortheorie) ............ccovvveiievnvennne. 11

7.1 Beschreibung der Schalengeometrie .................covieiiiin.n. 11
7.2 DeformationsmaB ...... ... . i e 11
7.3 Formulierung des Stoffgesetzes ..o 11
7.4 Schwache Form des Gleichgewichts ................co v, 11
7.4.1 Resultierende Arbeit der inneren Kréfte .......................... 11
7.4.2 Resultierende Arbeit der duBeren Krafte ...................0..0v.s. 11

7.5 Finite—Elemente—Diskretisierung .................. i, 12
7.5.1 Diskretisierte, innere Arbeit und Linearisierung .................... 12
7.5.2 Oberfldchenlasten ......... ... i 12

7.6 Interlaminare SpannUNGeN ...t 121
7.7 Versteifungseffekt .......... . 12
8 Numerische Beispiele ...........c.coiiiiiiiiiiiiiiiiisnenss vereernvas 121
8.1 sotroperBalken ...... ... .. i 12¢
8.2 |Isotroper Kreiszylinder ohne Endscheiben ....................c.ov.... 13(
8.3 Zweischicht—Zugprobe ......... ... i i 13:
8.4 Beullast einer Quadratplatte ....................... ...l T 13¢
8.5 Durchschlagen einer Zylinderschale ...............oovievvinnnn.n.. 13¢
8.6  Anisotroper Kreiszylinder ohne Endscheiben ......................... 13¢
8.7 Hyperbolische Schale unter diametralen Einzellasten .................. 13¢
8.8 Rechteckplatte unter sinusférmiger Flachenlast ....................... 14
8.9 Sandwich—Platte ........ ...t e 14i
8.10 Wandartiger Einfeldtrager unter Gleichstreckenlast .................... 15(
9 Zusammenfassung und Ausblick ...............vieiiiennn. rrerseaiana. 154
9.1 Zusammenfassungund Bewerung ...........ooi i 15%
9.2 Fazitund Ausblick ....... ... . 15¢
L Y 1T o 157
A Tensorbegriff ... 157
A2 Tensoralgebra .. ........iiiiii i e 157
A3 Tensoranalysis .. .......oiiiir i s 15¢
A4 Integralsétze ..........ccooiiiiiiiin i e 161
A5 Satz zur mehrdimensionalen Analysis ..o 16:




B Anhang ........cviimiiiiniiineiisisininisnans e wa e e e
B.1 Basisvektoren der Materialhauptrichtungen .. . .. e e e

T - Y (1]



Bezeichnungen, Abkiirzungen, Vereinbarungen

Vereinbarungen

In dieser Arbeit wird (berwiegend die Tensorschreibweise verwendet, wobei grie-
chische Buchstaben grundsétziich die Werte 1 und 2, lateinische hingegen die
Werte 1, 2 und 3 durchiaufen.

Es gilt folgende Summationsregel der Tensorrechnung, die auch als EINSTEINsche
Summationskonvention bezeichnet wird: Tritt in einem indizierten Term derselbe In-
dex einmal oben und einmal unten auf, so wird (iber alle Zahienwerte summiert, die
der betreffende Index annehmen kann.

Hinweise zu den Rechenregeln der Tensorrechnung finden sich im Anhang A.

Da sich fir manche Begriffe (locking, push—forward, pull—~back, assumed natural
strain, enhanced assumed strain usw.) keine eindeutige, kurze und géngige Uber-
setzung eingebiirgert hat, wird in dieser Arbeit auf die englischen Ausdriicke Bezug
genommen.

Abkiirzungen

AFK Aramidfaserverstarkter Kunststoff
ANS Assumed Natural Strain

BFK Borfaserverstarkter Kunststoff
CFK Carbonfaserverstérkter Kunststoff

EAS Enhanced Assumed Strain
FEM Finite—Elemente—Methode

FPF First Ply Failure
FVW Faserverbundwerkstoff
GFK Glasfaserverstérkier Kunststoff

MDT Multidirektortheorie

8DT(5,6) Singledirektortheorie mit 5 oder 6 Parametern

SDT(7)  Singledirektortheorie mit 7 Parametern (iber EAS~Konzept)
SIFCON  Slurry Infiltrated Fiber Concrete

ub

Unidirektional

Definitionen

. f,e = ff1-f2dv mit f :V—-R"
B
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Symbole

GrdéBe der verformten Schalenkonﬁguration
Finite—Element-Approximation

Partielle Ableitung nach 6

Partielle Ableitung nach dem Vektor x

Ableitung nach der Zeit

Ableitung nach den unbekannten Knotenparametern
Inkompatible Gber EAS eingefiihrte GroBen

GroBe der Schicht L bei Multidirektortheorie

L@  Skalarprodukt im Raum L,(B) der quadratisch integrierbaren Funktionen

8(+) Variation

D(-) Richtungsableitung, Gateaux—Ableitung

(@,p)s  Symmetrischer Schichtaufbau, (., ,, )

(o, B)as  Symmetrischer Schichtaufbau, (o, 8, a, B)s

Geometrie

a;, al Zu den krummlinigen Koordinaten gehdrige, ko— bzw. kontravariante Vek-
torbasis der Schalenmittelfliche in der Referenzkonfiguration

a3, 93  Schalennormale (Direktor) der Referenzkonfiguration

a3.,9s  Direktor der Schicht L der Referenzkonfiguration

dx Differentielles Linienelement

dA, dV  Differentielles Flachen— und Volumenelement

9 g' Ko— bzw. kontravariante Basis des Schalenraumes‘in der Referenzkonfigu-
ration

g,9”" Ko— bzw. kontravarianter Metriktensor des Schalenraumes in der Referenz-
konfiguration

h Schalendicke

h, Dicke der Schicht L (bei Single~ und Multidirektortheorie)

i Rechtshéndiges, orthonormales Koordinatensystem

Jo Jacobi—Matrix an der Stelle 63 = 0

J Jacobi—Matrix

u Betrag des Schalentensors (Schalenshifter)

r Ortsvektor eines Punktes der Schalenmittelflache

r Ortsvektor eines Punktes der Mittelflache der Schicht L.

of Allgemeine, krummlinige, konvektive Flachenkoordinaten
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Materialabhangige GréBen
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P Interpolationsmatrix des zusatzlichen Spannungsfeldes ¢

[ Globaler Lastvektor

p Kraftdichte bezogen auf die Schalenmittelflache (den Mittelflaichenverschie-
bungen v zugeordnet)

R, R Vektoren der inneren Kréfte

v Cauchy Spannungstensor

a Unabhéngiges, zusétzliches Spannungsfeld (bezogen auf die Basis a,,im
Elementmittelpunkt)

S 2. Piola~Kirchhoff Spannungstensor

S Unabhéngiges, zusétzliches Spannungsfeld (bezogen auf die Basis a)

t Spannungsvektor (bezogen auf das Flachenelement dA)
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Steifigkeitsausdriicke

Ky Tangentiale Steifigkeitsmatrix
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1  Einleitung

1.1 Motivation

Die standig steigende Leistungsféhigkeit technischer Systeme aufgrund umfangreiche-
ren Kenntnissen (iber das Werkstoffverhalten sowie computergestiitzten Berechnungs-
verfahren haben die Anforderungen an konventionelle Materialien so hoch geschraubt,
daB viele dieser Werkstoffe an die Grenzen ihrer Leistungsfahigkeit gestoBen sind. Die
Forderungen nach Gewichtsreduzierung, Materialeinsparung (Knappheit der Rohstoff-
ressourcen) und geringerem Energieverbrauch lassen einen deutlichen Trend zur
Leichtbauweise erkennen, siehe Janssen (1994). Der Gesichtspunkt des Leichtbaus,
der bisher eine Domane der Aluminiumlegierungen war, erméglicht den Verbundwerk-
stoffen und den Faserverbundwerkstoffen aufgrund ihrer Vorzlige (groBe Steifigkeiten
/ Festigkeiten bei niedrigem Eigengewicht) und Gestaltungsméglichkeiten in der heuti-
gen Zeit ein starkes Wachstum. Sie stellen einen Schwerpunkt der jlingsten Werkstoff-
forschung dar. Eine ausfihrliche Diskussion sowie einige Literaturhinweise Uber Faser-
verbundwerkstoffe erfolgen in Kapitel 2.

Der derzeitige und der prognostizierte Bedarf in Europa an Faserverbundwerkstoffen
bestehend aus Glas—, Aramid~ und Kohlenstoffasern ist in Bild 1.1 dargestellt.
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Bild 1.1: Bedarf an Hochleistungsfasern in Europa nach Ophey (1986)
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Mit der Einflhrung und der zu erwartenden Verbreitung dieser Werkstoffe besteht, um
ihr Potential voll ausnutzen zu kdnnen, ein hohes Interesse, extrem genaue "Werk-
zeuge” zum Entwerfen und zur Analyse von Schalenkonstruktionen aus Faserverbund-
stoffen zur Verfligung zu haben.

Die entsprechenden numerischen Berechnungs— bzw. Approximationsverfahren miis-
sen in der Lage sein, eine detaillierte Vorhersage der im Vergleich zu anderen Materia-
lien komplizierteren Systemantwort sowie der Versagens oder Schadigungscharak-
teristik treffen zu kbnnen. Dazu wird es nétig sein, neue Stoffgesetze mit einzubeziehen,
um das inhomogene, anisotrope Materialverhalten mdglichst gut zu erfassen. Da bei
geschichteten Strukturen den Eigenschaften und "Geschehnissen” in Dickenrichtung
eine deutlich héhere Bedeutung zukommt als bei herkdmmlichen Materialien, besitzt
die Frage der kinematischen Approximation des Laminats héchste Prioritét. Sie kann
als die wesentliche Voraussetzung jeder weiteren Berechnung statischer GréBen oder
bestimmter Versagens— und Schadigungsmechanismen angesehen werden.

Die Basis flr ein solches numerisches Verfahren stellt die Methode der Finiten Elemente
dar. Sie hat sich in den letzten 2 Jahrzehnten auf der Grundlage immer leistungsféhiger
Rechner und ihrer Flexibilitét als ein wesentliches Instrument zur numerischen Losung
von Problemen der Strukturmechanik erwiesen.

Die heute im Handel angebotenen kommetziellen Finite—Element—Programme bein-
halten eine Menge unterschiedlicher Elementtypen, z.B. Balken—, Scheiben—, Plat-
ten—, Schalen— und Volumenelemente. Der reinen Anschauung folgend 1aBt sich ver-
muten, daB alle Strukturen mit den leicht zu implementierenden Volumenelementen
berechnet werden kénnen, unabhéngig von der Dicke des Tragwerks. Jedoch hat sich
bereits in den Anfingen der Finite—Element—Entwicklung (Ende der sechziger, Anfang
der siebziger Jahre) herauskristallisiert, daB die Anwendung der 3D —Elemente auf Plat-
ten—- und Schalentragwerke mit einigen Nachteilen und Mangeln verbunden ist. So
zeigten z.B. Elemente mit 2 Knoten Uber die Dicke (an der Ober- und Unterseite) starke
Versteifungseffekte, da der Energieanteil der Normalspannung S in Dickenrichtung
das Ergebnis (iber den EinfluB der Querkontraktion verfélscht. Nur eine Erhéhung der
Anzahl der Knoten in Dickenrichtung und dem damit ‘verpundenen Ansteigen der Frei-
heitsgrade hétte dieses Problem beseitigen kbnnen.

Dies hatte zur Konsequenz, daB sich die Elemententwickler auf Platten— und Schalen-
formulierungen konzentrierten, die auf der von REISSNER im Jahre 1946 und MINDLIN
im Jahre 1951 entwickelten Kinematik mit geradlinigem Verschiebungsverlauf (ber die
Dicke basierten. Die Reduktion auf Querschnittsvariablen (SchnittgréBen) lieferte vom
Standpunkt der Effizienz das wesentliche Merkmal einer Schalenformulierung, namiich
die explizite Dickenintegration oder Vorabintegration. Durch die Einbeziehung einer zu-
sétzlichen statischen Nebenbedingung (S3 = 0) konnte die Ordnung der kinemati-
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schen und statischen Verlaufe iber die Dicke einander angepaft werden. Es resultierte
somit eine bis heute gliltige und weit verbreitete 5--Parameter Schalentheorie, die in
sehrvielen Forschungs— und Anwendungsgebieten der Strukturmechanik die Basis flir
lineare und nichtlineare Analysen darstelit.

Jedoch haben sich seit einigen Jahren neue Materialien, die Faserverbundwerkstoffe,
auf dem Markt etabliert, deren Anspriiche an das numerische Berechnungsverfahren
von herkdmmlichen Schalentheorien aufgrund ihrer Restriktionen nicht mehr zur vollen
Zufriedenheit erflllt werden konnen:

o Die fehlende Berlcksichtigung der Dickenanderung konzentriert die mit dem
Anspruch einer akzeptablen Genauigkeit durchzufilhrende Untersuchung auf
Deformationsvorgénge mit kleinen Verzerrungen.

+ Die entsprechenden Stoffgesetze mussen zur Erfilllung der Forderung einer ver-
schwindenden Normalspannung in Dickenrichtung modifiziert werden.

s Lokale Effekte, wie geometrische Diskontinuitdten (Aussparungen usw.), Delamina-
tion, Schédigung oder interlaminare Schubspannungsverteilungen darfen nicht
Gegenstand der Untersuchung sein.

o Die fur die Versagensform der Delamination relevanten BeanspruchungsgréBen,
namlich die transversalen Spannungen werden entweder gar nicht berticksichtigt
(8% = 0) oder wie im Falle des Querschubs (13, $23), nur konstant iiber die Dicke
approximiert.

o Die Voraussetzung der Geradlinigkeitshypothese des Direktors beschrankt die
Analyse von Laminaten auf Strukturen, bei denen die Dicken— und Steifigkeitsver-
héltnisse der einzelnen Schichten bestimmte Grenzen nicht Gberschreiten.

1.2 Zielsetzungen

Aufgrund all dieser, im vorigen Kapitel erwéhnten, Unzulénglichkeiten entstand der
Wunsch nichtlineare, 3—dimensionale Schalentheorien zu entwickeln, die auf
einer fiir Laminate adéquaten Kinematik basieren. Die Beriicksichtigung mehrerer
Schalenmodelle mit unterschiedlichen kinematischen Approximationen soll die Még-
lichkeit offen halten, fur jedes individuelle Problem eine geeignete und angepafte Ana-
lyse vornehmen zu kdnnen und somit die Grundlage flr physikalisch sinnvoll definierte
Versagens— und Schadigungskriterien darstellen.

Der folgende Uberblick soll die damit verbundenen Aufgaben, die dieser Arbeit zu-
grunde liegen, zusammenfassen:

o Da Faserverbundwerkstoffe meist fiir flexible Strukturen eingesetzt werden, ist die
Berlcksichtigung von starken Nichtlinearitaten (groBe Verzerrungen, groBe Rota-
tionen) unumganglich. Als direkte Folge dieser Forderung darf die Dickendnderung
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der Struktur wahrend des Deformationsvorganges nicht mehr vernachlassigt wer-
den, so daB mindestens eine nichtlineare 6—Parameter Schalentheorie mit gera-
dem Direktor zur Anwendung kommen -muB.

Des weiteren soll die Moglichkeit bestehen, beliebige 3—dimensionale Materialge-
setze ohne Modifikation einzusetzen.

Die Sicherung eines wenigstens approximativen 3—dimensionalen Spannungszu-
standes soll gewéhrleistet sein.

Zur Verbesserung der 6-Parameter Schalentheorie wird das "Enhanced Assumed
Strain” Konzept im Sinne einer hybrid—gemischten Formulierung verwendet, um
einen linearen Verlauf der Dickendnderung zu erhalten und somit das "Dicken—
locking” einer jeden Theorie mit linearen Verschiebungsansatzen Uber die Dicke zu
beseitigen. ’ ' '

Weiterhin werden die in der Literatur fir eine 5—Parameter Theorie bekannten Ver-
fahren (EAS — und ANS~Methode) zur Vermeidung der "locking” —Probleme nied-
riginterpolierter Schalenelemente auf die 6—Parameter Theorie ibertragen und de-
ren Anwendbarkeit und Zuverlassigkeit bei geschichteten Strukturen untersucht.

Da die Annahme eines geraden Direktors bei Laminaten mit beliebigen Dicken—
und Steifigkeitsverhaltnissen der einzelnen Schichten physikalisch nicht lAnger auf-
rechterhalten werden kann, wird eine nichtlineare Schichttheorie mit CO-stetigem
Verschiebungsfeld Uber die Dicke entwickelt. Dabei soll die REISSNER / MINDLIN
Kinematik schichtweise zur Anwendung kommen.

Beflligelt von folgendem Zitat von Robbins, Reddy (1993):

... Despite the success of the layerwise laminate models that neglect transverse
normal strain, these models are not capable of accurately determining interlaminai
stresses near discontinuities such as holes or cut—outs, traction—free edges, ana
delamination fronis . . .

soll die Dickenanderung pro Schicht berlicksichtigt werden, so daf groBe Deforma:
tionen und lokale Effekte, wie interlaminare Schubspannungsverteilungen, geome:
trische Diskontinuitaten oder Randspannungseffekte beschreibbar sind.

Die 3—dimensionalen Schalentheorien sollen auf der Basis einer Finite—Elenien:
te—~Verschiebungsformulierung in das Programmsystem CARAT (Computer Aidec
Research Analysis Tool) des Instituts flr Baustatik der Universitat Stuttgart imple.
‘mentiert werden.
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1.3 Ubersicht

Die vorliegende Arbeit gliedert sich folgendermaBen in einen theoretischen und einen
numerischen Teil:

Kapitel 2 soll die wesentlichen Begriffe der Faserverbundwerkstoffe erlautern, deren
Vor— und Nachteile sowie die Hauptunterschiede zu konventionellen Materialien aufzei-
gen.

InKapitel 3 werden die zahireich in der Literatur veréffentlichten kinematischen Ansétze
fur Platten— und Schalenformulierungen geschichteter Strukturen tibersichtlich zusam-
mengefaBt. Dabei sollen die in der historischen Entwicklung wichtigsten und auffillig-
sten Verschiebungsansétze kurz diskutiert werden. AbschlieBend erfolgen einige theo-
retische Grundlagen des mechanischen Verhaltens von Faserverbundwerkstoffen und
deren Umsetzung in entsprechende Materiaimodelle.

Kapitel 4 befaBt sich neben den differentialgeometrischen Grundiagen mit den wesent-
lichen Beziehungen der 3—dimensionalen, nichtlinearen Elastizitatstheorie. Diese kon-
tinuumsmechanischen Zusammenhénge fuBen auf einer rein mechanischen Theorie,
thermische oder sonstige Effekte finden keine Berticksichtigung.

In Kapitel 5 wird in einer totalen LAGRANGE Formulierung eine nichtlineare, 3—dimen-
sionale Schalentheorie auf der Basis eines C'-~stetigen Verschiebungsfeldes tiber die
Dicke entwickelt. Zunéchst werden mit Hilfe der Linearitét des Verschiebungsfeldes
Uber die Schalendicke und der Berticksichtigung der Dickenénderung die GREEN-
schen Verzerrungsgleichungen flir groBe Deformationen hergeleitet. Das kontinuums-
mechanische Schalenmodell verlangt eine makroskopische Betrachtungsweise der
anisotropen Werkstoffeigenschaften, so daB die entsprechenden konstitutiven Glei-
chungen bereitgestelit werden miissen. Die zu den Verzerrungen energetisch konju-
gierten SchnittgréBen bilden die fiir die anschlieBende Diskretisierung wichtige virtuelle
Arbeitsgleichung der inneren und duBeren Krafte. Mit Hilfe der Methode der Finiten Ele-
mente wird das 3—dimensionale Kontinuum nach dem Degenerationskonzept diskreti-
siert. Die resultierende Nichtlinearitat in den unbekannten Verschiebungen erfordert die
Linearisierung der schwachen Formulierung. Die vorgestelite Schalentheorie ist von der
. unerfreulichen Eigenschaft begleitet, daB nicht ausgeglichene kinematische und stati-
sche GrdBen das Ergebnis Uber den EinfluB der Querkontraktion verfalschen. Dieses
Phénomen soll zusammen mit den entsprechenden Verbesserungsvorschlagen aus-
flhrlich diskutiert werden.

InKapitel 6 werden sowohl die auf einer Schalentheorie (Kapitel 5) basierenden Verstei-
fungseffekte als auch die "locking” — Probleme der niedrig interpolierten Schalenele-
mente zusammengestellt. Auf der Grundlage einer hybrid—gemischten Formulierung
("Enhanced Assumed Strain” Konzept) wird das den Variationsverfahren zugrunde lie-
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gende Arbeits — und Energieprinzip (3—Feld HU-WASHIZU Funktional) eingefiihrt und
die entsprechenden EULER~Gleichungen angegeben. Durch eine Reparametrisie-
rung besteht die Méglichkeit, die Verzerrungen durch zusétzliche, inkompatible Felder
zu erweitern, Mit Hilfe der diskretisierten Ansétze der unabhangigen Variablen und einer
Orthogonalitatsbedingung zwischen den Spannungen und den Verzerrungen &8t sich
ein 2—Feld—Funktional herleiten. Eine anschlieBende Linearisierung liefert ein gekop-
peltes Gleichungssystem, in dem die neu entstandenen Parameter auf Elementebene
eliminiert werden kénnen. Eine geschickte Wahl der inkompatiblen Verzerrungsanteile
beseitigt beide zu Beginn dieses Abschnittes erlduterten Versteifungseffekte. Des wei-
teren wird eine 2. Moglichkeit besprochen, das Blockieren der "low—order” Elemente
zu verhindern. Mit Hilfe der "Assumed Natural Strain” Methode werden die "locking”
verursachenden Verzerrungen an speziellen Punkten (Kollokatiohspunkte) ausgewer-
tet und Gber das Finite Element interpoliert, so daB die Anteile, die zu Versteifungen fuh-
ren, einer Art Unterintegration unterzogen worden sind. Beide Moglichkeiten zur Besei-
tigung der "locking”—Probleme sollen auf die 6-—Parameter Theorie Ubertragen
werden.

In Kapitel 7 wird eine beziiglich der Dickenkoordinate C°—stetige Schichttheorie vor-
gestellt, die als Sonderfall die in Kapitel 5 beschriebene C'-stetige Formulierung mit
einer kinematischen Schicht enthalt. Die nichtlineare Schalentheorie soll auf der Basis
einer héheren Kinematik die Dickendnderungen der einzelnen Schichten berticksichti-
gen koénnen. Nach einer ausfihrlichen Herleitung der verfeinerten Beschreibung des
Schalenraumes wird das schichtabhéngige Deformationsma8 fir groBe Verzerrungen
eingeflihrt. Das Prinzip der virtuellen Arbeit der inneren und auBeren Kréfte bildet die
Grundlage fir eine diskretisierte Gleichgewichtsaussage. Die kontinuumstypische Dis-
kretisierung der Schale Ia8t durch eine schichtweise Degeneration und anschiieender
Elimination abhangiger Variablen eine Beschreibung der Deformation tber eine Refe-
renzflache zu. Das aus dieser Kinematik resultierende- Potential zur Bewdltigung der
Probleme der Lasteinleitung an den Laibungen einer Struktur wird ebenso diskutiert,
wie die bei Laminaten mit gréBerem Aufwand zu berechnenden, interlaminaren Schub-
spannungen. Der in Kapitel 5 erlauterte Versteﬁungseﬁekt muf aufgrund der verfeiner-
‘ten Kinematik neu analysiert werden.

In Kapitel 8 sollen zahlreiche numerische Beispiele und Vergleiche mit der Literatur die
Leistungsfahigkeit der Algorithmen und die Effizienz der vorgesteliten Schalentheorien
sowie deren Umsetzung in Finite Elemente unterstreichen. Dabei werden lineare und
nichtlineare Untersuchungen sowohl an dlinnen als auch andicken Platten— und Scha-
lenstrukturen vorgenommen.

Kapitel 9 liefert eine zusammenfassende und kritische Bewertung der in dieser Arbeil
entwickelten Schalentheorien und gibt flir mdgliche weiterflhrende Entwicklungen ei-
nige Anregungen.
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Zum besseren Versténdnis der theoretischen Herleitungen wird die Arbeit durch einen
mathematischen Anhang A mit Hinweisen zur Tensoralgebra und Tensoranalysis, so-
wie einigen Sétzen aus der mehrdimensionalen Analysis ergénzt. Im Anhang B werden
Erlduterungen zur Bestimmung des Koordinatensystems eines anisotropen Werkstof-
fes aufgeflhrt.

Die Literatur Gber die angesprochenen Themen findet sich am Ende dieser Arbeit.
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2  Faserverbundwerkstoffe

Nach einer allgemeinen Einfilhrung Gber den prinzipiellen Aufbau von Laminaten wer-
den die Eigenschaften der Verstarkungsfasern, der Matrixwerkstoffe und des Faser /
Matrix~Verbundes erldutert. Danach erfolgt eine Zusammenstellung der Vor- und
Nachteile dieser Materialien, ihre Hauptunterschiede zu herkdmmlichen Werkstoffen
und einige Anwendungsgebiete.

2.1 Einfihrung

Verbundwerkstoffe oder Composites sind eine Kombination beliebiger Werkstoffe. Die
charakteristischen Eigenschaften dieser Materialien werden durch die Wahl der Bet-
tungsmasse sowie durch Zugabe von anderen Komponenten nach Art, Form, Menge,
Ausrichtung und Verteilung beeinfluBt. Ein spezieller Verbundwerkstoff ist der Faser-
verbundwerkstoff (FVW). Er besteht aus 2 Komponenten, wobei die eine in Faserform
vorliegt und in die andere, sie umgebende Komponente — die Matrix — eingebettet ist,

siehe Bild 2.1. .
; //
y 4 257 ﬁ@
orientiert nicht orientiert

unidirektionale| | bidirektionale
Verstarkung Verstérkung

/ Langfasern

Kurzfasern /

@

Matrix
Einschichtverbund Einkri‘stalle (whiskfars)
Entwicklungsstadium
Mehrschichtverbund
Hvbri
Laminat ybr!des
Laminat

Bild 2.1: Klassifikation der Faserverbundwerkstoffe
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Einige daraus resultierende Begriffe und Abklrzungen sollen nun kurz erldutert werden:
Unidirektionaler FYW:  Fasern sind parallel und "geradlinig” orientiert
Hybridverbundwerkstoff: FVW, der zwei oder mehrere Fasertypen enthélt

Laminat: Mehrschichtig aufgebauter Faserverbundwerkstoff
Hybrides Laminat: Verbund aus Einzellagen mit unterschiedlichen Fasertypen
Kreuzverbund: Faserorientierungen sind auf 0° und 90° beschrankt
Winkelverbund: Faserorientierungen sind auf die Winkel + o beschrankt
Beispiele fir FVW: Glasfaser Kunststoff (GFK), Borfaser Kunststoff (BFK),

Kohlenstoffaser (Carbonfaser) Kunststoff (CFK),
Aramidfaser Kunststoff (AFK)
Exemplarisch flr die groe Bandbreite der Literatur (iber Composite—Materialien sei
an dieser Stelle auf Bergmann (1992), Chou (1993) und Lee (1993) hingewiesen.

2.2 Grundsatzliches (iber Faserverbundmaterial

2.2.1 Beschreibung des Werkstoffes

Die ldee der Faserverbundwerkstoffe ist nicht jlngeren Datums und existiert in der
Natur als Grundbaustein. Der &lteste Verbundwerkstoff ist Holz, wo Zellulosetasern (Vo-
lumenanteil von etwa 40—~60%) in eine Lignin—Matrix (20~-30%) eingebettet sind. Die
charakteristischen Eigenschaften von Fasermaterialien sind durch hohe Festigkeiten
und Steifigkeiten in Faserrichtung sowie durch ein geringes Eigengewicht gekennzeich-
net. Heute existiert eine umfangreiche Palette von Fasermaterialien: Glasfasern (E—,
S—, C—CGilas), Kunststoffasern aus Aramid (Handelsname Kevlar) und Kohlenstofffa-
sern {Carbon). Unter EinbuBe einiger oben erwéhnten Eigenschaften werden Fasemn
auch aus Keramik oder Metall (Stahl, Bor) hergestellt. In Bild 2.2 sind einige mechani-
sche Eigenschaften der bekanntesten Fasertypen aufgelistet, Griininger (1991).

-Fasertypen (Orientierungswerte)

Physikalische

. Kohlen— Kohlen—
Eigenschaften | ginpeit | E-Glas

Bor stoff stoff Aramid
(hochsteif) | (hochfest) | (hochsteif)

Zugfestigkeit N

(in Faserrichtung) Tm2 3500 |1900-3700{1400~2100{ 25003400 | 35004200

Elastizitatsmodul KN
(in Faserrichtung)| mm2
Bruchdehnung
(in Faserrichtung)

735 420—450 | 380—-550 | 240-280 130

% ~3.0-4.0 0.4 0.4-0.6 0.9~-1.1 ~2.0

Durchmesser pm 5-13 100~140 ~7.5 ~ 8 11.7

Bild 2.2: Mechanische Eigenschaften verschiedener Fasertypen
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Im direkten Vergleich zueinander sind die Aramidfasern die leichtesten, die Glasfasern
die billigsten, die dicken Borfasern die teuersten und die zur Zeit am weitesten verbreite-
ten Kohlenstoffasern die steifsten.

Die zur Zeit wohl stérkste Faser der Welt ist am Institut fir Chemische Technik der
Universitét Karlsruhe entwickelt worden. Es handelt sich um monokristalline Siliziumni-
trid—Fasern mit einem Durchmesser von 1—3 um, einer Bruchdehnung von 7%, einer
Zugfestigkeit von 30000—50000 N/mm?2 und einem Elastizitdtsmodul von 550~750
KN/mm2, siehe Hiittinger, Pieschnick (1994).

Zum Vergleich sind in Bild 2.3 die Zugfestigkeiten einiger Stahlsorten des Bauwesens
und der Luft— und Raumfahrtindustrie angegeben.

Allgemeine Baustihle 350--630 N/mm?2
Hochfeste, schweiBgeeignete Baustihle bis 940 N/mm?
Hochfeste Stahle der Luft— und Raumfahrtindustrie bis 2‘100 N/mm2

Bild 2.3: Zugfestigkeit verschiedener Stahisorten

Um die hohen gewichtshezogenen Festigkeiten und Steifigkeiten der Fasern zur
Wirkung zu bringen, werden sie in ein Filimedium (Matrix) eingebettet, so daB ein Fa-
serverbundwerkstoff entsteht. Die Matrix hat im wesentlichen die Aufgabe, die Fasern
zu schiitzen und zu stabilisieren, Uberspannungen auszugleichen und Kréfte auf die
Fasern zu Ubertragen. Bei Matrixwerkstoffen wird zwischen Polymer—, Metall—, Keré—
mik— und Kohlenstoffmaterialien differenziert. Aus Bild 2.4 ist zu entnehmen, daB die
Bettungsmasse wenig zur hohen Zugfestigkeit und Steifigkeit eines Faserverbundwerk-
stoffes beitragt.

Polymere Werkstoffe (Orientierungswerte)
Physikalische
Eigenschaften Einheit Epoxid Polyester Polyimid
Zugfestigkeit N
(in Faserrichtung) mm?2 40-140 35-92 5
Elastizidtsmodul KN 50-45 15-2.0 -
(in Faserrichtung) mm
Bruchdehnung o '
(in Faserrichtung) % 2-10 2-4 =7

Bild 2.4: Mechanische Eigenschaften verschiedener Matrixharze

Bemerkungen:
s Im wesentlichen ist das Spannungs — Dehnungsverhalten bei fast allen Verstér-
kungsfasern linear bis zum Bruch.
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o Auch Stahlbeton kann als Verbundwerkstoff interpretiert werden, da die Stahlbe-
wehrung in ein Betongemisch eingelagert wird und somit die Eigenschaften der Ein-
zelkomponenten, némilich Stahlstabe an Steifigkeit und Beton an Festigkeit bei wei-
tem Ubertreffen.

¢ Inneueren Entwicklungen wurden in Stahlbetontragwerken sowohl in Druck— als
auch in Zugzonen eine faserverstarkte Zementmatrix (besonders SIFCON) verwen-
det, um die Strukturduktilitdt und die Energieverhéltnisse im Vergleich zum Trag-
werk ohne Faserverstérkung deutlich zu erndhen, siche Naaman et al. (1993, 1994).

Wesentliche Beurteilungskriterien fir die Brauchbarkeit eines Werkstoffes im Leichtbau
sind sowohl die Steifigkeits— und Festigkeitseigenschaften als auch das Eigengewicht.
Bild 2.5 zeigt nach Niederstadt et al. (1985) einen Vergleich géngiger Faserverbund-
werkstoffe mit konventionellen Materialien wie Stahl und einigen Leichtmetallen wie
Titan und Aluminium. Um die beiden erwéhnten Beurteilungskriterien in eine Graphik
mit einzubeziehen, ist in der Horizontalen der auf die Wichte y = mg/V (m=Masse,
g=Erdbeschieunigung) bezogene Elastizitdtsmodul E aufgetragen. Entsprechend
wird auf der Vertikalen die auf die Wichte bezogene Festigkeit dargestelit, welche als
theoretische ReiBlénge verstanden werden kann, bei der eine Faser unter inrem Eigen-
gewicht bricht.

Der Graphik ist zu entnehmen, daf8 einerseits Faserverbundwerkstoffe bezuglich

Festigkeit und Steifigkeit wesentliche Vorteile gegentiber herkémmlichen Materialien

besitzen und andererseits, daB allein durch Variation der Volumenanteile von Faser und

Matrix unterschiedliche Eigenschaften des Faserverbundwerkstoffes resultieren.

125 T
GF=Glasfaser Faservolumenanteile;
» o 30%
= & 60%
g 100 / N 1
>
= & &
X 75 Ay &L - : -
ke L (z&‘ . o . . \e'\‘
b7 o Ol - oS
@ i ~ . ’ . ¥
e @ cf
2 50 =
2 4
4= (6] e(»“*
2 0.1 ® Ti
:,-). 25 3 1- St
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W
0 5000 10000 15000 20000
spezifischer E—Modul [km]

Bild 2.5: Vergleich géngiger Faserverbundwerkstoffe mit konventionelien Materialien
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Die Intensitat der entstandenen Anisotropie (Durch eine makromechanische Betrach-
tung, siehe Kapitel 3.2, kann man dem Werkstoff orthotropes Materialverhalten zuord-
nen.) ist von einigen Faktoren abhangig:

e Artund Anordnung der Fasern
— Unidirektionale Langfasern verursachen starke Orthotropie.
- In Wirrfasermatten erzeugen die kurzen Fasern einen nahezu isotropen Zustand

(in der Schichtebene).

e Volumenanteil der Fasern (je mehr Fasern pro Schicht enthalten sind, desto gréBer
ist der Unterschied der Eigenschaiten in Faserrichtung und quer dazu.)

¢ Materialkombination Faser — Matrix (je unterschiedlicher die Zugfestigkeit und der
Elastizitdtsmodul von Faser und Matrix sind, desto stérker ist die Orthotropie.)

e Faserdurchmesser (je kleiner der Durchmesser der Fasern ist, desto héher ist ihre
Zugfestigkeit (size—effect).) ‘

Je nach Fertigungsverfahren und Anforderungen werden die einzelnen orthotropen

bzw. anisotropen Schichten unter beliebigem Winkel miteinander verklebt, so daB ein

Laminat mit der gewtinschten Strukturdicke entsteht. Durch die unterschiedliche

Anordnung der Faserrichtungen der einzelnen Lagen resultiert aufgrund derfehlénden

Materialsymmetrieebene ein Mehrschichtverbund mit vollkommen anisotropém Mate-

rialverhalten (z.B. Zweischicht — Winkelverbund 30°/-30°). Bei geschickter Stapelung

der Schichten 4Bt sich ein Laminat mit quasi—isotropem Material erzeugen (z.B.

45°/—-45°/90°/0°/0°/90°/-45°/45°).

Bei Mehrschichtverbunden werden zur Charakterisierung des Laminataufbaus zusétz-

lich folgende Begriffe eingefiihrt:

e  Symmetrisches Laminat, wenn die Faserrichtungen ober— und unterhalb der Lami-
natmittelflache korrespondieren. :

o Ausgeglichenes Laminat, wenn jeder Schicht mitder Orientierung + o eine Schicht
mit der QOrientierung — o zugeordnet ist.

Um den wirtschaftlichen Einsatz von Faserverbundwerkstoffen zu steigern, kénnen die
mechanischen Eigenschaften eines Laminats bei gegebenem Lastfall optimiert wer-
den. In diesem Zusammenhang sind in jungster Zeit zahlreiche Publikationen erschie-
nen, die durch Variation der Schichtdicke, des Faserwinkels, des Fasergehalts oder der
Materialkennwerte flr Faser und Matrix (=Entwurfsvariablen) die Zielfunktion der maxi-
malen Steifigkeit oder des minimalen Gewichts erflllen, siehe z.B. Eschenauer (1984),
Fukunaga, Vanderplaats (1991), Gurdal, Haftka (1993), Pedersen (1993), Belsare, Hari-
rian (1993). '
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2.2.2 Vor— und Nachteile von Faserverbundwerkstoffen

Vorteile von Laminaten aus Faserverbundwerkstoffen:

« sehr hohe gewichtsbezogene Festigkeit und Steifigkeit in faserparalleler Richtung
s Anpassung der Faserrichtungen an den Kraftflug

o vielfdltige Werkstoffkombinationen und Schichtungsméglichkeiten

e geringes Gewicht

o hoher elektrischer Widerstand, antimagnetisch

¢ hoher Korrosionswiderstand, geringe Wérmedehnung

o gute Ermidungseigenschaften

e geringer Montageaufwand mit wenigen Einzelteilen

Nachteile von Laminaten aus Faserverbundwerkstoffen (Einige von ihnen drften auf-

grund der regen Forschungs- und Entwicklungsaktivititen in jingster Zukunft beho-

ben sein):

e Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung

o geringes Erfahrungspotential der Hersteller und Anwender in bezug auf Herstel—
lungsverfahren, Langzeitverhalten, Entsorgung und Recycling

o fehlende Normen flir Faserverbundmaterial

o relativ hohe Materialkosten

e Schwierigkeiten an Verbindungsstellen von Bauteilen (Bolzen, Niete, Klebstoff)

« empfindlich gegen Delamination

o empfindlich gegen Lufteinschlisse, Blasen, Staub und Verunreinigungen wahrend
des Herstellungsverfahrens

2.2.3 Hauptunterschiede zu konventionellen Materialien

Die durch die Verbundeigenschaften entstandeneninhomogenen und anisotropen Ma-
terialeigenschaften geschichteter Strukturen kénnen als der wesentliche Unterschied
zu herkbmmlichen Materialien genannt werden. Neben den in Kapitel 2.2.2 erwéhnten
direkten Folgen dieser Eigenschaften sind noch weitere Gesichtspunkte in Betracht zu
ziehen. Bei einer beliebigen (unsymmetrischen) Anordnung der Einzelschichten treten
Kopplungen zwischen verschiedenen Deformationsmodes auf, die auf das Verfor-
mungsverhalten des Laminats einen bedeutenden EinfluB haben. So kénhen z.B. bei
reiner Scheibenbelastung einer Platte Verschiebungen aus der Plattenebene auftreten
(siehe Kapitel 5.4 und 8). ‘

Ein weiterer Punkt ist die Berlicksichtigung von scheinbaren Symmetriebedingungen,
die bei isotropen Materialien korrekt sind, bei geschichteten Strukturen jedoch keine
Gultigkeit mehr besitzen, siehe Cheng (1987) und Kapitel 8. Unterschiedliche Querkon-
traktionen der einzelnen Schichten flhren zu verschiedenen Querverschiebungen und
Querdehnungen der Lagen. Die Klebeverbindung der Schichten untereinander behin-
dert die "freie” Verformung und erzwingt interlaminare Spannungen in Dickenrichtung.
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Dies &uBert sich in einem komplizierten Spannungsverlauf in der Umgebung von mate-
riellen und geometrischen Diskontinuitéten und in der N&he von freien Réndern. Bei der
Berechnung von Flachentragwerken aus geschichteten Faserverbundwerkstoffen ist
die transversale Schubsteifigkeit in den meisten Fallen so gering, daB die Schubverfor-
mung aufgrund der starken Ruckwirkungen auf das Verformungsverhalten nicht ver-
nachlassigt werden kann. ‘

2.2.4 Sandwichkonstruktionen

Als Musterbeispiel eines Verbund - bzw. Faserverbundwerkstoffes zéhlt die Sandwich-
konstruktion, da hier verschiedene Materialien vorteilhaft in ein Bauteil integriert wer-
den. Sie besteht aus zwei sehr diinnen, dehnsteifen AuBen— oder Deckschichten und
einem leichten, ausreichend schubsteifen Kern, Bild 2.6.

//// Deckschicht Klebeverbindung

Kern

,,//—’—N ﬁ

Bild 2.6: Sandwich mit wabenférmigem Kern

Der Kern ist Ublicherweise aus Balsaholz, Hartschaum, gewelltem Blech, Metallwaben
oder harzgetrankten Papierwaben. Bei den Deckschichten wird zwischen Metallen
(Stahl, Aluminium— und Titanlegierungen), Composite Materialien und auch isotropen
Materialien unterschieden. Die Schichten der Sandwichkonstruktion sind flir sich allein
kaum tragféhig, in Verbindung miteinander bilden sie jedoch einen festen, steifen und
sehr leichten Verbund, der ebenfalls Gberwiegend in der Luft— und Raumfahrt und fir
militérische Zwecke eingesetzt wird. '

22,5 Spektrum der Anwendungsméglichkeiten

Aufgrund der glnstigen Eigenschaften und dem zu erwartenden Bedarf an Faserver-
bundwerkstoffen (siehe Kapitel 1.1) ist es nicht verwunderlich, daB auf der 25, Internatio-
nalen Tagung der Arbeitsgemeinschaft Verstérkter Kunststoffe (AVK) im November
1993.in Berlin die erste PC—Datenbank fir langfaserverstirkte Kunststoffe vorgestelit
wurde, siehe Kleine (1993). Mitihr erhalten sowohl Unternehmen der Kunststoffindustrie
als auch Abnehmer die Mdglichkeit, Faserverbundwerkstoffe nach definierten Kriterien
gezielt und anwendungsorientiert auszuwahlen. ‘

Im Bereich der Luft— und Raumfahrtindustrie sind Composites und Laminate seit vielen
Jahren fest etabliert. Da ungefihr 50% des Gewichts eines Flugzeugs auf die eigentliche
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- Zelle entfallt, ist die Leichtbauweise und die damit verbundene Gewichtsreduzierung
und Energieeinsparung in dieser Branche besonders effektiv. Auch in der Automobilin-
dustrie, wo zunéchst dem Ziel der Gewichtsminderung das Ziel der verbesserten Auf-
prallsicherheit entgegenwirkt, kommen Faserverbundwerkstoffe immer haufiger zum
Einsatz, siehe Maier (1990). Eine bereits in GroBserie realisierte Anwendung ist die Ferti-
gung von Kardanwellen und Pleuel aus kohlenstoff— und glasfaserverstérkten Kunst-
stoffen, wodurch eine Gewichtsreduzierung von etwa 50% erreicht wurde, siehe Ophey
(1986), Weber (1990), Abele (1993).

Neben den "klassischen” Anwendungsmdglichkeiten im Bauwesen (z.B. Behalterbau,
Dachkonstruktionen) werden auch neue Einsatzgebiete erschlossen, Speziellim Stahl-
betonbau kénnen Zugelemente aus Faserverbundwerkstoffen in bestimmten Fallen
eine Alternative zu Bewehrungsstahl sein. Durch die momentan noch hohen Kosten die-
ser Werkstoffe sind sie jedoch Anwendungsnischen vorbehalten, bei denen groBe Stei-
figkeiten und Festigkeiten sowie die gute Besténdigkeit in chemisch aggressiver Umge-
bung die dominanten Kriterien sind. Weitere Einsatzmdglichkeiten ergeben sich dann,
wenn der Aufwand fir den Korrosionsschutz der Bewehrung und spétere Erhaltungs-
maBnahmen sehr groB sind, siehe Rostasy (1991). Auch im Brickenbau gewinnen
diese Materialien immer mehr an Bedeutung, sieche Meier (1992), Erki, Rizkalla (1993),
Khalifa et al. (19983). Chambers (1993) gibt zahlreiche Hinweise lber zukinftige Ent-
wicklungstrends bezlglich des Einsatzes von Composites als Strukturmaterialien in
infrastrukturellen Einrichtungen.

Zunehmend werden Faserverbundwerkstoffe auch im Schiffsbau, in der Sport— und
Freizeitindustrie und im Roboterbau eingesetzt.

Fazit :
Die naheliegende Vorstellung, daB diese "Werkstoffe nach MaB” einen technischen
Durchbruch darstellen und alle Probleme der Materialwissenschaftler auf einen
Schlag beseitigen, ist zweifelsohne zu optimistisch. Aluminium—, Stahl— und Titan-
legierungen und andere herkdmmliche Materialien werden auch in ndchster Zukunft
wesentliche Marktanteile einnehmen; die gréB8eren Zuwachsraten liegen jedoch ein-
deutig bei den Verbund— und Faserverbundwerkstoffen.
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3 Modellierung von dilnnwandigen Laminaten

Um die Ahalyse geschichteter Strukturen computergestiitzten Methoden zugé‘nglich zu
machen, werden in diesem Kapitel die Fragen der kinematischen Annahme des Berech-
nungsmodells von Fldchentragwerken und der Beschreibung der differenzierten Mate-
rialeigenschaften diskutiert.

3.1 Kinematikmodelle

Die Eigenschaften der Faserverbundwerkstoffe erfordern aufgrund der entstandenen
Inhomogenitat und Anisotropie besondere Berechnungsverfahren, um sowohl die glo-
bale Strukturantwort als.auch lokale Effekte erfassen zu kdnnen. Da die Methode der
Finiten Elemente als praktisches Verfahren zur Lésung nichtlinearer Randwertprobleme
der Kontinuumsmechanik weit verbreitet und anerkannt ist, soli sie auch in dieser Arbeit
zur Anwendung kommen. Aus der zahlreichen Literatur (iber diese Methode sind die
die Standardwerke von Bathe (1986) und Zienkiewicz u.a. (1989, 1991) hervorzuheben,
in denen die Grundlagen und eine Fille von Detailfragen erdrtert werden. Aus diesem
Grund wird in dieser Arbeit nur auf einige spezielle Aspekte eingegangen.

Einer der wichtigsten Schritte vor der Entwicklung eines Finiten Platten— und Schalen-
elementes flr geschichtete Strukturen ist die Wahl des kinematischen Ansatzes Gber
die Dicke des Laminats. In diesem Kapitel werden die in der einschlagigen Literatur
erwahnten unterschiedlichen Approximationsstufen des Verschiebungsverlaufes tiber
die Dicke fiir Platten— und Schalenelemente klassifiziert.

Da auf diesem Gebiet in den letzten 20 Jahren intensiv geforscht wurde, wére es miih-
sam, und mit dem Anspruch auf Vollstindigkeit auch unmdglich, alle bisher erschienen
Publikationen und Biicher aufzulisten. Um dennoch éinen aligemeinen Uberblick zu
ermdglichen, wird auf die Abhandlungen von Noor, Burton (1989, 1990}, Reddy (1990)
und Mackerle (1994) verwiesen, in denen eine detaillierte Zusammenfassung der zahl-
reichen Veréffentlichungen, umfangreiche Literaturhinweise (ungefihr 1000) und ent-
sprechende Finite—Elemente—Modelle angegeben werden. Die Publikationen, die in
direktem Zusammenhang zu dieser Arbeit stéhen, werden im folgenden erwahnt.

3.1.1 Uberblick

Die Verschiebungsansétze fir geschichtete Flachentragwerke kénnen im Hinblick aul
die Stetigkeit bezliglich der Dickenkoordinate in zwei Gruppen unterteilt werden,
Bild 3.1. Die erste Kategorie beinhaltet die sogenannten Einschichtmodelle, die aul
einem C'—stetigen Verschiebungsansatz in Dickenrichtung basieren. Der Begriff Ein-
schichtmodell entspringt der Tatsache, daB die Kinematik dieser Theorie von der
Schichtanzahl unabhangig und unempfindlich gegeniiber unterschiedlichen Dickenab-
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messungen oder Materialeigenschaften der einzelnen Schichten ist. Das Laminat wird
vom Blickwinkel der Kinematik behandeit, als hétte es nur eine Schicht. Pinsky, Kim
(1986) bezeichnen diese Approximationen deshalb als "kinematisch homogen”.

S= ==

unverformte Konfiguration verformte Konfiguration

Verschiebungsansatz
Uber die Dicke

Einschichtmodelle zick—zack Mehrschichtmodelle

C1-stetiger Ansatz Erweiterungen CO-stetiger Ansatz

| klassische ‘a ﬂ linearer Ansatz
| Laminattheorie | L——y T—4—J pro Schicht | |

Schubdeformations— % hoherer Ansatz
1 theorien ﬁ . ]
1. Ordnung pro Schicht

Schubdeformations— ’~
theorien €§

héherer Ordnung

[

Bild 3.1: Verschiebungsapproximation fiir Schalen

33



Einige Vertreter dieser Gruppe sind die klassische Laminattheorie und Schubdeformati-
onstheorien erster und héherer Ordnung. .

Eine deutlich genauere Approximation des Verschiebungsverlaufes (iber die Laminat-
dicke erhalt man durch die CO—stetigen Ansétze der zweiten Kategorie, die ihrerseits
wieder in zwei Untergruppen unterteilt werden. Bei den zick ~zack Erweiterungen wird
zu einem beliebigen C?—stetigen Ansatz der Einschichtmodelle eine zick—zack Funk-
tion hinzuaddiert, die die unterschiedlichen Dicken der einzelnen Schichten berlicksich-
tigt. Im Gegensatz zur globalen Verschiebungsapproximation der Einschichtmodelle
wird bei den Mehrschichtmodellen pro Laminatschicht ein linearer oder héherer kine-
matischer Ansatz angenommen.

Die Annahmen der zweiten Gruppe resultieren in einem fir geschichtete Platten— und
Schalenkonstruktionen typischen zick—zack—férmigen Verlauf des Verschiebungsfel-
des Uliber die Dicke.

3.1.2 Einschichimodelle

Dadie ersten vollstdndigen Theorien flir Platten (KIRCHHOFF im Jahre 1850) und Scha-
len (LOVE im Jahre 1888) die Querschubverformungen vernachlassigt haben, wird
heute flr Platten— und Schalenformulierungen mit dieser Kinematik der Begriff KIRCH-
HOFF / LOVE—Hypothese verwendet.

Die Erweiterung der KIRCHHOFF —Plattentheorie auf heterogene Querschnitte liefert
die klassische Laminattheorie. Sie istin der Lage, die globale Strukturantwort fiir sehr
dinne Laminate mit nicht stark unterschiedlichem Materialverhalten der einzelnen
Schichten mit ausreichender Genauigkeit zu beschreiben. Als direkte Folge der kine-
matischen Annahme dieser Theorie kénnen transversale Schub— und Normalverzer-
rungen nicht berlicksichtigt werden. Die genaue Vorhersage der Systemcharakteristik
von geschichteten Flachentragwerken aus Faserverbundwerkstoffen macht es jedoch
erforderlich, die Querschubverformungen in die Formulierung mit einzubeziehen. Der
Grund daflir ist das groBe Verhaltnis (bis zu 60) des Elastizititsmoduls in Faserrichtung
zum transversalen Schubmodul quer zur Faserrichtung. Fir isotrope Materialien hinge-
gen ist das Verhdltnis des Elastizitatsmoduls zum Schubmodul immer kleiner oder
gleich drei. Die transversale Schubsteifigkeit von faserverstérkten Laminaten ist so ge-
ring, daB Schubverformungen nicht vernachldssigt werden dirfen. Pagano (1969,
1970a, 1970b) und Pagano, Hatfield (1972) zeigten durch 3—dimensionale analytische
Lésungen fiir einige Spezialfalle anisotroper, geschichteter Platten genau diesen Sach-
verhalt.

Formulierungen flir Laminate, die die transversalen Verzerrungskomponenten beinhal-
ten, sind in der Literatur als Schubdeformationstheorien bekannt. Dabei erhalt man
geeignete Verschiebungsansatze, indem die Verschiebungen u in eine Taylorreine um
den Punkt 83 = 0im Intervall — -g =0 < % (h & Strukturdicke) entwickelt werden.
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1 1 1
= [Va| + 63| Wal + (83)2|Wa| + (933 .
u [\:3] [xa] ( )w§ ©°) (3.1)
Dabei sind die Vektoren w, W und W_aufgrund des Entwicklungspunktes eg = Ovonder
Dickenkoordinate 62 unabhangig. Bricht man nach dem linearen Glied ab, so resultiert
die Schubdeformationstheorie erster Ordnung, die als Erweiterung der REISSNER/
MINDLIN—Kinematik auf geschichtete Strukturen interpretiert werden kann.

Uy = v, + 63w,

Up =V, + 63w, 3.2

Uz = V3
Der Vektor v beschreibt dabei die Verschiebung einer Referenzfidche (meistens die
Schalenmittelfiache), wéhrend die beiden Komponenten wy und w, die Rotation der
inextensiblen Schalennormale a3 (auch Direktor genannt) definieren, siehe Kapite! 5.2.
Auf der Basis dieser 5—Parameter Kinematik wurden zur Analyse anisotroper, ge-
schichteter Strukiuren entsprechende Schalenelement—Formulierungen entwickelt:
Mit der Theorie kleiner Verschiebungen von Lehar (1985), Schmid (1988) und flir nichtli-
neare Untersuchungen von Dorninger (1989}, Dominger, Rammerstorfer (1990b), Klar-
mann (1991), Schellekens (1992), Basar et al. (1993) und Wagner, Gruttmann (1994).
Alle nichtlinearen Schalenformulierungen kénnen kleine Verzerrungen und groBe Rota-
tionen beschreiben. '
Die resultierende Schalentheorie des Ansatzes (3.2) kann (iber die Schalendicke ledig-
lich konstante, transversale Schubverzerrungen und —spannungen abbilden. Der
wahre, physikalische Verlauf ist bei isotropen Materialien jedoch parabolisch und bei
geschichteten Schalen zusétzlich mit Knicken und Spriingen behaftet, Bild 3.2.

homogener Querschnitt heterogener Querschnitt

E0.3 ! Sas EaS Sus

Bild 3.2: Qualitativer Verlauf der transversalen Schubverzerrung und —spannung

Um die virtuelle, innere Arbeit der transversalen Schubdeformationen wirklichkeitsné-
her zu erfassen, wurden Schubkorrekturfaktoren eingeflihrt, die bei Laminaten von den
einzelnen Schichten, vom Schichtaufbau und von der Richtung abhangig sind. Ver-
schiedene Vorgehensweisen zur Berechnung dieser Faktoren finden sich u.a. in
Whitney (1972, 1973), Noor, Peters (1989), Klarmann (1991), Vlachoutsis (1992) und
Klarmann, Schweizerhof (1993).
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Bei allen bisher erwéhnten Formulierungen wird von der bei konventionellen 5—Para-
meter Schalentheorien Gblichen Annahme ausgegangen, daB die transversale Normal-
spannung $33 gleich Null ist und realisiert dies (iber eine Modifikation (Kondensation)
des Werkstoffgesetzes. Zusammen mit den Uberlegungen des transversalen Quer-
schubs wird somit eine physikalisch sinnvolle Modellierung einer bei geschichteten
Strukturen héufig anzutreffenden Versagensform, der Delamination, d.h. die Ablésung
einzelner oder mehrerer Schichten infolge Querzug verhindert. ‘

Um nun alle far ein physikalisch sinnvolles Versagens— bzw. Schédigungskriterium
relevanten BeanspruchungsgréBen in einer Schalentheorie vereint zu haben (bzw. bes-
ser approximiert), muB der geometrische Zwang des inextensiblen Direktors fallenge-
lassen werden. Es resultiert somit eine 6—Parameter Theorie, die in der Lage ist, eine
konstante Dickenénderung der Schale zu beschreiben. Der entsprechende kinemati-
sche Ansatz sieht demnach wie folgt aus:

ug = vy + 63w,

Uy =V, + 03w, (8.3)

Ug = Vg + 0%,

Die Beriicksichtigung der Dickenédnderung bringt neben dem bereits erwédhnten
3—dimensionalen Spannungszustand weitere Vorteile mit sich. Sie befreit konventio-
nelle 5—Parameter Schalentheorien von der gravierenden Einschrankung auf kleine
Verzerrungen. Des weiteren besteht die Moglichkeit, unveranderte 3—dimensionale
Stoffgesetze verwenden zu kénnen. Dieser auf den ersten Blick nicht allzu dramatisch
wirkende Vorteil gewinnt jedoch an Bedeutung, wenn beriicksichtigt wird, daB die oben
angesprochene Modifikation des Materialtensors lediglich bei einfachen Stoffgesetzen
leicht durchfiihrbar ist. Bei komplizierteren konstitutiven Gleichungen hingegen (z.B. fiir
gummiartige Materialien, fir Schadigungsmodelle oder in der Plastizitét) ist die Kon-
densation explizit nicht durchfithrbar oder sie flihrt zu sehr komplizierten Ausdriicken.
Die Nachteile der 6—Parameter Theorie werden in Kapitel 5.8 ausfiihrlich diskutiert.

Eine andere Mdglichkeit zur exakten Bestimmung der Deformationsenergie der trans-
versalen Schubverzerrungen stellen die Schubdeformationstheorien héherer Ord-
nung dar, bei denen das Verschiebungsfeld in Gleichung (8.1) quadratische oder ho-
herwertige Terme enthélt. Ansétze der Ordnung drei fihren auf einen quadratischen
Verlaufdes Querschubs, so daB Schubkorrekturfaktoren Uiberflissig werden. Eine Flille
von Formulierungen mit kubischen Verschiebungsansétzen sind seit Mitte der siebziger
Jahre erschienen, z.B. Lo et al. (1977), Kwon, Akin (1987) und Pandya, Kant (1988).

Besonders hervorzuheben ist die 9—Parameter Plattenformulierung von -Reddy
(1984a), der flr die Verschiebungen u; und u, einen kubischen und fiir die Querver-
schiebung uj einen konstanten Ansatz wahit. Durch den Einbau der Bedingungen, daB
die transversalen Schubspannungen S'3 und $23 an der Ober— und Unterseite der

36



struktur null sein milssen, kann die Formulierung auf eine Theorie reduziert werden, die
weiterhin einen kubischen Verschiebungsverlauf, aber nur noch 5 Parameter besitzt.
o = Yo+ 0%+ (699 (= Ea)wa + v3,) | @)
Uz = V3
Der entscheidende Nachtell ist die erforderliche C' —Kontinuitit der Durchsenkung ugs
bezliglich der Koordinaten xundyy. Diese vereinfachte Schubdeformationstheorie hhe-
rer Ordnung wurde von Reddy (1984b) auf die von KARMAN Nichtlinearitat erweitert
und diente als Basis flir einige spéater entwickelte Finite—-Element—Formulierungen,
Phan, Reddy (1985), Putcha, Reddy (1986).
Viele dieser Arbeiten der Schubdeformationstheorien hdherer Ordnung sind jedoch auf
spezielle Geometrien (Platte), eingeschrénkte geometrische Nichtlinearititen (von
KARMAN, kleine Rotationen, kigine Verzerrungen) oder sogar auf den linearen Fall
beschrénkt. Auch die Berlicksichtigung der transversalen Normalspannung $32 ist eher
die Ausnahme als die Regel.
Verschiebungsansétze mithéherwertigen Termen als 3. Ordnung sind in der einschlagi-
gen Literatur nicht bekannt, da sie zum einen sehr aufwendig wéren und zum anderen
keine splirbare Verbesserung der Genauigkeit der Ldsung zur Folge hatten.

Die Kontinuitét der aus den Verschiebungsansétzen der Einschichtmodelle resultieren-
den Verzerrungen und Spannungen (ber die Dicke wird in Bild 3.3 mit den wahren Ver-
laufen der 3—dimensionalen Elastizitdtstheorie verglichen.

Dehnungen und transversale transversale
Schubverzerrungen| Schubverzerrungen Dehnung
E11 Bz Eq2 Ei3 Eo Ess
3D - Elastizitatstheorie stetig nicht stetig nicht stetig
Einschichtmodelle stetig stetig stetig

eSS

Bild 3.3: Kontinuitét der Verzerrungen und Spannungen tiber die Dicke

Alle Einschichtmodelle basieren auf Verschiebungsansétzen, die zu stetigen Verzer-
rungsfeldern (iber die Dicke fliihren. Die transversalen Dehnungs— und Schubanteile
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sind jedoch bei geschichteten Strukturen mit Sprlingen Gber die Dicke behaftet, so daB
die exakte Beschreibung von Laminaten mit unterschiedlichen Schichtmaterialien
unmoglich wird. Auf der statischen Seite verhalt sich die Situation genau umgekehrt. Da
die Spannungen aus dem Materialgesetz berechnet werden und jede Schicht einen
anderen Materialtensor besitzt, geht die erforderliche Kontinuitat der transversalen
Spannungskomponenten verloren.

Fazit :

Die Einschichtmodelle sind die einfachsten und wirtschaitlichsten Formulierungen
zur globalen Analyse von Laminaten, verbunden mit dem wesentlichen Vorteil, daB
die Anzahl der Unbekannten der Finite—Element-Diskretisierung unabhéngig von
der Anzahl der Schichtenist. Sie kénnen das globale Systemverhaiten, wie maximale
Durchbiegung, kritische Beullast oder dynamische Aspekte (Eigen— und Schwin-
gungsfrequenzen) von dinnen bis maBig dicken Laminaten mit akzeptabler Genau-
i‘gkeit wiedergeben, wenn die Dicken— und Steifigkeitsverhaltnisse der einzelnen
Schichten bestimmte Schranken nicht (iberschreiten. Die Schubdeformationstheo-
rien héherer Ordnung lassen aufgrund ihrer héherwertigen Terme einen deutlich
breiteren Anwendungsbereich zu als die klassischen Schalenmodelle.

Wenn jedoch genauere Informationen Gber lokale Effekte auf Schichtebene oder zwi-
schen zwei Schichten erforderlich werden, so sind Einschichtmodelle durch ihre glo-
bale Verschiebungsapproximation ungeeignet. Ein erster Schritt zur Erfassung des
lokalen Festigkeitsverhaltens sind die Erweiterungen der Einschichtmodelle durch
zick—zack Funktionen.

3.1.3 Zick—zack Erweiterungen

Wahrend eines Deformationsvorganges kénnen aufgrund materieller und geometri-
scher Diskontinuititen erhebliche Knicke des Verschiebungsvérlaufes {iber die Dicke
der Schale entstehen. Die durch unterschiedliche Dickenverhdltnisse der einzelnen
Schichten hervorgerufenen Knicke werden bei dieser Methode durch Addition einer
zick—zack Funktion zu einem beliebigen C!—stetigen Ansatz erfat. Einige Vertreter
dieser Idee sind z.B. Di Sciuva (1985, 1987, 1993), Bhaskar, Varadan (1991), Di, Rarmm
(1993), Rothert, Di (1994).

In Gleichung (3.6) ist ein méglicher Verschiebungsansatz ut fiir die L—te Schicht nach
Di, Ramm (1993) angegeben. Dabei stellen vy, v, V3, Wq, W, w1, und w2 die unbekann-
ten, verallgemeinerten Verschiebungen des C!-stetigen, kubischen Ansatzes dar. 93
beschreibt eine stlickweise lineare, CO—stetige zick~zack Funktion in Abhéngigkeit der
einzelnen Schichtdicken h, sowie der natlirlichen Schichtkoordinatent, € [ 1, + 1].

89 =83m,L) mt i=10)L @5
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Der "Zusammenbau” des Ansatzes mit den beiden Rotationen 1, und v, istin Bild 3.4
graphisch verdeutlicht.

Bild 3.4: lllustration der zick—zack Erweiterung nach Di, Ramm (1993)

Aus der Graphik wird deutlich, daB diese Formulierung starken Restriktionen unterwor-
fen ist, da die Rotationswinkel in jeder Schicht als identisch vorausgesetzt werden.
Diese Zwangsbedingung istjedoch physikalisch dann nicht realistisch, wenn das Struk-
turverhalten, beispielsweise einer Sandwichkonstruktion, simuliert oder die KIRCH-
HOFF/LOVE-Bedingung in einer Schicht erflllt werden muB.

Fazit :

Da in dieser Formulierung die Rotationen der einzelnen Schichten miteinander
gekoppelt sind (besser, wenn auch aljfwendiger waére, wenn jede Schicht eine unab-
héngige Rotation besitzt), kénnen Diskontinuititen, die auf stark unterschiedlichen
Materialeigenschaften der einzelnen Schichten beruhen, nicht beschrieben werden.

Bei der Anwendung allgemeinerer Modelle sind auf Kosten einer héheren Anzahl an
unbekannten Parametern Verdrehungen der Schichten unabhéngig voneinander
moglich.

3.1.4 Mehrschichtmodelie

Aufgrund der variierenden Faserorientierungen und der Anisotropie des Materials ver-
sucht jede Schicht sich unabhéhgig von den anderen zu bewegen, so daB relativ groBe
Kantenspannungen notwendig sind, um die Kompatibilitdt der Deformation sicherzu-
stellen. Dieser sowie zahireiche andere lokale Effekte, wie z.B. RiBfortschritt, Schadi-

39



gung oder interlaminare Spannungen erfordern auf der Basis einer adaquaten Kinema-
tik eine méglichst genaue Berechnung des 3—dimensionalen Spannungszustandes.
Auch die transversale Normalspannung S33, die zwar keine dominante, aber im Hin-
blick auf Delamination eine signifikante Spannung darstellt, muB in die Analyse mit auf-
genommen werden.

ZuBeginn der Entwickiungsphase von Berechnungsverfahren fiir geschichtete Struktu-
ren fanden Mehrschichtmodelle aufgrund der geringen Verbreitung der Faserverbund-
werkstoffe keine Berlcksichtigung. Da bei diesen Theorien pro Laminatschicht ein mei-
stens polynomialer Verschiebungsansatzlinearer oder héherer Ordnung angenommen
wird und somit die Freiheitsgrade von der Schichtanzahl abhéngig sind, durften die
damals noch in den Kinderschuhen steckenden Rechnerleistungen ein weiterer Grund
fir die Nichtbeachtung dieser Formulierungen sein.

Die erste dem Autor bekannte Veréffentlichung fir isotrop geschichtete Schalen geht
auf Epstein, Glockner (1977) zurtick, die jedoch nur eine Theorie, aber keine Diskretisie-
rung und auch keine Beispiele vorstellten. Ab Mitte der achtziger Jahre erschienen dann
zahlreiche Publikationen, die sich im wesentlichen durch folgende Punkte unterschei-
den: kartesische oder krummilinig, konvektive Beschreibung von Platten— oder Scha-
lentragwerken aus isotropen oder anisotropen Materialien, Grad der berlicksichtigten
Nichtlinearitat (von KARMAN —Theorie, kleine oder groBe Verzerrungen sowie Rotatio-
nen) und die Benutzung von kondensierten (S*2 = 0) oder komplett 3—dimensionalen
Stoffgesetzen (5% = 0).

Reddy (1987) entwickelte auf der Basis linearer Analysen eine verallgemeinerte
Schreibweise fir Plattentheorien mit beliebiger Verschiebungsapproximation in
Dickenrichtung. Fir die Verschiebung eines Punktes wird folgender, alilgemein gehalte-
ner Ansatz angenommen:

Uiy, 2) = uboy) + > Uik y)®,@)
=1

]

UZ(X, Yl Z) = V(X, Y) +

s

ERN

Vi 1) 0,(2) e
]

Ugl,¥,2) = WK Y) + > W(x,y)¥(2)
j=1
wobei (u,v,w) die Verschiebung eines Punkies (x,y,0) der Referenzebene représentiert.
Die unbestimmte Koeffizienten Uj, V;, W, werden iiber beliebige, die Kontinuitat erfdl-
lende und in der Dickenkoordinate z stetige Funktionen definiert. Durch geschickte In-
terpretation der unbekannten Koeffizienten und Festlegung der Funktionen cI)j(z), lPj(z)
sind alleim Kapitel3.1.2 erwéhnten Einschichtmodelle enthalten. Die nichtlineare Erwei-

terung auf die von KARMAN—Plattentheorie wird in Reddy, Barbero (1987) erlautert.
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Mit Hilfe einer eindimensionalen LAGRANGE ~Interpolation (iber die Schichtdicke und
unter der Voraussetzung der transversalen Inextensibilitét lieferten Reddy et al. (1989)
im Rahmen einer Theorie kleiner Verschiebungen die numerische Umsetzung (Finite—
Element—Diskretisierung) der obigen Gleichungen. Die Verschiebungen uy, U, wurden
dabei als linear veranderlich und die Durchsenkung uzals konstant in der Dickenkoordi-
nate z angenommen. Barbero et al. (1990) fanden auf der Basis trigonometrischer Rei-
henentwicklungen eine analytische Lésung fiir die von Reddy vorgestelite veraligemei-
nerte Plattentheorie.

Mit der Forderung der Inextensibilitdt der Direktoren existieren einige Verdifentli-
chungen (ber nichtlineare Platten— (Owen, Li (1987a, 1987b)) und Schalentheorien fiir
anisotropes Werkstoffverhalten, siehe Dorninger (1991), Rammerstorfer et al. (1992),
Basar etal. (1993), Gruttmann etal. (1993). Die ersten beiden Schalenbeitrage basieren
auf der von Ramm (1976) zur Beschreibung groBer Rotationen eingefiihrten Kinematik.

Formulierungen, die eine Anderung der Strukiurdicke und einen volisténdig 3—dimen-
sionalen Spannungszustand bericksichtigen, sind zur Beschreibung der lokalen Ef-
fekte am besten geeignet. Epstein, Huttelmaier (1983), Huttelmaier, Epstein (1985),
Pinsky, Kim (1986) und Robbins, Reddy (1993a) publizierten lineare Platten ~ und Scha-
lentheorien, die einige dieser Ph&nomene beschreiben konnen. Verdifentlichungen
neuesten Datums fiir nichtlineare Finite—Element—Formulierungen zur Untersuchung
lokaler Effekte sind Basar, Ding (1994), Gruttmann, Wagner (1994, 1995).

Die Kontinuitat der aus den Mehrschichtmodellen resultierenden Verzerrungs— und
Spannungsverldufen ist in Bild 3.5 (analog zu Kapitel 3.1.2) dargestelit.

Dehnungen und transversale transversale
Schubverzerrungen| Schubverzerrungen Dehnung
Eq1 Egp Eq2 Eiz Eps Eas
3D—Elastizitatstheorie stetig nicht stetig nicht stetig

Mehrschichtmodelle stetig nicht stetig nicht stetig

Bild 3.5: Kontinuitét der Verzerrungen und Spannungen tiber die Dicke
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Die durch die unterschiedlichen Schichtmaterialien hervorgerufenen Spriinge in den
transversalen Verzerrungsanteilen werden bei dieser lokalen Verschiebungsapproxi-
mation richtig erfaBt. Da sich auf Materialseite im Vergleich zu den Einschichtmodelien
nichts geéndert hat, bleibt die Problematik bezlglich der Diskontinuitit der Schub—
und Normalspannung in Dickenrichtung erhalten. Sie ist durch die kinematische An-
nahme begrtindet.

Bemerkungen:

s Kinematische Ansétze auf der Basis der Mehrschichtmodelle sind die Grundlage far
die Beschreibung des Strukturverhaltens von Sandwichkonstruktionen. Dabei kon-
nen spezielle Annahmen, die aus der besonderen Sandwichkinematik resultieren,
in den Verschiebungsansatz mit "eingearbeitet” werden. Ha (1990) gibt eine Uber-
sicht der unterschiedlichen, kinematischen Approximationen sowie deren Umset-
zung in Finite—Element—Modelle zur Analyse von Sandwichplatten an.

o Um die Vorteile sowohl der Einschicht— als auch der Mehrschichtmodelie in einer
Analyse optimal nutzen zu kénnen, wurden in jlingster Zeit hierarchische Theorien
entwickelt, sieche Babusgka et al. (1992), Actis, Szabd (1993).

s Da Schalenmodelle eine Approximation der dreidimensionalen Struktur beschrei-
ben, ist eine Genauigkeitsanalyse dieser Néherungsmodelle wilinschenswert.
Schwab (1994) konstruierte verschiedene 2—dimensionale Plattenmodelle in Hier-
archien steigender Komplexitat fiir die 3—dimensionale, lineare Elastostatik auf
diinnen Gebieten. Durch die vollstdndige, asymptotische Entwicklung der Losung
u nach Potenzen des Dickenparameters und einer rigorosen Analysis der damit er-
zielten asymptotischen Entwicklung der Verformungsarbeit konnte er zeigen, da3
die 3—dimensionale Lésung von den Plattenmodellen nur in mit der Dicke kleiner
werdenden Grenzschicht—-Umgebungen des Randes abweicht. Zudem konnte er
diesen Modellfehler auch quantitativ beschreiben. Der Approximationsfehler der
Plattenmodelle kiingt in das Innere des Gebietes exponentiell ab.

Damit kann eine systematische qualitative sowie quantitative adaptive Modellierung
3—dimensionaler Fehler mit Plattenmodellen erzielt werden. Die entsprechende
Verallgemeinerung auf Schalen steht noch aus.

¢ Eine systematische Untersuchung der Konvergenz von elliptischen Randwertpro-
blemen auf 3—~dimensionalen Gebieten gegen niederdimensionale Grenzmodelle
auf 2—dimensionalen Gebieten wurde von Ciarlet (1990) und Ciarlet, Miara (1992)
durchgeflhrt. Diese Arbeiten beschaftigen sich mit der Rechtfertigung des KIRCH-
HOFF/LOVE Modells fiir Platten— und schwach gekriimmte Schalenstrukturen (fir
ST. VENANT ~KIRCHHOFF Material) als asymptotischer Grenzwert eines geeignet
skalierten, 3—dimensionalen Problems bei verschwindender Dicke des Grundge-
bietes. ‘
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Fazit :

Mehrschichtmodelle sind zweifelsohne die teuersten und aufwendigsten Formulie-
rungen. Sie garantieren aber als einzige Theorie eine kinematisch kotrekte Darstel-
lung des Verschiebungs— und Verzerrungsverlaufes in Laminaten, womit eine
wesentliche Voraussetzung zur Bestimmung eines 3—dimensionalen Spannungszu-
standes am Interface oder innerhalb einer Schicht existiert. Hohe Spannungskon-
zentrationen in der Nahe von freien Kanten, Lochern oder Aussparungen sowie die
komplizierte Versagens— und Schadigungscharakteristik machen die Beriicksichti-
gung aller 8 SpannungsgréBen notwendig.

3.2 Materialmodelle

Da geschichtete Strukturen aus Faserverbundwerkstoffen durch ihre Bestandteile und
der starken Anisotropie den unterschiedlichsten Belastungen und Kraftflissen ange-
paBt werden kdnnen, treten auch sehr differenzierte Materialeigenschaften auf. In
diesem Kapitel sollen die zwei prinzipiellen Betrachtungsweisen zur Berechnung von
Verbundwerkstoffen erldutert und die im Gegensatz zu metallischen Materialien deut-
lich komplizierteren Festigkeitsversagensarten sowie einige Verfahren zu deren Erfas-
sung angegeben werden.

3.2.1 Mechanisches Verhalten von Faserverbundwerkstoffen

Aufgrund ihrer inhédrenten, heterogenen Natur werden bei der Beschreibung des
mechanischen Verhaltens von Verbundwerkstoffen zwei Betrachtungsweisen unter-
schieden. Der erste Schwerpunkt wird durch den Begriff der Mikromechanik gepragt.
Hierunter werden alle Untersuchungen verstanden, die Aufschliisse tiber das Zusam-
menwirken und die gegenseitige Beeinflussung der Faser und der Matrix geben. Eine
mikroskopische Modellierung von Faserverbundwerkstoffen scheidet flr die numeri-
sche Simulation des Tragverhaltens jedoch immer dann aus, wenn das globale Verhal-
ten der gesamten Struktur im Vordergrund stehen soll und es weniger um die Analyse
der mikroskopischen Interaktion zwischen Faser und Matrix geht. Chawla (1987) und
Dorninger (1989) geben eine Reihe von Verfahren an, die von der einfachsten Mi-
schungsregel bis zu komplizierten analytischen oder numerischen Methoden reichen.
Viele dieser Verfahren fuBBen auf einem mathematisch sehr hohen Aufwand, so daB trotz
hoher Genauigkeit die praktische Anwendbarkeit stark eingeschrénkt ist.

Um jedoch das globale Verhalten einer Struktur aus Faserverbundwerkstoffen einer
computergestitzten und vom Aufwand akzeptablen Bearbeitung zugénglich zu ma-
chen, muB der inhomogene, anisotrope Verbund aus Faser und Matrix durch ein fikti-
ves, schichtweise homogenes, aber weiterhin anisotropes Material ersetzt werden. Die
dafir benétigte Vorhersage der Material— oder Elastizitatskennwerte einer unidirektio-
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nal verstérkten Schicht aus den mikroskopischen, mechanischen Eigenschaften der
Faser— und Matrixwerkstoffe wird in den meisten Biichern tiber Faserverbundmateria-
lien Uber "einfache” Mittelungs— oder Mischungsregeln vorgenommen. Dieser Vor-
gang istin der mathematischen Literatur unter dem Begriff Homogenisierung bekannt.

Die zweite Betrachtungsweise basiert auf dem Terminus Makromechanik. Hier wird
nicht mehr zwischen Faser und Matrix unterschieden; die Eigenschaften beider Kompo-
nenten werden bei der makromechanischen Betrachtungsweise verschmiert. Das La-
minat wird makroskopisch als schichtweise homogenes, anisotropes Kontinuum be-
trachtet, so daB die globalen Eigenschaften entweder einer Schicht oder des gesamten
Laminats von Interesse sind. Mit Hilfe der anisotropen Kontinuumstheorie ist somit die
Grundlage flr die in der Strukturmechanik verwendeten Materialmodelle gesetzt. Die-
ses "verschmierte Werkstoffprinzip” stellt das Fundament fr alle in Kapitel 3.1 erlau-
terten Approximationstheorien dar.

3.2.2 Bruchverhalten und Versagen

Aufgrund des heterogenen, anisotropen Aufbaus von Faserverbundwerkstoffen unter-
scheidet sich das Bruchverhalten wesentlich von dem der metallischen Materialien. Bei
Metallen wird der Bruch durch das Entstehen und Fortpflanzen eines einzigen Risses
eingeleitet, bei Verbundstrukturen hingegen sind die Vorgénge bei der RiBausbreitung
deutlich komplexer. Das Versagenist ein Ergebnis mehrerer, sich gegenseitig beeinflus-
sender, mikromechanischer Versagensprozesse, die naturgeman im weiteren makro-
mechanische Auswirkungen zeigen. So kdnnen z.B. Matrixmikrorisse als Folge erster
plastischer Deformationen im Laufe des Verformungsvorganges zu einer Mikrorizone
anwachsen und somit Vorlaufer eines makroskopischen Risses sein. Eine klare Tren-
nung der einzelnen Mechanismen und die Einschatzung ihres qualitativen Anteils am
Gesamtbruchgeschehen gestaltet sich duBerst schwierig.

Die Schadenscharakteristik in faserverstérkten Verbundsystemen manifestiert sich auf
unterschiedliche Art. Die meisten Schiden lassen sich jedoch auf "einfache” Versa-
gensmechanismen zurlickfhren. Bei Laminaten wird zwischen intralaminarem und
interlaminarem Versagen unterschieden, siehe Bild 3.6.

Faserbruch kann infolge unregelmaBiger Faserdurchmesser, nicht parallel verlaufender
Fasern oder andéren Abweichungen in Geometrie und Anordnung auftreten. Bei der
Lastabtragung werden die Anteile der gebrochenen Fasern durch Schubspannungen
Uber die Matrix auf die Nachbarfasern tbertragen, so daB die lokale Zugfestigkeit des
Laminats im Bereich der gebrochenen Fasern abnimmt. Auch die Matrix kann, obwohl
fast die gesamte Festigkeit und Steifigkeit eines Verbundes in den Fasern enthalten ist,
die Ursache des Versagens des Laminats sein. Wenn z.B. unter Druckbelastung in Fa-
serrichtung eine nicht ausreichende Steifigkeit der Matrix das seitliche Ausknicken der
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Faser nicht verhindern kann oder wenn iberhhte Spannungen in Gebieten oder Rich-
tungen entstehen, die nicht mit Fasern verstarkt sind.

Versagensarten bei Laminaten
aus Faserverbundwerkstoffen

1 i
intralaminares interlaminares
Versagen Versagen
- Faserbruch / Faserbeulen — Delamination im Laminatinnern
— Ausknicken von Fasern — Randdelamination

— Mikrorisse der Matrix
- Matrixrisse in den Einzelschichten
-- Versagen der Grenzschicht

Bild 3.6: Versagensarten in faserverstdrkten Verbundstrukturen

Bei interlaminarem Versagen wird zwischen der Delamination, die im Innern eines
Laminats und solchen, die an den freien Kanten entstehen, unterschieden. Das Abldsen
einzelner oder mehrerer Schichten im Innern einer Struktur kann durch Schlageinwir-
kung (z.B. wihrend des Betriebes eines Flugzeugs) oder durch Fremdeinschliisse
(Lutt, Staub oder sonstige Verunreinigungen) wahrend des Herstellungsverfahrens ent-
stehen. Eine im Ergebnis der eben beschriebenen Delamination ahnliche, aber in der
Ursache véllig andere Art des Versagens ist die Randdelamination. Hier verursachen
unterschiedliche Querkontraktionen der einzelnen Schichten sehr hohe interlaminare,
transversale Spannungen, die das Laminat in einer oder mehreren Ebenen aufspalten
(free—edge effect), siehe u.a. Shah, Krishna Murty (1991), Schellekens (1992), Rob-
bins, Reddy (1983b), Rinderknecht (1994). Weitere lokale und globale Instabilitatspha-
nome, die meistens aber nur bei Sandwichstrukturen zu beobachten sind, werden in
Starlinger (1991), Kihhorn (1991) und Kiihhorn, Schoop (1992) beschreiben.

3.2.3 Versagenskriterien fiir Faserverbundstrukturen

Die Bestimmung des Festigkeitsverhaitens und die damit verbundene Abschéatzung der
Funktionsféhigkeit eines Laminats a8t sich auf experimentellem Weg mit vertretbarem
Aufwand nicht realisieren. Aufgrund der groBen Anzahl méglicher Laminatkonfiguratio-
nen mit mehreren KenngréBen wéren zu viele Versuche notwendig, um die Festigkeits-
charakteristik zu bestimmen, Daraus ergibt sich die Forderung nach analytisch ableit-
baren Kriterien fiir die Belastbarkeit von Laminaten.

45



Auch bei der Vorhersage der Versagenscharakteristik wird analog zu Kapitel 3.2.1 zwi-
schen mikro— und makromechanischen Kriterien und Verfahren unterschieden, ob-
wohl beide Bereiche, wie in den vorigen Kapiteln bereits erwahnt, eng miteinander ver-
bunden sind.

in vielen Verdéffentlichungen werden fir numerische Simulationen diskrete Risse in der
Matrix oder sonstige mikro— und bruchmechanische Zusammenhénge zwischen Faser
und Matrix modelliert. So diskretisiert Herrmann (1991) Matrixrisse in einer thermisch
belasteten Einheitszelle eines Verbundwerkstoffes, bestehend aus Glasfasern einge-
bettet in eine Aluminiummatrix. In Dorninger (1989) und Herrmann (1991) finden sich
einige Publikationen, die auf einer mikroskopischen Modellierung von Faserverbund-
werkstoffen fur die computergestitzte Simulation des Schédigungs— und Versagens-
verhaltens basieren.

Die mikroskopische Vorgehensweise kann zwar sehr genau die Interaktion zwischen
den Verbundkomponenten darstellen, hat aber meist die Existenz, den Ort sowie
bestimmte Geometrien eines Risses als Voraussetzung. Viele auf dem Bereich der
Mikromechanik fuBende Verfahren sind in ihrer Anwendung zu speziell oder bendtigen
schwer bestimmbare Faktoren. Auch die Modellierung einzelner Matrixrisse fur die
Schadensanalyse von Tragwerken macht wenig Sinn, da das Uberkritische Verhalten
von unzéhligen Mikrorissen begleitet wird. Wenn die Schadensausbreitung in der
gesamten Struktur Gegenstand einer Analyse ist, erscheinen diese Verfahren zu auf-
wendig, vor allem, wenn in bezug auf eine wirklichkeitsnahe Erfassung des Werkstoff-
verhaltens materielle Nichtlinearitaten beriicksichtigt werden missen.

Oft sind in vielen Strukturberechnungen auch nur die verschmierten Werkstoffdaten
bekannt, die Elastizitdtskennwerte der Verbundbestandteile jedoch nicht.

So entstand der Wunsch nach makromechanischen Versagenskriterien, bei denen
die Bruchspannungen aus einachsigen Belastungsversuchen auf allgemeine mehrach-
sige Spannungszusténde Ubertragen werden kdnnen, um so globale Betrachtungenan
einer Schicht oder am gesamten Laminat vorzunehmen. Die unidirektional verstérkten
Schichten werden dabei als homogene, anisotrope Kérper idealisiert, Kapitel 3.2.1.

Unter der Voraussetzung des linear elastischen Verhaltens bis zum Bruch ist das Maxi-
malspannungskriterium die einfachste Mdoglichkeit, Versagen zu definieren. Hier
erfolgt die Festigkeitsbetrachtung durch Gegentberstellung der berechneten Span-
nungskomponenten mit den experimentell bestimmten Festigkeitskennwerten in Zug—
und Druckrichtung, siehe Bild 3.7. Die Bruchspannung X; bei einer Zuglastin Faserrich-
tung ( £ 1-—Richtung) wird ber einen einachsigen Belastungsversuch bestimmt. Aus
entsprechenden Zugversuchen senkrecht zur Faser ( £ 2,3—Richtung) resultieren die
Grenzwerte Y und Z; . Analog lassen sich auch die Bruchspannungen X, Y und Z
unter Druckbelastung berechnen. R, S und T spiegeln die Festigkeitskennwerte der
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Schubversuche in der 1—-2, der 13 und der 2—3 Ebene wieder. Die Spannungen mis-
sen dabei auf das lokale Schichtkoordinatensystem bezogen sein, Kapitel 5.4.3. Die An-
teile S, 822 und S*?stellen im 3—dimensionalen Spannungsraum einen Quader dar.

Xg < 8" < X; Yo < S <Y, Zo<8®¥ <7,
82| <R s8] <8 188 < T
822
1 Yr R ‘ T 2 Tension
e — A=l ot gt C 2 Compression
c /L—*y/'“““‘ -
7
s . Yo
T

Bild 3.7: Maximalspannungskriterium

Nach diesem Kriterium versagt eine Einzelschicht, wennirgendeine Spannungskompo-
nente unabhéngig von allen anderen die Bruchfestigkeit erreicht. Es werden keine Inter-
aktionen der Spannungen untereinander berlicksichtigt. In der Literatur wird dieses
Verfahren meistens zur ldentifikation eines Faserbruches oder Faserbeulens angewen-
det, da die Faser zum gréBten Teil durch Kréfte in Langsrichtung beansprucht werden.

Bemerkung:
¢ Wird diese Festigkeitsuntersuchung mit Verzerrungen und entsprechenden Bruch-
dehnungen formuliert, so resultiert das Maximaldehnungskriterium.

Quadratische Versagenskriterien hingegen bertcksichtigen alle Spannungskompo-
nenten und gehen von der Annahme aus, daB im mehrdimensionalen Spannungsraum
eine Versagensflache existiert, die den bruchsicheren Bereich umhdillt. Sie werden oft
als die Veraligemeinerung der von MISES ~FlieBbedingung interpretiert, d.h. es mis-
sen richtungsabhangige FlieB— oder Bruchspannungen in die Kriterien mit eingehen.

TSAl--WU (1971) entwickelten ein allgemeines Versagenskriterium flr Composite
Materialien, das als Tensorpolynom in den Spannungen S definiert ist.

iy = Q.8 + F. giigk {Anteile héherer} '
f(81) = QST + FySis + {1500 MOReter: < 4 (3.8)

Q und F reprasentieren Festigkeitstensoren zweiten und vierten Ranges, die unter der
Voraussetzung der Symmetrie zur Beschreibung eines 3—dimensional anisotropen
Werkstoffes 6 bzw. 21 unabhangige Komponenten beinhalten. In Analogie zur Gestalt
eines orthotropen Werkstofftensors (Kapitel 5.4.3) lassen sich folgende Vereinfachun-
gen definieren:
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o Es existiert keine Interaktion zwischen Schub— und Normalspannungen.

> Firz = Fisg = Fig =0 mit i e {1,2,3} (3.9)

» Die Schubspannungen sind untereinander entkoppelt.
T Fip3 = Fiop3 = Fygg = 0 (3.10)
¢ Die Festigkeitskennwerte flr positive und negative Schubspannungen sind gleich.
> Qp=Q=Qp=0 (3.11)

Es verbleiben somit noch 3 bzw. 3 unabhéngige Komponenten der Festigkeitstensoren
Q und F, die wiederum aus einaxialen Belastungsversuchen bestimmt werden kénnen.

Q8™ + QS22 + QST + 2F, 1, 81182 + 2F, . S115% 1 2F . 52253
+ Fi314(8™)2 + Fappp(8%)2 + Fy04(8%)2

+ Fip12(8®)2 + Fi315(5'9)? + Fpgp(6%)2 < 1

Bild 3.8: TSAI-WU Kriterium eines orthotropen Materials

Grundlage fiir dieses Kriterium stelit die quadratische Funktion f(S) dar, die im mehrdi-
mensionalen Spannungsraum mit der Annahme eines ebenen Spannungszustandes
einen Ellipsoid beschreibt, siehe Bild 3.8. Ein Spannungézﬁstand wird durch einen
Punktinnerhalb des Ellipsoids représentiert; die Festigkeit ist somit gewahrleistet. Liegt
der Punkt auBerhalb des Kérpers tritt Versagen ein. '

Die verbleibenden 12 Festigkeitskoeffizienten konnen als Funktion von gemessenen
Spannungswerten ausgedriickt werden. Aus Zug— und Druckversuchen in Léngsrich-
tung der Faser lassen sich mit Hilfe der Ungleichung in Bild 3.8 die Komponenten Q,,
und F,q,, bestimmen: '
8 =Xy = FyyyXf + QuXy = 1 '
- Fiup = oo (312
) HEYC TS P =y B812)
S = — Xg = FyyX& — QqyXg = 1 T7e T7C

Die entsprechenden Belastungsversuche quer zur Faser liefern die Zug— und Druck-
festigkeiten in 2— und 3—Richtung.

=1_1 =1 =11 =1
Qg = Y; Vg Fazze AR Qs Z: " Zg Faass 7:Z4 (3.13)
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Die Schubfestigkeiten kdnnen aus 3 Schubversuchen in den zugehérigen Ebenen be-
rechnet werden.

§2=R —> Fpp= ,‘;‘5 ¥ =8 —» Fip= é (3.14)

S23 =T —» F2323 =z ?13 (3.15)

Die noch unbekannten Terme Fy ., Fyya3 und Fo,a, reprasentieren die Interaktion
zwischen den Normalspannungskomponenten. Zur Bestimmung der Faktoren milssen
biaxiale Belastungsversuche durchgeflhrt werden. Mit einem Zugversuch in 1— und
2-Richtung besteht die Méglichkeit, den Koppelterm F,,,, aus bereits bekannten
Festigkeitskennwerten zu berechnen.

§M =82 =P —» P(Qq + Qg) + PP(2F 15 + Fyyqy + Fpppp) = 1

1 1 1 1 1 2[ 1 1
= 1~Plg - o - - VAV
Fi122 2P2( (XT Xe + v; Yc) P (XTXC + YTYC)) (3.16)

Eine analoge Vorgehensweise mit Zugversuchen in 13 und 2—3 Richtung liefert die
beiden letzten Ausdriicke flir Fyyg5 und Fppgs .

Quadratische Versagenskriterien eignen sich hervorragend zur Beurteilung der Belast-
barkeit des Matrixmaterials, da die Matrix durch alle auf das Laminat einwirkenden
Kréfte beansprucht wird und somit 6 Spannungskomponenten berticksichtigt werden
missen. Da das Maximalspannungskriterium als alleiniges MaB zur Beurteilung des
Versagens unbrauchbar ist (keine Interaktion der Spannungskomponenten untereinan-
der), kann es mit einem quadratischen Versagenskriterium kombiniert werden. Die
Spannungsfunktion stellt somit im mehrdimensionalen Spannungsraum eine "Zigarre”
dar (Bild 3.8), die an den Enden abgeschnitten ist.

Intralaminares Versagen in einer Schicht verursacht lediglich Spannungsumverteilun-
gen, die jedoch nicht notwendigerweise das Versagen des gesamten Mehrschichtver-
bundes bedeuten miissen. Um die "versteckten” Tragreserven zu ermitteln, werden
sogenannte progressive Versagenskriterien angewendet. Versagen in einer Schicht
wird dabei, je nach auftretendem Versagenstyp, durch Reduktion der damit verbunde-
nen Steifigkeits— und Festigkeitsanteile berticksichtigt. Diese Prozedur wird solange
wiederholt bis ein Totalversagen des Laminats ( £ singuldre Steifigkeitsmatrix) eintritt,
siehe Niederstadt et al. (1985), Dorninger, Rammerstorfer (1990b).

Rammerstorfer et al. (1994) schlagen eine kombinierte mikro— und makromechanische
semi-analytische Vorgehensweise zur Erfassung lokaler Phidnomene, wie Beulen der
AuBenschichten (wrinkling) in Sandwichschalen oder Faserbruch / Faserbeulen vor.
Durch spezielle trigonometrische Verschiebungsansétze kann das Versagen der Au-
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Benschichten aufanalytischem Weg in Verbindung mit einer globalen Finite—Element—
Strukturanalyse (also makroskopisch) berechnet werden.

Einige Versagenskriterien sind als Sonderfélle im TSAI--WU Kriterium enthalten, so z.B.
Modelle nach HILL (1948) und HOFFMAN (1967). Sie werden oft als plastische FlieBfla-
chen verwendet, um materielle Nichtlinearititen (anisotrope Plastizitat) zu bericksichti-
gen. Diese Kriterien sind in der Lage, die bereits im elastischen Bereich vorhandene
starke Anisotropie ‘auch bei plastischem Verhaiten zu erfassen. Anwendungen des
HILL—Kriteriums finden sich u.a. in Owen, Figueiras (1983a,1983b), Li, Owen (1989),
de Borst, Feenstra (1990). In Schellekens, de Borst (1990) und Schellekens (1992) wird
elastoplastisches Verhalten mit Hilfe des HOFFMAN -~ Kriteriums berlcksichtigt. Klar-
mann (1991) wendet einen volistéindig impliziten Spannungsalgorithmus auf alle drei
FlieBkriterien an.

Bemerkungen:

o Im Gegensatz zum HILL—Kriterium kénnen das TSAI-WU und das HOFFMAN—
Kriterium unterschiedliche FlieB— und Bruchspannungen im Zug- und Druckbe-
reich berlicksichtigen.

s Alle oben erwihnten Versagenskriterien werden schichtweise an jedem Integrati-
onspunkt Uber die Dicke ausgewertet.

e Die Last, bei der an einer beliebigen Stelle im Tragwerk.zum ersten Mal Versagen
eintritt, wird als First—Ply—Failure Last bezeichnet. Sie kann n&herungsweise aus
der Spannungsfunktion f(8) berechnet werden, siehe Reddy, Pandey (1987).

Fazit :
Bei Faserverbundwerkstoffen tragen eine Vielzahl komplexer mikro- und makrome-
chanischer Bruchvorgénge zum "Energieverzehr” bei, so daB sich eine glaub-

" wirdige und realistische Beurteilung der Konsequenzen kritischer Belastungen und
der darunter auftretenden Schéaden als schwierig erweist. Die mit vertretbarem
numerischem Aufwand durchzuflihrende humerische Simulation der komplizierten
Versagens— und Schadigungscharakteristik in Faserverbundbauteilen bedarf zur
realistischen Vorhersage des Werkstoffverhalteris noch eines langen Entwicklungs—
und Forschungsprozesses.
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4 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Im folgenden Kapitel soll neben differentialgeometrischen Grundlagen ein kurzer Ein-
blick in die nichtlineare Kontinuumsmechanik gegeben werden, um einerseits eine ein-
heitliche Nomenklatur einzufiihren und andererseits die Basis fiir weitere Untersuchun-
gen bereitzustellen. Ausflihrliche Darstellungen findensich u.a. in Truesdell, Noli (1 965),
Green, Zerna (1968), Becker, Blrger (1975), Stein, Barthold (1992), Betten (1993).

4.1 Differentialgeometrie

In der Differentialgeometrie werden geometrische Eigenschaften von Punktmengen
des R2, B8 und gegebenenfalls auch des R" mit Hilfe der Differential— und Integralrech-
nung untersucht. Ein kontinuierlicher Kérper 3 kann als geschlossene Menge von ma-
teriellen Kérperpunkten aufgefaBt werden. Er nimmt tiblicherweise eine Teilmenge des
dreidimensionalen EUKLIDischen Raumes 83 ein. Der Rand dieser Punktmenge wird
mit 0% bezeichnet und Oberfldche des Kérpers % genannt. Um einen Kérperpunkt zu
lokalisieren, wird zum einen ein raumfestes, kartesisches Koordinatensystem (kanoni-

sche Basis I; = Iy und zum anderen eine stetige und umkehrbar eindeutige Abbildung
des Korpers 3 in den Raum 83 bendtigt. Eine solche Abbildung
B —-Bc @3
: 4.1
P~ x(P)=:x @1

der materiellen Punkte auf Raumpunkte (Ortsvektor x) wird in den Ingenieurwissen-
schaften als Konfiguration, in der Mathematik als topologische Abbildung oder Homéo-
morphismus bezeichnet, Bild 4.1.

Bild 4.1: Topologische Abbildung
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Durch die Einfiihrung allgemeiner, krummliniger Koordinaten 6'ist jeder Punkt neben
den Koeffizienten x' auch durch das Zahlentripel (61, 82, 8%) eindeutig darstellbar:

x = x(8) = x(8h, (4.2)
Das vollstandige Differential dx des Ortsvektors x definiert die natiirliche, ortsabhangige
Basis {g4,92,93} des Raumes in bezug auf die krummlinigen Koordinaten. Diese Vekto-
ren gj bezeichnet man als kovariante Basisvektoren des Kérpers B und stellen die Rich-
tungsvektoren der Tangenten an die 8'—Kurven dar.

X 4o . X 01 i A% yni |
=——.d]=———.——.dj=—‘-—: b= dﬂ’ " 43

dx ad T a0Taxd X ae'de 9i #3)
Die Forderung nach einer dualen Basis (reziproke Basis zu g;) fiihrt auf die Definition
der kontravarianten Basisvektoren g'.

g g =8 9" =5 (4.4)
Bemerkung: '
¢ Die kovarianten Basisvekioren sind die Spaiten der JACOBI—Matrix J:
= X _ X -
J—a—e—g(;@”i‘(% 9 95) K (4-5)

Die Lange ds? eines vektoriellen Linienelementes dx liefert die Komponenten gj; des ko-
varianten Metriktensors g, dem bei der Berechnung von Langen, Winkeln, Flachen—
und Volumeninhalten eine wichtige Bedeutung zuteil wird.

ds? = dx-dx = g g;do'del = g; de'do) (4.6)

Gleichunig (4.6) wird in der Differentialgeometrie als erste Fundamentalform und ent-
sprechend die Metrik g auch als Fundamentaltensor des Raumes bezeichnet.

Mit der Definition der Komponenten des kontravarianten Metriktensors gikgkj = 6’; las-
sen sich folgende Beziehungen angeben :

g=99,9®d =g;d®d @.7)
9 '=g'gg®g =999 (4.8)

Als direkte Folge dieser Gleichungen entstehen nlitzliche Rechenregeln bez(iglich der
Transformation der ko— und kontravarianten Basisvektoren.

g =gl g g9 =99 (4.9)
Um nun neben den metrischen Eigenschaften einer Punktmenge auch Informationen

Gber deren Krimmung zu erhalten, muB die zweite Fundamentalform der Differential-
geometrie hergeleitet werden. Sie ist durch das Skalarprodukt dx- dg, definiert.

dx-dg, = g;'g5;d0'de! = — b;d6'd) (4.10)

Die eingefihrte Abklirzung by definiert dabei den kovarianten Kriimmungstensor.
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4.2 Elastizitatstheorie

4.2.1 Grundlegende Begriffe '

Bei der Beschreibung von Deformationsvorgéngen wird Gblicherweise der Ausgangs-
zustand oder auch die Konfiguration zur Zeit t=t; als Bezugs~ oder Referenzkonfigura-
tion gewdhlt. Die Anderung der Konfiguration mit der Zeit t wird als Bewegung bezeich-
net. Die in Gleichung (4.1) beschriebene Abbildung enthélt somit als zusétzliche
Variable die Zeit t:

B ¥ R—>€»3
e Pty = %Pt} =:3(P) =:x 4.11)

Um die Bewegung eines Kdrpers zu erfassen, muB eine Abbildung @, von der Referenz-
konfiguration in eine beliebige Momentankonfiguration zur Zeit t existieren. Sie ergibt
sich als Komposition der Abbildungen ¥, und %, (siehe Bild 4.2).

B —-B
: A
(Dt X = Byx) = ey 1) =X (4.12)

Um eine komplizierte Schreibweise zu verhindern, tritt die Abhangigkeit der Abbildung
®, von der Wahl der Referenzkonfiguration zur Zeit t=ty nicht als expliziter index auf.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
zur Zeit t=tq zur Zeit t

Bild 4.2: Kinematik des Kontinuums



Grundsétzlich werden zwei Betrachtungsweisen zur Beschreibung der Bewegung un-

terschieden:

¢ Materielle oder LAGRANGE--Formulierung:
Bei der LAGRANGE—Beschreibung des Problems folgt man allen Partikeln des
Kérpers in ihren Bewegungen vom Ausgangszustand bis zum Endzustand  (kér-
perfeste oder materielle Beschreibung). Fiir den Ortsvektor x des Punktes Pg in der
Referenzkonfiguration gilt die Beziehung:

x=xg (4.13)

Die Koordinaten x werden als LAGRANGE —Koordinaten bezeichnet. In dieser Darstel-
lung wird die Bewegung eines Teilchens als Funktion der Position x zur Zeit t=t und
der aktuellen Zeit t>ty beschrieben. ‘

X = ®y(x) ' (4.14)
s R&aumliche oder EULER~Formulierung:

Bei der EULER—Formulierung hingegen beobachtet man den materiellen FluB

durch ein stationires Kontrollvolumen (raumbezogene Beschreibung). Analog er-

gibt sich der Ortsvektor X des Punktes P (mit den EULER—Koordinaten X') in der
Momentankonfiguration.

X=X, (4.15)
Die Beschreibung der Bewegung erfolgt mit der Umkehrabbildung <I>t”1:

X =o7'® (4.16)
Die Attribute materiell bzw. rdumlich stehen fUr auf die Ausgangs— bzw. die Momentan-
konfiguration bezogene GréBen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soli ohne Be-

schrénkung der Allgemeinheit die Ausgangskonfiguration als Bezugskonfiguration (To-
tale LAGRANGE~Formulierung) gewéhit werden.

4.2.2 Kinematische Beziehungen

Durch die Einfiihrung eines Verschiebungsfeldes als Differenz der Ortsvektoren eines
Punktes mit den Koordinaten 8?, 82, 8% aus beiden Konfigurationen

u(6',62 6% = %(0',62 6% — x(8',0%,0% , 4.17)
ergeben sich die ko— und kontravarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration.

= _ 0% _ = _ 00!

g =5~ 9+ 9 =75 (4.18)
Analog zu den Gleichungen (4.7) und (4.8) folgen die Metriktensoren der Momentan-
konfiguration.
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g7'=-9-9505-9§97 (4.20
Inihren jeweiligen Konfigurationen stellen die Metriktensoren g und § Einheitstensoren
dar.

Aus der Anwendung der Kettepregel resultiert ein Zusammenhang zwischen den Basis-
vektoren der Referenz— und denen der Momentankonfiguration.
G =X _ X X _E. (4.21)

9= 31 T ax el 9
Der entstehende, unsymmetrische Tensor 2. Stufe F wird als materieller Deformations-
gradient bezeichnet. Diese Abbildung des Tangentialraumes kann als "push—forward”
Operation der Basisvektoren der Referenz- in die Momentankonfiguration interpretiert
werden. Entsprechendes gilt flir die kontravarianten Basisvektoren

§=FT.g (4.22)
und die "pull—~back” Operationen.
g, =F'-§ g =F.g (4.23)

Die Transformation physikalischer GroBen auf Basen unterschiedlicher Konfigurationen
(push~forward, pull~back Operation) wurde von Marsden, Hughes (1983) eingefiihrt
(siehe auch Wriggers (1988)).

Gleichungen (4.21) bis (4.23) liefern alternative Darstellungen des Deformationsgra-
dienten als Tensorprodukt der nattrlichen Basisvektoren.

F=g0d F'=g®g F =905 FT=gog (424
Mit Hilfe des Deformationsgradienten, der auch als Funktion des Verschiebungsgra-
dienten H ausgedrlckt werden kann,

F=gadX=grad u+g,®g' =H+g (4.25)
lassen sich differentielle Linien—, Flachen— und Volumenelemente in die entspre-
chende Konfiguration transformieren

dx = F - dx dA = detF F~T- dA dV = detF dV  (4.26)

wobei dA = AidA und dA = ndA die orientierten infinitesimalen Flachenelemente aus
beiden Konfigurationen darstellen (W und n sind Einheitsnormalenvektoren). Damit
diese Abbildungen eineindeutig sind, detF = 0 und Selbstpenetrationen eines Gebie-
tes ausgeschlossen werden, detF = 0, muB fir die Determinante des Deformations-
gradienten gelten:

detF > 0 (4.27)

Als MaB fiir die Verzerrung eines Kontinuums ist der Deformationsgradient ganzlich un-
geeignet, da er Starrkdrperanteile enthalt, richtungsabhéngig ist und keine symmetri-
sche Struktur aufweist. Diese Nachteile kénnen durch den symmetrischen rechten
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CAUCHY ~GREEN ~Deformationstensor C beseitigt werden, da er mit Hilfe der polaren
Zerlegung des Deformationsgradienten die Starrkérperanteile eliminiert. Ein anderer
sinnvoller Ausgangspunkt stellt die Differenz der Quadrate der Linienelemente in der

Referenzkonfiguration ds und in der Momentankonfiguration ds? dar:
ds? — ds? = dX - dX — dx - dx
= F-dx - F-dx —dx - dx = dx-FT - F-dx — dx - g - dx (4.28)
=dx- (FT-F~g)-dx=:dx-2E - dx
Der resultierende Tensor E wird als GREEN— oder GREEN--LAGRANGE—Verzer-
rungstensor bezeichnet.
E=JFF-9=3C-9 (4.29)

Durch Einsetzen der Darstellung (4.24) des Deformationsgradienten als Tensorprodukt
der naturlichen Basisvektoren kann der Verzerrungstensor als Differenz der Metrikten-
soren aus beiden Konfigurationen ausgedriickt werden.

E=1FF-9 =1(d®5)@G®9) -9 9®0) (4.30)
=1lG — [ j
=50 -9) 9'®g
Alternative Verzerrungsmabfe finden sich u.a. in Ogden (1984).
4.2.3 Spannungsmafe

Eine flr den Spannungszustand eines materiellen Kérpers B (Momentankonfiguration)
signifikante GroBe ist der Spannungsvektor t, der in einem Punkt X einer gedachten
Schnittflache (EULER—Schnittprinzip) wie folgt definiert ist:

5 o AF _ df

t:= Iim &2 = = 4.31

KASoAR  dA (@.31)

wobei AA ein Flachenelement der Schnittflache darstelit, an dem die Kraft Af angreift.
Der Spannungsvektor Tim Punkt X héngt aufgrund des CAUCHY —Postulats nur vom
Normalenvektor T des Flachenelementes AR ab. Uber die Gleichgewichtsbedingung
am differentiellen Tetraeder in der Momentankonfiguration erhit man den CAUCHY -~
Spannungstensor ¢ aus der linearen Abbildung

f=0-H (CAUCHY — Theorem). (4.32)

Durch den Bezug der wahren Spannungen auf die aktuelle Konfiguration ergibt sich fur
den CAUCHY —Spannungstensor die Darstellung:
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Mit der Bedingung, daB die resultierende Kraft df auf ein Flachenelement unabhangig
von der Bezugskonfiguration sein soll tdA = tdA, gewinnt man mit der NANSON—For-
mel (siehe Ogden (1984) §2.2.2) fidA = detF F~T-ndA folgends Beziehung

o'AdA = detFe-F~T-ndA (4.34)

Die Transformation der wahren Spannungen auf ein Fldchenelement dA der Referenz-

konfiguration liefert die Definition des unsymmetrischen 1. PIOLA—KIRCHHOFF~
Spannungstensors P

P:=detFoFT=detFol g®g =Pige® 9, (4.35)

Die vorhandene Asymmetrie des 1. PIOLA—-KIRCHHOFF-Spannungstensors er-
schwert die Aufstellung von Stoffgesetzen, weshalb héufig der 2. PIOLA—KIRCH-
HOFF—Spannungstensor S Verwendung findet. Er wird durch eine "pull~back” Opera-
tion (Gleichung (4.24)) des Basisvektors § in Gleichung (4.35) gewonnen.

S:=F'-P=detF ol g®9, =51 g®g, (4.36)

Dieser vollstandig auf die Referenzkonfiguration bezogene Spannungstensor besitzt
keine physikalische Bedeutung, da er kein MaB fiir die wahre Spannung ist (deswegen
auch Pseudospannungstensor genannt). Der 2. PIOLA-—KIRCHHOFF - und der CAU-
CHY—S8pannungstensor kénnen durch eine "pull—-back” Operation

S =detFF 1o -F T (4.37)
beziehungsweise eine "push—forward" Operation
=1 _Eg.q.pT
o=gg F'SF (4.38)

ineinander umgerechnet werden.

4.2.4 Erhaltungs— und Bilanzaussagen

Erhaltung der Masse

Das Postulat der Massenerhaltung beinhaltet, daf sich die Masse eines materiellen Kor-
pers B wéhrend des Deformationsvorganges nicht éndert.

Es ist moglich, zu jeder Konfiguration eine auf das Volumen im EUKLIDischen Raum 83
bezogene Dichte anzugeben, die die Masse des Kérpers definiert:

m = fd’rﬁ = f@dv = IQdV = const (4.39)
B B B
Mit Gleichung (4.26)3 ergibt sich sofort die lokale Form der Massenerhaltung:
@ = gdetF (4.40)

Impulserhaltung

Der Impuls i eines Kdrpers B in der Momentankonfiguration ist definiert als
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P= jvam: J@‘wv mit  x = 9% (@.41)
B B
wobei mit V=% das Geschwindigkeitsfeld beschrieben wird. Das Prinzip der Impulser-

haltung fordert, daB die zeitliche Anderung des Impulses gleich der Summe der auf den
Kérper einwirkenden Kréfte (Oberflichen— und Volumenkréfte) ist.

di _
G=f (4.42)
Die resultierende Kraft
f= j@‘bdv + JTd‘A‘ = ngdv + JtdA (4.43)
o8 B aB

beinhaltet den Volumenkraftvektor b pro Masseneinheit und die auf die Flachenele-
mente dA und dA bezogenen Spannungsvektoren t = P - nund t = ¢ - 7. Mit dem
GauB Integralsatz (A.64) 148t sich Gleichung (4.42) als 1. Bewegungsgleichung von
CAUCHY angeben

pk=dvo+pb (4.44)
und entsprechend mit den GréBen der Referenzkonfiguration zu:
ok = div P + ob (4.45)

Drall— oder Drehimpulserhaltung

Die Definition des Dralls L eines Kérpers B in der Momentankonfiguration beziglich ei-
nes raumfesten Punktes x, € 83 lautet:

L:= J(i — Xp) X oX dV ‘ - (4.46)
B
Das aus den Oberflachen— und Volumenkréften resultierende Moment m
m = Jﬁ — Xo) X ghdV + j(i - Xg) x dA ‘ (4.47)
B B

muB der Zeitableitung des Dralls L entsprechen.

dL _ 4.48
F=m (4.48)

Nach einer Zwischenrechnung folgt die 2, CAUCHY —Bewegungsgleichung, die die
Symmetrie des CAUCHY —Spannungstensors zum Ausdruck bringt.

o=90' (4.49)

Zur genauen Herleitung dieser dem Drallerhaltungssatz aquivalenten Aussage siehe
z.B. Marsden, Hughes (1983), Stein, Barthold (1992).
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Zur Verifikation der Symmetrieeigenschaften der PIOLA--KIRCHHOFF—Spannungs-
tensoren P und $§ wird auf die Gleichungen (4.35) und (4.36) zurlickgegriffen.

PT = detF F- 0= detFo-F T=p aber: F-PT=P.FT (4.50)
S=detFF o -FT=gT (4.51)
4.2.5 Elastische Stoffgesetze

Die kinematischen Beziehungen (Kapitel 4.2.2) und die Erhaltungssétze (Kapitel 4.2.4)
reichen in der Regel noch nicht aus, um ein Randwertproblem der Kontinuumsmecha-
nik zu lésen. Zur vollstandigen Beschreibung des Problems muB das reale Materialver-
halten unter physikalisch makroskopischer Beobachtung der Verformungen in ein ma-
thematisches Modell Uberfithrt werden. Durch diese Idealisierung entstehen die
bendtigten Materialgleichungen, die unterschiedliches Materialverhalten wie z.B. elasti-
sches, elasto—plastisches oder viskoelastisches Verhalten beschreiben.

Ein Material wird als elastisch oder CAUCHY —elastisch bezeichnet, wenn der Span-
nungszustand eines materiellen Punktes X nur vom momentanen Deformationsgra-
dienten abhangt, nicht aber von der Deformationsgeschichte und von der Zeit die ver-
streicht, um den Deformationszustand zu erreichen.

P = P(F,%) (4.52)
Far homogenes Materialverhalten reduziert sich die Materialgleichung zu:
P = P(F) (4.53)

Die von den Spannungen geleistete Arbeit (Verzerrungsenergie) ist jedoch im allgemei-
nen von der Verformungsgeschichte des Korpers abhéngig. Im Rahmen der GREEN—
oder Hyperelastizitit fordert man die Existenz einer Verzerrungsenergiefunktion
W = W(F), so daB die von den Spannungen geleistete Arbeit wegunabhangig ist. Wah-
rend eines Belastungszykiusses wird somit keine Energie dissipiert. Die Verzerrungs—
oder Formanderungsenergiefunktion W kann aus der volumenspezifischen Verzer-
rungsenergie W oder aus der massenspezifischen freien HELMHOLTZ—Energie W
(hyperelastisches Potential) berechnet werden (Truesdell, Noll (1965)).

W= JWst = jlpdm = IQ‘I’dV (4.54)
Durch Vergleich der Zeitableitung der spezifischen Formanderungsfunktion

. _ aWS R ﬂ e

Ws—aF.F—gaF.F (4.55)

mit der spezifischen inneren Spannungsleistung Ws = P : F kann die konstitutive Glei-
chung fir den 1. PIOLA-KIRCHHOFF—Spannungstensor gewonnen werden.

Ws gy aW;
F  %%F TR

P = (4.56)
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Die analoge Beziehung fir den 2. PIOLA—KIRCHHOFF —Spannungstensor lautet:
T3E T 9%E T “%uC
Die Linearisierung dieser GréBe (Kapitel 5.7) fuhrt auf den 4—stufigen Materialtensor:
a8 _ ik S Fd
C=%E~%E®E_ "iC®aic
Durch die Beschrankung aufisotrope Materialien hangt die Verzerrungsenergiefunktion
W nur von den 3 Invarianten L,(C) des rechten CAUCHY-—GREEN—Deformationsten-
sors ab. Somit ergibt sich das auf die Referenzkonfiguration bezogene Stoffgesetz zu
3
oW BI C) s 9L(C
= —--— 4.
S=¢ 2zm (4.59)

18 © ac

s=Ws_ oW _ 0% (4.57)

=CHg®g®9®y (4.58)

4.2.6 Arbeits— und Energieprinzipien

Die Analyse von statischen oder dynamischen Randwertproblemen der Kontinuums-
mechanik erfordert die Losung eines gekoppelten Systems von nichtlinearen, partiellen
Differentialgleichungen, die bei der Berechnung von geometrisch und physikalisch
nichtlinearen Problemen entstehen. Die Gleichungen, die hier in GréBen der Referenz-
konfiguration formuliert sind, bestehen aus dem lokalen Gleichgewicht, der kinemati-
schen Beziehung, dem Materialgesetz und den Randbedingungen.

ok = div P + ob (4.60)
H = gradu inB (4.61)
P = P(F) ' (4.62)
u'=u auf 4By (4.63)
t'=P-n auf  9Bg {4.64)

wobei u* und t* die vorgeschriebenen Verschiebungen (DIRICHLET-Randbedin-
gung) und Spannungen (NEUMANN--Randbedingung) aufden entsprechenden Teilen
des Korperrandes reprasentieren. Die Berandung 9B eines kontinuierlichen Kdrpers B
setzt sich wie folgt zusammen:
dB = 3By U 8By aBuNaB, = 0 (4.65)

Das gekoppelte System kann nur fir wenige, einfache Randwertprobleme geldst wer-
den, so daB Diskretisierungsmethoden auf der Basis von Einfeld~ (z.B. DIRICHLET)
oder Mehrfeld— (z.B. HU-WASHIZU) Variationsprinzipien zur Anwendung kommen
mussen. Den Variationsverfahren liegen Arbeitsprinzipien

o  Prinzip der virtuellen Arbeit (Prinzip der virtuellen Verschiebung)
o  Prinzip der virtuellen Erganzungsarbeit (Prinzip der virtuellen Kréfte)
und flir Potentialprobieme Energieprinzipien
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o  Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

e Prinzip vom Minimum der Komplementérenergie

zugrunde. In diesem Kapitel wird das Prinzip der virtuellen Arbeit hergeleitet, das den
wesentlichen Vorteil besitzt, da8 ein Teil der Randbedingungen (ndmlich die statischen
Randbedingungen) implizit in der integraten Darstellung enthalten sind (= nattirliche
Randbedingungen). Neben diesem Einfeldfunktional werden in Kapitel 6 entspre-
chende Mehrfeldfunktionale, deren Variation, Diskretisierung und Linearisierung be-
sprochen.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist eine der Impulsbilanz (4.45) dquivalente Formulie-
rung, die in der mathematischen Literatur als schwache Formulierung oder integrale
Darstellung des lokalen Gleichgewichts bezeichnet wird. Zur Herleitung wird die durch
die Impulsbilanz gegebene Differentialgleichung (starke Formulierung) skalar mit einer
vektorwertigen Testfunktion du (zuldssige, virtuelle Verschiebung), die auf 0B, ver-
schwindet, gewichtet. Die anschlieBende Integration tiber das Volumen des Kérpers lie-
fert:

J(dlv P+ob-x)oudV=0 (x = u) (4.66)
B
Mit der Produktregel (A.61), dem GAUSS’schen Integralsatz (A.64) und der Randbedin-
gung (4.64) folgt die schwache Form der durch die Impulsbilanz gegebenen Differen-
tialgleichung.

SW(u, du) = j(P graddu — div(P™ du) — o(b — ii)- Su) d

P :8F dV + j ol-du dV ~ | ob-du dV — j t" du dA (4.67)

m%m

9B,

Bj
js SE dV + fgu -du dV - ng-au dv - Jt*- du dA (4.68)
B B

3B,y

= OW,,(u, du) + dW,,(u,du) = 0 ' (4.69)
Die beiden ersten Integralausdriicke entsprechen der virtuellen inneren Arbeit Win,

wahrend die beiden anderen Terme die virtuelle Arbeit We, der &uBeren Belastung (Vo-
lumen~ und Oberflachenkrifte) widerspiegeln.

Da in dieses Prinzip nur geometrische und statische Informationen eingehen, aber
keine Annahmen Uber das Stoffgesetz getroffen werden, 148t es einen groBen Anwen-
dungsbereich zu. Auch die Existenz einer Verzerrungsenergiefunktion W oder eines Po-
tentials W ist nicht erforderlich. Wenn sich die Spannungen, wie in Kapitel 4.2.5 bereits
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erwdhnt, aus einem Potential herleiten, so kann man ein Funktional angeben (siehe Buf-
ler (1991)), dessen 1. Variation auf die schwache Formulierung des Problems flihrt. Das
Funktional entspricht der gesamten potentiellen Energie II, das Minimum liefert unter
Beachtung der erzwungenen (kinematischen) Randbedingungendie Impuisbilanz (EU-
LER-~Differentialgleichung) sowie die natlrlichen (statischen) Randbedingungen.

Existenz
eines Potentials

i

Gleichgewicht potentielle R '
+ . e B e Funktional
Randbedingungen Energie

i

Forderung nach
Stationaritat
— 1. Variation

Bild 4.3: Prinzip der virtuellen Arbeit
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5 Einschichttheorie (Singledirektortheorie)

Um die ersten 3 Forderungen des Kapitels 1.2 zu erflillen, muB eine 3~dimensionale
Schalentheorie entwickelt werden, die die Dickenanderung einer Struktur berlicksich-
tigt. Dieses Schalenelement mit geradem, extensiblem Direktor (Singledirektortheorie)
wird nach dem auf Ahmad et al. (1970) zurlickgehenden und von Ramm (1976) auf geo-
metrische Nichtlinearitét erweiterten Degenerationskonzept hergeleitet. Diese Methode
entspricht, abgesehen von der Art der unbekannten Variablen und deren Interpolation,
bei gleichen Annahmen dem klassischen Vorgehen einer Schalentheorie, siehe
Blichter, Ramm (1992a).

In der resultierenden Schalenformulierung wird die Aktualisierung des Direktors wah-
rend des Deformationsvorganges durch den Differenzvektor w beschrieben. Dies
begriindet sich aus der Tatsache, daB3 bei der Benutzung eines Rotationstensors die
benétigten Variationen und Linearisierungen der Komponenten des Verzerrungsten-
sors deutlich komplizierter werden und zu aufwendigen Ausdriicken fiihren, siehe
Gruttmann (1988), Sansour (1992), Sansour, Bufler (1992) mit Theorien basierend auf
Ingenieurverzerrungen und Biichter (1992) mit GREEN—-LAGRANGE Verzerrungen.
Die Aktualisierung mit Hilfe des Differenzvektors bedeutet natlirlich keine Beschrén-
kung der Theorie auf 6 Parameter, da jederzeit die Inextensibilitit des Direktors als
Zwangsbedingung eingeflhrt werden kann, siehe Bagsar (1993).

Neben den grundlegenden geometrischen und kinematischen Beziehungen werden
die Verzerrungsgleichungen fir groBe Verzerrungen hergeleitet. Auf Materialebene
wird durch den Ubergang von der mikromechanischen Beschreibung des Faser—
Matrix Verbundes zur makromechanischen Betrachtung einer einzelnen Schicht die
Berlicksichtigung des gesamten Mehrschichtverbundes méglich. Mit Hilfe der arbeits-
konformen SchnittgréBen kann das Prinzip der virtuellen Arbeit als Grundlage des
Diskretisierungsverfahrens aufgestellt werden. Dieses Prinzip muB aufgrund der nichtli-
nearen Abhangigkeit von den unbekannten Verschiebungen nach der Diskretisierung
linearisiert werden. Der 3—dimensionale Verzerrungs- und Spannungszustand dieser
6--Parameter Theorie besitzt bezliglich der Dickenrichtung die gleichen mechanischen
Eigenschaften wie das trilineare Volumenelement; folglich auch die damit verbundenen
Probleme. Dieser Versteifungseffekt sowie die entsprechenden Gegenmittel zur Besei-
tigung des Elementblockierens werden am Ende dieses Kapitels besprochen.

5.1 Beschreibung des Schalenkontinuums

Die geringe Ausdehnung einer Schalenkonstruktion in Dickenrichtung rechtfertigt die
Beschreibung ihrer Geometrie (iber eine zweidimensionale Referenzfliche, die in
dieser Arbeit ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Schalenmittelflache darstellen
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soll. Dieses Charakteristikum eines jeden Flachentragwerks flihrt zwangslaufig auf die
Verwendung von allgemeinen, krummlinigen Flachenkoordinaten 8 (auch GAUSS -
Parameter genannt). Die konvektiven Parameter kennzeichnen jeden Punkt des Kor-
pers wahrend des gesamten Deformationsvorganges durch dasselbe Koordinatentri-
pel (6%, 62, 89).

5.2 Geometrie und Kinematik

Ein beliebiger Punkt des Schalenraumes zur Zeit t==ty wird Gber den Ortsvektor der
Mittelflache r(67,62) = x(8',62,0) und den dazugehdrigen Direktor a, beschrieben,
siehe Bild 5.1.

h
|a | = 4
X(6",62,6% = r(6,02) + 6%a,(0",6%) mit o2 (5.1)
-1=0%<1
Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

\83

Bild 5.1: Schalenkontinuum im unverformten und verformten Zustand
Besonders zu erwéhnen ist, daB der Direktor nicht zwangslaufig als Fidchennormale
definiert sein mu8, jedoch die Dicke in Richtung des Direktors zu messen ist. Schwach
verdnderliche Materialeigenschaften Uber den Querschnitt der Struktur sowie kleine
transversale Schubverzerrungen rechtfertigen die Annahme eines linearen Verschie-
bungsfeldes Giber die Dicke.

u(8',02,0% = v(6',0% + 63w(8',6%) (5.2)
Die jeweils 3 Komponenten der Mittelflachenverschiebung v und des Differenzvektors
w sind in der Lage, das gesamte Verschiebungsfeld einer Schale zu beschreiben. Als
direkte Folge dieses kinematischen Ansatzes resultiert der Ortsvektor X eines Punktes
der Momentankonfiguration:
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X=X+U=r+Vv + 6%az+w) (5.3)
e R

= F + 087
Die Aktualisierung des Direktors erfolgt in dieser Arbeit durch den Differenzvektor w. Da
er keinen Zwangs— oder Nebenbedingungen unterliegt, kann die Kinematik (iber die
Dicke konstante Verformungen (Dickenédnderung) beschreiben. Eine vom mechani-
schen Standpunkt dquivalente Formulierung &8t sich durch eine Umparametrisierung
der unabhéngigen Komponenten von w in einen Dickendnderungsparameter X sowie
in die Rotationsparameter s, s, erreichen, siehe auch Kapitel 5.8 und 5.9.
h

5 hz_h h
W=1a;-a;=5d- —2—d = E(HR(S1,52)-d - d) = g(xR(s1,sz)-d -d) (54

Dabei sind d und d die Direktoren der Lange eins in beiden Konfigurationen und R ein
mit dem Rotationsvektor s parametrisierter Rotationstensor.

5.3 Verzerrungsgleichungen fiir groBe Verzerrungen

Der Deformationszustand einer Schale wird durch die Verzerrungen und Verkriimmun-
gen der Schalenmittelflache vollstandig beschrieben. Mit Hilfe der Darstellung (4.30)
des GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensors und der kovarianten Basisvektoren
(4.18) sollen Gleichungen hergeleitet werden, die eine sich wahrend der Deformation
andernde Schalendicke erfassen kdnnen.

E; = -;—(”gi-gj - g,-gj) = -12—(gi-u,j +gpu+ Uy u,j) (5.5)

Mit den kovarianten Basisvektoren des Schalenraumes aus beiden Konfigurationen
Ua = N+ 8%, = aq + 0%, g, = Fa+ 6%, =3, + 6%, 5.
g; = a3 . Y93 &g

1aBt sich ein flachenhaftes, tensorielles VerzerrungsmaB (als Funktion der kovarianten
Basen a,und @;der Schalenmittelfldche) angeben. Die filr groBe Verzerrungen guiltigen
Terme in vektorieller Darstellung kénnen bezUglich der Dickenkoordinate 62 in kon-
stante, lineare und quadratische Ausdriicke geordnet werden.

By = oy + 8%, + (69)%y; mit . (5.7)

o = 3 @3 - a-a)

G 4T e
By = 5@ 8 + 358 ~a5;-a —a,;

Fa) omit )= (39) (5.8)

i
1 ~
Yop = g(as,a‘ d3p5 ~ A3,°83)

Bas = Yoz = Y33 = 0
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in Blichter (1992) wird gezeigt, daB der in 83 quadratische Anteil vernachlassigt werden
kann, wenn ein relativer Fehler in den Verzerrungen der Gré8enordnung

N R { ne & gréfte Hauptdehnung von E
max{ z=, (1 + 2ng) o= 7 59
(2R ( nE)QR) R,R & Hauptkrimmungsradius 59)

toleriert wird und sowohl der Gradient der Querschubverzerrungen als auch die
Dickenéanderung klein sind. Die auf die Mittelfliche bezogenen Verzerrungen ergeben
sich somit finear beziiglich der Dickenkoordinate 8°.

By = oy + 0%, (5.10)
Die Vernachlassigung des letzten multiplikativen Termes in Gleichung (5.5) liefert die
Verzerrungsgleichungen der linearen Theorie:

oy = %(aiij + Ei-a] - 2ai-ai)
By = S (@g 8 + Bgy @ + 85T + By @ — 2858 — 285°a); (i) = (3,3) (B:11)
Bag =0

5.4 Anisotrope, elastische Materialgesetze

Auf der Grundiage des Aufbaus einer Faserverbundschale wird Gber die Herleitung des
vollsténdig 3—dimensionalen Stoffgesetzes einer unidirektionalen Schichtdurch Trans-
formation der Materialtensoren vom lokalen Schicht— auf das Laminatkoordinatensy-
stem die Beschreibung des gesamten Mehrschichtverbundes méglich.

5.4.1 Stoffgesetz einer einzelnen Schicht

Eine wesentliche Voraussetzung flr ein richtungsabhéngiges Stoffgesetz ist die Forde-
rung, daB die Orthotropieachsen einer Materialschicht durch ein netzunabhéngiges
Koordinatensystem beschrieben werden miissen, welches tangential an der Schalen-
mittelflache ausgerichtet ist.

Koordinatenlinie ¢

Bild 5.2: Elementabhéngigkeit des naturlichen Koordinatensystems
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Das natlrliche Elementkoordinatensystem E, v, ¢ ist aus folgenden Griinden als Be-
zugssystem zur Beschreibung richtungsabhéngiger Materialeigenschaften nicht geei-
gnet, siehe Bild 5.2:

~ Das Koordinatensystem ist elementabhéngig, wodurch eine (iber die Struktur ein-
heitliche Faserrichtung unmdglich wird.

— DieRichtungsvektoren e, ey derTangenten an die Koordinatenlinien € = const und
1 = const missen nicht senkrecht zueinander sein, so dafB die Orthotropierichtun-
gen nicht mehr gegeben sind.

— Da die Richtungsvektoren e, e, ihre Orientierung im Schalenelement andern, fihrt
eine Rotation der Fasern um einen konstanten Winkel ¢ zu unterschiedlichen Faser-
richtungen. ZumErreichen einer einheitlichen Faserorientierung wére in jedem Punkt
eine Rotation der Fasern um unterschiedliche Winkel nétig.

Zur Uberwindung dieser Probleme berechnet Dorninger (1989) die erwahnte Anderung
A¢ des Faserwinkels ¢ aus der Interpolation der Elementgeometrie. Im Rahmen dieser
Arbeit soll jedoch eine andere Strategie verfolgt werden. Fir "gerade” Fasern (bezogen
auf die Schalenebene sind die Fasern gerade und parallel) wird die Herleitung der
Basisvektoren der Materialhauptrichtungen 1,2 und 3 am Beispiel einer Rotation der Fa-
sern um die iz—Achse des globalen Koordinatensystems in Bild 5.3 erlautert.

=101 %xg,
9:=93Xi’1l
92 = gs X g
g5 = dg

Bild 5.3: Definition der Orthotropierichtungen eines anisotropen Werkstoffgesetzes

Eine unidirektionale Materialschicht soll um den Winkel o gegentiber der i;~Achse
orientiert sein. Mit der entsprechenden Elementarrotation um die i5~Achse des globa-
len Koordinatensystems
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coso -sina O
R, (o) = |sina cosa 0O i = Ryl (5.12)
0 0 1
entsteht im Punkt P* ein orthonormales Basissystem {i1, iz, i3}, welches nun zwar
Orthotropierichtung besitzt, aber nicht in der Tangentialebene der Schalenmittelflache
liegt. Durch die in Bild 5.3 angegebene Kreuzproduktbildung werden die Basisvektoren
i}, i mit der Abbildung Ry, in die Tangentialebene transformiert und somit die Material-
hauptrichtungen der gekriimmten Struktur angepaBt.
gk = Rdidp  mit Ry = i gk (5.13)
Bemerkung:
« Bei ebenen Strukturen (z.B. Platten) geht die Transformationsmatrix R in die Ein-
heitsmatrix (Ry,); = d; tber.
Das resultierende orthonormale Basissystem {g}, g5, g3} entstand also lediglich aus
einer Rotation des globalen Koordinatensystems um den Winkel o und anschlieBender
Kreuzproduktbildung mit dem Direktor gg. Die zu Beginn dieses Abschnittes geforder-
ten Eigenschaften der Netzunabhéngigkeit sowie der tangential an die Schalenmittelfla-
che liegenden Basisvektoren sind somit erfiillt.
Wenn sich die Richtung der Orthotropie tiber die Struktur &ndert, die Neigung des Direk-
tors jedoch konstant bleibt (nur bei ebenen, kreisférmigen Strukturen, siehe Bild 5.4),
so muB die Winkelédnderung der Fasern vorgegeben werden.

Orthotropierichtung

Bild 5.4: Geschiitzte Ringplatte

Dorninger (1989) schldgt zur Beseitigung des "Defektes” seiner Theorie zur Bestim-
mung der Orthotropierichtung folgende Abhilfe vor: Die Angabe der Faserwinkeldnde-
rung last sich z.B. durch Interpolation mit den herkémmlichen zweidimensionalen
Ansatzfunktionen N(E,n) verwirklichen. Die entsprechenden Faserwinkel mUBten an
den Elementknoten vorgegeben werden:

NN
am) = > NgEm) ag (6.14)
K=1

Da sowoh! die Verzerrungen (4.30) als auch die Spannungen (4.36) auf die kontra—
bzw. kovarianten Basisvektoren bezogen sind, missen die Materialtensoren C\ derein-
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zelnen Schichten auf das Laminatkoordinatensystem transformiert werden. Um nun ei-
nen Zusammenhang zwischen den Basisvektoren g des Schichtkoordinatensystems
und denen des Laminatkoordinatensystems g; herzustellen, wird Gleichung (5.12), in
(5.13)1 eingesetzt:

. o : ae!
9k = Ridili = Ry Ry = Ry Ry e T (5.15)
Mit dieser Abbildung ist es mdglich, den Materialtensor C{ im Schichtkoordinatensy-
stem der Schicht L

Cl=Cy'®g/®g®gr (5.16)
mit einer 4—stufigen Tensortransformation auf das Laminatkoordinatensystem zu be-

ziehen.

C =CHg,®g,®g,®9  mi CH = T TCMoP* T, T, (5.17)

mi’nj™~ |

Die explizite Form der Komponenten CE“'* des Materialtensors C| werden in Kapitel
5.4.3 ausflhrlich erlautert.

Bemerkungen:

o Der Basisvektor g liegt in der durch die Vektoren ijund i3 aufgespannten Ebene,
wahrend g3 in der i, i3 — Ebene liegt.

o Im Punkt P* gelten folgende Beziehungen:

lgil=1 , 9ig/=0 mit i=]j (5.18)

g’ und g5 liegen somit in der Tangentialebene an den Punkt P*.

s Dieses Verfahren ist jedoch nicht singularitatenfrei, da die Bedingung iy x g; =0
erfllt werden muB, womit der Schalendirektor g5 nicht parallel zu iy orientiert sein

darf (z.B. Kugelschale — "pinched hemisphere”). Ist diese Bedingung verletzt, so
wird das Basissystem {g}, g5, g3} nach folgender Vorschrift gebildet:

93=9; . Gr=igxg; . gi=gixg, (5.19)
» Die entsprechenden Rotationen um die i;— bzw. i,~Achse werden im Anhang B.1
erlautert.

5.4.2 Stoffgesetz des Laminats

Wie im einfilhrenden Kapitel 2.2 {iber Faserverbundwerkstoffe bereits erwéhnt, beste-
hen Laminate aus mehreren Einschichtverbunden, die unter beliebigem Winkel lber-
einander angeordnet sind. Durch die oben hergeleitste Transformation (5.17) vom
Schicht—- auf das Laminatkoordinatensystem oder auch durch komplett andere
Schichtmaterialien entstehen im gemeinsamen Basissystem {94, 92, 95} unterschiedli-
che Materialtensoren C, . Formal kann der von der Dickenkoordinate abhangige Mate-
rialtensor € mit Hilfe von Bild 5.5 wie folgt beschrieben werden;
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a3 3 3

CuL 0y < 0° =65 44 + 1
a3 3 . 03
CuL-1 B < 6% =085

ced) = : E (5.20)

c, : 83 < 6% < 63
— a3 3 .93
c, -1=0]=0°=<6;

Die Koordinaten EN)? beschreiben dabei den Abstand von der Schalenmittelflache zum
Interface zwischen Schicht i—1 und i (i=1 und i=NL+1 kennzeichnen die Schalenun-
ter— bzw. Schalenoberseite) und werden nach folgender Formel berechnet:

i—1

§?=—1+

TN
o
—
ot
=

i=2,...,NL ; h]e Dicke der Schicht | (5.21)

j=1 ; '
Diein Bild 5.5 zusétzlich angegeben Koordinaten efwerden zwar erst in Kapitel 5.5 be-
nétigt, sollen aber aus Griinden der Vollstandigkeit bereits an dieser Stelle erklart wer-
den. Sie definieren den Abstand von der Schalenmittelfldache zur Mittelflache der

Schicht i:

i

h, i—1 .
e?=—1+ﬁ+% he far i=1,..,NL (5.22)

j=1

Bild 5.5: Geometrie des Mehrschichtverbundes

5.4.3 Anisotrope, orthotrope, transversal—isotrope und isotrope
Werkstofigesetze

Mit der Beschreibung eines Laminats als schichtweise, homogene Struktur (siehe Kapi-
tel 3.2.1) kann unter der Voraussetzung finearer Elastizitit das verallgemeinerte HOO-
KEsche Gesetz fiir homogene, anisotrope Kontinua zur Anwendung kommen. Die 2.
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PIOLA—KIRCHHOFF—Spannungen S werden somit durch folgende lineare Abbildung
mit den GREEN-LAGRANGE-Verzerrungen E verknipft.

§=C:E —» sl=ClHg, (5.23)

Flr den 4~—stufigen Materialtensor C gelten die in Gleichung (5.20) dargestellten Ab-
hangigkeiten beziiglich der Dickenkoordinate 82, Die Tensoren C, resultierten dabei
aus einer Transformation vom Koordinatensystem in Richtung der Materialhauptachsen
auf das Laminatsystem. In diesem Unterkapitel sollen nun die auf das Schichtkoordina-
tensystem bezogenen Materialtensoren Cy in ihrer expliziten Gestalt angegeben wer-
den.

Der Materialtensor C| besitztim allgemeinen, anisotropen Fall 3% = 81 Konstanten und
wilrde somit bei Uberfiihrung in die Matrizenschreibweise eine 9x9 Matrix darstellen. Da
der Spannungs— und Verzerrungstensor symmetrisch sind, werden sie nicht durch 9
sondern durch 6 Komponenten beschrieben. Daraus resultiert eine Reduktion der An-
zahl der Konstanten des Elastizittstensors auf 36.

Cik = gik = Giik = giilk (5.24)

Bei GREEN -~ oder hyperelastischen Materialien existiert nach Kapitel 4.2.5 ein hyper-
elastisches Potential W, so daB sich der Stofftensor wie folgt berechnen I46t.

= 2w _ 02y :
C=cmE ®9E, 0E 9®9,09®g, (5.25)

Mit Hilfe des Satzes von Schwarz (siehe Kapitel A.5) aus der mehrdimensionalen Analy-
sis kann die Symmetrie des Materialtensors hergeleitet werden.

U SN0 SO
" = 0GE o€, = Q3 eE, ~ © (5.26)

Dies hat zur Folge, daB eine weitere Reduktion der Konstanten auf 21 erfolgen kann.
Durch Uberfiihrung der 6 Komponenten des Spannungs— und Verzerrungstensors in
Vektorschreibweise

S = (S11 Spp S35 S12 S13 Sp9)' ; E = (Eyy Epp Egg 264, 263 2Ep9)" (5.27)

ergibt sich die Werkstoffmatrix eines anisotropen (triklinen) Materials mit 21 unabhéngi-
gen Konstanten zu:

[ C1L111* C1L122* citas 01112* cit1er gi12s]
L L L
szzz* szaa* 05212* 05213* Cﬁzzs*
3333% (~3312% ~3313* 3323+
ci= R ! (5.28)
L= claiz glete glezst :
L L

sym.
Y C1Ls1a* C1Lszs*

2323*
CL i
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Besonders zu erwahnen ist die Tatsache, daB sowohl die Schubverzerrungen und die
Normalspannungen als auch die Langsdehnungen und die Schubspannungen mitein-
ander gekoppelt sind.

Kann der Werkstoff gewisse Symmetriesigenschaften aufweisen, so 18t sich die volibe-
setzte Materialmatrix deutlich vereinfachen. Existiert eine Symmetrieebene (z.B. die
yz—Ebene), so spricht man von einem monoklinen Material, zu dessen Beschreibung
13 unabhingige Konstanten notwendig sind.

i Cl1_111* 01122* C1L133* 0 0 C1L123f
Cﬁzzz* CEzaa* 0 0 Cfm*
. CESSS* 0 0 C(ESZS*
CL= C1Lz12* C1Lz1s* 0 (5.29)
sym. 01313* 0
_ op=|

Bei einem orthotropen Material fiir 3—dimensionale Strukturen existieren drei aufeinan-
der senkrecht stehende Ebenen, bezlglich derer die elastischen Eigenschaften des
Werkstoffes symmetrisch sind, siehe Bild 5.6.

Bild 5.6: Symmetriebenen eines orthotropen Werkstoffes

Die Anzahi der unabhéngigen elastischen Konstanten reduziert sich auf neun, wodurch
eine Entkopplung der Schubterme von den Ausdrlcken in Normalenrichtung mdglich
wird.

[ Clm* C1L122* C1L1aa* 0 0 0 W
CEZZZ* CEZSS* 0 0 0
. cl¥ 0 0 0
C = 0‘1—212* 0 0 (5.30)
sym. CPW 0
L Cfazs*

Diese Werkstoffkonstanten kénnen mit akzeptablem Aufwand nur aus einachsigen
Zug—, Druck— und Schubversuchen durch die Messung von Verschiebungen bei auf-
gebrachter Belastung ermittelt werden. Die Ergebnisse sind dann auf den mehrachsi-
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gen Spannungszustand zu tibertragen, so daB sich in anschaulicher Weise die Kompo-
nenten der Nachgiebigkeitsmatrix ¢| ergeben.

SARELIN . opzpx 1 . 33szr _ 1
c = = c == C = =
L E; ' - E; L =
v v v
1122% 21 . 1133 _ 31 . 2083% _ 32
o = -2 c = - c = —=E
L oM ’ 5.31
E, Eq - = (6:31)
°l1.212* = : 011_313* =1 : Cﬁaza* - G1
12 13 23

Zur Bestimmung dieser Terme sind folgende Definitionen verwendet worden (siche
auch Bild 5.7):

Ey ,E; E4 Elastizititsmodul in Faserrichtung, senkrecht zur Faser
und in Dickenrichtung
E.
Vi = = —E’l Querkontraktionszahi fir Dehnungen in Richtung j, (5.32)

aufgrund Spannungen in Richtung i

Gyp ,Gy3,Gy3  Schubmodul in der Ebene 1 =2, 1 -8, 2-3

|5

Bild 5.7: Materialkennwerte eines orthotropen Werkstoffes

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Nachgiebigkeitsmatrix (C = {(c}) ~! ist sym-
metrisch) kann eine nitzliche Beziehung angeben werden,

Vi V..

L Yij=123 (5.33)

E,"E

so daB sich durch Inversion von ¢; die Komponenten des Elastizitatstensors C{ der
Gleichung (5.30) wie folgt berechnen lassen:
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it = T~ VoaVgp | caez — 1= vigvar | 3883 _ 1= VioVa
L

AEE; 7 AEE, 7 AELE,
Vio + VygV Vig + ViV Vog + VoyV

11220 . Y12 T V1aVe2 . ~q13sr _ Y13 7 Vi2V¥as | ~oomae _ Y23 T VarVia g g4
Gl AE E, > G AE,E, > O AELE, (6.34)
Cl22* = Gy, . Casm* = Gy, ; 05323* = Gipy

wobei folgende Abklirzung benutzt wurde:
1

A= ETE_QTE;“ = VigVar = VigVar ~ VagVaz ~ 2V3iVi2Vos) (5.35)

Existiert in jedem Punkt eines Kbrpers eine Ebene, in der die elastischen Eigenschaften
in allen Richtungen gleich sind, so wird das Material als transversal isotrop bezeichnet.
Da sich das Material senkrecht zur ausgezeichneten Richtung 1 isotrop verhalt, ergeben
sich unter der Voraussetzung, daB diese Ebene mit der 2—3 Ebene zusammenfillt, fol-
gende Vereinfachungen, Bild 5.8.

Bild 5.8: Materialkennwerte eines transversal isotropen Werkstoffes

Mit den verbleibenden 5 unabhéngigen Konstanten E,, E,, vy, Vo3 Gy, lassen sich die
Komponenten (5.34) des Werkstofftensors C{ wie folgt angeben:

1 -2 1= vV
Y AERLI 23 2022¢ _ (3333% . 3333% _ 12¥21
O = xE, Ct oo o AE,
tizzr _ Vol ¥ Vae) o cqiaer _ otter oos3+ _ Y23 * VaiViz 5.36
Cl1e" = AE, » G o ;G AE, (5.36)
ol . k * . LA 1 * * __'
C1|_212 - G12 : 01313 = 01212 : CE323 — E(CEZZZ _05233 );— G23
A= ‘E‘fE;“ — 2V = VEy — 2VgyVyaVa) (5.37)

Mit diesen Beziehungen kénnen unidirektional verstérkte Faserverbundwerkstoffe be-
schrieben werden.
Gibt es schlieBlich unendlich viele Symmetrieebenen — hat also der Werkstoff in jeder
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beliebigen Richtung dieselben elastischen Eigenschaften — dann reduziert sich die An-
zahl der unabhangigen elastischen Konstanten fiir diesen isotropen Werkstoff auf zwel,
nédmlich E und v. Mit den folgenden Abk{irzungen

E=E =E=E; | v=vp=vg=vy=vy=vy= Va2 (5.38)

E
G=G12=G13=623=2-(T:,__V)‘

IaBt sich der Werkstofftensor eines isotropen Materials als Sonderfall der anisotropen
Beziehungen herleiten.

MY _ 2222 _ nsasar _ 1—v2 _ E(1 —-4)
L CL o A THEvI -
1122% _ o1asr _ peeser o YL+ V) Ev
QT =0 =g A T WA =) (5.39)

01212* - C|1_313* - CE323* =G
A=d(1-32-29 = Lo+ 121 -2y (5.40)

In Bild 5.9 wird abschlieBend eine Ubersicht der oben diskutierten Materialien mit der
dazugehérigen Anzahl unabhéngiger elastischer Materialparameter gegeben.

; anisotrop . transversal | .
Material (triklin) monoklin | orthotrop isotrop isotrop
Anzahl der
unabhéngigen 21 13 9 5 2
Materialkonstanten
Anzahl der
Symmetriebenen 0 1 8 8 @

Bild 8.9: Anzahl der Materialkonstanten

Bemerkung:

» Die dargesteliten 6x6 Materialmatrizen fiir anisotrope, orthotrope, transversal—iso-
trope und isotrope Werkstoffeigenschaften resultieren aus vollstindig 3—dimensio-
nalen Tensoren 4. Stufe. Sie bed(rfen keiner Modifikation oder sonstigen Anderung
und kénnten direkt in eine Finite Elemente Formulierung basierend auf Volumenele-
menten bzw. 3—dimensional crientierten Schalenelementen integriert werden.

5.5 SchnittgréBen und deren konstitutive Beziehungen

Die in Gleichung (5.23) berechneten 2. PIOLA-KIRCHHOFF —-Spannungen S werden
nun zu SchnittgréBen zusammengefaBt, da sie oft einen besseren Gesamtiiberblick
Uber die Belastung eines Tragwerks liefern. Zum anderen ist eine anschauliche und
praktische Zerlegung in Membran— und Biegebeanspruchung moglich.

75



Mit der Definition des Schnittkraft— (inkl. Querkraften) bzw. Schnittmomententensors

4
N: = JMSC‘93 =nig®g , M:= juGSSd&)s =mig ®g (5.41)
-1 -1
kénnen die dabei auftretenden Spannungsresultierenden nil und mi mit Hilfe des im
vorigen Kapitel erlauterten Stoffgesetzes berechnet werden (Zur genauen Definition
des Betrages p des Schalenshifters siehe néchstes Kapitel).
j 1
J uside? = JuC‘jk‘(akl + 6%,)d6% = DMy, + DB, (5.42)
=1 =1

ni

1 1

Ju638“d63 = j no3CH (o, + 63,)d6® = DMy, + DB, (5.43)
=1 -1

In beiden Gleichungen ist die in den einfiihrenden Abschnitten (Kapitel 2.2.3) erwédhnte
Kopplung zwischen unterschiedlichen Deformationsmodes deutlich zu erkennen. Die
Ursache hierfiir liegt in der Koppelsteifigkeit Di{k', die daflr sorgt, daB z.B. bei reiner
Membranbeanspruchung die Dehnungen mit Biege— und/oder Drillmomenten oder
die Biegemodes mit Dehnungen und/oder Schub durchsetzt sind, siehe Beispiel 8.3.

i

mi

Die Koppelsteifigkeiten ergeben sich bei exakt symmetrischer Struktur bezlglich der
Schalenmittelfiache zu null. Exakt symmetrisch bedeutet in diesem Zusammenhang,
daB sowohl die Dickenabmessungen als auch die Materialeigenschaften der bezhiglich
der Mittelflache gegeniiberliegenden Schichten dbereinstimmen mussen.

Die in den Gleichungen der Spannungsresultierenden aufiretende und fur Schalenfor-
mulierungen typische explizite Integration des Materialtensors Gber die Dicke

o1
DI = Iu-(es)"~c‘ik‘de3 (5.44)

e

muB im allgemeinen numerisch erfolgen, da sowohl der Materialtensor als auch der
Betrag des Schalenshifters von der Dickenkoordinate 6% abhangen.

Unter der Voraussetzung, daf die Materialtensoren C,_ innerhalb der Schicht L von der
Dickenkoordinate unabhangig sind, 148t sich das Integral (5.44) in Teilintegrale (far jede
Schicht) aufspalten. Um nun die GAUSSsche Quadraturforme! mit ihren bekannten
Grenzen —1 und +1 anwenden zu kénnen, muB die auf Panda, Natarajan (1979) zu-
riickgehende Koordinatentransformation durchgeflinrt werden, siehe Bild 5.10.
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o & GauBpunkt
Lel-1.1]

Bild 6.10: Transformation auf Schichtkoordinaten
8% = (5.45)

Mit dieser lokalen Dickenkoordinate L. € [~ 1,1] der Schicht L kann der Materialten-
sor C mit den gewohnten Stitzstellen und Wichtungsfaktoren der GAUSSschen Qua-
dratur schichtweise numerisch integriert werden.

NL L K
; h, ]
DY = L}; e f e = h = -ty + 221 h, |- CPiat, (5.46)
= i=
Dabei ist die Abhangigkeit des Schalenshifters von 62 ebenfalls zu transformieren.
b= = =) (5.47)

Bei Tolerierung eines Fehlers von h:R kann jedoch auf den Betrag des Schalenshifters
fr dinne oder schwach gekrimmte Schalen verzichtet werden, u = 1 (siehe Biichter
(1992)). Mit der Abklrzung ﬁL = 2h /h und unter Zuhilfenahme der in Kapitel 5.4.2
definierten Koordinaten e? und é? kénnen die Teilintegrale dann auch analytisch be-
rechnet werden.

‘ VI NL (éﬁ BLSaE (éE)K+1
ikl K. niik4p3 3K, ikl 3 ijkl ot
D:J(—j(G)C’lde——ZJ(B)Cﬂde—zcg T
2 L=1s L=1
SL
ijkl & ikl ijk NPT i S ikl (g3 F‘E
Dl = > CiMh, , DM =% clhe? , D= Ci (hL(89)% + 75) (5.48)
L=1 L=1 L=t
Bemerkungen:

e Die erwéhnte numerische Vorabintegration des volistandigen, unverénderten Mate-
rialtensors Uber die Dicke, Gleichung (5.44), stellt keinen Widerspruch zu Schalen-
theorien und im speziellen zum Degenerationskonzept (Kapitel 5.7.1) dar. Wichtig
ist, daB3 die eigentliche Steifigkeitsmatrix nur Uber die Flache integriert wird. Ob
jedoch die Vorabintegration der Dicke analytisch oder numetisch erfolgt, ist in be-
zug auf die grundlegenden Prinzipien dieses Konzeptes ohne Bedeutung.
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o Um MiBverstandnisse zu vermeiden, soll im weiteren fir vorabintegrierte Formulie-
rungen auch der Begriff explizite Integration verwendet werden. Die kontinuumsty-
pische Volumenintegration (analog zu 3D—Elementen — "bricks”) hingegen wird
als implizite Integration bezeichnet.

5.6 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

In diesem Abschnitt soll die virtuelle Arbeit eines dreidimensionalen Kontinuums durch
die Dickenintegration so umgeformt werden, daB eine flir Schalentheorien typische
Arbeitsgleichung in energetisch konjugierten GréBen resultiert.

5.6.1 Virtuelle, innere Arbeit

Der Arbeitsausdruck der inneren Kréafte (Gleichungen (4.68) und (4.69)) aus einer
schwachen Formulierung fir statische Probleme 148t sich wie folgt definieren:

SW, (u, du) = j SE:S dV (5.49)

B
Das differentielle Volumenelement des Schalenraumes

int

dV = detJ do'de’de® = (g, X g,)-g;d0'd62d6®  mit | g,| =g (5.50)

muB nun mit Hilfe eines Fldchenelements der Schalenmittelflache in eine Form transfor-
miert werden, die eine Aufspaltung des Volumenintegrals in die Dickenrichtung und
eine Integration Uber die Flache méglich macht.

detd J
dA = |a, X 8,|d'de? = ——C do'de? = V18l 41462 (5.51)
|ag] |ag|
—»  dv =98 _4g34a = 1—9«|—|a3|d63dA = ude%dA (5.52)
fa; X a,] |al

wobei J; die JACOB!~Matrix der Referenzfléche, also J; = J(®° = 0)und |a| die De-

terminante des kovarianten Metrikiensors a = a\i]-ai ® al der Mittelflache darstellen.

Unter Beriicksichtigung der Definitionen der Spannungsresultierenden (5.42) und
(5.43) resultiert fiir Gleichung (5.49) somit ein Ausdruck, der die aus den 2. PIOLA—
KIRCHHOFF SchnittgréBen und den arbeitskonformen Verzerrungen geleistete innere
Arbeit repréasentiert.

W, 4(u, du) = IéE 1S dV = Jasﬁsﬁ av = J j OE; STude®dA (5.53)
B : A 92
= J (Soyn¥ + 3m) dA  mit (k1) = (3,8) (5.54)
A
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5.6.2 Virtuelle, auBere Arbeit

Die von der 4uBeren Belastung geleistete Arbeit nimmt bei Schalenformulierungen mit
extensiblem Direktor gegentiber konventionellen 5~ Parameter Theorien einen deutlich
héheren Stellenwert ein. Aufgrund der Zwangsbedingung der Inextensibilitit des Direk-
tors sind herkémmiiche Theorien mit kondensiertem Stoffgesetz (S32 = 0) nicht in der
Lage, eine Dickenénderung der Schale zu simulieren. Da jedoch mit abnehmender
Schiankheit die Dickenénderung einer Struktur an Bedeutung gewinnt, ist die Frage der
korrekten Lasteinleitung an der Ober— oder Unterseite bei vollstandig 3—dimensiona-
len Schalenformulierungen von gréBerer Wichtigkeit.

Néhere Erlduterungen zur Lasteinleitung bei Schalentheorien, die auf dem Degenerati-
onskonzept basieren, werden im Kapitel 5.7 gegeben, da dort die Arbeitsausdriicke in
diskretisierter Form vorliegen. '

Ausgehend von der virtuellen, &uBeren Arbeit (Gleichung (4.68)) der im Kontinuum ver-
teilten Volumenkréfte sowie der auf die Laibungen einwirkenden Flachenkrifte

Wy, 8u) = — j ob-du gV - J t" du dA (5.55)

0By
wird das Integral (iber die Oberflache in einen Anteil der Schalenober— und einen der
Schalenunterseite aufgespalten.

W, du) = — f ob-du dv — f toP- §u° dA%® — J - suun dawr  (5.56)

B Aob ) Aun
Die entsprechenden Bezeichnungen sind in Bild 5.11 erlautert.

tob

Bild 5.11: Spannungsvektoren der Laibungsflédchen éiner Schale
Mit Hilfe einer Transformation der differentiellen Flachenelemente

dAob — u°bdA uOb =y <+ _2_)
mit (5.57)
dAUn = u”ndA uun =u (_ g)

kénnen in Gleichung (5.56) die Flachenintegrale auf die Schalenmittelflache bezogen
werden.
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SW (U, BU) = — J ob-8u dV - I(tob- U + U suinutt) dA  (5.58)

Durch Einfiihrung der bendtigten variationellen Verschiebungsbeziehungen
Su=20v+03%w , ou®=0dv+ow , du'"=dv-—ow (5.59)

148t sich ein Ausdruck in den unbekannten Funktionen évund dwangeben, indemana-
log zur virtuellen, inneren Arbeit die Dicken— und die Flachenintegration getrennt sind:

dW(u, du) = — j[ (Jgubdﬁs)-év + (Jeagubdﬂs)'éw} dA (5.60)
93 ;)

A
- J [ (12200 4 tumym). gy + (1°0uoP — t”"u““)-éw] dA (5.61)
A
Mit den Abklrzungen

p= tObuOb + tunuun + JQP«bdea , €= t°bu°b - tunuun + jesgubdas (5.62)
6 g

entsteht filr die virtuelle Arbeit der duBeren Belastungen ein kompakter Ausdruck, der

mit dem im néchsten Kapitel besprochenen Diskretisierungsverfahren auf konsistente

Knotenkréfte umgerechnet werden kann.

Wy, 8u) = ~ J(p-év + ¢-8w) dA (5.63)

A

5.7 Diskretisierung und Linearisierung

Die Basis vieler Diskretisierungsmethoden stelit die Variationsformulierung des lokalen
Gleichgewichts (Prinzip der virtuellen Arbeit) im Sinne einer schwachen Formulierung
dar. Da diese Gleichungen nichtlinear von den unbekannten Verschiebungen abhan-
gen, ist ein iterativer Lésungsalgorithmus erforderlich. Die gebrauchlichsten Methoden
zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme sind u.a. in Luenberger (1984) angege-
ben. Neben der iterativen Bearbeitung der nichtlinearen Gleichungen wird in dieser At-
beit der Weg der konsistenten Linearisierung der schwachen Formulierung mit an-
schlieBender Beseitigung des Linearisierungsfehlers beschritten.

5.7.1 Diskretisierung des 3—dimensionalen Kontinuums

Zur Lésung von Randwertproblemen der Kontinuumstheorie wird das zu untersu-
chende Gebiet B in N, Teilgebiete B, zerlegt.

No
B=B,=|JBs mt B [)Be, =0, e,6&[1Ng] (5.64)
e=1

80



Durch die mit (..., gekennzeichneten Gré8en sind hier und im folgenden die Finite Ele-
ment Approximationen definiert. Da die Steifigkeiten und Lastvektoren aller Elemente
nach einem "Baukastenprinzip” zur Gesamtsteifigkeitsmatrix bzw. zum Gesamtlastvek-
tor zusammengebaut werden, genligt es, die Herleitung der Gleichungen auf ein Ele-
ment zu beschrinken und auf den Elementzeiger e weitgehend zu verzichten.

Der Diskretisierung liegt das isoparametrische Konzept zugrunde, d.h. Geometrie und
Verschiebungsfeld werden mit den gleichen Ansatzfunktionen auf dem Einheitswiir-
fel O = [—1,1] x [-1,1] X [~ 1, 1] des isoparametrischen Raumes beschrieben.

Die Interpolation der Geometrie des 3—dimensionalen Kontinuums in der Referenzkon-
figuration 148t sich mit 2 Knoten lber die Dicke wie folgt darstellen

NN
x=xy = 3 NS + ) (5.6
K=1

dabei bezeichnet Ndie in natlirlichen Koordinaten & = (&, 1), £) definierte Formfunktion
eines Knotens K, siehe Bild 5.12. '

Kontinuum

Diskretisierung

Degeneration

e 6 Verschiebungsfreiheitsgrade (v und w)
¢ 3 Verschiebungsfreiheitsgrade

Bild 5.12: Diskretisierung mit einfacher Schalenkinematik

Unter Zuhilfenahme des Grundgedankens des Degenerationsprinzips, ndmlich der Di-
rektor muf vor und wahrend der Deformation gerade bleiben, kann mit den Abkdrzun-
gen
1 ) h
ne=s0 ) . ek = %(xgb —xfp) mit  |af| = (5.66)

das Koordinatenfeld x aus Gleichung (5.65) so umgeschrieben werden, daB eine fla-
chenhafte Beschreibung des Kontinuums erfolgen kann.
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il

NN NN
X=X, = > NgEmrg+ 0% > Ny( m)af (5.67)
K=1 K=1

. A

= 3
= r, + 0%a,,

Wenn dieselbe Vorgehensweise nun auf die Geometrie X der Momentankonfiguration
angewendet wird, so resultiert die Approximation des in den Variationsgleichungen vor-
kommenden, unabhéangigen Verschiebungsfeldes.

NN NN
u=up= > NeEmv+ 0% ) NK(E,n)(5§ - a§) (5.68)
K=1 . K=1

NN NN
> NE vy + 6% > Ny (& mwy
K=1 K=

Die Verschiebungen v, und w, werden dabei bezliglich des globalen, orthonormalen
Koordinatensystems I interpoliert. Diese Vorgehensweise steht im Gegensatz zur Dis-
kretisierung von Formulierungen, die von einer Schalentheorie ausgehen, da dort die
unbekannten Funktionen auf die lokale, kovariante Basis a; bezogen werden, siehe
Basar, Krétzig (1985). :

Die zur Berechnung der Verzerrungsgleichungen (5.8) bendtigten Vektoren lassen sich
mit Hilfe der Approximationen der Ortsvektoren der Schalenmittelfidche und der Scha-
lendirektoren leicht berechnen.

NN NN NN
~a, = ~a, = K ~ = K
g = 8g, = E Nkafk + @3 =83= g Nkag , 83, ~a3,= E Ny 23 (5.69)
K=1 K=1 Ke=1

Auf den FuBzeiger h flr approximierte Funktionen wird im folgenden aus Grinden der
Ubersichtlichkeit verzichtet.

Mit der gewdhiten Diskretisierung kann aus den virtuellen Arbeitsanteilen (5.54) und
(5.63) ein in der Regel nichtlineares Gleichungssystem in den unbekannten Knotenver-
schiebungen d hergeleitet werden.

o W,
W = 3dT J (ajni + Bum*) dA = &d™ ““—a&m = 3dT-Fi(d) ; (k) = (3,3) (6.70)

A
Wy = 8dT- (= Fo) = 8d™- (= P) (5.71)

Fundamentallemma der Variationsrechnung —» F; (d) — F, = 0

Die mit (...)’ gekenhzeichneten GroBen stellen die Ableitung nach den unbekannten
Knotenparameternddar, (...) = (...) 4-8d = (...)" 8d. Der Knotenvektor d ist dabei wie
folgt auigebaut:

d"=[d]- - - df-- - dfy] mit df=[vi wi] (5.72)
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Im Sinne eines GALERKIN—BUBNOV Verfahrens gelten obige Finite Element Appro-
ximationen auch fiir die entsprechenden variationellen Beziehungen,

NN
S8y = 8V, = Z NK'QGVK (5.73)
K=1
NN NN
88 = 8w = > Ndw, —> 8y, = ow,q = > Ny dwy (5.74)
K=1 K=1

Aus den Variationen der Verzerrungskomponenten o und Bi]. kénnen deren Ableitun-
gen nach den unbekannten Knotenparametern berechnet werden:

~ Membranverzerrungen:
NN
80y = 3 (B S8y + Byr8a) = > 1(AuNigy + N ) vy = olpedd  (5.75)
K=1
- Schubverzerrungen:
NN
80tyy = % (@u 08y + By 58,) = 3 (BN v, + BNy dwy) = a3 (5.76)
K=1

Z
=z

8Bas = 3 (g o8y + By 58y,) = (BN + g (Nig)- By = Bl (5.77)
K=1

]

- Dickenénderung:

NN
Sogg = 8y 08, = Z(EsNK'f)WK) = agy-od (5.78)
K=
~ Biegung:
8y = %(a“&a- 88, + By 88y, + By p- 08y + By B8y ) (5.79)

NN
= KZ [ %(53,,,NK,I5 + By Ny o) v + %(EﬁNKla + EGNK‘B)ﬂwK} = Bug-od
=1

Dabei definieren die GréBen ai',», B(',ﬁ und Pus den B-Operator. Stellvertretend fiir die
insgesamt 11 Ableitungen der Verzerrungskomponenten wird fir a1 eine ausfiihrliche
Darstellung angegeben.

vy Wy VNN WaN
— N T
@) Ny @aNqy @gNyy 000 - - @) Ny (@1)2Nyn,s @1)5Nyy1 0 0 0

Komponente
erster kovarianter Basisvektor
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Bemerkungen:

o Besonders zu erwéihnen ist die Tatsache, daB die Variationen der Verzerrungskom-
ponenten (5.11) einer linearen Theorie die gleiche Struktur aufweisen wie die obigen
nichtlinearen Komponenten (5.75) ~(5.79). Jedoch miissen sich dié nicht variierten
GréBen auf die Referenzkonfiguration beziehen. Somit kann in der entsprechenden
Computerimplementierung beider Theorien derselbe "B-Operator” zur Anwen-
dung kommen, wenn die Eingangsdaten &;,a, , durch a;, a, , ersetzt werden.

o Trotz der zugelassenen Langenédnderung des Direktors basiert diese 6—~Parame-
tertheorie auf dem Degenerationskonzept, da weiterhin
— die Geradlinigkeitshypothese der Schalennormale erfallt ist
—das 3—dimensionale Kontinuum diskretisiert wird
— die typischen Interpolationen der Verschiebungen v und w bezliglich der globa-
len, kanonischen Basis I; angewendet werden.

5.7.2 Lasteinleitung bei einer 3—dimensionalen Schalentheorie

Die in Kapitel 5.6.2 hergeleitete virtuelle, uBere Arbeit muB in dquivalente Knotenkrafte
umgerechnet werden, um in der diskretisierten Gleichgewichtsaussage erfast werden
zu kénnen. Mit Hilfe der Diskretisierung (5.68) der unbekannten Funktionen v und w las-
sen sich die Knotenkréfte Gber die Formfunktionen bestimmen.

NN
6Wm=-—ﬁpm+c6MdA=—J[ZOWpMK+N@®mﬂdAﬁ%)
i i K=1
NN
= = > (FK-dvy + F&-dwy) = — 8d™P (5.81)
K=1

Die den Knotenverschiebungen der Schalenmittelfldiche zugeordneten Kraftkompo-
nenten F§ sowie die entsprechende Knotenbelastung FX des Differenzvektors

FK = [NKpdA , FX= JNchA (5.82)
A
definieren den Elementlastvektor:

T
P=[FEDTEYT- - ETEDT - FNT RN (5.83)

im weiteren sollen nun die Méglichkeiten der Lasteinleitung einer 5— und 6—-Parameter

Theorie diskutiert werden, wobei die Anteile der Volumenbelastung unbeachtet bleiben.

Dies stellt jedoch keine Einschrénkung der gezeigten Vorgehensweise dar, sondern
dient ausschlieBlich der Ubersichtlichkeit.

Zur Erlauterung der Belastungsméglichkeiten wird représentativ flir eine verdnderliche
Last die Flachenlastordinate an einem Knoten (keine dquivalenten Knotenkréfte) be-
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trachtet. Dabei werden zum besseren Verstandnis die unterschiedlichen Lastangriffs-
punkte am nichtdegenerierten Kontinuumselement (siehe Bild 5.12 mitte) erlautert.
Welche Schalenelemente (3~, 4—, 6—, 8—, 9— oder 16—knotige Elemente) zu dieser
Untersuchung herangezogen werden, ist véllig ohne Bedeutung. Wichtig ist nur, daB die
Geradlinigkeitshypothese (also 2 Knoten tber die Dicke) ihre Glltigkeit behalt,

Die auf die Schalenmittelfliche bezogene Belastungsdichte p stelit eine Funktion der
Flachenkoordinaten 8 und 62 dar, also eine veranderliche Flacheniast (analog c).

P(8%) = (8% ub (8% + 11(6%) u"(0%) (5.84)

c(6% = (8% u°(8%) — t"(HY () (5.85)
Betrachtet man die linke Abbildung in Bild 5.13, so wird die Struktur mit einem Kréfte-
paarin 1-Richtung belastet. Die Spannungsvektoren t°® und t“" haben somit nurin der

ersten Komponente einen von null verschiedenen Eintrag, der mit einem kleinen "x” ge-

kennzeichnet ist. Fiir sie gelten folgende Beziehungen:
0= — g pod =y ey = (0,0,0T ; €= (x0,0)T7 (5.86)

Ist eine der beiden Vektoren ein Vielfaches des anderen, so wiirde zusétzlich eine Bela-
stung der Schalenmittelflache (p—Vektor) in 1-Richtung entstehen.

& Freiheitsgrad
8t~
4. FG 5. FG 3. FG 2.+5.FG 1.+4.FG

Bild 5.13: Méglichkeiten der Lasteinleitung der 5—Parameter Theorie

Die zweite Abbildung beschreibt das Analogon in 2—Richtung und somit eine Belastung
des 5. Freiheitsgrades. Bei der dritten Mdglichkeit (antimetrische Belastung) missen
beide Vektoren Gbereinstimmen t°° = " da sonst eine Belastung des 6. Freiheitsgra-
des entstehen wirde, der bei der 5—Parameter Theorie nicht vorhanden ist.

tob - gun

; “’Ob = Hun —3 p = (0, OyX)T ; C = (0, 01 O)T (5'87)

Die beiden letzten Abbildungen beschreiben eine Last an der Oberfliche der Schale in
1— und 2—-Richtung. Mit Hilfe der Beziehungen t“ = Ound p“" = 0ergeben sich Bela-
stungen des 2. und 5. bzw. des 1. und 4. Freiheitsgrades.

Alle Belastungsméglichkeiten in Bild 5.13 kénnen selbstverstindlich untereinander
kombiniert und auch mit umgekehrten Vorzeichen angesetzt werden,

85



Fazit .
Bei der 5—Parameter Theorie kénnen die Knoten nicht unabhéngig voneinander
belastet werden, da die Kopplung der Knoten (2 Forderung der Inextensibilitat)
pestimmte "Lastkombinationen” nicht zulassen. Es wirde sonst eine Lastkompo-
nente den 6. Freiheitsgrad beanspruchen, der in der angesetzten Theorie nicht vor-
handen ist.
Eine 3—dimensionale Schalentheorie (6 Parameter) hingegen besitzt neben den Bela-
stungen der 5—Parameter Formulierung eine Reihe weiterer Moglichkeiten, in denen
alle der 6. Freiheitsgrad belastet wird, siehe Bild 5.14.

\ 2 Freiheitsgrad

3.+6.FG 3.+6.FG

Bild 5.14: Zusétzliche Méglichkeiten der Lasteinleitung der 6 —Parameter Theotie

Die ersten beiden Abbildungen simulieren eine symmetrische Belastung, unter der die
Schale diinner bzw. dicker wird. Durch die Bedingung

;b= — p=(000"; c=0, 0,%)7 (5.88)
wird hier ausschlieBlich der 6. Freiheitsgrad belastet. Wenn an den AuBenflachen der
Struktur mit unterschiedlichen Kréften gezogen bzw. gedriickt wird, so entsteht eine
weitere Komponente, die die transversale Verschiebung der Schalenmittelfldche dar-
stellt. Die dritte " = 0) und vierte (t°® = 0) Abbildung miinden ebenfalls in einer
Belastung des 3. und 6. Freiheitsgrades.

—» p=(00xT; ¢c=00xT (5.89)

{00 = — tun

Fazit :
Bei der 6—Parameter Theorie kann jeder Knoten unabhéngig von allen anderen in
jede beheblge Richtung belastet werden. Es 146t sich somit sowohl eine Dickenénde-
rung der Schale als auch eine korrekte Lasteinleitung an der Ober— oder Unterseite
der Struktur simulieren.

5.7.3 Linearisierung der schwachen Formulierung

Ein effizientes Verfahren zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems ist das
NEWTON—RAPHSON-Verfahren, da es den Vorteil der quadratischen Konvergenz ir
der Nihe der Lésung bietet. Bei diesem Iterationsschema wird eine verbesserte Losung
durch eine mehrdimensionale Taylorreihenentwickiung der nichtlinearen, skalarwerti
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gen Vektorfunktion G(d) an der Stelle einer bereits gegebenen Naherungsidésung d er-
halten.

G(d) = G(d) + DG(d)-Ad + R(Ad) (6.90)
wobei das Restglied R die Eigenschaft hat, schneller gegen 0 zu konvergieren als die
ersten Reihenglieder:

im R(Ad) _
Ad-0 |Ad]
Als Linearisierung der Funktion G an der Stelle d bezeichnet man den linearen Anteit
der Gleichung (5.90).

0 (5.91)

G(d) = G(d) + DG(d)- Ad (5.92)

Setzt man fur die Entwicklungsstelle d den Nullpunkt ein, so ergibt sich die linearisierte
Funktion G in der Ausgangskonfiguration und damit die entsprechende lineare Theorie.
Diese Zusammenhaénge finden sich in Bild 5.15 flir den eindimensionalen Fall wieder.

G
Gd +Ad)f————————— _ 3
(d +Ad) T R d=d+Ad
i
| DG(d)- Ad DG() = %g-
1) | E— - d

|

e Y

d  d+Ad

Bild 5.15: Geometrische Interpretation der Taylorreihenentwicklung

Die Ableitung der skalaren Funktion G an der Stelle d in Richtung von Ad liefert die flr
die weitere Betrachtung wichtige Richtungsableitung oder Gateaux—Ableitung.

d ram _ | 3G(d + eAd) o(d + eAd)
(6@ + eAd)],, = [ s . LO
= E~C(:;|~(d:-)-'Ad = DG(d) Ad (5.93)

Die Richtungsableitungen vektorieller und tensorieller GréBen lassen sich in analoger
Weise formulieren. Dieses Prinzip wird nun auf die Arbeitsgleichung (4.68) und (4.69)
des 3~dimensionalen Kontinuums angewandt.

Unter der Voraussetzung einer verschiebungsunabhéngigen, richtungstreuen Bela-
stung istdie zur Linearisierung erforderliche Richtungsableitung von 8W auf die virtuelle
innere Arbeit 83W,  beschrankt —» D8W(d) = DdW,,(d).
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Die Linearisierung der schwachen Formulierung kann somit in geschlossener Form an-
gegeben werden.

DAW,(d) -Ad = — dW(d) = — (BWgy + W, (d)) (5.94)

Durch die in den Gleichungen (5.70) und (5.71) eingefihrten Bezeichnungen

F
DOW,,Ad = &d™ DF; Ad = 3d™ g“ Ad = 8dT-Fiy-Ad : (5.95)
2w,
= 8d" —" ad2 Ad = od" (Fext - Fint) . {5.96)
148t sich die tangentiale Steifigkeitsmatrix in einfacher und kompakter Form darstellen.
DOWiy Ad = 3d™ J (i + pm’ + ol + pigm*) dA-Ad (6.97)
' A
—» Fiy = »J(ai’]nﬂ" + BigmK’) dA + j (ol + Bum¥) dA 5 (k) = (3,3) (5.98)
A
= Kesu + Ke = Ky

Die Steifigkeitsmatrix K beinhaltet den gewséhnlichen linearen, elastischen Anteil Kg
inklusive einer Anfangsverschiebungsmatrix K, und den geometrischen Anteil Kg .

Durch Einsetzen der in Kapitel 5.5 definierten SchnittgréBen in den Steifigkeitsanteil
Kg .,y 188t sich die bereits dfter angesprochene Kopplung der unterschiedlichen De-
formationsmodes deutlich erkennen. )

Kesy = I (iiDMaiq + BiDS™ pron + @iDYBia + BuDY ™) dA  (5.99)

-

A
Koppelsteifigkeit

Die zur Aufstellung der geometrischen Steifigkeitsmatrix benétigten zweiten Ableitun-
gen der Verzerrungskomponenten nach den Knotenparametern kénnen (ber die Ablei-
tungen der im letzten Kapitel berechneten Variationen (5.75)—(5.79) der Komponenten
oy und By berechnet werden.

Déa, = Ddd, = D&d,, = 0 (5.100)
- Membranverzerrungen:
DoctpAd = l(aaaoaﬁ + 88,D8,) Ad (5.101)

0 MZ

1 "
é- Vi NicaNug + Ny gNyyo) AV = 8d cgp Ad
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~ Schubverzerrungen:

Ddat,sAd = (58,08, + 88;Da,) Ad (5.102)
NN NN 1 NN NN ’
= > 2 5VNNyAwy + > > W NNy Avy = 8d ags Ad
K=1M=1 K=1M=1
D8BoaAd = 1 (68,08, , + 08, ,Daz) Ad (5.108)
NN NN 1
= > 2 2oW(NNy o + N Ny TAw,, = 8dBiaAd
K=1M=1

~ Dickenanderung:
NN NN

DdagAd = 88;08,Ad = > > dwNNylAwy = 8d agsAd (5.104)
K=1M=1
- Biegung:
D8p zAd = —;-(653,(105[3 + 68,Da; , + 885,08, + 58,D8, ) Ad (5.105)
NN NN 1
= Z Z '2’6VK(NK,aNM,B + NK,ﬁNM,a)AWM
K=1M=1
NN NN 1 \
+ 0 > BNy Ny g + NNy ) Avy = 8d Bl Ad
K=1M=1

5.8 "Schwache” der Formulierung

Die Erweiterung konventioneller Schalentheorien auf eine Formulierung mit 6 Freiheits-
graden pro Knoten, die einen 3—dimensionalen Verzerrungs— und Spannungszustand
beschreiben kann, flihrt dazu, daB der Energieanteil der Normalspannung in Dicken-
richtung Uber den EinfluB der Querkontraktion das Ergebnis verfalscht. Dieser Verstei-
fungseffekt soll nun anhand eines einfachen, isotropen Beispiels erlautert und auf Com-
posites und Laminate mit anisotropem Stoffgesetz (ibertragen werden.

5.8.1 Versteifungseffekt bei isotropem Materialverhaiten

In Bild 5.16 wird ein Kragarm mit rechteckigem Querschnitt und linear elastischem, iso-
tropem Material an den Enden mit einem Moment M belastet.

3
03 y b o'
M M
{CE=——= S

unverformter Balken verformter Balken

Bild 5.16: Eingespannter Balken unter reiner Biegung
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Die entsprechenden Verlaufe (ber die Dicke 03 der Verzerrungen und Spannungen
kénnen nach der Elastizitétstheorie unter Voraussetzung des HOOKEschen Gesetzes
qualitativ berechnet werden.

=0 (5.108)

gt - g E11 E33

Die dazu gehdrenden konstitutiven Gleichungen lauten somit:

. 1
E, = %(s“ ~ v8%) = 'SE‘ (5.107)
Egy = £(8% —v8') = — 8™ = —1Ey, ‘ (5.108)

Das aufgebrachte Moment ruft in der oberen Balkenhalfte Druckspannungen und in der
unteren Halite Zugspannungen hervor, so daB die Spannung S einen linearen Verlauf
{iber die Dicke besitzt. Die Normalspannung in Dickenrichtung hingegen muB aufgrund
des Gleichgewichts identisch null sein. In der oberen, sich verkiirzenden Hélfte des Bal-
Kens treten dabei Uber den EinfluB der Querkontraktion positive Dehnungen in Dicken-
richtung auf, Die obere Balkenhélfte wird also dicker. Konsequenterweise verhélt sich
die untere Halfte genau umgekehrt, sie wird diinner und langer. Dabei verschiebt sich
die geometrische Mittellinie (- - - -) gegeniber der materiellen Mittelfaser {(—=—=~) nach
oben, siehe Bild 5.16.

Da die 6— Parameter Theorie aufgrund des in der Koordinate 3iinear verlaufenden Ver-
schiebungsansatzes auf konstante Dickenanderungen beschrénkt ist, die Dicke des
gesamten Balkens jedoch konstant bleibt, muB die Dehnung Egg identisch null sein. Da-
bei werden mit dem Index "6P” die entsprechenden Verldufe der 6— Parameter Theorie
gekennzeichnet.

TIT -

11 33 6P 6P
SGF‘ SGP E11 E33

Die Dickenanderung Egg hat zur Folge, daB lineare Normalspannungen Sgg in Dicken
richtung entstehen, die fir diesen Versteifungseffekt verantwortlich sind.

P 33 _ .ol
ER =0 » Sgp = vSep (5.110)
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1 -2 ‘
Ef = — -S4 : 6.111)

Mit Hilfe des Gleichgewichts in 81 ~ Richtung, namlich S = Sit kénnen die resultie-
renden Dehnungen miteinander verglichen werden. Unter dem Lastfall der reinen Bie-
gung ergibt sich somit ein relativer Fehler der 6—Parameter Theorie der Ordnung v2.

E, — E6p st _ (-vAIS§ — (] — 2
no o ET (11 V) o2 (5.112)
11 =

Bemerkungen:
o Der Versteifungseffekt tritt genau dann auf, wenn Belastungen teilweise oder voll-
sténdig Uber Biegung abgetragen werden.

¢ Obwohl diinne Strukturen Beanspruchungen eher Uiber Biegung abtragen als dik-
kere Systeme, macht sich dieser Effekt auch bei kleineren Schiankheiten deutlich
bemerkbar (siehe Beispiel in Bild 5.17).

e Alleinige Ursache dieser kiinstlichen Zwangsspannung Sgg istder lineare Verschie-
bungsansatz in Dickenrichtung der Komponente Ug, derim Falle derreinen Biegung
zu einer Dickenédnderung identisch null fihrt. Diese Tatsache reprasentiert das Ana-
logon zu Volumenelementen mit 2 Diskretisierungsknoten (iber die Dicke, siehe
auch Bild 5.12. Dadie 83— Achse die fiir dieses Blockieren verantwortliche und aus-
gezeichnete Richtung reprasentiert, soll der Versteifungseffekt auch als Dicken-
locking bezeichnet werden.

o Das Blockieren der 6—Parameter Theorie steht in keinem Zusammenhang zum ver-
wendeten Differenzvektor w zur Aktualisierung des Direktors. Eine in Kapite! 5.2 an-
gesprochene Umparametrisierung in die beiden Komponenten $; und s, des Rota-
tionsvektors s sowie den Dickenanderungsparameter ¥ verbessert die Situation in
keiner Weise, siehe Betsch et al. (1995).

¢ Im Rahmen dieser Arbeit soll unter einer Anderung der Ordnung des Verschie-
bungsansatzes in der Koordinate 6% auch eine Anderung der entsprechenden
Schalentheorie verstanden werden. Durch die neu hinzukommenden Freiheits-
grade wére hierzu eine komplett andere Computerimplementierung nétig (andere
Metrik, Verzerrungen und Spannungen, neuer B—Operator usw.). Jedoch die Wahi
des Schalenelementes (3, 4, 6, 8, 9 oder 16 Elementknoten) zieht abgesehen von
anderen Formfunktionen keine Anderungen des Programms nach sich.

Mit Hilfe dieser "Definition” 4Bt sich das oben erléuterte Versteifen eindeutig der ver-
wendeten Schalentheorie zuschreiben, da ausgehend vom Degenerationskonzept
(siehe Bild 5.12) 2 Knoten tiber die Dicke fiir den linearen Verschiebungsverlauf sorgen.
Weder eine h—Adaption noch eine p—Adaption in den Elementkoordinaten E,n (also
ein anderes Schalenelement) wiirde diesen Defekt beheben. Dies kann leicht durch ein

9N



einfaches Beispiel belegt werden. In Bild 5,17 ist ein eingespannter Balken dargestellt,
der am rechten Ende mit einer Linienlast versehen ist.

PA Material : E = 100000
v = 0.4
jj‘/ / / / / y Geometrie : b= 1
] hil = 1/10
— l 1 Last : P=100

Bild 5.17: Eingespannter Balken

Die Struktur wurde mit quadratischen Verschiebungselementen einer linearen und
nichtlinearen Berechnung unterzogen. Die entsprechenden Ergebnisse sind zusam-
men mit einer 3D — Vergleichsldsung in Bild 5.18 dargestelit. Die 3D ~ Losung ist eine
auf dem "Enhanced Assumed Strain Konzept” basierende hybrid gemischte Formulie-
rung fir Volumenelemente, siche Kapitel 6 und Roehl (1994).

5x1 8—knotige Elemente | 3.281 (18.6%) | 2.978 (15.6%)

3D 4.030 3.530

Bild 5.18: Durchsenkung des Lastangriffspunktes
Das Versteifen der 6—Parameter Theorie ist in beiden Féllen deutlich sichtbar. In

Bild 5.19 wurde fiir lineare Analysen eine Konvergenzstudie durchgefdhrt, wobei der re-
1ative Fehler (iber der Anzahi der Elemente in Balkenlangsrichtung aufgetragen ist.

9 20: - 8—knotige Elemente
'g_; 194 — Verfeinerung in
E 18: Balkenlangsrichtung
% 16: : 16.00 % £ 3.385
1553 40 " 60 ' 80 ' 100 120
Anzahl der Elemente

Bild 5.19: Konvergenzstudie

Bei zunehmender Verfeinerung nahert sich der Fehler der in Gleichung (5.11 2) hergelei
teten GroBenordnung v2 = 16% an. Das exakte Ergebnis wird jedoch selbst bei eine
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Unterteilung in 200 Elemente (1003 Knoten) nicht erreicht. Der Wert der Durchsenkung
betragt nur 3.373, was einem relativen Fehler von 16.30 % entspricht.

Die zu steifen Resultate aufgrund der Normalspannung (Zwangsspannung) in Dicken-
fichtung kénnen bei der 6~ Parameter Schalentheorie also weder mit einer Netzverfei-
nerung noch durch die Wahl eines anderen Schalenelementes behoben werden. Viel-
mehr liegt die Ursache dieses Versteifungseffektes (isotrop wie anisotrop) in der
Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte (2 Knoten Uber die Dicke) versteckt.
Diese Feststellung behélt auch bei anisotropen Stoffgesetzen ihre Giiltigkeit.

5.8.2 \Versteifungsefiekt bei anisotropem Materialverhalten

Das in Bild 5.16 erl4uterte Beispiel wird nun unter der Voraussetzung der linearen Elasti-
zZitat und des veraligemeinerten HOOKEschen Gesetzes fir homogene, anisotrope
Kontinua analysiert. Da die qualitativen Verlaufe der Verzerrungen und Spannungen
Uber die Dicke denen des vorigen Kapitels entsprechen, sollen in diesem Abschnitt aus-
schlieBlich die formalen Zusammenhange dargestellt werden. Mit Hilfe der konstitutiven
Gleichungen der Elastizititstheorie

1 ‘
= =E1.(sn ~ v58%) = 81 (5.113)
1 1
v E
Egs = EL(S% - vyS8) = - Eslsﬁ = - V31§1‘E11 = = viEyy (6.114)
3 3 3

taBt sich auch bei anisotropen Stofigesetzen die aus der 6— Parameter Theorie resultie-
rende kiinstliche Zwangsspannung Sgg in Dickenrichtung berechnen.

B =0 —» S8 =v,sl} (5.115)
1~ vy
B = —g sy (5.116)

Der sich daraus ergebende Fehler wird {wie bei isotropen Kontinua) ausschlieBlich
durch die Materialkennwerte des anisotropen Werkstoffes bestimmt.

st (T=vy3vy)SHH
B B BT TR - (1= vigvy) v =258 (5.117)
E11 _3@11_1 1 13¥31 13E1

im Gegensatz zur Gleichung (5.1 12), wo der Fehler nur von der Querkontraktionszahl
abhéngt, kommt hier eine weitere Komponente hinzu. Neben der POISSONzah! Vyiz
spielt auch das Verhaltnis der Elastizitatsmoduli E; : Ey, also E—-Modul in Dickenrich-
tung zum E-~Modul in Faserrichtung eine wichtige Rolle. Je groBer der Unterschied bei-
der Materialkennwerte ist, desto weniger macht sich der Versteifungseffekt bemerkbar,
siehe u.a. Beispiel 8.6 und 8.7. Der Fehler schlagt somit am stérksten zu Buche, wenn
der Quotient E; : E; identisch eins ist, also bei isotropem Materialverhalten.
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Eine entsprechende Momentenbelastung des Kragarmes um die 8'~Achse wiirde ei-
nen Fehler der GréBenordnung

Egp — ESE E

22 2 -3
= VaaV = Vaqa = (5.1 1 8)
E22 23%32 23 E2

hervorrufen. Da bei anisotropen Materialien weder die 2— noch die 3—Richtung eine
ausgezeichnete Richtung in bezug auf die Elastizitatskennwerte reprasentiert, ist das
Verhaltnis E, : E, meistens gleich eins, so daB dieser Quotient fiir die Intensitét des Ver-
steifens ohne Bedeutung ist.

Bemerkung:

o Esistleichtfestzustellen, daf die Gleichungen des vorangegangenen Kapitels 5.8.1
als Sonderfall in den Beziehungen mit anisotropem Materialverhatten enthalten
sind, so daB dortige Bemerkungen auch hier ihre Gdiltigkeit bewahren.

Die durch den Versteifungsefiekt notwendigen Verbesserungen dieser 6—Parameter
Schalentheorie sollen im nachsten Abschnitt besprochen werden.

5.9 Verbesserungsvorschlage

Das im vorigen Kapitel beschriebene, nicht ausbalancierte Verhéltnis zwischen demre-
sultierenden linearen Verlauf (beziiglich der Dickenkoordinate) der Normalspannung
$% und der konstanten Dehnung Egy = a4 fihrt bei der 6-~Parameter Theorie zum
Dickenlocking. Um diesen Defektzu beheben, stehenim wesentlichen zwei Méglichkei-
ten zur Verfligung.

Zum einen miiBte durch eine Kondensation des Stoffgesetzes der Biegeanteil Sﬁa Zu
null gesetzt werden, so daB die Spannung $% = S¥ nur noch konstante Werte bezlg-
lich der Dickenkoordinate 63 annehmen kann. Da dieser Weg, der zweifelsohne der her-
kdmmlichen Vorgehensweise entspricht, wiederum auf eine Modifikation der konstituti-
ven Gleichungen hinauslauft und somit dem Ziel der Verwendung unverandertet
Stoffgesetze entgegenwirkt, soll er in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden.

Die zweite Variante basiert im Gegensatz zur eben beschriebenen Reduktion des Span
nungsverlaufes auf einer Erweiterung der Verzerrungskomponenten und im Spezieller
der transversalen Normaldehnung Eg; = 045 auf eine lineare Dickenénderung.

Egg = Ogg + 0%Bag (5.119)

Eine Maglichkeit der Realisierung bestehtin der Wahi eines quadratischen Ansatzes zu
Beschreibung der Schalengeometrie

% =F+ (6% +10%%)a; mit A=Ar0.6)ER, (5.120)

so-daB die entsprechende Verzerrungskomponente Eg, eine lineare Funktion in 83 dar
stellt, siehe Verhoeven (1992), Sansour (1995) flir isotrope und Tessler, Saether (1991
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flr anisotrope Stoffgesetze. Da dieser Ansatz mit derim vorigen Kapitel gegebenen De-
finition eine andere Schalentheorie zur Folge hat, wird durch den entstehenden 7. Frei-
heitsgrad A die Anzahl der unbekannten Freiwerte erhéht.

Im Rahmen dieser Arbeit soll jedoch die lineare Dickenanderung direkt Gber die Verzer-
rungen eingefihrt werden. Die dabei auftretende zusétzliche unabhéngige Variable Baa
wird, wie urspriinglich von Blichter, Ramm (1992b) fur isotrope Strukturen vorgeschla-
gen, tber eine hybrid gemischte Formulierung aufElementebene eingeflhrt. Diese Vor-
gehensweise ist mit dem entscheidenden Vorteil versehen, daB die Schalentheorie wei-
terhin auf 2 Diskretisierungsknoten (iber die Dicke basiert und somit die Dimension des
globalen Ldsungsvektors unberiihrt bleibt.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der zur Umsetzung dieser ldee notwendigen Mehrfeld-
funktionale, deren Variation, Diskretisierung und Linearisierung erfolgt im nachsten Ka-
pitel.
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6 Hybrid—gemischte Formulierungen

Auf der Basis einer reinen Verschiebungsformulierung enthatten linear oder quadra-
tisch interpolierte Finite—Elemente bei einer dem Ansatz entsprechenden Integrations-
ordnung kiinstliche Versteifungseffekte. Sowohl dieses als "locking” — Phénomen be-
kannte Problem der CO0—kontinuierlichen Elemente als auch das im letzten Kapitel
erlauterte Blockieren der 6—Parameter Schalentheorie kann die Konvergenz gegen die
exakte Losung stark verschlechtern. Nach einer kurzen Einflhrung in die unterschiedli-
chen "locking” —Arten werden zu deren Beseitigung einige in der Literatur bei 5—Para-
meter Theorien bekannte hybrid—gemischte Finite—Element—Formulierungen vorge-
stellt und auf die 6—~Parameter Theorie tibertragen.

6.1 Einflhrung

Die Ursache der Versteifungseffekte des "shear locking” liegt in der Tatsache begrin-
det, daB die Elemente nicht in der Lage sind, reine Biegemodes darzustellen ohne mit
Schubverzerrungen durchsetzt zu sein. In analoger Weise sind bei gekrimmten Ele-
menten die konstanten Biegebeanspruchungen mit parasitaren Membranverzerrungen
gestort ("membrane locking”). Eine intensive Erforschung dieser Probleme flir Schei-
ben—, Platten— und Schalenelemente findet sich in Andelfinger (1991).

T

Dickenlocking ’

i

shear locking
membrane locking

Wah! dés kihematischen

Wahl des Elementes . o
Ansatzes Uber die Dicke

Bild 6.1: Ursachen der Versteifungseffekte

Ein dritter vor allem in der Plastizitat oder bei gummiartigen Materialien vorkommende
Versteifungseffekt ("volumetric locking”) entsteht bei inkompressiblem oder nahezu in
kompressiblem Verhalten, v = 0.5. Hier sind reine deviatorische Deformationsmode!
ohne volumetrische Verzerrungen im aligemeinen nicht darstellbar. Ursache dieses Vet
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steifungstyps ist die Voraussetzung eines ebenen Verzerrungs— oder eines rotations-
symmetrischen Spannungszustandes sowie die Benutzung von Volumen— oder 3—di-
mensional orientierten Schalenelementen.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, daB die eben erlauterten "locking” ~Phano-
mene ausschiieBlich durch ein nicht ausbalanciertes Verhaltnis zwischen der Anzah| der
Verschiebungsformen auf der einen Seite und der Anzah! der Verzerrungsformen auf
der anderen Seite verursacht werden. Weder die Wahl des kinematischen Ansatzes
tiber die Dicke, also die verwendete Schalentheorie, noch numerische Effekte des Com-
puters sind fir diese Probleme verantwortlich, siehe Kapitel 5.8 und Bild 6.1. Sie wurden
auch bei einem Rechner mit unendlicher Stellenzahl auftreten.

Ein hilfreiches Mittel, die aus dem verwendeten Schalenelement resultierenden,
unerwlinschien Verzerrungsmodes zu unterbinden, liefert die reduzierte oder selektiv
reduzierte Integration (u.a. Zienkiewicz et al. (1971)). Durch dieses Vorgehen handelt
man sich allerdings ein anderes Problem ein: Durch die Unterintegration wird-nicht
genigend Information Uber das Verformungsverhalten des Elementes erfat, so daB
Verformungsmuster entstehen, die keinen Energiebeitrag liefern. Im Gegensatz zu den
erwiinschten, energiefreien Starrkdrperbewegungen sind sie schédliche Nullenergie-
formen ("zero energy modes”). Um dem Rangabfall der Steifigkeitsmatrix entgegenzu-
wirken, wurde mit der Stabilisierungsmethode diesen Verzerrungsmodes kinstliche
Steifigkeiten zugeordnet, siehe u.a. Belytschko, Tsay (1983).

Bild 6.2: Verbesserungen der reinen Verschiebungsmodelle

Um das Versteifen der niedrig interpolierten Elemente zu beseitigen, bieten die hybrid—
gemischten Formulierungen einige zuverldssige Mdglichkeiten. Bei diesen Methoden
werden zusétzlich zu den Verschiebungen Ansétze fiir die Spannungen oder/und Ver-
zerrungen eingeflhrt, so daB die entsprechenden Funktionale ihren angenehmen
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Extremumscharakter verlieren (Sattelpunktproblem —» Ldsung kann von oben kon-
vergieren). Im Hinblick auf die "locking” Probleme lassen sie sich in zwei Gruppen auf-
teilen, siehe Bild 6.2.

Die erste Gruppe beinhaltet die "assumed strain” Methoden, die durch eine Reduktion
des kompatiblen Verzerrungsfeldes die parasitaren Anteile eliminiert, siehe Hughes,
Tezduyar (1981), Dvorkin, Bathe (1984), Bathe, Dvorkin (1985), Parisch (1991). Da diese
Vorgehensweise im Endeffekt auf einen verénderten B--Operator fliht, werden sie teil-
weise auch B-Methoden genannt (u.a. Hughes (1987), Ofate et al. (1 992)).

Eine weitere Moglichkeit die Versteifungsprobleme zu meistern, bieten die auf dem’
HELLINGER—REISSNER—Prinzip basierenden "assumed stress” Methoden, bei de-
nen neben den Verschiebungen u auch Ansétze fur die Spannungen S eingeflhrt wer-
den, jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht Gegenstand der Untersuchung sind.
Erwahnt seien die Arbeiten von Pian, Sumihara (1984), Simo et al. (1989}, Di, Ramm
(1994).

Das zur selben Gruppe gehérende 3—Feld—Funktional von HU-~-WASHIZU mit Ansét-
zen fur die Verschiebungen u, die Verzerrungen E und die Spannungen S enthélt als
Spezialfall das "enhanced assumed strain” Konzept, das durch Simo, Rifai (1990) far
geometrisch lineare Probleme eingefihrt wurde. Hier wird im Gegensa’rz zur "assumed
natural strain” Methode das kompatible Verzerrungsfeld um einen Anteil E erweitert, um
somit ein ausgeglichenes und versteifungsfreies Element zu erhalten.

Beide Kategorien der Verbesserungsvorschlage konnen nattrlich auch, sofern sie sicl]
nicht gegenseitig widersprechen, in Kombination miteinander zur Anwendung kom:
men, siehe u.a. Andelfinger, Ramm (1993), Betsch et al. (1995).

Da durch die hybrid—gemischten Elemente, im Gegensatz zu echt—gemischten For
mulierurigen die "einfache” Struktur der Verschiebungsmodelle erhalten bleibt, werdet
in den nichsten Kapiteln auf der Basis von Mehrfeld HU ~WASHIZU~Variationsprinzi
pien einige dieser Verfahren vorgestelit.

6.2 Enhanced assumed strain Konzept

Die Verallgemeinerung der von Wilson etal. (1973}, Taylor etal. (1976) entwickelten Me
thode der inkompatiblen Verschiebungsmodes fuhrt auf das von Simo, Rifai (1990) U
die Theorie kleiner Verschisbungen vorgestellte "enhanced assumed strain” Konzep!
Da dieses Verfahren auf die iiblichen dehnungsgesteuerten Projektionsmethoden de
Plastizitat ohne Anderungen (bertragbar ist, wurde sie von Simo, Armero (1992) at
geometrisch nichtlineare Probleme der Strukturmechanik unter Berticksichtigung gr¢
Ber plastischer Deformationen erweitert, siehe auch Roehl (1994).
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6.2.1 Variationsformulierung

Innerhalb der Variationsrechnung ist die Basis der erweiterten Dehnungsformulierung
das Mehrfeldfunktional von HU—-WASHIZU. Durch die Hinzunahme der kinematischen
Nebenbedingungen (iber LAGRANGE —Muitiplikatoren (sishe Bufler (1991)) in das
Funktional der Verschiebungen (4.68) wird das urspriinglich gebundene Variationspro-
blem in ein freies Variationsproblem transformiert. In diesem Mehrfeldfunktional sind
alle Argumentfunktionen unabhéngig voneinander und diirfen frei variiert werden.

(u,E, ) = f W(E) dV + IT,(u)

+

W @

S:(-;:(C-g)——E)dVJr Jt(u'——u)dA ®.1)
B,

Dabei wurden die LAGRANGE~Multiplikatorentund S als Spannungstensoren 1. bzw.
2. Stufe identifiziert, um ihrer mechanischen Bedeutung gerecht zu werden. Die 1. Varia-
tion des Funktionals an der Stelle (u, E, 8) in Richtung (Au, AE, AS)) wird analog zur
Gleichung (5.93) durch die Richtungsableitung gewonnen. Um eine unndtig kompli-
zierte Schreibweise zu verhindern, werden im weiteren die Variationen der Funktionen
u, E, S nicht in die Argumentenliste des Funktionals aufgenommen.

Mit der Variation des rechten CAUCHY ~GREEN-Deformationstensors (Gleichung
(4.25) und (4.29))

-;—6C = %(5}1 + 8HT + 8HT-H + HT-8H) = SE 6.2)

liefert die Stationaritatsbedingung die schwache Form eines nichtlinearen Randwert-
problems der Kontinuumsmechanik:

W
dE

SII(u, E, S) = fs:aEvarJas:(%(c—g)-s)varjaE:( - 8)av

B B

- jgb-&udv - ft*- SudA + [6t- (u* - u)dA + ft-(“)udA = 0(6.3
B aB, B, 9B,
-

=0

Uber das Fundamentallemma der Variationsrechnung resultieren neben der natdirli-
chen Randbedingung der Statik und der erzwungenen Randbedingung der Kinematik
auch die EULER—Gleichungen in Form der lokalen Gleichgewichtshedingung, der
kinematischen Bedingung und des Stofigesetzes.
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div(F-S) + gb = 0 6.4)

E = %(FT- F-g) EULER-~Differentialgleichungen in B {6.5)
= Ws(E) (6.6)
oE

Im Gegensatz zu der von Simo, Armero (1992) vorgeschlagenen Reparametrisierung
des Verschiebungsgradienten H soll in dieser Arbeit der GREEN-LAGRANGE Verzer-
rungstensor in analoger Weise erweitert werden.

E = EX + E 3E = OB + BF 6.7)
kompatibel inkompatibel kompatibel inkompatibel

Der zum Verschiebungsfeld u kompatible GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor
EK = %(gradu + gradTu + grad'u - gradu) (6.9)

fiihrt mit der in (6.7) angegebenen Reparametrisierung auf das folgende Mehrfeldvaria-
tionsprinzip

(u,E,S) = IWS(E“ +E) dV - Jé:é dV + T (u) (6.9)
B B

wabei (3 ein unabhangiges Spannungsfeld darstellt und die in Gleichung (6.1) hinzuge-

flgte erzwungene Randbedingung aus Ubersichtsgriinden nicht berlicksichtigt wurde.

Mit Hilfe der Gateaux—Ableitung des Funktionals

6ﬁ(u,é,§)=J§:6EdV—J6§:Edv+JéE ("Vés 8) aVv
- ng-éu av - Jt*- du dA = o (6.10)
B 9B,
lassen sich die gewichteten EULER~Gleichungen in der folgenden Form angeben:
J(div(F S) + ob)-5u dV = 0 6.11)
® jaé Edv=0 (6.12)
B . .
~ ~ k
JéE:(—S+M§S§TJrﬂ) dv =0 (6.13)
B
Bemerkungen:

e Fur das Kontinuumsproblem ist die lokale EULER—Gleichung E=0im Korper E
identisch erfilit, innerhalb der Finite—Element—Approximation gilt jedoch im allge
meinen diese Beziehung nicht mehr, Ey = 0.
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s Sowohl derkompatible als auch der inkompatible Verzerrungstensor beziehen sich
auf die kontravarianten Basisvektoren ¢' im Schalenraum,

E=Eg®g , E=Eg®g (6.14)
6.2.2 Diskretisierte, schwache Formulierung

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit und Kompaktheit soll in diesem Kapitel nur die for-
male Diskretisierung der schwachen Formulierung erklart werden. Die Darstellung der
Vektoren und Matrizen des Verschiebungsmodelis entsprechen denen aus Kapitel 5.7,

Neben dem iiblichen Ubergang der Verschiebungen u vom Kontinuum in den diskreten
Zustand uy, (siehe Kapitel 5.7)

= (€1, Elementkoordinaten
u = up, = u,(NXg), d¥ df = (v wk) Elementknotenparameter  (6.15)
NK Formfunktionen

muB nun das zusatzliche Verzerrungsfeld E ebenfails diskretisiert werden. Da die Basis-
vektoren des Tensors E sowohl vom gewdhlten Finite—Element—Netz abhéngig sind,
als auch im Element selbst variieren kénnen, macht es wenig Sinn, beim Ubergang auf
die Vektorschreibweise das Verzerrungsfeld E zu diskretisieren. Der gew(inschte und
geforderte Verlauf von E wiirde durch die Abhéngigkeit der Basisvektoren von den Ele-
mentkoordinaten &, n wieder "verfalscht” werden. Der Grund fiir diese bei krummlinig,
konvektiven Koordinaten auftretende Problematik liegt in der Tatsache begriindet, daB
die Abhéngigkeit eines beliebigen Tensors von den Finite—Element—Koordinaten En
durch seine Komponenten und die dazugehérige Basis bestimmt wird.

Aus diesen Griinden muissen die erweiterten Verzerrungen auf eine Basis bezogen wer-
den, die den gewlnschten Verlauf einer Diskretisierung nicht "verfalscht”. Eine solche
Basis stellen die kontravarianten Vektoren a‘oan der Schalenmittelflache im Elementmit-
telpunkt dar (gekennzeichnet durch den Index "0”). Mit Hilfe einer einfachen Tensorbe-
ziehung wird gefordert, daB die beiden Tensoren Eund & gleich sein sollen:

B ®@gl = iyal®al, (6.16)

> =g a'égma'o'gj =TyTyey mit Ty = grak (6.17)
Die Gber die Elementgrenzen diskontinuierlich verlaufende Finite—Element—Approxi-
mation des inkompatiblen Anteils

£, = M) ae (6.18)

istnun-auf eine im Element konstante Basis bezogen und représentiert so den geforder-
ten Verlauf. ¢ € R": stellt dabei die lokalen, konstanten Elementparameter und ME(E)
eine Matrix der Dimension R" X R dar, wobei n, die Anzahl der zu erweiternden
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Verzerrungskomponenten ist. M, besteht aus n; unabhangigen Spalten, die die Inter-
polation des zusatzlichen Verzerrungsfeldes £ definieren.

Bemerkung:

« Entsprechende Finite—Elementansétze im Sinne eines GALERKIN—-BUBNOV—
Verfahrens gelten auch fir die Variationen der Verschiebungen und Verzerrungen.

Die Matrix M ist jedoch gewissen Einschrankungen unterworfen, um Stabilitats— und
Konsistenzbedingungen zu erfiillen.

1. Bedingung:

2. Bedingung:

Die Ansétze des Raumes éh des zusétzlichen Feldes dtrfen nicht im
Raum 8, der kompatiblen Anséitzen enthalten sein.

8,08, = 0 (6.19)
Diese Bedingung sichert die Stabilitit der erweiterten Verzerrungs-
approximation, da sonst ein singulares Gleichungssystem entstent.

Um das unabhéngige Spannungsfeld Sin Gleichung (6.9) zu elimi-
nieren, mUBte fir den Ansatz des inkompatiblen Verzerrungsfeldes
!::h die L,—Orthogonalitat zum Raum der zuléssigen Spannungen éh
gefordert werden:

(Sh, Eh>L2(B) 1= jSh-Eh av =20 (6.20)
B -

Da diese Bedingung aufgrund der oben erlauterten Verfalschung der

Abhéngigkeiten durch die Basisvektoren nur sehr schwer (wenn

Gberhaupt) zu erfilllen ist, werden die Verzerrungen auf eine kon-

stante Basis transformient, siehe Gleichung (6.17).

Jé:é v = Jé‘i g®9,:Eqg*®g dV = Jéiiéijdv (6.21)
B B

= jé“’rikﬂ,gmdv = J&”Ek,dv = J&:E dv =0

Der Spannungstensor ¢ und der Verzerrungstensor ¢ beziehen sich
nun auf eine konstante Basis, ndmlich ag, ® ay bzw. a§ ® ay. Die
entsprechende diskretisierte Orthogonalitatsbedingung

@W%ﬁﬁﬁ=jﬁw%dv=0 6.22)
B

146t sich nun durch passend gewéhlite Ansétze deutlich leichter erfil-

len als Gleichung (6.20). Die Lo~ Orthogonalitatsbedingungen gelten

in analoger Weise auch fur die entsprechenden variationellen Bezie-

hungen aus Gleichung (6.10).
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Die Spannungen Gh werden nun so diskretisiert, daB sie stlickweise konstante Funktio-
nen o, enthalten

0, = P8 —> G, =P:B, ’ (6.23)

und somit vor das Integral gezogen werden kdnnen, so daB sich die 2. Bedingung um-
formen 14Bt.

(60, Eh>L2(B) = j&o-?:h V=0 —» fEh dv = fMg dv =0 (6.24)
B B B8
Durch Einsetzen der Orthogonalitdtsbedingung in Gleichung (6.9) bzw. der entspre-
chendenvariationellen Beziehungenin die Variationsgleichung (6.10) reduziert sich das
urspringliche 3—Feld —-Funktional zu einem 2—Feld - Funktional, in dem das unabhan-
gige Spannungsfeld S nicht mehr als variierbare GroBe vertreten ist.

(u,,E,) = f WS(E’,g + ) dV + Mogluy) = Tifuy, E) + TTo,(u,) (6.25)
B
T aws

8T1(u, E,) = j (EK + 8E)T-S28 dV + 81T,

int

B
f (OEK + 8E,)TS,, dV + SII,, = SIT,, + 8l (6.26)
B

Bemerkungen:
e S, sind die von den Verschiebungen u,, abhéngigen Spannungen.

¢ Die konstante Diskretisierung der Spannungen o ist keine zwingend notwendige
Bedingung. Die Erflillung der Orthogonalitétsbedingung (6.22) ist mit dieser Appro-
ximation jedoch deutlich leichter zu realisieren. Prinzipiell ist die Wahl der Spannun-
gen in dem Sinne frei, insofern "nur” das Volumenintegral tiber 0y, &, erfiillt werden
muB, durch welche Art der Diskretisierung spielt jedoch keine Roile.

e Die erwsiterten Verzerrungen éh resultieren dabei aus der Transformation (6 1 “/) der
im isoparametrischen Raum angesetzten und auf die konstante Basis ak ® al, be-
zogenen GréBen & &, auf die veranderliche Basis gk ® g'im Schalenraum.

— Eh =T &, = T-Ms-a =M-a (6.27)
Mit den Variationen des inneren und auBeren Potentials flr ein beliebiges Element
o 1.9 i AL oy T aﬁ T4 i T £ 3T
OIL;, = od —a T da ' = dd"| (Ef) 4°S;, dV + Sa'- (Ep) oS, dV(6.28)
B8
T, Moxt _ ot T
Oy = dd a4 =8d"- (- Fg = &d" (- PF) , (6.29)
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der Voraussetzung einer verschiebungsunabhéngigen Belastung, sowie der anschlie-
Benden konsistenten Linearisierung nach den unbekannten Knotenparametern d und
den unbekannten Elementparametern a (siehe Kapitel 5.7.3) ergibt sich die linearisierte
Form der variationellen Gleichung (6.26):

D (ST, (d, @) ‘Ad + D o811, (d, a) Aa (6.30)

= (8d™ (M) gg + 80T (L) o) -Ad + (3T (i gq + 807 (1T aa) - A

— 8I1(d, @) = — (OIToy + SIT,(d, ) o)

- 8dT (o) g — (AT () ¢ + 80T (M) )
Werden die entsprechenden Ableitungen des erweiterten inneren Potentials eingesetzt,

[6dT auT] EN S g+ ENLaSy  EDY Sha Ad
j . y dv (6.31)
B | (En)u (Sp) g E k81 . Aa |

(_MT aaﬂ P (E}‘])}Shj

[

0 B (Eh):l(.l'sh“

so resultiert eine Darstellung, die mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung
auf ein gekoppeltes Gleichungssystem in d und e flhrt.

R

Die tangentiale Elementsteifigkeit Ky des Verschiebungsmodells setzt sich wiederum
aus einem materiellen Anteil K¢, ,, und einem geometrischen Anteil Kg zusammen:

= — (84 + 8M,(d, ) =

Ky = JBTCBdV + Kg = Kg,y + Kg (6.33)
B
Die Belegung des B—Operators entspricht der in Kapitel 5.7 gegebenen Definition. In-
folge des zusétzlichen Verzerrungsfeldes éh entsteht zwischen dem kompatiblen unc
inkompatiblen Ansatz der Koppelterm L .

L= j MTCBdV D= JMTCMdV {6.34)

B
Um bei nichtlinearen Problemen die Last sukzessive zu steigern, wurde in (6.24) del

Lastparameter A eingefiinrt. Die Vektoren der inneren Kréfte ergeben sich zu:

R = jBTSth R = j MTS, dv (6.35)
B
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Aufgrund des unstetigen Verlaufes der Finite— Element—Approximation des inkompati-
blen Verzerrungsfeldes éh Uber die Elementgrenzen besteht die Méglichkeit, die zu-
sétzlichen Parameter a auf Elementebene zu eliminieren. Durch Auflésen der zweiten
Gleichung in (6.32) nach A«

LAd +DAa = =R —» Aq= - D-'(LAd + R) (6.36)

und anschlieBendem Einsetzen in die erste Gleichung ergibt sich mit dem Zusammen-
bau der unterschiedlichen Elementanteile zur globalen, tangentialen Steifigkeitsmatrix
und zum Lastvektor Uber den Operator A ("assembly”) ein diskretes Gesamtglei-
chungssystem in den unbekannten Knotenverschiebungen d.

Nelm Neim .
A [, -1ps)]aa = A [WPo — Ro + LIDs 'R, (6.37)
e=1 e=1

Bemerkungen:

* Imfolgenden werden einige Eigenschaften der Matrizen des Gleichungssystems
(6.32) erlautert:
— D ist positiv definit —» D ist invertierbar
~D=DT
~L=LT
=L = L™D-')T —= K- LD-'L = (K - L'D-")T
~ LD L ist positivdefinit —» K — LTD-L ist positiv definit — invertierbar

e Im Gegensatz zur hier gezeigten Modifikation des GREEN-LAGRANGE—Verzer-
rungstensors flhrt eine Erweiterung des Verschiebungsgradienten in einer raumii-
chen Formulierung zu 3 weiteren geometrischen Stelfigkeitsanteilen, siehe z.B.
Simo, Armero (1992), Roehl (1994).

o Der Anteil K 1y der tangentialen Elementsteifigkeit Ky entspricht exakt dem einer
reinen Verschiebungsformulierung.

o Selbstverstandlich gelten allein diesem Kapitel gezeigten Formeln entsprechender-
weise auch bei der fir Schalenelemente typischen expliziten Integration.

¢ Durch die Kondensation der Elementparameter a bleiben die wesentlichen Merk-
male einer verschiebungsbasierten Vorgehensweise erhalten.

¢ Um eine eindeutige Losung und Stabilitat des Systems zu garantieren, missen die
das gemischte Funktional reprisentierenden Bilinearformen die Ladyzhens-
kaya—Babus$ka —Brezzi Bedingung (LBB oder auch inf~sup Bedingung) in den
entsprechenden Hilbertraumen erfiillen. Im diskreten Fall werden endlich dimensio-
nale Unterrdume gewahlt, die die Interpolationsfunktionen mit oder ohne Kontinui-
tatsbedingungen (CY C',...) enthalten. Diese globale und fir jede Diskretisierung
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gliltige Bedingung stellt eine gleichmiBige Schranke fur die inversen Operatoren
der Operatorform (6.32) dar.

1K' = oy

» } mit 04,05 > 0
1071 = o

Sie ist nach dem heutigen Stand der Wissenschaft fur Schalentragwerke immer
noch eine weitgehend offene Frage. (Fur spezielle hybride Elemente siehe z.B. Ste-
phan, Weissgerber (1978)). Erst wenn diese gleichméaBigen Schranken nachgewie-
sen sind, werden Lésbarkeit und Konvergenz gesichert,

6.2.3 Nichtlinearer Lésungsalgorithmus

In diesemn Abschnitt sollen die in Kapitel 6.2.2 dargelegten nichtlinearen Gleichungen
in eine iterative Losungsprozedur nach dem NEWTON —Verfahren eingebettet werden,
0 daf eine Folge von linearisierten Problemen resultiert. Der entsprechende Algorith-
mus ist in Bild 6.3 erlautert.

6.2.4 Interpolation der erweiterten Verzerrungen

Das von Simo, Rifai (1990) vorgeschlagene Konzept der erweiterten Dehnungsformulie-
rung wurde urspriinglich zur Verbesserung des Membranverhaltens gekrimmter
Strukturen eingefihrt. Um das in Kapitel 5.8 und 5.9 erlauterte Dickenlocking einer
6—Parameter Schalentheorie mit Dickendnderung zu beheben, schlugen Blchter,
Ramm (1992) vor, die "locking” verursachende konstante Normaldehnung E§3 in Dik-

kénrichtung durch das EAS—~Konzept auf eine lineare Funktion in 8% zu erweitern. Die
Ubertragung dieser Idee auf elastoplastische Probleme erfolgte in Blchter et al. (1994).
Zur Beschreibung einer linearen Dickenénderung in 83—Richtung wird zum kompati-
blen Verzerrungsfeld EK ein Ausdruck gemaB Gleichung (6.38) hinzuaddiert (dunkel-

grau unterlegter Term).
i WD = (3.3)
(6.38)

Die restlichen Terme entstehen aus dem fir die 6—Parameter Theorie gewéhlten Ver-
schiebungsansatz. Folglich wird die in Kapitel 5.6.1 definierte virtuelle, innere Arbeitum
einen von den inkompatiblen Verzerrungen resultierenden Beitrag angereichert, siehe
auch Gleichung (6.26). :

M,y = J(éaijnij(Ekl) + 8Bmnm™(E,) + 6{333m33(Ek,))dA (m,n) = (3,3) (6.39)
A

zusétzlicher Term
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Update auf Elementebene
e Knotenverschiebungen
dk+! = dk + Ad mé]rsds:: gespeichert
w
e Elementparameter

Agg =

2 Berechnung auf Elementebene und jedem Integrationspunkt
° ?erechnung des erweiterten Verzerrungsfeldes nach (6.27)
E = Mok+!
e Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen nach (6.33)
und (6.34) sowie der inneren Krafte nach (6.35)
e Kondensation der Elementparameter ak*’
KiH = Ky, = LIDF Lo+t
Fk*1 = (WP - R + LD~ TR)K+
3 Berechnung auf Systemebene

e Zusammenbau der Elementmatrizen zu Systemmatrizen

. fNolm . elm
KiH1 = A K+ Fl+t A Fhe+1
o=1 o=1

* Lésung des globalen Gleichungssystems
Auk+1 = (Rk+1)~1 Fl+1

» ja = néchstes Lastinkrerent
® Konvergenzabfrage-L
nein = ersetze k durch k+1

zurtick nach

Bild 6.3: Nichtlinearer, iterativer Lésungsalgorithmus

In Verbindung mit dem quadratischen Serendipity—Element wird flir die zusatzlichen
Verzerrungen E,, folgende bilineare Finite—~Element~-Interpolation gewahlt:

. T

Bo=Ma mt M=[1&n &) . a=0 a o a (6.40)
Dabei stellen a vier lokale Elementparameter und M die Interpolationsmatrixim isopara-
metrischen Raum dar. Da es weder innerhalb der Matrix M noch zwischen den Raumen
der kompatiblen und derinkompatiblen Ansétze lineare Abhéngigkeiten gibt (8y, enthalt
keinen Polynomterm in Dickenrichtung), ist Bedingung (6.19) und somit die Stabilitat
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gewahrleistet. Die Orthogonalititsbedingung (6.20) wird mit dem erweiterten Verzer-
rungs— sowie dem unabhéngigen Spannungsfeld

E, = 6%40°® g° §, = 5%g, ® g; (6.41)
aufrechterhalten
1
Iéh'éth = J Ju§3393|§33d63dA = JrﬁsséeadA =0, (6.42)
A -1 A

wenn die unabhéngigen Spannungen $33 konstant in der Dickenkoordinate 83 ange-

setzt werden:

M3 =0 —>» uS® const in 63 (6.43)
Dabei entspricht der in Gleichung (6.42) mit den unabhéngigen GréBen M3 und p3
gebildete Arbeitsausdruck nicht dem zusétzlichen Term der virtuellen Arbeitsgleichung
(6.39).

Bemerkungen:

« Die diskretisierten, erweiterten Verzerrungs— und Spannungsanteile der Gleichun-
gen (6.40) — (6.42) bediirfen keiner weiteren Transformation im Sinne des Kapitels
6.2.2. Der Grund dafir ist, daB die zugehérige Metrik g® ® g nicht von 6% abhéngt
und somit der gewlinschte, in 03 lineare Verlauf erzielt werden kann.

o Diese EAS—Erweiterung der transversalen Normaldehnung ist vom verwendeten
Schalenelement (3—, 4, 6—, 8—, 9— oder 16—knotig) unabhéngig.

o Dasowohl derin Kapitel 5.9 erwéhnte, quadratische Ansatz zur Beschreibung der
Schalengeometrie als auch die 6—Parameter Theotie mit EAS—Erweiterung auf
eine lineare Dickenédnderung flihren, wird letztere Formulierung in dieser Arbeit
auch als 7—Parameter Theorie bezeichnet. Obwoh! dieser Terminus Verwendung
findet, ist es wichtig zu bemerken, daB der in der Dickenkoordinate 8% lineare Ver-
schiebungsansatz nicht modifiziert wird.

Um bei verzerrter Netzgeometrie das Membran— und Biegeverhalten bilinear interpo-
lierter Elemente zu verbessern, werden zusétziich die kompatiblen "in—plane”—Deh-
nungen durch inkompatible Verzerrungsfelder angereichert. Der Ubliche bilineare Ver-
schiebungsansatz liefert ein nichtiineares GREEN-LAGRANGE —Verzerrungsfeld

Ety = (809 - 9w gy) = Howuy+ gyua+ ua ), (6.44)

dessen Komponenten unvolistandige lineare Polynomein den Koordinaten &, ndesiso-
parametrischen Raumes aufspannen.

1 00n000mn0 0
Ek. espan| 0 1 0 0 Em 0 0 &y O (6.45)
001000¢EO0 O E



Um ein volisténdig lineares Verzerrungsfeld zu erhalten, muiBten die inkompatiblen
Anteile mit folgender Interpolationsmatrix angesetzt werden.

E0O0O0E 0 0
M,=|0En 00 & 0 (6.46)
000" 0 0 &y

Nach Simo, Rifai (1990) und Andelfinger, Ramm (1993) bringen die 3 Schubterme nur
unwesentliche Verbesserungen, so daB sie im weiteren auch im Hinblick auf eine gerin-
gere Parameterzahl keine Ber(cksichtigung finden. Die erweiterten Verzerrungsanteile
¢ werden deshalb beziiglich der konstanten Basis ag wie folgt diskretisiert:

E11 E00 o0 ZS

2N =L ; 6 o = .

12| =g 0 E M O o > £=Mya (6.47)
€9p 000 n ag

Die Orthogonalitatsbedingung (6.24) kann fiir diese Erweiterung der Membran— bzw.
Biegeverzerrungen leicht verifiziert werden.

fMEdV = fMgdetJdEdndes =0 (6.48)

B
Aut den ersten Blick kénnte der Eindruck entstehen, daB die Bedingung (6.19), die ei-
nen Rangabfall der Steifigkeitsmatrix verhindert, durch die Ansétze des Schubtermes
in Gleichung (6.47) verletzt wird. Bei der Betrachtung dieser Verzerrungskomponente
muB die Bedingung 8, n éh = { jedoch genauer definiert bzw. analysiert werden. Der
lineare, kompatible Verzerrungsanteil 2E‘1‘2 besteht aus zwei Anteilen, die jeweils unvoll-

sténdige, lineare Polynome in &, 1 aufspannen.

2E%, = gy Uy + Gy Uy (6.49)

[ [

€span[1 05 0] espan[0101]

Der erweiterte Anteil 2¢, setzt sich deshalb aus 1o, (aufgrund des ersten Termes in
Gleichung (6.49)) und entsprechend aus Eag (aufgrund des zweiten Termes) zusam-
men. Bei separater Betrachtung der Summanden ist deutlich zu erkennen, daB obige
Stabilitdtsbedingung flr jeden der beiden Anteile erflilt ist.

Die in Gleichung (6.27) angegebene Matrix T als Ergebnis einer 2—stufigen Tensor-
transformation |48t sich flir den gewahlten Diskretisierungsansatz explizit angeben:

2, tyityo t2,
T =2ty tytepttyty 2ty mit  ty = ga-al (6.50)
t5 taity 2
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> E= (B 26 Ep)T=Ti=TMa=Ma (6.51)
Dabei kann die Matrix M als Ableitung der Formfunktionen eines inkompatiblen Ver-
schiebungsfeldes u nach den Referenzkoordinaten interpretiert werden.

6.3 Assumed natural strain Methode

Neben der im vorigen Kapitel erlauterten Moglichkeit zur Verbesserung des Membran-
verhaltens verzerrter, bilinear interpolierter Elemente soll in diesem Abschnitt eine Me-
thode zur Beseitigung des "shear—locking” Phanomens vorgestellt werden. Dabei wird
das aus 5—Parameter Platten— und Schalentheorien bekannte und auf Dvorkin, Bathe
(1984) zuriickgehende "assumed natural strain”—Konzept auf die 6—Parameter Theo-
rie (bertragen.

6.3.1 Shear—locking Phanomen

Um die Vorteile (keine "zero energy modes”, geringe Bandbreite, Effizienz) der 4 —knoti-
gen Elemente bei einer dem Verschiebungsansatz entsprechenden Integrationsord-
nung nutzen zu kénnen, miissen die Elemente in der Lage sein, reine Biegemodes
abzubilden. In Bild 6.4 ist ein 8—knotiges Kontinuumselement unter reiner Biegebean-
spruchung dargestellt, welches durch das in Kapitel 5.7.1 erlauterte Degenerationsprin-
zip auf ein 4—knotiges Schalenelement transformiert werden kann.

{7 S @guu_%
% v XA TT7

Bild 6.4: Shear—locking—Phédnomen

In der rechten Abbildung ist deutlich zu erkennen, daB der Biegemode mit Querschub-
verzerrungen durchsetzt ist, so daB die Auswertung der in Kapitel 5 erléuterten Glei-
chungen, und im speziellen der Verzerrungsgleichungen (5.8) an den herkémmilichen
GAUSS—Punkten zu Versteifungseffekten flhrt.

Analog |aBt sich das "locking”—Phanomen bei einer Biegebeanspruchung um die
zweite Koordinatenachse herleiten.

6.3.2 Prinzip des ANS—Konzeptes

Die "shear—locking” verursachenden, transversalen Schubverzerrungen missen so-
mit an ganz bestimmten Stellen (*sampling points”) ausgewertet und mit speziellen An-
satzfunktionen Uber das Element interpoliert werden, so daB sich die zu Versteifungen
fihrenden Anteile an den gewshnlichen Integrationspunkten gerade zu null ergeben,
Aus Bild 6.4 ist ersichtlich, daB die zwischen den Punkten ” o " liegende Strecke dieset
Forderung gerecht wird, da sie die Normale auf der Mittelflache représentiert.
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Bild 6.5: ANS ~Ansétze des Querschubs

Wird das 8—knotige Kontinuumselement mit dem Degenerationskonzept auf ein 2~dj-
mensionales, 4—knotiges Element transformiert (Bild 8. 5), so wird deutlich, daB der in
der Dickenkoordinate konstante und lineare Anteil von E,g némlich a3 und B,4in den
Punkien A und B ausgewertet werden muB. Eine anschlieBende in der krummilinig
konvektiven Koordinate & konstante und in n lineare Interpolation der Werte
a13, ﬁ13, a13, [513 auf die herkmmlichen GAUSS—Punkte vermeidet folglich die para-
sitdren Querschubanteile bei reinen Biggebeanspruchungen.

ass A B
{ a;:sJ =301 - { g,lsJ + 30+ n)[ g;s} (6.52)
13 13 13

Entsprechend kénnen die Komponenten ., und Bo3inden Punkten C und D angesetzt
und in §—Richtung linear, in n—Richtung konstant interpoliert werden.

ass C D
%23 | _ 1 1 %33
[ ggs} =501-8 { {323} (1 + E){ 5203} (6.53)

Die in den Punkten A,B,C und D ausgewerteten Verzerrungen a,,und B, werden (iber
die Gleichungen (5.8) berechnet,

ofy = 3@} - abal) | A =l@), @ - e, al) (6:54)

wobei sich die kovarianten Basisvektoren der "sampling points” durch eine herkémmili-
che Interpolation der Ortsvektoren bzw. der Direktoren der Elementknoten ergeben.

NN NN
= > NeaEAmYre . ad = > NEA nhak (6.55)
K=1 K=1

Die Gleichungen (6.52) und (6.53) machen den Unterschied der ANS—Methode bei
einer 6--Parameter Theorie im Vergleich zu einer Formulierung mit 5 unbekannten
Funktionen deutlich. Bei einer 5—Parameter Theorie besitzt der Querschub E 5 auf-
grund des Verschiebungsansatzes einen in der Dickenkoordinate konstanten Verlauf
Eqs = Ogg, beieiner 3—dimensionalen Schalentheorie hingegen einen linearen Verlauf
Egs = 0gg + Bsﬁaa'
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Die geglitteten Schubverzerrungsverlaufe o33 und p33° ersetzenim virtuellen Arbeits-
ausdruck (5.70) diejenigen, die die Biegemodes mit stdrenden” Anteilen vermischen.

W = 6dT-J(a;ﬁnaﬁ + 0gan® + BN + Bopm®® + BEMIZ) dA  (6.56)
A
Aus Gleichung (6.56) 148t sich ableiten, daB die "neuen” Verzerrungsverlaufe Anderun-
gen.im B—Operator und durch die Linearisierung auch in der geometrischen Steifig-
keitsmatrix Kg zur Folge haben. Die variationelle Einbettung der ANS—Methode wird
in Simo, Hughes (1986) diskutiert.
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7 Mehrschichttheorie (Multidirektortheorie)

Aufgrund unterschiedlicher Schubverformungen der einzelnen Schichten sind im alige-
meinen bei beliebigen Dicken— und Steifigkeitsverhélinissen der einzelnen Schichten
die Schichtnormalen wéhrend eines Deformationsvorganges nicht mehr ausgerichtet.
Es bildet sich ein zick - zack Muster Giber die Dicke der Struktur. Aus diesem Grunde soll
in diesem Kapitel eine nichtlineare 3—dimensionale Schalentheorie mit CO-stetigem
Verschiebungsfeld tiber die Dicke des Laminats entwickelt werden. Dain dieser Formu-
lierung mehrere Direktoren fir die héhere Schalenkinematik verantwortlich sind, wird
diese Schalentheorie als Multidirektortheorie bezeichnet. Aufgrund des in der Formulie-
rung steckenden Verfeinerungspotentials kann jeder” Verschiebungs—, Verzer-
rungs— und Spannungsverlauf (iber die Dicke von dlinnen und dicken Platten und
Schalen simuliert werden.

Zu Beginn wird die aufwendigere und verfeinerte Beschreibung des Schalenraumes in
krummiinig konvektiven Koordinaten hergeleitet. Die daraus resultierenden 3—dimen-
sionalen Verzerrungs— und Spannungsverldufe bilden die Grundlage der (iber die Teil-
volumina der einzelnen Schichten definierten schwachen Form des Gleichgewichts. Mit
der Diskretisierung des Schalenkontinuums und anschlieBender konsistenter Lineari-
sierung der Arbeitsausdriicke kénnen die Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren ange-
geben werden. Durch die Beschreibungsméglichkeit eines bei beliebig geschichteten,
dicken Systemen vorkommenden, zick—zack—férmigen Verschiebungsverlaufes ge-
winnt die Frage einer realistischen Lasteinlsitung enorm an Bedeutung. Die Beriicksich-
tigung der Dickenénderung jeder Schicht macht eine Belastung eines Laminats an der
Ober— oder Unterseite oder am Interface zweier Schichten méglich. Einige Bemerkun-
gen zur Berechnung der interlaminaren Spannungen und des bei C%—stetigen Schicht-
theorien neu zu diskutierenden Versteifungseffektes werden am SchiuB des Kapitels
erwahnt.

Da an verschiedenen Stellen dieses Kapitels auf die Analogie zur Singledirektortheatie
hingewiesen wird, ist bewuBt eine Schreibweise gewahlt worden, die der in Kapitel 5
entspricht. Weiterhin kénnen einige Unterkapitel bzw. Herleitungen entweder eins zu
eins (z.B. Materialtensoren) bernommen oder in veraligemeinerter Form (Prinzip der
virtuellen Arbeit, Diskretisierung, Linearisierung) dargestelit werden, so daB die ent-
sprechenden Passagen einer klirzeren Beschreibung bedrfen.

7.1  Beschreibung der Schalengeometrie

Zur Beschreibung der unverformten Geometrie wird die Schale in NL Schichten unter-
teilt, die im allgemeinen unterschiedliche Dicken besitzen, siehe Bild 7.1. Sie wird eben-
falls Gber krummilinig, konvektive Koordinaten 8% beschrieben und ist mit einer willkiir-
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lich gewahiten Referenzflache ausgestattet (hier Schalenmittelflache). Jeder Punkt
dieser Referenzflache ist mit einer Folge von Direktoren astl'Jr L = 1,...,NLversehen,
um den Schalenraum mit einer hoheren Kinematik zu erfassen. Dabei sollen alle Direk-
toren die gleiche Orientierung besitzen und Vektoren reprasentieren, deren Lange der
Dicke der einzelnen Schichten entsprechen.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Bild 7.1: Héhere Schalenkinematik im unverformten und verformten Zustand

Um nun die geemetrischen und kinematischen GréBen im Sinne einer Schalentheorie
beschreiben zu kénnen, besteht die Notwendigkeit, die unbekannten Variablen als
Funktion der Schalenmittelflache auszudricken. Die Erfassung des Schalenraumes
Uber eine Referenzflache soll im weiteren (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) am
Beispiel einer 5—schichtigen Struktur erlautert werden, Bild 7.2.

Ortsvektor der Mittelfldche der Schicht L.
% lokale Dickenkoordinate mit ¢, € [~ 1,1]
Direktor der Schicht L mit |ag | = hy

h,  urspriingliche Dicke der Schicht L

Bild 7.2: Aufbau einer 5—schichtigen Schale

Ausgangspunkt ist die Beschreibung eines Punktes der Schicht L in der Referenzkonfi-
guration Uber den Ortsvektor r| der Schichtmittelflache und den entsprechenden Direk-
tor ag . Mit Hilfe lokaler Schichtkoordinaten ¢, € [ 1, 1] 148t sich fir die Koordinate
x, folgende, aus herkémmiichen Schalenformulierungen ausreichend bekannte Bezie-

hung angeben.
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x(67,02,%) = r, (07,09 + %cLasL(ete?) ., L=1,.5 (7.1)

Durch die Forderung der CO~ Kontinuitat der Geometrie am "Interface” zwischen zwei
angrenzenden Schichten

X G=+1) = x4 CLiq=-1) L=1,.,4 (7.2)

o r L Nag =+ $(=Nag_,

kénnen die abhéngigen Variablen r|_sukzessive eliminiert werden. Die Koordinate X
sines Punktes wird nun durch den Ortsvektor r der Mittelflache der gesamten Schale
und einer Folge von Direktoren charakterisiert.

NL
X =r+ > 63a, (7.3)
S=1
Durch die Einhaltung der C0— Stetigkeit der Geometrie (iber die Dicke entstehen Konti-
nuitatskoeffizienten GES = BES(?;L), die als Skalierungsfaktoren der Schichtdirektoren
interpretiert werden kénnen. Sie lassen sich zur besseren Ubersicht in einer "Matrix”
anordnen (siehe Bild 7.3), die im wesentlichen aus Konstanten und auf inrer Hauptdia-
gonale aus 5 lokalen Schichtkoordinaten besteht.
Besonders zu erwéhnen ist die Tatsache, daB diese "Matrix” nicht im Sinne der klassi-
schen Matrizentheorie mit Zeilen— und Spaltenoperationen zu verstehen ist, sondern
wie folgt interpretiert werden muB. Die Zeile L kennzeichnet die aktuelle Schicht in der
die Koordinate x| eines Punktes zu bestimmen ist. Die Spalten S hingegen definieren
die Schichten, die auf dem Weg von der Schalenmittelschicht zur aktuellen Schicht
durchlaufen werden missen.

Trajektorie von Mittelschicht zur Schicht L
g |l — 1) — -1
. 5@ = 1) ~1 3 0 0
E = 1 1
2 0 zE-1)-3 0 0
% 2( 2 ) 5
@ 0 0 T o 0 LLel-11]
T . 11
E 74 0 0 5 §(§4 +1) 0
® 1 1
0 0 5 T 56+ 1)

Bild 7.3: Kontinuitdtskoeffizienten ()Es einer 5—schichtigen Schale

Soll z.B. ein Punkt in der fiinften Schicht (—» L = 5) lokalisiert werden, so ergibt sich
fir dessen Koordinate: x5(Gs) = -;—a33 +1ag + —;-(E;s + Tag,.
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Die Koeffizienten 63 Kkénnen auch direkt, ohne das explizite Aufstelien der Kontinuitéts-
bedingungen und anschheBender schrittweisen Elimination der abhangigen Variablen
berechnet werden. Die Terme ungleich null lassen sich mitdenin Bild 7.4 angegebenen
Beziehungen bestimmen. Dabei sind die umrandeten Vorzeichen [ von der aktuellen
Schicht L abhangig. Liegt die Schicht L oberhalb der Schalenmittelfldche, so resultiert
ein Pluszeichen, andernfalls ein Minuszeichen. Durch diese Definition ist das zweite
Symbol [(H= —[# automatisch festgelegt.

gerade Schichtanzahl: 6% = S(c.E1) fir L=85
fr L =S
ungerade Schichtanzahl: flr =8
fir L =S

Bild 7.4: Kontinuitdtskoeffizienten (R & Referenzschicht des Laminats)

Unter der Voraussetzung, daB die Direktoren der einzeinen Schichten gerade bleiben,
kann auf der Basis einer REISSNER / MINDLIN Kinematik pro Schicht folgendes Ver-
schiebungsfeld angesetzt werden.

NL NL
L=V > 80 @ —ag) =V + > 03 wg (7.4)
§=1 S=1

Dabei diirfen die Direktoren der einzelnen Schichten wahrend des Deformationsvor-
ganges durchaus ihre Lange andern, so daB eine Dickenanderung der Schichten und
somit der gesamten Struktur beschreibbar ist. Die Wah! des kinematischen Ansatzes
impliziert die Definition des Ortsvektors X, eines Punktes der Momentankonfiguration.

NL NL
X =x +u =(+v)+ > 0@ +wg) =T+ > 63 8, (7.5)
S=1

Bemerkungen:
o Die kinematische Beriicksichtigung einer Schicht "verursacht” aufgrund der Exten:
sibilitat der Direktoren 3 zusétzliche Freiheitsgrade.

o Soll die Struktur mit einer einfachen Kinematik, also einem C1--stetigen Verschie
pungsansatz (aber weiterhin mehreren Materialschichten) analysiert werden, so ré
duziert sich die "Kontinuitatsmatrix” mit ihren NL lokalen Dickenkoordinaten zi
einer skalaren GréBe 6° = %Z‘,, die die Dicke der gesamten Schale beschreibel
kann. Die Gleichungen des Kapitels 5.2 der Singledirektortheorie sind somit al
Spezialfall in denen der Multidirektortheorie enthalten.
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7.2 Deformationsmaf

An jedem Punkt der Schicht L kann durch Ableitung des Ortsvektors x; nach den kon-
vektiven Koordinaten 6% sowie der lokalen Schichtkoordinate £, die natirliche, kova-
riante Vektorbasis angegeben werden.
=% N - - -
9uL = 3ga = 8o t s; eESaSS,a s Gy = 553 =ew, ag (7.6)
Das Skalarprodukt der Basisvektoren definiert die Komponenten des schichtabhangi-
gen, kovarianten Metriktensors

9 =999 ®g =g, 9 ®gl, (7.7)
mit dem sich in Analogie zu Gleichung (4.30) iber die Differenz der Metriken aus beiden

Konfigurationen die GREENschen Verzerrungsgleichungen eines Punktes der L—ten
Schicht herleiten lassen.

d ®a =15 i @ gl
E . =Epg.® g,L = E(giﬁL - gijL) g9 ® Q'L (7.8)
Unter der Vernachléssigung des quadratischen Anteils lauten die fiir groBe Verzerrun-

gen glitigen Komponenten des Verzerrungstensors:

NL
o= %[(aaaﬁ - aqag + > 0% (@l + Ay, — ulyp — A )| (7.9)
S=1

NL
= 3
- aaﬁ + 52:1 eLS BaﬁS

NL
Ea= ‘;‘[ (aaisl_ - aaasL) + Z 635(538’“5% - ags,uaaL) (7.10)
§<1
NL
- 3
= oz + Z Bls BaaLs
§21
Egq = %(ﬁaFaL ~ a58;) = gy 7.11)

Auch in diesen Gleichungen ist die Ahnlichkeit und Parallelitét zu den Beziehungen des
Kapitels 5.3 eines C'—stetigen Verschiebungsansatzes deutlich zu erkennen.

7.3 Formulierung des Stoffgesetzes

Da in Kapitel 5 ebenfalls auf eine 3—dimensionale Betrachtungsweise groBen Wert ge-
legt wurde, kénnen die in Kapitel 5.4.3 flir die Singledirektortheorie hergeleiteten Stoff-
gesetze ohne jede Anderung auf diese Schalentheorie tibertragen werden. Die dieser
Formulierung zugrundeliegende héhere Kinematik ist somit fur die Wahl des Material-
tensors ohne Bedeutung. Die Verkniipfung der statischen und kinematischen GréBen

117



kann unter der Voraussetzung der linearen Elastizitét und eines homogenen, anisotro-
pen Kontinuums analog zu Gleichung (5.23) durch die lineare Abbildung

S =C :E -» sl=CME, fir L=1..NL (7.12)

erfolgen. Der auf das nat(rliche Koordinatensystem {g,, 9,,, g5 } der Schicht L bezo-
gene Materialtensor

C =CMg; ®9, ®g ®g (7.13)

entstand analog zu Kapitel 5.4.1 aus einer Transformation von einem Koordinatensy-
* * * . v v
stem {giL, 9o, 9ar} in Richtung der Materialhauptachsen.

Cl= C?_kl*gi*L ® g;L QU ® gL mit g = T9n (7.14)

7.4 Schwache Form des Gleichgewichts

Die variationelle Arbeitsgleichung bestehend aus der virtuellen inneren und &uBeren
Arbeit des Kapitels 5.6 der Singledirektortheorie wird nun auf die héhere Kinematik
erweitert. Dabei soll der fir Schalentheorien typische Vorteil der Vorabintegration (expli-
zite Integration) aufrechterhalten werden.

7.4.1 Resultierende Arbeit der inneren Kréfte

Die virtuelle, innere Arbeit als Resultat einer gewichteten und integrierten Impulsbilanz
148t sich durch Aufteilen des Volumens der Struktur in Teilvolumina Uber die einzelnen
Schichten in der folgenden Weise angeben.

NL
W, y(u, du) = J&E 18 dV = f dE;Shav = J 8Ey U dv (7.15)

L=1
L

Mit Hilfe der Determinante detJ, = (g, X g,)g5 kann das differentielle Volumenele-
ment der Schicht L in ein Flachenelement der gesamten Schale und in die entspre-
chende Integrationsvariable (iber die Dicke der Schicht aufgespalten werden.

dv, = Jdety, do'de?dt, = 11—~——«dCLdA = pdgdA (7.16)
Dabei beriicksichtigt der Betrag p, des Schalenshifters die Verénderung des differen-
tiellen Flachenelementes der Schalenmittelfliche zum Flachenelement der Schicht L.
Der Faktor %in Gleichung (7.16) entspringt der Tatsache, daB die Lénge des Direktors
einer Schicht gerade die Schichtdicke représentiert, |gg | = hy, so daB in der an-
schlieBenden Integration Uber den Einheitswrfe! die richtige Schichtdicke erfaBt wird.

’ NL
> Win(u, bu) = J > JMLﬁEijLS?_ dg dA (7.17)

A=
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Werden die schichtabhangigen Verzerrungsgleichungen (7.9) — (7.11) in die Bezie-
hung (7.17) eingesetzt
1

NL NL
W, (u, u) = f > f uL[(éaaﬁ + 075 0Bops) ST + (7.18)
L=1 S=1
A -1

NL
+ (Bogg + z 0758BaLs) S + Sogg S| dt dA
§=1

so [4Bt sich mit der Definition der schichtweisen 2. PIOLA—KIRCHHOFF Spannungsre-
sultierenden
1 1

n:{ = JHLSEdCL ; m'll_s JMLBESSILJ_dCL (7.19)
-1 -1
die virtuelle, innere Arbeit auch bei der Multidirektortheortie in SchnittgroBen angeben.
NL NL
W, (u, du) = [ > [ Say nil + (OBopsM?E + 8B g smP2) | dA (7.20)
L=1 S=1
A

Die Spannungsresultierenden der einzelnen Schichten kénnen zu einer SchnittgroBe
aufaddiert werden.

7.4.2 Resultierende Arbeit der duBeren Krafte

Da in der auf die Schalenmittelfldche bezogenen Arbeitsgleichung (5.58) der 4uBeren
Kréfte keine die Kinematik betreffenden Informationen eingegangen sind, kann sie auch
fur diese CO—stetige Schichttheorie als Ausgangsgleichung dienen.

SWo(u, 8u) = — j ob-3u dV — f (10 8uodyod + tnsutnun) dA (7.21)
~ A \A —

= w!

ext

+ W2,

Durch Einsetzen der variationellen Verschnebungsbemehungen an der Unter— und
Oberseite der Schale

3 = Su,(G,=-1) = ov + Z 035Gy =-1)wg (7.22)

Suob

duy (Cy=+1) = ov + Z O35 Cni=+1)dwg (7.23)

kann die von den Dickenkoordinaten C,_ unabhanglge virtuelle Arbeit der Oberflachen-
krafte als Funktion der unbekannten Verschiebungen v und dwg angegeben werden.

W2, (u,8u) = — J (1P + tinptn) 5y dA (7.24)
A
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NL .
J }: [t°b g s C=+1 + tu"uunes (Gy=-1)|-dwgdA

Die virtuelle Arbeit W, , der Volumenkrafte 148t sich mit den entsprechenden variatio-
nellen Gleichungen analog transformieren.

NL
SW L, (u, du) = ng-éu av = - J > JQLuLbL-éuLdCLdA (7.25)
B

L=1
A

L
Mit Hilfe der auf die Mittelfléchenvefscﬁiebung vund den Differenzvektor wg der Schicht
S bezogenen Belastungsdichten

NL NL . NL
[ > jQLMLdeCL}'BV +Z { Z JQLMLbLeESdCL]'(SWS] dA
L=1 S=1"L=1

L L

NL .
p = tobpob 4 tunpyun 4 Z JQLMLdetL (7.26)
L=1
L
NL
= o0 e(NL)S(z;NL*n) o TR (W z jQLuLbLGESdCL (7.27)
' L= o

kann die virtuelle duBere Arbeit im Vergleich zur Gleichung (5.63) der Singledirektor-
theorie in verallgemeinerter Form definiert werden.

. NL
OWgyelu, Su) = SW1 . (u, du) + E)ngt (u,du) = - ﬂp-év + Z cs-6ws} dA (7.28)

S=1

ext
A

Fur die in Kapitel 7.1 beispieihaft dargestellte 5—schichtige Schale wirden sich mitden
variationellen Verschiebungen

Bu% = v + Sowy + dw, + dws ;  duUh = BV — Jow; ~ dw, — dw; (7.29)
die beiden virtuellen, &uBeren Arbeitsanteile wie folgt ergeben:

(U, 5u) = H[ $

J QLuLdez;L] v +H Q1u1b1e?1dc1} oW, + (7.30)
=1

1

2 5
+ ZU QLMLbLeﬁdeL} “dwy + z { j QLMLbLeESdE;L}'awS +
iy

L=1

5
£ { J gLuLbLe§4ch} W, +U 95u5b5935dc5] -6w5J dA
(=4

A £
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8W2,,(u, 3u) =—j [ (1P + ) Sy — £ (Sw, o+ Sw,) + (7.31)
A

N

+ (19000 — gmyn) sy 4 49500 (o, + 6w5)} dA

7.5 Finite—Elemente—Diskretisierung

Aufgrund der héheren Kinematik Gber die Dicke wird das 3—dimensionale Kontinuum
in Analogie zu geschichteten Volumenelementen diskretisiert. Die anschlieBende
schichtweise Degeneration und Elimination der abh#ingigen Knotenwerte 148t eine
flachenhafte Beschreibung des Schalenkontinuums zu. AnschlieBend werden der re-
sultierende innere Arbeitsausdruck, dessen Linearisierung sowie das in der duBeren
Arbeit steckende Potential zur Einleitung von Oberflachenlasten erlautert,

7.5.1 Diskretisierte, innere Arbeit und Linearisierung

Durch eine schichtweise Diskretisierung des 3—dimensionalen Kontinuums im unver-
formten Zustand kann die Finite—Element—Approximation der Koordinate eines Punk-
tes der Schicht L

S 1+% 1-¢
X = > NK(E,n)( 5= Kbt~ Lx{fnL) (7.32)
K=1

entsprechend Kapitel 5.7.1 aufgebaut werden. Aufgrund der ohnehin komplizierteren
Schreibweise der Gleichungen der Multidirektortheorie wird bei der Diskretisierung auf
den Index (...),, verzichtet.

Die Anwendung des Degenerationsprinzips aufjede der NL Schichten liefert zusammen
mit den Abkurzungen

= E(xobL + xunL) 8y = Xgp ~ Xun, mit [aBLl =h_ (7.33)

eine Darstellung

NN NN
x = > Ne®mr+ 30 > NG mal (7.34)
K=1 K=1

in der durch die Erflillung der Kontinuitatsbedingung in zwei angrenzenden Schichten
(Gleichung (7.2)}, die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert werden kann, siehe Bild 7.5.

NN NL NN
= > Nerg+ " 83 > Nyak (7.35)
K=1" S=1 K=1
Das Laminat der mittleren Abbildung wird durch Gleichung (7.34) beschrieben und

besitzt mit NL=3 Schichten insgesamt 6-NN-NL = 18- NN Freiheitsgrade. Durch die
EinfGhrung der Kontinuitét entsteht eine Struktur, die durch die rechte Abbildung bzw.
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Gleichung (7.35) erfaBt wird und deren Anzahl an Freiheitsgraden sich auf
NN-(3-NL + 8) = 12:NN reduziert hat.

Diskretisierung

schichtweise
Elimination

o 3 Verschiebungsfreiheitsgrade w
» 6 Verschiebungsfreiheitsgrade (v und w)
¢ 3 Verschiebungsfreiheitsgrade

Bild 7.5: Diskretisierung mit héherer Schalenkinematik

Die Gesamtanzahl der Freiheitsgrade des ersten, durch eine kontinuumstypische Dis
kretisierung entstandenen Laminats ("brick” —Formulierung), entspricht exakt de
Anzahl, die bei der Diskretisierung der Muttidirektortheorie entsteht. Diese Feststeliung
unterstreicht den 3—dimensionalen Charakter dieser CO—stetigen Schichttheorie.
Mit Hilfe eines diskretisierten Verschiebungsfeldes auf der Basis einer schichtweisel
REISSNER/MINDLIN~ Kinematik und einer Dickenanderung der einzeinen Schichter

NL
z Nyvy + z 03 z N wh (7.36)

14Bt sich die virtuelle innere Arbeit (7.20) in diskretisierter und Form angeben.

NL NL
- , AW, '
W, = SdT-J D {am_n‘ll_+ S (Bogsm?E + ﬁaBLSmLS)} dA = sd™ = (7.37
L=1 S=1
A

Dabei muB der Knotenvektor (5.72) der Singledirektortheorie um die "Rotations— un
Dickenanderungsanteile” der einzelnen Schichten erweitert werden.

dT=[d]- - - df- - dly] mit df= [VE Wy e - Wi (738
Mit Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Variationen der Direktoren bzw. der Ablg
tungen dersetben von der aktuell zu betrachtenden Schicht abhéngig sind,

NN NN
88, = ow_ = » Ndwl —> 88, =dw = > N oWl (7.8¢
K=1 K=1
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kénnen die variationellen Verzerrungsgleichungen in ahnlicher Form zu Kapitel 5.7.1
entwickelt werden.

—~ Membranverzerrungen:
0,4p = 045 —3  siehe Gleichung (5.75) , (7.40)

- Schubverzerrungen:

NGE:

Bctoq, = % (a8 + 8y 8) = %(a3 NiadVic + BaNidWE) = agq 8d (7.41)
MBoars = ’;‘(—533,0[ 653:. + ESL' 6538,(1) (7.42)

NN
1(s - ,
= KZ1§(a3s.aNK'6WE + a3 Ny 5W§) = BoaLg-0d

— Dickenénderung:
NN
Bugy, = 8y 88y = » (A Nowf) = aggdd (7.43)
K=1
— Biegung:
1 - = e sem e sm ,
55(433 = 5(535@' éaB + "a'ﬁ-fSa%Ol + a%ﬁ-&aoL + aa-éassﬁ) (7.44)

NN .
i(n _ 1/ ~ ,
- z[ .2_(;1133_(;\1;(,ﬁ + aas,ﬁNK,a)é‘wK + 3 (@Ng, + aaNK‘ﬁ)awg} = Blps-d

Zur Berechnung der tangentialen Steifigkeitsmatrix muB die innere Arbeit Wi, zweimal
nach den unbekannten Knotenvariablen d abgeleitet werden.

DW,

int

32W. E
Ad = 5dT-2 d'"' -Ad = 8d™ 8 c"”‘ Ad

NL ‘ NL
= odT f 2, | it + 2 (PaorE + Posmis) (7.45)
NL
+ a,ll_n’ + SZ BaﬂSmLS + [3(,3|_Sm ) dA-Ad
Die dabei benétigte 1. Ableitung der schichtabhéngigen Verzerrungsgleichungen zur
Bildung der materiellen Steifigkeitsmatrix K. , ., sowie die 2. Ableitung fiir den geometri-
schen Anteil K lassen sich analog zur Singledirektortheorie entwickeln.

- Membranverzerrungen:
Déaaﬁ,_Ad = DéaapAd —»  siehe Gleichung (5.101) (7.46)
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- Schubverzerrungen:

D0 Ad = 1 (58.DE, + 58, Dao) Ad (7.47)
NN NN
- 1 e
= P M}; §(6VKNK,aNMAw[A + 6WENKNM,(1AVM) = bd og3 . Ad
D8 g cAd = %(553L0535,a + 88, D, ) Ad (7.48)

NN NN
]
= KZ Z 1 (BWIN Ny JAWY + SwEN, NyTAw}) = 8 fiais Ad

~ Dickenénderung:

NN NN
Ddagy Ad = 88, Day Ad = > > SWINNyIAWM = 8d oz Ad (7.49)
K=1M=1
— Biegung:
DOByshd = -‘2;(5"53@“05[5 + 88,Da,, + 08, 4Dy + 58.D8, ;) Ad (7.50)
NN NN
=5 S avK(NKuNMB + NKjNMa)AwS
K=1M=1 ‘
NN NN 1
+ >y §6w§(NK‘ﬁNM’a + NK_aNM'p)AvM = 8d pups Ad
- K=1M=1

7.5.2 Oberﬂéchenlasten

Durch die Méglichkeit der Langenénderung der Schichtdirektoren wahrend der Defor-
mation kénnen Dickenanderungen einzelner Schichten oder der gesamten Schale si-
muliert werden. Auch die Analyse geschichteter Strukturen, deren Belastung an der
Ober— oder Unterseite des Laminats oder am Interface zweier angrenzenden Schich-
ten eingeleitet wird; stellt flir die 3—dimensionale Schichttheorie kein Problem dar.

Um jedoch die bezlglich der unbekannten Knotenvariablen d linearisierte schwache
Form des Gleichgewichts zu erhalten

92W, aW.
T2 Mlint T. it
od TR -Ad = 6d (P 7d ) , (7.51)

mussen die aquivalenten Knotenkréfte, représentiert durch den Lastvektor P, berechnet
werden. Mit Hilfe der in Gleichung (7.36) angesprochenen Diskretisierung der Funktio-
nen dv und dwg

NL
Wy = — f [pﬁv + > cs-aws] dA (7.52)
S=1
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NL NN
f [ Z Nyp-dv, + Z z Nyeg: 6ws} (7.53)

NL NN
= [ Z FK- v, + Z Z FK 6w§}= ~ 5dT-P (7.54)
und den virtuellen Knotenwerten zugeordneten Kraftkomponenten
FR = f NegpdA , FE = f NycgdA (7.55)
A

1&8t sich der Elementlastvektor angeben.

P=[EYT FLT - FLYT ENTENT- @] s

Analog zur 6—~Parameter Theorie kann jede beliebige Lastkombination an den Laibun-
gen der Schale berlicksichtigt werden. Bei CO-stetigen Schichttheorien, die die
Zwangsbedingungen der Inextensibilitit der Direktoren der einzelnen Schichten bein-
halten, sind trotz der héheren Kinematik tiber die Dicke des Laminats bestimmte Last-
richtungen und Angriffspunkte auch weiterhin ausgeschlossen, siehe Bild 5.14.

Bemerkung:

o Entsprechende Aussagen lassen sich auch fiir die Berlicksichtigung von Randbe-
dingungen treffen. Durch die Beschreibung der Dickenanderungen der Schichten
sind die Mehrschichttheorien in der Lage, das Deformationsverhalten von Struktu-
ren zu simulieren, deren Randbedingungen sich an der Ober— bzw. Unterseite oder
am Rand befinden.

7.6 Interlaminare Spannungen

Obwohl die "in—plane”—Spannungen von diinnen Laminaten durch "alle” Verschie-
bungsmodelle und von méBig dicken bis dicken Strukturen durch die Mehrschicht-
modelle sehr gut approximiert werden (siche Beispiele 8.8 bis 8.10), stellt die Riickrech-
nung der transversalen Komponenten S8, 822 und $% die eigentliche Problematik der
Spannungsberechnung dar. Diese Spannungsanteile sind fir die bei Laminaten héufig
anzutreffende Versagensform der Delamination verantwortlich. So entstehen z.B. an
freien Réndern geschichteter Strukturen, aufgrund unterschiedlicher Querkontraktio-
nen der einzelnen Schichten, starke interlaminare Schubspannungen (Randspan-
nungseffekt — Randdelamination), siehe Pipes, Pagano (1970), Pagano, Pipes
(1971). Eine genaue Vorhersage dieser Komponenten ist somit von groBer Bedeutung.

Die Multidirektortheorie kann zwar den maximalen Wert eines transversalen Schub-
spannungsverlaufes recht gut abschétzen (Beispiel 8.8 und 8.9), die Erfiillung der bei-
den folgenden Bedingungen
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— Spannungsfrei an der Ober- und Unterseite der Strukiur bezlglich der Schubspan-
nungen S'3und S'3. '

— CP—Kontinuitét der transversalen Spannungskomponenten in bezug auf die Dicken-
koordinate.

1Bt sich jedoch mit herkdmmiichen Verschiebungsformulierungen (unabhéngig von
der verwendeten Kinematik), bei denen die Spannungen (iber das konstitutive Gesetz
berechnet werden, nicht realisieren. Die Schichttheorien bieten aufgrund ihres Verfeine-
rungspotentials in Dickenrichtung eine qualitative Verbesserung an. Durch die Untertei-
lung der einzelnen Materialschichten in mehrere kinematische Unterschichten wird der
geforderte Verlauf der Elastizitétstheorie besser angenéahert. Die beiden Bedingungen
kénnen jedoch weiterhin nicht exakt befriedigt werden.

Abhilfe bietet erst die Einfuhrung hybrid—gemischter Formulierungen, wo neben den
Verschiebungsfunktionen auch Ansétze fur die Spannungsveridufe auf der Basis eines
HELLINGER—REISSNER—Funktionals eingefihrt werden. In diesen Ansétzen kénnen
die 2(NL — 1) + 4 Bedingungen

SPE=+1) = SB  (CLyq="1) mt L=1,.,NL—1 (7.57)

$5°(5y=-1) = S Gu=+1) = 0 7.58)

explizit integriert werden, So modifizierten Spilker (1982) und Liou, Sun (1987) im Rah-
men einer 3D Finite—Elemente—Formulierung alle 6 Spannungskomponenten durch
75 bzw. 55 zusétzliche Parameter pro Schicht. Um die Vorteile der Verschiebungs— und
der hybriden Formulierungen zu nutzen, berechnen Jing, Liao (1989) die Spannungen
s'1, 822 §12 ynd $33 auf die konventionelle Art und Weise (Uiber das Stoffgesetz) und
{iber 42 Spannungsparameter die beiden Komponenten S*?und $2 gines 3—schichti-
gen Laminats. Alle drei Formulierungen sind aufgrund des immensen Aufwandes auf
lineare Analysen beschrankt, liefern dort jedoch sehr gute Ubereinstimmungen zu ana-
lytischen Lésungen. Weiterhin sei die Arbeit von Di, Ramm (1993) erwahnt, die auf der
Basis eines modifizierten HELLINGER—REISSNER-Prinzips ein hybrides, 4—Knoten
Element zur linear elastischen Analyse anisotrop geschichteter Platten und Schalen ent-
wickelten.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die beiden transversalen Schubspannungen
aus den Gleichgewichtsbeziehungen am differentiellen Volumenelement

S"|y + 8%+ 803 =0 ‘ (7.59)
8%, + 82|, + 883 =0 (7.60)

durch integration nach der Dickenkoordinate 83 in einer Nachlaufrechnung zu bestim-
men. Mit Hilfe der Gleichung (A.39) des Anhangs Aund den durch die unbestimmte In-
tegration entstandenen Integrationskonstanten kénnen die Oberfléchen--unddie Kon-
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tinuitétsbedingungen in die beiden Gleichungen (7.59) und (7.60) eingebaut werden.
Die dabei bendtigten Ableitungen der Verzerrungen Ej,s und E;;, bzw. der kovarianten
Basisvektoren und somit die zweiten Ableitungen der Verschiebungen lassen sich tiber
die Formfunktionen analytisch berechnen.

7.7 Versteifungseffekt

Der in Kapitel 5.8 festgestelite Versteifungseffekt (Dickenlocking) bedarf bei anisotro-
pen Strukturen, die mit einer C%—stetigen Schichttheorie analysiert werden, einer wei-
teren Diskussion. Die zentrale Aussage des Unterkapitels 5.8.2 war die Tatsache, daB
das Dickenlocking bei Systemen, bestehend aus Faserverbundwerkstoffen, u.a. vom
Verhdltnis des Elastizititsmodul Ej; in Dickenrichtung zum E—Modul E, in Faserrich-
tung abhangt. Bei stark ausgeprégter Anisotropie kann somit bereits die 6—Parameter
Theorie sehr gute Ergebnisse liefern, so daB die EAS—Erweiterung nicht zur Anwen-.
dung kommen muB, siehe Beispiel 8.7.

Durch die Verwendung der Multidirektortheorie auf faserverstarkte Laminate kommt in
bezug auf den Versteifungseffekt ein weiterer beglinstigender Faktor hinzu, Die héhere
Kinematik dieser verfeinerten Schalenformulierung nahert den von der 3—-dimensiona-
len Elastizititstheorie geforderten linearen Verlauf der transversalen Normaldehnung
E 43 durch eine schichtweise konstante Treppenfunktion an. Diese Approximation "ver-
ursacht” von vornherein einen geringeren Fehler als der konstante Verlauf von E,, der
Singledirektortheorie.

Aus diesen genannten Griinden kann die SchluBfolgerung gezogen werden, daB im
Hinblick auf den numerischen Aufwand und der geringen Verbesserung der Ergebnisse
auf eine Erweiterung der transversalen Normaldehnung E,, jeder Schicht L auf eine
schichtweise, in der Koordinate ¢, lineare Dickenénderung mittels der EAS—Methode
verzichtet wird.
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8 Numerische Beispiele

Anhand einer interessanten Auswah! an Berechnungsbeispielen werden die Méglich;
keiten und Vorziige aber auch die Grenzen der Single— und Multidirektortheorie disku-
tiert und Giberprift. Hierzu wurden die in den vorigen Kapiteln entwickelten Schalentheo-
rien in das Programmsystem C A R A T des Instituts fir Baustatik der Universitat
Stuttgart implementiert. Die Wahl der Beispiele erfolgte dabei nach dem Gesichtspunkt
der Abdeckung eines moglichst groBen Anwendungsbereiches. Er soll geometrisch
nichilineares Verhalten (groBe Rotationen und Verzerrungen), Stabilitatsanalysen und
einen unsymmetrischen Laminataufbau beliebiger Schalentragwerke beinhalten.

Zum Vergleich werden die in der Literatur bekannten Beispiele und Versuchsergebnisse
herangezogen.

Die Methoden zur Berechnung von Stabilititspunkten sowie entsprechende Kurvenver-
folgungsverfahren zur Durchfiihrung nichtlinearer Strukturanalysen sind u.a. in Wagner
(1991) und Reitinger (1994) nachzulesen.

8.1 isotroper Balken

Das in Kapite! 5.8.1 zur Erlauterung des Versteifungseffektes der 6—-Parameter Theorie
eingefihrte, einfache Beispiel (Bild 5.17) wird nun emeut behandelt, um einige der be-
schriebenen, grundlegenden Phénomene aufzuzeigen und um die Tauglichkeit der
7—Parameter Theorie zu prifen. In Bild 8.1 sind mit einer Diskretisierung von finf
8—knotigen Elementen in Balkenléngsrichtung die Ergebnisse einer linearen und nhicht-
linearen Analyse gegeniibergestelit.

6—Parameter Theorie 3.281 (18.6%)| 2.978 (15.6%)
7—Parameter Theorie 3.978 (1.5%) |3.479 (1.4%)
3D 4.030 3.530

Bild 8.1: Durchsenkung des Lastangriffspunktes

Der Tabelle ist zu entnehmen, daB der Fehler der 6—Parameter Theorie mit Hilfe des
EAS~Ansatzes deutlich reduziert werden kann, so daB der von der 3—dimensionalen
Elastizitatstheorie geforderte lineare Verlauf der Dickenanderung mit guter Genauigkeit
approximiert wird. Die verbleibenden Abweichungen von 1.5% bzw. 1.4% sind auf die
relativ grobe Diskretisierung zuriickzufiihren. Aus diesem Grunde wurden Konvergenz-
studien durchgeftihrt (Bild 8.2), die mit einer Verfeinerung entlang der Balkenachse die
Konvergenz gegen die exakte Losung bestatigen.
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4.05- lineare Analyse 355 nichtlineare Analyse
_ 4.03 ] 3.53
g2 0.3% 4 0.6%
4.00+ . 3.50 f
2 0.6% 2 0.9% °
& 4P 1.5% s | A 1.4%
2 2
e 3.95 9 3.45]
s | =3
o | a |
89 20 " 40 "0 ' g0 " 100 ' 120 3'ﬁo'1‘0'2’0'3‘0'‘z'o's'o'do'fo
Anzahl der Elemente Anzahl der Elemente

Bild 8.2: Konvergenzstudie

Anhand dieses einfachen Kragarmes soll weiter gezeigt werden, daB auch die Multidi-
rektortheorie imstande ist, das Dickenlocking zu beseitigen. Dabei wird der Balken in
mehrere Schichten unterteilt, so daB die kinematische Beschreibung in Dickenrichtung
verfeinert wird. Es istjedoch darauf hinzuweisen, daB diese Unterteilung keinen mecha-
nischen Hintergrund besitzt. Alle Geometrie— und Materialdaten der Struktur bleiben
unverandert. ' ’

Die Berechnungen in Bild 8.3 zeigen, daB die Abweichungen der Multidirektortheorie
im Vergleich zur exakten Losung mit einer steigenden Anzahl an Schichten abnehmen.
Der Grund fir dieses Phédnomen ist offensichtlich. Der in der Dickenkoordinate lineare
Verlauf der transversalen Normaldehnung wird hierbei durch eine schichtweise kon-
stante Funktion (Treppenfunktion) approximiert. Eine Erhdhung der Schichtanzahl lie-
fert somit eine bessere Anndherung der linearen Verteilung.

lineare Analyse

124 nichtlineare Analyse

relativer Fehler [%]
3
relativer Fehler [%]

2.1% 2.1%
TR TE TS 7 8 8 R B S S Y S S T

Anzahl der Schichten Anzahl der Schichten

Bild 8.3: Balken mit isotropen Schichten

Da diese Analysen ebenfalls mit fiinf Elementen durchgefihrt wurden, kénnen die restii-
chen Fehler von 2.1% bei entsprechend feinerer Diskretisierung ebenfalls beseitigt wer-
den.
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8.2 lsotroper Kreiszylinder ohne Endscheiben

Dieses Beispiel kann als Test flir Schalenelemente interpretiert werden, um ihre Zuver-
lassigkeit beziiglich groBer Deformationen (Verzerrungen und Rotationen) zu tberpri-
fen. Die entsprechenden Geometrie— und Materialdaten sind in Bild 8.4 dargestellt.

P

Geometrie: R = 4,953

L=10.35
h = 0.094

Material: E = 105 10°
v = 0.3125

b A
—T

Bild 8.4: Kreiszylinder unter diametralen Einzellasten

Die Schale wurde mit einer konventionellen 5—Parameter Theorie (mit modifiziertem
Stoffgesetz) sowie mit den bereits bekannten 3—dimensionalen Formulierungen be-
rechnet. Um Vergleiche ziehen zu kénnen, ist mit 20—knotigen Serendipity —Volumen-
elementen eine zusatzliche Analyse durchgefiihrt worden. Das resultierende Last—Ver-
schiebungsdiagramm des Punktes A, Bild 8.5, 148t sich in zwei Bereiche unterteilen.

Uberwiegend
Biegung ————T—— Membran

!
40
30 -
o ]
g 20 |
10 1

Verschiebung von Punkt A

Bild 8.5: Last—Verschiebungskurve
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Im Bereich bis zur gestrichelten Linie wird die Belastung zum gréBten Teil Giber Biegung
abgetragen. Da der Defekt der 6—Parameter Theorie in biegedominanten Lastfallen
auftritt, weicht ihre Lésung von allen anderen Formulierungen ab. Bei einer Verschie-
bung von ungeféhr 3.8 schldgt die Struktur fast durch und es entwickelt sich ein Knick
an der Oberseite des Zylinders. Aufgrund des nachlassenden Biegesinflusses (rechts
von der gestrichelten Linie) nahert sich die 6--Parameter Theorie wieder der 3D—L§-
sung an. Der Grund fiir das unterschiedliche Verhalten der 5—Parameter Theorie liegt
in der Tatsache begriindet, daB diese Formulierung wegen ihres restriktiven Verschie-
bungsansatzes zwar groBe Rotationen, aber nur kleine Verzerrungen abbilden kann.
Die fehlende Berlicksichtigung der Dickeninderung und die damit verbundene Kon-
densation des Stoffgesetzes kénnen dem zunehmenden EinfluB der Normalspannung
in Dickenrichtung nicht gerecht werden.

Die gute Ubereinstimmung der 7—Parameter Theorie mit der 3D~Kurve wahrend des
gesamten Deformationsvorganges unterstreicht den 3—dimensionalen Charakter der
vorgestellten Formutlierung und zeigt, da auch beigroBen Deformationen zuverldssige
Ergebnisse erzielt werden.

Analog zum eingespannten Balken des vorangegangenen Kaplte!s wird der Zylinder
wieder in mehrere Schichten unterteilt, Bild 8.6.

!
/
401 2/o0 — 2 Schichten ohne EAS ;
3/0 -> 3 Schichten ohne EAS
] 2/m -» 2 Schichten mit EAS /
. N I
301 3/m -+ 3 Schichten mit EAS JJ
- /|
B
3 59
20 SDT(6) SDT(5)
10 SDT(7)
MDTZ/m
1 _ MDT3/m

3
Verschlebung von Punkt A

Bild 8.6: Vermmderung des Verstelfungseffektes

Der Abbildung ist zu entnehmen, daB bereits eine Unterteilung in zwei Schichten den
Fehler der 6—Parameter Theorie um ungefahr 75% reduziert. Eine Verfeinerung in drei
Schichten approximiert den wahren Verlauf schon recht gut. Da die 7—Parameter Theo-
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rie bereits mit der 3D —Kurve Ubereinstimmit, ist es selbstverstandlich, daB die Anwen-
dung des EAS~—Konzeptes auf die einzelnen Schichten der Multidirektortheorie
(¢ lineare Dickenanderung pro Schicht) die selben Ergebnisse liefert, Auch in diesem
Beispiel wird die abnehmende Bedeutung der EAS—Erweiterung deutlich, wenn sie auf
die Multidirektortheorie angewendet wird.

8.3 Zweischicht-—-Zugprobe

Dieses Beispiel soll die Computersimulation eines Zugversuches an einem Kreuz- und
Winkelverbund reprasentieren. Dabei werden die Auswirkungen eines unsymmetri-
schen Schichtaufbaus auf das Deformationsverhalten der Flachzugproben aufgezeigt.
Die wesentlichen Strukturdaten der Faserverbundplatte sind in Bild 8.7 beschrieben.

100 mm
oo Qg
unsymmetrischer
Schichtautbau
0°/90°  Kreuzverbund
45° /-45° Winkelverbund
(0°—Richtung in x—Richtung)

X Last : F=10000 N

Geometrie : Schichtdicke=1.6 mm

Material:  E, = 31100 N/mm? Gy
E, = E5 = 7600 N/mm? Gy,

Vip = Vg = Vyg = 0.308

Gy = 2900 N/mm?
2600 N/mm?

Bild 8.7: Zweischicht—~Zugprobe

Die Platte wurde mit 8—knotigen Elementen analysiert. Zur Simulation eines Einspann-
backens sind an den Seiten der Krafteinleitung bis auf die Verschiebung in x—Richtung
alle Freiheitsgrade behindert.

Dabei stellen sich unter der Belastung F die fiir unsymmetrische Laminate typischen
Kopplungseffekte unterschiedlicher Deformationsmodes ein, siehe Bild 8.8. Bei reiner
Membranbeanspruchung entstehen beim Kreuzverbund Verschiebungen aus der Plat-
tenebene; der Verbund zeigt eine Biegeverformung. Entsprechend sind beim Winkel-
verbund die Dehnungen mit einer Torsionsverformung gekoppelt.

Beide Faserverbundlaminate wurden in einer linearen Analyse von Lehar (1985) und
Dorninger (1989) untersucht. Letzterer fiihrte auch geometrisch nichtlineare Berech-
nungen durch, so daB diese Ergebnisse als Vergleich herangezogen werden.
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Biege~—Dehn
Kopplung

.- Torsions—Dehn
Kopplung

Skalierungsfaktor = 100 Skalierungsfaktor = 7

Bild 8.8: Verformte Struktur

In Bild 8.9 ist die Durchsenkung w entlang der y—Achse fiir die entsprechenden
Schichtkonfigurationen aufgetragen.

Kreuzverbund ) Winkelverbund
— linear
w . w
——- nichtlinear Lehar
027 6.07
1 SDT(6) 1
N 0.1 3.0
N I
\\
¢ < y i ==
-50 R -50 -~ Y
-0.1 ~3.01
0.2 SDT(7) / Dorninger -6.01

SDT(7) / Dorninger / Lehar

Bild 8.9: Verformungsverlauf

Die Ergebnisse der 7—Parameter Theorie zeigen fir lineare und nichtlineare Berech-
nungen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Werten von Dorninger (1989). Da der
Kreuzverbund Kopplungen der Dehnungs— und Biegeanteile beinhaltet, zeigt die
6—Parameter Theorie im linearen Fall starke, im nichtlinearen Fall hingegen schwache
Versteifungseffekte. Beim Winkelverbund liefert sie aufgrund der sehr geringen Biege-
momente m*! und m22im Rahmen der graphischen Genauigkeit die selben Resultate
wie die mit dem EAS—Konzept erweiterte Formulierung. o

Auffallig ist die Tatsache, daB bei Bérﬁéksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte
eine erhebliche Versteifung des Systems eintritt.
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8.4 Beullast einer Quadratplatte

Mit Hilfe dieses Beispiels soli der EinfluB des Schichtaufbaus auf die Stabilitatsgrenze
einer Faserverbund—Quadratplatie unter Scheibenbelastung untersucht werden. Da-
bei wird durch die Variation der Faserorientierung anhand eines 24 —~schichtigen Win-
kelverbundes der Laminataufbau bezlglich der kritischen Last (Beullast) optimiert,
siehe auch Kapitel 2.2.1. Der ausgeglichene und symmetrische Graphit—Epoxy--Ver-
bund, Bild 8.10, besteht aus 24 Schichten (+a,-a) 5 und wird fiir folgende Randbedin-
gungen analysiert: einfach unterstiitzt (Querverschiebung ist behindert) bzw. einge-
spannt an allen Randern (Querverschiebung und beide Rotationen sind behindert).

900 mm
Geometrie : Schichtdicke=0.0529 mm

Material ;  E, = 127.5 KN/mm? Gy = Gyg = 5.5 KN/mm?
E, = E; = 11 KN/mm? G,y = 4.6 KN/mm?
. Vi = Vyg = Vo = 0.35 {0%Richtung in x—Richtung)

i
i

Bild 8.10: Quadratplatte unter Druckbelastung

Im Rahmen der Methode der Finiten Elernente kénnen Stabilitatspunkte in erster Nahe-
rung durch die sogenannte klassische Beulanalyse ermittelt werden. Dabei berechnet
sich die maximal ertragbare Last durch Multiplikation der gerade aufgebrachten Bela-
stung mit dem kieinsten Eigenwert eines linearisierten Eigenwertproblems. Aufgrurid
fehlender nichtiinearer Vorbeuldeformationen kann in diesem Beispiel auf begleitende
Eigenwertberechnungen verzichtet werden.

In Bild 8.11 sind die Ergebnisse der Anfangsstabilitéfsanalysen mit 6x6 16—knotigen
Elementen fir unterschiedliche Faserorientierungen der eingespannten und der gelen-
kig gelagerten Platte dargestelitund mit linearen Beul —Finite— Element—L&sungen von
Nemeth (1986) verglichen.

Der Abbildung ist zu entnehmen, daB sowohl die Beullast als auch der entsprechende
Beulmode stark vom gewahlten Faserwinkel abhéngen. Die Schwankungen der kriti-
schen Last betragen fir beide Randbedingungen bis zu 50%. Dabei stimmen die Ergeb-
nisse der 7—Parameter Theorie mit den Referenzwerten im einen Fall exakt und im an-
deren Fall recht gut Uberein. Die 6—Parameter Theorie hingegen Uberschétzt die
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kritische Last flr beide Strukturen. Die Modewechsel bei 51° und 60° wurden jedochvon
beiden Theorien festgestellt, bleiben aber in Nemeth (1986) unerwahnt,

s I ‘ O Modewechsel
3 HNN\"’“*~\\ @ Referenzwert
1.0- ———- SDT(6)
i \ —— SDT(7)

LSBT RIINIIL,
TSRS,
”4::5..:2..0’3’
RaSE

kritische Last
o
>

S SRIII
22502
L5855
RLRARRS
L
25

O"""'4’0'5'0'6'0'

Faserwinkel

Bild 8.11: Abhéngigkeit der Beullast vom Faserwinkel
Die Veranderung der Eigen— bzw. Beulformen Uber die Variationsbreite der Faserwin-
kel ist in Bild 8.12 fiir die gelenkig gelagerte Platte graphisch aufgetragen.

1.44 . 0 Modewechsel
y ® hdherer Modewechsel
1.21 % .
IR N
7 .z‘;:#:‘::“ b \
e LK 27 N
B 10— TR .
S b ~h\\\ AN
-~ .
4 ~ .
:_g . \\\ .
£ 064 ooy ~

BITELRRIRIRS
L2525
R

0.4+

0.2 -

05— 10 ~ 20 " 30 ' 40 ' 50 ' 60 70 ' 80 9
Faserwinkel

Bild 8.12: Wechsel der Eigenformen der gelenkig gelagerten Platte
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Dorninger (1991) stellt bei der-Analyse der Platte mit eingespannten Randern bei einer
Diskretisierung von 4x4 16—knotigen Elementen (=169 Knoten) bei ungeféhr 75° einen
weiteren Modewechse! fest. Diese Aussage kann jedoch sowohi fiir die hier gewéhlte
Diskretisierung als auch bei einer Netzverfeinerung auf 8x8 16—knotige Flemente
(=613 Knoten) oder 14x14 8—-knotige Elemente (=645 Knoten) nicht bestatigt werden.
Der angesprochene weitere Modewechsel ist somit eindeutig auf die grobe Diskretisie-
rung zurlickzufihren.

Firr die praktische Anwendung ergibt sich fir die gelenkig gelagerte Platte im Hinblick
auf die maximale Beullast ein optimaler Faserwinkel von 45°, bei eingespannten
Randern hingegen ein Winkel von 0° (unidirektionale Ausrichtung).

8.5 Durchschlagen einer Zylinderschale

Mit dem in Bild 8.13 dargesteliten Zylindersegment soll das geometrisch nichtlineare
Strukturverhalten einer geschichteten Schale analysiert und der EinfluB scheinbarer
Symmetriebedingungen bei anisotropen Systemen untersucht werden. Das gelenkig
gelagerte Laminat wird zum einen als Dreischicht—Kreuzverbund 90°/0°/90° und zum
anderen als Zweischicht—Winkelverbund 45° /~45° berechnet. Dabei ist die 0°~Rich-
tung in Umfangsrichtung orientiert.

Geometrie : Laminatdicke=12.6

Material : E, = 3.3
E, = E; = 1.1

Bild 8.13: Zylindersegment unter Einzellast

Zum Vergleich des unterschiedlichen Strukturverhaltens beider Laminatsysteme sind
in Bild 8.14 die Last—Verschiebungskurven des Lastangriffspunktes aufgetragen. Der
Abbildung ist zu entnehmen, daB der Winkelverbund (ber den kompletten Deformati-
onsvorgang das steifere Verhalten zeigt, da die Fasern beider Schichten in bezug auf
-die Lastabtragung giinstiger orientiert sind. Ein weiterer fundamentaler Unterschied
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besteht in der Tatsache, daB der Lastpfad des Winkelverbundes ausschlieBlich positive,
der des Kreuzverbundes hingegen positive wie negative Werte enthalt. Das Zwei-
schicht—Laminat besitzt somit ein Rlcksprungpotential, welches bei Entlastung zur
Geltung kommt. Beim Dreischicht—Verbund muB eine Richtungsumkehr der Belastung
das erneute Durchschlagen verursachen.

Flr beide Schichtanordnungen ist das Versteifen der 6~ Parameter Theorie deutlich er-
kennbar. Dabei sind die Abweichungen zum Zsitpunkt des Durchschlagens am groB-
ten, da dort die Biegespannungen ihre Extremwerte annehmen.

7 ~—=- SDT(6) f/
1.24 ==X, — SDT(7) /
i - N /]
ZIN N\ il
1.04 Y/ N /
i / \\ \\ /
os y Winkelverbund
d 45° /45" /
" |
® 0.64
©
ol B \\
04- \ /
4 \\_4//
0.24 Kreuzverbund
. _ 90°/0°/90° \
0.0 \ /
i \\___//
B S S R L R
Durchsenkung w des Lastangriffspunktes

Bild 8.14: Last—Verschiebungskurven des Winkel— und Kreuzverbundes

Da der Kreuzverbund bezlglich Geometrie un d Material symmetrisch ist, genlgt es
ein Viertel der Schale zu diskretisieren. Die Auswirkungen auf das Strukturverhalten ei-
ner Analyse eines Viertelmodells des 45° /~45° —Laminats sind in Bild 8.15 erlautert.
Die Graphik spiegelt die Abweichungen der Last—Verschiebungskurven der Viertelmo-
delle gegeniber der des vollen Systems deutlich wider. Bei Symmetrieliberlegungen
muf somit die korrekte Berlicksichtigung der Anisotropie beachtet werden.

Um sowohl das Durchschlagsverhalten als auch die Nachbeulverzweigungen im insta-
bilen Bereich zu berechnen, wurde eine begleitende Eigenwertanalyse durchgefiihrt.
Neben den beiden Durchschlagspunkten A(10.8, 1.166) und C(19.86, 0.228) existiert
im Punkt B(15.5, 0.756) eine Verzweigung. Die dazugehérige Eigenform istin Bild 8.15
angegeben. Da diese Beulform nicht doppelt symmietrisch ist, wiirde sie somit bei Mo-
dellierung eines Viertels des Zylindersegmentes nicht auftreten.

137



Last F

: ~45°/45° I
1.2 =~ ~———- 1/4System,SDT(7) /)
: e
| 45°)-a5" AN a  Stabilitdtspunkte // /
1.0- / ///m\i\ i
/ /1!

volles System, SDT(7) ;

T8 12 16 | 20 ' 24 28
Durchsenkung w des Lastangriffspunktes

Bild 8.15: Last—Verschiebungskurven und 2. Beulform des Winkelverbundes

8.6 Anisotroper

Kreiszylinder ohne Endscheiben

Um die Brauchbarkeit der in Kapitel 6.3 vorgestellten ANS —Methode auf die 3—dimen-

sionalen 6— und 7-Pal
durch zwei Einzelkréite

rameter Theorien aufzuzeigen, wurde ein anisotroper Zylinder
entsprechend Bild 8.16 belastet. Die dreischichtige 0°/90° /0°

Schale wird mit 4—knotigen Elementen diskretisiert, um die Anwendung der ANS ~For-
mulierung auf starke Nichtlinearitaten, namlich groBe Verzerrungen und groBe Rotatio-
nen zu demonstrieren. Dabei soll die 0°—Richtung der Fasern in Umfangsrichtung ver-
jaufen. Die wesentlichen Strukturdaten des Laminats sind der Abbildung zu entnehmen.

P

. L G12 = G13 = 2900

Geometrie: R=50, L=100 , h=0.1

31100 -
= E, = 10600

Material: E,

m
)
i

Vip = Vig = Vg3 = 0.4

Bild 8.16: Kreiszylinder

unter gegentiberliegenden Einzelkréften
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Die resultierenden Last-Verschiebungskurven mit entsprechenden Konvergenzunter-
suchungen sind in Bild 8.17 zusammengefaft. Da das Verhiltnis der Festigkeitskenn-
werte Eqund E, nurin einer GréBenordnung von ungefahr 1 zu 3 liegt, fihrt die 6—Para-
meter Theorie mit einer Diskretisierung von 10 mal 15 Elementen zu einem deutlichen
Fehler (Dickenlocking). Dieser Versteifungseffekt kann jedoch bei einem gréBeren Ver-
haltnis der Elastizitdttsmoduli E; : E, fast véllig verschwinden, siehe Beispiel 8.7.

2 10x15 4—knotig, SDT(6) -
] ~—— 10x15 4knotig, DT(7) /I
100 — — 15x22 4—knotig, SDT(7) /|
] 7x14 16~knotig, SDT(7) ./
u=4.7 g @ A//
801
o
% 60
(1]
d i
40}
20
0
0

Verschiebung u des Punktes A

Bild 8.17: Last—Verformungsverhalten 4--knotiger Elemente

Jedoch im Bereich starker Nichtlinearitéten (bei einer Verschiebung von ungefahr 3.7)
ist eine Netzverfeinerung nétig, um die Abweichungen zur "Referenzlésung” mit 7x14
16—knotigen Elementen zu verringern und somit die groBen Verzerrungen maoglichst
gut abzubilden. Die entsprechende Adaption auf 15 mal 22 4—knotige Elemenite kann
die Deformation besser wiedergeben,

8.7 Hyperbolische Schale unter diametralen Einzellasten

Die Abhéangigkeit des Versteifungseffektes vom Verhdltnis der Elastizitatsmoduli E;: E
soll mitder in Bild 8.18 dargesteliten und aufBasar et al. (1993) zurlickgehenden hyper-
bolischen Schale verdeutlicht werden. Sie wird durch zwei gegeniibertiegende Einzel-
kréfte belastet und fir zwei unterschiedliche Kreuzverbundschichtungen, namlich
90°/0°/90° und 0°/90°/0°, analysiert (0°~Richtung in Umfangstichtung). Aus Sym-
metriegriinden bez(iglich Geometrie u n d. Material kann die Diskretisierung auf ein
Achtel der Struktur beschréankt werden.
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i1
Geometrie : h = 0.04m h g

hy=hy=hy=hs3 '
L = 20.0m

Mmax = 18.0m , r. = 7.5m

r(2) = rmT"‘s/bz +2°

Material : E, = 40 - 105kN/m?
E, = E; = 10°kN/m?
Vip = Vg = Vpg = 0.25

Gyp = Gyg = Gy = 0.6 - 105%kN/m?

Bild 8.18: Hyperbolische Schale

In Bild 8.19 sind die Last—Verschiebungskurven der 4 Eckpunkte Ay, By, Cy, Dy des
90°/0°/90° — Laminats aufgetragen.

4004 /§y Dy : Cy By
——— 8DT(8)
— SDT(7)
300
w |
2
200
100+
Qo =80~ ko " 2o oo 20 4%
Verschiebung u

Bild 8.19; Last—Verschiebungsdiagramm des 90° /0° /90° —Laminats

Es zeigt sich kein merklicher Versteifungseffekt der 6--Parameter Theorie (SDT(6)) ge-
geniiber der mit dem EAS—Konzept erweiterten Formulierung (SDT(7)). Der Grund
hierfiir ist das groBe Verhaltnis des Elastizitstsmoduls E,in Dickenrichtung zum E—Mo-
dul E, in Faserrichtung von 1 zu 40, so daB die in Gleichung (5.115) hergeleitete
Zwangsspannung Sg,% vernachlassigbar klein ist. Da diese Spannung flr das numeri-
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sche Versteifen verantwortlich ist, bleiben der resuitierende Fehler (5.117) und somit die
"locking”—Probleme sehr gering.

Sowohl die durch grofie Verschiebungen und groBe Rotationen verursachten starken
Nichtlinearitaten als auch den betréchtlichen EinfluB der Schichtfolge aufdas Deformati-
onsverhalten sind in Bild 8.20 dargestellt. Beide Verformungsfiguren entstehen unter ei-
ner Last von 303kN. Ein Laminataufoau von 0°/90° /0° zeigt das deutlich steifere Ver-
haiten, da hier zwei Schichten existieren, in denen die Fasern in Umfangsrichtung
verlaufen und somit in Richtung der gréBten Biegespannungen orientiert sind.
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0°/90°/0° ’ 90°/0°/90°

Bild 8.20: Verformte Konfiguration bei Laststufe F=303kN

Aufgrund der Abhéngigkeit des Versteifungseffektes vom Verhiltnis E, : E, kann die
6—Parameter Theorie bei anisotropen Strukturen auch in biegedominanten Lastfallen
(im Gegensatz zu isotropen Systemen) zu guten Ergebriissen fihren.

8‘.8 Rechteckplatte imter sinusférmiger Flachenlast

Die in Bild 8.21 beschriebene,'gelenkig gelagerte Platte soll zum einen die Grenzen ei-
ner Platten— oder Schalentheorie aufzeigen, die auf einem C'~stetigen Verschie-
bungsansatz (bezliglich der Dickenkoordinate 8% basiert. Zum anderen werden gleich-
zeitig die Vorteile einer CO-stetigen Schichttheorie {Multidirektortheorie) und die
Bedeutung einer korrekten Lasteinleitung bei dickeren, geschichteten Strukturen
herausgearbeitet. Das Laminat wird mit einer sinusférmig verteilten Flachenlast
POGY) = posin%x- sin%versehen und besteht aus 3 Materialschichten, die in bezug
auf das globale Plattenkoordinatensystem um die Winkel 0°/90° /0° orientiert sind..
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Geometrie: b = 3a (a = 20,b = 60) y

Material : E, = 25:-105%N/m?
E, = Eg = 10%N/m?
Vig = Vi3 = Vg3 = 0.25

Ggg = 0.2-108%kN/m? ]
Gyp = Gyg = 0.5-10%N/m? e

Bild 8.21: Rechteckige Platte: Geometrie und Materialdaten

Um die Genauigkeit der vorgestellten Theorien zu priifen, wurden die Abweichungen
der Durchsenkung des Mittelpunktes der Single~ und der Multtidirektortheorie von der
Lésung nach der 3—dimensionalen Elastizitatstheorie von Pagano (1970) berechnet.
In Bild 8.22 sind die relativen Fehler fir unterschiedliche Schiankheiten dargestellt.

Schlankheit S=a/h | 100 50 30 | 20 10 4
SDT(7) 0.4% | 1.2% | 3.5% | 7.2% | 18.0% | 26.9%
MDT 0.0% | 0.0% | 0.4% | 0.8% | 1.2% | 1.3%

Bild 8.22: Fehlerverteilung der Durchsenkung des Mittelpunktes

Die C'—stetige Formulierung (SDT) liefert mit zunehmender Dicke der Platte immer gré-
Bere Abweichungen. Auch die EAS—Erweiterung der 6—Parameter Theorie bringt
keine signifikante Verbesserung (ca. 1/2%) der Ergebnisse. Die Multidirektortheorie hin-
gegen stimmt fir gréBere Schlankheiten (S>50) exakt mit der analytischen Losung
nach Pagano Uberein und zeigt flr dicke Strukturen eine sehr gute Ubereinstimmung.
Selbstverstandlich néhern sich alle vorgestellten Theorien flir zunehmende Schlankhei-
ten der klassischen Laminattheorie an, siehe Braun et al. (1894b).

Die Ursache des schiechten Abschneidens der Singledirektortheorien liegt im unter-
schiedlichen Materialverhalten der einzelnen Schichten begrindet. Diese Werkstoffei-
genschaft resultiert bei dickeren Laminaten in einer zick—zack Verteilung der "in—
plane” ~Verschiebungen Uber die Dicke, die durch die sogenannten Einschichtmodelle
(siehe Kapitel 3.1.2) nicht beschrieben werden kann. In Bild 8.23 ist die normalisierte
Verschiebung

100E,h? :
U= ——-——2h u y 7= rA
poad . h ,
des Punktes P(O/%) Uber die Dicke der Platte aufgetragen. Mit dieser Normalisierung
wird die L&sung nach der klassischen Laminattheorie von der Schlankheit des Systems

unabhéngig, siehe Braun et al. (1994D).
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Bild 8.23: Normalisierte Verschiebung (iber die Plattendicke

Das rechte Diagrammiin Bild 8.23 verdeutlicht den Effekt einer korrekten Lasteinleitung.
Nur durch die Ber{icksichtigung der Dickenénderung jeder einzelnen Schicht kann eine
Belastung an der Ober— oder Unterseite einer Struktur oder am Interface zweier Schich-
ten realistisch erfaBt werden. Der resultierende und nicht durch den Ursprung des Koor-
dinatensystems gehende Verlauf der Verschiebungen zeigt eine noch bessere Uberein-
stimmung mit der analytischen Lésung.

N
Ni

Bild 8.24: EinfluB der Oberfldcheniasten bei zunshmender Schiankheit

Bild 8.24 (linke Abbildung) demonstriert den abnehmenden EinfluB des transversalen
Schubs bei zunehmender Schlankheit des Systems. Auch die korrekte Lasteinleitung
an der Oberseite des Laminats verliert bei diinneren Strukiuren ihre Bedeutung. Die
Kurven iirh=0.2/ 2.0 ndhern sich dem Ursprung des Koordinatensystems, siehe rech-
tes Diagramm,

Die sehr gute Ubereinstimmung der Verschiebungen mit der Referenzidsung laBt befrie-
digende Resultate der Spannungsberechnung erwarten. In Bild 8.25 wurden Normal-
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spannungen aus den entsprechenden, konstitutiven Beziehungen an der Ober— und
Unterseite des Laminats und der mittleren Schicht sowohl mit der analytischen Lésung
nach Pagano als auch mit der in Kapitel 7.6 erlauterten hybriden 3D Finite—Element--
Lésung nach Liou, Sun (1987) verglichen, Dabei sind folgende normalisierte Span-
nungskomponenten verwendet worden.

(§11 ,§22) = phzz(sﬁysﬂ) , (§13,§23) - _plola(Sw, 323)
0

s1@b gsz@b 1
§"(2.3, £3) 5255 £ 5§

=

MDT ‘ -1.006 0.969 -0.104 0.117

Liou, Sun (1987) -1.077 0.975 -0.108 0.118
S=a/h=10

fDT -0.707 0.706. —0.0411 0.0429

Liou, Sun (1987) ~0.709 0.707 | —0.0429 0.0448

0.030

MDT -0.649  0.649 -0.0299
Liou, Sun (1987) ~-0.653  0.646 -0.0298 0.0304

Bild 8.25: Normalisierte "in -—plane"—Spénnungen

Abgesehen von der Normalspannung S'! bei einer Schlankheit von S=4 liefert die Mul-
tidirektortheorie im Vergleich zur aufwendigen Spannungsberechnung der hybriden
Formulierung durchaus konkurrierende und in einigen Fallen sogar bessere Ergeb-
nisse. Die volistandigen und wie in Kapitel 3 bereits erwédhnt, (iber die Dicke unstetigen

Ni

Z
- — Pagano
Tl —— MDT

- 8PT

0.3

g

—0.6-0.4-0.2 02 04 06 ~0.03 ~0.02

1 .03 0.3 1

1 =0.5 ~0.5 1

Bild 8.26: Normalisierte Spannungsverteilung (iber die Plattendicke (S=100)
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Verlaufe sind in Bild 8.26 flr eine Schlankheit von S=100 graphisch aufgetragen. Die
Abbildung bestatigt die fir die Verschiebungen getroffene Aussage, da8 die unter-
schiedlichen Formulierungen bei groBeren Schlankheiten gegen die klassische Lami-
nattheorie konvergieren, auch fiir die Spannungsverldufe. Bei dickeren Strukturen
hingegen, zeigen sich deutliche Unterschiede, siehe Bild 8.27. Wihrend die Singledi-
rektortheorie flir beide Normalspannungen groBe Abweichungen aufzeigt, liefert die
Multidirektortheorie exzellente Ubereinstimmungen zur exakten Ldsung.

4 4
— Pagano
0 0.5 .
QS . —— MDT
) 0.3 - 8DT

. '§22
=031 ~031
~0.5 ' 054"

Bild 8.27: Normalisierte Spannungsverteilung (ber die Plattendicke (S=4)

Wie in Kapitel 7.6 bereits érwéhnt, erweist sich die Berechnung der interlaminaren
Schubspannungen bei geschichteten Strukturen als problematisch. Die Maximalwerte
(an der Plattenmittelflache) der Schubkomponenten kénnen durch die Multidirektor-
theorie Uber das Stoffgesetz recht gut abgeschatzt werden, siehe Bild 8.28.

&13/q b 23,8

5 (0,2,0) S (2,0, 0)
MDT . —0.485 -0.0338
Liou, Sun (1987) -0.360 -0.0326

S=a/h=100

MDT ~0.448 ~-0.0115

Liou, Sun (1987) R D e

Bild 8.28: Normalisierte, transversale Schubspannungen

Werden jedoch die vollstandigen-Spannungsverlaufe (ber die Dicke des Laminats auf-
getragen, Bild 8.29, so wird deutlich, daB die Bedingungen der Kontinuitét am Interface
zweier Schichten sowie die Spannungsfreiheit an der Ober— und Unterseite der Struk-
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tur nicht erfUlit werden. Weiterhin ist zu beobachten, daB die von der Multidirektortheorie
errechneten Spannungsverteilungen in jeder Schicht einen Durchschnittswert des ana-
Iytischen Verlaufes von Pagano reprasentieren.

b4 ~—— Pagano Z
0.5 —— MDT (3 Schichten) 0.5 1
0.3 1
0.1
~0.1
-0.3
~0.5 ~ -
§%(10,0,2) , S =4 §3(0,30,2) , S = 100

Bild 8.29: Normalisierte Schubspannungsverteilung lber das Stoffgesetz

Um ein qualitativ besseres Ergebnis zu erhaiten, wurden die beiden aueren Schichten
jeweils in 4 Unterschichten unterteilt, Bild 8.30. Aus Grinden der Ubersicht und im Hin-
blick darauf, daB die Werte Durchéchnittsgréﬁen darstellen, wird dabei nur der Wert an
der Schicht— bzw. Unterschichtmittelfidiche eingezeichnet. Der wahre Verlauf wird bei
beiden Schlankheiten gut approximiert.

Z ~— Pagano Z
0.5 o MDT (9 Schichten) 05
0.3 1 0.3 \
0.1 011

" .001 -002

528(10,0,2) . S

4 $13(0,30,7) , S = 100

Bild 8.30: Normalisierte Schubspannungsverteilung - Verfeinerung

Wenn die Spannungen, wie in Kapitel 7.6 erlautert, iber die Gleichgewichtsbeziehun-
gen am differentieilen Volumenelement fur die SDT berechnet werden, stellt sich fiir
hohe Schlankheiten fir 512 eine sehr gute und fiir $2 eine akzeptable Ubereinstim-
mung zur analytischen Ldsung ein, siehe Bild 8.31. Es st deutlich zu erkennen, daB die
beiden Bedingungen am Interface sowie an der Ober— und Unterseite exakt erfllt sind.
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0.5
0.3 \

0.1 7

—oql 01 -02 -03 -0.4

-0.3 —/
—-0.5

§1%(0,30,2) , S = 100 522(10,0,2) , S = 100

Bild 8.31: Normalisierte Schubspannungsverteilung aus dem Gleichgewicht

Da die Singledirektortheorie den komplizierten Verschiebungsverlauf Uber die Dicke bei
maéBig dicken bis dicken Laminaten nicht beschreiben kann, ist es nicht verwundetlich,
daf auch die Spannungsriickrechnung aus dem Gleichgewicht flrr geringe Schlankhei-
ten starke Abweichungen liefert (Bild 8.32).

z — Pagano 4

0.5 ; S . —— 8DT 057
031 \\'\\\2 03 1
01t 1 \\ 01t
04t -01 -02 -03 ,~o.4‘l C_oat
...0.3_.

~054

§13(0,30,2) , S=4 v $28(10,0,2) , S =4

Bild 8.32: Normalisierte Schubspannungsverteilung aus dem Gleichgewicht

8.9 Sandwich—Platte

Die in Bild 8.33 beschriebene, gelenkig gelagerte Sandwich—Platte soll die Anwen-
dung der Multidirektortheorie auf Laminate aufzeigen, die sich durch extreme Dicken—
und Steifigkeitsunterschiede der einzelnen Schichten auszeichnen. Da die Schlank-
heit der AuBenschichten 1/10 von der des Laminats betragt, 148t sich somit die Simula-
tion des Deformationsverhalten von sehr diinnen Strukturen demonstrieren. Das Mate-
rial der duBeren Lagen ist deutlich steifer als das des Kerns, der in der 1-2
Ebene (£ xy—Ebene) als transversal isotrop angenommen wurde. -
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Last:  p(xy) = posin%-sini‘bz
Geometrie: b =a =1

hy = hg = h/10

h, = 8h/10
Material der

AuBenschichten:
E, = 25-10%N/m?

Material des
Kerns:

E, = E, = 0.4-10%kN/m?

E, = E5 = 10%N/m?

Vip = Vyg = Vog = 0.25
Gy = 0.2:108%kN/m?
Gyp = Gyz = 0.5-10%N/m?

Eg = 0.5:108kN/m?

Vip = Vg = Vgp = 0.25
Gyp = 0.16-105kN/m?
Gy = Gy = 0.6:10°kN/m?

Bild 8.33: Sandwich—Laminat: Geometrie und Materialdaten der Schichten

Mit Hilfe der im vorigen Beispiel erwahnten Normalisierungen der Verschiebungen und
Spannungen lassen sich die Werte bzw. die Veridufe pragnanter Punkte auftragen. In
der linken Abbildung in Bild 8.34 zeigt sich aufgrund der deutlich unterschiedlichen
Festigkeitskennwerte der AuBenschichten gegeniiber dem Kern ein extrem ausgeprag-
ter Verschiebung'sverlauf Uber die Sandwichdicke, der von der Singledirektortheorie
selbstverstandlich nicht erfaBt werden kann. Die Konvergenz gegen die klassische La-
minattheorie bei abnehmender Strukturdicke istin der rechten Abbildung zu erkennen.

b4 b4
h=0.25 Fos MDT los
—~- 8DT(7) __‘__/.,A__/% h=0.01 __._._._/_.z__///y//
——— MDT T 0-3/ ——- h=0.1 0'/3’1/
/ —— R a
L, ~ h=0.25 1/ ~
-2 -1 '// 1 2 -2 -1 '7, T 2
// .
/~03 foat
. S g—
—F o5t s

Bild 8.34: Normalisierte Verschiebung (ber die Plattendicke des Punktes (0, a/2)

Obwohl kein analytischer Verlauf der Verschiebungenvorliegt, zeigt sich in den Normal-
spannungen, daB fir dicke wie flr diinne Strukturen mit der Multidirektortheorie sehr
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gute Ergebnisse erzielt werden, siehe Bild 8.35. Die Abweichungen zur analytischen Lé-
sung nach Pagano (1970} liegen flir kleine Schlankheiten (S=4) zwischen 3.5 und 4.5%,
flr hohe Schlankheiten (S=100) hingegen bei 0.0 bis 0.2%. Die Singledirektortheorie
liefert, &hnlich wie in Beispiel 8.8, erst fiir diinne Systeme ($>50) akzeptable Resultate.

ks 8
5 5
w LL
2 2
& 8
[ o
[O QR t t 0 Lty : -
410 20 50 100 410 20 50 100
Schlankheit S Schiankheit S

Bild 8.35: Abweichungen der Normalspannungen von SDT und MDT

Auch bei der Analyse von Sandwichlaminaten zeigt sich eine befriedigende Abschét-
zung der maximalen Schubspannungswerte an der Plattenmittelfliche, siehe Bild 8.36.

18 A &23 4.
S (0,5,0) $%(5,0,0)
S=a/h=4
S=a/h=10
MDT ~ ~0.310 -0.0541
S=a/h=100

MDT -0.329 -0.0331

Bild 8.36: Normalisierte transversale Schubspannungen

Die Muttidirektortheorie liefert auch bei diinnen Laminaten sehr gute Verschiebungs—
und *in—plane”-Spannungsergebnisse, denn bei einer Schlankheit der Struktur von
S, = 100 betragt die Schlankheit der AuBenschichten gleich 1 zu 1000.
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8.10 Wandartiger Einfeldtrager unter Gleichstreckenlast

Dieses Beispiel soll die Vielseitigkeit der Multidirektortheorie bezlglich der korrekten
Erfassung lokaler Oberflachenlasten demonstrieren. Ein wandartiger Einfeldtrager, der
im Silo— und Behalterbau Bestandteil der Baukonstruktion ist, wird Gblicherweise im
ebenen Spannungszustand als Scheibentragwerk analysiert, Theimer (1975). Im Rah-
men dieser Arbeit wird der Trager jedoch Uber die Hohe mit einem Element diskretisiert.
Jedes Element bestent aus 5 Schichten, so daB der Einfeldtrager als dicker, geschichte-
ter Balken interpretiert werden kann, siehe Bild 8.37.

P Koo
ag

5L

IES

=3
LSABN
e

oY A
0.1L 0.1L . "~'v:,::~ . T ’:
Geometrle : L=10,b=1. o b

Bild 8.37: Ebenes Spannungsproblem: Strukturdaten und Diskretisierung

Die Ergebnisse der Multidirektortheorie werden mit der analytischen L&sung nach
Schleeh (1964) verglichen. Durch die Einflihrung der Airyschen Spannungsfunktion
kénnen die 2 Gleichgewichtsbezienungen, die 3 geometrischen Bedingungen und die
3 elastostatischen Gleichungen in eine homogene, partielle Differentialgleichung vierter
Ordnungtransformiert werden. Diese sogenannte Scheibengleichung oder Bipotential-
gleichung istvon den Elastizitatskonstanten Eund v unabhingig und gilt somit flr jeden
homogenen und isotropen Werkstoff, der dem Hookeschen Gesetz genigt.

in Bild 8.38 sind die Normalspannungen beziiglich des globalen Koordinatensystems
{iber die Dicke des "Balkens" aufgetragen. Die Spannungsverteilung in x—Richtung der
Multidirektortheorie zeigt eine gute Ubereinstimmung zur analytischen Lésung nach
Schleeh. Aufgrund des CO-stetigen Verschiebungsansatzes und einer Poissonzahl v
von 0.0 ergibt sich die transversale Normalspannung {y—Richtung) als "schichtweise” -
konstante Treppenfunktion, die jedoch die exakte Spannungsverteilung zufriedenstel-
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lend approximiert. Die Einleitung der Last an der Oberseite des "Balkens” wird von der
Multidirektortheorie sehr gut berlicksichtigt, denn die Abweichung betrégt nur 3.7%.

. y
——— Schleeh
——-—~ MDT (5 Schichten)
------ SDT(7)
A — ; e -5 - , : |
-05 00 05 1.0 15 -1.0 -0.5 0.0
S%b/p SY-b/p

Bild 8.38: Normalisierte Spannungsverteilung im Punkt x=L{2

Eine Erhéhung der Schichtanzahl auf 9 reduziert den relativen Fehler unter der Last auf
1.4%, siehe Bild 8.39. ’

y y
Schleeh

—-—=- MDT (9 Schichten)

T

-05 0.0

05 10 15 20 -05 00
"S%-b/p S¥<b/p

Bild 8.39: Normalisierte Spannungsverteilung im Punkt x=L/2
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9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung und Bewertung

Ausgangspunkt f(r diese Arbeit ist der aus dem zunehmenden Bedarf und der weit ver-
breiteten Verwendung von Faserverbundwerkstoffen fir Flachentragwerke resultie-
rende Wunsch, fir jede physikalisch und anwendungstechnisch sinnvolle Laminatkon-
struktion ein adéquates Berechnungsmodeli zur Verfligung zu stellen. Besondere
Aufmerksamkeit soll dabei auf die folgenden Gesichtspunkte gelegt werden:

e Auf der Basis 3—dimensionaler Stoffgesetze sollen geometrisch nichtlineares
Strukturverhalten und im speziellen groBe Deformationen (Verzerrungen und Rota-
tionen) beschreibbar sein. Der damit verbundene mégliche Verlust der Tragféhig-
keit muB durch entsprechende Stabilitdtsanalysen diskutiert werden.

e AufMaterialebene muB nahezu jeder beliebige Schichtaufbau zugelassen sein, d.h.
beliebig viele Schichten, jede Schicht mit beliebiger Dicke, orthotropem Material
und beliebiger Lage der Orthotropieachsen innerhalb der Schalenebene.

o Als direkte Folge dieser beiden Punkie wird eine bezliglich der Dickenkoordinate
CO-stetige Schichttheorie entwickelt, die durch die Erfassung der Dickenanderun-
gen der einzeinen Schichten und somit des gesamten Laminats lokale Effekte be-
schreiben kann.

Zur Realisierung dieser Forderungen und zur Umsetzung in nichtlineare Schalentheo-
rien wurden zunéchst durch eine systematische Herleitung (Kapitel 2) der charakteristi-
schen Merkmale der Faserverbundwerkstoffe die wesentlichen Unterschiede dieser
"Werkstoffe nach Maf” zu konventionellen Materialien aufgezeigt.

Eine intensive Aufbereitung (Kapitel 3) der in der Literatur zahlreich vorhandenen, unter-
schiedlichen kinematischen Ansétze sowie ein breites differentialgeometrisches und
kontinuumsmechanisches Fundament (Kapite! 4) komplettieren das Ristzeug zur Ent-
wicklung nichtlinearer Schatenformulierungen fir geschichtete Strukturen.

Um einen 3-dimensionalen Verzerrungs- und Spannungszustand beschreiben zu
kénnen, wurde in eine herkdmmiiche Schalentheorie mit C'—stetigem Verschiebungs-
feld (beziiglich der Dickenkoordinate) die Dickendnderung als sechster Freiheitsgrad
mitaufgenommen (Singledirektortheorie, Kapitel 5). Dieser Ubergang von einer 2—di-
mensionalen Betrachtungsweise zu einem 3D—Kontinuum erméglicht.zum einen die
Berlicksichtigung groBer Deformationen und zum anderen den Einsatz beliebiger, un-
veranderter 3—dimensionaler Stoffgesetze. Bei der Analyse isotroper Strukturen, die
die Belastung primar Gber Biegung abtragen, zeigt die Theorie jedoch einen Verstei-
fungseffekt (Dickenlocking) der GréBenordnung v2, der durch entsprechende Metho-
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den der h— oder p—~Adaption nicht behoben werden kann. Es wurde gezeigt, daB der
Fehler bei anisotropen Tragwerken vom Quotient des Elastizitatsmodul Ej; in Dicken-
richtung zum E—Modul E; in Faserrichtung und von den beiden Querdehnzahlen v,,
und v,3 abhéngt.

Der Versteifungseffekt wurde durch das "enhanced assumed strain” Konzept auf der
Basis einer hybrid—gemischten Formulierung (Kapitel 6) beseitigt. Dabei wird auf
Elementebene. (iber eine zusétzliche Variable B,, (7—Parameter Theorie), jedoch bei
gleichbleibender Gesamtanzah! an Unbekannten, der benétigte, lineare Normaldeh-
nungsverlauf erzeugt. Weiterhin wurden die aus herkdmmlichen Schalentheorien (5 Pa-
rameter) bekannte "assumed natural strain” Methode und das "enhanced assumed
strain” Konzept zur Beseitigung des "shear”~ und "membrane—locking” niedrig inter-
polierter Schalenelemente auf die Singledirektortheorie Ubertragen. Somit besteht die
Méglichkeit, Analysen anisotrop geschichteter Flachentragwerke mit vollintegrierten
4-knotigen Elementen durchfihren zu kénnen. k

Zur Berechnung anisotrop geschichteter Laminate mit "beliebigen” Dicken— und/oder
Steifigkeitsverhaltnissen der einzelnen Schichten st eine nichtlineare, 3—dimensionale,
CO-stetige Schichttheorie (Multidirektortheorie, Kapitel 7) entwickelt worden, die die
Singledirektortheorie als Spezialfall enthéalt. Unter Berlicksichtigung schalentypischer
Eigenschaften, wie z.B. Beschreibung des Schalenraumes Uber eine Referenzflache,
2-dimensionale Netzgenerierung und explizite Integration der Steifigkeitsmatrix kann
die Formulierung Lésteinleitu'ngspro‘b'leme, lokale, interlaminare Effekte und Dickenén-
derungen der einzelnen Schichten simulieren. Der angesprochene Versteifungseffekt
(Dickenlocking) spielt bei Schichttheorien fiir Laminate aus zwei Griinden eine unter-
geordnete Rolle. Unabhéngig von der verwendeten Kinematik ist bei stark ausgéprég-
ter Anisotropie der Fehler sehr gering. Zusétzlich wird der geforderte lineare Verlauf der
transversalen Normaldehnung aufgrund der héheren Kinematik durch eine stiickweise
konstante Treppenfuhktion angendhert. Der resultierende Fehler ist somit ohnehin ge-
ringer als bei der Singledirektortheorie, die den linearen Verlauf durch eine konstante
Funktion approximiert. Auf die erwahnte EAS—Erweiterung zur Beschreibung einer
schichtweise linearen Dickendnderung kann somit, auch im Hinblick auf den hohen nu-
merischen Aufwand verzichtet werden. ‘

Zahlreiche und in bezug auf den Anwendungsbereich breit gestreute Testbeispiele (Ka-
pitel 8) dokumentieren die Brauchbarkeit der Single— und Multidirektortheorie:

— Die Analyse eines isotropen, eingespannten Balkens (Beispiel 8.1) sowie die Erfas-
sung groBer Deformationen eines isotropen Kreiszylinders (Beispiel 8.2) zeigen
eindrucksvoll, da sowoh! die Singledirektortheorie (7 Parameter) als auch die
Multidirektortheorie das Dickenlocking vollstandig beseitigen. Aufgrund der kine-
matischen Verfeinerung in Dickenrichtung (mehrere Schichten) durch die Multi-
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direktortheorie verliert die Anwendung der EAS—Erweiterung auf die einzelnen
Schichten deutlich an Bedeutung. Die gute Ubereinstimmung der vorgesteliten
Theorien mit 3D—Vergleichsrechnungen unterstreichen, im Gegensatz zu her-
kémmilichen 5—~Parameter Theorien, den 3—dimensionalen Charakter beider Scha-
tenformulierungen.

Einfache Zugversuche an unsymmetrisch geschichteten Flachzugproben (Beispiel
8.3) demonstrieren die Kopplung unterschiedlicher Deformationsmodes. Unter rei-
ner Membranbeanspruchung entstehen beim Kreuzverbund Biegeverformungen,
beim Winkelverbund hingegen Torsionsverformungen.

Anhand eines 24—schichtigen Winkelverbundes (Beispiel 8.4) unter Scheibenbela-
stung werden die Faserwinkel der einzelnen Schichten beziiglich der kritischen Last
(Beullast) optimiert. Dabei ergeben sich flr beide Randbedingungen (gelenkig ge-
lagert und fest eingespannt) starke Abhéngigkeiten der Beullast und der zugehri-
gen Beulmodes vom gewéhiten Winkel mit Unterschieden der Stabilitatsgrenze bis
zu 50%. Auch in diesem Beispiel ist das Versteifen der 6—Parameter Theorie zu er-
kennen, Die maximal ertragbare Last wird bei gelenkig gelagerten Réndern bei ei-
nem Faserwinkel von 45°, bei eingespannten Randern hingegen bei 0° erzielt.

Ein gelenkig gelagertes Zylindersegment (Bejspiel 8.5) unter mittiger Einzelkrait
dient zur Untersuchung des Einflusses scheinbarer Symmetriebedingungen aniso-
troper Laminate auf das Struktur— und Stabilitatsverhalten. Die geometrisch nichtli-
neare Analyse eines Zweischicht—Winkelverbundes unter Ausnutzung geometri-
scher Symmetriebedingungen zeigt deutliche Abweichungen gegeniber den
Berechnungen am vollen System. Die entsprechenden, nicht doppelt symmetri-
schen Beulformen kénnen am Viertelmodell nicht festgestelit werden. Ein weiteres
interessantes Ergebnis ist die starke Abhangigkeit des Durchschlagverhaltens vom
Schichtaufbau des Zylinders. Wahrend der zweischichtige Winkelverbund bei Ent-
lastung ein Riicksprungverhalten (nur positive Lastwerte) zeigt, muB bei einem Drei-
schicht—Kreuzverbund eine Umbkehr der Belastung das erneute Durchschlagen
verursachen (positive und negative Lastwerte). ‘

Die Analyse eines anisotropen Zylinders unter gegeniiberliegenden Einzelkréften
(Beispiel 8.6) bestétigt die Anwendung der assumed natural strain Methode auf die
Singledirektortheorien. Dabei liefert die 6 — Parameter Theorie bei der Beschreibung
der groBen Deformationen aufgrund des geringen Verhéltnisses Eg : E, der Elastizi-
tatsmodulivon 1 zu 3 deutliche Versteifungseffekte. Bei gréBeren Unterschieden der
Elastizitatskennwerte E, und E; kann das Dickenlocking jedoch vollkommen ver-
schwinden, wie die geometrisch nichtlineare Berechnung der dreischichtigen, hy-
perbolischen Schale (Beispiel 8.7) demonstriert. Das Verhéitnis der E—Moduli liegt
in der GréBenordnung von1 zu 40, so daB die resultierende Zwangsspannung sehr
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gering und der "locking”~Fehler vernachléssigbar ist. Eine wichtige SchiuBfolge-
rung ist die Aussage, daB auch die 6—Parameter Theorie bei Berechnungen aniso-
trop geschichteter Laminate, die die Belastung tiber Biegung abtragen, sehr gute
Resultate liefern kann (im Gegensatz zu isotropen Strukturen).

Die Untersuchungen einer 3~schichtigen, gelenkig gelagertén Platte (Beispiel 8.8)
verdeutlichen die Grenzen einer Schalenformulierung mit C'—stetigem Verschie-
bungsfeld. Unterschiedliche Schubverformungen der einzeinen Schichten lassen
aus einer urspringlichen Normalen auf der Mittelfliche nach der Deformation eine
zick—zack Linie entstehen. Da der EinfluB des Schubes bei gréfieren Schlankheiten
abnimmt (Konvergenz gegen klassische Laminattheorie), kann die Singledirektort-
heorie erst fir Schlankheiten groBer 30 befriedigende Resultate der Verschie-
bungs~- und "in-plane”—Spannungsverlaufe liefern. Die Multidirektortheorie hin-
gegen ist sowohl fiir dlinne als auch flr dicke Laminate einsetzbar. Weiterhin
wurden Probleme der korrekten Lasteinleitung sowie der Beschreibung interlami-
narer Schubspannungen diskutiert. Die Maximalwerte der transversalen Schub-
komponenten werden durch die Multidirektortheorie Gber das Stoffgesetz recht gut
abgeschatzt. Jedoch die Bedingungen der Kontinuitdt am Interface benachbarter
Schichten und der Spannungsfreiheit an der Ober— und Unterseite der Struktur las-
sen sich bei Berechnungen ber die konstitutiven Gleichungen nicht realisieren.
Eine qualitative Verbesserung liefert das in der Schichttheorie steckende Verfeine-
rungspotential, indem einzelne Schichten in Unterschichten unterteilt werden. Ein
genauerer Verlauf der Spannungen kann aber erst durch die Ruckrechniung Gber
die Gleichgewichtsbeziehungen erreicht werden. Die fir dieses Beispiel getroffe-
nen Aussagen kdnnen eins zu eins auf das gelenkig gelagerte Sandwich Laminat
(Beispiel 8.8) Gbertragen werden. Die Multidirektortheorie kann somit auch auf Sy-
steme mit extrem unterschiedlichen Dickenverhaltnissen bei einer Schlankheit gin-
zelner Schichten von 1 zu 1000 angewendet werden.

Die Berechnung der Spannungsverteilung eines wandartigen Einfeldtragers (Bei-
spiel 8.10) spiegelt das Anwendungspotential der Multidirektortheorie wider. Durch
die Berlcksichtigung der Dickenanderungen der einzelnen Schichten kénnen La-
steinleitungsprobleme an der Ober— oder Unterseite einer Struktur bewaltigt wer-
den. Die Analyse des Tragers mit sinem Element Uber die Dicke (bestehend aus finf
bzw. neun Schichten) liefert einen relativen Fehler der Normalspannungen unter der
Last von 3.7%, bei einer Verfeinerung auf neun Schichten nur noch 1.4%.
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9.2 Fazit und Ausblick

Alle Platten— und Schalentheorien zur Analyse des Deformationsverhaltens beliebig
geschichteter Strukturen basieren im wesentlichen auf 2 Saulen, die mit den Begriffen
Kinematikmodell und Materiaimodell umschrieben werden kénnen. Der heutige For-
schungsstand beider Anteile steht zueinander in einem kontréren Verhéitnis.

Die Entwicklung von Schalentheorien mit unterschiedlichen Approximationsstufen des
Verschiebungsansatzes (ber die Strukturdicke kann als abgeschlossen angesehen
werden. Alle physikalischen GréBen (Verschiebungen, Verzerrungen, Spannungen)
eines beliebig aufgebauten Laminats unter Lasteinwirkung lassen sich mit exzellenter
Genauigkeit berechnen.

Auf Materialebene hingegen stehen die Forschungsaktivitdten erstam Anfang ihrer Ent-
wicklung. Dies ist aufgrund des relativ jungen Werkstoffes (im Sinne der industriellen
Nutzung) nicht verwunderlich, wenn bedacht wird, daB selbst das nichtlineare Mate-
tial— und Schadigungsverhalten des deutlich dlteren und etablierteren Werkstoffes Be-
ton oder Stahlbeton bis zum heutigen Tage noch nicht hundertprozentig einer Compu-
tersimulation zugénglich ist. Die zahlreichen und komplizierten mikromechanischen
Bruchvorgange im Faser—Matrix—Verbund mit méglichen Auswirkungen auf das glo-
bale Strukturverhalten, RiBbeginn, beliebiger RiBfortschritt sowie elasto—plastisches
Materialverhalten des Laminats lassen keine eindeutige und befriedigende Versa-
gens— und Schadigungscharakteristik zu. Auch die Beschreibung des interlaminaren
Versagens, d.h sowohl der Delaminationsbeginn als auch der Fortschritt ist keineswegs
geklart. So kommt Rinderknecht (1994) in seiner Arbeit Gber Delamination in Faserver-
bundplatten zu folgender SchiuBfolgerung:

..Insbesondere zur Simulation der zweidimensional fortschreitenden Delamination so-
wie zur Verwendung schadensmechanischer Ansétze sind bis dato nur wenig Veréffent-
lichungen erschienen und noch viele Fragen offen.
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A  Anhang

In diesem Kapitel werden, zum besseren Verstandnis der Arbeit, einige wichtige Re-
chenregeln der Tensoralgebra und Tensoranalysis im EUKLIDischen Vektorraum 8,
erlautert. Diese Zusammenstellung erhebt jedoch keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.
Ausfuhrliche Erklarungen zur Tensorrechnung finden sich u.a. in de Boer (1982), Kling-
beil (1989).

A1 Tensorbegriff

Die Definition eines Tensors kann als lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen
¥ und W eingeflhrt werden.

T.{‘V"’GW A1
o V> w=Ty mit VET , weW |, (A1)

wobei folgende Linearitdtseigenschaften ihre Gliltigkeit besitzen.
Tu+v)=Tu+ Tv
T(av) = aTv ‘
Im Rahmen dieser Arbeit werden die beiden Raume 7 und W mit dem EUKLIDIschen
Vektorraum &, identifiziert. Durch das tensorielle oder dyadische Produkt 2weier Tenso-
ren 1, Stufe:

T=u®v (A.3)
kann im Produktraum 8; ® 8, ein Tensor 2. Stufe definiert werden. Er gentigt folglich
auch den Eigenschaften (A.1) und (A.2). Mit Hilfe der Darstellung eines Vektors u in sei-
ner ko— und kontravarianten Basis

} uwveT, R (A.2)

u=ug =uyg . (A4)
1&Bt sich der Tensor 2. Stufe beziiglich seiner Basis umschreiben.

T=u®v=uingi®gj=T"'gi®9;=Tﬁg‘®gi (A.5)
Analog kdnnen Tensoren n—ter Stufe definiert werden:

T = Ti‘"'i"gi‘ ®g, ® - Qg = Ti,..vingi' ®Rg:® - Qgh (A.8)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daB auch gemischt—variante Tensoren n—ter
Stufe existieren, die aber in dieser Zusammenstellung keine Beriicksichtigung finden.

A.2 Tensoraigebra

e Muitiplikation eines Tensors mit einem Skalar .. € R

R = 7\.5 — )\‘Sih..in gh ® o e » ® gin = Rh---in gi‘ ® PN ® gin
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Addition zweier Tensoren
S = Gliwh 9,® - -®g , T= Thtoin 9,® - ®g,
R=S+T-= (SI‘.,‘in + Ti“..i,.)gi‘ ® - ®g,
- Rlp--'ngh ® - ®g, = T+8
Einfache Kontraktion (Verjiingung) zweier Tensoren
R =87 = (S'g) (T'g) = STg; = 8T, = T8

R=S8T-= (Sijgi ® 9,)'(Tk9k) = Sikagjkgi = SijTjgi = Rigl

il

R =8T=(s'g) (Thg; ® g,) = S'THg,g, = §;Tkg, = Rkg,

R=8T=(Sig;®g) (T, ®g) = 8T, 9,® 9, = Rlg ® g,

R=8T=(s"g®9g,®9,®9) (19 ® gn)
= SHT™Mg, 9,® g;® g, ® gn = R*'g,® g, ® 9, ® gn
Doppelte Kontraktion zweier Tensoren
R=8:T=(Slg®g): (Mg, ®g) = SiTHg, g, = SIT,
=§TI=T:8 '
R=8"T=(Slg®g) (Mg, ®g) = S1Tg,g = 8IT; = §: 77
=gTh="T"8
R=8:T=(SMg,®9,®g,®9): (Tgn ® gn)
= sT™g, 9,,9,® g, = $T9,® g, = Rig; ® g,
R=8:T=(Slg®g): (™M""g, ® g, ®gn®gn)
= §ITMM g, 9,9m ® gn = S T™gr, ® gy = R™gm @ gn
Tensorprodukt zweier Tensoren
S=8ing ® --®g, , T=Tihg ® - ®g
R=8SQ®T-= S‘1---""T"1"'i"gi‘ @ 89, ®g ® By,
= Ri,...i,,.+..gi1 ® - ®g
Metriktensor g ist Einheitstensor
g'A = (g;9' ® g) (Ayg* ® g) = Ayg;o*g'®g' = Ag®g =A
Transponierter Tensor 2. Stufe

T=u®v=uvg®g — T =veu=uig®g =Tigag,
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R-(ST) = (R'g)-(S*g; ® g,)-(T'g) = (R'g) (ST, g) = R;SkT, (A.20)
= (8TR=T(S"R) = 8"R)'T
CRILES - (A.21)
e Spur eines Tensors 2. Stufe
S = tr(8") = 8:g = (Siy; ® g) : (M9, ® 9) = Sighg,g; = Slg; (A22)
(S T) =8:T=(Slg®g): (Mg, ®g) = STy = tr(T-S) = r(S-TT) (A.23)

tr(§+ T = trS +4rT (A.24)
o Determinante eines Tensors 2. Stufe

det(8-T) = det(T-S) = detS detT (A.25)

det(a8) = o®detS mit a€ER’ © (A.26)

det(S~") = (detS) " (A.27)
o Rechenregeln

R®ES+T)=R®S+RRT (A.28)

RIEBR®T)=RIS)RT (A.29)

MERT) =A8QR@T=8SQR\T =(S®T)r mit LER (A.30)

SRT=T®S (A.31)

S®M =TS’ : (A.32)

o Ein Tensor 2. Stufe kann als Summe eines symmetrischen und eines antisymmetri-
schen Anteils dargestelit werden.

8 =16 +80) +1(5-8" = Sym + Sagym (A.33)

Bemerkung:

¢ Alle hier aufgefiihrten Regeln und Rechenvorschriften gelten unter Zuhilfenahme
des Kroneckersymbols selbstverstandlich auch fir Verknlpfungen einer ko— mit
einer kontravarianten GréBe.

A3 Tensoranalysis

o Partielle Ableitung bezliglich krummlinigerlKoordinaten L

0, =20
() = 5 . . (A.34)

o Ableitungsgleichungen nach GAUSS und WEINGARTEN { £ partielle Ableitungen
der kovarianten Basisvektoren)

Gop = TT,0y + I‘gﬁg3 (A.35)
934 = It 95 (A.36)
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Kovariante Ableitung bezliglich des Schalenraumes
S'|; = 8| + Sk

Sil; = 8y =~ §,T}

Si), = 8.3 + sirl, + s'rl

Si]'k = Si],k - SIjF!k - Silr]!k
CHRISTOFFEL--Symbole im Schalenraum

(A37)
(A.38)
(A:39)
(A.40)

CHRISTOFFEL~Symbole sind definiert, um die partiellen Ableitungen der kovari-
anten Basisvektoren, Gleichung (A.35) und (A.36), auf die Basis zurlickzufiihren.
Sie reprasentieren die Komponenten dieser differentiellen Anderung in Richtung

der tangentialen, kovarianten Basisvektoren.
[l =0.9" = ~009;=95,9 =T}
rgg = Q4393 = Gpo' 93 = F‘Sa

- g;=Tjg, . 9= -Tg" mit g3 =0s3=0

Felder
Skalarfeld: a,f: D C 8y - R
Vektorfeld:  s,t: D C 8, — 8,

Tensorfeld der Ordnungn: S, T:DC8; = B;@ - - - ® 8y
—

n-mal
Gradient eines Feldes bezlglich des Ortsvektors x(6)

(A.41)
(A42)
(A.43)

(A.44)
(A.45)
(A.46)

Die Gradientenbildung eines Feldes liefert immer ein um 1 hdherstufiges Feld, so

ist z.B. der Gradient eines Skalarfeldes ein Vektorfeld.

da = daji - 90 98K _ da

= = = = i = N i
S =grada =gy = tx = ol = Jgk o~ 018 - M9
= =88 _g -8 g 380Ka
S—grads—ax-—s,x—axi®i 69k8Xi®l
= (5,0 +5,9)) ® g = (s;0' - 5T g™ ® g

= (Sj‘i - Skrh)gj ®g = sjligj ®g
Gradient eines Feldes bezliglich des Ortsvektors X(8)
3 .
s = grado = 3% = o,y = ;G
[ a ]
S = grads = 5% =83;=8,80
Rechenregeln bei der Gradientenbildung

grad(af) = agradf + fgrada
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= s,; ® gi = (Slgj),, ® gi (A48)

(A.49)

(A.50)

(A51)



grad(as) = s ® grada + agrads : N (A.52)

grad(aS) = S ® grada + agrad$ (A.53)

grad(s-t) = (grad"s)-t + (grad™) s ~ (A54)
o Divergenz eines Feldes bezliglich des Ortsvektors x(6))

Bei der Divergenzbildung eines Feldes wird die Stufe um 1 ernledngt soistz.B. die

Divergenz eines Tensorfeldes ein Vektorfeld.

a=divs=%'i‘= g = gk gkg + skg, . -gf =5, + Tl g;-g" " (A.55)

20!
| Kpi o e kpi .
—s,i+sI‘M—s,i+sl‘ik—s|i

s = divs = gsk gk = ag( gk =8, g (A.56)
= (S, 9,® g)-g* + (Sg;, ® 9)-g* + (Sg; ® g, g
= S,?j g, + Slg;; + Slg;(g;, 9"
= (8] + 84r}, + 8'rj)g, = 879,

o Divergenz eines Feldes beziiglich des Ortsvektors X(6Y)

a=dvs = —g—g-iai‘ =8, G , (A57)

s =dvs = S 28 gk =g, g (A.58)
® Rechenregeln bei der Divergenzbildung

div(as) = s-grada + adivs (A.59)

div(a8S) = S-grada + adivs (A.60)

div(S-s) = ST: grads + (divS")'s (A.61)

divis ® t) = (grads)-t + (divt):s (A.62)

A4 Integralsétze

¢  GAUSS-—Integralsatz (Umwandlung von Volumen— in Fldchenintegrale)

$=8lg;®g,. ., s=5g (A.63)

j divSdV = | S-ndA mit dA = ndA (n 2 Normaleneinheitsvekior) (A.64)

$-ndA (A.65)

e

Y
J' divsdV =
Y
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A.5 Satz zur mehrdimensionalen Analysis

Die imfolgenden aufgefiihrten Satze und Erlauterungen sind einem Lehrbuch der mehr-
dimensionalen Analysis entnommen, siehe Heuser (1986).

Ist G eine nichtleere, offene Teilmenge des R" und m eine natlrliche Zahl, so wird mit
C™(G) die Menge aller Funktionen f: G — R bezeichnet, die auf G definiert und de-
ren partiellen Ableitungen der Ordnung = m alle auf G vorhanden und stetig sind.

o Satzvon Schwarz: Fur jede Funktion f € C"‘(G) sind die partiellen Ableitungen der
Ordnung < m unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiation.
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B Anhang

B.1 Basisvektoren der Materialhauptrichtungen

Die in Kapitel 5.4.1 dargelegte Herleitung der Basisvektoren der Materialhauptrichtun-
gen eines anisotropeh Werkstoffes, der um den Winkel a gegeniiber der i;—Achse
orientiert ist, wird in diesern Abschnitt an einem konkreten Beispiel naher erlautert.
Zuséatzlich werden die formalen Zusammenhénge bei einer Orientierung der Fasern in
einer um den Winkel o gegentiber der iy~ und i,~Achse gedrehten Richtungangege-
ben. In Bild B.1 ist ein Viertelbogen dargestellt, bei dem die Fasern entlang der ge-
kriimmten Kanten verlaufen sollen.

g

Bild B.1: Beispiel einer Rotation um die Iy —Achse von 90°

Die notwendige Rotation von 90° des globalen Koordinatensystems {15, I, i3} um die
i;—Achse liefert ein ebenfalls orthonormales Basissystem {I3, 15, i5}. Dieses Koordina-
tensystem liegt, abgesehen vom Punkt C, in keinem Punkt des Bogens tangential an
die Schalenmittelftéiche und muB somit mit dem in Kapitel 5.4.1 erlauterten Formalismus
in die Tangentialebene transformiert werden. Zur besseren Ubersicht sind die bendtig-
ten Formeln nochmals kurz zusammengefaft.

In allen Punkien des Bogens (mit Ausnahme des Punktes A) kdnnen die Basisvekioren
{g1, 92, g3} der Materialhauptrichtungen mit den Gleichungen (B.1) berechnetwerden,
da die umrahmte Bedingung erflllt ist. Die Fasern verlaufen nun in die gew(inschte Rich-
tung entlang der gekriimmiten Kanten und sind somit von der erforderlichen Vernetzung
der Strukiur unabhéngig.

« Rotation um die i3 — Achse:

1 xgy=0 - i

g1

it

B X gy g5 = Gz X G (B.1)
g3 % iy g3 = 9
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= gi=g; g} = 95 x g (8.2)
95 =13 X @
Im Punkt C jedoch existiert eine Singularitat, da der Direktor parallel zur i1 -Achse liegt.
Wird nun das Koordinatensystem entsprechend der Vorschrift (B.2) gebildet, so ent-
steht eine Basis, die den stetigen Verlauf der Vektoren Gber den Viertelbogen hinweg
komplettiert.

Mit diesem Formalismus wird die Beschreibung eines anisotropen Werkstoffgesetzes
von der Form der Elemente und von der Netzdichte unabhangig. Mit Hilfe entsprechen-
der Elementarrotationen um die i;— bzw. i»~Achse

1 0 0 cosa 0 sino
R (0) =| 0 cosa-sina , Ry = 0 1 0 (B.3)
0 sina cosa -sina 0 cosa ‘

lassen sich mit den beiden Algorithmen (B.4) — (B.5) und (B.6) - (B.7) die bendtigten
Basisvektoren zur Erfassung der Faserrichtung berechnen.

¢ Rotation um die i, — Achse:

—= i3 =iy x g, 9% = g5 X ¢} (B.4)
gi=gyxis  g3=g,
—> gi=g, . gi=g3xgg (B8.5)
' g2 =i, X g

¢ Rotation um die i; — Achse:

—>= iy =liyxgs 92 = g3 X G5 (B.6)

g1 =9; Xz g3 =9
—> g3 =g, . gi=gsxg, (8.7)
9£=i1 X dg
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