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Zusammeniassung

Die wissenschaftliche Herausforderung, das komplexe Tragverhalten von Stahlver-
bundkonstruktionen wirklichkeitsnah numerisch zu simulieren, ist Ausgangspunkt die-
ser Promotion. In dieser Arbeit werden sogenannte ,klassische Verbundtrager nume-
risch simuliert. Diese Konstruktionsart sieht eine Stahibetonplatte vor, die auf einem
Stahltrager liegt, verbunden mit Kopfbolzendibeln, die dominant Scherkrafte Gber-
tragen.

Die jeweiligen Materiaimodelle dieser drei Querschnittskomponenten basieren auf der
ratenunabhéngigen Plastizititstheorie. Die lokale Integration der konstitutiven Bezie-
hungen fir gekoppelte FlieBflichen erfolgt mit dem Euler—Backward ~Verfahren.

Das Materialverhalten von Baustahi wird mit einem einfachen, isotrop elasto—plasti-
schen Werkstoffmodell abgebildet. Es berlicksichtigt eine lineare kombinierte Verfes-
tigung (isotrop und kinematisch).

Fur gerissenen Stahlbeton unter Zugbeanspruchung wird angenommen, daB sich die
Steifigkeit des bewehrten Querschnitts aus den Komponenten unbewehrter Beton,
Betonstahl und dem Mitwirken des Betons zwischen den Rissen (tension—stiffening)
additiv zusammensetzt. Das auf Bruchenergien basierende Betonmodell berticksich-
tigt das einaxiale softening—Verhalten von Beton (G¢ flr Zug— und G, fir Druckverhal-
ten) in einer objektiven Formulierung. Die Geometrie der FlieBflache des dreidimensio-
nalen gekoppelten Betonmodells (zwei Drucker—Prager—Teilflichen und eine
Kugelkappe) 188t sich mit vier weiteren Parametern definieren. Eine dritte Drucker—Pra-
ger—Teilftdche dient der numerischen Behandlung im Bereich der Singularitat der er-
sten Drucker—Prager—Teilflache.

Zwischen Beton und Betonstahl wird ein unnachgiebiger Verbund angenommen. Der
tension—stiffening —Effekt wird in Richtung der Bewehrung ber(icksichtigt. Das Werk-
stoffimodell setzt ein eindimensionales, elasto—plastisches Verhalten mit linearer Ver-
festigung voraus.

Im Rahmen einer fiktiven Wechselbeziehung werden das Tragverhalten der Kopfbolzen-
dibel und die geometrischen Diskontinuitdten in der Verbundfuge tber interface —Ele-
mente modelliert. Die Kopfbolzendlbel werden dabei nicht diskret, sondern lber ein
~verschmiertes Federmodell“ abgebildet. Das nichtlineare Tragverhalten der Verbund-
mittel wird im Rahmen der Plastizitatstheorie iber das Coulombsche Reibungsgesetz
beschrieben.

Anhand zweidimensionaler numerischer Untersuchungen werden die Materialmodelle
verifiziert. Wahrend der numerischen Integration erfolgt die Kondensation der konsi-
stenten Materialtangente und des Spannungstensors an jedermn GauBpunkt.
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Abstract

Basis of the present thesis is the challenge to simulate the real load carrying perfor-
mance of composite steel—concrete constructions. It describes the numerical simula-
tion of ,classical® steel—concrete beams, which are composed of an upper concrete
slab and a lower steel beam, connected at the interface by studs transmitting shear and
normal forces.

Rate —independent elastoplasticity for small strains is applied individually to each of the
three material components (steel, concrete and interface layer). The local integration
procedure is based on a Return—Backward—Euler algorithm for multisurface yield
functions.

For the steel—beam the classical von—Mises—elastoplasticity model with combined
linear work—hardening (kinematic and isotropic hardening) is applied.

The algorithmic constitutive law for cracked reinforced —concrete combines several fea-
tures commonly accepted for modelling piain concrete, reinforcement and tension—
stiffening (the so called interaction stress contribution). The conérete is modelled by
softening plasticity with fracture —energy, G for tensile behaviour and G for compres-
sive behaviour. Due to the underlying approach mesh—independent results can be
obtained with respect to the postcritical regime. Having two Drucker—Prager regions
and a spherical cap the geometry of the 3D—muitisurface vield criterion is defined by
four additional parameters to describe the combined yield function. A third Drucker—
Prager yield function is used to handle the singuiarity problem at the first one.

For reinforcement perfect bond is assumed on the one hand, on the other hand ten-
sion~stiffening is considered as an additional stress in rebar direction. The constitutive
law for reinforcement is based on a one—dimensional elastoplastic model with
hardening.

Interface layers are introduced to model the load carrying behaviour of the studs and
the geometrical discontinuities between beam and slab. Here the studs are modelled
in a smeared approach instead of being modelled by discrete connectors. This thesis
describes the materially non—linear interface behaviour using the Coulomb friction law.

The proposed numerical simulation is verified by two—dimensional examples. The
3D —constitutive law for concrete and the related stress tensor are condensed to 2D on
the Gaussian point level.
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1 Einleitung
1.1 Motivation

Die Forderung nach leistungsfahigeren und wirtschaftlicheren technischen Bauweisen
steht im Einklang mit dem Bestreben, neben den traditionellen Bauweisen des reinen
Stahl—, Holz— und Massivbaus in zunehmendem MaBe Verbundbauweisen zu etablie-
ren, die nicht nur die Vorteile des jeweiligen Werkstoffes miteinander verbinden, son-
dern auch die der jeweiligen Bauweisen. )

Als Beispiel einer Verbundbauweise kann der Ingenieurholzbau genannt werden, bei
dem mit Holz als tragendem Element groBe Spannweiten oder Stitzhéhen Uberbriickt
und gleichzeitig die Vorteile des Stahis im Bereich der Verbindungen und Anschliisse
genutzt werden. Als wohl altester vom Menschen gemachter Verbundwerkstoff verbin-
det Stahlbeton die Vorteile der Komponenten Stahl und Beton.

Verbundkonstruktionen aus Stahl und Beton eréffnen eine Vielzahl von neuen Moglich-
keiten. Durch die schubfeste Verbindung von Stahlprofilen mit Betonteilen entstehen
Verbundtragwerke fr Decken, Trager und Stiitzen, die durch hohe Tragfahigkeiten bei
kleinen Bauhéhen und groBen Stlitzweiten gekennzeichnet sind [99].

In einer wirtschaftlichen Bemessung kommt dem nichtlinearen Verhalten dieser Ver-
bundkonstruktionen immense Bedeutung zu, weshalb verstérkt zuverlassige Berech-
nungsmethoden gefordert werden, die die Material — und Systemreserven im Rahmen
der geltenden Normen ausnutzen. Einfache Berechnungsmodelle reichen meist nicht
mehr aus, um komplizierte Versagensmechanismen, Spannungsumlagerungen und
teilweises oder gesamtes Systemversagen abbilden zu kénnen. Hier sind Werkstoffge-
setze mit einzubeziehen, die das Verhaiten der inhomogenen Strukiur und somit der je-
weiligen Materialien méglichst gut erfassen.

Die wissenschaftliche Basis zur Simulation realistischen Tragverhaltens ist, verbunden
mit der permanent steigenden Leistungsfahigkeit der Rechensysteme, die Methode der
Finiten Elemente. Als wesentliches Instrument zur Ldsung von Problemen der Struktur-
mechanik erméglicht sie die Umsetzung von mathematischen Modellen, die beobach-
tete phanomenologische Materialeigenschaften wirklichkeitsnah abbilden. Da bei den
nichtlinearen Analysen im Bauwesen das Abschétzen der Sicherheit gegen Strukturver-
sagen und die Gebrauchsfahigkeit im Vordergrund stehen, eignen sich Materialmo-
delle, die die Versagensmechanismen in der Meso—- oder Makroebene beschreiben,
am besten fUr Strukturberechnungen.

Das stark unterschiedliche Materialverhalten von Stahl und Beton erfordert eine diffe-
renzierte Betrachtung beider Werkstoffe. Zwischen den Verbundkonstruktionen und
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Stahlbeton besteht insofern ein Analogon, daB jeweils die Einzelkomponenten Stahl
und Beton, aber auch deren Zusammenwirken (Verbund) zu modeliieren sind.

Das komplexe Werkstoffverhalten von Beton ist AnlaB3 zur Entwicklung neuartiger, z.T.
komplizierter Werkstoffmodelle, mit denen beispielsweise das mikromechanische Ver-
halten dieses Werkstoffes beschrieben wird. Die im Bauwesen gefihrten Analysen sind
jedoch auch unter dem Aspekt der Wirtschaftlichkeit zu sehen. Um dieser Forderung
gerecht zu werden, missen folgende Kriterien erflllt sein:

e Materialmodelle, deren Parameter einfach identifiziert werden kénnen, z.B. anhand
der in Normen angegebenen Werkstoftkenngréfen;

s groBtmagliche numerische Stabilitit innerhalb tolerierbarer Réchenzeiten;
e Zuverldssigkeit bei der Beurteilung von Versagensmechanismen.

im Hinblick auf die numerische Stabilitét ist es zweckmaBig, daf3 die Materialmodelle
aller Komponenten eines Verbundquerschnittes auf derselben theoretischen Grund-
lage basieren. Diese These steht nur scheinbar im Widerspruch zu dem doch unter-
schiedlichen Materialverhalten der jeweiligen Werkstoffe.

Bei den im Bauwesen tblichen kleinen Deformationen ist die numerische Simulation
metallischer Strukturen mit elasto—plastischem Materialverhalten weitgehend Stand
der Technik. Die Modellierung dieser Strukturen wird nicht weiter erlautert. Verwiesen
wird in diesem Zusammenhang unter-anderem auf Krieg et al. [63] und [64], Simo et
al. [109] und Chen [22]. Zudem ist die Anwendung derartiger Materialmodelle sowohi
bei Stahlbetonstrukturen als auch bei der Modellierung des nichtlinearen Verbundver-
haltens blich. Die theoretische Grundlage der hier vorgestellten Materialmodelle ist die
Plastizitédtstheorie. '

In einer Vielzahl von Veréffentlichungen zur Modellierung von Betonstrukturen sind trotz
der erwahnten, vielfaltigen Entwicklungen die Plastizititsmodelle weiterhin stark ver-
breitet. Bei den eher , klassischen" Modeilen wird dabei das Ver—/Entfestigungsverhal-
ten lber eineninternen Parameter beschrieben; das Zug— und Druckverhalten sind so-
mit gekoppeit ([130], [23] u.a.). Neuere Plastizitdtsmodelle wurden dahingehend.
modifiziert, daB beim Ver—/Entfestigungsverhalten zwischen Druck— und Zugversa-
gen unterschieden und kombinierte Ver—/Entfestigungsgesetze zur Berticksichtigung
des anisotropen Werkstoffverhaltens berlicksichtigt werden ([38], [49]). Des weiteren
werden bei Betonmodellen die Plastizitats — und Schadigungstheorie gekoppelt ([43],
[119], [84)).

Das Modellieren einzelner Verbundmittel innerhalb einer komplexen Struktur erweist
sich als zu aufwendig. Deshalb etablierte sich in der Forschung ein Modell, welches das
Verbundverhalten von ,verschmierten” Verbundmitteln in der Verbundfuge zwischen
Stahiprofil und Betonteil abbildet ([76], [15], [28] u.a.). Zum Bestimmen der Schubtrag-
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fahigkeit der jeweiligen Verbundmittel wird auf die in Normen [31] oder Einzelzulassun-
gen ([121], [37] u.a.} angegebenen Rechenmodelle zurlickgegriffen, die mit push—
out—Versuchen verifiziert wurden. Das hier vorgestellte Verbundmodell orientiert sich
bei der Parameteridentifikation am EC4. Dieses ingenieurméaBige Vorgehen erfolgt ana-
log zum Betonmodell. Insofern ist es auch zweckmaBig, Parallelen bei der Entwicklung
von Algorithmen flir beide Modelle zu ziehen. Den Kern dieser Arbeit stellt das hier ent-
wickelte elasto—plastische Betonmodell dar. Aufgrund dessen Allgemeingtiltigkeit kon-
nen Teile der Algorithmen auch beim Verbundmodell genutzt werden.

1.2  Ziele der Arbeit

Diese Arbeit verfolgt das Ziel, die materielien Nichtlinearitdten der Komponenten Stahl
und Betonstahl, Beton und die des Verbundes unter Anwendung der Methode der Fini-
ten Elemente abzubilden. Die Wahl der Materialmodelle beriicksichtigt, daB auf dieser
Arbeit aufbauende Forschungen dreidimensionale Modellierungen durchflihren kén-
nen. Schwerpunkt dieser Arbeit sind die dreidimensionalen Materiaimodelle der jeweili-
gen Verbundkomponenten, die zundchst an Strukturen untersucht werden, die eine
zweidimensionale Modellierung rechtfertigen.

Die klare Trennung der Komponenten Stahlbeton, Baustahl und Verbundverhalten er-
moglicht folgende Gliederung bei der Bearbeitung:

« Aufbereitung der mitden Werkstoffmodellen verbundenen konstitutiven Gleichungen
fir kleine plastische Deformationen. Angabe der gewahlten Integration flr die Stoff-
gesetze und Bereitstellung der jeweiligen konsistenten Materialtangenten.

Formuiierung eines dreidimensionalen Werkstoffgesetzes fiir Beton, das die wesent-
lichen phé&nomenologischen Versagensmechanismen des Werkstoffes wiedergibt.
Das Werkstoffmodell soll gréBtmégliche numerische Stabilitat besitzen. Die Identifi-
kation der Parameter konzentriert sich in einem ingenieurméBigen Vorgehen auf die
MaterialkenngréBen der geltenden Normen (EC2, CEB-—FIP).

implementierung von Zwischenelementen zur Modellierung des nichtlinearen Ver-
bundverhaltens in der Verbundfuge, einschlieBlich der mit den plastischen Werkstoff-
eigenschaften verknlpften Algorithmen. Wie beim Betonmodell sind auch hier die Pa-
rameter Uber geltende Normen zu bestimmen. Diese Zwischenelementen stellen ein
tool dar, das sich auch zum Modellieren von diskreten Rissen bei Betonstrukturen
eignet [101].

Modellieren von Stahlverbundtrégern und Untersuchung der Anwendbarkeit der zu-
vor genannten Werkstoffmodelle.

Innerhalb der zweidimensionalen Modellierung sind im Falle des ebenen Spannungs-
zustandes die dreidimensionalen Werkstoffgesetze zu kondensieren.
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o In Beispielrechnungen wird sowohl das Verhalten der Komponenten unbewehrter
und bewehrter Beton als auch das Verbund— und Tragverhaiten von Verbundkon-
struktionen modelliert.

Der Einbau der Materialmodelle erfolgt im Programmsystem CARAT des Instituts fiir
Baustatik der Universitat Stuttgart.

1.3 Uberblick

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in folgende Kapitel:

In Kapitel 2 werden die Komponenten der Verbundkonstruktionen und das jeweiiige
Tragverhalten erfautert. Schwerpunkt in diesem Kapitel sind die Verbundmittel. Das Vor-
gehen beim Modellieren dieser Verbundtragwerke korrespondiert mit der Wahl der Ma-
terialmodelie, die auf der Plastizitdtstheorie basieren.

Kapitel 3 gibt eine Ubersicht (iber die phanomenologische Plastizititstheorie und fihrt
die erforderlichen Begriffe ein. Unter Voraussetzung kleiner Deformationen werden in
einer inkrementellen Formulierung lediglich die konstitutiven Gleichungen linearisiert.
AbschlieBend wird die flr die zweidimensionale Modellierung notwendige Kondensa-
tion der dreidimensionalen konstitutiven Gleichungen im Rahmen des Newton —Verfah-
rens erlautert.

In Kapitel 4 werden die Projektionsalgorithmen und die jeweilige konsistente Material-
tangente der Drucker—Pragerschen FlieBfunktion und der Kugelflache als FlieBflache
abgeleitet. Das algorithmische Vorgehen bei der FlieBfunktion von Drucker—~Prager
wird fiir den Fall von mehrteiligen FlieBfiachen mit nicht glatten Ubergangen erweitert,

Kapitel 5 befaBt sich in einem ersten Abschnitt mit den wesentlichen mechanischen Ei-
genschaften von Beton und Stahlbeton. Das jeweilige Tragverhalten, beobachtete pha-
nomenologische Materialeigenschaften wie cracking, crushing und tension-stiffening
werden aufgezeigt und deren Umsetzung im Werkstoffmodell erlautert.

Das hier vorgestellte Werkstoffmodell mit gekoppelten Teilflachen ist der Klasse ,Cap—
Modell” zuzuordnen. Es beinhaltet eine dreidimensionale Erweiterung der zweidimen-
sionalen Betonmodelle von Chen und Chen [23] bzw. Feenstra [38]. Wesentlich ist hier-
bei, daB sich die Versagensmechanismen naherungsweise auf die KenngréBen des
einaxialen Zug— und Druckverhaltens beschrénken lassen. Die Versagensmechanis-
men werden jeweils Uber ein softening—-Modell wiedergegeben. Wie Feenstras Modell
hat es den Vorteil, daB die Anzahl der Parameter gering ist und diese tiber die geltenden
Normen (EC2, CEB—FIP) bestimmt werden kénnen.

Um die Brauchbarkeit des konstitutiven Modells fir Stahlbeton zu Gberpriifen, werden
in Kapitel 6 zunachst Beton— und anschlieBend Stahlbetontragwerke untersucht. Die
Beispiele sind in der Literatur angegebene Versuche und benchmarks. Die Analysen
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stellen die materieile Nichtlinearitit in den Vordergrund. Die Belastung der jeweiligen
Strukturen erfolgt verschiebungsgesteuert.

Durch die Wahl des Coulombschen Reibungsgesetzes als Modell fir das nichtlineare
Verbundverhalten werden in Kapitel 7 Parallelen zur Drucker~—Pragerschen FlieBflache
gezogen; das algorithmische Vorgehen ist nahezu identisch. Im Hinblick auf die numeri-
sche Stabilitat werden zwei Elementtypen untersucht: kontinuierliche und konzentrierte
Zwischenelemente (interface—Elemente).

Das nichtlineare Verbundverhalten wird {iber zwei alternative Modelle abgebildet. Das
softening —Modell lehnt sich an das des einaxialen Zugverhaltens von Beton an. Uber
das Modellieren des Verbundverhalten von Stahlverbundkonstruktionen hinaus eignet
sich dieses Modell zum Modellieren diskreter Risse in Geomaterialien. Das multilineare
Modell approximiert relativ genau das in Versuchen gemessene Last—Schiupf-Verhal-
ten. Beispiele zeigen.das unterschiedliche Approximationsverhaiten beider Modelle auf
und untersuchen den EinfluB beider Elementtypeh auf das numerische Verhalten,

Die entwickelten elasto—plastischen Materialmodelle werden in Kapite! 8 auf Stahlver-
bundkonstruktionen angewandt. Da sich speziell Strukturen mit einer gedrungenen Be-
tonplattenbreite fir ein zweidimensionales Modellieren eignen, stellen Versuche und
Untersuchungen von Bode et al. ([13], [15]) Referenzlésungen fir die hier untersuchten
Strukturen dar. Die Methodik bei den Tragwerksanalysen entspricht jener von Kap. 6.

in Kapitel 9 werden SchiuBfolgerungen aus dieser Arbeit gezogen und die Vor— und
Nachteile der Materialmodelle erdrtert. Hieraus ergeben sich AnknOpfpunkte fiir weiter-
fihrende wissenschattliche Entwicklungen.

Zur Erganzung und Vertiefung sind im Anhang A zum einen bei der Berechnung des
algorithmischen Moduls erforderliche Matrizen aufgefﬁhrt, zum anderen werden flr ge-
koppelte Teilfldchen ergénzende algorithmische Details abgeleitet. In Anhang B sind
Last—Schiupf—-Charakteristiken von Kopfbolzendiibeln angegeben und alternative
Verbundmittel aufgelistet.

Hinweise auf die Literatur finden sich in den einzelnen Kapiteln.
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2 Verbundkonstruktionen

Nach einer allgemeinen Einflhrung Uber den Aufbau von Stahiverbundkonstruktionen
wird auf die WerkstoffkenngréBen, speziell der im Stahlbau Ublichen Verbundmittel, ein-
gegangen. Das Modellieren der einzelnen Querschnittskomponenten und der Trag-
werke im gesamten ist ausschlaggebend flr die Wahl der Materialmodelle.

21  Einfihrung

Schon seit Mitte der 60er Jahre werden Stahlverbundkonstruktionen im konstruktiven
Ingenieurbau angewendet. Als Verbundkonstruktionen werden Konstruktionen be-
zeichnet, bei welchen die Werkstoffe Baustahl (Stahlprofile, Stahlrohre, Stahlfach-
werke) und Beton (Stahl— bzw. Spannbeton) schubfest miteinander verbunden sind
und planméBig zusammenwirken [66]. Die hier behandelten Verbundkonstruktionen
beschrénken sich auf den Verbund von Baustahl und Stahlbeton, wobei es sich bei
Stahlbeton ebenfalls um einen Verbundwerkstoff handelt.

Fir Verbundbauweisen typisch ist die optimale Nutzung der Eigenschaften unter-
schiedlicher Werkstoffe und deren Komponenten. Wie auch beim Stahlbeton bestehen
die Vorteile dieser Verbundtragwerke in der

e groBen Zugfestigkeit des Stahls und der

e grofen Druckfestigkeit des Betons.

Die Vorteile der Stahibauweise, u.a.

e kurze Bauzeiten durch einen hohen Grad an Vorfertigung,

e groBe Spannweiten bei niedriger Bauhdhe,

o groBe Gebrauchsfahigkeit und Flexibilitat,

» schianke und filigrane Bauweise mit geringen Querschnittshéhen

treffen auch im Verbundbau zu [66]. Aus der Symbiose beider Werkstoffe ergeben sich
weitere Vorteile: :

o bauphysikalischer Vorteil des Betons (Brandschutz);
¢ Stahlteile ibernehmen auch die Funktionen der Ristung und Schalung.

Ausgehend von den eher ,klassischen” Konstruktionsformen (Verbundirager, Ver-
bunddecken mit Trapezblech, Verbundstiitzen: siehe Bild 2.1), bewirkten Innovationen
in den letzten Jahren eine weitere Verbreitung dieser Stahl—Beton—Verbundkonstruk-
tionen. Im Bereich des Industrie— und Hochbaus sei hier exemplarisch die Entwicklung
neuer Verbund— und Flachdeckensysteme (z.B. slim floor), die Einflihrung neuer Ver-
bindungstechniken und Lasteinleitungskonstruktionen fir Verbundstlitzen, die Ent-
wicklung neuer oder die Weiterentwicklung bekannter Verbundmittel genannt [46].
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Trdger - und _Deckenverbund
Stahtprofilblech

Mattenbewehrung als Quer -
und Rlﬂvertenungsbewehrung

a)

b) Verbundstiizen

Bild 2.1 ,Klassische” Verbundkonstruktionen [99]

Fur die numerische Simulation von Verbundkonstruktionen konzentriert sich diese Ar-
beit auf das Modellieren von Verbundtragern, bestehend aus den drei Komponenten
Stahlprofil, Stahibetonplatte und Verbundmittel. Um diese Komponenten werkstoffge-
recht abbilden zu kdnnen, wird in einer ingenieurmaBigen Vorgehensweise auf die cha-
rakteristischén WerkstoffkenngréBen der entsprechenden Normen (DIN 18800 [32],
EC4 [31], EC2'[34] oder CEB-FIP [21], u.a.) zurlickgegriffen. Ziel ist es, das Tragver-
halten von Verbundtragwerken mdoglichst wirklichkeitsgetreu abzubilden und Versa-
gensmechanismen phanomenologisch zu erfassen. Dazu ist die maximale Bean-
spruchbarkeit des jeweiligen Werkstoffes zu bestimmen.

K

2.2  WerkstoffkenngréBen

Dieflr die Bemessung wichtigsten Werkstoffeigenschaften sind in den oben genannten
Normen, geordnet nach Festigkeits— oder Glitekiassen, angegeben. Zudem definieren
die Normen Beziehungen zwischen der BemessungsgréBe und der maximalen Bean-
spruchbarkeit des jeweiligen Werkstoffs.

® Beton

Festigkeitsprifungen beim Werkstoff Beton sind bekanntermaBen groBen Streuungen
ausgesetzt. Im EC2 bzw. CEB-FIP wird beispielsweise der Unterschied zwischen der
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charakteristischen Zylinderdruckfestigkeit f, als Fraktilwert (siehe Bild 2.2a) und der

mittleren Druckfestigkeit als Mittelwert for, eines Stichprobenumfangs mit 8 [N/mm?2]
angegeben (siehe auch Tafel 5.1 in 5.2.3).

e Baustahi

Die in Versuchen ermittelten KenngréBen der jeweiligen Stahlglten sind geringeren
Streuungen unterworfen. Deshalb kdnnen die Nennwerte der Streckgrenze fsy und der
Zugfestigkeit f5, als charakteristische Werte ([32], [31]) des Werkstoffs Baustahl (siehe

Bild 2.2b) angesetzt werden. ‘

oy Oy
me TS

fck

a)

Bild 2.2 WerkstoffkenngroBen
a) Beton ([34] u.a.) b) Baustahl [32]

e Verbundmittel

Speziell fir Kopfbolzendlbel gab es in den vergangenen Jahren zahlreiche Verdffentli-
chungen zu push—out—Versuchen. Im deutschsprachigen Raum sind hier Roik et al.
[97] [98], Bode [11], Kuhimann et al. [67] sowie Hanswille et al. [45] [47] zu nennen.
Diese bestéatigen die derzeitigen Rechenmodelle im EC4 zum Bestimmen der Traglast
von Kopfbolzendibeln in Verbundkonstruktionen. Die Traglastformeln des EC4 werden
in dieser Arbeit dem Werkstoffmodell zur Verbundmodellierung zugrunde gelegt.

Vergtfentlichungen zu Versuchen mit alternativen Verbundmitteln sind eher selten ([1],
[74], [120], [65]). Dennoch gibt der EC4 die Grenzscherkrafte P nicht nur flir Kopfbol-
zendibel, sondern auch fir Blockd(ibel, Haken— und Schlaufenanker in Vollplatten,
Winkeldibel in Voliplatten und fir Reibungsverbund vor. Die Beurteilung, inwieweit die
Traglastformeln der zuletzt genannten Verbindungsmittel lediglich auf empirischen Un-
tersuchungen basieren, steht hier nicht zur Diskussion. Die maximale Beanspruchbar-
keit dieser Verbindungsmittel kann mit dem EC4 abgeschétzt werden.

Das Mittel aller experimentellen Traglasten wird im EC4 und bei Roik et al. [98] als ,theo-
retische Traglast” P, bezeichnet (siehe auch Bild 2.3); Rechenmodelle (oder Formeln)
geben diese wieder. Die charakteristische Tragfahigkeit entspricht, unter Vorausset-
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zung eines ausreichend groBen Stichprobenumfangs, einem Fraktilwert. Dieser ist ein
garantierter Mindestwert, der nur von einem gewissen Prozentsatz aller Versuche unter-
schritten wird. Im Regelfall ist dies die 5% —Fraktile (siehe Bild 2.3).

Bei einem kleinen Stichprobenumfang (mindestens drei Versuche) ist nach EC4 der
charakteristische Wert P, der Schertragféhigkeit (siehe Bild 2.4) der um 10% abgemin-
derte kleinste Versuchswert. Danach definiert folgende Néherung eine Beziehung zwi-
schen dem Bemessungswert P, und dem kleinsten Versuchswert P,

Py = Pg./ 0,90 = Ppy vy /0,90 2.1)

Dieser Schatzwert der maximalen Beanspruchbarkeit von Verbundmitteln ist dann zu
bestimmen, wenn keine detaillierten Versuchsergebnisse vorliegen.

experimentelle
P Pe Traglast
A
______ B o e e e o o e e s e e
P L7 v ® Vertrauens— Spektrum
P e ® ° © L] Ibereich alter
e e A T oo (z.B. 90%) Versuche
Fraktilwert (z.8. 5%)
: Rechenmodetl
Streuungen P 4——————‘
Sicherheit  Ppy 9ol T
=7 e i
charakteristische theoretische
Bemessungswert Tragfahigkeit Traglast
Pra = Pac / ¥v

Bild 2.3 Ermittlung der charakteristischen Tragféhigkeiten und der Bemessungs-
werte der Tragféhigkeit aus Versuchsergebnissen [98]

P
g -
P, S
Ph - iF __
Prg 4 ——————

Au

Bild 2.4  Last—Schlupf—Charakteristik bei kleinem Versuchsumfang
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2.3  Verbundmittel

Das nichtlineare Verhalten der Verbundmittel in der Verbundfuge zwischen der Stahibe-
tonplatte und dem Stahltrager beeinfluBt in groBem MaBe das Last—Verformungsver-
halten des Verbundtragers [76]. Die Tragfahigkeit, Duktilitdt und Steifigkeit als Kenngro-
Ben der Verbundmittel bestimmen das Tragverhalten. Dominante Aufgabe der
Verbundmittel ist es, Schubkrafte zwischen den zu verbindenden Teilquerschnitien zu
Ubertragen.

Die Verbundmittel sind teure Konstruktionselemente, so daB deren Reduktion (teilweise
Verdiibelung) die Wirtschaftlichkeit der Verbundkonstruktionen erhdht [28]. Bei einer
teilweisen Verdiibelung kommt der Steifigkeit und der Duktilitat der Verbundmittel eine
wesentliche Bedeutung zu.

LAls duktil werden Verbundmittel mit einem Verformungsvermégen bezeichnet, das die
Annahme eines ideal—plastischen Verhaltens in der Verbundfuge bei der Berechnung
des Tragwerks rechtfertigt” (EC4 [31], Abschnitt 6.2.7).

Insofern sind nach EC4 elastisch-plastische Nachweisverfahren (elastische Ermittlung
des Schubkraftveriaufs, plastische Tragfahigkeit des Einzeldubels) starren und damit
nicht duktilen Verbundmitteln zuzuordnen, plastisch—plastische Nachweisverfahren
(plastische Ermittlung des Schubkraftverlaufs, plastische Tragféhigkeit des Einzeldi-
bels) nachgiebigen und damit duktilen Verbundmitteln. Um das Verbundverhalten wirk-
lichkeitsnah modellieren zu kénnen, ist die Identifikation der oben genannten Kenngré-
Ben von entscheidender Bedeutung.

2.3.1 Tragidhigkeit

Der EC4 (Abschnitt 3.5.2) definiert die Tragféhigkeit von Verbundmitteln als die maxi-
male Last in der betrachteten Richtung (im Regelfall paraliel zur Verbundfuge), die bis
zum Versagen der Verbundmittel Ubertragen werden kann. Der charakteristische Wert
der Tragfahigkeit P, und der Bemessungswert P wurden im vorigen Kapitel erlautert.
F(r ein wirklichkeitsnahes Modellieren ist die maximale Beanspruchbarkeit oder Tragfé-
higkeit des einzelnen Verbundmittels entsprechend Gl.(2.1) zu bestimmen, falls in den
Normen keine detaillierten Angaben dazu gemacht werden. )

Von entscheidender Bedeutung fir die Tragféhigkeit des Verbundmittels ist die Glite
des angrenzenden Betons und dessen Bewehrungsgrad. Die Querbewehrung hat da-
bei Spaltzugkréfte aufzunehmen ({98], [76], [67] u.a.).

Diesbeztiglich fordert der EC4 nicht nur eine konstruktive Mindestbewehrung (Ab-
schnitt 6.6.4), sondern auch, daB , die Querbewehrung des Betongurtes fiir den Grenz-
zustand der Tragfdhigkeit so zu bemessen ist, daf3 ein Versagen infolge Léngsschub
bzw. értlicher Krafteinleitung in den Betongurt vermieden wird“ (EC4, Abschnitt 6.6. 7).
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Unter Berticksichiigung einer konstruktiven und statisch erforderlichen Bewehrung
sind im EC4 Berechnungsmodelle zum Bestimmen der Grenzscherkréfte diverser Ver-
bundmittel angegeben. Auszugsweise sind dies:

e Kopfbolzendiibel in Vollbetonplatten

Die Rechenmodelle zum Bestimmen der Grenzscherkrait eines Kopfholzendiibels be-
ruhen auf den Versagensmechanismen Beton— und/oder Dlibelversagen. Statistische
Auswertungen von push—out—Versuchen fir Dibel mit Durchmessern bis zu d=25
[mm] bestatigten diese Rechenmodeile ([98], [46] u.a.).

Fiir Schub—Zugbruch des Diibels oberhalb des SchweiBwulstes (siehe Bild 2.5) ist dies

2
Py = 0.8 fy 2 + (2.2)

Tritt ein Ortliches Betonversagen im Bereich des BolzenfuBes oder/und ein Herausrei-
Ben des Betons (siehe Bild 2.5) auf, |14Bt sich die Grenzscherkraft Gber

1

Ppa = 0,29 a d® iy Eam 3= (2.3)

bestimmen. Der kleinste beider Werte ist maBgebend. Darin sind:

d .. Schaftdurchmesser des Diibels

f, ... spezifizierte Zugfestigkeit des Bolzenmaterials (< 500 [N/mm?])

fg ... charakteristischer Wert der Zylinderdruckfestigkeit des Betons

Eem ... Mittelwert des Sekantenmoduls des Betons
= 0,2 [th/d) + 1] firh/d < 4,0

a{ = 1,0 fir h/d = 4,0

h .. Gesamtldnge des Bolzens

v = 1,25 (Teilsicherheitsbeiwert im Grenzzustand der Tragfahigkeit)
Abscheren des Diibels Ortliches Betonversagen HerausreiBen des Betons
unmittelbar Gber dem im Bereich des BolzenfuBes  im Bereich des Dibels
SchweiBwulst

Bild 2.6 Mbgliche Versagensarten bei Abscherversuchen [31]
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Die Grenzscherkréfte der Verbundmitte! Blockdlibel, Haken- und Schlaufenanker,
Winkeldiibel und Reibungsverbund gemaB EC4 sind im Anhang B 2 tabelliert.

2.3.2 Duktilitdt und Steifigkeit

Duktilitdt und Steifigkeit werden wie die Tragfahigkeit von einer Vielzahl von Parametern
(Betongiite, Bewehrungsgrad, Querbewehrung, Bolzenmaterial und ~durchmesser)
beeinfiuBt. Doch liegen zu beiden GréBen im EC4 keine Rechenmodelle oder adaquate .
Angaben vor. Die Werte dieser KenngréBen sind Last— Schlupf—Charakteristiken, siehe
beispielsweise Anhang B 1, zu entnehmen.

Fur die Duktilitat ist das Last—Verformungsverhalten nach Erreichen der Traglast ent-
scheidend. In Biid 2.6 werden die zuvor genannten Verbundmittel dahingehend einge-
stuft.

duktil Reibungsverbund
Pu i Kopfbolzendiibel,
Haken— und Schiaufenanker
Winkeldlbel
wenig duktil Blockdiibel

\Krs
Au

Bild 2.6  Duktilitdt der Verbundmittel im Verbund

Analog zu den Werkstoffen Beton und Stahl wird das Last—Verformungsverhalten von
einer Anfangselastizitat gepragt. Die GréBe der elastischen Sekantensteifigkeit K,
ist einem Last—Verformungsdiagramm entsprechend Bild 2.6 zu entnehmen.

2.4  Modellieren von Verbundtragwerken

Verbundtragwerke erfordern aufgrund der Inhomogenitat der Werkstoffe besondere
Berechnungsverfahren, um sowohl die globale Strukturantwort als auch lokale Versa-
gensmechanismen erfassen zu kénnen. Das in der Praxis und Forschung etablierte
FlieBgelenkverfahren (materiell nichtlineare Stabtheorie 1. und 2.0rdnung) kann nichtli-
neare Einfliisse nur mit erheblichen Einschrankungen und abstrahierenden Annahmen
wiedergeben. Effekie wie Nachgiebigkeit der Verdiibelung, Verfestigung des Bau-
stahls, Betonversagen unter Druck, RiBbildung oder das Mitwirken des Betons zwi-
schen den Rissen bleiben im Regelfall unberlicksichtigt. Bereiche mit geometrischen
und statischen Diskontinuitdten (Querschnittsspriinge, Rahmenecken, Lasteinleitung)
erfordern zusétzliche Behelfsmodelle.

12
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Als praktisches Verfahren zur Lésung nichtlinearer Randwertprobleme der Kontinuums-
mechanik ist die Methode der Finiten Elemente (FE) weit verbreitet und anerkannt, wes-
halb sie auch in der vorliegenden Arbeit angewandt wird. Die Publikationen zu dieser
Methode sind zahlreich. Insbesondere die Standardwerke von Bathe [3] und Zienkie-

-wiczetal. [133] bzw. [134] sind hier zu nennen, die auBer den Grundlagen auch zahlrei-
che Detailfragen erértern.

Den Zusammenhang zwischen Strukturantworten, Dehnungen, Spannungen oder Ver-
sagensvorgangen definieren grundlegende Beziehungen der Kontinuumsmechanik
(kinematische Beziehungen, SpannungsmabBe, Bilanzgleichungen, Arbeits — und Ener-
gieprinzipien). Sehr ubersichtlich sind diese in den Arbeiten von Roehl [96] und Braun
[19] zusammengestelit.

Im Rahmen dieser Arbeit stehen die Funktionalitét und Plausibilitat der Materiaimodelle
im Vordergrund. Um die numerischen Simulationen mit einem vertretbaren Aufwand
betreiben zu kénnen, werden hier die Strukturen zweidimensional modelliert. Dazu ha-
ben die Verbundtragwerke die folgenden Voraussetzungen zu erfiillen:

e symmetrischer Querschnitt;
e symmetrische Last bez{iglich der Querschnittsachse;
s Querschnitisverwdlbungen missen vernachlassigbar gering sein;

+ Querschnitts— bzw. Tragerstabilitat (keine seitlichen Verschiebungen infolge Biege-
drillknicken bzw. Biegeknicken oder Beulen [90}).

Betonplatte und Stahitrager kénnen dann mit ebenen FE unterschiedlicher Dicke mo-
delliert werden (siehe Bild 2.7). Daraus folgt, daB tber die Dicke der FE die Spannungen
beispielsweise konstant oder Risse gleichmaBig verteilt sind. Diese Phanomene sind
in der Regel nur bei dinnen Strukturen zu beobachten.

Ublicherweise wird das Abscherverhaiten anhand von push—out—-Versuchen unter-
sucht und mit Last—Schlupf—Charakteristiken dokumentiert. RiBbilder und der Zu-
stand der nach Versuchsende freigelegten Verbundmittel lassen Riickschlisse auf die
Versagensmechanismen zu. Die Last—Schlupf-Charakteristiken geben somit das
Tragverhalten der Verbundmittel wieder, das, wie in der Literatur (iblich, mit Federmo-
dellen simuliert wird ([76], [1083], [11], [15], [61] u.a.). Prinzipiell sind zwei géngige Fe-
dermodelle denkbar:

» Einzelfeder je Dlibel, oder

¢ ,verschmiertes® Federmodell, d.h. die KenngréBen der Tragfahigkeit eines Dibels
werden Ober den Dlbelabstand e verteilt (siehe Bild 2.7).

Bei beiden Federmodellen wird Gber die GroBe der Traglast festgelegt, welcher der bei-
den Versagensmechanismen, Beton— oder DUbelversagen nach Gl.(2.2) bzw. G1.(2.3),
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maBgebend wird. Der Vorteil dieser Federmodelle im Vergleich zum Modellieren diskre-
ter Verbundmittel liegt im geringen Modellierungsaufwand.

Die beschriebene Art der Modellierung ist dann gerechtfertigt, wenn bei der numeri-
schen Simulation des Tragverhaltens das globale Strukturverhalten im Vordergrund
steht. Gleichzeitig gilt es, das Verhalten unterschiedlicher Materialien moglichst werk-
stoffgerecht abzubilden. Die im folgenden deklarierten Ziele weisen bereits darauf hin,
daB die Art der Diskretisierung eng mit der Wahl der Materialmodelle zusammenhéangt.

Ziele: 1. Globales Verhalten von Verbundkonstruktionen analysieren.
2. Versagensmechanismen phanomenologisch erfassen.

2.5 Materialmodelle

2.5.1 Mechanisches Verhalten von Verbundkonstruktionen

Die Inhomogenitét dieser Verbundkonstruktionen erfordert differenzierte Betrachtungs-
weisen bei der Beschreibung des mechanischen Verhaltens der Werkstoffe Baustahl,
Beton und Verbundmittel. Prinzipiell sind drei Betrachtungsweisen denkbar:

Untersuchungen in der Mikroebene geben AufschluB (iber das Zusammenwirken von
Kristallen oder Molekulen. Dadurch kénnen beispielsweise beim Beton als , Zweistoffsy-
stem* von Zementstein und Zuschlag die betontechnischen Zusarmmmenhénge werk-
stoffspezifisch und detailliert nachgewiesen und die Eigenschaften des frischen und
des erharteten Betons genauer erklart werden. Zur Analyse des globalen Verhaltens der
Verbundkonstruktionen ist eine mikroskopische Modellierung jedoch unzweckmasig.

Betrachtungen in der Mesoebene geben Rlckschllisse auf Inhomogenitaten im Werk-
stoff. Dabei sind zwei Klassen zu unterscheiden. Der Bauschinger—Effekt und Hystere-
seschleifen, die durch unterschiedliche plastische Verformungen der Kérner mit unter-
schiedlicher Orientierung verursacht werden [119], sind Beispiele der ersten
Inhomogenitatskiasse; RiBentwicklungen und Scherfugen als Effekte sind mit der zwei-
ten inhomogenitatsklasse in Verbindung zu bringen. Zur phanomenologischen Be-
schreibung des mechanischen Verhaltens der genannten Werkstoffe werden die auf der
Mesoebene beobachteten Versagensmechanismen z.B. Gber ,verschmierte® RiBmo-
delle wiedergegeben.

Als dritte Betrachtungsweise ist die der Makroebene zu nennen. Hier wird der Werkstoff
Beton nicht mehr als ein Zweistoffsystem angesehen; die Eigenschaften beider Kompo-
nenten werden bei der makromechanischen Betrachtungsweise ,verschmiert” und der
Werkstoff als homogenes Kontinuum betrachtet.

Das mechanische Verhalten der Materialien Stahl, Stahibeton oder auch der Verbund-
mittel ist hochgradig nichtlinear. Obwohl z.B. die Eigenschait der Rissebildung beim Be-
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ton eher diskontinuierliche Materialmodelle fordern wilrde, werden alle Einzelkompo-
nenten der Verbundkonstruktionen — Stahl, Beton, Betonstahi — als zusammenhan-
gende Materie, d.h. als Kontinuum behandelt. Jedoch reichen die klassischen linearen
Materialhypothesen wie das Hookesche Gesetz bei weitem nicht aus, das komplexe
mechanische Verhalten des jeweiligen Materials zu beschreiben [7].

Um die Simulationen mit vertretbarem numerischen Aufwand durchfihren zu kénnen,
basieren die hier gewéhiten Werkstoffmodelie aller Verbundkomponenten auf der Pla-
stizitdtstheorie, die flr globale Betrachtungsweisen in der Literatur bereits etabliert ist.

2.5.2 Plastizititsmodelle

Eine an der Kontinuumsmechanik orientierte Plastizitatstheorie dient weniger dazu,
Prozesse im kristaliinen Bereich eines Werkstoffes mikroskopisch zu modeilieren. Ziel
istvielmehr das phénomenologische Erfassen der Deformationsevolution unter mecha-
nischer Beanspruchung, die maBgeblich vom mikromechanischen Verhalten gepragt
ist [119].

Die Entwickiung von Plastizitdtsmodellen war in ihren Anféngen fast ausschlieBlich auf
das Beschreiben metallischen Werkstoffverhaltens fixiert. Hier sind insbesondere
Tresca (1864), de Saint Venant und Levy (1870), Huber (1904) und von Mises (1913) zu
nennen. In den vergangenen Jahrzehnten wurde die Entwicklung plastischer Modelle
fir Geomaterialien (Boden, Gestein, Beton) forciert. Die Plastizitatstheorie hat sich bei
der Berechnung duktiler Prozesse als Standardmethode etabliert, bieibt aber bei der
Anwendung flir Geomaterialien umstritten [60].

e Baustahl, Betonstahl b

Als Ursache far das nichtlineare Verhaiten von Metalien, die in ihrer Gblichen Zusam-
mensetzung polykristallin sind, gelten Defekte in der Mikrostrukiur. Zum Beispiel ist
nach allgemeiner Uberzeugung die plastische Verzerrung in Kristallen die Folge einer
Versatzbewegung.

Als ph&nomenologische Eigenschaften des plastischen Verhaltens, u.a. in [109], [22]
und [7] definiert und erlautert, sind zu nennen [119]:

¢ Plastische Verformungen, die nach Wegnahme der Belastung unabhangig von der
Zeit erhalten bleiben;

o Verfestigungseffekte, die nach einer plastischen Belastung, d.h. einer Uberschrei-
tung der elastischen Grenze, fir deren Zunahme verantwortlich sind;

¢ Hystereseeffekte, bei denen Entlastungs— und Wiederbelastungspfade nicht Gber-
einstimmen und Energie dissipiert wird.
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Analog zu Simo et al. [109], Hofstetter et al. {49] u.a. kbnnen diese Phanomene mit ei-
nem einfachen Werkstoffmodell abgebildet werden, dem folgende Annahmen zu-
grunde liegen:

1. Lineare kombinierte Verfestigung;

2. Inkompressibilitat der plastischen Verformungsanteile (Jo—Plastizitat).

Das Werkstoffmodell, basierend auf dem von Mises FlieBkriterium, wird hier als Sonder-
fall des Drucker—Pragerschen FlieBkriteriums gesehen.

Annahme:  Isotrop elasto—plastisches Werkstoffmodell fiir Stah!

e Beton

Das Werkstoffverhalten von Beton istinsofern dem von polykristallinen Metallen dhnlich,
als nach einer volisténdigen Entlastung bleibende Verformungen auftreten,

Wie die Obrigen Geomaterialien hat Beton im Gegensatz zu Metallen unterschiedlich
groBe Zug- bzw. Druckfestigkeiten und reagiert sehr sensibel auf Veranderungen unter
Druckbeanspruchung (einaxial bzw. mehraxial). Zudem kann ein Spektrum weiterer, im
Regeilfall komplizierter Phdnomene beobachtet werden, die das in Kapitel 5 vorgestellte
Betonmodell abstrahiert wiedergibt.

. zugrunde gelegtes
Phanomen beobachtet Betonmodell
Druckbeanspruchung Extensions— und Extensions-— und

Kompressionsverhalten | Kompressionsverhalten
ist unterschiedlich ist gleich
elastische Degradation anisotrop isotrop
plastischer FlieBvorgang nichtassoziiert assoziiert
Nachversagensverhalten Entfestigung Entfestigung
Entlastungsschieifen hysteretisch ungeeignet

Tafel 2.1 Phdnomenologisches Verhalten von Beton

Diese Annahmen dienen auch dazu, eine gréBtmadgliche numerische Stabilitat zu erzie-
len, wazu exakt linearisierbare Algorithmen erforderlich sind. Das auf der Plastizitits-
theorie basierende Betonmodell hat zudem den Vorteil, daB in dieser ,verschmierten
Betrachtungsweise” die Materialparameter auf der Makroebene identifiziert werden
kénnen. Die RiBentwicklung, die auf der Mesoebene beobachtet werden kann, wird
Gber die Entfestigung im Sinne eines einaxialen Zug— bzw. Druckversagens berlick-
sichtigt.

Annahme:  Isotrop elasto—plastisches Betonmodell
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@ Verbundmittel

Die Qualitat des Werkstoffes der Verbundmittel muB auf die speziellen Anforderungen
(Tragféhigkeit, Duktilitdt, Steifigkeit) und auf das Befestigungsverfahren abgestimmt
werden (EC4, Abschnitt 3.5.2). Die Erfordernisse an die mechanischen Eigenschaften
lassen im Grunde nur Verbundmittel des Werkstoffes Stahl zu. Die Duktilitat dieses
Werkstoffes wird im Verbund mit Stahibeton mehr oder weniger stark abgebaut.

Das Tragverhalten des Einzeldibels wird im Rahmen siner fiktiven Wechselwirkung
Uber die Verbundfuge modelliert; die in Kap. 2.3 beschriebenen KenngroBen der Ver-
bundmittel werden (iber makroskopische Beobachtungen (Last—Schlupf—Charakteri-
stiken aus push—out—Versuchen) bestimmt. Die in Versuchen beobachtete RiBent-
wicklung des Betons oder die Verformung der Verbundmittel lassen Rickschlisse auf
den Schadigungsmechanismus (Mesoebene) zu. Beim Verbundmodell entsprechen
die Rechenmodelle von GI.(2.2) oder Gl.(2.3) diesen Versagensmechanismen,

Derzeit existieren im EC4 analog zu {121] bzw. [37] keine Interaktionsbeziehungen, die
zur Tragfahigkeit der Verbundmittel bei gleichzeitiger Scher— und Normalkraftbean-
spruchung eine Aussage machen. Speziell bei Kopfbolzendiibeln zeigt sich, daB dié
Behinderung der vertikalen Dubelkopfverschiebung eine Zugkraft im Diibelschaft be-
wirkt, der Dlibel sich folglich {iber den Dilbelkopf am Beton abstiitzt [98]. Hier wird an-
genommen, daB im linear elastischen Fall beide Beanspruchungsrichtungen entkop-
pelt sind. Das richtungsabhdngige Tragverhalten der Verbundmittel wird im
elasto—plastischen Fall {iber das Coulombsche Reibungsgesetz abgebildet.

Annahme:  Orthotrop entkoppeit elastisches, bzw. orthotrop elasto—plastisches
Verbundverhalten

Hinweis:

Anhang B 1 zeigt, daB in der Literatur beispieisweise unterschiedliche Kennlinien fdr
denselben Typ von Kopfbolzendibeln (22 [mm] in Vollbetonplatten) existieren.
Grinde daflr sind bei den unterschiedlichen Versuchsdurchfihrungen zu suchen.
Demzufolge hangt das Tragverhalten der Kopthoizendubel nicht nur vom Material des
Dubels, dem Material der Betonkérper und dem Bewehrungsgrad; sondern auch von
der Belastungsgeschwindigkeit wéhrend des Versuchs [13] ab.

Zum Bestimmen des Tragverhaltens der Verbundmittel bedarf es noch weiterer Ent-
wicklungs— und Forschungsarbeiten, um einerssits die komplizierten Schadigungs—
und Versagensmechanismen detaillierter zu spezifizieren (Interaktionsverhalten von
Schub— und Normalkriften) und andererseits ein méglichst einheitliches Berech-
nungsmodell zum Bestimmen der Traglast, der Duktilitat und Steifigkeit der Verbund-
mittel zu finden.
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3 Ratenunabhéngiges elasto—plastisches Materialverhalten
im Rahmen der Methode der Finiten Elemente

3.1 Vorbemerkungen

Fir die Anwendung elasto —plastischer Werkstoffmodelle werden in Kap. 3.2 die Glei-
chungen der ratenunabhéangigen Plastizititstheorie aufgestellt. Die fir die Finite Ele-
mentberechnung notwendige Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebun-
gen wird fir das Newton-Verfahren vorgenommen (Kap. 3.3.1). Da das
phénomenologische Verhalten unterschiedlicher Materialien im Verbund (Beton, Be-
tonstahl, Baustahl, Verbindungsmitiel) untersucht werden soll, reduziert sich die Linea-
risierung auf den Materialtensor unter Zuhilfenahme des Riickwarts —Euler Verfahrens
(Kap. 3.3.2).

" Firdie2D- Modellierung und unter Annahme eines ebenen Spannungszustandes wer-
den hier nicht die 2D spezifischen Projektionsalgorithmen wie unter [109] oder [80] an-
gewandt, sondern es wird eine Kondensation der 30— —Werkstoffgesetze analog zu [17]
vorgenommen (Kap. 3.4).

3.2 Ratenunabhingiges Materialverhalten

Ist die Geschwindigkeit, mit welcher der Prozes des sich Andemden Materialverhaltens
ablauft, ohne Bedeutung, kann das zeit— bzw. ratenunabhéngige elasto—plastische
Materialverhalten als Sonderfall des viskoplastischen Materialverhaltens angesehen
werden. Deshalb werden im folgenden alle inefastischen GroBen als plastisch bezeich-
net.

Annahme:  Ratenunabhéngige Elastoplastizitat

Werden die konstitutiven Beziehungen im Rahmen der Deformationszuwachstheorie
([71, [78]) formuliert und zudem kleine Verzerrungen vorausgesetzi (vgl. Kap. 3.3.1),

kann die Verzerrungsrate & additiv in einen reversiblen, elastischen Anteil»ée' und einen

ireversiblen, plastischen Anteil ¢”' aufgespalten werden, siche GI.(3.1). ¢ wird Gber
das Hookesche Gesetz von GI.(3.2) definiert.

e =¢¥ + ¢ @3.1)

cel . = (e — eP') (3.2)

i
3.2.1 FlieBbedingung

Ein Charakteristikum des elasto—plastischen Materialverhaltens ist der Ubergang vom
elastischen in den plastischen Zustand, der durch eine FlieBbedingung beschrieben
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wird. Dabei werden die aus dem einachsigen Spannungszustand (z.B. aus einaxialen
Versuchen) gewonnenen Erkenntnisse auf den sechsdimensionalen Spannungs—
bzw. Verzerrungsraum {ibertragen [119]. Die durch Gleichung (3.3) definierte skalar-
wertige FlieBbedingung wird im Spannungsraum als FlieBfliche interpretiert. in ihr ist
o der aligemeine Spannungstensor und q der Vektor aller im Spannungsraum definier-
ten inneren Variablen.

flo,q) = 0 (3.3)

3.2.2 Druckersches Stabilitatskriterium

Das Eintreten der plastischen Verzerrungsrate é"listan eine Belastungsrate dergestalt
gebunden, daB beim stabilen Material die geleistete innere Arbeit nicht negativ ist.
I e';." =0 (3.4)
i

Diese Druckersche Definition stabilen Werkstoffverhaltens kann auch flr einen Lastzy-
klus weiter gefaBt werden.

.pl
(0 = o) 65) =0 (3.5)
In Gleichung (3.5) ist o ein Punkt auf der FlieBflache; ¢° stellt einen Punkt dar, der entwe-
der im elastischen Gebiet oder auf der FlieBflache liegt, d.h. der Zuwachs ist nicht mehr
differentiell. Es wird angenommen, daB zwischen ¢° und ¢ eine elastische Beanspru-
chung stattfindet und anschlieBend eine plastische von e nach (¢ + do). Diese zusatzli-
che Spannung do wird durch den differentiellen plastischen Verzerrungsanteil deP' her-
vorgerufen. AnschlieBend wird wieder auf ¢° entlastet. '

Aus dem erweiterten Druckerschen Stabilitatskriterium leiten sich die Bedingungen ei-
ner assoziierten FlieBregel und einer konvexen FlieBfldche ab ([77], [49]). Diese Bedin-
gungen sind flr die Gultigkeit dieses Postulates zwar notwendig, aber nicht hinrei-
chend, da damit ein Expandieren (Verfestigen) oder Kontraktieren (Entfestigen) der
FlieBflache nicht festgelegt wird [49].

3.2.3 FlieBregel

Die Evolution der plastischen Verzerrungen élvon G1.(3.1) wird im allgemeinen von der
skalarwertigen Funktion g(o, q), dem sogenannten FlieBpotential, abgeleitet (3.6)4. Die
Normalenregel stellt eine spezielle Form der FlieBregel, die sogenannte assoziierte
FlieBregel (3.6),, dar, da die FlieBflache als plastisches Potential angesetzt wird und so-
mit ge = fist (siehe Druckersches Stabilitétskriterium). Der Index von g stellt gemaB
G1.(3.6) den Bezug zu den plastischen Verzerrungen dar.
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& =} 8,9.(0,9) = assoziiert (g, = f): " = A a,f(0, ) (3.6)

In GL.(3.6) ist der Parameter  als eine nicht negative skalare Funktion zu verstehen; er
wird als plastischer Multiplikator oder Konsistenzparameter bezeichnet.

3.2.4 Ver_/Entfestigunngesetz

Im Rahmen der ratenunabhangigen Plastizitatstheorie wird das nichtlineare Material-
verhalten mittels interner Variablen (Vekior ¢) beschrieben, die das Ver— und Entfes-
tigungsverhalten wiedergeben sollen. Die Ratengleichung des Ver—/Entfestigungsge-
setzes lautet nach [109]

g=-Da |, ' (3.7)
wobei der Vektor a die zum Vektor g energetisch konjugierten, im Verzerrungsraum de-
finierten inneren Variablen enthalt. D stellt dabei die Matrix der allgemeinen plastischen
Moduin dar. Analog zu den plastischen Verzerrungen ¢"'kann die Evolution der inneren
Merzerrungsvariablen® & von einer skalarwertigen Funktion g,(o,¢) abgeleitet werden
(8.8)y. Die Erflllung des Prinzips vom Maximum der plastischen Dissipation (siehe

Kap.3.2.6) bedingt nicht nur die Verwendung einer assoziierten FlieBregel, sondern
auch die Formulierung eines assoziierten Ver—/Entfestigungsgesetzes, siehe Gl.(3.8),.

@ =k 9qQ0q(0,q) = assoziiert (gq = f): @ = h d4f(0,q) (3.8)

Das Ver—/Entfestigungsgesetz als Ratengleichung lautet

g=—LD dgQe - (3.9)

Prinzipielt ist zwischen isotropem und kinematischem Verfestigungsgesetz zu unier-
scheiden. Die Auswirkungen beider Evolutionsgleichungen und deren Kombination auf
die FlieBflache im Spannungsraum sind anschaulich in Hofstetter et al. [49], Suanno
[119] u.a. dargestelit. Flr beide Ver—/Entfestigungsgesetze wird vorab der Vektor der
inneren Variablen ¢ in einen isotropen und einen kinematischen Anteil aufgeteilt

q=1[& ol

@ isotrope Ver—/Entfestigung

Bei der mathematischen Formulierung isotropen Ver—/Entfestigungsverhaltens sind
die Einfliisse des Spannungszustandes und der inneren Variablen in der FlieBfunktion
fentkoppeli. Zum einen ist dies eine von den Spannungen o abhéngige Funktion F(o),
zum andern die FlieBspannung k(g).

f(0,8) = Flo) — k(&) (3.10)
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Dabei hangt die FlieBspannung k(g) von den skalaren inneren Variablen § ab, die das
isotrope Ver—/Entfestigungsverhalten beschreiben. Nach [49] kann dies beispiels-
weise die effektive plastische Verzerrung « (§ = x) sein. Gleichung (3.11) stellt dann
eine fUr isotrope Ver—/Entfestigung typische Ratengleichung dar

k(o) = H() x @.11)
wobei H;(x) der isotrope Ver—/Entfestigungsmodaul ist. Die geometrische Interpretation
der isotropen Ver—/Entfestigung ist durch Expansion/Kontraktion der FlieBflache ge-

kennzeichnet, weshalb in diesem Fali die hydrostatische sowie die Achse der FlieBfla-
che zwangslaufig zusammenfalien.

e kinematische Ver-/Entfestigung

Im Falle einer kinematischen Ver—/Entfestigung wird der sogenannte kinematische
Vet —/Entfestigungstensor oder backstress—Tensor g definiert, der die Translation der
FlieBflache im Spannungsraum beschreibt. Man spricht dann von einer induzierten An-
isotropie. Wird in der FlieBfunktion Gl.(3.10) das Argument in der Funktion F durch (s-g)
ersetzt und k konstant gehalten, erhait man die FlieBfunktion von G1.(3.12).

f(o,0) = Flo — @) — k (3.12)

Ublicherweise wird die Ratengleichung des kinematischen Ver—/Entfestigungsgeset-
zes entsprechend GI.(3.13) angesetzt {49].

¢ = Hyo) & , (3.13)

® kombinierte Ver—/Entfestigung
Die Kombination der Gleichungen G1.(3.10) und (3.12) fiihrt zu einer FlieBfunktion mit
kombinierter Ver—/Entfestigung

flo,0,%) = Flo — 0) — k(x) . (3.14)
Nach [109], [49] u.a. wird die kombinierte Verfestigung Uber den Parameter f§
0 = B = 1 und den gemeinsamen Hardening/Softening—Modul H(x) definiert. Da-

durch lassen sich das isotrope und kinematische Ver—/Entfestigungsgesetz von

Gl.(3.11) bzw. (3.13) mit folgenden Ver—/Entfestigungs —Moduli modifizieren
Hi) = B Hi®) . H ) = (1 —p) Hi) - (8.15)

B gibt somit bei kombinierter Ver—/Entfestigung den Anteil der isotropen Ver—/Entfesti-
gung an der gesamten Ver—/Entfestigung an.

3.2.5 Be- und Entlastungsbedingungen

Zulassige Werte fir ¢ und ¢ werden durch die FlieBbedingung von GI.(3.3) durch f = 0
begrenzt. Wahrend einer plastischen Belastung muB im Rahmen der ratenunabhangi-
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gen Elastoplastizitat die Bedingung f = 0 erhalten bleiben. Dies 148t sich auch durch
den inkrementellen Zuwachs f = 0 ausdriicken, der sogenannte Konsistenzbedin-
gung.

fo,9) = aof:0+ a4t g =0 (3.18)
Gleichung (3.9) eingesetztin GI.(3.16) und mit H, = a4f D 449, ergibtfolgende Bezie-

hungen fiir den Konsistenzparameter A

_ %amo far f =0,
A= ik (3.17)
0 fiir t < 0 .

Hi ist der skalare kombinierte Ver—/Entfestigungsmodul. Ausgehend von Gl.(3.17)
werden nun die Be~/Entlastungsbedingungen eingefiihrt

flo,q) <0 ; A= 0 Af(o,q) =0 (3.18)
die in der Optimierungstheorie als Kuhn—Tucker Bedingungen ([75], [109]) bezeichnet
werden. L und f erfiilien die Konsistenzbedingung

A =0 oder fur A > 0: f =0 . (3.19)

Anhand GI.(3.17) lassen sich die Be—/Entlastungsbedingungen nur fiir verfestigende
Werkstoffe angeben. Im Falle idealer Plastizitét (H=0) ist die rechte Seite von Gl.(3.17),
.unbestimmbar; im Falle eines entfestigenden Verhaltens (H<0) kann keine Aussage
dariiber gemacht werden, ob elastische Entlastung von der FlieBflache aus stattfindet
oder ob die FlieBfliche kontraktiert.

Damit die Be—/Entlastungsbedingungen unabhangig vom Werkstoffverhalten formu-
liert werden kénnen, sind nach Simo et al. [109] die Ratengleichungen in Abhéngigkeit
der Pradiktorspannung zu formulieren. Wird in G1.(3.17), die konstitutive Ratenglei-
chung Gl1.(3.2) eingesetzt, erhait man unter Beriicksichtigung der Evolution der plasti-

schen Verzerrungen éPlvon G1.(3.6)y und nach Umformen von Gl.(3.17), folgende Be-
ziehung fir den Konsistenzparameter

dgf: Ce g

- 3.20
dof 1 €2 3gge + Hy (8.20)

Wird zudem die Rate der elastischen Pradiktorspannung eingefihrt

¢ =0C% ¢ , : , (3.21)

kénnen unabhéngig vom Materialverhalten die Be—/Entlastungsbedingungen gemas
Tafel 3.1 formuliert werden. Bild 3.1 ist eine geometrische Interpretation der GI.(3.20).
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Voraussetzung zur Formulierung dieser Be—/Entlastungsbedingungen ist, da8 der
Nennervon Gl.(3.20) positivist. Da dieser Nenner identisch mit dem elasto - plastischen
Materialtensor von G1.(3.23) ist, gibt er RlickschluB auf ein numerisch stabiles Material-
verhalten. Mit dem Nenner wird eine Restriktion fir die GréBe des Entfestigungsmoduls
definiert (vgl. Maier und Hueckei [77], Simo und Hughes [109], Schreyer und Nieisen
[108], Willam et al. [128]).

f<0 = elastische Belastung

dfi6 <0 = Entlastung vom plastischen Zustand

0 = neutrale Belastung

—
i
(@]
(=13
2
=]
It

df:6 >0 = plastische Belastung

Tafel 3.1 Médgliche Be—/Entlastungszustdnde

4
[4)
dof P
. 3f o
? ) dgf
[
a)
b)
c)

Bild 3.1  Plastische Belastung, basierend auf der Rate der Prddiktorspannungen
a) verfestigendes b) ideal—-plastisches
¢) entfestigendes Material

3.2.6 Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation

Das Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation geht auf von Mises (1928),
Taylor (1932) und Hill (1948) zurlick. Es besagt, daB die von wirklich auftretenden Span-
nungen an einer vorgegebenen plastischen Verzerrung geleistete Arbeit gréBer als die
Arbeit ist, die durch einen beliebigen zulassigen Spannungszustand an derselben Ver-
zerrung geleistet wird [98]. Durch dieses Prinzip wird eine diskrete variationelle Formu-
lierung gewonnen, welche die Euler—Lagrange Gleichungen (Gleichgewichtsbedin-
gungen, kinematische Gleichungen, Werkstoffbeziehungen [119]) des entsprechen-
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den Funktionals erzeugen. Dabei berticksichtigen die Werkstoffbeziehungen die dis-
krete FlieBregel und das Ver—/Entfestigungsgesetz in der Form des sogenannten Clos-
est Point Projection Algorithmus, sowie die Be—/Entlastuhgsbedingungen in der
Kuhn-Tuckerschen Form. Zudem flihrt dieses Prinzip auch auf die Normalitat der Flie-
regel im Spannungsraum, zur Konvexitét der FlieBflache ([112], [119]) und zu elnem as-
soziierten Ver—/Entfestigungsgesetz ([112], [49]).

3.2.7 Elasto-plastischer Materialtensor

Die FlieBregel von GI.(3.6), die Evolution der inneren ,Verzerrungsvariablen von
GL1.(3.8) und die Konsistenzbedingung GI.(3.19) fllhren in Kombination mit der konstitu-
tiven Ratengleichung GI.(3.2) auf den elasto—plastischen Materialtensor G® von
Gl.{3.22) bzw. (3.23).

6=C%:¢ (3.22)

(C¥: 359e) ® (C¥: af )

mit €% = ¢o —
c agt 1 €% dgge + Hy,

(3.23)

Gl.(3.23) verdeutlicht, daB nur Werkstoffmodelle, die das Prinzip vom Maximum der pla-
stischen Dissipation (ge = ) erfillen, auf einen symmetrischen elasto—plastischen
Materialtensor flhren [49].

3.3 Inkrementelle Formulierung

3.3.1 Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuelfen Verschiebungen (PvV) stelit die schwache Form des Gleichge-

wichtes dar. Die residuale Form G des PvV in der materiellen Darstellung lautet nach [79]

G(u,du) = — [ S:3E d_V+f
’ B

pobg - du dV+J t,-udA =0, . (3.24)
By

o 0Bo

wobei pqdie Massendichte, by die eingepragten Volumenkrafte und t, die eingepragten
Oberflachenkréfte bezlglich der Referenzkonfiguration Bybezeichnen: $ ist der zweite
Piola—Kirchhoff Spannungstensor, E der Green—Lagrange Verzerrungstensor von
Gl1.(3.25) und 8E der virtuelle Green—Lagrange Verzerrungstensor von GI.(3.26). Diese
Darstellung wird nach {93] und [4] als totale Lagrange ~Formulierung bezeichnet.

auypduy o aup duy

(3.26)

(Bu)  9@uy) . a(du)au.  du I(du))
%y=3 [ax T e X, T ax, Tax,
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Die Strategie zur Losung nichtlinearer Probleme fiihrt zur Kopplung von inkrementellen
und iterativen Methoden. Ein sehr effizientes Verfahren ist dabei das Newton—Verfah-
ren, das eine zumindest quadratische Rate asymptotischer Konvergenz zur Lésung auf-
weist. Voraussetzung dafilr ist eine exakte Linearisierung von G1.(3.24).

Zum Zeitpunktt, sei der Gleichgewichtszustand nach Aufbringen des n—ten Lastinkre-
mentes bekannt. Die schwache Formulierung des Gleichgewichtzustandes nach dem
PvV ergibt sich dann zu

G(up, du) = - J S, : 0E, dV + JpObQn - ou dV -+ J ton U dA =0 (3.27)
B ‘ 8

o o 9By

und zum Zeitpunkt 1.4 zu

Gu, ., 1, ou) = ~J S, i OE, ., dV + Jpobovnﬂ‘ du dv + J tonss U dA =0 .
B B, Bg (328)

0 0

Das in Gleichung (3.28) unbekannte Verschiebungsfeld u,, 4, bzw. unbekannte inkre-
mentelle Verschiebungsfeld Au, .

Upq = Up + Al ' (3.29)

wird durch Lésen von Gleichung (3.28) mit dem Newton—Verfahren errechnet. Hierzu
wird G(u,,, ¢, 5u) von GI.(3.28) linear approximiert

Gy 41, 01) = G(uy, Su) + Dy G (un, du}) , (3.30)

wobei D, die Richtungsableitung ist. Bei der Beschrankung auf eine, vom Verschie-
bungsfeld unabhéngige Belastung ist der zweite und dritte Termin Gl. (3.27) und (3.28)
als bekannt vorauszusetzen. Beide Terme spiegeln die virtuelle Arbeit der &uBeren Bela-
stung wider. Gleichung (3.31) ergibt sich aufgrund der Linearisierung von Gl.(3.28).

Gy (U 44, 8U) = — Isn : 8En dV
BO

98
- J IZ(BE:. : DAuEn) 18R + Sn Dy, (OER) :|dV
B,

0

+ jpobovnﬂ- du dv + J tons1- OUdA =0 (8.31)
Bo 9Bog

Im folgenden werden die Richtungsableitungen DaJE, und Dy {OE,) mit AE,.4 bzw.
A(BE,.,) abgekiirzt. Wird du in G1.(3.26) durch Auy..1 ersetzt, erhalt man fiir den Green—
Lagrange Verzerrungstensor

3.32)

_1 d(Au)  3(Auy) B(AUL)QEJ_I: &B(AUL)
AE'J'z[axJ L S > > SR ) ¢
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sowie die seiner virtuellen Darstellung

[ (duy) d(Au)) N 3(Auy) a(auL)] .

AREy =3 X, X X, X

2

(3.33)

Aufgrund der vereinfachten Notation bezieht sich die Gesamtverschiebung u in
G1:(3.32) und (3.33) auf den Zeitpunkt t, und die inkrementelle Verschiebung Au aufden
Zeitpunktt,.4. Analog erhaltmanin Gl.(3.31) dielineare Approxmahon derinkrementel-
fen Spannungen AS, .4 von GI.(3.31) .

38y

8E DAu = Cn AE = ASn+1 ; (3-34)

wobei C, der Materialtensor im Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t, ist, bezogen
auf die Anfangs— bzw. Referenzkonfiguration By. Durch Umformung und unter Beriick-
sichtigung von Gi.(3.34) wird aus GI.(3.31)

j [(Cn:AE, 1) : 8Eq + Sn:A(BE,,,) | 4V
B,

0

= Jpobo,nﬂ' bu dV + J tont1- Su dA - fsn : OEn.dV (8.35)
B, 9By B,

Bei Beschrankung auf verformungsabhéngige Belastungen sind alle Terme auf der
rechten Seite von Gi.(3.35) bekannt. Diese rechte Seite stellt das durch Aufbringen des
Lastinkrementes zum Zeitpunkt t,,..; hervorgerufene Ungleichgewicht zwischen duBerer
und innerer virtuellen Arbeit dar.

Das mechanische Verhalten der Verbundkonstruktionen ist im allgemeinen nichtlinear,
wobei zwischen materieller und geometrischer Nichtlinearitat zu unterscheiden ist. Je-
doch soll die Frage der Gebrauchsfahigkeit fir die in dieser Arbeit dokumentierten
Strukturen im Vordergrund stehen. Ein Stabilitdtsversagen (siehe Kap. 2.4) soll von
vornherein ausgeschlossen werden. Dies rechtfertigt die Annahme kleiner Verschie-
bungen, folglich auch kleiner Verzerrungen. Die Erweiterung auf groBe Verschiebungen
und Rotationen bei kleinen Dehnungen kann entsprechend GI.(3. 35) problemlos durch-
gefihrt werden. ¢

Annahme:  Kleine Verschiebungen = geometrische Linearitit

Durch die Annahme kleiner Verschiebungen erlbrigt sich die Unterscheidung hinsicht-
lich verformter Konfiguration oder Ausgangszustand beim Materialtensor. Zudem ent-
fallen die Unterscheidungen zwischen Green—Lagrangeschem und allgemeinem Ver-
zerrungstensor E=¢, siehe GI.(3.36), sowie zwischen zweitem Piola—Kirchhoff und
allgemeinem Spannungstensor S=¢. Die inkrementellen Spannungen sind dann
AS,+1= A0, Siehe G1.(3.37).
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3w * (3.36)

do
aT: “DpyEn = CniAeq iy = Aoy (3.37)

Der virtuelie Verzerrungstensor wird zu 8E = 6¢ und seine Richtungsableitung ist, unter
Beriicksichtigung der vereinfachten Notation, A(SE)=0. Dadurch reduziert sich
Gl.(3.35) zu

J (Cn:Aey,q): 8e dV
B

0

= jpobovnﬂ‘ Su av + J tonsq OU DA — junzée.dv (3.38)
B, B

0 6Bo,u 0

Aufgrund der nichtlinearen konstitutiven Beziehungen ist in G1.(3.38) der Materialtensor
C,, im Rahmen des Newton—Verfahrens zu linearisieren.

3.3.2 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen

Im Rahmen der Methode der Finiten Elemente werden endliche Zeit— bzw. Lastschritte
verwendet. Anders als bei der Formulierung auf Kontinuumsebene sind die Ratenglei-
chungen von Kap. 3.2 dem numerischen Verfahren entsprechend zu linearisieren [114].

e Allgemeine Herieitung

Zu einem Zeitpunkt t, seien die gesamten Spannungen, Verzerrungen und die internen
Variablen bekannt, zudem der inkrementelle Verzerrungstensor Ae,, des aktuellen
Zeitschrittes t,,4. Die Grundproblematik der numerischen Plastizitatstheorie stellt sich
darin, die konstitutiven Beziehungen zu aktualisieren:

(anv €n, qn: AEn+1) - (0n+1: €n+1: qn+1) . (339)

Wird das ,Rlckwérts—Euler” Verfahren zugrunde gelegt, flihrt dies nach Simo et al.
[111] auf ein Optimierungsproblem, definiert (ber die diskreten Kuhn—Tucker Bedin-

gungen von G.(3.40). Hier gilt: A\, ., = A At,, . In diversen Studien — Krieg und
Krieg [84], Schreyer, Kulak und Kramer [107], Ortiz und Popov [87], Simo und Taylor
[115] — wird gezeigt, daB das , Rickwarts—Euler” Verfahren, unabhéngig von der Form
der FlieBftiche und der SchrittgroBe, unbedingt stabil ist.

fn+1(0n+1’qn+1) =0; A‘7"n+1 z0; A}‘n+1 fn+1 =0 (3'40)

Nach dem Diskretisieren erhalt man fir den Verzerrungstensor
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€nv1 T en t Aepyy (3.41)
flr den Spannungstensor aus der konstitutiven Beziehung von GI.(3.2)

Onet =C%i(e ,—€ ), (3.42)

n+1

fur das FlieBgesetz von GI.(3.6)

P! =P + AeP!
n+1 n n+1
ol (3.48)
A€n+1 = A}‘n+1 a(’gs,n+1 !
und fiir das Ver—/Entfestigungsgesetz von Gl.(3.9)
o1 = dn + A,y
AQpyy = = Doy Aagyy = Aty = - Dr;11 Aq, (3.44)
Ao,y = Ahpyy 9G04+ 1

Die Herleitung der elasto—plastischen Materialtangente eines veraligemeinerten ,re-
turn®“~—Algorithmus [109] erfordert das totale Differential der GréBen do,, 4 deg'ﬂ,
da,,qund df, . .In GI.(3.45) ist d},,, , das totale Differential des inkrementellen Konsi-

stenzparameters Ak, , ;.

dog.; = {C% :(de- de)}

deg;1 = {dx d¢Je + AL (aﬁl,gE s do + aﬁqge dq)}n+1 05
da,,, = {dx 3qda + AL (agqga dq + 63,9 : do)]n+1 :
dfpsr = {0ef : do + agf dq]n+1 =0

In einer vereinfachten Schreibweise sind alle Komponenten innerhalb {...}n+1 Kompo-
nenten des totalen Differentials der oben genannten GréBe zum Zeitpunkt 1. Zudem
enthalten alle Beziehungen von GI.(3.45) die konvergierten GréBen einer Newton — ltera-
tion zum Zeitpunkt der i—ten Iteration, wobei die diese lteration kennzeichnende Nota-
tion unterbleibt, was zur Vereinfachung beitrdgt. Nach Einsetzen von GI.(3.45), in
Gl.(3.45)4 erhalt man

don,y = [0 :[de — dh duge — Ak 92, dal] (3.46)

n+1

~1
-1
mit @, = {[(ce') + Al a?,(,gc] } , (3.47)
n+1

und Gleichung (3.46) wiederum in die diskrete Konsistenzbedingung von GI.(3.45), er-
gibt
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{dx [35F: @ : 040l + Al [a,,f 10 : 02,0 - ﬁaqf] dq}

= {3of: @ : de}, 4

n+1 (3-48)

Einsetzen von Gleichung (3.46) in GL.(3.45), fihrt unter Anwendung des inkrementellen
Ver—/Entfestigungsgesetzes von Gl.(3.44), zu

1
dh A {azg :®:6g€————agH
{ ao=e ’ An 9= n+1
+ AN | 92,001 © 1 0%40c — g D-'| dq 3.49
qoJa - O duqQe A;\qqa Mz » (3.49)
n
= {Ah [agqgazerde”

Das Lésen der GI.(3.48) und (3.49) nach dh,.1und Ak, 64 fhrt zu

dh, g | 9ottt Oy ey
Ah . d =2} a2 d . (3.50)
n+199n 41 qo9,n+1 €,

Hierin hat die (2 x 2)—Matrix Z,,..1 die Elemente

n+1

Zitnet1 = {061 @ 060}t n i1
1
Han+1 = { of 105 Qe = Akaqf}nﬂ

\ ’ 3.51)
Zoin+1 = [aqaga: B d¢Qe — Haqga}

1
Zogn4tl = {a%ugu 10 a?xqge - AK qqga - A)\,ZD }

n+1
Die Gleichungen (3.50), eingesetzt in Gi.(3.46), fuhren auf die konsistente elasto—plasti-

sche Materialtangente (siehe G1.(3.52)), beider z_ ' . die Koeffizienten der invertierten

un+1
Matrix Z, , ; bezeichnen.

Offensichtlich unterscheidet sich der konsistente elasto—plastische Materialtensor von
Gl.(3.52) vom konstitutiven Tensor des Kontinuums, GI.(3.23). FUr infinitesimal kleine
Schritte (At,,,; — 0, A\, — 0) gehtder konsistente Materialtensor in den konstituti-
ven Tensor des Kontinuums Uber. <

{%%} 1 = {® - Z‘l__‘l1 (0:90,00) ® (0 : 3,
n+

— 25! (®:0,9) ® (O : 62,0u)
~ 25 (0 02,0¢) ® (0 : 3,9

-z (@: aﬁqgs) ®(0: 0§Uga>}n+1

3.52)
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® Assoziierte FlieBregel, assoziiertes Ver—/Entfestigungsgesetz

InKap. 3.2 wurde bereits erwéhnt, daB unter den Bedingungen einer assoziierten Flies-
regel (ge = ) und eines assoziierten Ver—/Entfestigungsgesetzes (g, = f) das Prinzip
vom Maximum der plastischen Dissipation erfillt wird. Unter diesen Voraussetzungen
erhalt man anstelle von GI.(3.52) folgende konsistente elasto—plastische Materialtan-
gente

2

_ ide . _ -1 )
= {?J‘E} ntl {G 2. 2% N® NJ} (3.53)
n+1

i=1j=1
mit  Nynq=0n,4:06f 0 Nopiqr =005, . (3.54)
Die Koeffizienten der Matrix Z,, ., sind dann

Zyg g = {06F: @1 06f}y 4y

St 1

Zign+1 T {dﬂf' 0 : o5,f ~ Kxaqf]nﬂ = Zpin+1 (8.55)
p C® - . 1 -

Zopmis = {dgof.G.aﬁqf—»Al}:dﬁqf——A—ﬁD 1]n+1 ,

wodurch die konsistente Materialtangente Cﬁ‘i . symmetrisch wird.

3.4 Kondensation der konstitutiven Gleichungen (3D — 2D)

Die konstitutiven Gleichungen von Gl.(3.2) oder (3.22) sind im aligemeinsten Fall im
sechsdimensionalen Spannungs— und Verzerrungsraum definiert. Fiir eine ebene 2D -
Modellierung haben der Spannungs~ und der Verzerrungstensor jeweils folgende vier
Komponenten

.
0’=[0xx 0yy Oyz Oxy]
]T (3.56)

s

€ = [Exx €yy €77 Exy

wobeiim Falle des ebenen Verzerrungszustandes (plane strain) ein um zwei Schubkom-
ponenten reduzierter 3D —Werkstofftensor die konstitutive Beziehung beschreibt. Dies
kann als geometrische Zwangsbedingung in Dickenrichtung (e; = 0, 0, % 0) inter-
pretiet werden. Im Falle des ebenen Spannungszustandes (plane stress:
€2z ¥ 0, 0z = 0) wirdindervorliegenden Arbeit die 3D —Formulierung des Werkstoff-
tensors beibehalten. Fir eine globale Gleichgewichtsiteration, z.B. nach dem Newton—
Verfahren, sind nun der Spannungs— und der Materialtensor lokal, d.h. am Material-
punkt, zu kondensieren [17]. Ausgehend vom ebenen Verzerrungszustand wird hin zum
ebenen Spannungszustand iteriert.
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Im linear—elastischen Fall wird die Verzerrungskomponente in Dickenrichtung €&, auf-
grund der Bedingung o, = 0 mit dem Hookeschen Gesetz GI.(3.2) bestimmt.

%= -1y [+ ed) (3.57)
Innerhalb der Plastizitdtstheorie berechnen sich, wie im Kapitel zuvor erlautert, die
Spannungen inkrementell—iterativ. Dazu wird wéhrend des lterationsprozesses der
Verzerrungstensor des ebenen Verzerrungszustandes am Anfang jeder Gleichge-
wichtsiteration um die e;;—Komponente erweitert.

Fir die Herleitung der Kondensationen, bei gleichzeitiger Erweiterung des Verzerrungs-
tensors, wird der aktuelle Spannungstensor in einem ersten Schritt mit Hilfe der Taylor-
reihenentwicklung linear approximiert

o+ < gl 4 209 Jal | Aei+) = g0 4 GO - Agl+1) (3.58)

86(’)

wobei (i) den Anfang und (i+1) das Ende des aktuellen lterationsschrittes definiert. Mit
(m) wird die notwendige Anzahl an lterationen gekennzeichnet. Die den diskreten Zeit-
punkt kennzeichnende Notat(,ion n+1, siehe Bild 3.2, bleibt bei der formalen Herleitung
unberiicksichtigt.

In G1.(3.58) wird die konsistente Materialtangente Gber folgende Untermatrizen definiert

)
ch = Ci1 Cyg
Ca1 Cos

. T
Cy1 Gy Cuy un C% = [ Cy3 Cy3 C43]

mit Cﬂ = |Cp Cpp Cpy . (3.59)
Ca1 Cupp Cuy bzw. CY = | Ca1 Cap Co4 |

in der Vektordarstellung wird nun der aktualisierte Spannungstensor der (i+1)—ltera-
tion in folgende Untervekioren zerlegt

[ i+ [ U Cy1 Cya 0 A€ "
Ozz =|oz| * C; Cos A€z ’ (8.60)
’ T
wobei der Spannungsvektor @ die Komponenten & = |oxx Oyy cxy] enthalt. Analog dazu

hat der Tensor der veranderlichen inkrementellen Verzerrungen die Komponenten

Ae = [Aexx Aeyy Aexy} Mit der Bedingung ol ) = 0 188t sich aus GI.(3.60) die Verzer-
rungskomponente Ae '“ ) des nachfolgenden lterationsschrittes (i+1) bestimmen.

1) 1 i) Ag(i+1 i
Al = - 6ﬂc§)1A€(’+ ) + o] (3.61)
33
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(13
()'(m)1 @ i+1
n+t 4N S~
(i+1) ]
0n+1 : I
(m) : I
A0 g0 |
n+1 |
|
|
deli+1
0
0'5]) o n+t I
| !
| |
: () {i+1) : €
el(o) €n+1 En+1 L(m)
Q /n+1
Aelm
n+1

Bild 3.2 Auswirkung der globalen Gleichgewichtsiteration (Newton—Verfahren) am
Materialpunkt

Dies verdeutlicht, daB die Spannungskomponente o, innerhalb des lterationsprozes-
ses gegen Null konvergiert, wobei sie innerhaib eines Iterationsschrittes (i) nicht not-
wendigerweise gleich Null sein muB. Die Konvergenzrate dieser Spannungskondensa-
tion am Materialpunkt ist identisch mit jener der globalen Gleichgewichtsitération, und
zwar quadratisch innerhalb des Konvergenzradius [17].

Die korrekte konsistente Materialtangente und die addquaten Spannungen zur Bestim-
mung der inneren Krafte erhalt man, indem man GI.(3.61) in G1.(3.60) einsetzt.

0 » 0 i
50+ = | ¢, ~ C3C54 A1) 4 [6 _ Eﬁazz = é(')A@(m) sl
33 C33
. ® ‘ ‘ (i (3.62)
~ (i) C..C ' A C
mt C =[Cy -~ M] und 6 = |5 - ZBoy
Cas Cag

~ (i) A
Hierstellt € den kondensierten Materialtensor und a(')den zur Berechnung der inneren
Kréfte notwendigen Spannungstensor dar.
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4 Numerische Behandlung elasto-plastischer Materialmodeile
4.1 Einfihrung

Im foigenden werden die Werkstoffmodelie von Drucker-—Prager, eine Erweiterung des
von Mises FlieBgesetzes [22], und das der Kugelflache fUr ein allgemein ver—/entfest-
igendes Materialverhaiten vorgestelit. Beide FlieBfunktionen zeichnen sich durch ihre
in der Deviatorebene kreisférmigen und somit glatten FlieBflachen aus, was bei der Ent-
wicklung von Algorithmen im Rahmen der Methode der Finiten Elemente von Vorteil ist.
Im Gegensatz dazu stehen gleichwertige Modelle mit nicht glatten FlieBflachen, wie z.B.
das FlieBgesetz von Tresca oder das von Mohr—Coulomb. Unter ,allgemein ver—/ent-
festigend® wird die Kombination der isotropen und kinematischen Ver—/Entfestigung
verstanden.

Eine elasto—plastische Analyse erfordert die numerische Integration der konstitutiven
Gleichungen. Der radial return als klassischer Integrationsalgorithmus der dreidimen-
sionalen J,—Plastizitat wurde urspriinglich von Wilkins [131] flr ein isotropes, ideal—
plastisches Werkstoffverhalten vorgeschiagen. Die Erweiterungen hinsichtiich verfes-
tigender Jo—Plastizitat und eines flir den ebenen Spannungszustand spezifischen
Algorithmus nahmen u.a. Krieg und Key [63], Krieg und Krieg [64], Schreyer et al. [107]
vor. Der radial return kann dem allgemeinen Begriff Projektionsverfahren zugeordnet
werden, einer Klasse von verzerrungsgesteuerten Algorithmen, die in zwei Schritten ar-
beiten [119]. Im ersten Schritt, dem sogenannte elastischen Prédiktor, wird ein rein ela-
stisches Verhalten angenommen. Die entsprechende elastische Pradiktorspannung
wird auf die FlieBbedingung hin Uberprift. In einem zweiten Schritt, dem sogenannten
plastischen Korrektor, wird dieser elastische Pradiktorzustand nach Durchiaufen einer
rein plastischen Relaxation [80] auf die FlieBflache projiziert.

Die Herleitung der Projektionsalgorithmen und der jeweiligen elasto~plastischen Mate-
rialtangente erfolgt fiir die Drucker—Pragersche FlieBfléche in Kap. 4.2 und flr die Ku-
gelflache in Kap. 4.4. Beide FlieBflachen sind Teilflachen des Werkstoffmodells fir Be-
ton. Bei der dort vorliegenden Kopplung mehrerer Drucker—Prager—Teilflachen
entstehen diskontinuierliche Ubergange; auf deren numerische Behandlungin Kap. 4.6
eingegangen wird.

Fir die kegelférmige FlieBfunktion von Drucker—Prager zeigten Hofstetter et al. in [52]
bzw. [51], daB unter Berticksichtigung eines ideal—plastischen Materialverhaitens der
radial return als Jp—Projektionsalgorithmus in einer erweiterten Formulierung ange-
wandt werden kann. In Kap. 4.2 berlicksichtigt dieser fir die Drucker—Pragersche
FlieBflache erweiterte radial return ein ver—/entfestigendes Materialverhaiten.

In [52] wird zudem eine numerische Behandlung fiir die Rickprojektion im Bereich der
Kegelspitze vorgeschlagen, die anschaulich zwei Projektionsrichtungen beinhaltet: die
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deviatorische (nichtassoziiert zur FlieBflache) oder die assoziierte Projektion auf die hy-
drostatische Achse mit anschlieBender hydrostatischer Ruckprojektion auf die Kegel-
spitze. In der vorliegenden Arbeit wird ein Projektionsalgorithmus vorgeschiagen, der
im Bereich dieser Singularitat eine zusétzliche, invertierte Drucker—Pragersche FlieB-
funktion, den sogenannte inverted cone (Kap. 4.6.2), bendtigt.

Is| It -+ £
IR
Beton Baustahl, Verbindungsmittel
Betonstahl (Interface)
2 Drucker—Prager DP von Mises Coulombsches
Kugel Reibungsgesetz

Bild 4.1 FlieBflichen der Einzelkomponenten des Verbundquerschnittes

Die Werkstoffmodelle der einzelnen Komponenten des Verbundquerschnittes basieren
auf den zuvor genannten FlieBfunktionen, vgl. Bild 4.1. Fir Beton handelt es sich beim
elasto~plastischen Werkstoffmodell um eine FlieBflache, bei der zwei FlieBflachen vom
Typ Drucker-Prager und eine Kugelfldche gekoppelt werden (siehe Kap. 5). Jede die-
ser FlieBflachen ist konvex. Jedoch induziert der in Kap. 4.6.2 vorgeschlagene Algorith-
mus des inverted cone ein nichtassoziiertes Ver—/Entfestigungsgesetz.

Das Werkstoffmodell fir Baustahl basiert auf der bereits erwahnten klassischen J,-—-Plasti-
zitit und kann als Sonderform von Drucker—Prager gesehen werden (vgl. Kap. 4.2.6).
Dem Betonstaht wird ein eindimensional plastisches Verhalten zugrunde gelegt. Das zuge-
hérige Werkstoffmodell wird in Kap. 4.3 von der Jo—Plastizitél abgeleitet.

Das Coulombsche Reibungsgesetz als FlieBfunktion der Verbindungsmittel ist ein Ana-

logon zur FlieBfunktion von Drucker—Prager; die flir Drucker—Prager entwickelten nu-
merischen Integrationsalgorithmen sind Gbertragbar.

4.2 FlieBgesetz von Drucker—-Prager: Eine erweiterte J,--Plastizitat

4.2.1 FlieBfunktion

o ideale Plastizitat

Das FlieBgesetz von Drucker—Prager ist die einfachste FlieBfunktion, die zur Beschrei-
bung des Verhaltens von solchen Materialien geeignet ist, bei denen das FlieBen (plasti-
sches Verhalten) auch vom hydrostatischen Druck abhangt. Beispielsweise sind dies
Boden, Fels und Beton. Nach [22] ist das FlieBgesetz von Drucker—Prager eine Kombi-
nation der FlieBfunktion von von Mises mit der Coulombschen Reibung
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fl,,8) = |s| + L1, - 21, ,

/3

wobei u den Reibungsbeiwert und <t die FlieBspannung im reinen Schubzustand dar-
stellen [51]. Wird < (iber die FlieBspannung G des einaxialen Zugversuches ausge-

driickt (G = \/f—lt,;) und der Reibungsbeiwert mit « aligemeiner gefaBt, ergibt sich

fly,s) = |s] +al, —k mit k= \/%6 . (4.1)

Der Spannungstensor ¢ wird in die zueinander orthogonalen Komponenten, den hydro-
statischen (o) ungdeviatorischen (s) Spannungstensor, aufgespalten.

om=3L1 =i1@nie = I =0y
(4.2)
s=0-0n =P®:g

1 ist der zweistufige Einheitstensor. Die erste Invariante wird durch die Spur des Span-
nungstensors I, = tr(o) definiert, die Norm des deviatorischen Spannungstensors ist
Is| = (s:8)"/2 = (2J,)"/2 Desweiteren bilden die Tensoren (1 ® 1) und PY" jeden
beliebigen zweistufigen Tensor auf dessen hydrostatische Komponente bzw. auf den
Deviator ab [119] (siehe Anhang, Kap. A 1.1). '

Unter Annahme eines assoziierten FlieBgesetzes erhiit man die Rate der plastischen

Verzerrungen analog Gl.(3.8),, wobei n die deviatorische Komponente des Gradienten
der FlieBfldche (FlieBrichtung) ist, siehe Bild 4.2.

P =R af=h(n+al), n=—|—:—| 4.3)

(<0

O / T 0,

(<0 (<0) T (< 0)
a)
Bild 4.2  Drucker—Pragersche FlieBfunktion
a) im Hauptspannungsraum b) in Invariantendarsteliung

e kombinierte Ver—/Entfestigung

Unter Berlcksichtigung eines kombinierten Ver—/Entfestigungsgesetzes entspre-
chend Kap. 3.2.4 &ndert sich die FlieBfunktion von Gl.(4.1) wie folgt
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fo,p,x) = |8~ p%] + o tr(c — p) — k) mit k= [5TK) . (4.4)

GeméB Gleichung (4.5) definiert n den um den kinematischen Ver—/Entfestigungsten-
sor reduzierten Spannungstensor von Gl.(4.4). Dessen deviatorische und hydrostati-
sche Komponenten iassen sich dann durch Gl.(4.2) bestimmen.
Nn=0-p
tr) = Litn) = 0 -1 {4.5)
11dev — pdev . (0 - p) =§ pdev
Die deviatorische Komponente n der FlieBrichtung gemaB Gl.(4.3) muf nun die deviato-
rische Komponente des Spannungstensors 1 berlcksichtigen.

11dev g — pdev

pl_ 4 1 . —
P =0 o =4 (n+al), N = G T T ]

(4.6)

4.2.2 Analogie zur J,—Plastizitat

Die in den FlieBregeln geméaB Gl.(4.3) oder (4.6) enthaltene FlieBrichtung a,f kann in
eine vom Spannungszustand abhangige, deviatorische Komponente n und eine kon-
stante, hydrostatische und somit zu n orthogonale Komponente o1 aufgespalten wer-
den.

At = n(o") + al (4.7
Das Splitten in einen spannungsabhangigen deviatorischen und einen konstanten hy-
drostatischen Anteil entspricht einer ,verzerrien“ J,— Plastizitt (schrager Kegelschnitt),
weshalb sich das Problem der Rulckprojektion analog zur J,—Plastizitdt handhaben
1&4Bt. Nach [52] kann der radial return—Algorithmus als Projektionsverfahren angewandt
werden. Beim radial return wird der Pradiktorzustand o" (iber die kiirzeste Entfernung

auf die FlieBflache rickprojiziert; seine Normalen auf die FlieBfldchen zu den diskreten
Zeitpunkten t, und t,, ; sind hier identisch (siehe Bild 4.3).

4.2.3 Elastischer Pradiktor

Zur Formulierung der Pradiktorspannung wird angenommen, da8 zum Zeitpunkt t,, , 4
innerhalb eines , Riickwarts—Euler” Verfahrens eine elastische Uberspannung vortiegt.
Somit wird der inkrementelle Spannungszuwachs Ae, , 4 in diesem ersten Schritt ela-
stisch angenommen,

One1 = C%(e,,q — €) = gy + C%: Ae, (4.8)

Die Berechnung der elastischen Pradiktorspannungen beruht ausschlieBlich auf den
konvergierten Werten der inneren Variablen des vorangegangenen Last— bzw. Zeitin-
krementes t,. Im Pradiktorzustand sind folglich die inneren Variablen
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P;+1 = Pn

. (4.9)
Kn+1 = Xn
Das Einsetzen der Gleichungen (4.8) und (4.9) in GI.(4.4) zeigt, ob mit £} , 1(0h+ 1, P 16r)
die FlieBbedingung verletzt wird. Allein aufgrund dieses Wertes wird bestimmt, ob eine
elastische Be— bzw. Entlastung oder plastische Belastung vorliegt. Voraussetzung hier-
fur ist jedoch auch die Konvexitat der FlieBflache, was in [49] nachgewiesen wird.

4.2.4 Projektion der Pradiktorspannung auf FlieBflache (radial return mapping)

Wird in G1.(3.43) ein assoziiertes FlieBgesetz (g, = f) vorausgesetzt, erhilt man aus
Gl.(4.8) folgende Beziehungen zwischen Spannungstensor und Préadiktorspannung

Onet = 0n + C(Aed AP ) =0+ ANy C¥laf,, (4.10)
bzw. flr deren hydrostatische und deviatorische Komponenten die Beziehungen von

Gl.(4.11). Hierin sind K der Kompressions— und G der Schubmodul.

Omnet = Opnq+ 3K Ah g o1

. (4.11)
Spf+1 = 8p4q +2G Ahpyy Ny
Zum Zeitpunkt 1,4 erhdlt man den Spannungstensor und dessen deviatorische bzw.
hydrostatische Komponenten aus den GI.(4.10) und (4.11)

Tn+1 = Ony1 - TAV cel: 2 (4.10)
Omn+t = U:n,n+1 = 3K Ak, 4 ol ar
Sh41 = 8p41 — 2G TAVIRNN | F

Wahrend der Korrektorphase wird der elastische Pradiktor o, 1 radial, somit auch nor-
mal auf die FlieBflache rickprojiziert, vgl. Bild 4.3. Unter Voraussetzung eines assoziier-
ten Ver—/Entfestigungsgesetzes (g, = f) kann anhand der FlieBbedingung von Gl.(4.4)
gezeigt werden, daB die Richtung des Gradienten des kinematischen Ver—/Entfes-
tigungstensors 4,f entgegengesetzt zur FlieBrichtung a,f ist. Dies wird auch in Bild 4.3
veranschaulicht.

Ipfast = = dofs 4.12)

Als Folge daraus und unter Anwendung des Ver—/Entfestigungsgesetzes von
Gl.(3.44); mit D = H,(x) erhdltman den kinematischen Ver—/Entfestigungstensor p,, , {

Phi = pn + Ak g Hlicnq) (Mg + 1)

Pgﬂ = ngd + A>”r1+1 Hk(Kn-H) a (4-13)
di

PrT = PR + Ahpig Hilnq) Moy
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*
Un+1

Bild 4.3 Geometrische Interpretation des ,radial return®—Algorithmus
Setzt man die Beziehungen der Gleichungen (4.11), und (4.13)3 in die deviatorische
Komponente 39" von GI.(4.5), ein, erhalt man
A% = shar = pEY = (26 Ay Moy Ahy g Hylgiq) B yy)
= ﬂﬁ'ﬁ)’; - (26 + Hk(Kn+1) ) A)“n+1 Mher - (4-14)

Die mit dem elastischen Pradiktor vorgegebene FlieBrichtung von Gl.(4.7) bleibt wéh-
rend des plastischen Korrektor—Schrittes erhaiten, somit auch deren deviatorische
Komponente n [109].

dev dev”

nn+1 rIn+1 *
[ P ———I—Eagv—"—-—l-;]—d&?‘-“ Nntq (4.15)
n+1 n+1

Einsetzen von Gl.(4.15) in (4.14) und Umformen der so erhaltenen Gleichung nach "2?1

fihrt zu GI.(4.16); der in eckigen Klammern stehende Ausdruck ist skalarwertig. Wie

Gl.(4.15) zeigt, weisen 1%%%, und 9%, die gleiche Richtung auf, nur die Norm beider

Tensoren ist unterschiedlich. Normiert man beide Tensoren, ergibt sich Gl.(4.17).

. (2G + Hy 1)) Ak
n%%, = 199, [1 - | d::v’ . (4.18)
Mo+
L. g
skalarwertig
~ )
nder | = g 1_(2@.+ Hn 4 1)) Al
M1 n+1 I.ndev*
n 1
= [n§351 = (2G + Hilkn 1)) Ahiy (4.17)
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Analog erfolgt das Vorgehen bei der ersten Invariante 1;. Nach Einsetzen der Beziehun-
gen von Gl.(4.11), und (4.13),in (4.5), erhélt man
et = [Omnet = o9 = (3K + Hyf,, ) o Ahy, 1]:1

= Tiner — (9K + 8H,(c,,q) o Ay (4.18)

Zum Zeitpunktt,,,; muB die FlieBbedingung GI.(4.4) erfiillt sein. Einsetzen der Gleichun-
gen (4.17) und (4.18) in diese Gleichung ergibt

an = |“2T1| - (2G + Hk(Kn+1)) A}"n+1
+ o Linet = (9K + 3Hy(k, 1)) 0 Ahy,y

- k(Kn+1) : (4.19)

Diese FlieBbedingung enthait zwei skalarwertige Unbekannte, den Konsistenzparame-
ter Ak, , 4 und die interne Vérzerrungsvariable ¥n4q- Wie in Kap. 8.2.4 postuliert, be-
schreibt die interne Variable das nichtlineare Materialverhalten (iber die Zeit, die soge-
nannte Materialgeschichte. Wird dabei « tber die Rate der plastischen Arbeit definiert
(work hardening hypothesis, u.a. in [7], [22], [38]), erhélt man

. pl
wP =P = ki) ® (4.20)
wobei —_—% +% tr(n) 1 (4.5)
und P U, L (4.6)
[ndev] ' '

Nach Einsetzen von Gl.(4.5) und (4.6) in (4.20) ist die Rate der plastischen Arbeit

. pl o ndev . ndev dev 1 )
—_— -
= (In®] + a tr() = ko) % . (4.20)

Mit Erfiillen der FlieBbedingung von G1.(4.20) bzw. (3.3) erhdlt man % = X. Fir das La-
stinkrement n+1 gilt zum diskreten Zeitpunkt t,,, 4

K=k - do=dh = Axg,q=Ah,, . (4.21)

Im Hinblick auf das Koppeln mehrerer Drucker-Prager—Teilfldchen (siehe Kap. 4.6.1)
ist es sinnvoll, Gleichung (4.19) durch Einsetzen von Gl.(4.21) auf eine skalare nichtli-
neare Gleichung in AL, , ; Gberzufiihren, die iterativ mit dem Newton—Verfahren gelést
werden kann. Ist Ak, , , und somitauch Ax,, , ; bekannt, kénnen durch entsprechende
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Umformungen die internen Variablen und damit als weitere Folge auch die Spannungen
vom Zeitpunkt t,.¢ bestimmt werden, siehe Tafel 4.1.

itialisi ® =
1. Initialisierung Axn+1 0

(-
¥ypq = Kn

2. Newton—lteration zur Berechnung von AA{*1)

n+1
4 e . .
0 = [nd| - (2G + Hy 1)) AN
+a i~ (9K + 3H, (e 1)) a? A0 ‘
— e
k(<®, ) (4.19)
Df .
n+ i
£0) b n
(+1) = An@)  _ _nd erechnen
AN A)‘r?ﬂ D }
n+1

Update der internen Variablen und des Konsistenzparameters

i+1) — Apli+1

ArcftD = AN (4.21)
W =B AlED

n+1 n+1 n-1

3. Update der Spannungen

e,
L v (4.15)
Ina%s
Oppq = Ong1 — Dby C¥i(np g+ 0 ) (4.10)
Prst = Pnt Dhyyg Holc ) My, +al) (4.13)

Tafel 4.1 Konsistenzbedingung und Berechnung des Konsistenzparameters

4.2.5 Konsistente elasto—plastische Materialtangente

Da bei der radialen Rickprojektion die FlieBrichtung 8.f entgegengesetzt zur Richtung
des Gradienten des kinematischen Ver—/Entfestigungstensors 9,f ist, hangen beide
Gradienten und deren Richtungsableitungen nur vom Préadiktorspannungszustand ab.
Von Gi.(4.12) kann geschlossen werden

32pf 4y = 0 - By =0 . (4.22)
Diese auch von Simo et al. [109] bestatigte Unabhangigkeit als Eigenschaft des radial
returns bei der J,—Plastizitét erleichtert die Herleitung der konsistenten elasto—plasti-

schen Materialtangente, die analog zu Kap. 3.3.2 erfolgt.

Unter Berlicksichtigung einer assoziierten FlieBregel sowie der Gleichung (4.22) wird
die konstitutive Beziehung von G1.(3.46) zu
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b

do,.y = {0 :[de ~dh dfl} .1 . (4.23)

Da die FlieBbedingung nur noch vom Spannungszustand und von der internen Varia-
blen « abhéangt (f(o, p(i), k) - f(0,1))}, vereinfacht sich die Konsistenzbedingung von
Gl.(3.45),

df.y = {d.f:do+ af di} .y =0 . (4.24)
Einsetzen von Gl.(4.23) in (4.24) ergibt analog zu G1.(3.48)
{961 @ :0,f dh — 3, f dx},, q = {0.f: @ de},,, . (4.25)

Unter Berlcksichtigung von Gl.(4.21) dx = dk erhélt man aus GI.(4.25) analog zu
Gl.(3.50) folgendes Gleichungssystem

-1
Ay 4 _J{0ef 10 dgf — dqf: @ :de
dn g | T 1 -1 0
n+1

oder

-1

dh,y = [[a(,f:@) Lot — o] ! (91 @ de)] , (4.26)

n+1

wobei die FlieBrichtung a,f Gl.(4.7) zu entnehmen ist. Einsetzen von G.(4.26) in (4.23)
ergibt die konsistente elasto—plastische Materialtangente

do)  _[g_(0:00@®:0)
{de}nH _{G dof 1 @ 1 96f —anf |7 (4.27)

Die Ableitung der skalaren FlieBbedingung Gl.(4.19) nach der internen Variable x flhrt
zu der Beziehung

af ., = - {(1 + 302) Hy + d.k] (4.28)

n+1

Der algorithmische Modul @ von GI.(3.47) wird zu

-1
0., = {':(Cel)‘1 + AL aﬁ(,f] } ; (4.29)
n+1

die Inversion von Gl.(4.29) wird in Kap. 4.5 hergeleitet. Ein Bestandteil von @ ist a2,f,
die zweite Ableitung der FlieBbedingung. Fir die J,—Plastizitat wird dieser vierstufige
Tensor u.a. bei Simo et al. [109] hergeleitet. Erist abh&ngig vom deviatorischen Projekti-
onstensor P9®¥ und dem dyadischen Produkt der deviatorischen Spannungskompo-
nente n der FlieBrichtung und unabhéngig von der ersten Invariante 1.

1
Bofnsr = W{Pde\/ = ® r'n+1} . (4.30)
n+1
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1. Elastische Pradiktorspannung

Aep g = €nty T €n

* — el

Ont1 =C% Aeypq t+ 0p
* N *

Nn+1 = On+1 ™ Pn

*

Kn+1 = Kn

2. FlieBbedingung tberprifen
fre = 3] + atrlingeg) — k) =0 (9
im elastischen Bereich fa1 < 00 (Jnpy = (Inst
Weiterrechnen im

R elastischen Bereich
flr fhe1 > 0

3. Berechnenvon Ak, .y, A, .1 = ¥ .1
Gber lokale Newton—lteration siehe Tafel 4.1

4. Update der Spannungen

5. Konsistente elasto—plastische Materialtangente

cep — {@ _ (® : auf) ® (® . auf)} » (4.27)
n+1

n+1 dof 1 O 1 96f — 9, f

ndev

dfipy = RG] + al (4.6) und (4.7)

Ofrpr = - [(1 + 3(12) H, + aKk}n+1 (4.28)

-1 ’ -
B4 = {l:(cel) + Ak Bg(,f] } (4.29)
o ’ n+1

aﬁﬂfn-H = [ndev | {Pdev -n, ;1 ® nn+1‘} (4.30)

nn+1

Tafel 4.2  ,Radjal return®—Algorithmus fir die Drucker—Pragersche FlieBfldche

Die wesentlichen Schritte des radlial return—Algorithmus bis hin zur Ermittiung der kon-
sistenten elasto--plastischen Materialtangente sind tabellarisch in Tafel 4.2 aufgelistet.

4.2.6 Sonderformen des Drucker-—Pragerschen FlieBgesetzes

Im folgenden werden einige Sonderformen des FlieBgesetzes von Drucker—Prager

kurz erériert.
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® isotropes Ver—/Entfestigungsgesetz

Hier entfallen die kinematischen Ver —/Entfestigungsanteile. Die entsprechenden Kenn-
gréBen, wie Ver—/Entfestigungsmodul und —tensor, sind gleich Null.

szo -—>p=0 - N =¢

do] .~ ]g_(0:9H)®(O:0 (4.31)
[H_}nﬂ a Bof - @ 9gf + ek
n+1

¢ lineares Ver~/Entfestigungsgesetz

'

ko) = @ (foy + B H ) '.
% 4 =P H 4.32)

Bild 4.4  Lineares Ver—/Entfestigungsgesetz

Bei Annahme eines linearen Ver—/Entfestigungsgesetzes gemas Bild 4.4 vereinfacht
sich der radial return —-Algorithmus. Der beim kinematischen Ver—/Entfestigungsmodul

von Gl.(4.32), auftretende Faktor %erscheint hier unmotiviert, ermdglicht aber im

Zuge der numerischen Realisierung die Zusammenfassung von isotroper und kinemati-
scher Verfestigung zu einem kombinierten Ver—/Entfestigungsmodui H, sieche auch
Kap. 3.2.4. Fir .k, ; erhalt man

dkngy = f-g- B H

und aus Gleichung (4.28) wird

ER =—(1+3a2)\/§(1—{5)H—\/%6H
= —\/g (1 + 3a2(1 —B))H . (4.33)

Unter Berlicksichtigung von Gl.(4.33) wird aus der FlieBbedingung GI.(4.19) eine lineare
Gleichung, aufgrund derer A\, ; direkt bestimmt werden kann [109].
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e J,—Plastizitit mit kombinierter Ver—/Entfestigung

Die Plastizitatstheorie wurde urspringlich fiir metallische Werkstoffe entwickelt, bei de-
nen der EinfluB des hydrostatischen Drucks auf den FlieBeintritt vernachlassigt werden
kann. Da zudem nahezu keine plastische Volumenanderung festgestellt wird, verhalten
sich Metalle plastisch inkompressibel. Die fiir Metalle typische von Mises FlieBbedin-
gung kann als Grenzfall aus jener von Drucker—Prager abgeleitet werden fﬁr

a=0 |, (4.34)
wodurch der EinfluB der ersten Invariante und somit des hydrostatischen Drucks unter-
bunden ist, Die Werkstoffmodelle fir Metalle orientieren sich (iberwiegend an einaxiaien
Zugversuchen (siehe auch Bild 4.5), weshalb das Verfestigungsverhalten {iber die Rate
der plastischen Verzerrungen definiert wird [22]. Im Gegensatz zur Gl.(4.21) ergibt sich
dann folgende Beziehung zwischen der internen Verzerrungsvariablen « und dem Kon-
sistenzparameter A ([22], [49], [109], u.a.)

= /—2— A A= /% Ahnst - (4.35)

Die Gleichungen (4.34) und (4.35) bedingen nun folgende Veranderungen bei der Flie-
richtung d.f, beim Verfestigungsverhalten a,f und bei der konsistenten elasto~plasti-
schen Materialtangente C®P

dev
_n _

dof = o] =n

of ., = —2H (4.36)
®in+1 3 .
cer - ®_(G):n)(X-)(@:n)

n+1 n:®: n+2H

3 n+1

4.3 Eindimensionale Plastizitat

Im Gegensatz zum Beton sind die Materialeigenschaften des Betonstahls eindeutiger
zu bestimmen. Die mechanischen Materialeigenschaften wie Zugfestigkeit und Duktili-
tat wurden wie beim Baustahl aufgrund von Standard —Zugversuchen bestimmt, die
dem idealisierten o — ¢ Diagramm von Bild 4.5 entsprechen. Beim Werkstoffmodell
wird ein eindimensionales elasto—plastisches Verhalten mit isotroper Verfestigung an-
genommen, welches es vom von Mises Modell (vgl. J, —Plastizitét von Kap. 4.2.6) abzu-
leiten gilt.

Innerhalb einer einaxialen Formulierung lautet die FlieBbedingung wie folgt

foey =0 =00 , (4.37)
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4 Eq Verfestigung

fsy |

) Es .

- oy

Bild 4.5  Einaxiales Werkstoffmodell f(ir Betonstahl

wobei die dquivalente Spannung & aufgrund der linearen Beziehung von Bild 4.4 gege-
ben ist. Im Vergleich zu G1.(4.36), (4.30) und (4.33) sind die FlieBrichtung d.f, der Gra-
dient der FlieBrichtung 92,f und das Verfestigungsgesetz a,f

af=1, 95f=0, af=-H . (4.38)

Dadurch laBt sich die FlieBregel wie folgt ableiten
fl=haf=h — AP =AMk . (4.39)

Wird, wie im Fall des rdaumlichen Spannungszustandes, die interne Variable « (iber die
Rate der plastischen Arbeit hergeleitet, gilt auch hier analog GI.(4.21) x = » Nach dem
Update des Spannungszustandes entsprechend Gl.(4.10)

Ops1 = Eg {engr = €8 = Ahnyq dofsq) (4.40)

ist dessen infinitesimale Anderung zu bestimmen.

=0
don,qy = Eg (denyq = dhypq dofpq = Ay 85T, q dog,q) (4.41)

Die Konsistenzbedingung df = a.f do + a,f dx = 0 fihrt, unter Ausnutzung der
Gleichungen (4.38); und (4.21), zu folgender Beziehung

dhyry = dofnyq A0y (4.42)

1
H

die, eingesetztin Gl.(4.41), zur konsistenten elasto - plastischen Materialtangente fGhrt:

Es d6f 96f E Es E
ep — _ s Yo g s — — S =8
O Es dsf Eg dof + H Es Es+H
- ES H —
=E5H “En - (4.43)
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Ey ist dabei der elasto~plastische Verfestigungsmodul der bilinearen ¢ — ¢ Charakte-
ristik des einaxialen Zugversuches von Bild 4.5. Er kann analog Uber die in dieser Abbil-
dung dargestellten, infinitesimalen Beziehung von Gi.(4.44) hergeleitet werden.

6 =E e =Ey (™ +e% =Egé® =H e | (4.44)

4.4  Die Kugelflache als FlieBbedingung

4.4.1 FlieBfunktion und assoziiertes Ver—/Entfestigungsgesetz

Die Kugelflache als FlieBbedingung ist eine Teilflache des gekoppelten Betonmodells.
Ihre einfache Geometrie kann mit zwei Parametern (Kugelmittelpunkt bzw. —radius) be-
schrieben werden. Innerhalb dieses Modells Gibernimmt sie die Funktion, den hydrosta-
tischen Druck zu begrenzen. Funktionell ist sie &quivalent zur elliptischen Kappe des
in der Literatur etablierten CAP—Modeils ([30], [110], [50], [119]), urspriinglich konzi-
piert als Werkstoffmodell flr Geomaterialien. Geometrisch kann die Kugel als Sonder-
form eines Ellipsoiden verstanden werden; deshalb ist deren numerische Behandlung
als FlieBflache an diejenige von Hofstetter et al. [50] oder Suanno [119] angelehnt. Die
Form der Kugel ist in der mit 1,/3 skalierten Invariantendarsteilung von Bild 4.6 durch
folgende Funktion gegeben

flo,%) = Fofs,1;,x) — R(

mit Fo(s, Iy, x) \/|s|2 ;=L ))

Die erste Invariante I, und die Norm des deviatorischen Spannungstensors |s| wurden
bereits in Kap. 4.2.1 definiert, die GréBen L{x) und R(x) sind geometrisch als Kugeimit-
telpunkt bzw. —radius zu verstehen (siehe Bild 4.6).

(4.45)

sl

R(x + dx)

1,/3
" (<0)

L(k) /3 Lic + dx)/3
—
dLic)/3

Bild 4.6  Kugelférmige FlieBfldche mit gekoppelter Ver~/Entfestigung
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Der Gradient der FlieBflache ist

aqf = Fg1 {s + %(I1 - L) 1} . (4.46)

Uber die interne Verzerrungsvariable « wird ein kombiniertes Ver—/Entfestigungsver-
halten dergestalt beschrieben, daB sich der Radius R(x) der Kugel proportional zur ki-
nematischen Bewegung der FlieBflache langs der hydrostatischen Achse verandert. Flr
gin infinitesimales Ver—/Entfestigungsverhalten gilt nach dem Ahnlichkeitssatz von
Thales (Strahlensatz)

dlig  La)  Lic+ dw)

dRG)  R(x)  R{x + dv) = Ky
mit R g

Die Beriicksichtigung eines kombinierten, assoziierten Ver—/Entfestigungsgesetzes
entsprechend Kap. 3.2.4, GL.(3.7) und (3.8),, erfordert die Ableitung der FlieBflache
nach der internen Variablen x

of = oyt S g g O
= -1y - Le) ot B9 R (4.48)
- - {%(11 ~ L) Fol K, + 1} H(x)

zur Aufbereitung der Ver—/Entfestigungsevolutionsgleichung

X = -4 H‘z{c') o
_ {%(11 ~ L) Folk, + 1} - (4.49)

4.4.2 Elastischer Pradiktor und Riickprojektion (closest point projection)

Innerhalb des Riickwérts - Euler Verfahrens wird analog zu Gl.(4.10) der Spannungszu-
stand zum Zeitpunkt t,.¢ in Abh&ngigkeit des Préadiktorspannungszustandes darge-
stellt

Oy = On4q — AV ce: datn 41 (4.10)
= Onet — {Ak ce: {s + %(11 - L)) 1] Fg‘} (4.50)
n+1

und kannin seine hydrostatische und deviatorische Komponente aufgespalten werden;
Dabei wird aufgrund der FlieBbedingung f(o,x) = 0, Gi.(4.45), die Beziehung
Fens1 = Rpyq(x) ausgenutzt.
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Omn+t = U:’n,n+1 - {SK Ak [%(11 - L(K)) 1] Fc_1} ) (4.51)
n+1

-1

*
Sp 44 = 8py1- 26 Ahpyy Spyq Fohigg

~ g _.j:._
AR PICIV.YAEEN I

. R(x)
= S 2G AL+ R, (4.52)

Diese vektoriellen Gleichungen kdnnen analog zur Herleitung der Gl.(4.16) bis (4.18)
auf skalare-Gleichungen, basierend auf der ersten Invarianten I, und der deviatorischen
Norm |s|, reduziert werden. '

| * - L_

Lnet =l = {K A h‘mﬁg} (4.53)
n+1
oder
R L
b= ey - (o o5
und n
M R

Isni1l = [Sn+1] {ZGAMT(}%ﬁ-(ﬁ] 1 {4.55)

Zum Zeitpunkt t,.1 muB die FlieBbedingung G!.(4.45) erflllt sein. Einsetzen von
Gl.(4.54) und (4.55) in (4.45) ergibt nach mehreren Umformungen die nichtlineare Glei-
chung (4.56) in Abhangigkeit von «,, ; und Ak, 4.

2 2
- R(x) |s"] 1| Rt (17 = L)) -
ol AL = [2@ AL +'.R(K)] B * 5[ K AL+ R(x) ] = Rlnq) “(4056)
n n+1 .

Eine weitere nichtlineare Beziehung besteht nach Gi.(4.49) zwischen Ak, , und Ak,

-1
M) = (L B9 Ly
n+1(1€)— § W 1 + AKn+1 . (457)
n+1

Einsetzen dieser Gleichung in Gl.(4.56) fiihrt zu einer skalaren nichtlinearen Beziehung
far i, 4 4-

2 2 2
f) | _ Is*| 1 7 = L{x) o
[Fx‘(w')]w“ [2@ Ah) T R(K)]n+1 * §[K A;\(K) m R(K)L+1 1=0 (4.58)

Dadurch wird das Bestimmen von AA, ., und Ax,, 4 schrittweise entkoppelt und das
Losen eines Gleichungssystems mit beiden Unbekannten umgangen.
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itialisi 0 =
1. Initialisierung Akn+1 0

0 =
Knyr = ¥n

2. Newton—Iteration zur Berechnung von  «{+1 Ap(+1)

n+1’ n+1
2 0 . 2 . 2 U
09 ]| _ Is*] Y T = C I B
R(x) 2G AMx) + R(x) 9| K Ak(x) + R(x)
n+1 n+1

Df(j) (4.58)

n+1 .

151 0 fr(:)H } berechnen

i+1) i -
AKnH - AKn+1 Dt :

n+1

Update der internen Variablen und des Konsistenzparameters

i+1 — i) (i+1)
KSH) - K§11+1 + AKnl+1 .
1 (i+1)
) I, — Lx)
@+ = [J1 3 "= :
A)‘n+1 l{g R ky + 1} Ax (4.57)
n+1

3. Update der Spannungen

Onpq = Onet = {Ax ce: {s + (1, - Lpg) 1] Fg‘} (4.50)
n+1

9

Tafel 4.3 Konsistenzbedingung und Berechnung des Konsistenzparameters

Diese closest point—Projektion ist in Bild 4.7 dargestelit. Hier wird deutlich, daB eirie
Abhéangigkeit zwischen dem plastischem FluB3 und der Evolution der Ver—/Entfestigung
besteht, sich somit infolge der Ver—/Entfestigung die FlieBrichtung bei der Kugelflache
andert.

4.4.3 Konsistente elasto—plastische Materialtangente

Die Herleitung der konsistenten Materialtangente erfolgt auch hier analog Kap. 3.3.2.
Wird das FlieBgesetz Gl.(3.45), in die konstitutive Beziehung von GI.(3.45); eingesetzt,
erhéli man, analog zu G1.(3.46), Gleichung (4.59). Hierbei wird eine assoziierte FlieBre-
gel vorausgesetzt und der im Spannungsraum definierte interne Variablenvektor. q
durch die im Verzerrungsraum definierte skalarwertige interne Variable « ersetzt.

dogyq = {® :[de — ) gt — AL 95 aic]] (4.59)

n+1

: o\ 2 N
mit @, ;= 1} (C%) ~ + AL o3 (4.29)
n+1
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Rn+1(Kn+1)

Ln+1(Kn+1)/3

Bild 4.7 Geometrische Interpretation der ,closest point“— Projektion

Wie in Kap. 4.2.5 lautet auch hier die Konsistenzbedingung
df, .y = {8sf:do + af d}, =0 . (4.24)
Einsetzen von Gl.(4.59) in (4.24) ergibt analog zu Gl.(3.48)
@ - @ 92f — L
{dx [0of: ®: 06T} + AM [a.,f 1O oGS Ak a,cf} dK}n-H (4.60)
= {3,f: O : de}, 4

Das assoziierte Ver—/Entfestigungsgesetz von Gl.(4.21) 148t sich in der inkrementellen
Form darstellen

{A HK) + AL 9, fb, =0 (4.61)

mit dem totalen Differential

[[H(m) + Ax %‘i)] dic + dh af + Ab [0%f 1 do + 024 chc]] =0 . (462
n+1

Analog zu GI.(3.49) wird GI.(4.59) in (4.62) eingesetzt

25 @t 1
{dx Ak [amf.®.d‘,f Mawf”w

L@ 124 1 dH{x)
+ 9AM? [H%Uf G agnf - —A‘X od — A_)\,Z'<H(K) + Ax TK—. dx 1 (463)
n+

= {Ax 02, @: de]}

n+1
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1. Elastische Pradiktorspannung: siehe Tafel 4.2

2. FlieBbedingung tiberprifen

AN % 2 * 2
f _ lsn 1l 1 I1,n+1“'—(1<n) _
o ) _[R(;n)] +§[ ] o

im elastischen Bereich 41 < 00 ()opq = (Inaer

Weiterrechnen im
elastischen Bereich

. *
for frye1 > 0
3. Berechnenvon Ak, 4, AXp .y = K, 4

iehe Tafel 4.1
4. Update der Spannungen } siehe Tafel

5. Konsistente elasto—plastische Materialtangente

2 2
Chy = {@ =225 N® Nj} 353)

i=1j=1 nt1
mit N1,n+1 = ®n+1 : a(Tfn+1' N2,n+1 = ®n+1 : ag&fn+1 (3-54)

Koeffizienten der Matrix ~ Z; ,,4 (- 27, , mit Komponenten zpt )

Zygner = {96F 1010610,
Zignet = {agf 10 05 ~ Ai;:awf]nﬁ = Zoy 4 (3.55)
dH
Zypnyt = {a,%(,f 10 8% f Aixa%cf - iﬁ(H(K) + din))}
n+1

. _dRe) . dH(K) _ dR%(x)
mit H{x) = e i T g2 (4.47)
Gradienten :
O = Rek09 {5+ J1Lw) 1} (4.46)

n+1 )
ofrpy =-— {—1—(11—L(K)) R ky + 1] Hp 1 () (4.48)
9 n+1

Koeffizienten der Hesse—Matrix:

Bofnst = RT10) {Pdev -0 @0 + 31 1] (4.64)
n+1

2 - _ 1 _h- L(x)

awfn+1 - {g R(K) (1 R(K) aﬂf k1 H(K) (465)
n+1
k2 H2(x) L-LY | ofaH

2 _ 1 1L o f dH(x)

Fofiet =19 Rm [1 9( RGO ) * Ao "dx (4.66)
n+t+1

Tafel 4.4 ,Closest point“—Algorithmus fiir eine kugelférmige FlieBfliche
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Wie in G1.(3.50) stellen nun die Gleichungen (4.60) und (4.83) ein Gleichungssystem
zum Lésen nach di,, , qund Ak, | dx, , ydar. Nach Einsetzen beider GréBen in die kon-
stitutive Beziehung von Gi.(4.59) 188t sich, analog zu GI.(3.53) bis (3.55), die konsistente
elasto—plastische Materialtangente bestimmen. Durch die im Verzerrungsraum defi-
nierte interne Variable x dndert sich die Notation wie folgt

q -1, df = ad,
B24f = 05,F — 05 F = 0%of . 03gf = 9RL

was auch Auswirkungen auf die inverse Matrix der aligemeinen plastischen Moduln
D~ " von G1.(3.55); hat.

D7 - H = H) + dl;im) (4.67)

Die Herleitung der Materialtangente C®® ist tabellarisch in Tafel 4.4 zusammengefaBt.
4.5  Algorithmischer Modul

Beim Implementieren beider FIierIé‘x_chen (Drucker—Prager, Kugelfidche) ist der algo-
tithmische Modul ®,,, ; innerhalb jeder lteration und an jedem GauBpunkt zu bestim-
men. Dabei ist der Ausdruck innerhalb der Klammern von

-1
0., = {[(Cel)"’ + Ak aﬁﬂf] } (4.29)
nt

zu invertieren, was unter Anwendung der Sherman—Morrison Formel [135] geschieht.
Die zweite Ableitung der Drucker—Pragerschen FlieBfldche bezlglich o lautet

’
33,fOR = W{Pdev - ® “n+1] (4.30)
n+

und die der kugelférmigen FlieBflache

92 §KU) 1 E{Pdev o, @ .t + %1 ® 1] . (4.64)

a0
n+1 Rn+1( n+1

Die beiden Gleichungen (4.65) und (4.86) sind in Tafel 4.4 enthalten. In bezug auf
Gl.(4.30) und (4.64) kann @, , allgemeiner gefaBt werden [52]

-1
-1
0,4 = {[(ce‘) +¢y P9 40, 1®1 -~ cy p®p] }
n+1

= {[A--1 o p® pf} , (4.68)
n+1
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wobei Cy Cy p

1 - Ak
A= (e e P r o 1@t | et ey | O n
K A) Ak )
ugel R(K) 9 R(K) (‘)(,f
Mit der Sherman-Morrison Formel ({29], [135]) erhait man
A:p®A:p
Opy =y AT : (4.69)
P P S J et

Die Inversion von A~ zu A beruht auf einer Spektralzerlegung, die ausfihrlich u.a. in

[80] und [119] beschrieben ist. Die vierstufigen Tensoren P9 und 1 ® 1, als Kompo-
nenten von Gl.(4.68)s, sind im Anhang A 1 in Matrizenschreibweise dargestellt. Nach
einer Spektralzerlegung dieser Matrizen verandert sich Gl.(4.68); wie folgt

-1
A"l =aQ [(AC) +cy A% + ¢, A1®1] Q’ (4.70)
wobei die Matrix Q (siehe Anhang A 1.2) spaltenweise die orthonormierten Eigenvekto-

ren der Matrizen € =7, P9¢und 1 ® 1 enthaltund die Komponenten der Diagonalmairi-

-1
zen (AC) , A% und AT®7 (siehe Anhang A 1.2) die entsprechenden Eigenwerte sind.

Die Inverse von A~ wird wie folgt bestimmt

-1 .
—1
A =Q [(AC) +cy A% + ¢, A1®1] Qr (@.71)
wobei die Inversion des Klammerausdrucks als Diagonalmatrix trivial ist.
4,6 Numerische Behandlung diskontinuierlicher FlieBflachen

In diesem Kapitel wird auf die numerische Behandlung mehrteiliger FlieBflachen mit
nicht glatten Ubergéngen eingegangen. Wie bereits in Kap. 4.1 angesprochen, besteht
das Betonmodell aus drei Drucker—Prager—Teilflachen, einschlieBlich dem inverted
cone. In Kap. 4.6.1 wird in bezug auf das Betonmodell ein rechnerisch effizienter Algo-
rithmus flr mehrteilige FlieBfldchen, bestehend aus m Drucker—Prager—Fléchen, auf-
gezeigt und in Kap. 4.6.2 speziell die Behandlung der Singularitat an der Kegelspltze
der FlieBfliche von Drucker—Prager erortert.

4.6.1 Gekoppelte Drucker~Pragersche FlieBflachen

Besteht eine FlieBflache aus mehreren Teilflachen mit nicht glatten Ubergangen, ist der
Gradient der FlieBflache und damit die assoziierte FlieBregel in derartigen Punkten nicht
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eindeutig definiert. Die nicht glatte FlieBflache soll nun aus m Drucker—Prager—Flachen
bestehen, die jeweils analog zu Gl.(4.4) definiert sind (siehe auch Bild 4.8):

fi(@,p,%) = [n%Y| + o tr(m) ~ k;(x) fir j=1,.m. (4.72)

Zwischen mehrteiligen FlieBflachen mit nicht giatten Ubergéngen, die sich zudem durch
einver—/entfestigendes Materialverhalten auszeichnen, und einfachen FlieBflachen be-
steht ein wesentlicher Unterschied. Verletzt im Falle einer einfachen FlieBflache der eia-
stische Pradiktor die FlieBbedingung, bleibt die FlieBflache wahrend der iterativen
Riickprojektion stets aktiv. Werden im anderen Fall mehrere FlieBbedingungen durch
‘den elastischen Pradiktor verletzt, ist nicht garantiert, daB alle verletzten FlieBflachen am
Ende des FIieBprozésses beteiligt, d.h. aktiv sind [119].

Simo, Kennedy und Govindjee [111] schiagen deshalb fir mehrieilige FlieBflachen ei-
nen unbedingt stabilen Algorithmus fiir eine beliebige Anzahl von Flachenabschnitten
mit nicht glatten Ubergéngen vor, bei dem am Ende des FlieBprozesses die Zah! der
noch aktiven FlieBfiichen kleiner oder gleich der verletzten FlieBbedingungen ist. Die
FlieBflache fjwird deaktiviert, wenn wéhrend der Iteration der korrespondierende inkre-
mentelle plastische Multiplikator Al negativ wird. Diesem Algorithmus steht der von
Pramono et al. [92] gegeniber. Hier wird die Ruckprojektion zuerst lediglich an der akti-
ven FlieBflache mit dem gréBten EinfluB vorgenommen. Sind dann noch weitere Flie-
bedingungen verletzt, erfolgt die Ruckprojektion des elastischen Prédiktors mit ailen
noch aktiven FlieBfiachen. Diese Strategie wird beim Betonmodell zum Bestimmen der
Lage des glatten Ubergangs zwischen der Drucker—Prager—Teilfldche und der Kugei-
kappe angewandt. Ist nach der Riickprojektion auf die Drucker—Prager—Teilflache die
Kugelkappe noch aktiv, erfoigt die Rickprojektion nochmals auf die Kugelflache.

FUr die aigorithmische Behandlung von nicht glatten Ubergangen wird in [111] eine La-
grangesche Funktion (siehe z.B. Kapitel 14 von Luenberger [75]) mit Hilfe des Prinzips
vom Maximum der plastischen Dissipation formuliert und somit das Bestimmen des
endgliltigen Zustandes als Minimierungsaufgabe verstanden. Im Hinblick auf ein loka-
ies Newton —Verfahren flihrt die quadratische Approximation der Lagrangeschen Funk-
tion auf Richtungsableitungen. Diese beinhalten den Gradienten, somit die ersten Ablei-
tungen, und die Hesse—Matrix mit den zweiten Ableitungen der Lagrangeschen
Funktion.

Der hier beschrittene Weg ist analog zu Simo et al. [111] zu sehen. Fir die lokale New-
ton—lteration sind alle FlieBfunktionen beztglich des Pradiktorschrittes (— Gradient der
Lagrangeschen Funktion) zu linearisieren und die Jacobi—Matrix (— Gradient der La-
grangeschen Funktion) zu bestimmen. Am Ende des lterationsprozesses missen alle
m FlieBflachen die diskreten Kuhn—Tucker Bedingungen erfiillen:

55


ibbaf
Textfeld


e 1@nr e Ry <05 Al =05 f . Ay =0 (4.73)

fir j=1, . m
Koiter [56] hat eine modifizierte FlieBregel vorgeschlagen, die z aktive FlieBfiachen kom-
biniert.

Z
= S o, mit z=m (4.74)
i=1

e elastischer Pradiktor / plastischer Korrektor

Innerhalb des elastischen Pradiktor / plastischen Korrektor—Verfahrens ist die Koiter-
sche Regel Gl.(4.74) in der konstitutiven Beziehung von Gl.(4.10) zu ber{icksichtigen.
Nach Umformungen gemas Kap. 4.2.3 und 4.2.4 fGhrt dies entsprechend Gl.(4.19) fiir
jede aktive FlieBbedingung j zu folgender Beziehung

Z
fner = 3951 - 2(26 + Hki(Ki,n+1)) AN
i=1 z
g Tinen = oy (9K + 3Hy (6000)) o Ay
i=1
- k(scjynﬂ) =0 (4.75)
oder fur alle Teilflachen zum Gleichungssystem
Fri =Fnr 0 fonss o foad = 0. (4.76)

Dieses Gleichungssystem aller FlieBbedingungen enthalt eine Anzahl von 2 z Unbe-
kannten, z Konsistenzparameter Ak ., und z interne Verzerrungsvariablen x; , , ;.
Analog zu Gl.(4.20) bis (4.21) werden die internen Variabien Uber die Rate der plasti-

schen Arbeit definiert.

. pl z K .
W =1: Z(Cji ?‘ A aofi) = K %, 4.77)
i=1 !

Hierin koppeln die skalaren Komponenten g; die interen Variablen 1; der einzeinen
FlieBflachen mit den Konsistenzparametern aller aktiven FlieBflachen. Nach Umformen
und unter Anwendung der FlieBbedingungen von Gl.(4.75) erhalt man foigende Bezie-
hungen fiir die internen Variablen ‘

4
% = z?;ji A= Gy + G hy o 3
i=1
oder in deren inkrementeller Formulierung
Zz
Apar = 0 G Ahpyy =[G Ak + G Aby + o (4.78)
i=1
und in der zugehdrigen Matrizendarstellung
A,y = Z Ak J
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Cﬂ z;12 tﬂz

mt 7 = |2 2 R 2 2, ... 24

(gz1 CZZ sz

Die Kopplungsmatrix Z ist im allgemeinen (siehe auch bei inverted cone) singuldr und
deshalb nicht invertierbar. Als Folge davon, aber auch aufgrund der Einfachheit der
Drucker—Pragerschen Fliefldche, sind innerhalb der lokalen lteration schrittweise zu-
erst der Vektor der Konsistenzparameter Al , 4 Uber das Gleichungssystem Gl.(4.76),
und anschiieBend der Vektor der internen Variablen Ax,, , ; iber den Update mit dem
Gleichung (4.78); zu bestimmen,.

Wie erwéhnt sind wahrend dieser Newton—lteration die inaktiven Teilflachen nach Ver-
letzen der Kuhn—Tucker Bedingung (A}, , .4 < 0) zu eliminieren. FUr das aigorithmi-

sche Vorgehen wird hierzu fir jede der m FlieBbedingungen eine skalare GroBe ¢ ein-

gefihrt, die eine aktive Fliefiéche far Ak, > O mit ¢; = 1 ,signalisiert”. Bleibt die
FlieBflache fur Al .1 = Oinaktiv, ist ¢; = 0.Nach [38] ist fir jede FlieBflache ; die Ab-

hangigkeit von ¢ wie folgt definiert

i = [oy HAry s Ahg o M) + (1= ] fir j=1,.m @79)

jpn+1

und fiir das Gleichungssystem Gl.(4.76)

F = cn+1 Fn+1 + _én+1 A;“MW . . (4'80)

n+1

Analog hierzu wird das Gleichungssystem Gl.(4.78); mit den Matrizen der skalaren Grd-
Ben erweitert

A% =Z ¢, ., Ak ) (4.81)
n+1 n+1

n+1

In G1.(4.80) und (4.81) beinhalten die Diagonalmatrizen ¢ und € die skalaren indikativen
GroBen g in folgender Form

¢ = diag [¢; , Cp+ - Cm]
(4.82)

3 =diag [1 = ¢y, 1=05, . 1 = Cm|
In Tafel 4.5 ist das Newton—Verfahren tabellarisch wiedergegeben. Hier ist anzumer-
ken, daB das Betonmodell maximal aus drei zu koppelnden Drucker—Prager—Teilfla-
chen besteht und die zugehérige Jacobi—Matrix eine GroBe von 3x3 hat, die exaktinver-
tiert werden kann. Da wahrend der Iteration permanent die inaktiven FlieBflachen zu
eliminieren sind, findet ein Update der Problemsteliung und somit ein Verschieben des
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itialisi O =
1. Initialisierung ij’nﬂ 0

U —
Kj,n+1 Kin

2. Newton~Ilteration zur Berechnung alier A)»i(i:m

Z
oo = Il = X(20 My ) 4,
b Ty - ay Z(QK + B0 ) o 40
kel ) =0 (4.75)
und des Gleichungssystems
st = el FO,, + T AV (4.80)

Bestimmen der Jacobi—Matrix und der Konsistenzparameter

. i
0 aF(fy, fp. fm)
n+1 3(Ahy, Ahgy o D) berechnen
q
OFffy fproe ) ’ und
=9 C c invertieren
© 8(Ahy, Ahg, ... Ahp) -
1) = Ap0 g0 EY
AMED = A0 - 90 F berechnen
Elimination inaktiver FlieBflachen
> i+ = 1 , :
A+ jn+1 — gli+1 E('“) (4.82)
N+ <0 cli+) = ¢ ’
jin+t
Update der internen Variablen
(+1) = F olit1) Aqli+1)
MY = Z ¢l anl] (4.81)
(+1) L fi+1) (i+1)
®o+i Kot T AR
3. Update der Spannungen
1]dev*
Ny = —atl (4.15)
|nn+1 m
On+1 = 0:‘+1 - Z Ci A)\‘i,n+1 Cel : (nn+1 + aj 1) (4'10)
mi=1
Prrt =Pt > G Ay Helnyy) Mpyq + oy 1) (4.13)

=1

Tafel 4.5 Konsistenzbedingungen und Berechnung der Konsistenzparameter fir
gekoppeilte Drucker—Pragersche FlieBfldchen
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Konvergenzradius statt. Erst nach einer Konsolidierung auf ein Minimum an aktiven
FlieBflachen (endgliltige Problemstellung) ist die Konvergenzrate quadratisch. Bishe-
rige Beispiele zeigen, daB das Verfahren mit weniger als 10 Schritten konvergiert.

® konsistente elasto~plastische Materialtangente

Die konstitutive Beziehung von Gl.(4.10) gilt es fur die Koitersche Regel Gl.(4.74) weiter
zu fassen

m
Onet = C% (e €P) = 0+ > G ANy C¥iadfi (4.83)
: 1=1

Analog zu GI1.(4.23) und (4.29) erhélt man die totale Ableitung

i ‘
do,q4 = {_@ : [de - Zci d\, a(,fi]} (4.84)
n+1

i=1

m -1
mit ©,,, = [(Ce') " > ¢ Al 65&} : (4.85)
=t n+1
Wie in Kap. 4.2.5 gezeigt wurde, hangt die zweite Ableitung jeder einzeinen Drucker—
Pragerschen FlieBfliche von P9 und dem dyadischen Produkt der deviatorischen
Spannungskomponente i ab. Dies hat zur Folge, daB innerhalb eines lterationsschrit-
tes der Tensor der zweiten Ableitungen der FlieBflachen konstant, d.h. fir jeden Span-
nungszustand gleich ist und somit der algorithmische Modul G1.(4.85) lediglich die
Summe der Konsistenzparameter beinhaltet.

-1

m
6, = !:(Cel)“1 + [Z CiA)»i] a?,(,f] (4.85)

= n+1
In einer allgemeineren Formulierung nach Riggs et al. [95] kann Gl.(4.84) in einer Matri-
zendarsteliung wie folgt geschrieben werden
do,,q =0 (de-UdN ,, , (4.86)
wobei die Matrix U die Vektoren der FlieBrichtungen (hier die assoziierten FlieBrichtun-
gen) beinhaltet

Upsr = [cq aafy  Cp 36y - Cm dofm)] (4.87)

und beim Vektor da die Konsistenzparameter der Teilflachen die Komponenten sind.

n+1

T
n+1

Ay = [dhy, dhy o Ay (4.88)

in der Konsistenzbedingung jeder Teilflache j wird die skalare GroBe cjzur Identifikation
einer aktiven oder inaktiven FlieBflache in folgender Form eingefihrt [38]
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Oy = {000 do + o o) + (1 - ¢ dxj}m =0 . (4.89)
Wird der Vektor der inneren Variablen nach Gl.(4.81) (iber die Beziehung dx = Z ¢ d
ausgedriickt und ¢ wie auch T entsprechend Gl.{4.82) berlicksichtigt, kann von der
Konsistenzbedingung der Einzelflache Gl.(4.89) auf das Gleichungssystem der Konsi-
stenzbedingungen aller m Teilflaichen wie folgt geschlossen werden

dF, ., = [v]; do + (ViZc + ) dx}w =0 (4.90)
mit

Vons1 = [Cq dofy, €y dofp . Cm dofm] .,

Vint1 = [C1 ouly s Cp dufp o Cm ok, 4

Ist die Matrix der plastischen Moduln folgendermaBen definiert

Eper  =-[ViZe+7g (4.91)

erhalt man nach Umformen von GI.(4.90) den Vektor der plastischen Multiplikatoren da.

dhpyy = (E7 V] dof (4.92)

Gleichung (4.92) wird in GI.(4.86) eingesetzt

{@‘1 +UE"! VI] do,,s = de,q (4.93)
n+1

mit der, unter Anwendung der Sherman—Morrison Formel, die konsistente elasto—pla-
stische Materialtangente bestimmt wird.

{%ﬁ} - {@ ~BU(E+VIBU) V] 6} (4.94)
€ln+1 n+1

Die wesentlichen Schritte des radjal return— Algorithmus f(ir gekoppelte Drucker—Pra-
gersche FlieSflachen sind in Tafel 4.6 aufgeflhrt. Als Grundlage fir Kapitel 4.6.2 wird an-
hand eines Beispiels mit zwei gekoppelten Teililachen die Matrix der plastischen Mo-
duln E aufgestellt. Voraussetzungen hierfiir sind, daB ein entkoppeltes nichtlineares
Materialverhaiten beider Teilflachen vorliegt und fir jede Teilfliche ein assoziiertes
Ver—/Entfestigungsgesetz existiert. Fir den Fall, daB nur die Teilflache f, aktiv ist (siehe
Bild 4.8b), wird

- 8K1f1 0 -
E= , U=V, =[-0.f, 0] und ® =0
0o 1
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Bild 4.8  ,Radial return” bei zwei gekoppelten Drucker—Prager—Teilfldchen
a) beide Teilflichen aktiv b) Teilfldche f;aktiv

Als konsistente Materialtangente erhéit man

-1
Ccer = {(~) — 0 35f; (= oy + 0ofy @ aofy ) Baf] 0}

n+1

welche erwartungsgemas der von Gl.(4.27) entspricht.
4.6.2 Der ,inverted cone” der Drucker—Pragerschen FlieBfliche

Die hier vorgeschlagene numerische Behandlung im Bereich der Singularitdt der
Drucker—Pragerschen FlieBflache erfolgt mit einem sogenannte inverted cone. Er ist
eine zusatzliche Teilflache, weshalb hier auch die Koitersche Regel angewandt werden
kann. Der Projektionsalgorithmus im Bereich des invertierten Kegels erscheint kontrar
zu dem von Hofstetter et al. [52]. FUr die assoziierte und nicht—assoziierte Drucker—
Prager—Plastizitat wird dort unter Anwendung der Koiterschen Regel einerseits auf die
hydrostatische Achse, andererseits entlang der hydrostatischen Achse (tension cutoff)
hin zur Kegelspitze projiziert. Beide Vorgehensweisen sind anschaulich in Bild 4.9 dar-
gestelit. Die Idee des inverted cone wurde fir ein idealplastisches Werkstoffverhalten
u.a. von Pontes et al. [91] aufgegriffen und wird in dieser Arbeit flr ein ver—/entfestigen-
des Materialverhalten erweitert. Pankaj et al. stellen in [89] ein adaquates Vorgehen fur
das Mohr—Coulombsche Werkstoffmodell (inverted pyramid) vor.

Das Projektionsverfahren nach Hofstetter et al. [52] kdnnte {iber eine Lagrangesche
Funktion im Sinne eines Minimierungsproblems gehandhabt werden. ,Invertiert heit
in diesem Kontext, daB zwar die Koitersche Regel weiterhin gilt, jedoch die Kuhn—Tuk-
ker Bedingungen fir die Teilflache des invertierten Kegels umgekehrt werden.
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1. Elastische Pradiktorspannung: siehe Tafel 4.2

2. Alie m FlieBbedingungen Uberprifen

*

finer = M0] + o trne) = Kkp) =0 (?) fir j=1, . m

im elastischen Bereich, wenn alle fh4q < 0: (Vna1 = Ones

Weiterrechnen im
elastischen Bereich

far alle fj,,4 > 0: ¢ = 1; ansonsten: f,,4 <0:¢ =0

3. Berechnenvon Ak, .q AX,,; = K, 4

iehe Tafel 4.
4. Update der Spannungen } siehe Tafel 4.5

5. Konsistente elasto—plastische Materialtangente

[ —— — -1 -
ceP = {o -BU([E+ViOU) V] @} (4.94)
n+1

n+1

il

-1
O, l:(cel)_1 + [Z ciA}\i] 05',1‘] (4.85)

i=1

n+1
Voner = [C1 3o, Cp dafy o Cm dafm]_, | (4.90),
assoziierte FlieBregel: U =V,
ansonsten: U = [c; 9691+ C2 06Ucp  Cm deGem] . .
Matrix der plastischen Moduln
Enet  =~-[ViZe +7¢| (4.91)
Beispiel flr zwei gekoppelte FlieBflichen
cy 0 1-¢; O
mit c = , C=
0 Cz 0 i - C2
. = 10
entkoppeltes Materialverhalten Z = [z, z,| = 0 1
assoziierte Ver—/Entfestigung V. . = [01 19 PR o a“f2]n+1
CiCy ] 2y + (1 = Cy) €6y ] 2,
= E ;4=
n |eaes 0 2 CaCp Oul} Zp + (1 = Cp)

Tafel 4.6 ,Radial return®—Algorithmus fiir gekoppelte Drucker—Prager—Fliefldchen
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Hnverted

nicht— | \8880Z. cone*

assoz. |
K
0y = 0y = 03
HE (<0
Projektion nach Lo
Hofstetter et al. [52] l i /
1/
)
Bild 4.9  Projektionsverfahren im Bereich der Kegelspitze
Die Gleichungen (4.95) ersetzen GI.(4.73).
fj,n+1((’n+1’qn+1*“n+1) >0, A)‘j,n+1 =0; f)n+1 A}\’jn+1 =0 {4.95)

Die Ruckprojektion im Bereich der Singularitat wird im Sinne zweier zu koppelnder Teil-
flachen (,Haupt“~Drucker—Pragersche FlieBflache und invertierter Kegel) gehand-
habt. Das Vorgehen entspricht deshalb jenem des vorigen Kapitels.

Die FlieBbedingungen beider Teilflachen werden Gber Gleichung (4.72) definiert. Fir die
,Haupt“—Drucker—Pragersche FlieBfliche f, ist dies

(6,0, = M| + ay tr(m) — k() mit « = x, (4.96)
und far den invertierten Kegel
fo(0,p,%) = [N9] + a, tr(n) — ko) mit x =1, . (4.97)

Der invertierte Kegel wird, im Gegensatz zu Kap. 5.3, mit f, bezeichnet (in Kap. 5.3 mit
f5). Hier basiert Gleichung (4.97) auf den Annahmen, da im Bereich der Singularitat
nur f, das nichtlineare Materialverhalten beschreibt und der invertierte Kegel lediglich
die Funktion Ubernimmt, den Algorithmus der Rlckprojektion hin zur Kegeispitze zu
stabilisieren.

Uber die Orthogonalitat beider FlieBflachen und somit deren Gradienten lassen sich die
Formparameter o, und k, von f, bestimmen.
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a4 =n+ a4l

a4ty =N + dyl

Orthogonalitdt:  84f;: 84, = O - Oy = g (4.98)

Da die Lage beider Kegelspitzen identisch und somit in beiden Punkten der hydrostati-
sche Spannungszustand gleich ist, definiert die zugehdrige erste Variante sine Bedin-
gung far k.

1,(0,,) = &+ = 52 -k, = — =k, (4.99)

Das weitere Vorgehen (Rlckprojektion und Bestimmen der elasto—-plastischen Mate-
rialtangente) erfolgt analog zu Kap. 4.6.1. Hierzu werden in Anhang A 2.1 die Kompo-
nenten der Jacobi—Matrix und die Matrix der plastischen Moduln als wesentliche
Schritte hergeleitet. Da der inverted cone keinen EinfluB auf das Materialverhalten ha-
bensoll (x, = x, «, = 0), flihrt dies zwangslaufig zu der dortangegebenen singutéren

Koppelungsmatrix Z.
interessant, aufgrund der getroffenen Annahmen jedoch zwangsiaufig, ist das indu-

zierte Materialverhalten der Teilfldche des invertierten Kegels. Beschreibt die ,Haupt”—
Drucker~Pragersche FlieBflache f, ein isotrop ver—/entfestigendes Materialverhalten,

inverted cone i Hofstetter et al. [52]
@ gleicher FlieBflachentyp @ zusétzliche Typen an FlieBfldchen
(Algorithmen direkt Gbertragbar) (dev. Projektion: J,—Plastizitat;

hydr. Projektion: tension cutoff )
@ stabile Losung (C*F + 0) @ bei gréBerer Anzahl an Material—
punkten mit C% = 0

instabile Losung [52]

inverse Kuhn—Tucker Bedingung Kuhn-Tucker Bedingung erfiilit

assoziiertes Ver—/ Ent—

CHC

nichtassoziiertes Ver—/ Ent—

ONO)

festigungsgesetz festigungsgesetz mdglich
(unsymmetrische Material- (symmetrische Materialtangente)
tangente)

Tafel 4.7 Vor—/Nachteile der unterschiedlichen Projektionsalgorithmen
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wird beim inverted cone, numerisch bedingt, ein anisotropes Materialverhalten (nicht-
symmetrische Materialtangente) induziert. Dies gilt auch umgekehrt: Eine kinematische
Ver-—/Entfestigung (induzierte Anisotropie) bei f, bedingt ein isotropes Ver—/Entfest-
igungsverhalten beim inverted cone.

Die Vor—und Nachteile beider Verfahren — Projektionsverfahren des inverted cone und
der Ansatz von Hofstetter et al. [52] — sind tabellarisch in Tafel 4.7 gegentibergestellt.
Der Hauptvorteil des inverted cone besteht darin, daB fir ein plastisches Werkstoffver-
halten eine stabile iteration gewahrleistet werden kann.

Die unsymmetrischen Materialtangenten fihren auf Strukturebene zu einer unsymme-
trischen Steifigkeitsmatrix, was den Einsatz adaquater Gleichungsléser erfordert. Ge-
genUber dem Losen von symmetrischen Strukturgleichungen aufgrund symmetrisierter
Materialtangenten wird dieser Nachteil durch

» den Einsatz von effizienten Ldsern von nichtsymmetrischen Gleichungen und
¢ der schnelleren Konvergenzrate

weitgehend kompensiert.
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5 Beton und Stahlbeton
5.1 Vorbemerkungen

In Kapitel 5 wird fiir Stahibeton ein Materialmodell vorgeschlagen, mit dem die nachfol-
gend beschriebenen phanomenologischen Eigenschaften dieses Verbundwerkstoffes
erfait werden kénnen. Zeitabhangige Effekte (z.B. Kriechen und Schwinden) oder der
MaBstabeffekt (geometrisch ahnliche Bauteile verhalten sich bei unterschiedlicher
GréBe nicht &hnlich) bleiben hier unberlicksichtigt.

Versuche mit unbewehrtem Beton zeigen im wesentlichen zwei unterschiedliche Ver-
sagensmechanismen (cracking und crushing), die beide durch ihre Art der RiBbildung
flr das Material kennzeichnend sind.

® cracking

In Zugversuchen verhalt sich unbewehrter Beton im Vorbruchbereich nahezu linear ela-
stisch mit einem konstanten Elastizitdtsmodul. Die durch die Hydration und den
Schwindvorgang initiierten Mikrorisse im Zementmértel — siehe Wittmann [132] — neh-
men schon vor Erreichen der maximalen Zugfestigkeit (Bild 5.1a, Pkt. A) deutlich zu und
akkumulieren sich bei Erreichen dieses Grenzwertes an einer Schwachstelle des Quer-
schnitts (Bild 5.1a, Pkt. B). Mit Uberschreiten der Maximallast lokalisiert das RiBband
immer mehr, d.h. die RiBbandbreite nimmt ab. Schon relativ kurz nach Uberschreiten
der maximalen Zugfestigkeit (Bild 5.1a, Pkt. C) bildet sich ein diskreter EinzelriB (crak-
king) aus, der noch, bedingt durch Materialbricken und Kornverzahnungen, die Fahig-
keit zur Kraftlibertragung Uber die RiBufer hat (siehe Cornelissen et al. [25], Reinhardt
[94], Duda [33]). Im Bereich der Lokalisierung nehmen mit dem anschlieBenden Abfall
der Last die Mikrorisse im Zementm®rtet und in der Grenzflache zum Zuschlagskorn zu.
Die volistandige Werkstofftrennung erfolgt erst nach grofien Verformungen [119].

o 04 A

E A fom 1,0 D

=3 ,9 C

Z

o, 71 B E

A
1 0,3 F
e Oy [um) €[]
0

a) 0 80 100 120 140 b)

Bild 8.1  Tragverhalten von Beton
a) einaxialer Zugversuch [94] b) einaxialer Druckversuch [125]

e crushing (Hofstetter und Mang [49], Eibl [36], Vonk {125], u.a.)

Auch bei einaxialen Druckversuchen mit unbewehrtem Beton zeigt sich, daf die Hydra-
tions— und Schwindrisse im Zementmértel bis ca. 30% der maximalen Prismendruck-
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festigkeit fom, (Bild 5.1b, Pkt. A) nahezu keinen EinfluB auf ein fast linear elastisches Trag-
verhalten nehmen. Bei hdheren Spannungen, etwa bis 70% der maximalen
Betondruckfestigkeit (Bild 5.1b, Pkt. B), entstehen Verbundrisse zwischen Zuschlags-
kérnern und Zementmdrtel. Kurz vor Erreichen der maximalen Druckfestigkeit
(Bild 5.1b, Bereich C bis D) ist ein absoluter Volumenzuwachs gegeniber dem Aus-
gangsvolumen festzustellen, der auf eine starke Auflockerung des inneren Gefliges
(crushing) schlieBen 14Bt. Aktuellere Studien [125] belegen, daB sich die RiBbander,
shnlich zu den Zugversuchen, nach Uberschreiten der Bruchlast immer starker lokali-
sieren (Bild 5.1b, Bereich D bis F).

e tension-stiffening

Die RiBbildung bei bewehrtem Beton wird maBgeblich vom Verbundverhaiten zwi-
schen Beton und Betonstahl gepréagt. Hierbei spielen der Bewehrungsgrad, der Beweh-
rungsdurchmesser und die Oberflachenbeschaffenheit des Bewehrungsstahls eine
entscheidende Rolle. Das Verbundverhalten hat zudem einen entscheidenden EinfluB
auf das Mitwirken des Betons zwischen den Rissen (tension—stiffening).

5.2  Grundiagen des Materialmodeils

5.2.1 Interpretation der RiBentwicklung

Das Materialmodell des Werkstoffes Beton beruht auf der grundlegenden Annahme,
daB die RiBbildung nicht diskret, sondern tber ein ,verschmiertes” RiBmodell mit fiktiver
RiBbildung erfaBt wird. Dabei wird die Relativbewegung der RiBkanten Gber ein RiBband
der Dicke h (charakteristische Ldnge) ,verschmiert” [127]. Der Kérper bleibt somit ein
Kontinuum, d.h. er ist ohne Lécher und andere Defekte. Dadurch kann derVorgang des
ReiBens mit den Mitteln der klassischen Kontinuumsmechanik fester Kérper beschrie-
ben werden; der Zusammenhang zwischen Spannungen, Dehnungen oder Versagens-
vorgangen ist an jedem Materialpunkt bestimmbar [119].

Die klassischen und heute meistverwendeten Modelle zur Bildung fiktiver Risse sind
das Fixed Crack Model, das Rotating Crack Model, das Multiple Fixed Crack Model und
das Microplane Model. Fir weitere Einzelheiten zu diesen Modellen sei auf die Arbeiten
von u.a. Willam et al. [129], Rots [101], Feenstra {38] und Weihe [127] hingewiesen.

Wie bereits in Kap. 3 angesprochen werden Materialformulierungen angewandt, die auf
Spannungsinvarianten basieren. Diese zeigen insbesondere zum Rotating Crack Mo-
del eine enge Verwandtschafi. Die Schadigung wird nach Verletzen der FlieBbedingung
(vgl. Kap. 3.2.1) initiiert. Die Ausrichtung der fiktiven Risse ist analog zum Rotating Crack
Model zu sehen.

Annahme:  Materialformulierungen, die auf Spannungsinvarianten basieren
(Analogie zum ,Rotating Crack Model*)
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Uber die FlieBbedingung wird in Richtung der gréBten Hauptspannung der erste RiB im
Materialpunkt initiiert. Die Ausrichtung dieses fiktiven Risses wird stets der momenta-
nen Beanspruchungsrichtung nachgefiihrt. Diese Orientierung des Risses entspre-
chend der Hauptbeanspruchungsrichtung fiihrt dazu, daB in den Riflachen nur Nor-
malspannungen auftreten (Mode I Cracking). Derartige Materialformulierungen
gewahrleisten aber, daB die Zug-Druckfestigkeit des Materials nicht (berschritten
wird.

Annahme:  Die RiBfldche(n) wird(werden) Gber die Richtung der Hauptzugspan-
nung(en) interpretiert — ,Mode I Cracking“. Demzufolge gilt:
1. In 2D kbnnen bis zu zwei fiktive RiBfldchen am Materialpunkt aufireten,
2. die orthogonal zueinander sind.

Das Wachstum und der ZusammenschluB von Mikrorissen und Poren wird beim Beton
als Schadigung bezeichnet. Mit Versuchen ([94], [122]) wurde bestatigt, das mit Uber-
schreiten der Maximalbeanspruchung die Degradierung des Elastizititsmoduls be-
ginnt. Auch schlieBen sich die Mikrorisse nach einer Entlastung nicht mehr vollstandig.

Hier wird ein isotropes elasto~plastisches Werkstoffmodell angewandt, bei dem die
Evolution dieser Degradierung des Elastizitdtsmoduls in den konstitutiven Gleichun-
gen, wie z.B. bei Simo et al. [113], Govindjee et al. [43], Meschke et al. [84], nicht be-
ricksiehtigt ist. Fir den Fall einer lokalen Ent— und Wiederbelastung wird in Kap.5.3.4
ein ingenieurmaBiger Ansatz zur Berechnung dieser Degradierung vorgestellt.

5.2.2 Aspekte zur Diskretisierung

Im Rahmen der lokalen, ,verschmierten* Betrachtungsweise ist die RiBbreite mit der
raumlichen Diskretisierung verkniipft. Dadurch kann ein Zusammenhang zwischen
dem internen Schadigungsparameter (hier mit x bezeichnet), der in der diskreten RiB-
flache freigesetzten Bruchenergie G, und der charakteristischen Lange h (Breite des
RiBbandes) definiert werden. In FE—Simulationen ist diese Lange h eine vom FE—Netz
abhéngige GroBe (siehe Bazant und Oh [5], Crisfield [26], Willam, Pramono und Sture
[129], Rots [101], Oliver [86], Pamin [88]), die im wesentlichen vom Elementtyp, der
ElementgroBe, der Ordnung der Ansatzfunktionen und der Integrationsordnung ab-
héngt. Da die charakteristische Lange zudem von der RiBrichtung abhangt [86], die
Risse beliebig, z.B. zickzackférmig, innerhalb eines finiten Elementes veriaufen kénnen,
schiagt Rots {101] fir ,verschmierte“ RiBmodelle die in GI.(5.1) gegebene Beziehung
zwischen h und der mittleren Elementléange, berechnet iiber die Elementfliche Ag, vOr.

172
ng ny
h = xn/Ae = %, [z > detd w, wnJ (5.1)

E=1 np=1
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Die GroBen w, und wysind dabei die Wichtungsfunktionen der numerischen integration
nach GauB. Der Faktor y,, pauschalisiert den Einflu eines beliebigen RiBverlaufs im fini-
ten Element. Fir rechteckige Elemente mit linearen Ansatzfunktionen schlagt Rots
Yn = J2 vor, bei quadratischen Ansatzfunktionen y,, = 1. Diese Beziehung liefert dann
gute Ergebnisse, wenn die Diskretisierung regelmaBig und die Orientierung des Risses
parallel zu den Elementkanten ist. Dies ist ein Ansatz, um die Objektivitét der Berech-
nung hinsichtlich der Diskretisierung zu gewahrleisten.

Wie bereits erwahnt, ber(icksichtigt der interne Parameter « des ,verschmierten® RiB-
modells die fiktive RiBbildung. Dieser Schadigungsparameter wird analog zu Gl.(4.20)
uber die Rate der plastischen Arbeit definiert.

WP =g =500 & (5.2)

Hierbei ist die aquivalente Spannung G(x) eine Funktion des internen Parameters. Die
plastische Arbeit g wird liber das Zeitintegral definiert und ist gleichzeitig die auf die

charakteristische Lange bezogene absorbierte Bruchenergie des fiktiven Risses (Hiller-
borg [48]).

g 00 K=o
. pl
g = J W dr = J (k) dx (5.3)
1=0 x=0

Mit der Annahme, daB sich die plastische Arbeit g; gleichméBig (iber die charakteristi-
sche Lange verteilt, ist folgende Beziehung zwischen der Bruchenérgie G;als Werkstoff-
kenngréBe und g; gegeben

Gy
[eF =H (5.4)
Dies flihrt zu einem Materialmodell, das in einer objektiven Formulierung die wéhrend
des irreversiblen Schadigungsprozesses freigesetzte Bruchenergie verwendet. Dieses
Konzept wurde in der Literatur (siehe oben) fir die Modetlierung von Rissen (cracking)
eingefuhrt und wird hier, analog zu Feenstra [38], auch auf das Druckversagen (crush-
ing) angewandt.

Das nichtlineare Materialverhalten von Beton kann nun vollstandig Uber skalare Bezie-
hungen, definiert durch dquivalente Spannungenund interne Verzerrungsvariablen, be-
schrieben werden. Diese § — « Beziehungen werden im nachsten Kapitel erortert.

5.2.3 Tragverhalten von unbewehrtem Beton

Die Baustoffeigenschaft wird durch einen charakieristischen Wert angegeben, der im
allgemeinen einem Fraktilwert in einer angenommenen statistischen Verteilung der be-
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trachteten Werkstoffeigenschaft entspricht. Dieser Fraktilwert wird dabei nach einschlé-
gigen Normen, z.B. EC2 [34] oder CEB—FIP [21], festgelegt. Die in den Normen von
diesem Fraktilwert abgeleiteten MaterialkenngroBen sind Parameter des hier vorge-
schlagenen Materiaimodells.

Ausgehend von der charakteristischen Zylinderdruckfestigkeit f,, des Betons sind, in
Abhangigkeit von der Betongtite nach EC2, die mittlere Zugfestigkeit f .., die maximale
Druckfestigkeit foy, und der Elastizititsmodul Egy zu bestimmen. Beim linear elasti-

schen Anfangstragverhalten ist eine Querdehnzahlvon 0,1 bis 0,2 méglich. Bei den Bei-
spielen wird vom Maximal— oder Mittelwert ausgegangen.

mittlere Zugfestigkeit: fom = 0,30 £27° [N/mm?]
maximale Druckfestigkeit:  fom = fy + 8 [N/mm?]
Elastizitatsmodul: Eom = 0,95 - 10* f}/3 [N/mm?]
mittlere Querdehnzahl: ve =0,15 [—]

Tafel 5.1 Materialparameter

® einaxiales Zugverhalten

Das fiir einen einaxialen Zugversuch charakteristische Spannungs —Verformungs —Dia-
gramm istin Bild 5.1a dargestellt. In diesem Diagramm kann bis Punkt A, also bei Errei-
chen von etwa 90% der mittleren Zugfestigkeit, von einem linear elastischen Tragverhal-
ten ausgegangen werden. Da sich bei einer weiteren Zunahme der Verformungen
Mikrorisse auspragen, ist die Flache unter der Spannungs—Verformungs—Kurve die in
der Rifflache freigesetzte Bruchenergie, siehe Gl. (5.4). Die Bruchenergie Giisteine von
der Betongite und vom Durchmesser dmax des Groftkorns vom Zuschlaggemisch ab-
hangige GréBe und wird als solche im CEB~FIP Model Code angegeben, siehe
GL.(5.5). Die Koeffizienten a sind inTafel 5.2 tabelliert.

Gy = 1072 o 127 [Nmm/mm?] (5.5)
dimax [mm] ap (= 30%)
8 4 =12
16 6 =18
32 10 =30

Tafel 5.2 Koeffizienten a zur Berechnung von G; nach CEB~—-FIP

Bis zum Erreichen der mittleren Zugfestigkeit f.,, wird beim Materiaimodell ein linear
elastisches Tragverhalten angenommen. Das einfachste Modell, mit dem das soften-
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ing—Verhalten im Zugbereich beschrieben wird, beinhaltet eine lineare Approximation
{lin.) des abfallenden Astes (Hillerborg [48], Rots et. al. [100], Stempniewski und Eibl
{118], u.a.}. Da der diskontinuierliche Ubergang zur Spannungsnullachse numerische
Schwierigkeiten bereiten kann (Meschke et al. [84]), wird hier, angelehnt an [38] bzw.
[9] oder [117], ein exponentieller Verlauf (exp.) angenommen, der die Versuchsergeb-
nisse weitaus besser approximiert (siehe Bild 5.2a). Die zugehérige Funktion lautet

6(Kl) = fctm exp(w %) mit Ky = H(—?'f—' : (56)

ctm

Der maximale Schadigungsparameter x,, stellt quasi den Ubergang zur makrosko-
pischen RiBéffnung dar. Somit héngt er Uber die Materialparameter mittlere Zugfestig-
keit fy,, und Bruchenergie G;vom Werkstoffverhalten ab, zusatzlich, aus Grinden der
Objektivitat, von der charakteristischen Lange h.

Nach Uberschreiten von fg, beeinfluBt die GréBe des softening—Moduls die numeri-
sche Stabilitat. Sehr anschaulich kann das Phanomen des loss of material stability an-
hand der eindimensionalen Plastizitat (sieche Kap. 4.3) erdrtert werden, deren Anwend-
barkeit aufgrund der skalaren Beziehung zwischen der &quivalenten Spannung und
dem internen Parameter gerechtfertigt ist. Die dort angegebene Funkiion der elasto—
plastischen Materialtangente von GI.(4.43) lautet

Es H
p = =S =
T (4.43)
und ist fiir Eg = — H nicht definiert. Der softening-—-Modul als Tangente dieser expo-

nentiellen Approximation ist

d5 f X
Hee) = 92 = — g oxp( - )

und nimmt fir x, = 0 folgenden Extremwert an

f h f2
Hextr(o) = _‘3%’ = ___é_c;tr‘n_

Wird in G1.(4.43) der Elastizitdtsmodul Es = E¢rp, gesetzt und zur eindeutigen Formulie-
rung der Be—/Entlastungsbedingungen (siehe Kap. 3.2.5) gefordert, daB der Nenner
positiv ist, definiert die Relation von Gl.(5.7) eine Beziehung zwischen Elastizitdts— und
softening —Modul flir eine numerisch stabile Analyse [77].

f2
Eem > Heer — Eom > _G—mm (5.7)

t

Nach Rots [101] bleibt die Objektivitat dann gewahrleistet, wenn die charakteristische
Lange nach Umformen von Gl.(5.7) folgende Relation erfulit
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Eem Gy
f2

ctm

(5.8)

Wird diese Bedingung verletzt, muB entweder die mittlere Zugspannung fo,, reduziert,
die Bruchenergie Gerhoht oder die Elementldnge h durch Neuvernetzung verkleinert
werden. Letzteres ist die aufwendigste MaBnahme.

o)) Ke Keu

Bild 5.2 = Softening—Modell
a) einaxiale Zugbeanspruchung, verschiedene Approximationen
b) einaxiale Druckbeanspruchung

e einaxiales Druckverhalten

Eine flr einaxiale Druckversuche typische Spannungs—Verzerrungs—Charakteristik ist
in Bild 5.1b dargestelit. Beim Materialmodell wird davon ausgegangen, daB bis Errei-
chen von ca. einem Drittel der maximalen Druckfestigkeit das Tragverhaiten linear ela-
stisch ist und es sich danach, bis hin zur maximalen Druckfestigkeit, nichtlinear verfesti-
gend verhélt. Nach van Mier et al. [123] und Vonk [125] hangt das Tragverhalten im
Bereich des abfallenden Astes stark von den Randbedingungen und der GréBe der
Priifkérper ab und gibt daher eher das Verhalten einer Struktur als das eines Materials
wieder. Da hier vor alilem phanomenologische Effekte erfast werden sollen, ist analog
zu den einaxialen Zugversuchen das softening —Verhalten auf die freizusetzende Bruch-
energie G zuriickzufihren, die wéahrend des Prozesses der Schadigung freigesetzt
wird. Diese Analogie zum Zugversuch basiert auf der Tatsache, daB bei beiden Versa-
gensmechanismen ein stetiges RiBwachstum in der Mikroebene staitfindet und sie so-
mit vergleichbar sind. Vonk [125] bestétigt, daB G als Materialparameter realistische
Werte in der Grdfenordnung des 100~ bis 500 fachen Wertes von Gyannehmen kann.

Die Spannungs—Verzerrungs—Charakteristik im Druckbereich wird in der Literatur
{iber verschiedene Funktionen approximiert, bei denen es sich in der Regel um nicht
auf der Bruchenergie basierende Formulierungen handelt (siehe Vecchio und Collins
[124}], CEB~FIP [21], EC2 [34] u.a.). Analog zu Feenstra [39] wird hier das Druckverhal-
ten mit einem softening—Modell erfaBt. Der verfestigende und der abfallende Ast von
Bild 5.2b werden entsprechend Gi.(5.9) je mit einer parabolischen Funktion abgebildet.
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Tem 1+ 4 X zﬁz fa
3 Ko Yo ur Ke < Ke

Taco) (5.9)

2
Ko — Ke .
PR (- ANA AN <
fom [1 (Kcu - Ke) :| fir Ke = %6 < Key

Die maximale Druckfestigkeit f., wird flir ko = %, erreicht, wobei ke nur von den elasti-
schen Parametern abhéngt
- 4 fom

3 Ecm
Bei Erreichen des maximalen Schadigungsparameters «, ist die Bruchenergie voll-
standig freigesetzt, weshalb xq, von dieser und der charakieristischen Lange h ab-
héangt.

Ke

(5.10)

+ e (5.11)

Analog zum Tragverhalten unter einaxialer Zugbelastung sind die materielle Stabilitat
und damit die Objektivitat zu gewahrleisten. Der skalare softening—Modul ist

und nimmt fir kg = K¢, folgenden Extremwert an

5 fem - 4 h f%m

Honliod = ~ 25555 = =3 g,
Analog zu GI.(5.8) hat die charakteristische Lange folgende Relation zu erfllien

3 Ecm Gc
h <% ——, .
rE (5.12)
damit nach [101] die Objektivitat gewahrieistet bleibt. Wird diese Bedingung verletzt,
treten die bereits beim sinaxialen Zugverhalten genannten MaBnahmen in Kraft.

e zweiachsiges Tragverhalten

Nahezu alle Strukturanalysen beriicksichtigen den mehrachsigen Spannungszustand.
Jedoch rechtfertigt die Untersuchung des ,Haupttragverhaltens® von Scheiben, Bal-
ken, Platten oder diinnen Schalen am ehesten die Beschrankung auf einen zweiach-
sigen Spannungszustand. Grundiegende Studien zum zweiachsigen Betonverhalten
verdffentlichten Kupfer et al. in [70], [68] und [69]. Diese belegen, das, je nach vorlie-
gendem Verhiltnis der beiden Hauptspannungen, das Verhalten des Betons mehr oder
weniger stark vom einaxialen Fall abweicht.

Bei mehrachsigen Beanspruchungen ist es notwendig, zwischen Versagenskurven re-
spektive —flachen und den eigentlichen Spannungs —Dehnungs—Beziehungen zu un-
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terscheiden. Wihrend sich Versagensflachen im zwei— oder dreidimensionalen Haupt-
spannungsraum - jede Spannungskombination ist in einem solchen als Punkt
darstellbar ~ experimentell und eindeutig fir monotone Belastungen festlegen lassen,
gibt es keine generell eindeutigen Formulierungen von Spannungs—Dehnungs—Be-
ziehungen [118].

Die biaxiale Versagenskurve von Kupfer et al. verdeutlicht (siehe Bild 5.3a), daB im
Druck—Druck—Bereich (D/D) die Druckfestigkeit gegenlber dem einaxialen Druck-
spannungszustand deutlich gesteigert werden kann. Bei einem Hauptspannungsver-
haltnis von 1,0/0,5 wird die maximale Druckspannung um ca. 25% und beigleich groBen
Hauptdruckspannnungen um ca. 15% erhéht. Diese hohere Tragfahigkeit wird auf das
Verkeilen der uneben gebrochenen RiBoberfidchen (aggregate interlock) zurlickge-
filhrt. Anders verhalt sich der Beton im Druck—Zug—Bereich (D/Z). Hier nimmt die auf-
nehmbare maximale Druckspannung stetig ab. Im Zug—Zug—Bereich (Z/Z) hingegen
bieibt die maximale Zugspannung auf dem Niveau des einaxialen Wertes.

Diese biaxiale Versagenskurve ist nahezu unabhéngig von der Belastungsgeschichte,
d.h. von der Art, wie die Beanspruchung erreicht wird. Diese Unabhangigkeit vom Bela-
stungspfad bestatigt nochmails die Aussage, daB die Versagensmechanismen des ein-
axialen Zug— wie Druckverhaltens zueinander &hnlich sein missen. Die in Bild 5.3b
dargestellten verschiedenen Versagensmodi in Abhangigkeit des Spannungsverhalt-
nisses nach [85] zeigen Ahnlichkeiten zu den einaxialen Versagensmechanismen.

Diese Ahnlichkeit rechifertigt auch hier das Konzept der auf Bruchenergie basierenden
Formulierung zur Modellierung von Versagensmechanismen. Jedoch existieren kaum
Experimente, die das softening—Verhalten unter mehrachsiger Beanspruchung besté-
tigen, obwohl, so die einhellige Meinung, das softening von der Art der Beanspruchung
beeinflut wird. Vonk [125] zeigt anhand von mehrachsigen Druckversuchen, daB das
softening—Verhalten sehr sensitiv auf den einwirkenden Spannungszustand reagiert.
Jedoch zeigt er auch in biaxialen Versuchen, daf dort das Versagen stets in die dritte
Richtung erfolgt und das softening—Verhalten davon kaum beeinfluBt wird.

e dreiachsiges Tragverhalten

Triaxialversuche wurden in jliingster Zeit von Kupfer [68], van Mier [122], Jamet et al. [54]
u.a. durchgefiihrt. Die Auswertung der Versuche von Kupfer et al. durch Scholz et al.
[106] und Guo et al. [44] ist in Heft 447 des DAfStb dokumentiert. In Bild 5.4a sind typi-
sche Spannungs—Dehnungskurven von Beton unter triaxialer Belastung wiedergege-
ben. Aufgrund der Umschnlrungswirkung bei dreiachsiger Druckbeanspruchung (D/
D/D) tritt im Gegensatz zu ein— oder zweiachsigen Spannungszustanden kaum oder
Uberhaupt kein Spannungsabfall auf.

in Abhangigkeit der hydrostatischen Spannung kann sich der Beton von quasi—spréde
bis quasi—duktil verhalten, wobei entsprechende Versagensmodi von einem Trenn-
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bruch Gber die Entwicklung der Mikrorisse zu einem MakroriB3 bis hin zum crushing (Zer-
quetschen des Zementmortels) &ndert. Im triaxialen Druckbereich sind Gieitbriche mit
ausgepragten Gleitfldchen zu beobachten. Da kaum Experimente mit triaxialer Zugbe-
anspruchung vorliegen, wird im Zustand triaxialer Zugbeanspruchung (Z/Z/Z) davon
ausgegangen, daB sich jede Zugspannungskomponente quasi einaxial verhalt [118].
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Bild 5.3 a) Biaxiale Versagenskurven von Beton nach Kupfer et al. [69]
! b) Versagensmodi in Abhéngigkeit des Spannungsverhélinisses 0,/0,

nach Nelissen [85]
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Bild 5.4 a) EinfluB des Umschnirungsdrucks bei Druckversuchen
mit zylindrischen Priifkérpern nach Jamet et al. [54]
b) Versagensmodi in Abhédngigkeit des Spannungsverhéltnisses o,/0,/0,
nach van Mier [123]
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5.2.4 Tragverhalten von Stahlbeton

® einaxiales Tragverhalten

Beton als Komponente des Verbundwerkstoffes Stahlbeton zeigt im Vergieich von un-
bewehrten mit bewehrten Strukturen kein wesentlich anderes Tragverhalten. Insofern
kann das Betontragverhatten beim einaxialen Druckverhalten von Stahlbeton ohne wei-
teres mit dem zuvor beschrieben Materialmodell wiedergegeben werden.

Ahnliches gilt unter Zugbeanspruchung. Jedoch beeinfluBt hier das Verbundverhalten,
somit das Mitwirken zwischen den Rissen oder tension—stiffening, das RiBbild. Bei ei-
nem mit Zugkraft belasteten Stahlbetonstab, siehe Bild 5.5a, tritt der erste RiB, wie be-
reits erwéhnt, an der schwéchsten Querschnittsstelle auf. Die Kraft, die bis dahin weitge-
hend durch den Beton getragen wurde, muB nun Giber den Bewehrungsstahl zwischen
beiden Betonteilen Gbertragen werden. Mit zunehmendem Abstand zum RiB nimmt die
Stahlspannung sukzessive ab, indem die Kraft anteilig {iber Verbundwirkung wieder zu-
rick in den Beton Ubertragen wird. Wird der Probekdrper weiterbelastet, bilden sich
nach und nach weitere Risse, bis das endg(itige RiBbild entstanden ist. Die Spannun-
gen, aufgetragen Uber die mittlere Dehnung des Bewehrungsstabes, ergeben die
Kraft—Dehnungs—Beziehung von Bild 5.5b, bei der die Dehnungen erheblich kieiner
sind als bei einem ,nackten® Stahl [118].

Stahibeton
Lhackter” Stahl

—=

v

3.RiB 1.RiB 2.RiB
a) } L.dnge | } b)

Bild 5.5 bewehrter Zugstab
a) RiBbild und FE—Diskretisierung b) F—Ae Diagramm

Die Form deridealisierenden Beziehung hdngtim wesentlichen von der Betonzugfestig-
keit T, dem Stabdurchmesser () der Bewehrung und dem Bewehrungsgrad p ab. Da-
bei stehen zur Berlicksichtigung des tension —stiffening Effektes prinzipiell zwei Model-
lierungsmdglichkeiten zur Verfligung: zum einen eine ersatzweise Modifikation des
Betons, zum anderen eine Modifikation des Bewehrungsstahles. Da das tension—stiff-
ening maBgeblich von der Bewehrungsrichtung abhangt, somit ein quasi—orthotropes
Verhalten aufweist, ist die letztgenannte Variante zweckmaBiger. Hierzu existieren in der
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Literatur unterschiedlichste Formulierungen; nur wenige bericksichtigen die freige-
setzte Bruchenergie (siehe [84], [38]).

Der EinfluB des tension —stiffening in einem auf der Bruchenergie basierenden Material-
modell berlicksichtigt die freigesetzte Bruchenergie G, des Einzelrisses, den mittleren
RiBabstand (average crack spacing) |s und nimmt aus Griinden der Objektivitat Bezug
auf die charakteristische Elementlange h.

G ) .
9 = E; mit: 1S = min {Is, h} (5.13)

Diese Beziehung berlicksichtigt eine mégliche Akkumulation mehrerer Risse innerhalb
eines Finiten Elements, falls der mittlere RiBabstand s kleiner als die charakteristische
Elementlange h ist. Die Uber den mittleren RiBabstand ,verschmierte®, freigesetzie
Bruchenergie wird dann maBgebend.

Die GroBe des mittleren RiBabstandes | wiederum héngt von der Betondeckung und,
wie bereits erwahnt, vom Stabdurchmesser ) der Bewehrung und folglich auch vom
Bewehrungsgrad p ab. Nach CEP—FIP {21] 1aBt sich | entsprechend Gi.(5.14) berech-
nen. Die dort getroffene Fallunterscheidung zwischen RiBabstand zum 1. RiB und zu
den Folgerissen 148t sich ineinander liberflhren, da unter der Voraussetzung eines rea-
listischen Bewehrungsgrades von < 5% der Term 1 + 0, 85p ; vernachléssigt werden
kann. Aufgrund des Kréftegleichgewichts (siehe GI.(5.14),) von der Zugkraft des mitwir-
kenden Betons zwischen den Rissen und der Zugkraft des Betonstahis im Bereich des
gerissenen Querschnitt ist Gleichung (5.14); identisch zu GI.(5.14),. Im CEB—FIP wird
die Beziehung zwischen der Ubertragbaren Verbundspannung f, 4 und der Betonzug-
festigkeit f,, gemaB Gl.(5.14); definiert; o5 bezeichnet die Stahlspannung im RiB.

2 _Os 1 ;
) 32t © 770,65, zum 1.RiB
fg = 3 |s,max = 5 o
Q. <A zu Folgerissen
3 3,6 poy g (5.14)
mit fq = 1,8 fyn
A f
F = fom Ac,eff = 05 As > Pep T A Sﬁ = %rsn
.6

Die oben genannten Gleichungen beziehen sich auf Stahibetonstrukturen, z.B. Schei-
ben, mit zweiseitiger symmetrischer Bewehrung. Diese symmetrische Bewehrung wird
hier als eine Bewehrungsiage aufgefast. Deren effektiver Bewehrungsgrad p o berech-
net sich nach GL.(5.14); die zugehdrige geometrischen GréBen sind Bild 5.6a zu ent-
nehmen. Dabei ist, in Anlehnung an CEB—FIP. die Dicke des effektiv auf Zug bean-
spruchten Betonquerschnittes A ¢ = tor - b gemas Gl.(5.15) zu bestimmen. Der
Faktor 2,5 in dieser Gleichung macht deutlich, daB der Betonstahl nicht exakt zentrisch
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Bild 5.6  Stahlbetonscheibe, zweiseitig und zweilagig bewehrt:
a) effektiver Zugquerschnitt nach CEB—FIP [21]
b) Lage eines Bewehrungsstahles zu zwei orthogonalen Rissen

im effektiven Querschnitt liegt. Dies wird mit der Rauhigkeit und der dadurch méglichen
Verzahnung zum Querschnittskern hin begrindet. Desweiteren sind ¢ die Beton-
deckung und t. die Dicke der Betonstruktur.

Lot - Q) . I
-5 = min [2,5 (c +?) Do 5.15)

Da derartige Stahlbetonstrukturen (iblicherweise mehrlagig bewehrt sind, ist bei n Be-
wehrungslagen der dquivaiente Bewehrungsdurchmesser @ qq nach Gl.(5.16) zu be-
stimmen, der wiederum in G1.(5.15) @ -~ Q@4 ersetzt.

Qeqg = {2:@; pi} / { igpi} (5.16)

Da die RiBrichtung und die Richtung der Bewehrungslagen nicht zwangsléufig orthogo-
nal zueinander sind, ist der mittlere RiBabstand in der Struktur nach Gl.(5.17) der klein-
ste aller Bewehrungslagen. Hier wird davon ausgegangen, daB der Schadigungspro-
zeB gleichmaBig Gber die Querschnittsbreite vonstatten geht und eine Lokalisierung in
Dickenrichtung nicht erfoigen kann.

(ap + ag) B 5.17)

(l cosei|)
g Is.i

(1 sinei])
8q = max | ——

In GI.(5.17) ist 0, der Winkel zwischen der Richtung der gréBten Hauptzugspannung,
interpretiert als Normale n,, auf der ersten fiktiven RiBflache (erster RiB), und der Rich-
tung deri—ten Bewehrungslage, siehe Bild 5.6b. Die Riflache des zweiten fiktiven Ris-
ses wird als normal zur ersten angenommen.

3

=

j3%]
o

it

fir i =1,...n Bewehrungslagen

Nach Erreichen eines stabilen RiBzustandes wird zwischen den Rissen die maximale
Kraft vom Bewehrungsstahl wieder zurtick in den Beton Ubertragen. Flr gerissenen
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Stahibeton unter Zugbeanspruchung wird deshalb angenommen, daB sich die ge-
samte Steifigkeit des bewehrten Querschnittes aus den Komponenten unbewehrter Be-
ton, Bewehrungsstahl und dem tension—stiffening entsprechend GI.(5.18) additiv zu-
sammensetzt, wobei es sich bei o, o5 und o, um die einzelnen Spannungs-
komponenten handelt (siehe Bild 5.7a).

o = 0g + 65 + 0 (5.18)

Wie bereits erwéhnt, ist das tension—stiffening ein in Richtung der Bewehrung wirken-
der, versteifender Effekt, der als Funktion der Dehnung in Richtung der Bewehrung e
verstanden werden kann. Nach Cervenka, Pukl und Eligehausen [24] wird der Verlauf
der Verbundspannung o, mit drei linearen Funktionen approximiert {siehe in Bild 5.7b,
die Bereiche eco — €cy — €y — €gy). Im Hinblick auf den exponentiellen Verlauf des sof-
tening —Verhaltens von unbewehrtem Beton wird hier im Bereich e¢, — 3¢, entspre-
chend Bild 5.7b, die erste lineare Funktion durch eine Parabel ersetzt, um Versuchser-
gebnisse besser approximieren zu kdénnen.

Cervenka et al. [24]

tension—stiffening  oi; Kes Fotm
unbewehrter Beton o
. Betonstahl g, /

> €
{ €cy l
a) b) €co J€q €y €gy

Bild 6.7 &) Werkstoffmodell fiir Stahlbeton b} ,tension—stiffening” Modell

Mit Uberschreiten der mittleren Zugfestigkeit f,.., dem Beginn des ReiBens, wird das
Mitwirken des Betons zwischen den Rissen initiiert. Diese elastische Grenze wird ent-
sprechend GI.(5.19) mit e, bezeichnet (siehe auch Bild 5.7b)

f
€co = Eo cos?0 (5.19)

wobei 0 den bereits erwahnten Winkel zwischen Bewehrungs— und Hauptzugspan-
nungsrichtung kennzeichnet. Bei Erreichen des stabilen RiBzustandes, hier mit 3¢, an-
genommen, findet zwischen den Rissen die maximale Kraftiibertragung zwischen Be-
wehrungsstahl und Beton statt; die entsprechend auf den Betonquerschnitt bezogene
Spannungskomponente nimmt mit o;, = kif, ihren Maximalwert an. Aufgrund des in
Gl.(5.14)4 gegebenen Kréftegleichgewichtes wird der Faktor k,, = 1,0 gesetzt.
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- G cos?0
€cy =7 (5.20)

$ “ctm

Kollegger [58] zeigt anhand von biaxialen Versuchen, daB das tension—stiffening auch
nach dem FlieBen der Bewehrung vorhanden ist. Da jedoch keine detaillierten Erkennt-
nisse Uber das Mitwirken des Betons zwischen den Rissen nach FlieBen der Bewehrung
und insbesondere Gber die beim Bruch auftretenden Grenzdehnungen vorliegen, wird
wie unter [58] das tension—stiffening nach Uberschreiten der FlieBgrenze der Beweh-
rung bei ey vernachidssigt; der lineare Abbau beginnt ab der Stahldehnung e,

_ kts fctm

B (5.21)

€y = €gy

Diese Annahme hat zur Folge, daB die FlieBspannung der Bewehrung nicht kiinsttich
erhéht wird.

e mehrachsiges Tragverhalten

Die mehrachsige Versagensflache des unbewehrten Betons kann auch auf Stahlbeton
angewandt werden, da die Bewehrung das linear —elastische Tragverhalten des Betons
nicht beeinfluft [58].

Diese Aussage gilt grund‘sétzlich fur mehrachsige Druck- oder Zugbeanspruchungen.
Kollegger und Mehlhorn [59] zeigen anhand von biaxialen Versuchen an Stahlbeton-
scheiben, daB ein Abmindern der Betondruckfestigkeit infolge Querzug mit der Versa-
genskurve von Kupfer, Hilsdorf und Riisch [70] hinreichend erfaBt wird. Eine Abminde-
rung der Betondruckfestigkeit bei einer Druck—Zugbeanspruchung wird dann als
notwendig erachtet, wenn die Versagenskurve des Betonmodells die von Kupfer et al.
nicht hinreichend abbildet. Kollegger [58] schl&gt in diesen Falien eine maximale Ab-
minderung von 20% vor, die Feenstra [38] von der GréBenordnung her fiir zug—/druck-
beanspruchte Strukturen Gbernimmt. Eine entsprechende Abminderung wird hier nicht
als erforderlich angesehen, da trotz Uberschneiden der zwei Drucker—Prager—Teilfla-
chenin diesem Bereich die Versagenskurve von Kupfer, Hilsdorf und Riisch gutabgebil-
det werden kann (vgl. Kap. 5.3.2).

5.2.5 Zusammenfassung

Einaxiale Belastungsversuche rechtfertigen die Annahme, daB sowohi beim Druck ~ als
auch beim Zugtragverhalten auf Bruchenergie basierende Formulierungen zur Be-
schreibung des jeweiligen Schédigungsverhaltens zurlickgegriffen werden kann. Die
Annahme einer Unabhéngigkeit der biaxialen Versagenskurve von der Belastungsge-
schichte IaBt darauf schlieBen, daB unter zweiachsiger Beanspruchung die Versagens-
mechanismen éhnlich denender einaxialen Tragverhaiten (Zund D) sind. Bei einer drei-
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achsigen Beanspruchung muB jedoch differenziert werden. Wahrend sich im Falle einer
reinen dreiachsigen Zugbeanspruchung (Z/Z/Z) die Hauptzugspannungskomponen-
ten kaum gegenseitig beeinflussen und sich somit jede Komponente quasi einaxial ver-
halt, ist bei einer dreiachsigen Druckbeanspruchung (D/D/D) mit dominantem hydro-
statischen Spannungsanteil ein softening kaum oder gar nicht wahrnehmbar, Der Beton
nimmt ein duktiles Tragverhalten an.

In ihrer Gesamtheit kénnen diese rdumlichen Phdnomene mit dem im nachfolgenden
Kapitel vorgesteliten Materiaimodell nicht erfaBt werden. Innerhalb dieses Materiaimo-
dells wird vorausgesetzt, da3 die mehrachsigen Versagensmechanismen (ber ein-
axiale Schadigungsparameter, . bei Druckversagen und x, bei Zugversagen, abgebil-
det werden kénnen, die zueinander entkoppelt sind. Dabei werden die biaxiale
Versagenskurve von Kupfer et al. und das mehrachsige Tragverhalten unter reiner Zug-
beanspruchung gut approximiert. Das Tragverhalten infolge des dreiachsigen Druck-
spannungszustandes wirde eine Versagenskurve erfordern, die sich mit zunehmen-
dem EinfluB des hydrostatischen Druckspannungs- zustandes nahezu idealplastisch
verhalt. Beim vorliegenden Modell definieren zwei gekoppelte Teilfldchen (Drucker—
Prager— und Kugelfiiche) die Versagensflache im Druckbereich, deren Ver—/Entfest-
igungsverhalten mit dem Schadigungsparameter 1« beschrieben wird.

Flr Stahlbeton kann die Steifigkeit des gesamten Querschnitts additiv in die drei Kom-
ponenten unbewehrter Beton (o), Bewehrungsstah! (es) und tension—stiffening (0)
aufgesplittet werden. Mit einer ersatzweisen Modifikation des Bewehrungsstahls wird
der Effekt des tension—stiffening modelliert.

5.3 Modellieren von unbewehrtem Beton

Im folgenden wird ein elasto—plastisches Werkstoffmodell vorgestellt, mit dem das in
den Kapiteln zuvor beschriebene Materialverhalten phanomenologisch erfaft wird. Es
zeichnet sich durch die niedrige Anzahl an Parametern aus, die zudem einfach zu identi-
fizieren sind.

5.3.1 Werkstoffmodell mit gekoppelten Teilflachen

Beim verwendeten elasto—plastischer Werkstoffmodell handelt es sich um eine gekop-
pelte FlieBflache mit nicht glatten Ubergangen im Bereich dreier Drucker—Prager—Teil-
flachen. Fir die konsistente Linearisierung der konstitutiven Beziehungen gelten die
Herleitungen von Kap. 4.6 fiir die drei gekoppelten Drucker—Prager—Teilflachen und
von Kap. 4.4 fUr die Kugelflache.

Das Werkstoffmodell kann stichwortartig mit folgenden Begriffen beschrieben werdeh:
plastisch, isotrop, ratenunabhéngig, mit Entfestigung, assoziiert entsprechend der
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FlieBregel und des Ver—/Entfestigungsgesetzes, bestehend aus ingesamt vier Teilfl4-
chen, die durch die Invarianten (1,, [s|) des Spannungstensors beschrieben sind.

Charakteristisch fir dieses Modell sind drei konvexe Teilflachen, zwei Drucker—Pra-
ger— (f;, fy) und eine Kugelflache f,. Unter Zuhilfenahme einer weiteren Drucker ~Pra-
ger—Teilflache f; wird die Rilckprojektion im Bereich der Singularitat der Teilfiache fy
entsprechend Kap. 4.6.2 numerisch gehandhabt. Fiir diese vier Teilflachen gilt:

¢ Die Drucker—Prager—Teilflache f, stellt die Versagensflache unter mehrachsigen
Zugbeanspruchungen (Z/Z/Z) und unter gemischten Beanspruchungen (Z2/D/D/, Z/
Z/D, usw.) dar. Deren isotrope Entfestigung spiegelt das einaxiale Zugversagen wider.

* Die Drucker~—Prager—Teilflache f, ist Teil der Versagensflache unter dreiachsigem
Druck (D/D/D). Ihre Schnittkurve mit der Hauptspannungsebene 04/0, ist die Versa-
genskurve unter biaxialer Druckbeanspruchung (D/D). lhre isotrope Ver—/Entfesti-
gung spiegelt den einaxialen Druckversagensmechanismus wider.

Die Drucker—Prager—Teilflache f, dient lediglich der numerischen Behandlung der
Singularitat von f, und ist Uber die Geometrie und tber das Ver—/Entfestigungsver-
halten mit dieser Flache f, gekoppelt.

* Die Kugeliflache f, begrenzt den hydrostatischen Spannungszustand und wird dem-
zufolge erst unter einer mehrachsigen Druckbeanspruchung voll aktiv. Aufgrund des
glatten Ubergangs zur Teilflache T, ist die Kugelflache sowohl geometrisch als auch
Uber den einaxialen Druckversagensmechanismus mit f, gekoppeit.

Diese Teilflachen trennen das elastische und plastische Gebiet, was aus Bild 5.8a er-
sichtlich ist. Die Darstellung in der zweidimensionalen Hauptspannungsebene verdeut-
lichtzudem, daB im Falle des ebenien Spannungszustandes (siehe Bild 5.8b) die Versa-
genskurven durch die Teilflachen f, und f, definiert werden. Bei der ebenen
Schnittkurve der Teilflédche f, handelt es sich um eine Hyperbel, bei der von f, um eine
Ellipse. Die Punkte @ bis @ sind dabei Schnittpurkte dieser Versagenskurven mit den
Hauptspannungsachsen. lhre Lage wird Giber die einaxialen Festigkeitsparameter f
und fem, sowie den Fittingparameter y, bestimmt, Der Punkt @ definiert den Versagens-
zustand unter biaxialer symmetrischer Druckbeanspruchung. Die héhere Druckfestig-
keit gegeniiber dem einaxialen Druckspannungszustand wird mit dem Faktor ¥, be-
ricksichtigt, einem weiteren Fittingparameter. GemaB Bild 5.8a definiert der Punkt @
den tangentiellen Ubergang zwischen den Teilflachen f, und f,. Die in diesen Punkten
vorherrschenden Versagensmechanismen und deren Invarianten sind in Tafel 5.3 zu-
sammengestellt.

Die FlieBfunktionen der drei Drucker—Prager—Teilflédchen f, bis f, sind analog Gl.(4.1)
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fs. 1) =8| +a; I % ki)
mit: k() = B, () und j=1,2,3
fom ~ f 2y, f

far f..  « 2 Yifom ~ fom . - Yilem . -

! ! 3 Yifem + Toym ' ﬁ1 Yifom + Tom =% (5.22)
Or o - j2 Y21 . - Y2 . - :
far fy: o, \/;2Y2‘1’ 62“2Y2~_T’ Ky = K
analog Gl.(4.98) und (4.99):
0 . S o= __1 7%
flr fg: Oy = §~&-1-, kg = 5&?k1

Far den Verlauf der aquivalenten Spannungen G(x;) gelten die Beziehungen der Glei-
chungen (5.6) fir einaxialen Zug und (5.9) fiir einaxialen Druck. Im Bereich der drei zu-
sammengesetzten Drucker—Prager~Teilfldchen behalten Tafel 4.5 fir die Riickprojek-
tion und Tafel 4.6 fir die Berechnung der elasto—plastischen Materialtangente inre
Giltigkeit. Zur iterativen Berechnung des Konsistenzparameter ist die Jacobi—Matrix
49 zu bestimmen, beim Berechnen der elasto~plastischen Materialtangente unter

anderem die Matrix der plastischen Moduln E, , ;. Beide Matrizen werden im Anhang
A 2.2 hergeleitet.

Die Kugelflache f, ibernimmt die Aufgabe, den hydrostatischen Druckspannungszu-
stand zu begrenzen. Aus diesem Grund wird ihr Ver—/Entfestigungsverhalten an das
der Teilflache f, gekoppelt. Mit

K - K (5.23)

wird auch dieser Teilflache der einaxiale Druckversagensmechanismus zugrunde ge-
legt; das in Kap. 5.2.3 erwéhnte duktile Tragverhalten unter hydrostatischer Beanspru-
chung kann so nicht abgebiidet werden.

Durch die geometrische Kopplung in Punkt @ und unter Voraussetzung eines glatten
Ubergangs zwischen den Teilflachen f, und f, wird die Kugetflache geméas dem FlieBge-
setz von Gleichung (4.45)

2
(s, I}, %0 = \/]s|2 + %(11 - L(nc)) - R{xg) (4.45)
Uber den Mittelpunkt L(xg) und den Radius R(ic,) definiert.

L) ~ (/54 @, +2) v, 3o 624
5.24
R(xo) =(‘/2+6(x2> (ko)
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otm 0 1D Zugversagen [
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§fctm

fikt. 1D Druckversagen,y;~fach | — y,fem

\/§Y1fcm

fom 0 1D Druckversagen = fom

o

®|le|e|c
2
g
[e]

Yofem Yofem 2D Druckversagen, symm. = 2Yofom

\/g Yofem

Tafel 5.3 Geometrische Punkte der Drucker—Prager—Teilflichen f, und f>

@f1 : ‘elastisches:, -
f3 ‘ Gebiet
& b = - 1,/3
‘ (<0
a) Lixc)/3

b)

Bild 5.8  Darstellung des Werkstoffmodells
a) inder(|s|,1;)—Ebene
b) in der (0,,0,)—Hauptspannungsebene
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Zur mathematischen Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens von Beton
werden 6 unabhéngige Parameter bendtigt (siehe Tafel 5.4). 4 Materialparameter be-
schreiben die nichtlinearen einaxialen Tragverhaitensphédnomene; 2 zusétzliche Para-
meter (Fittingparameter) werden benétigt, um die Form der Versagensfidche volistan-
dig beschreiben zu kénnen. Auf diese Fittingparameter wird in Kap. 5.3.2 eingegangen.

Ursachen fir diese niedrige Anzahl an Parametern sind die zuvor postulierten Analogien
zwischen mehr-und einachsigem Tragverhalten, die Wahl des FlieBfidchentyps der Teil-
flachen (sowohl die Drucker—Prager — als auch die Kugelfliche kénnen jeweils mit zwei
Parametern beschrieben werden) und der glatte Ubergang zwischen den Teilflachen fy
und f,.

Grundsatzlich kénnen die vier MaterialkenngroBen als von der Betong(lite und damitvon
der charakteristischen Zylinderdruckfestigkeit abhangige Parameter verstanden wer-
den (vgl. Kap. 5.2.3). Aufgrund einer realistischen Streuung dieser KenngréBen (z.B.
stellen einschlagige Normen klare Anforderungen an die Giiteuberwachung, um die
Streuung der Betonfestigkeit mdglichst gering zu halten) und flr Simulationen mit ver-
suchsabhéngigen Parametern wird darauf verzichtet, die charakteristische Zylinder-
druckfestigkeit als einzigen materialspezifischen Parameter einzufihren.

einaxiale Materialparameter: f,., fom ... siehe Tafel 5.1
G; ... siehe GI.(5.5) und Tafel 5.2
G¢ = 100 G; ... 500 G

Fittingparameter: Y1 Yo o siehe Kap. 5.3.2

Tafel 5.4 Materialparameter des Werkstoffmodells

5.3.2 ldentifikation der Fittingparameter

Uber die Parameter v, und v, werden die Versagenskurven der Teilflachen f, und f, in
der zweidimensionalen Hauptspannnungsebene in der Form angepabBt, daf die biaxia-
len Versagenskurven von Kupfer et al. [69] etwa im Mittel approximiert werden.

Wie bereits erwédhnt, hangt die Lage der Punkte (D bis @ von der einaxialen Zug— bzw.
Druckfestigkeit ab; die Punkte sind somit Schnittpunkte beider Versagenskurven mit
den Hauptspannungsachsen. Die Schnittpunkte @ der hyperbolischen Versagens-
kurve f, mit den Hauptspannungsachsen sind von vy, abhéngig. Bild 5.9 verdeutlicht,
daf im D/Z~Bereich die Versagenskurven von Kupfer fir v, = 1,0 im Mittel approxi-
miert werden und sich fir v, = 3,0 quasi eine Umhdillende einstelit. Schwéchen zeigt
dieses Werkstoffmadell im Z/Z—Bereich. Hier kann das Niveau der einaxialen Zugfe-
stigkeit im Sinne eines Rankine — FlieBkriteriums nicht beibehalten werden. Unter biaxia-
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ler Beanspruchung wird die Zugfestigkeit fir ¥y = 1,0auf o, = 0, =~ 0,90 fomy fOr
Y1 = 3,0aufoy = 0, = 0,85 f reduziert. Beim Stahlbetonmodell wird diese Schwa-
che durch die Bewehrung gréBtenteils kompensiert, d.h. sie spielt dort nicht mehr die
entscheidende Rolle. )

Die elliptische Schnittkurve der Drucker—Prager—Teilflache T, ist auch bei Feenstras
Werkstoffmodelt [40] die Versagenskurve im D/D - Bereich. Bild 5.9 verdeutlicht, daB f(r
Yo = 1,2die Kupfersche Versagenskurve besser approximiert wird als die von Feenstra
urspriinglich vorgeschlagene von Mises FlieBbedingung mit Yo =1,1 und
G, = 1,1 fom [38]. Der Vergleich mit den Kupferschen Versagenskurven zeigt, daB
auch fir v, = 1,2 das elastische Gebiet hin zu den Hauptspannungsachsen gedrun-
gener ist. Grund daflr ist, daB bei Beton unter mehraxialer Druckbeanspruchung das
Kompressionsverhalten im Vergleich zum Extensionsverhalten ausgepragter ist; eine
flir Geomaterialien typische Eigenschatt. in der Deviatorebene hat diereale Bruchflache
die Gestalt eines ausgerundeten Dreiecks und nicht, wie hier vereinfachend angenom-
men, die eines Kreises.

Die mity, = 3,0undy, = 1, 2definierten Versagenskurven geben im Mittel die Versa-
genskurven von Kupfer gut wieder und werden bei dem hier vorgestellten, gekoppelten
Werkstoffmodel fir Beton im Rahmen der 2D~ Simulationen als optimal angesehen.

9
-072 fcm
N 5
fcm me
vy=1,0
von Mises : .
T = 1.1 fom -1 =30
'Yz = b
yo=1,2"

)
me

Bild 5.9  Vergleich mit Versagenskurven von Kupfer et al. [69]

5.3.3 Versagensmechanismen des isotropen Werkstoffmodells

Im Ver—-/Entfestigungsverhalten der Teilflachen spiegeln sich die Versagensmechanis-
men des einaxialen Zug ~und Druckzustandes wider. Es wurde davon ausgegangen,
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daf sich beide Versagensmechanismen nicht gegenseitig beeinflussen, die zum Be-
schreiben des nichtlinearen Verhaltens erforderfichen internen Variablen 1, und . so-
mit entkoppelt sind. Folglich kann ein z.B. infolge Zug geschadigtes Material nach ei-
nem Wechsel der Beanspruchungsrichtung bis hin zur maximalen Druckfestigkeit
belastet werden.

e Zugversagen

Die isotrope Entfestigung und der damit verbundene Abbau der dquivalenten Span-
nung G(x,) bewirkt ein Verschieben der gemeinsamen Kegelspitze der Teilfléachen fyund
f3 hin zum Spannungsnullpunkt (Ursprung sowohl in der zweidimensionalen Haupt-
spannungsebene als auch im Invariantenraum). Wie bereits in Kap. 4.6.2 erwannt, wird
durch diese Translation beim inverted cone ein anisotropes Verhalten induziert. Von ei-
nem allgemeinen Spannungszustand (Punkt A) ausgehend, verbleibt der Materialpunkt
nach einem vollstandigen Freisetzen der Bruchenergie in einem Druckspannungszu-
stand (siehe Bild 5.10, Punkt B in der 1. Spalte).

® Druckversagen

Dieisotrope Ver—/Entfestigung der Teilflache f, induziert bei der Kugelfiache ein gekop-
peltes Ver—/Entfestigungsverhalten (isotrop und kinematisch). Das Expansions— und
Kontraktionsverhalten beider Teilflichen erfolgt nach dem Ahnlichkeitssatz von Thales
bzgl. des Spannungsnullpunkies, was die Invariantendarstellung von Bild 5.10 in der
2. Spalte verdeutlicht. Damit die Kontinuitét und Konvexitét zwischen den Teilflachen f,
und f, gewahrleistet werden kann, darf die &quivalente Spannung G(x,) einen Minimal-
wert nicht unterschreiten. Dabei hat sich der folgende unterste Grenzwert bewéhrt

min Gce) = 0,03 fom . (5.25)

e isotropes Werkstoffverhalten

Die RiBbildung beim Beton als Schadigung ist ein anisotroper Vorgang. Ein z.B. einaxial
auf Zug beanspruchter Stab reifit in einem ersten Lastzyklus auf (siehe hierzu auch
Bild 5.11a). Versuche belegen, da3 nach Wegnahme dieser Primarbeanspruchung die-
selbe Materialprobe in Querrichtung bis zum Erreichen der maximalen Zugfestigkeit be-
lastet werden kann, was auf das anisotrope Werkstoffverhalten zuriickzufiihren ist.

Die Annahme eines isotropen Werkstoffverhaitens bedingt eine gleichméBige Schadi-
gung des Materials nach'alle Richtungen. Der zuvor beschriebene Wechse! der Las-
trichtung bewirkt in diesem Fall, daB das Material in Querrichtung maximal die Span-
nung annehmen kann, die zum Zeitpunkt der Entlastung der Primarbelastung vorlag
(siehe Bild 5.11b, Spannung oy,,). Bei einer sich andernden Beanspruchung, z.B. in-
folge Spannungsumlagerungen, wird das Strukturverhalten weitaus weniger duktil und
u.U. zu unglinstig wiedergegeben.
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Zugversagen Druckversagen

Invariantendarstellung

Hauptspannungsebene

Darstellung in der

1,/3

Bild 5.10 EinfluB der einaxialen Versagensmechanismen
auf die Versagensfldchen—/kurven

Bild 5.11 a) ,Mode I cracking” unter wechseinder Beanspruchung
b) zugehdrige 0y —&n Und Oy —&,, Verldufe infolge isotropen
Werkstoffverhaltens
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5.3.4 Lokaler Entlastungszustand — Beriicksichtigung der Schadigung

Wichtige Begriffe zur Schadigungsmechanik sowie die Klassifizierung von Schadi-
gungsmodellen sind ausflhrlich bei Suanno [119] erldutert. Wesentlich ist, daB mit der
Schadigung Anderungen der mechanischen Materialeigenschaften — Degradation der
elastischen Materialeigenschaften — verbunden sind. Ein Berlicksichtigen dieser De-
gradation ist flir Beton nicht nur werkstoffgerecht, sondern stabilisiert die beim Werk-
stoffmodell verwendeten numerischen Algorithmen [26], wenn als Folge von Span-
nungsumlagerungen innerhalb einer Struktur ein lokaler Entlastungszustand am
Materiaipunkt auftritt. In diesem Fall ist der Grad der Schadigung des Materials zu be-
stimmen.

Innerhalb des isotropen Werkstoffmodells wird davon ausgegangen, daf die MikroriB—
und Mikrollickenverteilung in allen Richtungen gleich ist. Insofern ist die isotrope Scha-
digung Gber einen skalaren Parameter darstellbar ([81], [82]). Im Gegensatz zu Simo
etal [1183], Govindjee etal. [43], Meschke et al. ([84] und nachfolgende Veréffentlichun-
gen) bleibt die Evolution der Schédigung in den hier verwendeten Ratengleichungen
(6 = C:é + € : ¢ unberlicksichtigt.

Bei ,verschmierten” RiBmodellen kann der Grad der Schadigungin einem ingenieurma-
Bigen Ansatz Gber die &quivalenten Spannungs-—Dehnungs—-Beziehungen &, — x,
bzw. G; — ¢ (Crisfield et al. [27] und Cervenka et al. [24]) abgeschétzt werden. Wird
das Konzept der freien Energie (Mazars [81], Chen [22]) auf die eihaxialen Span-
nungs—Dehnungs—Charakteristiken Ubertragen, verhalt sich die Helmholtzsche freie
Energie (e, d) proportional zu der ,freien Energie” der aquivalenten GréBen W(g, d)

Y d) = (1 -d) Wole) = WEd = (1-4d) Yoe , (5.26)
wobei ¥, die EnergiegréBe des ungeschadigten Materials darstellt. Fir den linear ela-
stischen Fall gilt zum Zeitpunkt n

Ye) = % &, E, & wobei: E, = Egn (5.27)

Nach Einsetzen von Gl.(5.27) in (5.26) bezeichnet G, = (1 — d)Ee, die aquivalente,

noch Ubertragbare Spannung des geschadigten Materials. Unter der Voraussetzung,

daf} sich wahrend eines vollstdndigen Entlastungsprozesses der Materialpunkt degra-

diertlinear elastisch verhalt, kann mit folgender Gieichung der skalare Schadigungspa-

rameter bestimmt werden
6“ gI’\

En E0 El’1

d =1- fir: 0 =d= 1 . (5.28)

Der Zusammenhang zwischen der degradierten Elastizitit und der Elastizitat des unge-
schédigten Materials E, = (1 — d)E, wird mit Bild 5.12 verdeutlicht. In GI.(5.28) setzt
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sich die dquivalente Verzerrung & additiv aus der elastischen und plastischen Kompo-
nente zusammen, wobei der plastische Anteil, definiert Gber die Rate der plastischen
Arbeit, den jeweiligen internen Variablen entspricht.

& =& + &, wobei: &' =« bzw. x, . (5.29)

Zur Entscheidung, ob eine Be— oder Entlastung vorliegt, sind die in Tafel 3.1 definierten
Bedingungen heranzuziehen. Innerhalb des Lastschrittes n+1 liegt dann eine Entla-
stung vom plastischen Zustand vor, wenn a.f,, : Ao, < 0ist. Die Belastungsbedin-
gungen gelten sinngemas.

[\
3
el
On ¢ —— }—
e
7
e
s I
4 I
[
|
(_):n - SR 4P EO———-—-—-——- |
1-d)E
( ) [} . E
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Bild 5.12 Schédigungsparameter d

e Testbeispiel

Ein-auf Zug beanspruchter Stab wird mit den Systemvarianten plane stress und plane
strain (siehe Bild 5.13) untersucht. Nach einer elastischen (1--2) und plastischen Bela-
stung (2—3) werden die Strukturen vollstandig entlastet (3—4) und anschlieBend wie-
derbelastet (4—3-5). Nach der vollstdndigen Entlastung (Punkt 4} zeigt sich, daB im
Falle von plane stress Verzerrungen und im Falle von plane strain Spannungen in der
Struktur verbleiben. Dies ist eine unmittelbare Folge der Annahme, daf die Schadigung
lediglich mit einer skalaren Gréf3e beschrieben wird. Insofern sind Untersuchungen von
zyklisch beanspruchten Strukturen mit dieser Art der Schadigungsmodellierung von
vornherein fragwlrdig, aber auch nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Wéhrend des Schédigungsprozesses kann es innerhalb der Struktur zu Spannungs-
umlagerungen kommen; lokale Entlastungen und somit das SchlieBen von Rissen kdn-
nen die Folge davon sein. Strukturanalysen zeigen, daB das Berticksichtigen der degra-
dierten Elastizitat die numerische Stabilitat vergréBert. Insofern ist das Berlicksichtigen
dieser Degradation des Elastizitdtsmoduls nicht nur physikalisch sinnvoll, sondern er-
héht auch die numerische Stabilitat.
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plane stress plane strain

. g
Oxx i Oxx

€xx z €xx
Materialdaten:
Ecm = 19636,4 [N/mm?] Ve =01
fotm = 18,0 [N/mm?] Gf =002  [N/mm]
fon = 1800  [N/mm?

Spannungs—Verzerrungs —Charakteristiken

Oxx Oxx
A 2 4 2
3
3 5
5
25 =
B € 4 g B €
1=4 XX 1 XX
Spannungen [ Verzerrungen der jeweiligen Belastungszustdnde
Punkte 1 2 3 4 1 2 3 4
[T | [0 18,0 6,4 0 rol| 14,0 8,25 i 1,06
Oyy 0 0 0 0 0 1,4 —4,70]|| - 5,42
9= | 9] 0 0 0 | 0 | 1,4 —4,70{|| - 5,42
el | [07 ([ 0,917 7 [1.833 0 07| [0,875 1,9257 0
€yy 0} |l-0083||0,234 0,401 0 ) ) 0
[€=] | [0] |j—o0,083] | 0,234 0,401 0] 0 0 0

¢ in [N/mm?]
€ in [%]

Bild 5.13 Testbeispiel Be—/ Ent—/ Wiederbelastung
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5.3.5 Vergleich mit alternativen elasto—plastischen Werkstofimodelien

Das hier vorgestellte Werkstoffmodell wird mit den elasto—plastischen Werkstoffmodel-
len verglichen, denen es konzeptionell angelehnt ist, bzw. in deren Richtung es in kinfti-
gen Arbeiten zu modifizieren sein wird. Auf eine umfassende Darstellung weiterer Be-
tonmodelle wird hier nicht eingegangen. Hingewiesen sei in diesem Zusammenhang
jedoch auf die Literaturstellen von Willam und Warnke [130], Kompfner [57] und Chen
[22].

Insbesondere vier Typen von elasto—plastischen Werkstoffmodellen mit unterschiedli-
chen FlieBflachen und Ver—/Entfestigungseigenschaften sind zu nennen. Die hier mit
Typ | und Typ Il bezeichneten Werkstoffmodelle sind zweidimensionale Betonmodelie,
die von Typ lll und IV dreidimensionale Modelle, urspringlich zur Modellierung von
Geomaterialien konzipiert.

e TYP I Zwei gekoppelte Versagensfldchen, definiert Uber die ersten beiden Span-
nungsinvarianten I, und J,, nach Chen und Chen [23]. Beide Teilflachen
sind zusétzlich (iber einen internen Ver—/Entfestigungsparameter gekop-
pelt, der die einaxialen Versagensmechanismen wiedergibt,

Parameter: fom, T, ¥o, 2ZWei zusétzliche Geometrieparameter. Beide Teilfléa-
chen kénnen bei einer entsprechenden Modifikation der beiden Geometrie-
parameter in FlieBkriterien nach Drucker—Prager Gberfihrt werden.

e TYP Il:  Rankine—FlieBkriterium (Hauptspannungskriterium) im Z/Z—~ und Z/D Be-
reich, Drucker--Pragersche FlieBflache (Invariantenkriterium) im D/D—Be-
reich: gekoppelte FlieBflachen im ebenen Hauptspannungsraum. Beide
Versagenskurven sind hinsichtlich des Ver—/Entfestigungsverhaltens ent-
koppelt und geben die einaxialen Versagensmechanismen in einer auf
Bruchenergie basierenden Formulierung wieder.

Parameter: fom, T, v, Ge, Gy Vorteil beim Rankine —FlieBkriterium: An-
nahme einer kinematischen Ver—/Entfestigung induziert ein anisotropes
Werkstoffverhalten.

Wesentliche Verdffentlichungen: Feenstra ([39] u.a.); Meschke et al. ([84]
und nachfolgende Veréffentlichungen) berlicksichtigen zudem die Evolu-
tion der Schédigung.

e TYP Ill: Cap—Modelle, bestehend aus drei gekoppelten Teilfiachen: tension cutoff,
elliptischer Zwischenbereich und elliptische Kappe definiert Uiber die Span-
nungsinvarianten I, und J,. Verfestigung des elliptischen Zwischenbe-
reichs und der elliptischen Kappe (ber einen Verfestigungsparameter. Im
Minimum 7 geometrische und 1 Verfestigungsparameter.

Wesentliche Ver&ffentlichungen: DiMaggio etal. [30], Simo etal. [110], Hof-
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stetter et al. [50]. Suanno [119] erweitert das Cap —Modell mit einem skala-
ren Schadigungsmodelt.

o TYP IV. Kontinuierliche, im Spannungsraum geschlossene Versagensflachen, defi-

niert Gber die Spannungsinvarianten 1, J, und J,. Im Minimum 7 geometri-
sche und 1 Verfestigungsparameter.
Wichtige Veroffentlichungen: Krenk [62] und Ehlers ([35] und nachfolgende
Veréffentlichungen), die in Anlehnung an Lade [72] zur Modellierung kohé-
sionsloser Geomaterialien ein unterschiedliches Exiensions— und Kom-
pressionsverhalten in der Deviatorebene berlicksichtigen.

Im Hinblick auf eine 3D —~Modellierung ist das hier vorgestellte Werkstoffmodell alis eine
Erweiterung der Modelle vom Typ | und Il hinsichtlich der Typen Il und IV zu verstehen.
Folgende Anlehnungen an diese vier Modelitypen sind gegeben (siehe Bild 5.14):

In bezug auf die Drucker—Prager~Teilflichen f, und f, ist das Betonmodell dem vom
Typ l angelehnt (Parameter: fom, Ty, vo). Der zusétzliche Fittingparameter vy, erlaubt
eine Entkopplung des Ver—/Entfestigungsverhaltens im Sinne der Modeiie vom Typ I
zur Anwendung von Bruchenergie basierenden Formulierungen bei der Beschreibung
von einaxialen Entfestigungsverhalten. Analog zum Typ Il wird der hydrostatische
Druckspannungszustand mit der Kugelfiache, einer Sonderform der elliptischen
Kappe, begrenzt.

Bei einek entsprechenden Modifikation der Parameter v, und v, werden die Kupfer-
schen Versagenskurven gut abgebildet. In einem ersten Schritt der Implementierungs-
phase wird das Betonmodell mit 2D—Simulationen getestet. im Hinblick auf nachfoi-
gende 3D-Simulationen ist, falls erforderlich, in einem weiteren Schritt das
unterschiedliche Extensions— und Kompressionsverhalten analog zu den Modellen
von Typ IV zu implementieren. Dabei kann analog zu Ehlers [35] vorgegangen werden,
der die Geometrie der FlieBflache in einem multiplikativen Ansatz Uber einen hydrostati-
schen f, (L4, Jp) und einen deviatorischen f4(J,J3) Anteil beschreibt:

f=fify . (5.30)

f,, entspricht den FlieBbedingungen der G1.(5.22) und (4.45), f, ist die bei Ehlers ange-
gebene Funktion in Abhéangigkeit von der zweiten und dritten Spannungsinvariante.

Diverse Studien der oben genannten Autoren mit den TYP Il —-Betonmodellen belegen,
daB das anisotrope Werkstoffmodell im Vergleich zum isotropen im Nachriverhalten
dann eine gréBere Duktilitét aufweist, wenn erhebiiche Spannungsumlagerungenin der
Struktur stattfinden. Dieser Nachteil wird im Hinblick auf die vollstandige 3D—Imple-
mentierung akzeptiert. Das hier vorgestelite Betonmodeil hat jedoch den Vorteil der Ty-
pen|, lllund IV, daB in der Deviatorebene die Teilflachen kontinuierlich sind. Im Vergleich
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TYP | YRl

fom Yoo ~ e,
. 1 oY

2D

T <t Forn Yzfcm

Drucker—Prager— o Gg, Gy
Teilftachen fy, f> N 2

Parameter :
fcmv fctmv er Y?) GC! Gi

; -
AR
Kugelfidche f, \\\ f = fn g
N
\:>

TYP I TYP IV

X0 1,

o, 0, 0, <0 gy <0

3D

T 0 L) L

Oy 03 <0

Bild 5.14 Bezug zu den Werkstoffmodellen von Typ | bis IV
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zu den Werkstoffmodellen von Typ Il und IV erweist sich die geringe Anzahl an Parame-
tern von Vorteil. Diese kdbnnen zudem leicht identifiziert werden.

Retrospektiv ist festzuhalten, daB beim vorgestellten Werkstoffmodell das Bestreben
vorliegt, weitgehend die Vorteile der Modelle vom Typ | bis IV zu vereinen. Zwangsléufig
bringt die geringere Anzahl an Parametern die zuvor beschriebenen Nachteile mit sich.
Die Einfachheit der FlieBfunktionen 1&8t aber mathematisch exakte Formulierungen bei
den Projektionsalgorithmen und bei der Ermittiung der Materialtangenten zu.

5.4 Modellieren von Stahlbeton

5.4.1 Bewehrungsmodeliierung

Bei der Wechselwirkung von Beton und Betonstahi spielt die Kombination von Verbund-
wirkung und Reibung eine wesentliche Rolle. Die numerische Implementierung dieser
Wechselwirkung beeinfluBt bekanniermaBen das Genauigkeitsniveau der Analyse
[118]. Insofern ist auch eine Verbindung zu den Genauigkeitsanforderungen des ver-
wendeten Betonmodells zu sehen. Soll das Strukturverhalten lediglich phdnomenolo-
gisch wiedergegeben werden, erscheint ein Modellieren dieser Wechselbeziehungen
auf mikromechanischer Ebene nicht angebracht [102]; eine mikromechanische Model-
lierung bei der Analyse eines wirklichkeitsgetreuen Tragwerks wirde erheblichen Auf-
wand verursachen.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Wechselwirkung fiktiv Uber eine konzen-
trierte Verbund— Schupf-Beziehung zu modellieren, in der, im Sinne der finiten Ele-
mente, interface—Elemente ([101], [104], [118]) eingefihrt werden (siehe auch Kap. 7).
Der Beton wird durch zwei— oder dreidimensionale finite Elemente, die Bewehrung
durch 1D~Elemente und die Wechselwirkung Gber interface ~Elemente mit einer vor-
gegebenen Verbund-Schlupf—Beziehung modelliert. Diese Art der Modellierung ist,
im Vergleich zur ersten Moglichkeit, mit einem geringeren Modellierungsaufwand ver-
bunden, wodurch der Grad der Genauigkeit abnimmt. Im Regelfall muB jeder einzelne
Bewehrungsstab modelliert werden.

Bei der einfachsten Art der Bewehrungsmodellierung wird die Wechselwirkung zwi-
schen Beton und Betonstahl vernachléssigt, wobei die Bewehrung gleichmaBig verteilt
(,verschmierte Bewehrung") im Betonelement eingebettet ist. Diese eingebettete Mo-
dellierung der Bewehrung ist trotz der erforderlichen Ergénzung im integrationsproze3
rechnerisch effizienter als die Modellierung von Stabelementen ([101], [104], [119]).

5.4.2 Eingebettete Formulierung

Mit numerisch integrierten, isoparametrischen Elementen werden die Betonstrukturen
modelliert. Das Konzept der ,verschmierten” eingebetteten Bewehrungsmodellierung
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wurde derart implementiert [20], dafi n richtungsunabhangige Bewehrungslagen im
isoparametrischen Elementraum (r— und s—~Richtung) definiert werden kénnen (siehe
Bild 5.15).

Die konstitutive Beziehung jeder i—ten Bewehrungslage lautet

6 = Gl § flr i=1..n, (6.31)

A I

wobei der inkrementelle Verzerrungstensor Ae; (ber die Transformation des Verzer-
rungstensors Ae™ im lokalen Koordinatensystem des Betonelements bestimmt wird.
Zum Berechnen der anteiligen inneren Kréafte jeder Bewehrungsiage und deren zusétzli-

cher Elementsteifigkeiten mit allen erforderlichen Transformationen wird auf die Arbei-
ten von Feenstra [38] und Brendler [20] hingewiesen.

Bild 5.15 Betonelement mit eingebetieter Bewehrung

5.4.3 Konstitutive Beziehungen fiir bewehrten Beton

Das Tragverhalten von Stahibeton wurde bereits in Kap. 5.2.4 ausfiihrlich erfautert. Wie
dort angesprochen, setzt sich bei einer Zugbeanspruchung die gesamte Steifigkeit des
bewehrten Querschnittes aus den Komponenten unbewehrter Beton, Bewehrungsstahl
und dem tension—stiffening additiv zusammen. Die Modellierung von unbewehrtem
Beton wurde bereits in Kap. 5.3 erlautert.

o Werkstofimodeli flir Bewehrung

Fiir die Bewehrung wird eine teilelastisch—teilplastisch konstitutive Beziehung im Sinne
der eindimensionalen Plastizitat von Kap. 4.3 angenommen. Unter den Voraussetzun-
gen, daB eine bilineare Spannungs—Dehnungs—Charakteristik das Werkstoffverhalten
wiedergibt und daB die Bewehrung in einem ebenen Spannungszustand modelliert
wird, sind die orthotropen Werkstofftensoren C; jederi—ten Bewehrungslage wie folgt

definiert
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p

s,
linear elastisch: Cg'i =

far i=1..n . (5.32)
P H,i N

i E

0

0

i E
elasto—plastisch:  CPl = 0
S, O

coo [oNeNe]
ococo [oNeNe]

Hierin sind p, der Bewehrungsgrad, E; der Elastizitatsmodul und E,,; der elasto—pla-

stische Modul der i—ten Bewehrungslage (siehe Bild 4.5). Die Schubsteifigkeit wird
hier, wie in der Literatur Ublich, vernachldssigt.

e Werkstoffmodell fiir tension - stiffening

Beim Werkstoffmodell, das das Mitwirken des Betons zwischen den Rissen berlcksich-
tigt, wird folgender orthotroper Werkstofftensor in Richtung des Bewehrungsstahles
aufaddiert

E._.

1a,l 0 0
0 00 far i=1..n , (5.33)
0 00

Cc

i T

wobei die Verbundsteifigkeit E, ; der von der Stahldehnung abhéangigen Neigung einer

0, — €5 Charakteristik (siehe Bild 5.7b) entspricht. Fir die dort angegebenen drei Teil-
abschnitte (eine Parabel und zwei Geraden) sind dies

2 B€cu=€  fiir: egy < € = Becy
3
(B€cu — €co)
Eiai = Kis foum 0 flr: 3ecu < €5 = €y (5.34)
1 .
TEg e fir: ey < es = €gy

Das Werkstoffmodell fir tension—stiffening hangt im allgemeinen vom Bewehrungs-
grad, vom Durchmesser der Bewehrung und vom mittleren RiBabstand |s ab. Wie be-
reits erwahnt, kann der Faktor k,; = 1,0 gesetzt werden. Die DehnungsgréBen wurden
bereits in Kap. 5.2.4 erléutert und sind Gber die Gleichungen (5.19) bis (5.21) zu bestim-
men. Die FlieBgrenze der Bewehrung ist, wie erlautert, egy = fgy/Es.

Der Schubwiderstand von gerissenem Beton setzt sich aus der Verkeilung der uneben
gebrochenen RiBoberflachen (aggregate interlock), der Diibelwirkung der Bewehrung
(dowel action) oder der Steifigkeit einer schrag zum RiB liegenden Bewehrung (kinking)
zusammen (siehe Walraven und Reinhardt [126], Stempniewski und Eibl [118]). Die
Schubspannungs—Schubverzerrungscharakteristiken des aggregate interfock und
der dowel action weisen auf ein &hnliches Verhalten hin. Bei kleinen Riweiten wird je-
doch angenommen, daB der Anteii des aggregate interfock dominiert [126]. Werkstoff-
modelle, die diese beiden Phianomene berlcksichtigen, basieren meist auf sehr kom-
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plexen Formulierungen, da Scherkraft—Schiupf—Mechanismen die Interaktion mit der
RiBofinung berdcksichtigen ([41], [42]). Zwangslaufig fihrt dies zu einer Modellierung
mittels interface —Elementen. Innerhalb des verschmierten RiBmodells, bei dem von
mittleren Spannungen und Verzerrungen ausgegangen wird, ist es nicht méglich, mit
einem einfachen mathematischen Modell verzerrungs— und richtungsabhéngige Kom-
ponenten und somit das aggregate interlock zu berlcksichtigen. Insofern wird auch
beim Werkstoffmodell des tension —stiffenings die Schubsteifigkeit vernachlassigt.

Da die Einzelkomponenten des Werkstoffmodells die zugehorigen Materialverhalten
phanomenologisch beschreiben, hat auch das Werkstoffmodell als Ganzes diese Ei-
genschaften. Mikromechanische Defekte werden demnach nicht einzeln abgebildet.
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6 Numerische Beispiele zum Stahlbetonmodell
6.1 Unbewehrte Betonkonstruktionen

6.1.1 Druckstab mit Imperfektion

Anhand eines einfachen Druckstabes wird die Objektivitat der Strukturantwort hinsicht-
lich der Diskretisierung untersucht. Die in Bild 6.1 dargesteilte Struktur wird mit n=10,
20 und 30 vierknotigen, vollintegrierten Elementen: diskretisiert. Die Materialdaten von
Tafel 6.1 sind [40] bzw. [26] entnommen. Um eine Lokalisierung auszui®sen, werden
die maximale Druckfestigkeit und die Bruchenergie der mittleren zwei Elemente um
10% reduziert. Alle Gbrigen Parameter sind identisch.

Die zugehdrigen Lastverschiebungskurven von Bild 6.2a geben die wichtige Erkenntnis
wieder, daf unter Anwendung der freigesetzten Bruchenergie das Konzept der homo-
genisierten RiBbildung auch bei druckbeanspruchten Strukturen zu netzunabhéngigen
Lésungen fuhrt. BerOcksichtigt ein Materialmodell die Bruchenergie G, nicht in einer
entsprechenden objektiven Formulierung, erhalt man unterschiedliche Last—Verschie-
bungskurven (siehe Bild 6.2b). Mit zunehmender Netzdichte nimmt auch die Sprédheit
des Materials zu, da sich das Versagen auf die mittleren zwei Elemente konzentriert.

[ S
0,9 fcm T fcm I
m Ke = K¢
imperfekt perfekt
Oy j ‘ ‘ | Ezi O
Au 1000 | Au
T T

Bild 6.1  Einfacher Druckversuch

perfektes Material:
Ecm = 30000  [N/mm?| Vg -]
fom = 3,0 [N/mm?] Ge =1 [N/mm]

i
o
o

imperfektes Material:
fom = 2,7 [N/mm?2] G, =09 {N/mm]
sonst wie oben

Tafel 6.1 Materiéldaten: Einfacher Druckversuch
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A Lastfaktor 4 Lastfaktor

300 300
n=10, 20, 30
200 200
n=10
100 1 100 1 n==20
n=30
Au[mm] Au[mmj

0 1 2 3 0 1 2 3 -

a) b)
Bild 6.2  Last—Verschiebungskurven
a) mit Bruchenergie G, b) ohne Bruchenergie G,

6.1.2 L-—férmige Scheibe

Eine von Lackner und Mang [71] konzipierte L—férmige Scheibe wurde von Huemer
[53] eingehend mit dem anisotropen Betonmodeit von Meschke et al. [84] analysiert.
Das hier vorgestellte isotrope Werkstoffmodell wird mit den dort angegebenen numeri-
schen Ergebnissen verglichen. Geometrie und Lagerbedingungen sind Bild 6.3 zu ent-
nehmen. Am vertikalen Rand des horizontalen Schenkels wird eine gleichmaBige verti-
kale Verschiebung u eingeprégt; der Berechnung wird ein ebener Spannungszustand
zugrunde gelegt.

Das mechanische Verhalten ist, so auch [71], primar durch die Zugbeanspruchung in-
nerhalb der Scheibe, insbesondere an der einspringenden Ecke gekennzeichnet. Inso-
fern kommt dem MaB der Schiadigung im NachriBverhalten groBe Bedeutung zu. Das
von Huemer eingesetzte, anisotrope Betonmodell zeichnet sich durch seine gréBere

W 7 MaBe in [mm]
2 Materialdaten:
Eem = 30000 IN/mm2]
4 rj " Ve =02 (~]
Q i fem =30 [N/mm2]
o | 555 Gf =010+-0,15 [N/mm]
d=200 i fom = 40,0 {N/mm?2]
-~ G; =500 N/mm
. 280 | 250 u ¢ [ ]

Bild 6.3 L—férmige Scheibe: Abmessungen, Lagerung, Belastung, Materialdaten
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Duktilitat im NachriBverhalten aus. Deshalb wird in einem ersten Schritt das NachriBver-
halten mit einer Studie des Bruchenergie—Parameters untersucht. Die bei Huemer an-
gegebene Bruchenergie G; = 0, 10 [N/mm] wird zusétziich um 20% bzw. 50% erhoht.

In einem ersten Schritt nahm Huemer an der Struktur ausgehend von der Grundvernet-
zung (Netz I) eine h—adaptive (,herkdmmiliche”) Netzverfeinerung vor (Netze Il bis IV).
In einem zweiten Schritt vernetzte er die Struktur mit einem Freivernetzer, der auf dem
von Huemer entwickelten ,inkrementell adaptiven Verfahren® basiert. Unterschiediiche
Restriktionen bei den Fehlerschranken fihrten zu drei weiteren Netzen (Netze A, B und
C). Ziel war es, den dort vorgestellten adaptiven Algorithmus fiir den Fall des Auftretens
von Lokalisierungen zu priifen. Der Vergleich beider Werkstoffmodelle beschrénkt sich
auf Untersuchungen mit den Netzen |, I und iV, deren fiir die Rechnung relevante Kenn-
gréBen in Bild 6.4 aufgelistet und dargestellt sind. Wie bei Huemer wird die Scheibe mit
vierknotigen, voliintegrierten FE diskretisiert.

Hier wird vorab das Strukturverhalten von Netz | mit unterschiedlichen Bruchenergien
untersucht. Fir die niedrigeren Bruchenergien G, = 0,10und 0,12 [N/mm] ist erwar-
tungsgeman das NachriBverhalten weit weniger duktil als das des anisotropen Werk-
stoffmodelis. In Bild 6.5 wird dies durch die stark abfallenden Last—Verschiebungskur-
ven nach Uberschreiten der Maximallast deutlich. Die Bruchenergie G; =
0,15 [N/mm] bildet die Maximallast und das NachriBverhalten deutlich besser ab. Ur-
sache fur die geringere Maximallast ist, daB die Drucker—Pragersche Versagenskurve
unter biaxialer Zugbeanspruchung das Niveau der einaxialen Zugfestigkeit im Sinne
des Rankine—FlieBkriteriums nicht beibehalten kann; es ist weniger zugfest.

Die weiteren Untersuchungen an den Netzen I und IV erfolgen jedoch mit der Bruch-
energie G; = 0,12 [N/mm], um die Maximallasten von Huemer [53] nicht deutlich zu

Netz | Netz Il Netz IV

I T

E

Elemente: 300 Elemente: 1000 Elemente: 5400
Knoten: 341 Knoten: 1071 Knoten: 5559
FG: 650 FG: 2080 FG: 10966

Bild 6.4  Relevante KenngréBen der Netze |, Il und IV
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4 P [kN]
16,0 |
- G; = 0,10 nach [53
14,0 | A f (53]
12,0 1 y G, = 0,15
10,0 \ /, Gi=012
8,0 G; = 0,10
6.0 N
4,0 \\\\
20 = ulmm}
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22

Bild 6.5 Last—Verschiebungskurven mit Netz I: unterschiedliche Bruchenergien Gy

4 P [kN]
16,0

14,0 |
12,0
10,0 |
8,0
6.0
40 ]
2,0

Netz IV

Lésungen nach [53]
fur Netze | bis IV

u [mm]

B

0 02 04 06 08 1,0 12 14 16 18 20 22

Bild 6.6  Last—Verschiebungskurven mit unterschiedlichen Netzen
(Bruchenergie Gy = 0,12 [N/mm])

Netz | Netz IV

Aoy
TR

Netze sind zueinander unmaBstablich!

Bild 6.7  RiBverhalten der Netze Il und IV (u = ca. 0,7 mm)
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Uberschreiten. Flr die Last~Verschiebungskurven von Bild 6.6 gelten die zuvor be-
schriebenen Phanomene: gute Ubereinstimmung der Maximallasten, ein zu sprédes
NachriBverhalten.
Die zum Tell erheblichen Abweichungen der Last—Verschiebungskurven bei unter-
schiedlicher Netzverfeinerung werfen zu Recht die Frage auf, ob die Objektivitat des Ma-
terialmodells hinsichtlich der Diskretisierung noch gewéhrleistet ist. Analog zu [53]
kann mit zunehmender Verfeinerung eine Lageanderung des Risses beobachtet wet-
den (siehe Bild 6.7). Beim Netz VI verlauft der RiB an der RiBwurzel (einspringende
Ecke) nicht mehr horizontal, sondern unter einer Neigung von ca. 20°. In einer relativ
geringen Entfernung von der RiBwurzel schreitet der RiB wieder geradiinig in der Ele-
mentreihe unterhalb der einspringenden Ecke fort.
Unterschiedliche RiBlagen bedingen, daB die geometrische Form der ungeschédigten
Scheibenteile unterschiedlich sind und somit auch verschiedene Strukturen berechnet
werden. Die Objektivitat des Materialmodells bezuglich der Diskretisierung steht dem-
nach nicht in Widerspruch zum Auftreten von Diskretisierungsfehlern bei der Beschrei-
bung des globalen Strukturverhaltens. Auch liegt die Vermutung nahe, daB bei einer
weiteren Steigerung der Netzdichte die Lage der Risse besser erfaBt wird und die Last—
Verschiebungskurven zu einer Endlage konvergieren [53]. -

_ Folgende Riickschllisse kénnen aufgrund dieser Ergebnisse getroffen werden:

« Die hdhere Duktilitat im NachriBbereich kann mit einer gegentiber dem Normwert um
ca. 20% héheren Bruchenergie besser erfalt werden.

« Im Bereich ausgepréagter Lokalisierungen gewéhrt eine hohe Netzverfeinerung die
Obijektivitdt des Materialmodeils bezlglich der Diskretisierung (— adaptive Verfeine-
rungsstrategien sind angebracht).

6.1.3 Vierpunkigestiitzter Balken (SEN—beam)

Die ersten Erkenntnisse zum Tragverhalten des Single - Edge —Notched—beam basie-
ren auf den Versuchen von Arrea und Ingraffea [2]. Die Prafkérper des SEN hatten eine
Abmessung von 440x100x100 [mm] und eine Einkerbung von 5x20 [mm] mittig an der

Oberseite. Der Abstand der auBersten Last P, = 1—11—P zum &dufBersten Lager betragt

400 [mm], der der inneren Lastplatte mit P, = %% Pzum inneren Lager 40 [mm]. Die Ma-
terialdaten von Tafel 6.2 entsprechen denen von Feenstra [38]. Der Balken wird mit
neunknotigen, vollintegrierten FE diskretisiert. Insbesondere der Bereich zwischen in-
nerem Lager und Lastplatte von P, ist sehr fein vernetzt, um die RiBbildung exakt erfas-
sen zu kénnen. ‘

Die ersten Versuchsergebnisse zeigen das Fortschreiten eines gekriimmten Risses von
der rechten inneren Ecke der Einkerbung bis zur rechten Seite der Lastplatte von .P,.
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Dieser Versuch wurde im letzten Jahrzehnt ausflhrlich numerisch simuliert. Zu nennen
sind insbesondere folgende Arbeiten des Koiter Instituts der TU Delft, Niederlande: De
Borst [16], Rots [101], Schlangen [105], Feenstra [38], Pamin [88], De Borst et al. [18].
Schlangen zeigte in weiteren Versuchen, daB die Lagerbedingungen (mehr oder weni-
ger reibungsbehaftet) einen entscheidenden Einflu auf die Versagensart (Schub—
und/oder Biegeversagen) nehmen.

Der Vergleich der experimenteilen Ergebnisse und der numerischen Simulation wird in
zwei Last—Verschiebungscharakteristiken nachvolizogen. Zum einen ist dies das ge-
genseitige vertikale Verschieben der beiden Eckpunkte an der Oberseite der Einker-
bung (crack—mouth—sliding~displacement, kurz: cmsd), zum anderen das horizon-
tale Auseinanderklaffen dieser beiden Punkte (crack—mouth—opening—displace-
ment, kurz: cmod).

T TR } I
I [
I |
g o (NN
: g
TP T
WY 5 T
: HE
TP =1p | P, =10p
1T | 279
20 180 20 20 180 20
b4 ) S S N b
T T T T

Bild 6.8 SEN-—beam: Abmessungen und Diskretisierung

Eem = 35000  [N/mm?] Vo =015 [-]
fem = 36,5 [N/mm?] Ge =500 [N/mm]
foom = 2,8 [N/mm?] Gf =007 [N/mm]

Tafel 6.2 SEN-—beam: Materialdaten

Die numerische Simulation gibt die Last—Verschiebungscharakteristiken zufriedenstel-
lend wieder. Auch das NachriBverhalten entspricht weitgehend dem des Versuches. Zu
erwahnen ist, daB speziell bei diesem Beispiel Feenstra [38] keinen essentiellen Unter-
schied zwischen einem Rankine — FlieBkriterium mit isotroper oder kinematischer Entfe-
stigung nachweist.
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Bei Erreichen der Maximallast wird an der rechten unteren Seite der Einkerbung ein
SchubriB unter etwa 45° initiiert. Dieses Schubversagen verifiziert Schlangens experi-
mentelles Ergebnis. Mit zunehmender Verformung verandert der RiB seine Richiung
und geht bei Erreichen des endgliltigen Lastniveaus rechts von der Lastplatte in einen
vertikalen RiB (Biegezugversagen) Uber. Der RiBzustand istin Bild 6.10b dargestellt und
gibt den des Versuches gut wieder.

Die GréBe der Maximallast hangt, wie erwéhnt, vom Schubversagen ab. Im Gegensatz
zum Rankine —FlieBkriterium 188t das von Drucker—Prager in Abhéngigkeit des Fitting-
parameters vy, eine um bis zu 15% gréBere maximale Zugfestigkeit zu (siehe auch
6.2.1). Dies ist der Grund fur die gegentiber dem Versuch ca. 8% groBere Maximallast.

cmsd
mm
3) [mm]
P [kN
R [kN] Gy =0,07 [N/mm]
—~— Versuch (Schlangen 1983)
40 -
30
20 -
10 —
d
0 T T T T T T - ?nT%]
b) 0 0,10 0,20 0,30

Bild 6.9 Last—Verschiebungskurven
a) P - cmsd b) P — cmod
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(cmsd ~ 0,20 [mm]):

b) aktive Risse
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Bild 6.10 Zustand bei Erreichen des endgiiltigen Lastniveaus
a) Verformungsfigur
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6.2 Stahlbetonkonstruktionen
6.2.1 Verifikation des tension-stiffening Modells

Wie in Kap.5.2.4 erlautert, werden mit dem tension —stiffening zwei Effekte phanomeno-
logisch erfaBt:

« zuséatzliche Steifigkeit in Richtung des Bewehrungsstahls aufgrund des Mitwirkens
des Betons zwischen den Rissen;

« gleichméBige RiBverteilung durch die Bewehrung — mittlerer RiBabstand ls.

Wie bei Feenstra [38] soll anhand von Versuchsergebnissen von ebenen, mit Normail—
und Schubkraften beanspruchten Stahibetonscheiben das tension—stiffening Modeli
verifiziert werden. Diese Stahlbetonscheiben haben durchweg eine GrdBe von
890x890 [mm] und eine Dicke von 70 [mm]; die Betondeckung betragt c=6 [mm]. Die
Diskretisierung dieser Versuchsscheiben beschréankt sich auf ein vierknotiges, vollinte-
griertes finites Element (siehe Bild 6.11). Die Richtungen r;und s, dér Bewehrungslagen
werden (iber den Winkel ¢; bzgl. der Elementachse x definiert.

Desweiteren wird der EinfluB des Fittingparameters vy, untersucht, der die Form der Teil-
flache f, mitbestimmt. Die Variation des Fittingparametersvony, = 1,0 / 3,0 und
beeinfluBt bei mehraxialer Beanspruchung die Maximaliast und das NachriBverhalten.
Zudem geht fir v, — « und zunehmender Schédigung (x; — «) die Drucker—Pra-
ger—Teilflache 1, in ein Rankine —FlieBkriterium Uber.

® ZugVersuch: Scheibe pb13 von Bhide und Collins [8]

Die ersten Untersuchungen beziehen sich auf Zugversuche von Bhide und Collins [8],
dieinnerhalb einer Testreihe 31 einaxial bewehrte Stahlbetonscheiben mitunterschiedli-
chen Zug— und Schubbeanspruchungen priiften. Hier wird die Scheibe pb13 nume-
risch simuliert. Samtliche Materialdaten sind in Tafel 6.3 angegeben.

Bild 6.11 FE—Modell a) Zugversuch b) Schubversuch
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Beton:

Eem = 26000  [N/mm?] Ve =0,15 -1
fom = 23,5 IN/mm?2]
fom = 1,85 [IN/mm?] G =006 [IN/mm]
Betonstahi:
@ =655 [mm] s =0 Imm]
pr  =0,01085 [-] ps =0 [~]
¢ =0/45 [] ps =0 1
fy =414 [N/mm?]
Es = 210000 [N/mm?] Ew =0 [N/mm?]

Tafel 6.3 pb13: Materialdaten

oy [N/mm?] Oyx [N/mm?]
4,51 [N/mm2]

- mit tension-stiffening

N A~ G

T 1,86 [N/mm2]
I

—— i tension—softening

1
e [%] f\ e [%]

0 4 : T r T T — 0 ¥ r T T . -

0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06
a) b)

Bild 6.12 pb13: Last—Verschiebungskurven
a) pbi13: ¢, 0[] b) pb13: ¢, 45]["]

Ein Vergleich der Last—Verschiebungskurven von Bild 6.12a zeigt, da3 das NachriBver-
halten des Versuches unter Berlcksichtigung des tension —stiffening tiberschatzt wird.
Auch wird deutlich, daB im Versuch beim FlieBen der Bewehrung noch ein Mitwirken
zwischen den Rissen vorhanden sein muB, da die berechnete Maximaliast von 4,51
[N/mm?2] gegeniiber der des Versuches um ca. 5% geringer ist. Da die Bewehrung in
Richtung der Zugbeanspruchung liegt, demzufolge kein mehraxialer Spannungszu-
stand gegeben ist, hat der Fittingparameter y, keinen EinfluB auf die Ergebnisse.

e Zugversuch: Scheibe pb13, einaxiale Bewehrung unter 45°

Bei der Scheibe pb13 wird nun die einaxiale Bewehrung unter 45° gedreht. Aufgrund
der schréag liegenden Bewehrung wird die Schubsteifigkeit des Betonelementes akti-
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viert; die Spannungs—Dehnungscharakteristii von Bild 6.12b entspricht der des unbe-
wehrten, mehraxial beanspruchten Scheibenelementes; die Maximallast hat in etwa die
GroBenordnung der einaxialen Zugfestigkeit.

e Zugversuch: Scheibe pk04 von Kollegger [58]

Kollegger untersuchte innerhalb einer Testreine von 8 gleich bewehrten Scheiben den
EinfluB des Winkels zwischen RiB und Bewehrung. Hier wird die Scheibe pk04 nume-
risch simuliert, deren zwetlagige Bewehrung unter ¢;=45° / 135° symmetrisch zur Be-
anspruchungsrichtung liegt. Alle Materialdaten sind in Tafel 6.4 zusammengestellt.

Flir v, — o sind die Last-Verschiebungskurven fiir die Faile mit und ohne tension—
stiffening Bild 6.13a zu entnehmen. Die Maximallast von 7,44 [N/mm?] beider Falle
stimmt mit der von Feenstra [38] Giberein. Jedoch erweist sich das NachriBverhalten im
NachriBbereich als zu steif.

Die schrag, aber symmetrisch zur Beanspruchungsrichtung liegenden Bewehrungsla-
gen induzieren im Beton zusatzliche Druckspannungen in Querrichtung. Zwangsléufig
fuhren unterschiedliche Formen von f, geméaB Bild 6.13b zu unterschiedlichen Span-
nungs-—Dehnungscharakteristiken: mit abnehmendem vy, wird das NachriBverhalten
weicher und die Maximallast kleiner (siehe Tafel 6.5). Jeder Materialpunkt des Betons
weist bei einer vollstandigen Schadigung (k,— «) einen biaxialen Druckspannungszu-
stand auf (siehe Bild 6.14b}.

Resumierend ist anzumerken, daB fir v, = 3 Kolleggers Versuchsergebnisse am be-
sten abgebildet werden. Wie bereits in Kap. 5.3.2 festgestellt wurde, werden mit diesem
Wert auch die Kupferschen Versagenskurven am besten approximiert.

Beton:

Eem = 26000  [N/mm?| V¢ =015 -1

fom = 20,0 [N/mm2]

fam = 1,6 [N/mmZ] Gi = 0,06 [N/mm]
Y1 = 1,0/3,0/cc [-]

Betonstahl:

@ =65 [mm] @s =65 [mm]
pr =0,0106 [-] ps = 00106 [-]

¢y =45 1 ©s =135 [’

fsy =700 [N/mm?2]

Es = 210000 [N/mmZ2] Eq4 =0 [N/mm2]

Tafel 6.4 pk04: Materialdaten
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7,44 [N/mm2]

t tension-—stiffening

—— NUr tension—softening

‘ e Versuch €xx [%)]

O B
1 T T T T ¥ T T T B

0 02 04 06 08

Bild 6.13 pk04: Last—Verschiebungskurven
a) y,—», mitund ohne ,tension stiffening”
b) y,=1,0/3, 0/ , mit tension stiffening”

Bild 6.14 Teilfliche f; in Abhédngigkeit von y,=1,0/ 3,0 /| « zum Zeitpunkt

a) k=20 b) Koo
Yi=1,0 ¥ = 3,0 V4w
max 04 / foum 1,054 1,132 1,333
Oxx,u [N/mm?] 6,60 7,17 7,44
Oxx,u/ Max Oy y 0,85 0,96 1,00

Tafel 6.6 pk04: Maximallasten
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e Schubversuch: Scheibe pv4 von Vecchio und Collins [124]

Aus einer Testreihe mit Schubversuchen von Vecchio und Coliins [124] wird zum SchiuB

der Versuch mit der Scheibe pv4 numerisch simuliert. Inre zweilagige Bewehrung liegt

unter ¢;=0" bzw. 90° symmetrisch zur Beanspruchungsrichtung. Alle Materialdaten

sind in Tafel 6.6 zusammengestellt. Im Vergleich zu Feenstra [38] wurde hier analog zur
L—f6rmigen Scheibe (siehe Kap. 6.1.2) die Bruchenergie G,um 20% erhéht. Entspre-

chend der Scheibe pk04 wird eine Studie des Fittingparameters y, vorgenommen.

Die Last—Verschiebungskurven flir y, - « (mit und ohne tension—stiffening) sind
Bild 6.15a zu entnehmen. Sie approximieren die Versuchsergebnisse sehr zufrieden-
stellend. Die Maximallast von 2,67 [N/mm?] beider Falle stimmt auch hier mit der von
Feenstra [38] Uberein. Jedoch Uberschreitet die ,AnriBlast® oy mit 2,10 [N/mm?] die
von Feenstra um 5%. Grund hierfir ist ,Fllligkeit* der FlieBfidche 1, (siehe Bild 6.14a),
die, verglichen mit der einaxialen Zugfestigkeit ., flr y, — o« bis zu 33% groBere
Hauptspannungen zuléBt (vgl. Tafel 6.7). Die Einschrankung mit y, = 3begrenztdiese
hoéheren Hauptspannungen auf ein noch tolerierbares MaB von 13%. Eine Folge davon
ist, daB dieser Versuch etwas unglinstiger simuliert wird (vgl. Bild 6.14b und Tafel 6.7).

Beton:

Eqn = 30000  [N/mm?] ve =015 -]

fom = 26,0 [N/mm2]

fom = 1,85 [N/mm2] Gf =0,072 [N/mm]
yi = 1,0/3,0/x [-]

Betonstahi:

Or = 3,45 [mm] Qs = 3,45 [mm]
pr = 0,01056 [~} ps = 0,01056 [-]

o =0 [’ gy =90 [’

foy = 250 [N/mm3]

Es = 210000 [N/mm?Z] Ey =0 [N/mm?]

Tafel 6.6 pv4: Materialdaten

Yi=1,0 Y1 =30 Vi >
max a4 / fom 1,054 1,132 1,333
Oxy,u [N/mm?] 2,18 2,50 2,67
Oxy,u/ Maxxy 082 | 094 1,00

Tafel 6.7 pv4: Maximallasten
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Oxy IN/mm2] Oxy [N/mm?] Yy ®

A A Yy = 3,0
3 2,67 [N/mm?] 3. vy =10
Ogr [ ®
—L—! mit tension —stiffening
27 2

- nur tension—softening

by 18 oy B4

0 7 T T 0 T 7 7
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6

a) b)

Bild 6.15 pv4: Last—Verschiebungskurven
a) y,—>o, mit und ohne ,tension stiffening”
b) y,=1,0/3,0/ «, mit tension stiffening“

e Zusammenfassung

Die numerischen Simulationen dieser Stahlbetonscheiben zeigen, daB das Strukturver-
halten sédmtlicher Vérsuche gut wiedergegeben wird. Bei der Scheibe pb13, modifiziert
mit einer anisotrop gerichteten Bewehrung, liegen keine Versuchsergebnisse vor. Da
bei der Bewehrung keine Schubsteifigkeit berticksichtigt wird, wird hier sicher das Ver-
halten der bewehrten Struktur zu unglnstig wiedergegeben. Insofern sind numerische
Untersuchungen von Strukturen mit nur einer Bewehrungsrichtung mit &uBerster Sorg-
falt zu bewerten. Ein Gegenbeispiel stellt der ,Karihaloo"—Balken von Kap. 6.2.2 dar:
dort entspricht die Bewehrungsrichtung in etwa der der Beanspruchung.

6.2.2 Balken ohne Schubbewehrung

Karihaloo [55] flhrte Versuche an ausschlieBlich im Zugbereich bewehrten Balken
durch. Zwei Balken gleicher Geomeirie, aber mit unterschiedlichem Bewehrungsge-
halt, wurden von Suanno [118] mit seinem modifizierten Cap —Modell analysiert. Seine
Ergebnisse und die von Karihaloo werden mit dem hier vorgestellten Werkstoffmodell
verglichen.

Balken 1 hat dabei einen Bewehrungsgrad von 0,75% (1 @ 12 [mm}), Balken 2 den dop-
pelten (2 @ 12 [mm]). Geometrie und Belastung sind in Bild 6.16 dargestellt; Tafel 6.8
enthalt die Parameter flir das Werkstoffmodell. Der Balken wird mit neunknotigen, voltin-
tegrierten Elementen modelliert. Dabei wird die Bewehrung Uber die Hohe der untersten
Elemenireihe als ,verschmiert” angenommen. Aus Griinden der Symmetrie wird nur
das halbe System untersucht.
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100
Batken 1 Balken 2
P
: ’L 1@ 12 212
g " 4
L)
) ES ; w =S )
100 100
4 1600 4
1 1800 L
T T MaBe in [mm]
Bild 6.16 Karihaloo —Balken: Geometrie und Belastung
Beton:
Ecm = 30000 [N/mm?2 Ve =020 [-1
fom = 46,0 [N/mm?2] Ge =500 [N/mm]
fam = 3,4 [N/mm?] G¢ ... Parameterstudie
vy =30 [-] y2 =12 [-]
Betonstahl:
or = 12,0 [mm] @s =0 {mm]
Agy =113 [mm?2] Agg = [mm?2
¢ =0 [T P = [l
foy =463 [N/mm?]
Es = 200000 [N/mm?] Ey =0 [N/mm?]

Tafel 6.8 Karihaloo—Balken: Materialdaten nach [55]

e EinfluB der Bruchenergie

Am Balken 1 wird der EinfluB des Bruchenergie—Parameters untersucht. Karihaloo gibt
dazu einen Schétzwert von Gy = 0,05 [N/mm] an, den er aber experimentell nicht
verifiziert. Das Abschéatzen der Bruchenergie nach CEB—FIP ergibt Werte in einem Be-
reich von 0,12 [N/mm] bis maximal 0,20 [N/mm], d.h. das bis zu Vierfache des Wertes
von Karihaloo. Eine Bruchenergie von G, = 1000 [N/mm] induziert ein ideal—plasti-
sches Zugverhalten des Betons und wird somit als oberster Grenzwert angesehen.

Die Last—Verschiebungskurven von Bild 6.17a zeigen, da nur im Falle des ideal—pla-
stischen Zugverhaltens des Betons die Maximallast des Versuchs erreicht wird. insofern
waren die unter [55] angegebenen Materialparameter in Frage zu stellen. Jedoch be-
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grindet Karihaloo das steife Verhalten und die hohe Maximallast des Versuchs mit der
Dibelwirkung der Bewehrung. Ein entsprechender Effekt bieibt beim Bewehrungsmo-
dell unberlcksichtigt. Mit einer Bruchenergie von G; = 0,50 [N/mm] wird die Ver-
suchslast zu etwa 89% erreicht. Analog zu Suanno [119] sind die numerischen Ergeb-
nisse im Vergleich zum Versuch zu duktil.

Gy [N/mm] 0,12 0,20 0,50 1000
Py [kN] 18,0 19,6 215 24,3
Pu/maxPy. 0,741 0,807 0,885 1,00

Tafel 6.9 Balken 1. Maximallasten

P [kN}
A
25 4
- =
/ P e~
20 , Tt~
//
15 | . ,// G, = 1000
y Gy = 0,50
107 4 G; = 0,20
5 | Gy = 0,12
0 ; ; . . W Imm]
0 2 4 3] 8 10
a)
P [kN] ~.— 'Versuch
4 —~— Suanno [119]
25 4
e et i
/ / S~
20 4 I ~——
///
15 - /// /
// mit tension —stiffening
10 4 '/ nur tension—softening
5 4
0 . . ; . ——— LG
0 2 4 6 8 10
D)

Bild 6.17 Balken 1: Last—Verschiebungskurven
a) EinfluB der Bruchenergie Gy
b) EinfluB des tension—stiffening (Gy = 0,20 [N/mm])
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e EinfluB des tension—stiffening (G; = 0,20 [N/mm])

Wird das Mitwirken des Betons zwischen den Rissen berlcksichtigt, ist das Tragverhal-
ten vor Erreichen der Maximallast weniger duktil; das Versuchsergebnis wird geringfi-
gig besser approximiert. Die Maximallast &ndert sich erwartungsgeman nur kaum (P,
= 20,4 [kN] statt 19,6 [kN]), da der Effekt des tension—stiffening zu Beginn des Stahiflie-
Bens vollsténdig abgebaut wird. Das StahlflieBen als Versagensmechanismus von Bal-
ken 1 wird durch die numerische Simuiation erfaBt.

Bei Erreichen der Maximallast (w = 4,9 [mm]) wird die im Versuch auftretende, gleich-
maBige RiBverteilung verifiziert (siehe Bild 6.18a). Unmittelbar nachdem die Maximal-
last Gberschritten wird, tritt ein Druck— und Schubversagen auf und die Traglast redu-
ziert sich kontinuiertich. Im Bereich der Lasteinleitungsstelle und in mittlerer Héhe der
Tragerdrittelspunkte sind noch schrége Schubrisse aktiv (siehe Bild 6.18Db).

N
N
a)
crushing __Schubrisse
e ]
N i e e
i S A I I S
N[
b)

Bild 6.18 - Balken1: aktive Risse (G = 0,20 [N/mm])
a) w=49[mm] . b) w=10,0[mm]

® Balken 2 (G; = 0,20 [N/mm})

Balken 2 wird nun ausschlieBlich mit der Bruchenergie G; = 0,20 [N/mm] untersucht.
Im Gegensatz zum Balken 1 kommt es hier zu einem vorzeitigen Druck~ und Schubver-
sagen (siehe Bild 6.19), ein Phdnomen, das auch beim Versuch festgestellt wurde. Ana-
log zurn Balken 1 erweist sich das Tragverhalten auch hier als zu duktil, wobei unter Be-
ricksichtigung des tension—stiffening das Tragverhalten bis zum Erreichen der
Maxirnallast dem von Suanno [119] entspricht (siehe Bild 6.19).

Festzuhalten bleibt, daB im Vergleich zu den Versuchen das Tragverhalten zu duktil wie-
dergeben wird. Ursache daflr ist, daB die Dibelwirkung der Bewehrung beim Stahlbe-
tonmodell unberlcksichtigt bleibt.
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P [kN]
A
35 ] - - Versuch
K ~ — = Suanno [119]
~
30 - / \ S
25 o
20 - ,/ mit tension ~stiffening
15 | / \ nur tension—softening
10 | /
5 14
0 : : : : e WIMM]
0 2 4 6 8 10

Bild 6.19 Balken 2: Last—Verschiebungskurven (Gf = 0,20 [N/mm])

crushing Schubrisse

———

1 A

Bild 6.20 Balken 2: aktive Risse bei w = 10,0 [mm] (Gf = 0,20 [N/mm])

6.2.3 Schubbeanspruchte Scheibe

Maier und Thirlimann priften 1983 an der ETH Zurich im Rahmen des Forschungspro-
jekts ,Wandartige Tragwerke aus Stahlbeton” zehn quadratische Scheiben [78], um de-
ren Trag— und Bruchverhalten experimentell zu untersuchen. Feenstra [38] simulierte
die Versuche der Scheiben S1, S2, $4 und 810, wobei sich Scheibe $4 als numerisch
sehr sensitiv erwies. Hier wird Scheibe S4 untersucht.

Die Geometrie dieser Scheibe istin Bild 6.21 dargestelit. Sie wird mit9—knotigen, vollin-
tegrierten FE diskretisiert, wobei die Lastplatte ein linear—elastisches Materialverhalten
aufweist. Die Belastung an der Lastplatte setzt sich aus einer konstanten Vertikalkraft
(Vorspannung Py, = 262,0 [kN]) und einer anschlieBend aufgebrachten, variablen Hori-
zontallast zusammen. Die beiden vertikalen Seitenrander sind frei und unbelastet, der
untere Rand fest eingespannt. Die Bewehrung ist parallel zu den Seitenrandern in je
zwei Lagen angeordnet.
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Da der maximale Korndurchmesser des Zuschlaggemisches dmax = 16 [mm] betrug
und im Versuch eine Druckfestigkeit von foy, = 34,5 [N/mm?] gemessen wurde, kann
gemdaB Gl.(5.5) fur Zugversagen eine Bruchenergie von maximal G, = 0,10 [N/mm]
angesetzt werden. Die (ibrigen Materialparameter (siehe Tafel 6.10) entsprechen denen
von Feenstra [38], der jedoch die Betondruckfestigkeit im Vergleich zum Versuch um
20% reduzierte (siehe auch Kap. 5.2.4: mehrachsiges Tragverhalten). v

Py
ERREEEEREEN .
ot Belastungsgeschichte
<t
i Py [kN]
) Ps 262,0 el
P T Pr 3
« &
v - & Pn [kN]
: =
(TR TR T TES TSN [T T TR TS mlt
-5 I i} N FAVAGAZATAGalZA\7A L7 B i PV= pv1180
260 1180 260 700 Py = - 240
! e ! h= Pn
Bild 6.21 S4: Geometrie und Belastung
Beton:
Eem = 30000  [N/mm2] Ve =015 [-]
fom = 27,5/34,5 [N/mm2] Ge = 50,0/62,5 [N/mm]
fon = 2,2 [N/mm2] Gy =010 [N/mm]
vy =30 [-] Y2 =12 [-]
Betonstahi:
@r =80 [mm] Qs =8 [mm]
pr =0,0103 [-] ps =00105 [-]
¢ =0 [l Ps =90 []
fs, =574 [N/mm32]
Es = 200000 [N/mm?| Ey = 8740 [N/mm3]

Tafel 6.10 S4: Materialdaten nach [38] und [78]
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Mit diesen Materialparametern wird die Struktur ohne und mit Berticksichtigung des
tension—stiffening untersucht, zudem wird zwischen der Druckfestigkeit dieses Ver-
suchs und der reduzierten von Feenstra unterschieden. Die Last-Verschiebungskur-
venvon Bild 6.22 stelien eine Beziehung zwischen der horizontalen Last Py, und der hori-
zontalen Verschiebung up am zugehorigen Lastangriffspunkt dar.

Insbesondere die numerische Simulation mit der im Versuch angegebenen Druckfe-
stigkeit gibt, bis die Maximallast erreicht ist, die Versuchsergebnisse zufriedenstellend
wieder. Die Maximallast mit maximal P, = 365 [kN] liegtjedoch um ca. 10% unterhalb
der des Versuches (408 [kN]). Es zeigt sich, daB das Tragverhalten nach Erreichen der
Tragiast maBgeblich von der Druckfestigkeit, und somit vom einaxialen Druckverhalten
beeinfluBt wird; wird die Maximallast {iberschritten, ist das Tragverhalten weit weniger
dukitil (siehe Bild 6.22). Ein weiteres Indiz sind hier die Hauptspannungen, die bei einer
Horizohtalverschiebung von u, = 20,0 [mm]im Bereich der auf Druck beanspruchten
linken unteren Ecke gegen Null gehen (siehe Bild 6.23).

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die numerischen Ergebnisse mit den ex-
perimentellen gut ibereinstimmen. Das im Versuch festgestellte Zug— und Druckversa-
gen kann auch hier phdnomenologisch verifiziert werden. Es zeigt sich, daB weniger der
Effekt des tension— stiffening sondern vielmehr die Variation der Druckfestigkeit signifi-
kante Anderungen mit sich bringt und dadurch die Versuchsergebnisse weitaus besser
approximiert werden.

mit tension—stiffening

| L
400 e o nur tension—softening

300 -

mit tension—stiffening

nur tension —softening

200 4

100 | —— fem =275
e fom =345
® Versuch
up [mm]
0 v : T aaan 3
0 5 10 15 20

Bild 6.22 S4: Last—Verschiebungskurven
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Ph ‘ P

up = 5 [mm] " Up = 20 [mm]
[ U PP PR PR P R I I
VAN PN PRV PR AR P RS PR PEAPS PR R
"o RALE R R LR LI I
RS EEE N B A A A P - DR R A N O A E A Al IV SRl B
[ I P VAT AP PP PRI [ FEE PR PR P
LA R R P A S EAE R R L A A P A N R Y
LR B I A AR A A A ER A LR A I A A A BN I
(A FAPANE PP P P - [N A AN F A RN R (P
[T N I VAR A VA A FEC I S IR A N O AR Y P O '
I N A A E A A S P P [ S I R AN N I A P
[N WAV PPV PEPES EIE - [ NS R e R -
18 #|t # 2|7 5 oa|e o ste » s - PERERE KIS R PV A P
[V A A P A B - LN R S LR A A R AR
I WA S P LS P RN NS R R EERE
LI N R P e  E - AR A I RS L A I ) B e
VA LA PSR U S E AN P e P
L e T S E A I P [FR
L A R Fi X x| e o
a) crushing (04, 0,~>0)
L
VR P
NS 2NN
VA VAV AV VA are Varars
AV AV A VAV v g Vay Ve Larars
TR S R AR et
VAV VAV VS VAN SV 4V e
IS VAV VeV A Vg Pl S
A VA A VA A U s INAves
(A A VAV AV g P P IV
TAVAVE VAV AV a Ve g g e e I VAV AP ey
[ VD R e VWi
R T R
VR A R VP e AN A VAV Paras IEa
I A A P P P AV AP
L I e I P [ B AV VA T e
A e P e e B B B P B
A LAl Lttt st ksl mmtamiunt R L ettt Cathtiast

b) crushing

Bild 6.23 S4: Ergebnisse fiir up = 5 [mm]) und uy, = 20,0 [mm]
a) Hauptspannungen b) akiive Risse
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7 Interface—Elemente
7.1 Vorbemerkungen

Um die fiktive Wechselwirkung einer konzentrierten Verbund —Schlupf~ Beziehung mo-
dellieren zu kdnnen, werden im Rahmen der Finite Elemente Methode Zwischenele-
mente, sogenannte interface elements, eingefuhrt. Prinzipiell ist dabei zwischen zwei
Elementtypen zu unterscheiden. Zum einen kontinuierliche Elementtypen (continuous
interface elements), die diese Wechselbeziehung Uber ein interpoliertes Verschie-
bungsfeld beschreiben, zum anderen konzentrierte Zwischenelemente (lumped inter-
face elements), bei denen sich die erwahnten Beziehungen auf diskrete Knoten be-
schrénken ([101], [104]).

Die Formulierung der finiten Elemente beider Typen wird in Kap. 7.2 erlautert. Dabei wer-
den die konzentrierten Zwischenelemente durch eine Modifikation der numerischen In-
tegrationsparameter aus den kontinuierlichen Zwischenelementen abgeleitet.

In Kap. 7.3 wird im Rahmen der Plastizittstheorie ein nichtlineares Materialmodeli vor-
gestellt, dessen FlieBfunktion auf dem Coulombschen Reibungsgesetz basiert. Die
Geometrie dieser FlieBfunktion beschreibt eine Kegelfldche. Insofern sind bei der Inte-
gration der Ratengleichungen und demzufolge bei der Herleitung der numerischen Al-
gorithmen Parallelen zur Drucker—Pragerschen FlieBflache gegeben.

7.2  Finite Elemente Formulierung
7.2.1 Kontinuierliche Zwischeneiemente

Im allgemeinsten Fall handelt es sich beiminterface —Element um ein 2D ~Element, das
zwei Volumenelemente verbindet. Das Element selbst beschreibt die Wechselwirkung
innerhalb einer Flache; es hat somit keine physikalische Héhe.

Der Elementverschiebungsvektor v enthélt 3m Freiheitsgrade

.
vo= [V v, ] (7.1)

wobei die Komponenten v{)und v{ die tangentialen und v{ die normale Verschiebung

des Knotens (i) in Richtung der lokalen Koordinaten r, s und t sind. Mit m wird die Anzahl
aller Elementknoten bezeichnet. Das kontinuietliche Verschiebungsfeld u

T
u= [u(A), u®, u®, u®, u®, ut(B)] , (7.2)

bei dem die Unter— und Oberseiten des Elements mit A bzw. B bezeichnet sind, wird
Uber das Verschiebungsfeld interpoliert, siehe Gl. (7.2).
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u® u
t

g‘f’*Ts Seite B 4T_U§:’ 2{4’.
iy S S 11(4
ut T1 Seite A 2T u@
D) u® u® o)
Bild 7.1 Interface—Elemente [101] a) 16knotiges 2D —Element
b) 4knotiges 1D—Element ¢) 2knotiges ,Punktelement”
u=Hv (7.3)
N OO OO0 0]
ONOOOO
i« H OONOOO
™ F=loooNoo (7.4)
000O0ONGO
|0 000 0N|

In der Matrix GL.(7.4) enthalten die 1*(m/2) groBen Untermatrizen N die Ansatzfunktio-
nen, die bekanntermaBen (ber die Koordinaten & und v des Parameterraums des inter-
face~Elements ausgedrlickt werden ([3], [134]).

' T
Der Vektor der Relativverschiebungen Au = [Au, Aug Au,| zweier an Ober— und Un-
terseite benachbarter Knoten ist

Au=Lu (7.5)

-11 0 0 0 O
mt L= 0 0 -1 1 0 0] . (7.6)
0 0 0 0 —1 1 '

Hier ist auch der Unterschied zu den Kontinuumselementen gegeben. L hat die Funk-
tion eines Pointers und ersetzt den Differentialoperator an dieser Stelle. Anzumerken ist,
daB A in diesem Kontext keine inkrementelle, sondern eine relative GréBe, hier speziell
die Relativverschiebung bzw. den Schiupf, kennzeichnet.
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Gleichung (7.3) eingesetzt in GI.(7.5) ergibt

Au = Bv |, (7.7)
wobei die Matrix B = LH eingefihrt wird, die die Beziehungen zwischen den Relativ—
und Knotenverschiebungen definiert.

An jedem Knotenpaar des interface —Elements gilt folgende konstitutive Beziehung
t= C%Au (7.8)

die den Zusammenhang zwischen den zu (bertragenden Kréften t = [t, t, tt]T und

der Relativverschiebung Au vorgibt. Uber das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
wird die Elementsteifigkeitsmatrix K bestimmt ([3], [134]).

K= J BT C B dA (7.9)
] v
Die Flache des interface—Elements wird mit A bezeichnet. Wird von isoparametrischen
Elementen ausgegangen, andert sich GI.(7.9) zu GI.(7.10). Hierin ist detd die Determi-
nante einer 2x2 Jacobi-Matrix,
E=+1 n=+1
K= J BT C® B detd dn dt (7.10)
E=—1 q=—1
In dieser Arbeit stehen die linienférmigen 1D—interface—-Elemente im Vordergrund;
deshalb reduzieren sich die Interpolationsfunktionen zu einfachen, von & abhéangigen
Funktionen. Die Verschiebungen in s—Richtung bleiben unberiicksichtigt. Insofern sind
die Matrizen H und L dahingehend zu modifizieren und die Elementsteifigkeitsmatrix
vereinfacht sich wie folgt ' ‘
E=+1
K=b f BTCe'Bg—ng , IR YA L)'
E=~1
wobei b die Elementbreite in n—Richtung ist. Die Matrix

k¥ = b ce = [kr 0] (7.12)
0 k

definiert die Uber die Breite der Verbundfuge aufsummierten Federsteifigkeiten (Werk-

stoffmatrix); das ,Verschmieren® findet nur noch in Langsrichtung der Fuge statt; dies

entspricht dem Vorgehen in Kap. 2.4 zum Modellieren der Verbundmittel. Entsprechend

der Annahme von Kap. 2.5.2 ist die elastische Werkstoffmatrix k® orthotrop entkoppelt.

Fir ein vierknotiges 1D—Element, vgl. Bild 7.1, sind die Ansatzfunktionen
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1 -
N-~§[(1 § (1+9] . (7.13)
Als Elementsteifigkeitsmatrix erhalt man
Kr 0 7.14 |
Die Elementléange wird mit L bezeichnet und die Untermatrizen K, bzw. K, sind wie foigt
besetzt

K:

D=
—

2 1 -2 -1
K = ki m; _f _; ‘f‘ fir i=rt . (7.15)
-1 -2 1 2

Die Numerierung der Freiheitsgrade entspricht der von Bild 7.1b. Mit einer GauBintegra-
tion werden vierknotige Elemente mit 2 GauBpunkten, sechsknotige mit 3 GauBpunkten
usw. exakt integriert.

Bei einer materiell nichtlinearen Berechnung ist die Matrix der plastischen Federsteifig-

keiten kP'im Regelfall tiber die Elementiange nicht konstant; die Elementsteifigkeitsma-
trix ist gemaB GI.(7.11) zu bestimmen.

7.2.2 Konzentrierte Zwischenelemente

Konzentrierte oder punktférmige Zwischenelemente kdnnen auf zwei Arten modelliert
- werden. Im ersten Fall werden zwischen zwei benachbarten Knoten diskrete Federstei-
figkeiten im Sinne von Einzelfedern definiett, was hier nicht weiter ausgefthrt wird.

Im zweiten Fall bestimmt man die Steifigkeiten dieser diskreten Einzelfedern, indem die
auf die gesamte Elementlange kontinuierlich verteilten Federsteifigkeiten Uber die je-
weils haibe Distanz zweier in Langsrichtung benachbarter Knoten zusammengefaft
werden. Mit einer entsprechenden Modifikation der Integrationsparameter, siehe
Tafel 7.1, kbnnen die konzentrierten Zwischenelemente von den kontinuierlichen abge-
leitet werden. Die Anzahl n ist hier nicht mehr die der GauBpunkte, sondern die Anzahl
der Knotenpaare.

Die Elementsteifigkeitsmatrix des vierknotigen interface—Elements ist dann

k=1p |} 0 ‘ | (7.16)
T2 0 K, - (7
1 0 -1 0
mit K, = k; _? (') ? _8 far i=nt . (7.17)
0 -1 0 1
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n + w, n + E; W,

2 | 0,57735026 | 1,00000000 2 | 1,00000000 } 1,00000000

3 | 0,77459666 | 0,55555555 3 { 1,00000000 | 0,50000000
0,00000000 | 0,88888888 0,00000000 | 1,00000000

4 | 0,86113631 | 0,34785484 4 | 1,00000000 | 0,33333333
0,33998104 | 0,65214515 0,33333333 | 0,66666667

a) GauBintegration b) Modifikation fGr Jumped
interfaces

Tafel 7.1 Koordinaten & und Wichtungsfaktoren w;

In der Matrix von Gl.(7.17) ist deutlich erkennbar, daB die Knotenpaare 13 und 2—4
zueinander entkoppelt sind. Ein Vergleich beider Elementtypen wird zeigen (siehe Kap.
7.5), daB insbesondere beim Modellieren von Kontaktproblemen [116], wenn also sehr
grofBe Steifigkeiten der Zwischenelemente ein Durchdringen der angrenzenden Struk-
turen behindern, nach [101] die konzentrierten Zwischenelemente den konsistenten
vorzuziehen sind.

7.3  Nichtlineare Verbund~Schiupf—~Beziehung

Dakeine detaillierten Erkenntnisse tiber das Interaktionsverhalten von Scher— und Nor-
malkréften in der Verbundfuge vorliegen, werden die Annahmen getroffen, daB in der
Flache der Fuge das Verbundverhalten isotrop (k; = ks = k), das in Zugrichtung (k)
orthotrop und die Werkstoffmatrix vollstdndig entkoppelt ist. Analog zu GI.(7.12) erhalt
man fir ein 2D—Element

ke 0 0 ke 0 O
k¥ = {0 ks Of = [0 ks O (7.18)
0 0 k 0 0 k

und die konstitutive Beziehung von G1.(7.8) bzw. (7.12) wird zu

t= k% Au . (7.19)
Analog zur Verzerrungsrate von Gl.(3.1) kann der Vektor der Relativverschiebungen im
Rahmen der Deformationszuwachstheorie in einen elastischen und plastischen Anteil
gesplittet werden.

A = ALY + AGY (7.20)
Auch gelten die bei der Drucker—Pragerschen FlieBflache getroffenen Annahmen:
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o diskrete Kuhn—Tucker Bedingungen entsprechend GI.(3.40), die invertierten Kuhn—
Tucker Bedingungen entsprechend Gi.(4.95);

e assoziiertes FlieBgesetz (g = f,) entsprechend Gl.(4.3).

7.3.1 Coulombsches Reibungsgesetz

Das nichtlineare Verhalten in der Verbundfuge wird mit einem elasto—plastisbhen Werk-
stoffmodell, basierend auf dem Coulombschen Reibungsgesetz [104], abgebildet; In
Kombination mit dem Zwischenelement hangt das FlieBgesetz f, von der Norm der
Scherkréfte tsin der Verbundfuge, der Normalkraft t,und einer internen Variablen x, die
das nichtlineare Verhalten (isotrope Ver—/Entfestigung) beschreibt, ab.

filts o) = |tis] + oy f — k() (7.21)
mit ts= 2+, oy =tang, k) = c(x)

Formal sind bereits bei den FlieBbedingungen Parallelen zur FlieBfunktion von Druk-
ker—Prager von GI.(4.4) bzw. (4.96) gegeben; beide FlieBfunktionen definieren Kegel-
flachen (siehe auch Bild 7.2). Das numerische Vorgehen im Bereich der Kegelspitze ent-
spricht dem der Kapitel 4.6.2 und A 2.1,

Bild 7.2 Coulombsches Reibungsgesetz als FlieBfliche

Die FIieBbedingUng des inverted cone kann analog den Gleichungen (4.97) bis (4.99)
bestimmt werden.

Lt tyx) = |ts| + oyt — Ky(x) (7.22)
. _ 1 1
mit  a, = - o Kp(x) = 2 c(i)

Die FlieBbedingungen f, und f, enthalten den Reibungswinkel ¢ und die Funktion der
Kohésion c(x) als die zu bestimmenden KenngréBen.

125


ibbaf
Textfeld


7.3.2 Ver—/Entfestigungsverhalten

Beim Reibungsmodell wird angenommen, daB das Ver~/Entfestigungsverhalten von
den plastischen Relativverschiebungen in der Reibungsfldche abhangt [104]. Dadurch
wird die interne Variable x wie folgt definiert

j [Aup' A2 dr | (7.23)

wobei es sich bei AuP und AuP' um die Schubkomponenten des plastischen Relativver-

schiebungsvektors AG® von Gl.{7.24) handelt.

AU t/ 12 + 12

AP =3 o, - AP = Au: =kt BT € (7.24)
Ay oy

Die Schubkomponenten von Gi.(7.24), eingesetzt in GI.(7.23) ergeben

t /s .
= j JZde oder i=t. (7.25)
t=0
Die Annahme eines isotropen Ver—/Entfestigungsverhaitens fihrt zu einem Harden-
ing—Modul entsprechend Gi.(4.28)
H= —ad = — docl) |, (7.26)

der von einer aquivalenten Kohasions —/Relativverschiebungsbeziehung abhangt.

7.3.3 Algorithmisches Vorgehen

Die nichtlinearen, konstitutiven Beziehungen werden im Rahmen des Newton—Verfah-
rens linearisiert. Analog zum Drucker—Pragerschen FlieBkriterium wird auch hier das
Zweischrittverfahren des radial return angewandt.

e Elastischer Pradiktor

In einem ersten Schritt wird der Kraftvekior t von GI.(7.8) in zwei Vektoren mit den
Schub- und Normalkraftkomponenten tg bzw. 1 gesplittet.

1 0
t=tg+ty = |ts| + |0 (7.27)
0 t,

Zum Zeitpunkt t, . ; beruht der elastische Pradiktorzustand auf dem konvergierten Wert
der inneren Variablen des Zeitpunkts t,, und dem inkrementellen elastischen Zuwachs
des Kraftvektors At .

tn1 = k% (Aup,,y — Aup) , (7.28)
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@ Plastischer Korrektor
Nach Umformen von GI.(7.28) errechnet sich

tir =ty — kS A(AWR) (7.29)
wobei A(A ) deninkrementellen Zuwachs einer relativen GréBe (A ), hierspeziell den
Zuwachs der plastischen Relativverschiebungen Auﬁ', angibt. Mit ty,, , wird der elasti-

sche Pradiktor, mit Atﬁ'ﬂ = k¢ A(Auﬁ‘) der plastische Korrektor bezeichnet. Fiir die

beiden gekoppelten FlieBflachen f, und f, gilt Koiters modifizierte FlieBregel

’ 2
Alau?! ) = 2 Wit Bl (7.30)

oder, unter Berlicksichtigung von GI.(7.24),

t/ J12 + 12
A Ity /82 + 12 » (7.31)
G

n+t

N

A(Aup’ ) =

n+1

W

1

Der plastische Korrektor 1a8t sich nun wie folgt bestimmen

. ks O O |t/ /t?+ 13

AP = Z AN O ks O L/ ey g2 : (7.32)
=t 0 0 k 0,

n+t
Eine vereinfachte Darétellung der Schubkraftkomponente des plastischen Korrektors
ist

2
AL = ks (Zq Ahip 1 )nn+1 (7.33)

i=1

i 1 b
mt ng,, o= 20 o= 8 L g ;
n+ [ts’n+1l‘ t|?+t§ 0 e
die Normalkraftkomponente lautet
| 2
A= K (Zci VN ai)1 mit 1 = |0] . (7.34)
i=1
Wie in Kap. 4.6, wird auch hier fir jede Teilflache fj eine skalare GroBe G eingefihr, die

eine aktive FlieBflache fur A)»Ln+1 > 0 mit ¢; = 1 signalisiernt” (vgl. Kap. 4.6.1). Die

Schub~ und Normalenkomponenten des Kraftvektors von G1.(7.27) lassen sich mit
Gl.(7.28), (7.32) und (7.33) folgendermaBen berechnen
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et — AP
tonetr  =lsner — A

(7.35)

=t !
tunet = tnnst - Atﬁ,,nﬂ

Wie beim FlieBkriterium nach Drucker—Prager wird der Pradiktorzustand normal auf die
FlieBflache zurtickprojiziert; die FlieBrichtung entspricht der Normalenrichtung der Préa-
diktorspannung auf die Flieflache. Die Norm der Schubkomponente des Kraftvektors
ist analog Gl.(4.17)

2
[tonetl = Mnsil=Kes D6 Ahpyy (7.36)
i=1

Gleichungen (7.35) und (7.34),, eingesetzt in die FlieBbedingungen GI.(7.21)1 und
(7.22)4, ergeben, analog zu den Gleichungen (A.4) bis (A.6) im Anhang A 2.1, ein Glei-
chungssystem zum Bestimmen der Konsistenzparameter Ak, ,, yund Ak, , . ;. Diein-
terne Variable ist dann Ax,, = Ak, . die rickprojizierten Krafte werden (ber
Gl.(7.35) bestimmt. :

e Elasto--plastische Materialtangente
Innerhalb des Newton—Verfahrens gilt es nun, die totalen Ableitungen der diskreten

konstitutiven Gleichungen zu berechnen. Eine Umformung von GL.(7.19) fihrt zu

thi =k (Au,,q - AuP )

: , (7.37)
= k% (Aupy g = AU = D Ak 0y

i=1

Analog zu Gl.(4.84) und (4.85) erhalt man die totale Ableitung

2
dt,,., = {6 :[d(Au) - > ¢ d atfi]} (7.38)
i=1 n+1

-1

- -1 &

mt ®,,, = [(ke') + > ¢ AN 3 fi] . (7.39)
=t n+1

In einer allgemeineren Formulierung nach Riggs et al. [95], kann Gl.(4.84) in Matrizen-

darstellung wie folgt geschrieben werden
dt,.y = {0 (d(Au) — U dr)] (7.40)

wobei die Matrix U, , 4, analog zu GI.(4.87), die Vektoren der assoziierten FlieBrichtun-
gen beinhaltetund da, , 1, analog zu Gl.(4.88), die Konsistenzparameter der Teilflachen

n+1

als Komponenten hat.

Uber das Gleichungssystem der Konsistenzbedingungen beider Teilfiichen kann, ana-
log zu Gl.(4.90) bis (4.92), der Vektor dA,, ; bestimmt werden. Dieser, eingesetzt in
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G1.(7.40), fihrt, unter Anwendung der Sherman-Morrison Formel, auf die konsistente
elasto--plastische Materialtangente

d | _ls_ @& raul Vi G - kpl
{_—-d(Au)}w {@ OU(E +V[OU) V| @}W kP! (7.41)

mit Venoq=[oq oy, cp 3,

Die Matrix der plastischen Moduln E; . , fiir eine isotrope Ver—/Entfestigung kann un-
mittelbar aus Gi.(A.10) abgeleitet werden. Unter Ber(cksichtigungvon H = - a,f,, ent-

sprechend GI.{7.26), und k,(x) = — &12- c(x), entsprechend GI.{7.22),, erhalt man

1
Ccicqy H+ (1 - ¢y) 0

E (7.42)

in+1 = — 02C1E}5H i - C2

! n+1
Je nach Modell fir das Ver—/Entfestigungsverhalten (Modell A oder B von Kap. 7.4.1)
ist H nach Gl.(7.44) oder (7.45) zu bestimmen.

7.4  Verbundmodellierung

7.4.1 Ver—/Entfestigungsmodell

Das nichtlineare Verhalten der Verbundmittel wurde ausfiihrlich in Kap. 2 erértert. Letzt-
lich orientiert sich das Werkstoffmodell stets an Last—Schlupf—Charakteristiken von
push—out—Versuchen. Hier wird zwischen einem Modell A, ein auf Bruchenergie basie-
rendes Softening—Modell mit exponentieller Charakteristik, und Modell B, das die
Last—Schlupf—Charakteristiken multilinear approximiert, unterschieden.

e Modell A: Softening—Modeli

Dieses Modell setzt voraus, daB durch das ,ReiBen“in der Verbundfuge die Bruchener-
gie Gfreigesetzt wird. In Anlehnung an das Modell des einaxialen Zugverhaitens von
Beton wird hier das nichtlineare Verhaiten (ber die exponentielle Beziehung von
Gl1.(7.43) beschrieben (siehe Bild 7.3); die Kohésion c(x) hangt als Funktion von der in-
ternen Variablen « ab.

, G
c(x) = ¢, exp(—%) mit K, = 'é:f (7.43)
c
= H=— exp[-%) (7.44)

Die Materialparameter sind hier die maximale Kohasion ¢, bzw. die ,, Traglast* der konti-
nuierlich ,verschmierten” Verbundmittel sowie die Bruchenergie Gy, die anhand von
Last—Schlupf—Charakteristiken zu identifizieren ist.
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Ky
a) Modell A b) Modell B

Bild 7.3 Nichtlineare Ver—Entfestigungsmodelle

e Modell B: Multilineares Modell

Mit diesem multilinearen Modell wird die Last—Schlupf—Charakteristik eines Verbund-
mittels Uber n Schubkraft/Schlupf—Werte eines Versuches approximiert (siehe
Bild 7.3). Der jeweilige Hardening—Modul eines Teilbereiches j kann nach GI.(4.43) und
einer entsprechenden Umformung nach H wie folgt bestimmt werden

" ky Kk

J=k1—kj

mit Ky = Ky

fir j=2..n (7.45)

Im Vergleich zu Modeli A approximiert Modell B das Last—Schlupf—Verhalten weitaus
detailierter. Jedoch besteht bei Modeli A die Mdglichkeit, das RiBverhalten sproder
Werkstoffe diskret abzubilden.

Auch zeigen numerische Simulationen, daB die Genauigkeit der approximierten Last—
Schlupf-Charakteristiken von untergeordneter Bedeutung ist, wenn die elastischen
Anfangssteifigkeiten in Form der Parameter ks und k;sowie die Traglast c, hinreichend
genau erfaBt sind. Insofern besitzt Modell A gegenliber Modell B den Vorteil der gerin-
gen Anzahl von Parametern.

7.4.2 Parameteridentifikation

Das vorgestellte elasto —plastische Werkstoffmodell zur Verbundmodellierung hat, ana-
log zum Betonmodell, den Vorteil, daB die Parameter einfach zu identifizieren sind. Vor-
aussetzung hierfur sind jedoch Last—Schlupf—Charakteristiken. Die Kenngré8en sind
die elastischen Federkennwerte ks und k; sowie die plastischen KenngréBen entspre-
chend den jeweiligen Modellen zum Beschreiben des nichtlinearen Ver-—/Entfest-
igungsverhaltens.

e elastische Federkennwerte
Die KenngréBe ks als inplane Steifigkeit ist das MaB flr das elastische Scherverhalten
und wird Ober Last--Schlupf—Charakteristiken bestimmt. Wenn keine hohe Genauig-
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keit gefordert wird, approximiert sie als Sekantensteifigkeit das nichtlineare Anfangsver-
halten im Mittel.

Die Steifigkeit k, normal zur Verbundfuge Ubernimmt zwei Aufgaben. Einerseits soll ein
nachgiebiges Verhalten unter Zugbeanspruchung abgebildet werden, andererseits ist
bei Druckbeanspruchung das Durchdringen der angrenzenden Strukturen zu verhin-
dern. Dieses Kontaktproblem kann nur mit unendlich groBen Federsteifigkeiten model-
liert werden, was innerhalb einer numerischen Simulation nicht umzusetzen ist. Um das
Problem des ,Uberlappens® zu minimieren und gleichzeitig die numerische Stabilitat
zu garantieren, wird hier fir k;der 10~ bis 1000fache Wert der inplane—Steifigkeit vor-
geschiagen. Wichtig fir die GroBe dieses Parameters istauch die Steifigkeit der angren-
zenden Struktur (siehe Beispiel von Kap. 7.5).

Hinweis:

Insbesondere in Kombination mit dem nichtlinearen Modell A eignen sich die Zwischen-
elemente zur Modellierung diskreter Risse ([101], [104], [116] u.a.). Als Voraussetzung
far eine numerisch stabile Analyse schidgt Rots [101] vor, die transversale Steifigkeit auf
den Minimatwert von k, = 2, /G, zu begrenzen, eine Limitierung, die der von Gl.(5.7)
flr das einaxiale Zugverhaiten von Beton entspricht.

inplane Steifigkeit; Kis ... Last — Schlupf — Charakteristiken
transversale Steifigkeit: ky =1,0..10% ks [N/mm?

Tafel 7.1 Elastische Parameter

e plastische Kenngréfien

Bis auf die Reibungszahl u sind bei beiden Modellen die nichtlinearen KenngréBen der
Verbundmittel anhand von Last—Schlupf—Charakteristiken zu identifizieren. Beim Mo-
dell Aist dabei der Wert der Bruchenergie G;so zu wéhlen, daB der Last—Schlupf-Ver-
lauf im Mittel approximiert wird.

Nach dem Coulombschen Reibungsgesetz hangt die Reibungszahl 1 vom Reibungs-
winkel @ Uber die Beziehung u = o, = tang ab. Die Reibungszahl gibt das Verhaltnis
zwischen der plastisch transversalen und der plastischen inplane —Relativverschie-
bung wieder und kann somit (iber die in push--out—Versuchen beobachteten Verschie-
bungen bestimmt werden (Aufklaffen zwischen Stahltrager und Beton~—Versuchskor-
per). Da hierzu im Regelfall keine Angaben gemacht werden, sind in einer ersten Nahe-
rung die in Anhang B 2.4 unter ,Reibungsverbund® angegebenen Reibungszahlen
un = 0,25 + 0,60 Anhaitswerte, die jedoch ausschlieBlich von der Oberflachenbe-
schaffenheit des Stahltragers abhangen.
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Reibungswinkel: @ = 0°..30° nach[99]
Modell A
maximale Traglast: ¢, [N/mm?|
Last-Schlupf—Charakteristik
Bruchenergie: G; [Nmm/mm]
Modell B
c; - ¢ »
n Last—Schlupf—-Werte: k;, = —1— 121 fri=2, .. n
P : Aurs,i - Aurs,i—1
wobei ki = ks = ¢y/Aug,

Tafel 7.2 Plastische KenngréBen

Das Intervall der adaquaten Reibungswinkelist ¢ = 15° + 30°. Eine weitere Annahme
sieht fur Kopfbolzendlbel ¢ = 0° vor.

7.4.3 Testbeispiel

Anhand der Last—Schlupf—Charakteristik eines Kopfbolzendibels ©22/100 im be-
wehrten Betongurt einer Holorib—Decke ([11], [28]) wird gezeigt, wie unterschiedlich
beide Modelle das Versuchsergebnis approximieren. Die entsprechenden Last-
Schiupf-—-Werte des Versuches sind in Tafel 7.3 angegeben.

P [kN} 84,8 95,4 104,0 106,0 105,0 104,0 94,0
Au [mm] 0,77 1,38 2,60 3,54 5,60 10,0 18,0

Tafel 7.3  Kopftholzendiibel (22/100 im Betongurt auf Holorib 51/150 [11]

e Modell A

Die Traglastist hier Py = ¢, = 106 [kN], als mittiere elastische Sekantensteifigkeit wird
Kis = 84,8/0,77 = 110 [kN/mm] angenommen. Dadurch bestimmt sich die plastische
Relativverschiebung AuP' am Ende des Versuches wie folgt

94,0
pl = X2 = =
AP = 18,0 - 22 = 17,2 [mm] = «

Uber G.{7.43) wird die Bruchenergie G, abgeschatzt.

G = <% - 112106 _ 45000 (kNmm]

In (-CC—‘) In (1)
Wie Bild 7.4 verdeutlicht, wird die Last—Schlupf-—Charakteristik des Versuchs etwa im
Mittel approximiert.
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Ct [kN] Modell A

A Modell B
100 4
75 -
50 4
25 —— Versuch
0 . . . i ‘ ‘ . . Au [mm]

Bild 7.4  Approximation des Last—Schlupf—Verlaufs, angegeben in [11]

e Modell B

Die in Tafel 7.3 angegebenen Last—Schiupf—Werte sind Eingabewerte beim Model B,
wobei die elastische Anfangssteifigkeit K5 der von Modell A entspricht. Dementspre-
chend zeigt Bild 7.4, daB das multilineare Modell das Versuchsergebnis nahezu exakt
wiedergibt. ‘

7.5 Numerisches Beispiel:
Vergleich kontinuierliche/konzentrierte inferface—Elemente

Das unterschiedliche Verhalten zwischen kontinuierlichen und konzentrierten Zwi-
schenelementen wird am Beispiel des drei—punktgestitzten, in Balkenmitte gekerbten
Balkens von Rots [101] analysiert.

Aus Grinden der Symmetrie wird lediglich das halbe System modelliert. Der Balken
mit einer Gesamtlange von =450 [mm)] wird mit vierknotigen Kontinuumselementen
diskretisiert, wobei oberhalb der Einkerbung und entlang der Symmetrieachse vierkno-
tige Zwischenelemente die Tragwerkshalften verbinden. Geometrie und Belastung sind
in Bild 7.5 dargestellt, die Materialdaten sind Tafel 7.4 zu entnehmen.

Die linear elastischen Untersuchungen sind dahingehend motiviert, daB der maximale
Wert der transversalen Steifigkeit k,der Zwischenelemente gesucht wird, der den unge-
rissenen Zustand ohne Zwischenelemente wiedergibt. In einer Parameterstudie werden
fiir k, die Werte 10%, 10% und 107 [N/mm?] angenommen, die 22,5 bis 22,5 - 102-
fachen Werte der elastischen Steifigkeit E - d/| des Balkens.

In Abhangigkeit des Elementtyps wird anschlieBend das nichtlineare Verhalten der Zwi-
schenelerﬁente untersucht. Far k; = 107 [N/mm?] wird, anhand von Modell A, ein
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ideal—plastisches Verhalten flir G; = 10 [Nmm/mm)] und ein softening—Verhalten fir
G; = 0,002 [Nmm/mm] bei einer Traglastvon ¢, = 2,0 [N/mm] numerisch simuliert.

7.5.1 Linear elastisches Verhalten (P=10 [N])

In Bild 7.6 sind die Normalkréfte oberhalb der Einkerbung bis zur Balkenoberkante in
Abhéngigkeit des Elementtyps und der transversalen Steifigkeit k, aufgetragen.

Bei den kontinuierlichen Zwischenelementen zeigt sich, da mit zunehmendem k, die
Lésung gegen die der unnachgiebigen Verbindung konvergiert. Unmittelbar Gber der
Einkerbung prégt sich eine Singularitat aus, Gber die Resthéhe des Querschnitts bleibt
der Kraftverlauf kontinuiertich.

P IN]
d=100
o \
4~knotige
o interface—
* Elemente
& Einkerbung
FA) -~
} 225 } MaBe in [mm]
Bild 7.5 Eingekerbter Balken: Geometrie und Belastung
Beton:
Eem = 20000 [N/mm?] Ve = 0,20 [~]
interface —Elemente:
kg = 105 [N/mmZ2]
ke = 105/108 /107 [N/mm?]
o =20 [N/mm] ® =45 []
Gi = 0,002/10 [Nmm/mm}

Tafel 7.4  Eingekerbter Balken: Materialdaten
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HOhe Uber H&éhe (ber
Einkerbung ) Einkerbung
80 80 - .
70 A 70 4
60 60 -
50 50
40 - 40 -
‘ k = 10°

30 30 - 10
20 - 20 107
10 4 10 -
0 ; 0 R —

-2 ] 8 -2 0 2 4 6 8

t, [IN/mm] t; [N/mm]
a) b)
Bild 7.6  Eingekerbter Balken: Verlauf der Normalkréfte
a) kontinuierliche interfaces b) konzentrierte interfaces

Sind bei den kontinuierlichen Zwischenelementen die Verlaufe der Normalkrafte im
Druckbereich noch nahezu identisch mit denen der konzentrierten, werden mit zuneh-
mendem k, Osziltationen unmittelbar Gber der Einkerbung sichtbar. Ein von Rots [101]
durchgefithrter Vergleich beider Elementtypen zeigt, daB bei den vierknotigen Zwi-
schenelementen zwei der acht Eigenwerte bzw. —formen, die sogenannten ,Biegemo-
des*, differieren. Bei den kontinuierlichen Zwischenelementen entsprechen die Eigen-
werte dieser beiden Modes einem Drittel der Eigenwerte der konzentrierten
Zwischenelemente, weshalb sich die kontinuierlichen Zwischenelemente mit zuneh-
mendem Steifigkeitsunterschied zur angrenzenden Struktur eher instabil verhalten. Os-
zillationen bei den Relativverschiebungen — proportional dazu verhalten sich im linear
elastischen Fall die Kréfte — sind dafr ein Indiz.

7.5.2 Nichtlineares Verhalten

Sowohl beim ideal —plastischen wie auch beim softening —Verhalten, sind fir beide Ele-
menttypen kaum Unterschiede bei den Last—Verschiebungs—Charakteristiken er-
kennbar, siehe Bild 7.7. Im Fall von softening differieren die Traglasten um 0,1 %, (konti-
nuierliche Zwischenelemente: 21,849 [N]; konzentrierte Zwischenelemente: 21,847
[N]). Zu Beginn des FlieBens, also unmittelbar Gber der Einkerbung, konvergieren die
kontinuierlichen Zwischenelemente geringfiigig langsamer, was mit den im elastischen
Fall beobachteten Oszillationen zusammenhangt.

Ahnliches gilt fiir den Verlauf der Krafte. Bis auf die flr die kontinuierlichen Elemente ty-
pischen Diskontinuitdten am Elementiibergang vom Druck — zum Zugbereich, differie-
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ren die Krafte im Zugbereich nur minimal: im Kraftverlauf von Bild 7.8 sind Abweichun-
gen von maximal 1,5% festzustellen. Insofern bleibt festzuhalten, daB die bei den
elastischen Berechnungen festgestelliten Oszillationen mit materiell nichtlinearen Analy-
sen nicht auftreten. Lediglich aufgrund des besseren Konvergenzverhaltens sind die
konzentrierten den kontinuierlichen Zwischenelementen vorzuziehen.

e fumped
- continuous

0 025 050 075 1.00 125 1.50

Bild 7.7  Eingekerbter Balken: Last--Verschiebungskurven

Héhe Uber Héhe Uber

Einkerbung continuous Einkerbung continuois

80 | 80 /

70 ‘\]\——— 70

80 1 lumped 60 - lumped

50 - 50

40 - 40 -

30 - 30 4

20 4 20 -

10 10

0 T : T 0 . T r T
-6 -4 -2 0 2 4 -6 -4 -2 0 2 4

a) t, [N/mm] b) t; [N/mm]

Bild 7.8  Eingekerbter Balken: Verlauf der Normalkréfte
a) Gr= 10 [Nmm/mm] b) Gr = 0,002 [Nmm/mm]
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8 Numerische Beispiele: Stahlverbundtriger

Die numerische Analyse von Stahlverbundkonstruktionen kombiniert finite Kontinu-
umselemente zum Modellieren der Querschnittsteile Stahltréger bzw. Stahibetonplatte
mit interface — Elementen zur Modellierung des nichtlinearen Verhaltens in der Verbund-
fuge.

Mit den in Kapitel 6 untersuchten Strukturen konnte fiir das elasto —plastische Stahlbe-
tonmodell der Nachweis geflihrt werden, daB das globale Tragverhalten gut wiederge-
geben und phanomenologisch beobachtete Versagensmechanismen (cracking, crus-
hing, FlieBen des Betonstahls) abgebildet werden kénnen. Die berechneten Traglasten
weichen von den Versuchsergebnissen oder Vergleichsberechnungen um maximal
20% ab. Auch zeigt sich, daB bei einer biegedorinanten Struktur, wie der des ,Kariha-
loo“—Balkens von Kap. 6.2.2, der Effekt des Mitwirkens des Betons zwischen den Ris-
sen nahezu vernachlassigt werden kann. Dieses tension —stiffening wird bei den unter-
suchten Verbundtrdgern bericksichtigt und flhrt innerhalb einer numerischen
Berechnung zu maximal 2% héheren Lastwerten bis zum Erreichen der Traglast. Inso-
fern ist auch dieser Effekt vernachldssigbar. Zum Erh&hen der numerischen Stabilitét
wird die Degradation der elastischen Materialeigenschaften entsprechend Kap. 5.3.4
berlcksichtigt.

Zur Verbundmodellierung wird zwischen zwei Modellen unterschieden: dem auf
Bruchenergie basierenden softening —Modell A und dem multilinearen Modell B. Zum
Erreichen gréBtmdoglicher numerischer Stabilitdt werden hier lediglich die konzentrier-
ten Zwischenelemente angewandt.

In Kapitel 2.4 wurden bereits die Voraussetzungen erlautert, die ein zweidimensionales
" Modellieren dieser Verbundtrager rechtfertigen. Die Anforderung an die Geometrie mit
einer gedrungenen Betonplattenbreite schrinkt die Auswahl méglicher zu untersu-
chender Strukturen ein, weshalb hier ausschlieBlich auf die experimentellen und nume-
rischen Untersuchungen von Bode et al. in [13] und [15] eingegangen wird. Ein erstes
Beispiel behandelt die im EC4 standardisierten push—out—Versuche von Kopfbolzen-
dibeln in Vollbetonplatten.

8.1 Push-out-Versuch nach EC4

Anhand des im EC4, Abschnitt 70.2.2, angegebenen, standardisierten Versuchskor-
pers zum Bestimmen der Traglast von Kopfbolzendiibeln soll untersucht werden, inwie-
weit die experimentellen Ergebnisse — die Last—Schiupf—Kurven vom Anhang B 1.sind
hier Eingabewerte — mit den numerischen Gbereinstimmen.

Die Versuchsanordnung nach EC4 ist in Bild 8.1a dargestelit. Das nahezu starre Trag-
verhalten des Stahltragers rechtfertigt dessen Modellierung mit einem flachengleichen
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np 180 180 180 Pou
[PPoo bt ,
_ ) @
g =] A 8 o
~— © '/’ '.}1, 4 /" g«
g| & gl o]
R T | il @ €
ge & il 8 © SE,
200 200 200 B ] ‘é%
— D i
) 0o
gl 8 Ay TR
1/2 HE 260 B Au
Verbundfuge +1_32+E8+
MaBe in [mm] mit/ohne
a) b) horizontalem/s Lager

Bild 8.1  Push-out—Versuch flir Kopfbolzend(ibel
a) Versuchsanordnung nach EC4
b) Diskretisierung des halben Systems

Ersatzquerschnitt gleicher Hohe. Aus Griinden der Symmetrie wird nur das halbe Sy-
stem diskretisiert (siehe Bild 8.1b). Damit aus der exzentrischen Lastlbertragung zwi-
schen Stahltrager und Betonprifkérper keine Zugkréfte in die Dibel eingeleitet werden,
sind die Betonprifkdrper horizontal zu verspannen oder Halterungen an den AuBensei-
ten der FuBpunkte anzubringen ([98], [6] u.a.). Das horizontale Lager wird beim halben
System alternativ berucksichtigt. ’

Die in Tafel 8.1 angegebenen Materialparameter fiir Beton sind so gewahlt, daB die
Traglasten sowoht fir Diibel—~ als auch fir Betonversagen entsprechend Gl.(2.2) und
(2.3) fast identisch sind. Fir die Zugfestigkeit des Bolzenmaterials wird f, =500
[N/mm?] angenommen. :

Da das Tragverhalten eines Bolzenpaars abgebildet werden soll, werden die Werte der
Last—Schlupf--Charakteristik von Roik et al. [99] (ber die Linge der Verbundfuge
e=600 [mm], entsprechend Tafel B.1, Sp. 3, als ,verschmiert* angenommen. Die elasti-
sche Steffigkeit k,normal zur Verbundfuge soll in etwa die GréBe der tangentialen elasti-
schen Steifigkeit ks haben.

Da durch Einfetten oder andere geeignete MaBnahmen die Haftung in der Verbundfuge
unterbunden werden soll [98], wird der Reibungswinkei des Verbundmodells zum ei-
nen g = 0°gesetzt. Mit ¢ = 30° wird der Frage nachgegangen, inwieweit die Reibung
auf das Tragverhalten des Dibels EinfluB nimmt. Daraus resultieren die vier in Tafel 8.2
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angegebenen Berechnungen mit den beiden Werten des Parameters ¢ und dem alter-
nativ berlicksichtigten horizontalen Lager.

e Berechnungen ohne horizontalem Lager: (1],

Die L.ast—Verschiebungskurven zeigen eine gute Ubereinstimmung mit der experimen-
tellen Charakteristik (vgl. Bild 8.3). Der Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den
Versuchsdaten von Tafel 8.3 bestétigt, daB mit zunehmendem plastischen Verhalten
das Versuchsergebnis besser approximiert wird. Aufgrund der Nachgiebigkeit des
Stahlprofils und vor allem des Betonprifkdrpers wird insbesondere das elastische Ver-
halten gegen(ber dem Versuch weicher abgebildet.

Kann bei den Versuchen ein reibungsfreies Gleiten vorausgesetzt werden, ist bei der
numetrischen Analyse fiir ¢ = 0° der Verlauf der Schubkréfte t,s iber die Lange der Ver-
bundfuge erwartungsgeman konstant, siehe Bild 8.4a. Der nichtlineare Verlauf der Nor-
malkréfte t, (siehe Bild 8.4b) 1aBt auf ein Druck —Zug—Kraftepaar schlieBen, das aus der
exzentrischen Kraftlbertragung resultiert. Die maximale Zugkraft erreicht dabei eine
maximale GréBe von ca. 40% der Schubkraft.

Beton C35/45:

Eem = 33000  [N/mm?] Ve =0,15 -]

fon = 43 [N/mm?] G, =500 [N/mm]
fom = 3,2 [N/mm?] G =01 [N/mm)]
Betonstahl:

Qx = [mm] @y =10 [mm]

ox = 0,003 [-] oy = 0,007 [~1]

Px = [’ Py = 90 'l

fsy =500 [N/mm?2]

Es = 200000 [N/mm?] Eq = 1000 [N/mm2]
Stahltrdger (HE 260 B):

foy =235 [N/mm?2] Vg =03 [-1

Es = 210000 [N/mm?] Eh =0 [N/mm?]

interface —Elemente (Modell B):

ks = 580 [N/mm?2] kk =600 [N/mm2]
cq =278 [N/mm] ¢ =0/30 [°]
weitere Angaben entsprechend Tafel B.1, Spalte 3im Anhang B

Tafel 8.1 Push—out—Versuch: Materialdaten
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p=0° | ¢=230°

hne

horizontalem
Lager

mit

Tafel 8.2 Push—out—VYersuch: Numerische Untersuchungen

~ 30° AT
N\ N
N
N
N
\ NFHHE-
N \
\ ] -
\ x
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N
N \\\\\ |
N\ T \\ Wm
a) b)

Bild 8.2  Push-out—Versuch: Verschiebungszustand stark (iberhéht dargestellt
(4u =~ 11 [mm])
a) ohne horizontales Lager b) mit horizontalem Lager

Beim reibungsbehafteten Verbund (¢ = 30°) findet Gber das Coulombsche Reibungs-
gesetz die Interaktion zwischen Normal— und Schubkréften statt. Daraus folgt der nicht-
lineare Verlauf der Schubkréfte (vgl. Bild 8.4a). Zudem ist nach Bild 8.2 ein Abldésen zwi-
schen Stahlprofil und Betonkdrper festzustellen. Der durch horizontale und vertikale
Verschiebung definierte Winkel entspricht in etwa dem Reibungswinkel o.

® Berechnung mit horizontalem Lager und ohne Reibung: [2]

Prinzipiell gelten auch hier die vorherigen Ausfuhrungen. Lediglich der Verlauf der Nor-
malkréfte t, weist ausschlieBlich eine Druckbeanspruchung auf, da das horizontale La-
ger die ,Zugkomponente“ Ubertragt. Dies zeigt die Notwendigkeit dieser Lagerung,
wenn wéhrend der Versuchsdurchflihrung keine Zugbeanspruchung in den Kopfbol-
zendUbeln auftreten soll.

e Berechnung mit horizontalem Lager und Reibung: (4
Die Zwangung des Lagers behindert am Fupunkt des Betonkérpers das Abldsen vom
Stahlprofil (siehe Bild 8.2b); der Bereich einer méglichen Zugbeanspruchung (vgl.
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P

550
500
450
400
350
300
250
200
150
100

50

[kN]

al, &, und [99]

146

_ Au [mm]

Bild 8.3 Push-out—-Versuch: Last—Verschiebungskurven

Au P 2] max AP AP
Versuch

[mm] [kN] [kN] [kN] [kN] [kN] (%] [kN] [kN] [%]

0,25 87 84,5 84,2 84,4 2,8 3,22 84,1 29 3,3

0,5 108 107,4 107,5 107,1 0,9 0,83 121,8 13,8 12,8
1,0 135 134,9 135,0 134,5 0,5 0,37 176,2 41,2 30,5
1,5 150 149,6 149,7 | 1494 0,6 0,40 2237 73,7 49,1

2,0 158 157,7 157,6 157.6 0,4 0,25 264,1 106,1 67,2
3,0 163 163,0 163,1 163,0 0,1 0,06 322,3 159,3 97,7
4,0 166 166,1 166,2 166,2 0,2 0,12 370,6 | 204,6 123,3
5,0 167 166,8 166,8 166,8 0,2 0,12 406,1 239,1 143,2
6,0 166 166,2 166,2 166,2 0,2 0,12 4299 263,9 159,0
7,0 164 163,9 163,8 163,9 0,2 0,12 4521 288,1 175,7
8,0 161 160,9 160,8 160,8 0,2 0,12 4745 3135 194,7
9,0 157 1573 157,2 157,3 0,3 0,19 495.6 338,6 215,6
10,0 152 151,9 151,8 151,9 0,2 0,13 513,9 | 361,9 238,1
11,0 146 145,9 146,1 145,9 0,1 0,07 529,1 383,1 262,4

Tafel 8.3 Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den Versuchsdaten nach

Roik et al. [99]
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und [3]) wird Gberdriickt. Die |nteraktidn zwischen Normal — und Schubkréaften, bedingt
durch das Coulombsche Reibungsgesetz, 1a8t aufgrund der Querpressung nahezu be-
liebig groBe Scherkrafte zu. Der Verlauf der Schub —~ und Normalkréfte von Bild 8.5 zeigt
eine Ahnlichkeit der Struktur zu exzentrisch belasteten, starren Griindungskérpern, da
der Verlauf beider ZustandsgréBen weitgehend linear ist. Der lineare Verlauf des Ablé-
sens fihrt von der Oberseite her zu einem ,Aufklaffen”; in diesem Bereich sind die
Schubkréfte ts = 0. Bedingt durch das Coulombsche Reibungsgesetz kénnen noch
Zugkrafte Ubertragen werden.

y [cm] y [em]
60 - 60 -
50 A 50 |
/
40 40 -
30 30
. . / 20 |
24 maE -
10 ] (hs=243) 10
0 . . 0 :
-320 —280 —240 -200 -200  -100 0 100
a) ts [N/mm] b) t, [N/mm]
Bild 8.4 Push—out—Versuch: Kraftverldufe (1), {Z],
y [em] y [em]
60 + 60 -
o) o] )
40 - 40 -
30 - 30 4
20 - 20
10 A 10 A
0 r r T 0 . r =
—2000 —1500 —1000 ~500 0 ~2800 —2000 —1200 —400 400
a) trs [N/mm} b) t; [N/mm]

Bild 8.5 Push—out—Versuch: Kraftverldufe
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® Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, daB die numerischen Untersuchungen experimentell bestimmte
Last—Schlupf—Charakteristiken nahezu exakt abbilden. Eine Ausnahme stellt dabei die
Berechnung der nicht der Versuchseinrichtung entsprechenden Struktur von [@] dar.
Dadurch bestétigt sich die Annahme, daB die Daten experimenteller Charakteristiken
als Eingabedaten des nichtlinearen Verbundmodells B fungieren kénnen.

Das in Versuchen zu beobachtende Entstehen von vertikalen Rissen auf der Innenseite
und horizontalen Rissen an der Oberflache des Betonkérpers kann Gber das Federmo-
dell in der Verbundfuge mir einer 2D—Modellierung nicht wiedergegeben werden. So-
wohl das Stahlprofil als auch der Betonkérper verhalten sich bei den numerischen Un-
tersuchungen linear elastisch. Dies ist ein Nachteil dieser Art der Verbundmodellierung.

Indirekt belegt die Berechnung [4] die Funktionalitat des elasto—plastischen Verbund-
modells. Das alleinige Auftreten der Zugnormalkréfte am oberen, ,gerissenen Rand
kann nur im Bereich der Apex der FlieBfldche des Coulombschen Reibungsgesetzes
auftreten. Die quadratische Konvergenzrate innerhalb des Konvergenzradius einer glo-
balen Gleichgewichtsiteration bestétigt die Funktionalitat des Projektionsalgorithmus
im Bereich des inverted cone.

8.2 Durchlauftriger mit Einzellasten

DurchlauftragerfindenimHochbauhéufigVerwendung. Dennochwurdenbishernur
sehrwenige experimentelle Traglastuntersuchungen mit derartigen Tragern durch-
gefGhrt. Bodeetal. [15] analysierten derartige Verbunddurchlauftrager mitdem Pro-

lP/z lP/z
100
360
N N Z-N
100 1800 | 1800 1800 | 1800 | 100
Ad hd T
’ 3600 3600
1000
100
C 35/45
360
100 | 1800 | 900 | s00 1PE 360
i 5 i Fe 360 .
3600 © 36 MaBe in [mm]

Bild 8.6  Durchlauftrdger: Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Beton C35/45:

Eon = 33300  [N/mm2] Vo =01 [~]

fon = 43 [N/mm?] G, =500 [N/mm]
fom = 3,2 [N/mm?2] G =02 [N/mm]
Betonstahi:

ox =10 [mm] Q7 = [mm]
ox = 0,016 -] 0, = 0,003 -1

o =0 '] ¢, =90 [’

foy = 500 [N/mm2]

E, = 200000 [N/mm?] Ey = 1000 [N/mm?]
Stahltrager (IPE 360, Fe 360):

foy =235 [IN/mm2] Vg =03 [-]

E; = 210000 [N/mm?2] Ey =0 [N/mm?2]

Koptbolzendiibel @ 22 [mm], e= 150 [ 300 [mm]
Modell B: siehe Tafel B.1, Spalte 4 im Anhang;
fir Teilverbund (50%) die entsprechenden halben ¢;—Werte

Tafel 8.4 Durchlaufirdger: Materialdaten

grammpaket ANSYS. Schwerpunkt dieser Untersuchungen war das Erfassen des Trag-
verhaltens im Bereich von Stegéffnungen.

in dem vorliegenden Beispiel bieiben bei dem in Bild 8.6 dargesteliten Durchlaufirager

Stegdffnungen unberiicksichtigt. Aus Griinden der Symmetrie wird das halbe System

diskretisiert. Die Materialdaten der Betonplatte mit der Betongite C35/45, die des Be-
wehrungsstahls bei einem Langsbewshrungsgrad oy = 1,6% und des IPE 360 sind in

Tafel 8.4 angegeben.

Als Verbundmittel sind Kopfboizendibel ¢ 22 [mm] vorgesehen, die im Abstand von
e = 150 [mm] einen nachgiebigen Voliverbund (die zum vollen plastischen Moment ge-
horende Plattendruck— oder Zugkraft wird angeschiossen [66]) gewahrleisten. Als
Last—Schlupf—Charakteristik flir diesen Dibel wird die von Roik et al. [99] angesetzt.
Die zugehdrigen, ,verschmierten” Werte kénnen Tafel B.1, Sp.4im Anhang entnommen
werden. AuBer dem nachgiebigen Voliverbund (Reduktion der unter Vollverbund be-
stimmten Anzahl an Verbundmittein) werden der nachgiebige Teilverbund und der
starre Verbund untersucht. Dadurch ergeben sich nachfolgende drei Berechnungen:

» [1]: starrer, unnachgiebiger Verbund;
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 [Z]: nachgiebiger Vollverbund (@ 22 [mm] / e = 150 [mm});
« [3]: nachgiebiger Teilverbund zu 50% (@ 22 [mm] / e = 300 [mm]).

Ein mégliches Hatften in der Verbundfuge bleibt unbericksichtigt (¢ = 0°). Wie bei [15]
soll die Vertikalverschiebung w an der Oberkante des Betongurtes im Dreiviertelspunkt
der Stutzweite das globale Strukturverhalten wiedergeben.

e globales Strukturverhalten

Bereits bei niedrigem Lastniveau (P=215 [kN]) treten (iber der Innenstitze an der Ober-
seite der Betonplatte erste Risse auf (siehe Bild 8.7 und Bild 8.8). Ab einer Last von ca.
650 [kN] beginnt das Plastizieren des Stahltrdgers an der Unterseite des gleichen Quer-
schnitts.

Mit dem vollstandigen ,Plastizieren des Querschnittes Uber der Innenstlitze (FlieBen
des Stahltragers und der Bewehrung, fast volistdndig degradierte Zugspannungen im
Betongurt) bilden sich in der Feldmitte, an der Unterseite der Betonplatte, die ersten
Risse. Mit Erreichen der Traglast beginnt das Druckversagen im Bereich der Lasteinlei-
tung. Unmittelbare Folge davon ist die stetige Abnahme der Strukturbelastung.

Im Sinne des ,FlieBgelenkverfahrens® bildet sich Gber der Innenstlize das erste und un-
ter der Einzellast das zweite ,FlieBgelenk” (FG) mit Erreichen der Traglast aus. Im Ver-
gleich zur Lastverschiebungskurve von [15] nimmt die Diskrepanz zwischen erstem
und zweiten FG zu. Ursache ist das nichtlineare Druckverhalten des Betons, das beim
hier vorgesteliten Betonmodell berticksichtigt wird.

® Verbundverhalten

Der Verlauf der Schubkréfte t,s Uber die Lange der Verbundfuge von Bild 8.9 verdeut-
licht, daB bei starrem Verbund in Bereichen mit statischen Diskontinuitaten (Lasteinlei-
tung, Innenstiitzung) Spannungskonzentrationen auftreten. Unter Berlcksichtigung
des hachgiebigen Verbunds werden die Dibel gleichmaBiger beansprucht. Im Falle
des Voliverbunds erreichen diese nurim Bereich zwischen Einzellastund Innenstiitzung
inre Traglast. Eine wirtschaftlichere Losung kann bei teilweisem Verbund vorliegen: Die
Traglast von P,=1301 [kN] unterschreitet die des Vollverbunds lediglich um 7,6%.
Nach Erreichen des niedrigeren Traglastniveaus verhélt sich die Struktur zudem dukti-
ler.

Bild 8.10 macht deutlich, daB in der Nahe der Rand— bzw. Innenstltzung die Dubel
durch das Abheben der Betonplatte zusétzlichen Zugbeanspruchungen ausgesetzt
sind. Die GroBenordnung dieser Kréfte liegt bei ca. 40% jener der Querkraftbeanspru-
chung der Diibel. Dieses Phdnomen konnte bereits beim push—out-Versuch von Kapi-
tel 8.1 im Falle des unber(lcksichtigten horizontalen Lagers festgestellt werden.
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P [kN} [18]
4
2
1400 -
1200 -
1000 4 © vollstdndiges ,Plastizieren” des Querschnittes
Uber der Innenstiitze
o Risse an Unterseite der Betonplatte
800 | in Feldmitte
600 A - Beginn des Plastizierens an der
Unterseite des Stahftragers
iber der Innenstitze
400 A
200 -#—— Risse an Oberseite
der Betonplatte Ober
0 Ilnnenstfjltze ' ' ‘ . ‘ e W [mm]
0 5 10 15 20 25 30 35

Bild 8.7  Durchlauftrdger: Last—Verschiebungskurven

starrer nachgiebiger Vergleichs-
Verbund Verbund beraechnung
nach {15}
s i
2] [15]
Py [kN] 1459 1408 1301 ~1530
I w [mm] 18,1 21,2 22,8 ~24,0

Tafel 8.5 Durchlaufirdger: Traglasten P,

crushing an der Oberseite cracking (iber die Héhe
der Betonplatte - der Betonplatte

B N

b

cracking an der Unterseite T

der Betonplatte Plastizieren
des Stahltrdgers

Bild 8.8  Durchlauftréger: Versagensmechanismen im Traglastzustand
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——————— 100% Verdiibelung
——-—— 50% Verdlbelung
ts [N/ e starrer Verbund
1500
1000
500
0
-500
-1000
~1500
-2000 .
—2500 , . . .
0 400 800 1200 1600

. ; : ; X [mm]
2000 2400 2800 3200 3600

Bild 8.9  Durchlauftrdger: Verlauf der Schubkréfte b in der Verbundfuge im Trag-

lastzustand
100% Verdiibelung
——-—— 50% Verdilbelung
t IN/Mmp e starrer Verbund
1000 -
500 P
N e
-500 \\’//
~1000 |
~1500 -
~2000 -
~2500 . ; : ; ‘ : ; ; — X [mm]
0 400 800 1200 1600 2000 2400 2800 3200 3600

Bild 8.10 Durchlaufirdger: Verlauf der Normalkréfte & in der Verbundfuge im Traglast-
zustand

® Zusammenfassung

Die Versagensmechanismen der Struktur konnen entsprechend dem FiieBgelenkver-
fahren als ,FlieBgelenke" interpretiert werden. Das Plastizieren der Bewehrung und des
Stahitragers sowie die durch RiBbildung nahezu volistandig abgebaute Tragfahigkeit
des Betons iber der Innenstitze entsprechen den im EC4, Abschnitt 4.4, mittragenden
Querschnittsteilen unter ,negativer Momentenbeanspruchung®. Das AufreiBen an der
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Betonplattenunterseite in Feldmitte ist ein Indiz daflir, daB die ,Spannungsnullinie“ beim
druckbeanspruchten Betongurt in der Betonplatte — hier etwa in mittlerer Hohe — ver-
lauft (,positive Momentenbeanspruchung®). insofern kdnnen die in EC4, Bild 4.5, dar-
gestellten plastischen Spannungsverteilungen nachvollzogen werden. Eine Vergleichs-
berechnung nach dem FlieBgelenkverfahren (ohne Teilsicherheitsbeiwerte nach EC4)
flhrt bei vollem Verbund zu einer Traglast von ca. P1,=1340 [kN]. Dies bestétigt die Gré-
Benordnung der numerisch berechneten Traglast P =1459 [kN] fir starren Verbund.

8.3  Trager mit Stegdffnung

An der Universitat Kaiserslautern wurden im Rahmen zweier Forschungsprojekte Trag-
lastversuche an Stahlverbundtrédgern mit groBen Stegéfinungen durchgefihrt [13]. Zu-
dem analysierten Bode et al. [15] den Trdger A2 dieser Versuchsreihe mit dem Pro-
grammpaket ANSYS. Der Trager A2 wird auch im Rahmen dieser Arbeit untersucht.

Der Trager mit einer Stlitzweite von [=3400 [mm] wird, wie der Durchlauftrager zuvor,
mit zweidimensionalen, neunknotigen Kontinuumselementen diskretisiert; sechskno-
tige, eindimensionale Zwischenelemente geben das nichtlineare Verbundverhalten in
der Verbundfuge wieder. Geometrie und Belastung sind in Bild 8.11 dargestelit, die Ma-
terialdaten sind Tafel 8.6 zu entnehmen.

e Modellieren des nichtlinearen Verbundverhaltens

Analog zur Veréffentlichung [83] mit ersten numerischen Ergebnissen zu den hier vor-
gesteliten Werkstoffmodeilen wird in einem ersten Berechnungszyklus starrer Verbund
angenommen. Trotz des zu steifen Strukturverhaltens kann in diesen Fallen die maxi-
male Traglast der Struktur abgeschatzt werden.

Das nichtlineare Verbundverhalten der Kopfbolzendlbel 2 @ 22 [mm] im Abstand von
e=100 [mm] wird mit den Verbundmodellen A und B untersucht, wobei die Last—
Schiupf—Charakteristiken nach Roik et al. [99] und Bode et al. [14] entsprechend An-
hang B 1 obere und untere Grenzkurven fiir das Modell B darstellen.

Zr.x L Rw *M _____ *
= 1o cwnZlZ

= = Offnung
A 4 40720 om "‘7"
1001 400 J4ooj4ool 2200 1100 HE 300 A
¢ ¢ * + t Fe 360

3400

MaBe in [mm]

Bild 8.11 Trdger A2: Geometrie, Diskretisierung und Belastung
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Beton C45/55:

Eem = 36000  [N/mm2] Ve =0,
fom = 53 [N/mm?] G, = 50,0
fam = 3,8 [N/mm2] Gt =025
Betonstahl:

©x =10 [mm] @z =

o« =0008 [-] 0; =000
ox =0 £’ 9, =90
tsy = 500 IN/mm2]

Es = 200000 [N/mm2] Ey =1000
Stahltrdger (HE 300 A, Fe 360):

foy =235 [N/mm?2] Vg =03
Es = 210000 [N/mm?] Ey =0
Kopfbolzendiibel 2 @ 22 [mm], e= 100 [mm]
Modell A:

ks = 3200 [N/mm&] ke =108
¢t = 3200/1600[N/mm] @ =0

Gi =15:10% [Nmm/mm]

Modell B: siehe Tafel B.1, Sp. 5 und 7 im Anhang

3

(-]
[N/mm]
[N/mm]

[mm]
(-1

[l
[N/mm&]

[-]

[N/mm?2]

[N/mm?2]

Tafel 8.6 Trdger A2: Materialdaten

Offnun )
¢t [N/mm] ohne 9 mit
Gt [Nmm/mm] e
krs {N/mm2] I salens
= c =108
8 Gy =108
2 Kpg = 108
o =3200
< Gi=1510
o = ks =3200 @ (4]
5 o 87 % =1600
2 5 2 G=15108
2 2 kes = 3200
£
[$]
© m  giche Tafel B.1, Sp.5 6]
3
O
= siehe Tafel B.1, Sp.7

Tafel 8.7 Trdger A2: Numerische Untersuchungen
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Modell A soll im Mittel beide Charakteristiken approximieren. Jedoch wird die elastische
Anfangssteifigkeit in etwa halb so gro8 wie die der beiden Charakteristiken gewahlt.

Eine Ubersicht der numerischen Untersuchungen mit den unterschiedlichen Parame-
tereinsteliungen beider Verbundmodelle bei gleichzeitiger alternativer Berlicksichti-
gung der Stegdéffnung ist in Tafel 8.7 gegeben.

e Berechnungen ohne Stegéfinung

Die Berechnung der Durchbiegung unter dem Lastangriffspunkt mit dem nichtlinearen
Verbundmodell A zeigt gemas Bild 8.12a eine gute Ubereinstimmung mit der Ver-
gleichsberechnung nach [15].

Die beobachteten Versagensmechanismen dieses Einfeldiragers sind durchaus mit de-
nen des Durchlauftragers in Feldmitte zu vergleichen. Bei einem Lastniveau von ca.
P=650 [kN] beginnt der Stahltrdger unmittelbar unter der Einzellast an der Unterseite
zu plastizieren. Bei geringer Laststeigerung (P=670 [kN]) treten erste Risse an der Un-
terseite der Betonplatte auf.

e Berechnungen mit Stegdffnung

Ein Vergleich der unterschiedlichen Verbundmodelle zeigt, daB die Berechnungen mit
Modell A ([4] und [&]) aufgrund der geringeren elastischen Anfangssteifigkeit mit den
im Versuch gemessenen Vertikalverschiebungen am Lastangriffspunkt am besten
Ubereinstimmen (siehe Bild 8.12b). Berechnungen [6] und [7] mit Modell B fihren fir
beide , Grenzkurven® zu nahezu identischen Ergebnissen. Der Verlauf der Schubkrafte
von Bild 8.14 belegt, daB die Traglast der Diibel nicht erreicht wird. Demnach ist bei bei-
den Berechnungen das Tragverhalten der Dibel noch nahezu linear elastisch; entspre-
chend Tafel B.1 in etwa gleich. Zudem kann auf nachgiebigen Vollverbund rickge-
schiossen werden.

Das nachgiebigere Strukturverhalten ist dadurch zu begriinden, daB durch ein mehrfa-
ches Ent— und Wiederbelasten zu Versuchsbeginn der Beton im Bereich der DlibelfliBe
geschadigt wurde. Ein Anfangsschlupf als magliche Folge davon blieb bei beiden Cha-
rakteristiken unberdcksichtigt. Die geringere elastische Anfangssteifigkeit bei Modell A
hingegen gibt das nachgiebigere Verhalten ,im Mittel” wieder. )

Bei diesem Einfeldtrager zeigt sich, daB der nachgiebigere Teilverbund mit einem Ver-
dibelungsgrad von 50% (Berechnung [5]) zu einer geringfigig kleineren Traglast
(Pum =750 [kN] gegeniiber P,z =798 [kN]) filhrt und die Dlbel, wie beim Durchlauftré-
ger, gleichmaBig beansprucht werden (siehe Bild 8.14).

® Versagensmechanismen

Prinzipiell kann die bei Bode et al. [15] ausfihrlich dokumentierte Entwicklung der Ver-
sagensmechanismen bestétigt werden. Stichwortartig sind dies:
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P [kN]
A [15]
1000 - S
800 -
erste Risse an der Unterseite der Betonplatte
600 - /
Beginn des Plastizierens an der
Unterseite des Stahltragers
400 -
200 -
or—- e wimmj
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
a)
P [kN]
1000 4
[15]
und(7
800 - Elund(Z e (5]
X z \\\\
600 - =~ Versuch [13]
[4lund[5] \\/
\
400 4.
200 - Beginn des Plastizierens in den bei-
den oberen Ecken der Stegéffnung
0 TewoRse . wimm]
b) 0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Bild 8.12 Trdger A2: Last—Verschiebungskurven
a) ohne Stegdffnung

b) mit Stegbffnung

starrer Verbund nachgiebiger Verbund Vergleichs-
berechnung,
Versuch

18]
Py [kN} 997 936 985
I w [mm] 20,9 25,4 38,0
[6] [13]
g Py [kN] 800 798 750 798 799 788
ol w [mm] 21,9 305 40,0 276 26,6 277

Tafel 8.8 Trdger A2: Traglasten P,
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erste Risse an der Unterseite der Betonplatte zwischen Stegoffnung und Lastangriffs-
punkt bei P=140 [kN];

Beginn des Plastizierens in den beiden oberen Ecken der Stegtffnung bei einer Last
von P=180 [kN];

volisténdiges Plastizieren des rechten Offnungsrandes kurz vor Erreichen der Trag-
last; der Stahltrdger héngt sich Uber die Dibel an die Betonplatte hoch (Diibel rechts
von der Stegéffnung werden auf Zug beansprucht — siehe Bild 8.15);

L]

im Traglastzustand sowohl Biegeschubversagen als auch Druckversagen des Be-
tons (siehe Bild 8.13);

die Vierendeel—Wirkung infolge sekundéarer Biegespannungen fihrt zum Plastizie-
rer in atlen vier Offnungsecken;

« RiBbildung an der Plattenoberseite oberhalb des linken Offnungsrandes.

Zudem fGhrt das steifere Tragverhalten der Betonplatte zu einem AufreiBen in Trager-
langsrichtung Uber dem Auflager.

¢ Zusammenfassung

Eine Vergleichsberechnung nach dem FlieBgelenkverfahren (ohne Teilsicherheitsbei-
werte nach EC4) fihrt beim Trager ohne Steg6finung zu einer Traglast von Py,=920
[kN]. Die Relation zur numerisch berechneten Traglast P, =997 [kN] fiir starren Verbund
entspricht in etwa der des Durchlauftradgers vom Kapitel zuvor. Diese Differenz ist auf die
berlicksichtigte mittlere Druckfestigkeit f.,, beim Betonmodell zurickzufihren.

cracking cracking an
Uber der " Plattenoberseite
Verbundfuge y crushing

Plastizieren in den Ecken Schubrisse
der Offnung

Bild 8.13 Trdger A2: Versagensmechanismen im Traglastzustand
(finffach Oberhbhter Verformungszustand)
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4000
3000
2000

1000 -

o = 3200

Bl ¢ =1600 .

(6] Modell B
starrer Verbund

—1000

~2000

. L X [mm]

T T

S ——
800 1200

1600 2000 2400

2800

3200

3600

Bild 8.14 Trdger A2: Schubkraftverlauf t.g in der Verbundfuge im Traglastzustand

¢y = 3200
e ¢ = 1600
t, [N/mm] —--— [6] Modell B
“““““ starrer Verbund
2000
1000 / A /At
0 /r/f&/\ //{
= \
7
—1000 - L ‘\Tf/
~2000
~3000
~4000 +— ; . . ; , ; , X [mm]
0 1200 1600 2000 2400 2800 3200 3600

Bild 8.15 Trdager A2: Normalkraftverlauf t in der Verbundfuge im Traglastzustand

Auch bei der Struktur mit der geometrischen Diskontinuitat konnten zuverlédssige Aus-
sagen bei den auftretenden Versagensmechanismen gemacht werden. Als unsicher er-
weisen sich-die in der Literatur angegébenen Last—Schlupf—Charakteristiken der Ver-
bundmittel, die wesentlich von der Versuchsdurchfiihrung beeinflut werden.

Hier besitzt das nichtlineare Verbundmodell A den Vorteil, daB aufgrund der geringen
Anzahl die Steuerung der Parameter eine schnelle und zuverlassige Beurteilung des
Tragverhaltens zulaBt, auch wenn weite Bereiche einer Last—Schlupf—Charakteristik
Lnur’ gemittelt wiedergegeben werden.
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9 Zusammenfassung und Ausblick
9.1 Zusammenfassung

Der ingenieurmaBige Anspruch und die 6konomische Zielsetzung, den Stahlverbund-
bau als leistungsfahige und wirtschaftliche Bauweise weiterzuentwickein, und die ein-
hergehende Forderung nach noch effizienteren und zuveriassigeren Berechnungsme-
thoden sind Ausgangspunkte dieser Arbeit. Zu deren Realisierung galt folgenden
Aspekten besondere Aufmerksamkeit:

« Aufder Basis dreidimensionaler Werkstofigesetze sind phanomenologisch beobach-
tete Versagensmechanismen wiederzugeben. Insofern ist im Rahmen dieser Aufga-
benstellung das werkstoffspezifische Verhalten der jeweiligen Materialien Baustahl,
Stahlbeton und das der Verbundmittel detailliert zu untersuchen.

» Das komplexe Tragverhalten des Werkstoffs Stahlbeton und das der Verbundmittel
ist mit Materialmodellen zu beschreiben, die mit einem Minimum an einfach zu identifi-
zierenden Parametern auskommen.

Um die numerische Effizienz zu erhdhen, wird von folgenden Voraussetzungen ausge-
gangen:

e Ein diskretes Modellieren der Verbundmittel ist fir die Analyse des globalen Struktur-
verhaltens zu aufwendig. Deren nichtlineares Tragverhalten wird Gber Federmodelle
in der Verbundfuge beschrieben.

+ Als Theorie der Materiaimodelle der genannten Querschnittskomponenten wurde die :
Plastizitatstheorie gewahlt. Mit dieser theoretischen Basis kénnen Parallelen bei der
Entwickiung von Algorithmen sowohl beim Stahibeton— als auch beim Verbundmo-
dell genutzt werden.

Die Werkstoff—Inhomogenitat der Verbundkonstruktionen, basierend auf dem unter-
schiedlichen mechanischen Verhalten der Werkstoffe Stahi; Beton und dem nichtlinea-
ren Verbundverhalten, erfordert ein differenziertes Betrachten der jeweiligen Materia-
lien. Deshalb wird in Kapitel 2 eine Beziehung zwischen den in den Normen
angegebenen Materialeigenschaften, in Formvon WerkstoffkenngréBen, und der maxi-
malen Beanspruchbarkeit des jeweiligen Werkstoffs geschaffen.

Die Grundlagen der phanomenologischen Plastizitatstheorie in Kapitel 3 sind wissen-
schaftliche Basis fir die Entwicklung effizienter elasto— plastischer Materialgesetze, de-
ren Projektionsalgorithmen und konsistenten Materialtangenten auf der Deformations-
zuwachstheorie basieren (Kapitel 4). Die Integration der Evolutions- gleichungen erfolgt
nach dem ,Riickwarts —Euler —Verfahren, das, unabhéngig von der Form der FlieBfia-
che und der GréBe der Schrittweite, unbedingte Stabilitat gewéhrleistet. Durch die An-
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wendung des konsistenten Materialtensors ist die Konvergenz des Newton—Raph-
son—Verfahrens innerhalb eines Konvergenzradius quadratisch.

Zu Beginn von Kapitel 5 werden experimentell beobachtete, phdnomenologische Mate-
rialeigenschatften fir Stahlbeton und deren Umsetzung im Werkstoffmodell erldutert.
Das vorgesteilte Werkstoffmodell fir Beton mit einer mehrteiligen FlieBflache (Drucker—
Prager—Teilflache im Zug— und Zug~/Druck—Bereich; Drucker—Prager—Teilflache,
gekoppelt mit einer Kugelfidche, im Druckbereich) ist ein ,zwei Invarianten (I, J,)
CAP-Modell", teilweise mit nicht glatten Ubergéngen. Hierbei handelt es sich um die
dreidimensionale Erweiterung der Betonmodelie von Chen und Chen [23] bzw. Feen-
stra [38].

Die Versagensmechanismen kdnnen ndherungsweise auf die KenngréBen des einaxia-
len Zug— und Druckverhaltens reduziert werden. Das auf Bruchenergie basierende,
isotrope Ver— Entfestigungsverhalten (softening—Modell) der einzeinen Teilflachen
gibt das einaxiale Zug~ bzw. Druckverhalten wieder. Die Zuordnung von Versagensme-
chanismen auf einzelne Teilflachen, der Typ dieser FlieBflachen und der glatte Ubergang
zwischen der Drucker—Prager— und der Kugelflache im Druckbereich sind Ursache
daflr, daB auBer den beiden Bruchenergie—Parametern lediglich vier weitere Parame-
ter die Geometrie der FlieBfldchen beschreiben: die einaxiale Zug— und Druckfestigkeit
sowie zwei Parameter zum Fitten der Geometrie der FlieBflachen. Ein weiterer Vorteil
dieses Modelis ist, daB die Parameter einfach zu identifizieren sind. Die Festigkeiten und
Bruchenergien sind Uber geltende Normen, die Fittingparameter anhand der biaxiaien
Versagenskurve von Kupfer et al. [69] zu bestimmen.

Beim bewehrten, zugbeanspruchten Querschnitt sind zur Steifigkeit des Betons die des
Bewehrungsstahls und des tension—stiffening—Effekts zu addieren. Letzterer wird
Uber die ersatzweise Modifikation des Bewehrungsstahls modelliert. Die Bewehrung
wurde nach dem Konzept der ,verschmierten®, eingebetteten Modellierung implemen-
tiert; starrer Verbund ist vorausgesetzt.

Das breite Spekirum von Testbeispielen (Kapitel 6) belegt die Brauchbarkeit der Werk-
stoffmodelie fur Beton und Stahlbeton. Zusammenfassende Auswertung der Beispiele
flr Beton:

» Untersuchungen an einem Druckstab zeigen, daB das Konzept der homogenisierten
RiBbildung auch bei druckbeanspruchten Strukturen zu netzunabhéngigen Losun-
gen fuhrt.

« Numerische Simulationen an einer L~férmigen Scheibe zeigen, daB bei erheblichen
Spannungsumlagerungen in der Struktur das Tragverhalten im NachriBbereich zu
sprode abgebildet wird. Die Ursache liegt in der Annahme eines isotropen Schédi-
gungsverhaitens. Eine gegeniber der Norm um ca. 20% héhere Bruchenergie reduziert
das zu spréde NachriBverhalten, ohne dabei die Traglast wesentlich zu veréndem.
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¢ Das Beispiel des vier—punktgestiutzten (SEN—) Balkens dokumentiert eindrucksvoll,
daB das Werkstoffmodell in der Lage ist, im Versuch beobachtete RiBentwicklungen
abzubilden. Wahrend des weggesteuerten Aufbringens der Last konnte ein Offnen
und SchiieBen von weiteren Rissen verifiziert werden.

Die Auswertung der Beispiele flir Stahlbeton lassen sich zusammenfassen:

o Untersuchungen des numerischen Modells anhand zug— bzw. schubbeanspruchten
Stahibetonscheiben mit nur einem FE verifizieren den Effekt des tension-stiffening.
Auch hier zeigen sich gute Ubereinstimmungen mit Versuchsergebnissen.

e Im Hinblick auf die Stahlverbundkonstruktionen wurde ein Balken ohne Schubbe-
wehrung numerisch simuliert. Aufgrund der fehlenden Dibelwirkung (dowel action)
beim Stahibetonmodell wird das Tragverhalten der Versuche zu duktil abgebildet. Au-
Berdem zeigt sich, daB bei dieser biegedominanten Struktur der Effekt des tension—
stiffening die Ergebnisse nur unwesentlich beeinfluft.

e Schubbeanspruchte Scheiben, wie die von Maier und Thiirlimann [78] untersuchten
Paneele, erweisen sich als numerisch sensitiv. Die bei der Scheibe S4 numerisch ve-
rifizierten Versagensmechanismen stimmen mit denen des Versuchs Uberein. Die be-
rechnete Traglast erreicht etwa 90% des Versuchs.

Diese numerischen Simulationen dokumentieren die Funktionalitdt des Werkstoffmo-
dells fiir Stahibeton. Zudem konnten samtliche Beispielrechnungen innerhalb tolerier-
barer Rechenzeiten durchgeflhrt werden. Diese Vorzlige rechtfertigen das implemen-
tieren eines nichtlinearen Verbundmodells auf gleicher Basis.

Kritisch am Betonmodell zu beurteilen ist das isotrope Schadigungsverhalten innerhalb
der Plastizitatstheorie. Die Annahme einer kinematischen Entfestigung wiirde ein aniso-
tropes Schadigungsverhalten induzieren und ist z.B. bei einem Rankine —FlieBkriterium
realisierbar ([38], [144]). Ein entsprechender Ansatz fur das hier vorgestellte Betonmo-
dell fiihrt zu einer unabhangigen Translation einer Teilflache im Hauptspannungsraum;
numerische Schwierigkeiten sind damit verbunden. Da der dreidimensionale Charakter
dieses Werkstoffmodells gewahrt bleiben soll, wird dieser Nachteil akzeptiert.

Das nichtlineare Verbundverhaiten wird Uber Zwischenelemente in derVerbundfugke ab-
gebildet (Kapitel 7). Aufgrund einer Anregung von [101] wurden kontinuierliche und
konzentrierte Zwischenelemente hinsichtlich numerischer Stabilitdt untersucht. Das
schnellere Konvergenzverhalten begrindet den Vorzug der konzentrierten interface —
Elemente. Zwei nichtlineare Materialmodelle wurden implementiert: das auf Bruchener-
gie basierende Modell A und das multilineare Modeli B. Analog zum Betonmodell hat
Modell A den Vorteil der geringen Anzahl an Parametern. Dementgegen approximiert
Modell B experimentell bestimmte Last-—Schlupf-Charakteristiken mit groBer Genau-
igkeit — unter Voraussetzung eines entsprechenden Umfangs an Eingabedaten.
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Die numerischen Simulationen von Verbundkonstruktionen (Kapitel 8) brachten fol-
gende Ergebnisse:

¢ Die Untersuchungen des im EC4 standardisierten push—out—Versuches flir Kopfbol-
zendibel bestatigen, dafl die Daten experimentell bestimmter Last—Schlupf—-Cha-
rakteristiken keine weitere Modifikation erfordern, um als Eingabeparameter bei Mo-
dell B fungieren zu kdnnen. Auch wird bestatigt, daB entsprechende Halterungen an
der Versuchseinrichtung Zugkrafte in den Verbundmitteln unterbinden. Offen bleibt
jedoch, inwieweit diese Halterungen fir Verbundiragwerke zutreffend sind (in den
nachfolgenden Beispielen werden z.T. erhebliche Zugbeanspruchungen in den Ver-
bundmitteln festgestellt) und ob der bei der Simulation des Versuchs vorausgesetzte
reibungslose Verbund bei Bauwerken realistisch ist.

Die durchgeflihrten numerischen Simulationen eines zweifeldrigen, symmetrischen
Durchiauftragers lassen plausible Versagensmechanismen erkennen. Indirekt wer-
den damit die im EC4 angegebenen, plastischen Spannungsverléufe unter positiver
wie negativer Momentenbeanspruchung bestatigt. Ursache fr die um ca. 8% héhere
Traglast gegentber einer Vergleichsberechnung mit dem FlieBgelenkverfahren ist die
beim Betonmodell berlicksichtigte mittlere Druckfestigkeit foy,. Bei der Berechnung
nach dem FlieBgelenkverfahren bleiben die Teilsicherheitsbeiwerte nach dem EC4
unberucksichtigt.

Die Referenzldsung von Bode et al. [15] basiert auf einer dreidimensionalen Simula-
tion mit dem Programmpaket ANSYS. Das duktilere Tragverhalten der 2D —Simula-
tion kann auf das nichtlineare, nahezu einaxiale Druckverhalten beim Betonmodell zu-
rickgefuhrt werden. Die Abweichungen rechtfertigen die Annahme, daB
2D-Simulationen bei Strukturen mit gedrungener Betonplattenbreite aussagefahige
Ergebnisse zulassen.

¢ Am Trager mit Stegdffnung konnten ebenfalls experimentell bestimmte Versagens-
mechanismen verifiziert werden. Verbundmodell B, mit den experimentell bestimm-
ten Last— Schlupf—Charakteristiken als Eingabedaten, gibt ein etwas zu steifes Struk-
turverhalten wieder. Die Art der Versuchsdurchfihrung erfordert demnach eine
Modifikation dieser Daten, was sich fir Modell B als zu aufwendig erweist. Die geringe
Anzahl an Parametern bei Modell AlaBt eine Parameteridentifikation zu, um das Struk-
turverhalten, die Versagensmechanismen und die Traglast verifizieren zu kénnen. In
bezug auf Vergleichsberechnungen gelten die Ausfihrungen des Durchlauftragers.

Insbesondere das Beispiel des Tragers mit Stegdffnung dokumentiert die Notwendig-
keit der Berechnung mit der Methode der Finiten Elemente. Diese Methode berticksich-
tigt den EinfluB der Vierendeel—-Wirkung im Bereich derartiger Stegéfinungen und die
daraus resultierenden ,sekundéren” Biegespannungen [13}.
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9.2  SchiuBfolgerungen und Ausblick

in der vorliegenden Arbeit werden sdmtliche Strukturen zweidimensional modelliertund
analysiert. Die Forderung nach Verbundkonstruktionen mit einer gedrungenen Beton-
plattenbreite, weiche die Voraussetzungen zu dieser Art des Modellierens am besten
erfillen, schrankt die Auswahl der zu untersuchenden Strukturen ein. Die hier vorge-
stellten Beispielen genligen dieser Voraussetzung.

Die dreidimensionalen Werkstoffmodelle dieser Arbeit lassen ein 3D—Modellieren und
entsprechende Analysen zu. Erste Schritte bei der Implementierung dieser Werkstoff-
modelle in entsprechende Finite Elemente in das Programmsystem CARAT sind durch-
gefihrt und eréffnen ein breites Spektrum flr kinftige Forschungsarbeiten.

Wie bereits in Kap. 5.3.5 angesprochen, ist nach einer weiteren Implementierungs-
phase die Notwendigkeit zu prifen, das Betonmodell hinsichtlich unterschiedlichem
Extensions- und Kompressionsverhalten zu erweitern. In diesem Zusammenhang ist
zu prifen, inwieweit diese dann erweiterte, . kompliziertere” FlieBflachengeometrie die
Méglichkeit einer exakten Linearisierung als Voraussetzung fur stabile Integrationsaigo-
rithmen zulaBt, oder ob die Wahl eines Modells mit kontinuierlicher FlieBflache zweck-
maBiger ist.

Wie erwéhnt, ist das isotrope Schadigungsverhalten des Betonmodells kritisch zu be-
werten. Die Kopplung von Plastizitdtsmodell und anisotropem Schédigungsmodeli
nach Govindjee et al. [43] erhebt zu Recht den Anspruch auf ein wirklichkeitsnéheres
Modell. Dabei ist jedoch zu hinterfragen, inwieweit der Forderung nach einfach zu be-
stimmenden Parametern entsprochen wird.

Zur Identifikation der Parameter des Verbundmodelis bedarf es weitergehender For-
schungsarbeit. Notwendig wéren experimentelle Untersuchungen, um detailliertere
Aufschlisse Uber den Einflu der Haftreibung und die Interaktion zwischen Scher— und
Normalkréften zu erhalten, um gegebenenfalls die Rechenmodelle des EC4 modifizie-
ren zu kénnen. Sowoh! beim Beton als auch beim Modellieren des Verbundverhaltens
ware der MafB3stabeffekt zu berlcksichtigen.

Der Vorzug dieses Verbundmodells ist dessen Allgemeingttigkeit, was die Simulation
des Tragverhaltens unterschiedlichster Verbundarten und —konstruktionen zulast. Als
mogliches Anwendungsgebiet sind in diesem Zusammenhang die Retrofitting —MaB-
nahmen an bestehenden Stahibetonkonstruktionen mit gekiebten Lamellen aus kohle-
faserverstérkten Kunststoffen zu nennen. Im Vergleich zu den in dieser Arbeit beschrie-
benen Verbundmitteln modellieren die interface —Elemente den Verbund dieser dann
dinnen Klebeschichten weitaus wirklichkeitsgetreuer. Jedoch erfordert die Simuiation
derartiger Tragwerke und MaBnahmen viskoblastische Materialmodelle, um einge-
pragte Spannungs— und Verformungszustande und somit den EinfluB der Gebrauchs-
lasten, des Schwindens und Kriechens, berlicksichtigen zu kdnnen.
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A Anhang: Elasto—plastische Materialmodelle

A 1 Algorithmischer Modul

In diesem Teil des Anhangs finden sich die bei Berechnung des algorithmischen Moduls
erforderlichen Matrizen. ‘

A 1.1 Projektionsmatrizen

Die vierstufigen Projektionstensoren P9 und 1 ® 1 lauten in ihrer Matrizendarstellung

2-1-10 1110

paov 1|71 210l 1110
=3l-1-1 20 ®1=11110 ' (A1)

0o 0 03 0000

A 1.2 Diagonalmatrizen und orthonormale Transformationsmatrix

Hier sind die bei der Matrizeninversion von A~ zu invertierenden Komponenten (vgl.
Kap. 4.5) zusammengestellt. Nach [80],[119] und flir ebene Finite Elemente sind dies:

-1
Die Diagonalmatrizen (A€} ', A% und A'®!

-T .
(A%) =1ty EV diag [1 1 —————1112\:’ 2}
T ' .
(A%)  =diag[1 1 0 1] (A2)
T
(A'81) = diag [0 0 3 0]

und die orthonormale Transformationsmatrix Q

1.1 1,
/6 2 3
1 1L 1,
0| B ER -
2 1
‘-\/—‘6‘ 0/—50
| O 0 0 1]
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A 2 Rickprojektion und Berechnung der konsistenten elasto—
plastischen Materialtangente

A 21 Inverted cone

Im Bereich der Kegelspitze entsprechen die FlieBbedingungen von GI.(A.4) der von
G1.(4.75). Die Annahme der internen Variablen (i, = x, 1, = 0) wurde bereits in Kap.
4.6.2 begriindet. Uber die Rate der inelastischen Arbeit erhalt man dann folgende Bezie-
hungen zum Konsistenzparameter der ,Haupt“~—Drucker—Prager —Teilflache:

. 1
= dev * R
finer = I8+ oy Tinug 3,

"
- ZG(A}‘1,n+1 + A}‘Z,n+1) = 9Ka, (‘11A7‘1.n+1 + O‘zA)‘z,nM)
= (1 +808) Hylnsq) Ahyayy = Kylicyq) =0 (A.4)

= dev* *
fonser = M) + 0 Tingy

= ZG(A)‘1,n+1 + A}‘Z,n+1) ~ 9Ka, (‘11A7”1,n+1 + azA)‘2,n+1)
= (1 + Bag0y) Hineq) Ahypyy = Kpiinyq) =0

Mit Gleichungen (4.98); und (4.99) erhalt man fir font

= dev'| __ 1 *
foner = Yl 30, Tt

. 1
= 2G(Ah iy + Ahgpyq) — 3K [‘ Ahyper + g&EA}‘z,nu]
. i

— Ky, q) =0 . (A.5)

Die Komponenten der Jacobi—Matrix zum Bestimmen der Konsistenzparameter und
der internen Variablen sind

o, i , [ AH(ALY) dk,(Aky)
Jiq =3m = " |26+9Kaf+ (1+302) ——(:‘—A—X1—Ak1+Hk M 7o
af - ’
Jiz = = = — [2G - 3K]
AL, (A.6)
| dk,(Ahy)
Yot = Saa = - ZG—3K+——————dM1
of [
Jop = =2 = — |26+ &
22 7 5, 2 af]
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Fir die Berechnung der konsistenten elasto—plastischen Materialtangente gilt
Tafel 4.6. Vorab ist jedoch die Matrix der plastischen Moduln zu bestimmen. Da
G.(4.28) sinngemaB gilt, erhalt man unter Beriicksichtigung von Gi(4.98) die Ableitun-
gen der FlieBflachen nach den internen Parametern

~ [(1 + 302) Hy(x) + axk1(1c)]
0
n+1

_ [adket) ek
anZ,n+1 - - 0 - ‘0
n+1 n+1

Die Kopplung der internen Parameter mit den Konsistenzparametern erfolgt unter den

axf1’n+1 = (A.7)

in Kap. 4.6.1 angegebenen Voraussetzungen mit der Kopplungsmatrix Z= [z1 , 22] ent-
sprechend GI.(4.78),

- 1 0] [
Akpyy =2 Ahpyy = 0 ol]an,
n+1

o) =

Dadurch erhalt man die Matrix der plastischen Moduln E (siehe Tafel 4.6)

il

mit  z,

[cicq aafl 2 + (1 = Cp) 46, uf] 2,
E = -
n+1 CoCy Oxf'zr z, CoCs awf; z,+ (1 - ¢y
L n+1
[cc, [(1+ 302) Hyo9 + deky]+ (1 =c) O |
= - 1 | . (A9
C,Cy [(— E&?)GKM} 1~cy
L n+1
die in einen kinematischen
¢y |(1+303) Heo|+ (1 —¢c)) 0O
En+1 [ ] e (A.9)
_0 P
und einen isotropen Ver—/Entfestigungsanteil aufgespalten werden kann.
C4Cy Oky + (1 —-¢y) O
Einvi = - ] (A.10)
~ GG 7557 Onky 1-0c,
ol ! n+1

Infolge kinematischer Ver—/Entfestigung liegt ein assoziiertes Materialverhaiten vor. Die
Matrix der plastischen Moduln wie auch die der konsistenten Materialtangente sind
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symmetrisch. Im Falle einer isotropen Ver—/Entfestigung ist die Matrix der plastischen
Moduin unsymmetrisch und damit das Ver—/Entfestigungsverhalten nichtassoziient;
die konsistente elasto—plastische Materialtangente wird unsymmetrisch.

A 2.2 Betonmodell: Bereich der drei Drucker—Prager—Teilflachen

Flir die drei Drucker—Prager—Teilflichen des Betonmodells wird die Vorgehensweise
von Kap. A 2.1 angewandt, die Anzahl von zwei auf drei Teilflaichen erweitert. GemaBn
den Vorgaben beim Betonmodell stellt hier die Teilfldche f; den inverted cone zur Teilfla-
che f, dar. Im Gegensatz zu Kap. A 2.1 wird hier lediglich ein isotropes Ver-/Entfesti-
gungsverhalten angenommen. in bezug auf den Spannungszustand des elastischen
Pradiktors lauten die drei FlieBbedingungen

f],n+1‘ = |ﬂg?1| + 9 I:.n+1
~ 2G(Ahy gy + Ahgpyq + Ahgp o) (A1)

2
— OKay (cyAhy gy g + 0oy + Oghhg ) — \/% K nsy) =0
far j=1, 2, 3

mit: oy By, Kil44) siehe Gl.(5.22).

Mit Gleichungen (5.22) erhalt man fur f,

faner = lnﬂi";} “V3_21: I;ynﬂ
— 2G(Ah gy + Bhpp g+ Ahg ) (A.12)

hr 1 2 By
= 3K | = Ahypyq a_1A}"2,n+1 + EA}‘G,nM] - \/% 37«% GlKineq) =0

Die Komponenten der Jacobi—Matrix zum Bestimmen der Konsistenzparameter und
der internen Variablen sind

Jy=h L _log+oka?+ [2 ok

T 9AN, 1 3 "t
o,

Jig = g = [2G + 9K o, ay) (A.13)a
o

J“"'a—ATS = — [2G - 3K]
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21

2=

Jagr =

Jgp =

33 =

mit ;

ES
~ 3AN,

oty
Ak,

oty
FTY

oy

34,

ot
oA,

oty
ETY

aKt-R1

aKcRZ

2

[2G + 9K o ]

- o
_QG - 3K ET]

2G ~ 3K ~ /2

I Oy
2G - 3K &T]

K
EX }
do{xc(Ahy))
dAl,
do(Ko(Ahy))
dAb,

3 30

2G + 9K a2 + @ aKC"Rz] (A.13)b

9 _
A2 aKtk1]
1

(A.13)c

Fir die Berechnung der konsistenten elasto~plastischen Materialtangente gilt auch
hier Tafel 4.6. Wie zuvor, ist vorab die Matrix der plastischen Moduln zu bestimmen. Da
Gl.{4.28) sinngema8 gilt, erhalt man unter Beriicksichtigung von Gl.(4.98) die Ableitun-
gen der FlieBflachen nach den internen Parametern.

diner =

61‘1‘2,n+1 =

a1€f(3,n+1

f

9Ky 06)
0
| 0
[ O
Kalo)
0 n+1
3(1261%R Ki)
0
L 0 n+1

(A.14)

Die Kopplung der internen Parameter mit den Konsistenzparametern erfolgt analog zu

Kap. A 2.1 Uber die Kopplungsmatrix Z

= [2,,2, 2,] entsprechend GI.(4.78),.
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Ax, ~ 1.0 0] |AN
AKH+1 - AKC = Z Axn+1 = O 1 O A)“Z (A.15)
0 00 0] |
n+1 3n+1
1 fo 0
mit z, = |0}, 2z, = |1, 2z = |0
! 0 2 o ® o

Bei drei zu koppelnden Teilflachen lauten die Diagonalmatrizen ¢ und €
c; 00 1-¢, O 0

c={0¢, 0], €= 0 1-¢c, O . (A.16)
0 0 c4 0 0 1-c4

Die Matrix der zur FlieBfldche assoziierten Ver—/Entfestigungsgradienten erhalt man
nach GI.(4.90),

Vinet =[G4 oy o Cpdufa s Cg oy

Nach Gl.(4.91) ist die Matrix der plastischen Moduin E

B —[VEZo + 8]

+1
C1C10c Ky + (1 = ¢y) 0 0
= - ‘/% 0 CoCaduky + (1-¢p) 0 (A7)
1\ -
0301( - E(Tf)a“tk1 0 (1~ cy) »
n

die als Foige der isotropen Ver—/Entfestigung unsymmetrisch ist. Das weitere Vorge-
hen zum Bestimmen der elasto—plastischen Materialtangente entspricht dem von
Tafel 4.6.
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B Anhang: Verbundmittel

B 1 Last—Schiupf—Charakteristiken von Kopfbolzendiibeln

Die Tragféhigkeit von KopfbolzendUbeln werden i.A. anhand von push—out—Versu-
chen experimentell ermittelt. In Bild B.1 sind Last—Schlupf—~Charakteristiken fur Kopf-
bolzendiibel 22 [mm] in Volibetonplatten dargestellt. Kennzeichnend fir das Ver-
formungsverhalten sind die groBe Steifigkeit bei niedrigen Beanspruchungen und eine
hohe Duktilitat im Bereich der Traglast [99].

Als maBgebende EinfluBparameter hinsichtlich des Trag - und Verformungsverhaitens
sind zu nennen ([99], [66] u.a.):

¢ Betonglte und elastisches Verhalten des Betons;
e Quer— und Léngsbewehrung in der Betonplatte;

¢ Dibelhéhe und —durchmesser;

e Zugfestigkeit des Bolzenmaterials: ,

s Abmessungen des SchweiBwulstes am BolzenfuB;
¢ Lage der Dibel beim Betonieren.

Den Unterschied zwischen den in Bild B.1 dargestellten Last—Schlupf—Charakteristi-
ken fir diesen Dibeltyp (gleiche Geometrie der Dibel, nahezu identische Betonprif-
kérper) fiihren Bode etal. [14] aufVersuchsdurchfiihrungen mit unterschiedlichen Bela-
stungsgeschwindigkeiten zurlick; héhere Belastungsgeschwindigkeiten fiihren bei der
Tragfahigkeit zu hdheren Werten. Bei beiden Charakteristiken sind die mittleren An-
fangssteifigkeiten nahezu identisch.

Entsprechend GI.(2.1) bis (2.3) berechnet sich die Traglast dieses Dibeltyps bei einer
Betonplatte mit der Betongtite von mindestens C35/45 zu Py = 169 [kN]. Dieser Wert _

P [kN] Roik et al. [99]
Ar Bode et al. [14]
160 -
140
120 -
100
80
60 -
40
20 Au [mm]
0 I L R e -
0123456 7 89101112

Modell A

Bild B.1  Push—out—Versuche ©22/100 in Vollbetonplatten
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entspricht in etwa dem der Traglast der Last—Schlupf—Charakteristik von Roik et al.
[99] (siehe Tafel B.1, Spalte 2: Py = 167 [kN], Auy = 5 [mm]).

Fiir die Last—Schlupf—Charakteristik nach [14] gibt Becker [6] eine mittlere Traglast
von P, = 146 [kN] an, die mit einem Rechenmodeil von Bode und Hu [12] unter Be-
rilcksichtigung von GI.(2.1) verifiziert werden kann.

Diese unterschiedlichen Traglasten lassen den RickschluB zu, daB es bei den Ver-
suchsdurchfiinrungen einer Vereinheitlichung entprechend [98] bedarf. Beide Charak-
teristiken werden hier als obere und untere Grenzkurven angesehen. Zur Modellierung
des nichtlinearen Verbundverhaltens mit dem muttilinearen Modell B (vgl. Kap. 7.4) sind
in Tafel 8.1, Spalten 1, 2 und 6 Last—Schlupf--Werte beider Charakteristiken tabelliert.
In den Spalten 3, 4, 5 und 7 werden flir das ,verschmierte” Federmodell die entspre-
chenden KenngréBen Gber den Dibelabstand e verteilt. Die dort angegebenen Werte
fir e entsprechen den Abstanden der Kopfbolzendabel der in Kap. 8 untersuchten
Strukturen.

) @ ®@ [ & [ © ©) @)
c=Ppg /e c=Ppyq/e
Au P nach [99] P /600 P /150 2P /100 || Pnach{14] | 2P /100
[mm] [kN] [N/mmj [N/mm] [N/mm] [kN] [N/mm]
0,25 87 145 580 1740 91 1820
0,5 108 180 720 2160 104 2080
0,75 124 207 827 2480 113 2260
1,0 135 225 900 2700 119 2380
1,5 150 250 1000 3000 127 2540
2,0 158 263 1053 3160 134 2680
3,0 163 272 1087 3260 138 2760
4,0 166 [ 277 1107 3320 141 2820
5,0 167 278 o 1113 3340 143 2860
6,0 166 277 B 1107 3320 144 2880
7,0 164 273 1093 3280 145 2900
8,0 161 268 1073 3220 146 2920
9,0 157 262 1047 3140 146 2920
10,0 152 253 1013 3040 145 2900
11,0 146 243 973 2920 144 2880

Tafel B.1 Last—Schiupf—Charakteristik von Kopfbolzendiibeln ©22/100
in Vollbetonplatten nach Roik et al. [99] und Bode et al. [14]

Die in Bild B.1 dargestelite Kurve von Modell A soll beide Charakteristiken im Mittel ap-
proximieren. Wesentlicher Unterschied zu den Werten von Modell Bist, daB die mittlere

Anfangssteifigkeit mit K = 160 [kN/mm] etwa halb so groB wie die der Versuche ist.
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Weitere Informationen zu den Parametern fiir Modell A finden sich in Kap. 8.3 bei dem
untersuchten Tréger mit Stegéffnung.

B 2 Tragfahigkeit von Verbundmitteln

In diesem Teil des Anhangs sind Verbundmittel und deren Tragfahigkeit aufgelistet, die
gemaéB EC4 [31] alternativ zu Kopfbolzendiibein verwendet werden kénnen.

B 2.1 Blockdiibel in Vollbetonplatten

Die Grenzscherkraft eines BiockdUbels sollte wie folgt berechnet werden (nach EC4,
Abschnitt 6.3.4):

1
Pra = M Ay fu Vo (B1.1)
Hierbei ist:
Ay ... Fléche an der Vorderseite nach Bild B.2
n = JAy /A s 2,50 (Normalbeton) bzw. 2,00 (Leichtbeton)
Ap ... Flache der Vorderseite vergréBert mit der Neigung 1:5

bis zur Ruckseite des néachsten Diibels

Yo = 1,50 (grundiegend) oder 1,30 (auBergewdhnlich, z.B. Erdbeben)

Wirkungsrichtung der Schubkraft

e e o R

Blockdibel T—Dubel C~Dibel Hufeisendlibel

Bild B.2  Blockdiibel [31]

B 2.2 Haken— und Schlaufenanker in Vollbetonplatten

Die Grenzscherkraft fir die einzelnen Ankerstabe sollte wie folgt berechnet werden
(nach EC4, Abschnitt 6.3.5):

Aty

Ppy = —=—===—— cOsf (B1.2)
Rd ™ 1 ¥ sin2a
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Hierbei ist:

As .. Querschnittsflache des Ankermateriais
fyd ... Bemessungswert der Festigkeit des Ankermaterials
o .. Winkel zwischen dem schragen Ankerstab bzw. der Ankerschlaufe

und der Flanschebene des Tragers

g .. derin horizontaler Ebene liegende Winkel zwischen dem Ankerstab
und der Tragerlangsachse bei schrig angeordnetem Anker

¢
i \w—-‘a % \W
/a /4
/ /
’

Bild B.3 Haken— und Schiaufenanker [31]

B 2.3 Winkeldiibel in Vollbetonplatten

Die Grenzscherkraft eines Winkeldubels solite wie folgt berechnet werden (nach EC4,
Abschnitt 6.3.7):

Prg = 10 b ¥4 1,50 L (B1.3)
Hierbei ist:

Pryq - Grenzscherkraftin [N]

b .. Lange des Winkelsin [mm]
Ay .. Breite des abstehenden Winkelschenkels in [mm]
v = 1,25 (Teilsicherheitsbeiwert im Grenzzustand der Tragfahigkeit)

Wirkungsrichtung der Schubkraft

Bewehrung und Stabdurchmesser

Bild B.4 Winkeldubel [31]
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B 2.4 Reibungsverbund

Die Langsschubkréfte zwischen dem Stahltrdger und dem Betongurt aus Fertigteilen
konnen mittels hochfester, vorgespannter Schrauben durch Reibung libertragen wer-
den. Die Grenzscherkraft infolge Reibung ergibt sich zu (nach EC4, Abschnitt 6.5):

Pra = # Fpcg 71; : (B1.4)

Hierbei ist: . i,

Forca - Grenzvorspannung der Schraube nach EC3, Abschnitt 6.5.8.2

n ... Reibungszahl fir Stahltrdger ohne Korrosionsschutz:
0,5  bei Flanschdicke von mind. 10 [mm]
0,55 bei Flanschdicke von mind. 15 [mm]
Reibungszahl fir Stahitrager mit Korrosionsschutz:
0,25 + 0,60 (vgl. Roik [99], Tab. 4.6)

Yy = 1,25 (Teilsicherheitsbeiwert im Grenzzustand der Tragfahigkeit)

Druckplatte

]
Q

;;\__‘_;l PVC~Rohr

Il wendel

Bild B.5 Reibungsverbund [31]

178


ibbaf
Textfeld


Lebenslauf

Name:
Geburtsdatum:
Eitern:

Familienstand:

1968 — 1972
1972 - 1981

Mai 1981
1981 ~ 1985

Juli 1985
1985 —~ 1990

1990 — 1993
April 1993

Juli 1993
Juli 1994

1993 — 1998

Horst Franz Menrath

23. November 1961 in Schrozberg

Michael und Anna Menrath, geb. Knott

seit 31.03.1994 verheiratet mit Annette Ziegler

Besuch der Grundschule in Schrozberg

Besuch des Reichsstadt Gymnasiums
in Rothenburg ob der Tauber

Abitur

Studium des Bauingenieurwesens
an der Fachhochschule in Wiirzburg

AbschluB Diplom—Ingenieur (FH)

Angestellter im Ingenieurbiro Bernhard
(ingenieurblro flr Baustatik), Stuttgart

Studium des Bauingenieurwesens
an der Universitdt Stuttgart,
freier Mitarbeiter im Ingenieurbliro Bernhard

AbschluB Diplom—Ingenieur
Fischer—Studienpreis 1993

Emil Mérsch—Studienpreis 1994 fir
besondere Studienleistungen

angestellt als wissenschaftlicher Mitarbeiter

am Institut fOr Baustatik der Universitat Stuttgart
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Berichte des Instituts fiir Baustatik
der Universitat Stuttgart

74-1

74-2

75-1

75-~2

761

76-2

77-1

78-1

791

M. Becker, J. Biihier, G. Lang-—Lendorff, K. Papailiou, J. M. Séttele:
Kontaktkurs EDV im konstruktiven Ingenieurbau.

G. Werner:

Experimentelle und theoretische Untersuchungen zur Ermittiung des
Tragverhaitens biege— und verdrehbeanspruchter Stdbe mit 1—Quer-
schnitt.

K. Tompert:

Berechnung kreiszylindrischer Silos auf elastischer Unterlage.

W. Riehle:

Studie Uber verallgemeinerte Variationsfunktionale und ihre Anwendung
bei der Methode der finiten Plattenelemente.

G. Miiller, R. W. Rembold, J. M. Séttele, K. H. Schweizerhof, W. Wiss-
mann:

Platten—Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil 1.

G. Miller:

Numerische Behandlung der Kirchhoffschen und Reissnerschen Plat-
tentheorie nach einer diskretisierten und erweiterten Trefftz—Methode.
E. A. Castrillén O.:

Beitrag zur Berechnung langer diinnwandiger dreizelliger Trager
unter Beriicksichtigung der Profilverformung.

W. Block, G. Eisenbiegler, R. D. Kugler, H. Lieb, G. Miller, J. Miiller,
K.—H. Reineck, J. Schiaich, K. H. Schweizerhof, F. Seible:
Plaiten—Theorie, Berechnung, Bemessung. Teil Il

E. Ramm:

Geometrisch nichtlineare Elastostatik und finite Elemente.

B.—M. Sulke:

Berechnung diinnwandiger prismatischer Faltwerke

mit verformbarem. mehrzelligen Querschnitt.

F. Fuijii:

Anwendung der Methode der finiten Elemente auf die Berechnung
von Stahlbetonplatten.

B. Brendel:
Geometrisch nichtlineare Elastostabilitat.
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79-3

80-1

80~2

80~-3

82--2

82-3

1 (1983)

2 (1983)

3 (1983)

4 (1984)

H. G. Berg:
Tragverhalten und Formfindung versteifter Kuppelschalen (iber quadrati-
schem GrundriB auf Einzelstiitzen.

F. W. Bornscheuer, B. Brendel, L. Héafner, E. Ramm, J. M. Sattele:
Fallstudien zu Schalentragwerken (in englischer Sprache).

R. I. Del Gaizo:
Liegende zylindrische Behalter und Rohre auf Sattellagern endlicher
Breite.

R. W. Rembold:

Beitrag zum Tragverhalten ausgewahlter Plattentragwerke unter
Berticksichtigung der Reissnerschen Theorie und der Methode der ge-
mischten finiten Elemente.

J. M. Sittele:
Ein finites Elementkonzept zur Berechnung von Platten und Schalen
bei stofflicher und geometrischer Nichtlinearitét.

L. Hafner:
EinfluB einer RundschweiBnaht auf die Stabilitdt und Traglast
des axialbelasteten Kreiszylinders.

K. Schweizerhof:
Nichtlineare Berechnung von Tragwerken ’
unter verformungsabhéngiger Belastung mit finiten Elementen.

H.—P. Andréa:
Zum Tragverhaiten des Auflagerbereichs von Flachdecken.

P. Osterrieder:
Traglastberechnung von rdumlichen Stabwerken bei groBen Verformun-
gen mit finiten Elementen.

T. A. Kompfner:
Ein finites Elementmodell fir die geometrisch und physikalisch
nichtlineare Berechnung von Stahlbetonschalen.

A. Diack:
Beitrag zur Stabilitat diskret l&ngsversteifter Kreiszylinderschalen
unter Axialdruck.

A. Burmeister, £ W. Bornscheuer, E. Ramm:
Traglasten von Kugelbehélitern mit Stutzen und Formabweichungen
unter Innendruck und Stltzenlangskraft.
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5 (1985)

6 (1987)

7 (1987)

8 (1988)

9 (1989)

10 (1989)

11 (1990)

12 (1990)

13 (1991)

14 (1992)

15 (1992)

16 (1994)

17 (1994)

H. Stegmilller:
Grenzlastberechnungen flussigkeitsgeflllter Schalen mit "degenerier-
ten” Schalenelementen.

A. Burmeister:
Dynamische Stabilitat nach der Methode der finiten Elemente
mit Anwendungen auf Kugelschalen.

G. Kammler:

Ein finites Elementmodell zur Berechnung von Tragern und Stiitzen mit
offenem, diinnwandigem Querschnitt unter Berlcksichtigung der Inter-
aktion zwischen globalem und lokalem Versagen.

A. Matzenmiller: 4
Ein rationales Losungskonzept fiir geometrisch und physikalisch nichtli-
neare Strukturberechnungen.

D. Tao:
Die Technik der reduzierten Basis bei nichilinearen finiten
Element—Berechnungen.

K. Weimar:
Ein nichtlineares Balkenelement mit Anwendung als Léngsstreifen
axialbelasteter Kreiszylinder.

K.-U. Bleizinger:

Formoptimierung von Flachentragwerken.

S. Kimmich:

Strukturoptimierung und Sensibilitatsanalyse mit finiten Elementen.
U. Andelfinger:

Untersuchungen zur Zuverlassigkeit hybrid —gemischter finiter Elemente
flir Flachentragwerke.

N. Biichter:

Zusammenfiihrung von Degenerationskonzept und Schalentheorie bei
endlichen Rotationen.

Th. J. Hofmann:

Beitrag zur verfeinerten Balkentheorie.

D. Roehl:

Zur Berechnung von groBen elastoplastischen Deformationen

bei Flachentragwerken und Kontinua.

R. Reitinger:
Stabilitat und Optimierung imperfektionsempfindlicher Tragwerke.
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18 (1995)

19 (1995)

20 (1996)

21 (1996)

22 (1996)

23 (1998)

24 (1998)

25 (1998)

26 (1998)

27 (1998)

28 (1998)

R. Suanno:
Ein dreidimensionales Simulationsmodell fiir Stahlbeton
mit Plastizitdt und Schadigung.

M.Braun:
Nichtlineare Analysen von geschichteten, elastischen
Flachentragwerken. ’

N. Rehle:
Adaptive Finite Element Verfahren bei der Analyse von
Flachentragwerken.

C. HauBer:
Effiziente Dreieckselemente fUr Flachentragwerke.

D. Kuhil:
Stabile Zeitintegrationsalgorithmen in der nichtlinearen Elastodynamik
dinnwandiger Tragwerke.

H. Schmidts:
Zur effizienten Modellierung und Analyse von Hochhaustragwerken.

H. Wang:

Interaktion des lokalen und globalen Stabilitatsverhaltens dinnwandiger
Stébe.

K. Maute:

Topologie— und Formoptimierung von dinnwandigen
Flichentragwerken. '

B. Maurer:

Karl Culmann und die graphische Statik.

F. Girak:

Adaptive Finite—Element—~Methoden bei der nichtlinearen Analyse von
Flachentragwerken.

M. Trautz:

Zur Entwicklung von Form und Struktur historischer Gewodlbe aus der
Sicht der Statik,
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